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R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
(vo.l 12, n° 2, 1978, p. 121 à 152)

MÉTHODE DE DÉCOMPOSITION
POUR UN PROBLÈME UNILATÉRAL

DE TYPE PARABOLIQUE (*)

par Alain DIGUGLIELMO (X)

Communiqué par J. CÉA

Résumé. — On propose une méthode de décomposition pour une inéquation parabolique avec
second membre, comportant des coefficients dépendant du temps. On montre que, moyennant
certaines hypothèses complémentaires, la décomposition est possible et conduit à des solutions
approchées convergeant faiblement vers la solution exacte de Vinéquation. On donne également
un exemple, pour lequel des essais numériques ont été effectués.

On propose une méthode de décomposition pour une famille d'inéquations
paraboliques avec second membre, comportant des coefficients dépendant du
temps. On montre que, moyennant certaines hypothèses complémentaires, la
décomposition est possible et conduit à des solutions approchées convergeant
faiblement vers la solution exacte de l'inéquation; on note en particulier que,
pour des schémas semi-implicites du type Crank-Nicholson (1/2 ^ © ^ 1), il
n'est pas nécessaire d'imposer une condition de stabilité, contrairement au cas
des problèmes d'inéquations paraboliques étudiés dans [9]. Les méthodes
précédentes sont mises en œuvre sur un exemple, permettant leur comparaison
à l'aide des résultats numériques obtenus (2).

1. PROBLÈME ÉTUDIÉ

Soient Q un ouvert borné de Rm de frontière r , T > 0, et S = T x ]0, T [.
Soit {a(t;y,z), te[O, T] } une famille de formes bilinéaires continues et
F-elliptiques sur V = H1 (Q). Soit j une fonction convexe s. c. i. sur R à
valeurs dans [0, + oo] avec y (r ) é̂ + oo ; on définit à partir dey' la fonctionnelle
9 : cp —• [0, + oo] par

=

(*) Manuscrit reçu le 25 juin 1976.
(1) Faculté des Sciences et des Techniques de Besançon.
(2) Un résumé de ce travail a été publié dans [5].
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122 A. DIGUGLIELMO

si cette intégrale existe, cp (u) = + oo sinon. On définit également

O: L2(0> T; F ) ^ [ 0 , + oo]

par

Jo

si cette intégrale existe, O (w) = + oo sinon. On note D ($) = { u e V, $ (w) # + oo }.
On donne enfin j 0 e L2 (Q) = Jï et g e L2 (S). On considère l'inéquation
variationnelle

(P)

D'après [2] (chap. II, cor. II-l), il existe une solution unique à ce problème
j G i ) ( O ) n ^ ( [ 0 , r],L2(Q)).

Ce problème variationnel est une formulation faible d'un problème différen-
tiel du type suivant :

(-£> z-y\ + a(t; y, z-y)

rr

Jo
- - \ z (0) - y 0 \

2
L2 ( a ) î

2

, T).

— +A(t)y(i) = 0, p.p. pour *e]0, T[, dans ^'(Q),
dt

- | ^ +g(t)ed(p(y(t)) p.p. pour *e]0, T[.

2. DÉCOMPOSITION DE CE PROBLÈME (SEMI-DISCRÉTISATION)

Outre les hypothèses déjà indiquées pour poser le problème (P) nous sup-
poserons que

L'ouvert Q est tel que, pour tout \|/e V% = iî1(oi» &), il existe une
trace y£\[/ vérifiant les propriétés suivantes :

— si \ | /eF=H1(Q) alors y^ = yv|/cos](v, xfj, où yv|/ désigne la
trace de \J/ sur F, et v ia normale extérieure à F;

^ où Hf.ne dépend que de Q.

(cf- [1] pour l'existence d'ouverts de ce type),

R.AJ.R.O» Analyse numérique/Numerical Analysis



DÉCOMPOSITION POUR UN PROBLÈME UNILATERAL 123

La fonction <p est telle que D ((p)L2 (Q) = L2 (Q) et OeZ)(q>); par
ailleurs, il existe <pi9 i = 1, 2, . . . , m, vérifiant : (p; convexes s . c i .

sur Vi9 i)(q>,)L2(n) = L2(Q), £ 9 | («) = q>(«), Vwe F.

(H2)

La forme a(t;u,v) est symétrique; ses coefficients sont continus
par morceaux de [0, T] dans V° (Q). Par ailleurs, il existe des formes

(H3) ai(t'^> M> u) bilinéaires continues sur Vu Frelliptiques, et
m

at(f; w, v) = a(t; u, v), Vu, ve F.
L

Divisons l'intervalle [0, T~\ en N morceaux de longueur k = T/N et posons

p(r+l)ft
®i f r (

2) = 9» (z) df ; g; = g cos (v, X|).
Jrk

Le problème décomposé sera défini par

I I / ^^ * \ I

r+l)fc -j

(gp Yi z - Yi y*)£2 ( D - -12 (rfc) - y,-, r Ü2 ( û ) ,rfc

avec
yi,o = ^o; yur = j£(rfc-O), r = l, 2S . . . , JV-1;

Par hypothèse, on a : yli0 — yoe L2 (Q)s de sorte que, compte tenu de (H2),
on a d'après [2] (cor. II-l) : yx

0 e D (« l f 0) n V ([0, fc], L2 (Q)).

D'où en particulier y\ (k — 0)e L2 (Q), ce qui permet de poursuivre
l'algorithme.

Afin d'obtenir des estimations a priori pour les solutions approchées et
d'établir la convergence de ces solutions approchées, nous montrerons tout
d'abord le lemme 1.

vol. 12, n° 2, 1978



124 A. D1GUGLIELM0

LEMME 1 : Sia(t; y, z) vérifie F hypothèse (H3), alors pour tout tut2e [0, J],.
et pour tout z e D (Q>) tel que dz/dt e L2 (0, T; V'\ on a

Jt
V yz-yy)dt~ U

2

De façon analogue, la solution de chaque inéquation élémentaire du problème
décomposé vérifie une relation similaire pour tout tt et t2 dans Vintervalle
[rk,(r+\)lc\.

Démonstration : D'après [2] (th. II-3), nous savons que le lemme 1 est vrai
lorsque la forme bilinéaire symétrique a (t; y, z) ne dépend pas de t.

Sous l'hypothèse (H3), a (t; y, z) définit un opérateur linéaire A(t)e&(V9 V')
tel que l'application t—>A(t) soit continue par morceaux de [0, T] dans
i?(F, V)

Considérons une suite d'applications t —• An {t ) constantes par morceaux,
convergeant uniformément vers t—>A(t). Soient yn les solutions des inéqua-
tions correspondantes. On peut alors montrer par des méthodes analogues à
celles de [2] (chap. II) que :

- O»)» converge faiblement vers y dans L2 (0, T;V)et dans <e ([0, T\ L2 (fi)) ;
— l'inégalité du lemme 1, qui est vraie pour yn9 reste vraie pour y. D'où le

résultat annoncé.
D'après le lemme 1, on peut rajouter au premier membre de l'inéquation

définissant (Pk) le terme

sans modifier le problème.
Nous allons maintenant obtenir successivement des estimations a priori pour

chaque terme de l'inéquation définissant (Pk), avant de pouvoir donner une
estimation globale. Ces estimations sont indiquées dans les lemmes 2 et 3.

LEMME 2 : Pour tout je { 1, 2, . . . , m }, se { 1, 2, . . . , N} :

où Ct ne dépend que des données du problème exact.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



DÉCOMPOSITION POUR UN PROBLÈME UNILATÉRAL 125

Démonstration : Désignons par oc£ les constantes de Frellipticité des formes
af (t; u, v) et par ct leurs constantes de continuité. Posons alors :

a = min ot£, c = max cî9 [i = max |a£.
t t i

Prenons dans l'inéquation définissant (Pk), z(t) = z0 pour tout t e [0, T], où
zoeD (<p). D'après (H3) et avec l'inégalité de Schwarz, on obtient :

r+l)fc

\1/21

dtj J

Posons

2 ' Jrfc

l / 2

l / 2

r+l)fc l / 2

<-JT
Alors (1) devient :

a, ( y,)'2- M ; yr'+ »F;+Z; ̂  zr"+ M;'.

On déduit de (3) :

i+Yi ̂  Z; '+M;'+ -(Mj)2.

(D

(3)

(4)

Compte tenu de la définition de Z\ et Z", et puisque T^ ^ 0, on en déduit

Ẑ  ̂  Z\ 1+M'r
t+ - (M;)2, î = 2, 3, . . . , m; Zr

J g Z?_i+M'r
1+ - {Ml)2.

vol. 12, n° 2, 1978



126 A. DIGUGLIELMO

En utilisant récursivement cette relation,

s-l m

r=0 i = l ;

Compte tenu des définitions (2) on a donc

M?+ ± (Ml) |2 + I |M'j+ i (M')21
OC i l 0C

^ | j 0 | + f (g,
*r- 2 Jo

Donc | y\ (sk) |2 est borné pour tout k,j, et s.

LEMME 3 : Les quantités YJ et ^l définies en (2) vérifient :

lim Y/ = 0 ;
k~+0 fc->0

Démonstration : Considérons un y\t r tel que

K r | r = 0î \yl.r-yi.r\2Û*, || ̂ , r | |« ^ - | ̂ > r |,
8

où X est une constante positive, ne dépendant que de Q. Une telle fonction y\t r

peut être obtenue par troncature et régularisation de yx> r.
Prenons dans (4) z = y\3 r\ on obtient alors pour k —> 0 :

ce qui montre que la limite est nécessairement zéro.
Par suite de la limite de Z\ — Z^ est également zéro. D'autre part on a grâce

à la relation (3) :

a, ( y/)2 - M ; yP'+ y ; ^ M ; ' + Z;1- zr\

et le second membre de cette relation tend vers zéro avec k. Par suite Yf et *F*
tendent vers zéro avec k.

PROPOSITION 1 : Les solutions approchées sont bornées dans L00 (0, T; L2 (Q)) :

\yi(t)\2
LHn)SC2, î = l , 2 , . . . , m , V^e[0 , T ] ,

ow la constante C2 ne dépend que des données du problème exact.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



DÉCOMPOSITION POUR UN PROBLÈME UNILATÉRAL 127

Démonstration : Soit t e [rk> (r+1) k\ et z e D (q>). D'après le lemme 1 :

i | z - j i ) r j 2 + atiti&z-jfodt+l (q>,(z)-q>,(yJ))A
2 J rJfc JrJfc

1 f'
2 Jrfc

grâce aux lemmes 2 et 3, on en déduit que ; \z—yl(t) |2 g Cte; d'où le
résultat annoncé.

PROPOSITION 2 : // existe une constante C3, ne dépendant que des données du
problème exact, telle que

r t Hwfdt^ c3, r £
Démonstration : En ajoutant membre à membre les relations (1) pour

r = 0, 1, . . . , N— 1 ; i = 1, 2, . . . , m; et en appliquant l'inégalité de Schwartz
pour les sommes finies, il vient

f £ Vtto'ùdtg U\z-yo\
2-\z-}Ç(T)\2- T(g,

Jo i = i 2 Jo

D'après le lemme 2, cette relation peut être écrite aussi :
*T m \ 1/2

Z I | 4 | | ? )
fT m

Z
J O i = l

Jo i=i

où les quantités C± (z, g) et C2 (jo>
 z* ^) ne dépendent pas de k.

D'où le résultat annoncé.

THÉORÈME 1 : Sous les hypothèses (HJ, (H2), (H3), les solutions approchées
(yi)k des problèmes décomposées (Pfe) convergent faiblement dans L2 (0, T; Vt) et
dans Lœ (0, T; L2 (Q)) vers la solution y du problème initial pour k^>0.

En vue de démontrer ce théorème, nous donnerons tout d'abord le lemme
suivant :

LEMME 4 : Si (yk)k converge faiblement vers y dans L°° (0, T\ L1 (fi)) et si
ze W(0, T) alors :

\ ( ( ) ) ( X y k ( ( ) ) ) \ ( , y)dt.
JO \dt )

vol. 12, n° 2,1978
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128 A. DIGUGLIELMO

Démonstration : Soit z e O) (Qx]0, T[). D'après le développement de
Taylor :

(z((

Donc

dî 2 dt
0< ©r

r = 0

J V - 1 /

sup
dt2

• )

IcT
max | j>t (rfe) j ̂  Cte x — sup

Cette quantité converge donc vers zéro pour k —» 0, et il suffit de montrer que

Hm Y ( ^

Définissons

pour tout ïe]rfe, (r+l)fc],

= — ((r+l)/c) pour tout te\rk, ( r+l)k] .

Alors Jit converge faiblement vers y dans Z00 (05 T; L2 (Q)) et uk converge forte-
ment vers dz/dt dans L1 (0, T; L2 (O)). Donc

Y?o \dt

Puisque ^ ( Q x ] 0 , T [) est dense dans W (0, T) la relation précédente reste
vraie pour z e ï^(0, 71), ce qui démontre le lemme 4.

Démonstration du théorème 1 : D'après les propositions 1 et 2, il existe pour
chaque z* e { 1, 2, . . . , m } une sous-suite 0^)*' e t u n élément wl tel que {y\>)v

converge faiblement vers wl dans L2 (0, T; Vt) et dans L00 (0, T; L2 (O)).
D'après la continuité faible de l'application trace y£, la suite (yf y).l)k, converge

aussi faiblement vers y£ w
l dans L2 (E).

Montrons tout d'abord que wl^wj^w e L2 (0, T; V),i^jJJe { 1,2,..., m).
D'après le lemme 1, nous pouvons récrire la première inéquation du pro-

blème (i = 1) avec des intégrales entre t et (r+1) k, et la seconde inéquation

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



DÉCOMPOSITION POUR UN PROBLÈME UNILATÉRAL 129

(Ï = 2) avec des intégrales entre rk et t. En ajoutant membre à membre les
deux relations obtenues, on obtient :

Çt Ç(r+l)k
è ci2(s; yl, z — yl)ds +

Jrk Jt
Çt Ç(r+l)k

+ (<p2 (^) - 92 (yl)) ds + \ (<Pi (*) - «Pi (yl)) ds
Jrk Jt
Çt JV+i;

+ (g2, Y2^—liyfyds + I
JrJt Jf

Soit j , ! E e F tel que

Puisque cette fonction appartient à D (q>), nous pouvons remplacer z par celle-ci
dans l'inéquation précédente. Compte tenu du lemme 3 cette relation donne
alors :

où Mx (k) et M2 (k) tendent vers zéro avec k. Par suite

\ | y* (O-tf (012 ^ 2FS+M! (k)+ ~M2(fc)l.

En prenant la limite pour k —• 0, on en déduit

ce qui montre que la limite est nécessairement nulle. Par conséquent
M?1 (t ) = w2 (t) pour tout t e [0, T].

On peut montrer de façon analogue que

wi(t) = wj(t) = w(tl Vî ,Je{l ,2, . . . , m } , V^E[0S T].

La limite commune M; (?) appartient à L2 (0, T; Vt) pour tout z e { 1, 2, . . . , m }
i. e. W G L 2 ( 0 , T; V).

Montrons maintenant que w est la solution du problème exact. Prenons
zei)(O) n PF(O, T) dans les inéquations définissant (Pfc) : en ajoutant ces

vol. 12, n° 2, 1978



130 A. DIGUGLIELMO

inéquations membre à membre pour i = 1, 2, . . . , m, et r = 0, 1, . . . , N— 1,
on obtient :

, 0 ; ^ z - ^ ) ^ + f f" (<P, (*) - <fc Û*
î = i j o

ZJ Z* I
r = 0 ï = l

m / 'T

i r i
£=i Jo 2

^ | V f * - * * - * v | »*-i^ ^ H ^ | ^ » ^ F ^ ^ w «P * * «̂  i v / ^ ^ | x y i* v \ \ *

Posons

Alors :

| | 2 j | 2 Û fe)! z((r+l)fc)-z(rfc)),

r=0 r=0

Donc la relation (6) devient

i=ljo i=lj0

Jo \af / i-=o

1 m fT 1
-l-\z(T)-y?(T)\2^ E (goYiZ-Yitódf-

2 î = i j o 2
^ C ) - ^ ! 2 . (7)
2

Prenons la limite supérieure des deux membres de cette relation : comme
(jjfcOfc' converge faiblement vers w, et grâce au lemme 4, on en déduit

+ | 'a(t;w, z-w)dt+\
Jo Jo

Jo

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



DÉCOMPOSITION POUK UN PROBLÈME UNILATÉRAL 131

On retrouve donc l'inégalité variationnelle définissant le problème P, et w
est bien la solution de P. Comme cette solution est unique la totalité de la suite
(y{)k converge faiblement vers y dans L00 (0, T; L2 (fi)) et dans L2 (0, T; V£.

Remarques : II ne semble pas que la convergence forte puisse être obtenue
sans hypothèses supplémentaires par les méthodes utilisées, contrairement au
cas des équations (cf. [8]).

Le cas où le second membre g et où l'opérateur A ne dépendent pas du temps
peut être traité à l'aide de la théorie des semi-groupes (cf. [3], chap. IV).

Outre la fonction g définie sur X, nous pouvons ajouter un second membre
f(x9t) défini dans fix]0, !T[9 sans avoir à modifier les démonstrations
précédentes.

3. DÉCOMPOSITION AVEC DISCRÉTISATION COMPLETE UTILISANT UN
SCHÉMA DE TYPE IMPLICITE

Les hypothèses (H^ et (H2) restent valables dans ce paragraphe; l'hypothèse
(H3) est remplacée par

(H'3)
II existe des formes at(t; u, v) bilinéaires continues sur Vt,

m

V% elliptiques, et £ at(t; u, v) = a(t; u, v)9 Vu,veV.
Î = I

Utilisant les hypothèses et notations classiques des discrétisations par
différences finies (cf [8, 9]), on pose

,, vh) = -
kjrk

at(t; pithuh9 Pi,hvh)dt,

l Ç(r+l)k
L', h 0*) = (g', Ji vh)L2 ( r ) avec g • = 7 g* (0 du

Kjrk

On désigne par a£ l'opérateur de projection de l'espace H * (Dh Q) dans
Ft = L2 (Rm) xL2 (fi), défini par : c£ u = { M, Dt u }5 V u e H1 (Du fi).

On suppose alors qu'il existe des fonctions <p£ h telles que

h^>GiV dans Ft faible, vheD(<pih),

veD(<p) => liminf q>if h(vh) ̂  <p{(i;);

vh^atv dans F fort, vhe D(<pih),

veD(q>) => lim <pif h (v) = <pt (v),

0 étant un paramètre réel, on suppose également que

(H5) \-® = h

vol. 12, n° 2, 1978
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132 A. DIGUGLIELMO

Le problème approché consiste à définir m fonctions discrètes yifhi

i = 1, 2, . . . , m, à l'aide de la suite d'inéquations ci-après. Dans ces relations
y\ h désigne l'ensemble des valeurs yis h (x, t ) pour x e Qh et t = rk. De plus, il
est nécessaire de considérer deux valeurs distinctes pour yit h au point t — rk :
celle obtenue comme résultat du sous-problème îelatif à l'intervalle
[(r— 1) k, rk\ qui sera notée y\ h_, et celle prise comme valeur de départ pour
le sous problème relatif à l'intervalle [rk> (r-hl) k\ notée j | * h + . Avec ces
notations le problème approché est défini par

t h) - yit ^ kUu h (sit h-ufi% h),

où

avec

,o _ „ „ . yr
t h+ == yr

m h_9 r = i, 2, . . . , iV— 1;

r = 1, 2, . . . , i V - l et i = l, 2, . . . , m .

On obtient ainsi un schéma implicite lorsque © = 1 et un schéma de Crank-
Nicholson lorsque 0 = 1/2.

Comme précédemment, on peut obtenir des estimations a priori pour les

solutions approchées (pihyih) dans L2 (0, T; Ft) et Z,00 (0,T;H), où

H = L2 (Rm) :

PROPOSITION 3 : Les solutions approchées des problèmes Pft k vérifient :

i yri,h| H < Cte pour r = 0, 1, . . . , N et i = 1, 2, . . . , m,

* = l,2,...fro.

Démonstration : Prenons s£ A = 0 dans l'inéquation définissant (P^ t) :

- fc [q>,, H (0) - <Pi, ft « »)] ^ fe Lî,

Compte tenu de l'identité

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



DÉCOMPOSITION POUR UN PROBLÈME UNILATÉRAL 133

la relation précédente peut être écrite :

l „ « , ,<„ )+k <p,, h « „) ̂  & (p.-,, (0)+k Uu h « „).
D'où

ou encore

kat - r ,

En ajoutant membre à membre toutes ces relations pour i = 0, 1, . . . , s— 1, et
Ï = 1? 2, ..., m, puis pour r = ,s et i = 1, 2, . . .9j9 on obtient en tenant
compte des conditions initiales successives pour chaque intervalle {rk, (r +1) k) :

1 \yr+1-—yr- I2

^Z||î.*||f+Eq..»K»)âZ9,.»()+^S|
2 r, i r,i r,i J.O. r,i

D'après les définitions des (p( k et gj, le second membre peut être majoré par

D'où

r$i l r,i r.i

2

2a

vol. 12, n° 2,1978



134 A. DIGUGLIELMO

Tous les termes du premier membre étant positifs ou nuls, on en déduit

| ^ 5 | | < C t e , y = l , 2 , . . . , m , et s = 0, 1, . . . , J V - 1 ;
ÇT

* | | ? S | | l > i i J w * . * ( 0 | | î l * < C t e , i - 1 , 2 , . . . , m
JO

A T - 1

k £ <Pi. *(«>*,*) < Cte, i = 1, 2, . . . , m.
r=O

N-l

(8)

Les estimations a priori précédentes nous permettent d'assurer l'existence d'une
sous-suite extraite de (yt h)h convergeant faiblement dans L™ (0, T; H) et dans
L2 (0, T; F^ vers une fonction tt?f. Montrons maintenant le théorème de
convergence suivant :

THÉORÈME 2 : Sous les hypothèses (Hx)9 (H2), (H^), (H4), (H5) et les hypothèses
habituelles de convergence et de consistance des approximations (cf. [8, 9]), il y
a convergence faible de (Phyj) dans L°° (0, T; H) et L2 (0, T; Ft) vers aty
lorsque het k tendent vers zéro, où y désigne la solution du problème exact.

Démonstration : Montrons tout d'abord que wt = Wj pour tout i ^ ƒ
Considérons l'inéquation définissant Pft> k et prenons comme fonction test

Si,h = Vh + ufi,h, a v e c vh tel que vh\Th = 0.

st h est un élément de D (cp̂  ft). De plus

<P«,*(««,*) = <Pith(v>itù> (EU Yi5i,A-7i<ft) = 0.

On a donc

(yî.V- -fi.h+, vh)h + kar
ith(wlh,

 vù è 0, Vvk tel que i?A |Fh - 0.

Par suite

(yï.V- ~ Ĵ ï, fc+» vh)fc + feflï, h « h , »*) = 0, V üfc tel que i;h |Fh = 0.

Si l'on pose

^ * ( 0 = " Z ^ . * X Ï ( 0 , Vfe[O5T] s V î e { l , 2 , . . . , m } ,

où Xfc (̂  ) désigne la fonction caractéristique de l'intervalle [rk, (r +1) &[, cette
relation s'écrit :

V ÜA tel que v* | r h = 0, V t e [rk, (r +1) fe[.
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Par un raisonnement analogue à celui de [8] (lemme 17.1) on peut alors
montrer à partir de cette relation que pour tout ve @ (Q) et tout l e ^ R (0, T)y

on a

lim
ÇT

Jo

r = 0.

#R (0, T) x B (Q) étant dense dans L2 (0, T; H), on en déduit

wi+1 =wi9 Vie{l, 2, . . . , m - 1 } .

On a donc wx = w2 = . . . = wm = w. Compte tenu des propriétés des approxi-
mations (cf. [7]), on a alors :

weL2(Q, T; F), ii? = nJu;i, wi = aiw, p.p. pour fe[0, T].

Montrons maintenant que M; est la solution du problème exact : grâce à
l'identité

^

dans laquelle

on peut remplacer l'inéquation définissant le problème Pft fc par

j r + l

(9)

Cette relation est vraie pour tout z\ h et z^^1 appartenant à D ((pt h). D'après
l'hypothèse H5 (0 ^ 1/2) le dernier terme de (9) est positif; on peut donc le
supprimer en conservant l'inégalité.
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Prenons z\ h = z\ e Ç\ D($j h), / = 1, 2, . . . , m, et ajoutons membre à

membre les relations ainsi obtenues pour r = 0, 1, . . . , N— 1 ; i = 1,2, . . . , m :
1 JV- l / m - l

— - 2, I L \zh —yi,h-\h + \zh -ym,h-\
2r=0\i=l

r = 0 » = 1

J V - l m J V - l m

r=0 i = l r=0 i = l

r=O t = l 2 r = 0 \ i = l

Par des calculs analogues à ceux effectués dans la démonstration du théorème 1
on peut mettre cette inéquation sous la forme

2 i=l r=0

t=l r=0
m JV— 1

ï=l r=0
/V-l/ m-l \

, y / r+l_ r y r+1 \
r-0 \ i=l /

m J V - l ^

Si l'on désigne par ât (t; u, v) le prolongement à FtxFt des formes bilinéaires
cti (t; u, v), et si l'on pose

J V - l J V - l

r = O r = O

la relation (10) peut être écrite :
i m J V - l .

~ N-yZ h-\h+ É E ( z r + 1 - z r , Sft-M î h)h~-r l * 3 m f f t
2

m ÇT
feZ ^iO; pi)hwiih(î% pi>hzh(t)-pithwith(t))dt

m ÇT N-lf m-l \

E (q>i,ft(^)-9,,*K*))dt+ E U+ 1 -*ï , S yî.V-
i = l j 0 r=0 \ i=l /ft
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Soit z e W(0, T) n D ($); prenons dans (11) :

r+l)JfcCir-

Jrk
rhz(t)dt,

et examinons la limite des différents termes de cette relation pour h, k —> 0. On
sait que/?.f hrhz converge vers ot z dans L2 (0, T; Ft) fort; par ailleurs pt hwi h

converge vers a£ w dans L2 (0, T; Ft) faible; par suite

ÇT ~ ÇT ~ CT

SiO; Pi.h^hii), pifhzh(t))dt^> at(t; ̂ w, atz)dt= at(t; w9 z)dt,
Jo Jo Jo

r~
Par ailleurs, l'application w —• af (?; w, w) dt est faiblement s. c. i. sur Fi9

Jode sorte que
ÇT

limmf at(t; piêhwith9 piwhwith)dt
Jo

^ I fli(ï; GiW, GiW)dt = aj(ï, M?, w)dt.
Jo Jo

D'après les hypothèses (H 4 ) on a également

ÇT ÇT
hm inf <pj( h (wit h)dt^ <p(. (u?) d* ;

Jo Jo

Hm <Pi,*(z*)d*=
ft,Jt Jo Joo

Comme #h yj[( fc converge faiblement vers w (T) dans H, et que ^ z^ converge
vers z(T), on a

et de même

h,k

lim|z?|2=|z(r)|2; lim|z?|2 = |
ft, fc ft, fc

Compte tenu de la discrétisation choisie pour le second membre

lim (glf /, (0 , Y« z* - Y« »,-, A) d« = (gj, Y,- z - Y j w) d*
A.ftjo Jo
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Le passage à la limite dans l ' inéquation (11) donne donc

r=Q

N-l/ m - 1

-Mimsup E U * 1 - ^ , S (yC^-Kù

Jo

- Ko)-*)2* <i2>

2

Montrons que
Km E ( z ; ; + 1 - « ) * = \T>z)
h,k r = 0 JO \dt }

dt

» = 1 , 2 , . . . , m.
ft,fc r=0

A cet effet, considérons Àt zh défini par

-(z^+ 1-zD pour te[rk,(r + l)kl r = 0, 1, . . . , N - L

On peut écrire alors :

r=O

"t\^+1-^, fiï- - < A = fT(Afzft5 yi,h(t+h)-wiih(fj)hdt = 0.
r=0 Jo

On sait que At zh et sh convergent respectivement vers dz/dt et z dans Z,2 (0? T\ V),
tandis que yu h(t + ̂ )~wiih(t) converge faiblement vers zéro dans L2 (0, T; V).
Par suite

CT CT ( dz \
lim (Atzh, sh\dt =\ l—>z )dt,
ft.ftjo Jo\af /

lim (A,zh, yuh(t + h)-wuh(t))hdi = 0.
h,k J o

Comme
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la relation (12) s'écrit finalement :

- - | z{T)-w(T) | 2 + \a(t; w, z-w)dt + T(q>(z)-q><
2 Jo Jo

^ | (g,yz-yw)L2ir)dt-{\z(0)-y0\
2, Vze W(0, T)

Jo 2

Ainsi w est bien la solution du problème initial, et il y a convergence faible

de (Pi,hwi,h) v e r s la solution y du problème initial dans U° (0, T; H) et
dans L2(0,V;*V>.

Remarques : Du fait que la contrainte unilatérale n'a lieu que sur le bord du
domaine, l'utilisation du schéma de Crank-Nicholson ne nécessite pas ici de
condition de stabilité, à la différence du cas général des inéquations (cf. [9]).

La décomposition du second membre g et de la fonctionnelle utilise un
principe analogue à celui déjà employé dans [4] et [6].

De même que pour la semi-discrétisation, nous pouvons ajouter un second
membre ƒ (x, t)e L2 (Qx]0, T[), sans avoir à modifier les démonstrations.

4. DÉCOMPOSITION AVEC DISCRÉTISATION COMPLÈTE UTILISANT
UN SCHÉMA EXPLICITE

Les notations étant les mêmes que pour le paragraphe précédent, et l'hypo-
thèse (H4) étant conservée, nous définissons cette fois le problème approché
discret par la suite d'inéquations

« ^ avec

y°i,h+ =rhy0; y r
U h + = y r

m , h - , r = 1 , 2 , . . . , J V - 1 ;

, yTi,h+ ~ yi-i,h-l r = 1, 2, . . . , N—l et Ï = 1, 2, . . . , Ï

Alors que, dans le schéma utilisé au paragraphe 3, les opérateurs (I+k Ar
u h)

et ôcp; (sous dirTérentiel de (pf) intervenaient simultanément pour la définition
implicite de y^1 à partir de yr

ijh, seul l'opérateur Scp̂  intervient ici dans la
définition implicite de y\^ à partir de yr

u ft. Le schéma étant de type explicite,
l'obtention d'estimation a priori est subordonnée à une condition de stabilité,
faisant intervenir les « constantes » St (h) telles que

11**11*^ S|(*)|M*|» V«AeF, (13)
(Pour les espaces utilisés ici on a : St (h) = (1 +2/A?)1/2.)
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PROPOSITION 4 : S9il existe 8 > 0 tel que

Si(h))2 ^ at(- - S ), i = 1, 2, . . . , m, (14)

lorsque k et h tendent vers zéro, alors les solutions approchées des problèmes
Qh, k vérifient :

\yri,h\n<Cl9 pour r = 0, 1, . . . , JV, et i = 1 = 1, 2, . . . , m,

J, z = 1,2, . . . , m, (15)

E | y ï . V - - K * + | î < c 3 , i = i, 2 , . . . , m.
r = 0

ow C19 C2 et C3 we dépendent que des données du problème (P).

Démonstration : Prenons zh =* 0 dans l'inéquation définissant (Qh> fc) :

Or

D'où

» , A - 3 X J A + Î ^ i , A - ) A \ \ y i , h - \ h \ y i , h

1 / 1 r + l | 2 j r | A , 1 | v r + l r 12

\yit

ri; étant un nombre positif quelconque, on peut majorer les différents seconds
membres de cette relation de la façon suivante :

(gï,

,+ IU
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D'où

^ 1 1 ^ ^ (16)

Prenons y\t = 2 c?/a£, de sorte que (îl,-/2)+(cf/a^ = 2 c?/af. Sous la condition
de stabilité

on aura

~-k(Si(h))2^>§. (17)

Posons par ailleurs
2 2 2 a 2

Pi = 2 = 4*1 ' P = m a X Pi' ^ 1 8 )

En ajoutant membre à membre toutes les relations (16) pour r = 1, 2, . . . , N
et i = 1, 2, . . . , m , on obtient :

2r,i *' '' 2r,i %' "' 2 r,i

(p., à (0)+k p S 11 gî |
irti

C'est-à-dire, en tenant compte des conditions initiales successives

\\&.u\l+\l.\iïï--Au+ \l+ ^ E
2 ' 2r,£ 2 rti

o|i (19)

Tous les termes du premier membre étant positifs, on en déduit alors
facilement les majorations (15).

De même qu'au paragraphe 3, nous pouvons maintenant montrer le théorème
de convergence suivant :

THÉORÈME 3 : Sous les hypothèses (Ux), (H2)5 (H3), (H4) et les hypothèses
habituelles de convergence et de consistance des approximations (cf. [8, 9]), les
solutions pit h yu h des problèmes approchés (Qhk) convergent faiblement dans
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L2 (0, T; Ft) et dans L00 (0, T\ H) vers la solution y du problème (P), lorsque h
et k tendent vers zéro en vérifiant la condition de stabilité

lim k(Si(h))2 = 0, î = 1, 2, . . . , m. (14')

Démonstration : D'après la proposition 4, il existe pour i = 1, 2, . . . , m une
sous-suite extraite de (yis h)h qui converge faiblement dans L00 (0, T; H) et
dans L2 (0, T; Ft) vers une fonction wt.

On peut montrer tout d'abord, par un raisonnement analogue à celui utilisé
pour le théorème 2, que wt = Wj pour i # j .

Désignons alors par w la limite commune, et montrons que w est la solution
du problème (P).

Grâce à l'identité

l'inéquation définissant Qh k peut être écrite :

+11 (24+1-O-Cyî.V- -yï.*+) |î- (20)

Le dernier terme étant positif quel que soit zh9 on peut le supprimer en
conservant l'inégalité. Par ailleurs, on peut écrire :

«ï;*(rf.»+. zrH+1-fij,1-)=<k(yr
l.k+, 4+1-yri,H)-aU(yU+> KV--K*+)-

D'où en ajoutant membre à membre les relations (20) pour r = 0, l, . . . , N— l
et i = l, 2, . . . , iw :

- ilrf-rf.»- I2+S «+1-*î. 4+1-KV-)*
;

- f e l ar.*(yî.*+, ^,V--yî.*
r, (

- y - \\*h\hm

^ Z («î. Y»z*+1 -Yi^V-)-1:12»°-J'?.»+ |». (21)
r, i* 2
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Lorsque k et h tendent vers zéro en vérifiant la condition de stabilité (14'), on a

Y al„(yU+, yï.V--yî.*+) = 0.
kth r = 0

En effet

r = O

| | K I M U . . H
1/2/JV-1 \l/2

D'après les majorations (15) :
N - l

k y 11 vr ii2
K Li \\y\yh+ \\ir = 0

J V - 1

T, IKV--yU+\

est borné,

\ est borné.E
r=0

D'après les conditions de stabilité (14'), k1J1 Si(h) tend vers zéro; d'où le
résultat annoncé.

Il suffit maintenant de continuer le raisonnement établissant la convergence
de pîf h yit h vers la solution y du problème P comme dans le cas du schéma
totalement implicite. D'où le théorème 3.

Remarque : On pourrait également définir un schéma totalement explicite,
par des inéquations de la forme

(yr
h

+1-yr
k9 z r A + K ( i Zft-3Ö+fc(9*(^»)-9*(yD) ^ (g*. 7 ^ -

yr
h
+ x est alors défini à partir de yr

h et des données du problème par une équation
explicite du type

Cependant, l'utilisation de ce schéma nécessite, outre la condition de stabilité
sur les pas k et h9 une certaine régularité de la fonctionnelle cp (q> continue et
lipschitzienne). Compte tenu des exemples envisagés, cette régularité n'est pas
toujours réalisée, et la simplification obtenue par rapport au schéma (Qht J est
par ailleurs minime.
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5. EXEMPLES D'APPLICATIONS

Nous indiquerons ici quelques types de condition aux limites qui peuvent
être traitées par les schémas précédents.

à) « Troisième problème aux limites » : Soit X > 0 ety (r ) = X (r 2/2); alors :

q> («) == (y uf du et D (q>) = H1 (O).

La condition aux limites correspondante est

Posons

2jr

Grâce à l'hypothèse (HJ o n a i ) (q>j) = H1 (i)£, Q) de sorte que

i Ô = L2(Q).
On a également

m

S (p£(w) = (p(u), V«6D(<p).
1 = 1

b) Soit y (r ) = | r | ; alors

(«)= | et

La condition aux limites correspondante est

dy
- — + g (x) = signe (y (x)) si 3; (x) ^ 0,

- ÎL

Posons

Alors on a bien

si y(x) = 0.

«-ƒ,„
( = 1

de sorte que l'hypothèse (H2) est satisfaite.
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c) Soit X > 0 et j (r ) défini par

145

"~2~
si

Posons

Alors :

Par suite D (cp) = if * (O). La condition aux limites correspondante est

1

-2L(X)+g{x) =

1 si

si
1

— 1 si y (x) S ~ - •
A

En vue de décomposer ce problème nous définissons tout d'abord des fonctions
ji(x,r)pax

| r cos(v, x^ j - — cos2 (v, x-) si j r | ^ - j cos (v, x,) |,

— si j r j < - j cos(v, Xi) j .
2 À

Si l'on définit alors :

les fonctions <pf vérifient l'hypothèse H2.
<f) Soit j (r ) définie par

j(r) = 0 si r ̂  0, j(r) = + oo si> < 0.

j(r) est une fonction semi-continue inférieurement, dont la sous-différentielle
e s t : 0 si r > 0 ,

P(r)= ] -oo ,0] si r = 0,

0 si r < 0.

Par suite, D (cp) = { u e H * (O), y w ̂  0, p. p. sur T }.
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La condition aux limites correspondante est

j W I O , p.p. sur r ,

(*) + g(*) = 0 si y(x)>09

dvA

-p-(x)+g(x)£0 si )>(*) = 0,
dvA

En vue de décomposer ce problème, nous poserons

1 0 si rcos(v, Xi)^ 0,

+ oo si r cos (v, X-) < 0,
=

On peut alors montrer que

D(q>t) = ( u e f l ^ n ) , YiWCosCv, x£) ^ 05 p.p. sur

L'hypothèse (H2) est donc vérifiée.

6. ESSAIS NUMÉRIQUES

Ils ont été effectués pour un problème à deux dimensions d'espace
comportant une condition aux limites du type 5 b : le domaine étant le carré
Q = ]o, n\_ x ]0,7t[, et P l'opérateur monotone de R dans R défini par

P(r) = - 1 s i r < 0 , P(r) = [ - l , +1] si r = 0, P</) = 1 si r > 0,

on a considéré le problème suivant :

~ + c c ( - À u + w) = ƒ sur Q, /e[0, 1],
ôt

- _îi + g e p («) sur 50, f e [O, 1].
5v
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On a résolu ce problème à l'aide du schéma implicite du paragraphe 2 ( 0 = 1),
puis à l'aide du schéma de Crank Nicholson (© = 1/2), enfin à l'aide du schéma
explicite du paragraphe 3.

a) Schéma implicite

Soit h = n/n; le domaine Q ayant été discrétisé en

&h = {(^iK a2fc); ai> a2e{0> 1> • •> «}}>

on a à résoudre à chaque pas, c'est-à-dire pour r = 0, 1, . . . , N—\ et
i = 1, 2, . . .s m, un problème du type

~ ^\ yruh + J ; u + ^ u e ' c ôtyi, h {/uh)y (22)

où $$\ désigne une matrice symétrique tridiagonale d'ordre n2, et dcp̂  h désigne
l'opérateur sous-différentiel de la fonctionnelle

«* -> <Pi, * («0 = | Y» «ft cos (v, xt) | d a .
Jan

Le système d'équations (22) peut être explicité en

= 0 si M e Q j ,

si MeTh.

On constate que ce système peut être décomposé en n sous-systèmes de la forme

b a b

X

« 1

* * * +

go
g l

* * * e

P(«o)
0

. . .

0b a b
b a0

On sait que la méthode d'élimination de Gauss s'applique à un système d'équa-
tions dont seule la dernière est non linéaire. C'est pourquoi on peut envisager
de décomposer le système précédent sous la forme

et de lui appliquer une méthode itérative de Gauss Seidel par blocs du type
suivant :

M^0) et t/(1
0) = valeurs de départ données.
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Pour p = 1, 2, 3, . . . :

1 B u(
o
p) + ^ C/(!P) + G, e p t (U<p>).

Le système résumé par la seconde équation précédente peut être facilement
résolu par la méthode d'élimination de Gauss, puisque seule la dernière
équation de ce système est non linéaire. La convergence d'un tel algorithme est
assurée par les résultats de [7] (§ 1.10).

b) Schéma explicite

Le système à résoudre à chaque pas est composé cette fois d'équations
entièrement découplées ; les équations correspondant aux points de Th sont non
linéaires, mais peuvent être résolues sans difficulté.

c) Résultats

Les résultats obtenus ont été résumés dans les tableaux ci-après, donnant les
valeurs de \\phym, h (t)-ph rh y{t) ||L2(O)/ \\ph rhy(t) ||L2(fi) pour diverses
valeurs de t dans l'intervalle [0, 1].

Les valeurs des pas h et k utilisés pour obtenir la solution approchée ymt h

sont indiquées en tête de chaque tableau. On indique également à la fin du
tableau la durée D du calcul, effectué à l'aide d'un ordinateur IRIS 50. On
donne enfin, dans le cas du schéma implicite, le nombre N.IT d'itérations qui
a été nécessaire pour atteindre le point t = 1.

On constate que le schéma explicite donne des résultats corrects lorsque k
est assez petit et h assez grand. Cependant, il devient rapidement inutilisable
lorsqu'on diminue le pas h.

Pour le schéma implicite, on remarque que le nombre d'itérations nécessaire
pour atteindre le point t = 1 est d'autant plus faible que le pas k est grand, la
précision obtenue restant sensiblement constante; on a donc intérêt à prendre
un pas k assez grand pour diminuer le temps de calcul : ainsi, avec k = 0,5 le
temps de calcul est du même ordre pour le schéma implicite et pour un schéma
explicite donnant la même précision.

Les schémas du type semi-implicite (1/2 ?g 0 < 1) nécessitent un temps de
calcul plus faible que le schéma implicite ( - 3 0 % lorsque 0 = 1/2). L'expé-
rience numérique permet de vérifier la stabilité de ces schémas; on note cepen-
dant que pour k assez grand, la précision obtenue est d'autant moins bonne
que 0 est voisin de 1/2.
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SCHÉMA EXPLICITE

1. Discrétisation de Çl avec 9x9 points {h # 0,39)

149

t

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

D

k = 0,02

.023 63

.028 00

.029 78

.030 80

.031 60

.032 20

.032 75

.033 02

.034 47

.033 63

8,35 secondes

k = 0,05

.025 40

.028 15

.030 00

.031 59

.033 10

.034 61

.036 12

.037 38

.038 75

.039 90

3,34 secondes

k = 0,1

.043 80

.024 20

.047 20

.036 45

.054 30

.047 00

.062 20

.056 04

.069 70

.063 70

1,67 seconde

£ = 0,2

.092 0

.146 7

.439 0

.149 6.10

.1010.102

0,83 seconde

£ = 0,5

.311

1.55

0,33 seconde

2. Discrétisation de Q, avec 13x13 points (h # 0,26)

t

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

D

k - 0,02

.015 43

.016 47

.017 12

.017 54

.018 04

.018 49

.018 97

.019 36

.019 81

.020 20

15,1 secondes

k = 0,05

.0115

.019 7

.033 1

.056 8

.100 6

.186 9

.3901

.929 5

.254 5.10

.763 0.10

6,04 secondes

£ = 0,1

.052 3

.108 2

.4010

.1305.10

.649 0.10

.745 0.102

.1013.104

.146 2.105

.210 0.106

.302 0.107

3,02 secondes

A: = 0,2

.107 0

.546 0

.482 5.10

.263 0.103

.199 7.105

1,51 seconde

A; = 0,5

.347 9

4.800

0,60 seconde

3. Discrétisation de Q avec 17x17 points (h # 0,195)

t

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

D

k = 0,02

.010 80

.011 18

.01180

.012 38

.013 02

.013 64

.014 28

.014 83

.015 43

.015 95

24 secondes

k = 0,05

.050 4

.472 0

.482 5.10

.288 0.103

.285 9.105

.274 5.107

.3010.109

.313 4.1011

.33OO.1O13

.348 5.1015

9,60 secondes

k = 0,1

.059 8

.3015

.1869.10

.297 2.102

.143 0.104

.7710.105

.423 0.107

.234 5.10*

.131 5.1011

.8120.1012

4,80 secondes

A: = 0,2

.1210

.1212.10

.601 6.102

.147 4.105

.389 8.107

2,20 secondes

A: = 0,5

.362 0

18.63

0,96 seconde
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SCHÉMA IMPLICITE

1. Discrétisation de Q, avec 9x9 points (h # 0,39)

t

0,1
0 , 2
0 ,3
0 ,4
0 ,5
0 ,6
0 ,7
0 ,8
0 ,9
1,0

N.IT

D

k = 0,05

.019 98

.026 99

.030 10

.031 75

.032 85

.033 61

.034 21

.034 55

.034 91

.035 10

20x8 = 160

14,90 secondes

A; = 0,1

.017 97

.025 48

.029 17

.031 77

.032 37

.033 22

.033 83

.034 26

.034 84

.034 87

10x10= 100

9,30 secondes

£ - 0 , 2

.022 95

.029 80

.032 52

.033 91

.034 75

5 x 1 4 - 7 0

6,22 secondes

A: = 0,5

.028 67

.034 35

2x23 - 4 6

4,30 secondes

/

0 ,1
0 ,2
0,3
0 ,4
0,5
0,6
0 ,7
0,8
0 ,9
1,0

N.IT

D

2. Discrétisation

k = 0,05

.013 80

.016 43

.017 41

.017 90

.018 25

.018 50

.018 72

.018 81

.018 96

.019 01

20x10 = 200

34,70 secondes

de Q avec 13x13

k - 0 , 1

.012 41

.015 80

.017 07

.017 67

.018 11

.018 40

.018 62

.018 76

.018 96

.019 03

10x12= 120

20,90 secondes

points (h # 0,26)

k = 0,2

.014 50

.017 30

.018 30

.018 88

.019 31

5x19 = 95

16,50 secondes

A: = 0,5

0.16 71

.018 83

2x35 = 70

12,20 secondes

3. Discrétisation de Q, avec 17x17 points (h # 0,195)

t

0,1
0 ,2
0 ,3
0 ,4
0 ,5
0 ,6
0 ,7
0 ,8
0 ,9
1,0

N.IT

D

k = 0,05

.009 92

.011 30

.011 57

.011 78

.011 97

.012 08

.012 20

.012 23

.012 33

.012 35

20x12 = 240

67,30 secondes

A: = 0,l

.009 07

.010 86

.011 45

.01173

.01197

.012 11

.012 29
.012 39
.012 53
.012 62

10x16 = 160

46 secondes

k - 0 , 2

.010 17

.01169

.012 32

.012 75

.013 17

5x25 = 125

35,5 secondes

A: = 0,5

.01122

.012 23

2 x 4 6 - 9 2

26 secondes
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SCHÉMA DE CRANK-NICHOLSON (0 = 1/2)

1. Discrétisation de Çl avec 9x9 points {h # 0,39)

t

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

N.IT

D

k = 0,05

.023 41

.028 47

.030 48

.031 72

.032 66

.033 43

.034 09

.034 67

.035 18

.035 65

20x6 = 120

11,87 secondes

k = 0,1

.025 24

.028 79

.031 01

.032 96

.034 80

.036 58

.038 29

.039 91

.04145

.042 90

10x8 - 80

8,00 secondes

A: = 0,2

.037 17

.041 16

.052 31

.060 89

.068 67

5 x 1 0 - 50

4,55 secondes

k = 0,5

.104 1

.154 7

2x15 = 30

2,90 secondes

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

N.IT

D

2. Discrétisation

k = 0,05

.015 42

.016 74

.017 59

.018 40

.019 21

.020 01

.020 80

.02156

.022 29

.022 99

20x8 = 160

28,47 secondes

de Q avec 13x13

k = 0,l

.019 52

.017 22

.020 84

.022 94

.025 55

.027 91

.030 21

.032 34

.034 34

.036 20

10x10= 100

17,86 secondes

points (h # 0,26)

/c = 0,2

.029 47

.036 51

.05010

.058 92

.067 62

5x12 = 60

10,80 secondes

/c = 0,5

.103 6

. 157 5
2x21 =42

7,64 secondes

3. Discrétisation de Cl avec 17x17 points (h # 0,195)

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0

N.IT

D

k = 0,05

.01017

.011 58

.012 60

.013 66

.014 73

.015 79

.016 82

.017 79

.018 71

.019 58

20x8 = 160

44,50 secondes

A: = 0,1

.015 45

.012 89

.018 12

.020 22

.023 62

.02614

.028 79

.03107

.033 26

.035 23

10x12 = 120

34,20 secondes

k = 0,2

.025 90

.036 59

.050 22

.059 32

.068 19

5x16 = 80

23,00 secondes

A: = 0,5

.104 0

.158 9

2x29 = 58

17,00 secondes
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