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BORNES DE L'ERREUR DANS L'APPROXIMATION
POLYNOMIALE

AVEC CONTRAINTES D'INTERPOLATION (1)

par C. GILORMINI (2)

Communiqué par P. J. LAURENT

Résumé. — Dans cet article, on établit des encadrements de l'erreur dans l'approximation
uniforme d'une fonction (n + 1 ) fois continuement dèrivable par des polynômes de degré n
soumis à des conditions d'interpolation.

L INTRODUCTION

Pour l'approximation uniforme d'une fonction continue sur [—1,-1-1]
par des polynômes de degré n au plus, Bernstein a démontré le résultat
suivant ([3], [4], [5], [8]):

Si f et g sont (n + 1) fois continuement dérivables sur [ - 1, + 1] er 5/
|/ (n + 1)(*)| < g(n+1)(*) sur [ - 1, + 1], on a :

En(f)<En(g)

avec: £ „ ( ƒ ) - inf | | / - P\\9 0>n désignant l'espace des polynômes de
degré n au plus. Pç0>n

Dans cet article, on étend ce résultat au cas de l'approximation uniforme
avec conditions d'interpolation. On obtient également des encadrements de
l'erreur pour l'approximation d'une fonction (n + 1) fois dèrivable par des
polynômes de degré n avec conditions d'interpolation. Ces résultats généra-
lisent ceux de Meinardus ([5]) et Phillips ([9]) obtenus dans le cas où il n'y a
pas de contraintes d'interpolation ([3], [4], [8]).

IL APPROXIMATION AVEC CONDITIONS D'INTERPOLATION

Soit Q un sous-ensemble compact d'un intervalle [a, b\ contenant au
moins (n H- 2) points et soit Tun ensemble de points t1 < ... < tm de [a, è]
appelés nœuds (m < n).

(') Manuscrit reçu le 16 mars 1976, et sous forme révisée le 8 décembre 1976.
(2) Institut des Sciences de l'Ingénieur (Université de Nancy I), Vandœuvre les Nancy.
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146 C. GILORMINI

Soit E l'espace des fonctions réelles définies sur \_a, Z>] et continues sur Q,
muni de la norme :

Pour ƒ e E, on désigne par Wn{f ; T) l'ensemble des polynômes P de degré
au plus n tels que :

On sait ([2], [6], [7]) qu'il existe P* e Wn(f ; T) unique rendant minimum
| | / - P\\ et on pose :

On a aussi ([2], [6]) une caractérisation du polynôme P* et une borne infé-
rieure de sn ( ƒ ; T) :

THÉORÈME 1 : pour que P soit la meilleure approximation de ƒ dans Wn(f\ T\
il faut et il suffit qu'il existe (n — m + 2)points ex < . . . < en_m + 2 de Q tels
que :

! ƒ ( * , ) - P M = | | / - P | | * = 1 « - m + 2

( " i r ' [ / M " P(et)]lf{ei+1) ~ P(e i+i)] < 0 i = 1, . . . , n - m + 1

où mi est le nombre de nœuds contenus dans [eh ei + 1~\.

E n n o t a n t {sl9 . . . , 5„ + 2 } l ' e n s e m b l e {el9 . . . , e n _ m + 2 } u T a v e c

Si < < „̂ + 2,

les conditions précédentes s'écrivent :

f{st) - P(st) = ( - l) l"ev ( | | / - P|| Ï = 1 n + 2

avec : e = + 1, v- = 0 si st est un nœud, v£ = 1 dans l'autre cas.

THÉORÈME 2 : s'il existe P e Wn{f\ T) et {n - m + 2) points

de Q tels que :

où mi est le nombre de nœuds contenus dans [ei9 e i + 1 ] , on a :
| / ( j ) ( , ) |
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ERREUR DANS L'APPROXIMATION AVEC INTERPOLATION 147

III. BORNES DE L'ERREUR POUR UNE FONCTION DÉRIVABLE

THÉORÈME 3 : si f est (n + 1) fois continuement dérivable sur [a, b\ on a :

(n + 1) ! [a,6] ' v ; | "v ' (n + 1)! [«,&] ' v " v ;

avec :

^«(T1) = inf [max |(x - xt) . . . (x - xn_m + 1)(x - t ) . . . (x - t j | ]

Cet encadrement étend celui donné dans le cas où il n'y a pas de nœuds dans [3]
(prop. 8.3. c\ [4] (prop. 3.6.8) ou [8] (th. 6.2) car d'après les propriétés des
polynômes de Tchebycheff ([!]), on a alors :

" 22n+1

Soit P* le polynôme de meilleure approximation de ƒ dans Wn{f ; T). D'après
le théorème 1, il existe (n - m + 2) points ex < . . . < en_w + 2 de Q tels que :

( - i r + 1 [ƒ(«,) - ^ («,)][ƒ(a<+1) - P*(ei+X)-] > 0
z = 1, . . . , « —m + 1

où mi est le nombre de nœuds contenus dans [et, e^^.

Cette inégalité montre que ƒ — P* s'annule au moins (mt + 1) fois dans
l'intervalle ]eu ei+l\_, en comptant deux fois un zéro où ƒ — P* ne change
pas de signe.

Au total, (en comptant les multiplicités), ƒ — P* s'annule au moins

fois dans [a, b~\.

Soient tl9 ...» rMS x1} . . . , Jc B _ m + 1 (n + 1) zéros de f - P*.
D'après la formule de l'erreur dans l'interpolation d'Hermite ([1], p. 67),

on a :

f(x) - P*(x) = (x - Xl) ... (x - xn_m+1)(x - tj

D'où, pour x e Q : 1 [a,b]

vol. l l s n ° 2 , 1977.



148

ce qui entraîne :

C. GILORMINI

(n + 1)!

D'où l'on déduit la première partie de l'inégalité (1) :

e«( f ; T) ̂  -7— -̂~

Soient x*, ..., x*_m+1 les valeurs rendant minimum la quantité

max |(x - xx) ... (x - xn_m+1)(x - tj ... (x - tm)\.
xe[a,b]

O n a d o n c :
An{T) = m a x |(x - x*) . . . (x - x * _ m + 1 ) ( x - tx) - . . (x - tm)\.

xe[a,b]

Soit R le polynôme d'interpolation (au sens de Hermite) de ƒ aux points
* ï , ••-,x*_m+1,tl, ...,tm. O n a a l o r s :

/ ( x ) - R ( x ) = (x - xf) • • • (x - x * . m + l ) ( x - t l ) - - - ( x -

D'où :

[a,b] (n + 1)! (4)

Le polynôme R appartient à Wn{f\ T) et on a : £„(ƒ; T) ̂  || ƒ - R\\ ce qui
démontre la 2e partie de l'inégalité (1).

REMARQUE 1 : ƒ(î!+ 1J étant continue, il existe ce [a, é] tel que :

Dans le cas où il n'y a pas de nœuds, on retrouve le résultat démontré dans [4],
[5] ou [9].

COROLLAIRE : si ƒ est (n + \)fois dérivable sur [a, b\ on a :

£ „ ( ƒ ; T ) < ( 6 ~ af m + 1
 m a x . _ t y . . { t j i n ƒ ( . + D N / 5 x

22"~2m+1( + 1) !«[«»]22n~2m+x{n + 1)!*«

En effet :
An(T) < max |(x - t t) .. . (x - tm)\ . inf [max |(x — xx) . . . (x — ^„-m+i)|]

X Xj X

= ^ L max (x - £ , ) . . . (x - O

d'après les propriétés des polynômes de Tchebycheff.

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



ERREUR DANS L*APPROXIMATION AVEC INTERPOLATION 149

Cette majoration est moins bonne que celle du théorème 3 mais la quantité
max \(x — tt) " - (x — tm)\ est plus facile à calculer que An(T).

IV COMPARAISON DE L'ERREUR POUR DEUX FONCTIONS ƒ ET g

THÉORÈME 4 : si f et g sont (n + 1 ) fois continuement derivaties sur \_a, &]
et si \f{n+1)(x)\ ^ g{n + 1)(x) sur [a, b\ on a :

sn(f;T)^zn(g;T) (6)

Ce résultat généralise celui donné dans le cas sans conditions d'interpola-
tion ([3], [4], [5], [8]).

Supposons d'abord | ƒ(n+ l) (x)\ < g(lt+1} (x) sur [a, 6] et soit P* la meilleure
approximation de ƒ dans Wn(f; T). D'après le théorème 1, il existe des points
ej < . . . < e„_m + 2 de Q tels que, si
{ ' i < ••• < s m + 2 } = TKJ { e l t . . . , e n _ m + 2 } :

f(st) -P*^) = ( - 1)' ev, 1/ - P*\\ i = 1, . . . , « + 2

avec £ = ± 1, vt = 0 si st est un nœud, v; = 1 dans l'autre cas.
Soit R la meilleure approximation de g dans Wn (g ; T) sur l'ensemble fini

{ eli . . . , en_m+2 }. D'après le théorème 1, on a :

f W - « W = ( - l)'v*P » = 1 « + 2

et le théorème 2 donne : en(g; T) ^ |p|.
Posons alors :

On a : A(.s£) = 0 i = 1, . . . , « + 2

/z est une fonction (n + 1 ) fois continuement dérivable et admet (n + 2) zéros
distincts. D'après le théorème de Rolle, h! admet au moins (« + 1) zéros
distincts, . . . , h{n+1) admet au moins un zéro t, :

et comme g{n+1) ne s'annule pas :

Supposons maintenant \f{n+l) (x)\ < gin + l) (x) sur [a, 6]. Quel que soit a > 0,
on a :

vol. l l , n ° 2 , 1977.



150 C. GILORMINI

x"+1

avec : cpW :

D'après ce qui précède, on a donc :

Mais tout polynôme R e Wn(g + occp; T) peut s'écrire R — Rt -\- aR2 avec
RxeWn(g;T)etR2eWn{<?\T)'.

\\g + occp - R\\ < ||g - i ^ l + oc ||cp - i?2 | |

Et finalement :

en(f; T) < zn(g + aq>; r ) < en{g; T) + aEn(cp; T)

Cette inégalité étant vérifiée quel que soit a > 0, il en résulte :

V. BORNES DE L'ERREUR DÉDUITES D'UN ENCADREMENT DE LA DÉRIVÉE
D'ORDRE n + 1

Pour la fonction x ^g(x) = r|x" + 3 + xx"+2 + x" + 1, on peut obtenir un
encadrement de £„ (g ; T) donné par les lemmes 1 et 2.

LEMME Î : en se plaçant sur l'intervalle [— 1, + 1], on a :
• - > \

(7)

avec :
g{x) =

= min

n+1

mn . — — i .

n - m + 1 J

Sii? e Ŵ  (g ; r ) , la fonction g — R s'annule aux nœuds et :

g(x) - R(x) = ( x - t 1 ) . . . { x -
l~m + P(x)] (8)

où P est un polynôme de degré n — m au plus.
En identifiant dans les deux membres de (8) les termes en xn + 2 et x"+1, on

obtient :

"k = T +
ji = 1 + A.St, - ri X £j^ = 1 + xS t j + Ti

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis



ERREUR DANS L'APPROXIMATION AVEC INTERPOLATION 151

Introduisons les polynômes de Tchebycheff de première et de deuxième espèce
Tk et Uk :

Tk(x) = 2 * - 1 * " + . . .

Uk{x) = 2*x* - (k - \)2

ce qui permet d'écrire :

"m + P(x)

(10)

où g est un polynôme de degré n — m au plus.
Choisissons R de manière à ce que le polynôme Q soit identiquement nul.

Aux points xk = cos (0 ^ k ^ n — m + 1), on a
* n m + 1

1 F/ n - m + 3 \„ ,= U + t| ^ )7;_m+1(x

n — m
(x2 - l)C/„_m(x) = 0

et par suite d'après (8) et (10) :
n — m + 3

L'inégalité à démontrer s'écrit simplement :

n — m + 3
(12)

avec :

Bn(T) = min n K - ̂
Nous supposerons que xk £ { tx, . . . , tm } et que de plus n + r| ^ 0

(sinon l'inégalité se réduit à en ^ 0).
Si l'intervalle [xk, xfc+1] contient/» nœuds, on a :

soit, d'après (11) :

= 0, 1, . . . , n - m

vol. 11, n°2, 1977



152 C. GILORMINI

Le théorème 2 donne alors :
en(g;T) ^ min \g{xk) - R{xk)\

c'est-à-dire l'inégalité (12).

LEMME 2 : en se plaçant sur l'intervalle [— 1, + 1] :

(13)

avec ;

«M =

n — m +

+ l i t , + Tl )

- m + 5 hl

En utilisant (8) et (10) avec Q = 0, on a :

avec :

A - + T1-
— m + 3

- 1)17. • (14)

Or d'après [5] (p. 79)

On en déduit :

+X(x2- l)Un_ n^^T„.„

A ^ i ifi , « - m + 2 X2~l , . (n - m + 3

En reportant la valeur de X donnée par (9), on obtient (13).

R.A.I.R.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis
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REMARQUE 2 : on peut aussi majorer A en écrivant :

n — m 4- 3 i

n — m + 3

Or, en posant : x = cos 8 :

|(x2 - l)Utt„m(x)\ = (sine sin (n - m + 1)6| ^ 1.

Dans le lemme 2, C est alors remplacé par ;

n — m + 3
C' = M- -H T|-

ou en majorant encore par :

REMARQUE 3 : On pourrait majorer s„(g; T) en utilisant le corollaire du
théorème 3 :

g{x)=T]Xn+3 +XXn + 2 +X" + 1

^»+«(x) = (n + l ) !p " + 2 ^ n +
 ^TIX 2 + (n + 2)xx + i l .

D'où :

max |(x - h) . . . (x - Q |
-Tjx2 + (n + 2)tx

Mais en général* cette majoration est moins bonne que les précédentes à cause
des facteurs {n + 2) et (n + 3).

En utilisant les lemmes 1 et 2 et un encadrement de ƒ <n~ u (x), on obtient
alors un encadrement de £„ ( ƒ ; T) :

THÉORÈME 5 : soit ƒ une fonction (n + 1 ) /ow continuement dérivable sur
[ - U + l] et telle que :

0 ^ a 4- px + YX2 ^ / ( w + 1 )(x) < a + fîx 4- 5x2

vol. i l , n ° 2 , 1977



154 C. GILORMINI

avec oc > 0. On a alors :

sn(f; T) > min
nV ' 2""m(n + 1 ) ! — •

B
"* 2n"m(n + 1)!

avec :

P

IIFf I COS r ~ i,
/L\\ n - m + 1 3

(15)

A = a + n + 2—*

n + 2)(n + 3)Jn-x\u\ i f ,
*m + 2(n + 2)(n + 3) + (n - m + l)a |n| [n + 2 + (

11 = 1 + ^TT2)ïEti + (n + 2)(n + 3)a J, M^

Quand il n'y a pas de nœuds, on retrouve l'encadrement donné par
Meinardus ([5], théorème 61).

Soit d'abord :

+ +
"+3

6 U ; (n + 1)! (n + 2)! ^ (n + 3)!"

On a :

0 ^ gY( + i> (JC) = a + px + yx2 < fin+1) (x)

D'après le théorème 4 : e„( / ; T) ^ srt(g1 ; T) et en appliquant le lemme 1, on
obtient (15).

De même :

( \ _ axH+1 Px"+ 2 25xn + 3

! + (n + 3)!

et en appliquant le lemme 2, on obtient (16).

REMARQUE 4 : on a le même résultat lorsque :

0 < a + px + yx2 ^ - / ( n + 1 ) (x) ^ a + px + 5x2

avec a > 0 car on peut appliquer le théorème 5 à — ƒ et on a :
en(f;T) = en(- f;T).

R.A.LR.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis
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REMARQUE 5 : à la place de la constante C du lemme 2, on peut utiliser les
constantes C e t C" de la remarque 2. Dans la formule (16), B est alors remplacé
par Bf ou B" :

B' =

= a

+
(n - m + 3)8

2(n + 2)(n + 3)

P L

J*L
(n + 2)(n + 3)

n + 2 ^ (n + 2)(n + 3)

(n - m + 5) |S|
2(n + 2)(n + 3)

P
n + 2 ' (n + 2)(n + 3)

VI. EXEMPLES

Exemple 1 : approximation de ex sur [0, 1] par des polynômes de degré 1
avec un nœud tx = 0. On a alors (en conservant 7 décimales) :

e t = 0.1413368
P*(x)= 1 + 1.576945 x

On obtient :

^ t ( T ) = inf [max |(x - xt)x\]
Xi [0,1]

soit, d'après [6] : Ax (T) = 3 - 2 sjl

Le théorème 3 donne alors l'encadrement :

0.0857 0,233

Pour appliquer le théorème 5, on pose x = —-— et on se ramène à l'appro-

ximation d e v eeî sur [— 1, + 1] avec un nœud m = — 1. On a ([5]) l'en-

cadrement ;

u2

1 + u + — ^eu^l + u + {e- 2)u2

et le théorème 5 donne alors ;

0 < ex ^ 0.377

Exemple 2 ; approximation de ex sur [05 1] par des polynômes de degré 2
avec un nœud 11 = 0 . 5

vol. I l s n ° 2 , 1977
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On a alors (avec 8 décimales) :

/>*(*) = 1.0092741 + 0.85805506* + 0.84167857 JC2

e2 = 0.0092741

On obtient :

A2{T) = inf [max |(x - xt)(x - x2)(x - 0.

M 4- 1
ou, en posant : x = —-— :

M?) = ^inf [max \u(u - ux)(u - n2)|]
O Ui [—l. + l ]

Le minimum est obtenu pour le polynôme — T3 et on a :

Le théorème 3 donne alors l'encadrement :

0.0052 ^ s2 =̂  0.0142

En appliquant le théorème 5 comme dans l'exemple précédent, on se ramène

à l'approximation de v e <?2 sur [— 1, + 1] avec un nœud ux = 0 et on
obtient :

0 < e2 < 0.0180

REMARQUE 6 : On a obtenu une borne inférieure nulle car l'un des nœuds
est égal à l'un des nombres cos -. Si le nœud n'est pas ± 1, on peut

n — m + 1
améliorer le résultat en remplaçant n par (K + 1) car £„(ƒ ; T) ^ en+1 (ƒ ; T),
Ainsi dans l'exemple 2 :

e2 2* e3 avec s3 > 0.00055

REMARQUE 7 : Le corollaire du théorème 3 et la remarque 5 fournissent
également des estimations (moins bonnes que les précédentes) :

Si < 0.680 et 0 ^ 6X ^ 0.415 (exemple 1)
s2 < 0.0283 et 0 ^ £2 ^ 0.0198 (exemple 2)

Exemple 3 ; approximation de ex sur [— 1, + 1] par des polynômes de
degré n quelconque avec un nœud tx = 0.

On a :

An(T) = inf [ max |x(x - xt) . . . (x - xj |] .

R.A.LR.O. Analyse Numérique/Numerical Analysis
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Si n est pair, le minimum est obtenu pour le polynôme de Tchebycheff Tn + x
(qui s'annule pour x = 0) et on a alors :

AIT) - —.
2"

Le théorème 3 donne alors ;

1 e

2»(2fc + 1)1 * ' * * 2»(2Jk+l)!'

Si /? est impair, An(T) ne s'exprime pas simplement et on peut seulement
écrire :

82fc

soit, en utilisant (17) :

Pour l'utilisation du théorème 5, on a :

1 + x + — < /(B+1)(x) < 1 + x + (e - 2)x2.

On en déduit :
kn

2)!
,

Pour « pair, on obtient seulement e2k > 0 qu'on remplace par z2k

c'est-à-dire :

COS^r; 1 f
)!L

Enfin, on a, quelle que soit la parité de n :

1 n , (n + 4)(« - 2 ) « + 1 1

Sur cet exemple, on constate que les meilleures majorations sont fournies
par le théorème 5 alors que les meilleures minorations sont fournies par le
théorème 3.
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