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R.A.I.R.O.
(9e année, août 2975, R-2, p. 13-40)

FONCTIONS «SPLINE»
ET METHODE D'ELEMENTS FINIS

par Marc ATTEIA(1)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — La méthode des éléments finis est présentée généralement, comme un procédé
permettant de générer des bases (d'espaces de Hubert convenables) particulièrement adaptées
à la résolution des problèmes elliptiques par la méthode de Galerkin.

Dans notre article, nous abordons la méthode des éléments finis du point de vue de la topologie
algébrique. Nous montrons ainsi que toute f onction d'éléments finis peut être considérée comme une
fonction « spline». Notre approche a une portée plus générale qu'il ne parait dans les exemples
classiques que nous avons considérés.

INTRODUCTION

Le but de cet article est de montrer comment l'on peut identifier une
approximation obtenue par une méthode (classique) d'éléments finis à une
fonction « spline ».

La méthode de base utilisée pour établir cette identité est explicitée dans
l'application 3.1. Elle a une portée très générale. Nous nous sommes restreints
à l'appliquer aux exemples que nous avons jugé les plus significatifs, pour ne
pas allonger démesurément cet article.

Voici, brièvement, comment nous procédons.
Soit !•> un complexe simplicial (géométrique) de R".
|T> | désignant le polyèdre associé à TS, considérons une fonctien numé-

rique ƒ définie sur |TS|.

(1) U.E.R. de Mathématiques, Université Paul Sabatier, Toulouse.
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14 M. ATTEIA

Soit X une partie de Rn dont l'intersection avec 15° (ensemble des sommets
de T?) n'est pas vide et xf une fonction (classique) d'éléments finis de type
« Lagrange » ou « Hermite » interpolant ƒ aux sommets de TS contenus dans X.
Nous montrons que xf coïncide sur X n |TS| avec une fonction « spline » of

— qui minimise une fonctionnelle (semi-) hilbertienne sur une variété linéaire
(convenable) de Rmi. ||

Nous avons rassemblé dans les paragraphes 1 et 2 les résultats sur les
noyaux des sous-espaces hilbertiens qui nous sont indispensables et qui sont
contenus dans l'article de L. Schwartz et dans le cours de J. Neveu indiqués
dans la bibliographie.

Nous exposerons dans un article ultérieur les résultats auxquels la méthode,
développée ci-dessous, conduit quand on l'applique aux problèmes de conver-
gence et aux noyaux totalement positifs.

A. NOYAUX DE SOUS-ESPACES HILBERTIENS

1. Préliminaires

© Soit 8 un espace vectoriel topologique localement convexe séparé et
quasi-complet.

Définition 1.1 : On dira qu'un sous-espace vectoriel E de 8 est un sous-
espace admissible de 8 si E est muni d'une topologie T>£ localement convexe
séparée telle que :

(i) (E, *£E) soit quasi-complet
(ii) l'injection canonique kE de Eo dans 8 soit continue.
On rappelle qu'un sous-espace hilbertien 3t de E et un sous-espace vec-

toriel de E, muni d'une structure hilbertienne telle que l'injection canonique^
de 3t dans E soit continue.

Notons x je l'isomorphisme canonique de 3£' sur J€.
On a le schéma suivant :

Le noyau de 3t (considéré comme sous-espace hilbertien de E) est l'élé-
m e n t HE e Z ( Ë \ E a ) d é f i n i p a r HE = j x o j x o j ^ .

Dans la suite, on sera conduit à considérer l'élément Xx ° fx, e £(2j, ^ o )
que l'on notera encore HE pour des raisons de commodité. On désignera par
Hilb (E) l'ensemble des sous-espaces hilbertiens de E.

(g) X étant un ensemble quelconque, on notera dans la suite, Cx l'espace
vectoriel des applications de X dans C, muni de la topologie de la convergence
simple.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FONCTIONS «SPLINE» ET METHODE D'ELEMENTS FINIS 15

Son dual, (C*)' est l'espace des mesures à support fini dans X. Tout élément
de (Cxy est de la forme : £ cxàx où N(X) est une partie finie de X, §x est

xeN(X)

la mesure de Dirac au point xe Xet cxeC.
Notons <, > la dualité entre Cx et {Cx)f :

V/eC*,</, X cA>= Z cj{x\
xeN(X) xeN(X)

D'autre part, la conjugaison complexe établit sur Cx (resp(Cx)') une
anti-involution telle que Cx (resp. (Cx)f) puisse être considéré comme son
propre anti-espace.

Supposons que E soit un sous-espace admissible de Cx. La conjugaison
complexe définie sur Cx induit sur E une anti-involution telle que Êf = E.
Comme (E)f = (£'), on en déduit que Ê' = E.

Soit kE l'injection canonique de E dans Cx.
A:|[(CX)'] est dense dans E' et puisque Cx et E sont leurs propres anti-

espaces, '^[(C*)'] est dense dans E\
Soit J£ un sous-espace hilbertien de E.
Notons H(x, t) le noyau reproduisant de Je considéré comme sous-espace

hilbertien de Cx et posons : H = %& ° j% ° ̂ E-
On sait que :

Vxel, H{.,x) = HbxeCx.

Mais H8X = (HE o k*) Sx = /f£(ik* • 8X) e E.

Posons : e^ = k% ôx, x e X.

zx est la mesure de Dirac au point x e X, définie sur E.

En effet, Vx e X, Vgr e E, on a :

) = < /:Ê • g, dx > = < kE • fif, 5X > = < kE • g,

= < g, k*5x yEE,

Mais VJC e E, Vg e £, on a :

Donc, ê  = ÎË̂ .

EXEMPLE 1.1 :

JT=[O, 1] <= R , £ = C ° [ 0 , 1], S

Je est l'espace de Hubert HX(Q, 1), muni du produit scalaire :

= \ U-
Jo

n° août 1975, R-2.



16 M. ATTEIA

On a le schéma suivant :

2>[0,

I
5ê'

Î
(C1 0-1 1)'

Quelle que soit v|/ 6 C^p), 1], on a :

(/l*k= [\n-r-
Jo

)£, ƒ e ff^O, 1).

On en déduit que le noyau reproduisant de /^(O, 1) est la solution H(x, t)
du problème différentiel :

v"(t) - v(t) = 5,(t)
v'(0) = v'(l) = 0.

On sait

Posons : ct — 6, - a^ i = 1, 2.

On a : C i e + C ' e U

c"'
Sl ~ 2 '

s i X < l.
si x ^ t

2'

D'autre part, ;(O, o - fll - «2 = o

h 0,̂ (6 — e ) = 0 = > a 1 = — e1"' +

2 2{e - e'1) 2{e - e'1)
é e1"' + é~l e1+' - e''1 + e'"' + e''1

2 2(e - e'1) 2(e - e"1)

Revue Française d'Automatique; Informatique et Recherche Opérationnelle



FONCTIONS « SPLINE » ET METHODE D'ELEMENTS FINIS 17

D'OÙ :

H(x, t) =

r chx

1 Cht-
L

Ch(l
2Sht

Ch(l
2Sht

-t)

-*)

si

si

0 ï

0 *

S X a

S t <^ x < 1

EXEMPLE 1.2 :

X = [0, 1] •= R, E = C°[0, 1], 8 = R10-11

= { ƒ 6 3)'[0, 1]; ƒ, ƒ ' e C2[0, 1] et /(O) = 0 } avec

(/|fif)œ= f V -
Jo

Quelle que soit \|/ G C^p), 1] n Je, on a :

(ƒ I *)x = f (- r • m) &
Jo

, ƒ

On en déduit facilement que :

H ( x , t) = - (x - t ) + + x = M i n {x, t), x , t e X

EXEMPLE 1.3 :

X = [0 , l ]cR, E = C^O, 1], 6 = R1041

je = { ƒ e 3)'[a 1] ; ƒ ƒ', ƒ " G £2[0, 1] et ƒ(0) = /(l) - 0 }

(f\g)x= f (r-^XO^.
Jo

Quelle que soit \|/ G C 0 0 ^ , 1] n je, on a :

Jo

On vérifie facilement que :

H(x, t ) = - { x - t)3
+ - (t - l ) x 3 - ( ? 3 - 3 t 2 -h 2 r ) x , x , t G

n° août 1975, R-2.



18 M. ATTEIA

2. Opérations sur les noyaux de sous-espaces hilbertiens

(T) Soient £ et J" deux espaces vectoriels topologiques, localement convexes
séparés et quasi-complets.

Soient d'autre part :
(*) E un sous-espace admissible de £ et 36 un sous-espace hilbertien de E,

(**) uel(S„ro).

Désignons par u(E) l'image de E par w, muni de la topologie localement
convexe séparée induite par celle de fr, et par F, le quasi-complété de u(E).

F est un sous-espace admissible de J.
Notons uE la restriction de u à E, On vérifie facilement que uE e Z(Ea, Fa).
Soit 3€ un sous-espace hilbertien de E et u^ la restriction de u à 3e.
Notons u(3t) le sous-espace vectoriel de F, image de X par u et muni de la

structure hilbertienne transportée de celle de 3£/Ker(u) par la bijection û& de

On sait que u(X) e Hilb (F).
Posons X = ïi(J6).
On a le diagramme (commutatif ) suivant :

«*f

D'où il résulte que :

Kj = w o Hsou* , KF = uEo HEou%

et :V/ ,geJe , («ƒ ( ̂ ) x = (ƒ

Applications

Soient X et 7 deux ensembles quelconques.

Supposons que g = C* et £" = CY.

(* ) Multiplication par une fonction

Soit a un élément (quelconque) de E.

L'application : u : est une application linéaire et continue
f -oe f

de(C*)adans(Cx)o.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FONCTIONS « SPLINE » ET METHODE D'ELEMENTS FINIS 19

Posons : X = u(3t) = a • 3t.
Si K(x, t) désigne le noyau reproduisant de X, on a :

MaisV/e^VxeZ,

Il en résulte que :

K(x, t) = <(// , o w*)5„ <WSX > - a(x) • ôt(

où #(*, r) est le noyau reproduisant de 3t.

Le noyau reproduisant
y v/ y . ^ r*

(x,t)-o<x)

deaje

• « ( O - j

est

ff(x

la

,t)

fonction :

EXEMPLE 2.1 :

Mêmes hypothèses que dans l'exemple 1.2.

Supposons que a(x) = xm, x e [0, 1].

Soit X = ot3£. Son noyau est :

K(x, t) = - xmtm[{x - r

et X = { u 6 ÎD'(0, 1); w, M' G L2(0, 1) ef lim

scalaire : -•} muni du produit

(**) Image par une application de Y dans X

Soit p une application de Y dans X.

f •-> f o p
L'application u

de(C*)adans(Cy)c.

Posons X = u(3t) = 3e o p.
Soit K(x, t) le noyau reproduisant de X. On a :

est une application linéaire et continue

n° août 1975, R-2.



2 0 M. ATTEIA

Mais V/e 8, VxeJT,

<W / ,5JC>

et
<ƒ, "*5X > = <*ƒ, 8X > = < «ƒ, S, > = f(p(x)) =/(p(x)).

Il en résulte que :

K{x, t) = < i/s(«*ô,), <W5X > = H{p(x), p(0)

où //(x, 0 est le noyau reproduisant de 3t.

Le noyau reproduisant de Je o p est la fonction :
•%r -«/• £-*

(x,t) ~H(p(x),

EXEMPLE 2.2 :

X=Y=[Q, 1] , £

J6 = { M 6 3D'(0, 1); M, M' € L2(0, 1) er w(0) = 0 } muni du produit scalaire

(u\v)t = f u'{t).v\t)ét
Jo

' !-• Y
Considérons p

x •-• xm

Soit X = Je o p. Son noyau est :

K(x, t) = - l(

et X = {w G 3)'(0> O; «, w ' e £2(0, 1) eMim - ^ = 0(1) 1 muni du produit

scalaire

(M|o)Jt =

(ii) Produit cartésien

Soit ii (resp. F) un sous-espace admissible de 8 (resp. J").
Soit, d'autre part, Je (resp. X) un sous-espace hilbertien de E (resp. F).
Notons G (resp. C) le produit cartésien des espaces topologiques E et F

(resp. Je et X).

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FONCTIONS « SPLINE » ET METHODE D'ELEMENTS FINIS 21

On vérifie facilement que C muni de la norme :

£->R+

est un sous-espace hilbertien de G.

Déterminons le noyau L de £ connaissant les noyaux H de Je et K de X.
On sait que :

V/=(* ,*) e C , Vg'= («',ƒ')€ G'

({K k) | L(?,7'))c = (' I **')c = < h g' > = < {K k\ (e\ ƒ ' ) >

= ((A, fc) | (Hë\ KT')\

Donc :
L(e\f')=(He\Kf>)\

Supposons que £ = C*, & = Cy.
Notons //(.x, ï) (resp. À"(̂ , u), L(x, y; t, v)) les noyaux reproduisants

de Je(resp. X, C). On a :

L(*, y; t,v) = < L(5t, 5J, (S,, 5,) > = < (HSti Kdv), (ôx, 5y) >,

c'est-à-dire :

L{x9 y ; t, v) = H(x, t) + K(y, v ) \

EXEMPLE 2.3 :

Supposons que X = 7 = [0, 1] et que :

£ = F = C 0 [ 0 , 1 ] , 6 = RX
 f ^ = Ry.

Posons aussi D = X x 7.
Supposons d'autre part que :

je = X = {we2)'(0, 1) ; M , « ' 6 L 2 ( 0 , 1 ) et u(0) = 0 },

muni du produit scalaire : (w | i?)je = u'(t) • v'(t) dt.
Jo

Si C = Je x X, on a : L(x9 y; t, v) = x - (x - t)+ + y - (y - u)+s
etC = { w €©'(/)); V(x,j) e D,u(x,y) = a(x) + fc(^)aveca, b, < , è;eL2(0, 1)
e/a(0) = è(0) = a'(l) = è'(l) = 0 } muni du produit scalaire :

o

où u(x9 y) = a(x) + b(y) et i?(x, ƒ ) = c(x)

n° août 1975, R-2.
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(iii) Produit tensoriel

ActB étant deux espaces vectoriels topologiques localement convexes, on
désignera dans la suite par A £ B (resp. A n B) le produit tensoriel inductif
(resp. projectif) de A et B.

On notera A ê B (resp. A h B) le complété de A s B (resp. A n B), On sait
que si A et B sont séparés, alors A s B et A e B (resp. A n B et A ft B) sont
séparés. De plus l'injection canonique 7$ (resp. j$) de A n B dans A E B
(resp. 4̂ TC B dans i e 5 ) est continue.

D'autre part A' ® B' est dense dans (A è B)'s. (On en déduit que r/®(^' ® £')
est dense dans (̂ 4 ft i?)̂  puisque lj^(A ê B)f

s est dense dans (A TC i?)̂ ).
Soit E (resp. F) un sous-espace admissible de 8 (resp. ^ ) . On vérifie facile-

ment que l'injection de EzF (resp. En F, E ê F, E n F) dans S e $
(resp. 8 71 5% 8 ê #", 8 TC 3r) est continue.

Soit J6 (resp. X) un sous-espace hilbertien de E (resp. F) (de noyau HE

Posons : GE$P = HE® KF.
Comme HE e Z(E'S, Eo)et KF s Z(Ff

s,F^)on sait que : GE%Fe Z(Ê' s F\EsF).
Or E' £ F' est dense dans (ÊêF)'s = (Êè F%. GE<$F admet donc sur (Eê F)'s
un prolongement GEeF e Z({Eê F)'s, EzF) e Z{{Eè F)'si {E E F)a).

Déplus, Vq', X' e £ ' , V^, ^

Il en résulte immédiatement que G£eF est un noyau hermitien de type
positif. Il définit un sous-espace hilbertien de E ê F qu'on appellera le produit
tensoriel de 3t et 3t et que l'on notera J€ d) X.

Supposons que S = Cx, $ = C r (X, Y ensembles quelconques). Alors

Notons /f(x, r) (resp. ^(y, u), G(z, w)) les noyaux reproduisants de JC
(resp. X, J€ ® X).

Si z = (x, j ) , w = (t, v)9 alors :

EXEMPLE 2.4 :

X = Y = [0, 1]. Posons D = X x Y.

E = F=C°(0,l) , £®F=C°(I>) , 8 = R* , J = Ry.

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FONCTIONS « SPLINE » ET METHODE D'ELEMENTS FINIS 23

= X = { u e 3)'(0, 1); M, M' 6 L2(0, 1) et w(0) = 0 }, muni du produit

f1

scalaire : (u\v)l — u'(t) • vf(t) dt.
Jo

Désignons par £ l'espace J6 ® 3L

On montre que :
£ = ( w e *

«(0, j ) ( - u(x, 0)) = «;(*, 0)( = «;(0, >>)) = 0, x, y 6 [0, 1] }

muni du produit scalaire :

(" \v)t= f <y& y) ' ^ > ?
JD

dy.

(iv) Produits tensoriels symétrique et extérieur

A étant un espace vectoriel (topologique localement convexe), on désignera
dans la suite par A®n{Af% n e N*, le produit tensoriel de n exemplaires de A
(muni de la topologie inductive E) (n ^ 2).

On notera A v"(A*") (resp. A An(A*"))le sous-espace vectoriel (topologique)
de A®n(Afn) formé des tenseurs symétriques (resp. antisymétriques).

On notera aussi Â™ (resp. Â£n) la fermeture de A*n (resp. A A") dans Âfn,
complété de Afn pour la topologie £. Si A est séparé, il en est de même
d e i e

v " e t d e i e
A n .

Etant donné un élément a du nième groupe symétrique Gn, on désignera
par Ua l'application :

! » ... <x> an •-> ao(1) ® ... <x> aff(B)

On posera : w = —y £ L7O (resp. D = — J] eal7ff où £a est la signature

de la permutation a e G J .

On sait que u (resp. Ü) applique A®n sur 4̂ v n (resp. A A"). On vérifie facile-
ment que cette application est faiblement continue de Afn sur A*n (resp. ^4£

An).

Etant donné aY, ..., art € A, on posera :

ÛJ v ... v an = w(ax ® ... ® <zn)(resp. al A ... A an = u ^ ! ® ... ® an)).

Soit i4' le dual topologique de A.

n° août 1975, R-2.



2 4 M. ATTEIA

Si a i , ..., af
neA\ on a :

< ax v ... v an, a\ v ... v dn > = -y £ < «i. <(i) > ~ <

(resp. ( ^ A ... A an9a\ A ... A < > ^^ydet ([< ai; a} >]

Soit E un sous-espace admissible de 8 et 56 un sous-espace hilbertien de E
(de noyau HE).

On appellera nième puissance tensorielle symétrique (resp. extérieure)
de je et on le désignera par je vn (resp. Je An), le sous-espace hilbertien de iTe

vn

(resp. Ê*H) image de Je®" par l'application u (resp. y).
Notons HE" (resp. if£

n) le noyau de Jevn (resp. jeAn) (relativement
àÊE

vn(resp. ÊB
An)).

O n a : ^ = uoHfnou* (resp. ^£
vn = v

On en déduit immédiatement que :

v ... v Xi), iu v ... v il . > = -fj X < fl^i, ric(1) > ... < HEl'n,

£
vn(Xi A ... A X; ,T 1 I A ... A n j Xj > ([<

Si 8 = Cx, 8£
vnc:Cxn, et l'on aura, avec des notations évidentes :

( resp. HA "(xl9..., xn ; tl9..., tn) = — det

EXEMPLE 2.5 : Supposons que * = [0, 1], E = C°[0, 1], 8 = R* et que :

je = {Me0)'(0, l) ; u9 M'G£2(0, 1) et w(0) = 0} .

Soit X la somme directe hilbertienne des espaces :
*tp v O __ i j 'tp v 1 *tp *tp v 2 lp v p

Tout élément h l est une suite (A:o, kl9 ..., kp9 ...) et Ton a :

(fc I fe')x = E (KI fep)3e^ (si fc' = (* i , ifci,..., * ; , . . . ) ) .
peN

Etant donné un élément quelconque A G Je, on vérifie facilement que l'élé-
ment ( 1, h9—=-,..., —T^, ... Je JC et a pour norme : ew^.

\ V2! Vp! /

/îevwe Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FONCTIONS « SPLINE » ET METHODE D'ELEMENTS FINIS 25

Quels que soient hl9 h2 G JE, on a :

( E X P ^ J I E X P ^ ) ) = e<*^>je.

D'autre part, la famille (EXP (h))h€3e est libre et totale dans X.
H étant le noyau de X» considérons la fonction K définie sur X2 par :

(x, t) -> K(x; l) = eff(Xî0 • K est un noyau positif sur X2 car pour toute suite
finie de points distincts tl

91
2,...» tneX,ne N*, det HK(t* ; tJy]x*ij*n)est u n

Grammien.
On note que : X = { u G 3)'(0,1 ); u, u' G £2(0,1 )} muni du produit scalaire :

(u | !;)£ = u(0) - v(0) + «'(x) • i?'(x) • e~* dx.
Jo

En effet,

K définit donc un sous-espace hilbertien X de 8.

B. FONCTIONS «SPLINE» ET METHODE D'ELEMENTS FINIS

3. Fonctions «spline» d'interpolation
Soient X un ensemble quelconque, E un sous-espace admissible de Cx

et JC un sous-espace hilbertien de E.

Problème : Etant donné kt G JE, af G C, 1 ^ i < « et

déterminer (s'il existe) l'ensemble :

Résolution du problème

On sait que si les vecteurs kl9 ..., kn sont linéairement indépendants,
AfB(a) n'est pas vide.

Si les vecteurs kx,..., kn sont linéairement dépendants, Mn(a) n'est pas vide
à condition que a l3 ..., otn vérifient certaines conditions de compatibilité.

Nous supposerons donc que kl9,.., kn sont linéairement indépendants.
Mn(a) est alors une variété linéaire fermée de je. On vérifie sans difficulté

que E se réduit alors à un élément <J tel que :

Vx G X , a(x) = £ Xfa | H(., x))x X, G C.

n° août 1975, R-2.



26 M. ATTEIA

a est appelée la fonction « spline » relative à Mn(a) et J€. Si (h | kt)x = ^(xf)5

xt e l , 1 ^ z ^ », on a :

a = t Xfli. ;xt)= t XtHEeXi = HE( £
t = l i ^ l V = l

Application 3.1 : Méthode d'éléments finis (de Lagrange) d'ordre 1 et de
degré 1 sur un maillage de type triangulaire.

(*) Soit Q un ouvert de R", borné et polyédrique, admettant une
triangulation 15.

Q est alors la réunion d'un nombre fini de tf-simplexes fermés (non dégé-
nérés dans R")s d'intérieurs disjoints deux à deux, tels que chaque face d'un
quelconque de ces «-simplexes soit ou bien une face commune à un autre
w-simplexe de 15, ou bien une partie de la frontière de Q.

Désignons par 15° le squelette d'ordre zéro de 15, c'est-à-dire l'ensemble
des sommets de T> et par |15| le polyèdre associé à 1S; on a : Q = |Tï|.

Définition 3. 1 : Soit Ç e |T>|. Notons S(Q le plus petit simplexe de 15
contenant Ç.

On appellera coordonnées barycentriques généralisées de Ç relatives à 15,
les scalaires Ç(, t e T5°, définis de la façon suivante :

(i) Si t 4 S°(Q (c'est-à-dire si t n'est pas un sommet de S(Ç)), alors Ç, = 0.
(ii) Si t e S°(C,\ alors Çt est la coordonnée barycentrique de Ç relative au

sommet t de S(Q. On écrira : Ç = (Çf)t6^o.
Dans la suite, 3t sera l'espace de Hubert défini dans l'exemple 1.2. On sait

que si e e je, alors e e C°[0, 1] et e(0) = 0.
(*•) Soit :

Tout élément e e X est associé à une famille (e(. ; t))te^o d'éléments de je.
X a une structure d'espace vectoriel. Etant donné deux éléments quelconques e
et ƒ de X, associés respectivement aux familles (e(. ; t))t€-$Q et (ƒ(. ;0)t6E°
d'éléments de je, on vérifie facilement que l'application :

= Z fV(z;0-/'(2;t)dz= I M-î')Iƒ<• ;'ftc
teT3° J o te-ë0

o

définit un produit scalaire sur X.
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Nous poserons : | | |e|| | = { {{e \ e)) }{.

Pour la norme associée à ce produit scalaire, X est un espace préhilbertien
séparé. En effet :

IIHH = 0 o (e% ; t) = 0 , f 6 T 5 ° ) o ( c ( . ; 0 = eac

= 0), / e K°) = 0

(***) Montrons que X est complet. Soit {ep)peN une suite de Cauchy
dans (X, 111 111). Chaque élément ep est associé à une famille (ep(. ; t))tëGo, (p e N)
d'éléments de 3t.

Chacune des suites (ep(. ; 0)peN> t e ^ ° est une suite de Cauchy dans J6 et
converge donc vers un élément ë~(. ; t) e 3€, r e 15°.

L'élément éfe X associé à la famille (ë*(. ;t))te-ço est la limite dans (X, ||| |||)
delasuite(ep)peN.

Soit 5 = ^ ) ^ 0 e |T5|.

Etant donné e e X, on a :

WOl - I f*; t)dz

£ f |e'(2 ; t)| dz « £ f |Ê'(z ; t)| àz < (Card fB0))̂  • |||*|||.
e^° Jo 'e^° Jo

Donc

On en déduit que X est un sous-espace hilbertien de C°(Q).

(****) Déterminons le noyau reproduisant de X.

On sait que c'est une fonction (Ç, Ç) »-> K(^, Ç')5 symétrique, définie positive
sur Q x Q telle que pour tout Ç e fi, £( . , Ç) e 3C.

Soit (ATf(., 0)fe7?o la famille d'éléments de 36 à laquelle est associé K(., Q.

Quels que soient e e X e t Ç = (ÇJteii0? o n a •

(. ; t) | K,(- î 0)« = I ^ , ; 0
tel?0

= S (e(.;t)\H(.,Q)x.

On en déduit que pour tout Ç = (Çt)ïe^
0 e fi, on a :

On montre facilement que la famille (K(.9Q)^G0 est libre.

n° août 1975, R-2.



28 M. ATTEIA

(****) Soit M(a) = { e e X ; e{t) = a(f), (a(f) e R), / e IS0 }. Af(a) est une
variété linéaire fermée dans X.

Soit a la fonction « spline » relative à M(ot) et JC :

Ainsi quel que soit Ç = (Ç>t)téG° e Q, on a :

fe-e0 / ne-B0 \iel50

On en déduit que a est une fonction affine sur chaque simplexe de 15.
Soit T la fonction-déterminée par la méthode des éléments finis d'ordre 1

qui prend les mêmes valeurs que a aux sommets de 75.
T coïncide sur O avec la fonction « spline » a.

Notations 3,1 : Etant donné n e N*, considérons :

(i) les ensembles Xt = [0, 1], 1 < i ^ n + 1
(ii) les espaces Et = C°(Ar

i)et 8£ = RXt
9 1 < i < » + L

Notons X(n) (resp. £(w); 8(n)) le produit cartésien de Xx, ..., Xn+1

(resp. J?!, ..., En+1; 8 l s ..., 8n + 1).
£f (resp. E{n)) est un sous-espace admissible de £f, 1 ^ / < n H- 1,

(resp. S(n)).
Nous noterons JC = (xls ..., xn+1) un point générique de X(n) de compo-

santes : xt e Xi9 1 < i < « + 1.
J€f désignera un sous-espace hilbertien de 8i9 de noyau Hi9 1 < i < n + 1.
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On notera Ln la fonction suivante définie sur (X(n))2 :

(x, t) H+ Ln(x ;t)= £ if£(xf ; 4

Ln est le noyau d'un sous-espace hilbertien Zn de 8(«) (cf. exemple 2.3).
Etant donné m G N*, on pose :

1
* m

(•) J(n) = {j = (A, . . , jB+1)€NB+1 ; 0 < jt < m)

(*) pour tout ; G J(n% V = O'i*. - Jn+ ih) ; ?/ e X(n).

(•) Y(n) = J x = (xl5..., xn+1) G X(n) ; £ x,. = 1 l

e t J 1 ( W )={ jGj ;F 'GF(»)} = | J G J ; | ; | = "li*. = m 1

On supposera que X(n) et 7(«) sont munis de la topologie induite par celle
de RB+1. Y(n) est un n-simplexe.

Y(n) a pour sommets les points ai = (0,..., 0» 1, 0,..., 0) G Rn+1.

Quel que soit x = (xt, ..., xn+1) G Y(n% on a :
n+i

X = Y

On désignera par ^(w) le complexe simplicial (géométrique) de sommets
P G Y(n), {j G Ji(n))9 ayant pour simplexes les sous-ensembles, d'intérieur non
vide, de Y(n), du type suivant :

{x = (xl9...9xu+1)eY(n); xi-jih>0 et xt - (ji + \fi < 0,1 < / ^ n + 1 }.

(^(«Jl désignant le polyèdre associé à i>{n\ on a :

l*(")| = Y(n).

Soit Ê un n-simplexe (quelconque) de ê̂ de sommets

., Fw + 1 } où P& = "
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Soit, d'autre part, t un point quelconque de S ;

n+l n+l

i = l 1=1
n+l n+l

^(t), at e [0,1], l

On a :

Posons : J(t) = (ƒ,(/))

Comme les vecteurs ?J<0, 1 ^ i < n + 1 sont linéairement indépendants,
ƒ(£) est inversible :

M^) = Ê a«*i*r a v e c (a«)i^i^n+i = (Jr(2))"1-
1=1 " l^ï=ën + l

Application 3.2 : Méthode d'éléments finis (de Lagrange ) d'ordre 1 sur un
maillage de type rectangulaire.

Nous utiliserons ci-dessous, les notations 3.1. Nous supposerons que
H^Xii ii) est le noyau défini dans l'exemple 1.2. Soient «,/? G N*. La fonction L
définie sur (X{m) x X(p)f par :

((x, y\ (t, v)) - L(x, j ; f, Ü) - Ln(x; t) x Lp(j; t;)

est le noyau d'un sous-espace hilbertien £ de 8(n) e 8(/?) (cf. exemples 2.3 et
2.4).

Notons M la restriction de L à (Y(n) x Y(p))2 et 'ê le produit cartésien
des complexes simpliciaux ^(n) et *è(p), de sommets /', / e Jt{n) et îV,y G Jx(p)
respectivement.

Soient x1 et x2 deux éléments de Y(n) tels que :

Eiixt - Jih) ^ 0 , e( = ± 1, 1 ^ i < n + 1, / = 1, 2,

y étant un élément fixé de J^n).
Quel que soit Xe [0, 1], on a évidemment : Xx1 + (1 - X)x2 e Y(n\

D'autre part, quels que soient X G [0, 1] et / = 1, 2, ..., (n H- 1) :

= (X(xj -jth) + (1 - XX*? -7(*))+

= X(^-y,.A)+ + (1 -X)(x?-y,A)+.
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On en déduit facilement que pour tout

(?', V) s \t(n)\ x \t(p)\ (i e J,(nl je Jx{p)\

l'application :

\t{n)\ x |B(p)| ~ R
(x, y) ~ M(x, y ; t\ &)

se réduit à une fonction affine par rapport à x (resp. y) sur la fermeture de
tout ensemble de la forme : Xl x { v } (resp, {t } x Ê2) où X1 (resp. 2)2) est
un w-simplexe (resp. p-simplexe) de ^(n) (resp. ^(z?)) et v e \è(p)\
(resp.te\è(n)\).

Soit \(/ une application inversible de \è(n)\ x \G{p)\ dans Rn+P, simpliciale
par rapport à chacun de ses arguments (cf. fig. 3.2).

1S = \|/(^) e s t u n complexe simplicial (géométrique) de R"+p (de même
dimension que 'Û).

^ a pour sommets les points r\lj = \|/(?\ vj), ieJ^n), jeJx{p) et pour
n-simplexes les ensembles \|/(Z1 x { tV' }) et \|r({ ?' } xÊ 2 ) .

Posons : Z = ty(\t(n)\ x \t{p)\).
Désignons par K la fonction numérique définie sur Z2 par :

VÇ, T! 6 Z, K&\ T,) = M(y\f'%)', *

K définit un sous-espace hilbertien je de Rz.
On vérifie facilement que pour tout

l'application : se réduit à une fonction affine sur la fermeture

de tout ensemble de la forme :

Wij x { „ })(resp. x|/({ t } x t2)).

Il en est de même de la fonction « spline » :

ieJi(n),jeJUp)

De plus, a e C°{Z).
On montre facilement que a est déterminée de manière unique par ses

valeurs aux sommets de T>.
Soit Q la réunion d'une famille finie d'ensembles du type : v|/( [È^ \ x |£21 ),

et fi la fermeture de Q.
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Soit x la fonction déterminée par la méthode des éléments finis d'ordre 1
qui prend les mêmes valeurs que a aux sommets de T> contenus dans Q.

x coïncide avec a sur Q, comme on peut le vérifier facilement.

y2J

1 X 1 0 i 1 | 1 y,

12

9

6

3

0

13

10

7

4

1

14

11

8

5

2

n = 1 , p = 1

Figure 3.2

4. Puissances tensorielles symétriques d'espaces hilbertiens et méthodes
d'éléments finis

Lemme 4.1 : Soit E un espace vectoriel sur C et E* son dual algébrique.

&* e s t Ie nombre de
(i) Soient e l9..., en> n éléments linéairement indépendants de E. Etant

donné fceN*, posons : k^ — C*+k-i — Q+i
monômes d'un polynôme homogène de degré k à n variables.

Soit { <xj = (a{, ..., ai); 1 *$j ^ k# } une famille d'éléments de C".

Pour que la famille J ( J] afe J ; 1 < j < fc^ L soit //ère dans £ v \

il faut et il suffit que les points : a1, a2, ..., afc forment un système unisolvent
dans C" pour les polynômes homogènes de degré k.

(ii) Soient e'l9 ..., ê  G £" tels que :
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II existe un seul système de k+ polynômes homogènes

n*(?'••'*;) = z i

tels que : < ïl)(e? "" M , ( £ a>e) > = 8 p 1 < j , / < *#.

Preuve :

(i) Notons 9k l'élément neutre de £v k .

Pour que les éléments ( £ a / ' e* ) , 1 < 7*^ fe# soient linéairement indé-
\Î=I /

pendants dans £ v \ il faut et il suffit que :

h Xj{Â a|e'Jk = e* ~Xj = °' * *j < v

Or, t <Z t ^ ^ Z «f^ij

= ^ ^ ' r ^ ^ c»(«i^ ... (aö"-(erPl v ... v <"»)!

= Z Z Mai)"1 - («i)11" cfa "' v ... v en "»).

Comme cp ^ 0, |P| = i , on a :

S * / î > k . y = e , ~ Z XJ<a{)f'...(ai)'»- = O,|p| = fe.
l f c l / kJ V = l

Soit i)(/c) le déterminant de la matrice ayant pour lignes (resp. colonnes)
les éléments de la forme :

tà)'1-.. («£)>" , IPI = fc (resp. 1 < y < * J .
Pour que \j = 0, 1 ^ j ^ A:̂ , il faut et il suffit que D(k) # 0? c'est-à-dire

que les points a1, a2, ..., ak* forment un système unisolvent dans Crt pour les
polynômes homogènes de degré k.

(ii)

) X i ) v P l v ... v ( O v ( t

— V i i i i /, » T~T / " V AI' / ^ v= 1 ^ (« ! II ( L a i < ^ ^
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Posons

a,-

On a :

«/ < e* «i >. 1

/ y { \

\inj

A<xj avec det (^) = An 0.

n, 1 < j

n/ J

On sait qu'il existe un seul système de k^ polynômes homogènes de
n variables complexes Pp 1 ̂  j ^ k^ tels que :

La transformation linéaire :
z -> Az = v

, étant inversible applique l'es-

pace vectoriel des polynômes homogènes à n variables complexes, de degré k,
sur lui-même.

On en déduit que les polynômes homogènes Qh 1 < / ^ k% définis par :
Qi(z) — P^A'1!) sont linéairement indépendants.

Or Ôz(Yj) = PiiA-Uti*) = P^) - 8y , KIJ^ k+.

II en résulte que les points y1, ..., yk* forment un système unisolvent pour
les polynômes homogènes de n variables complexes, de degré k.

Lorsque j (1 ^j ^ k^) est fixé, il existe donc un seul système de sca-
laires u ,̂ |P| = k, tels que :

EXEMPLE 4.1 :

Lemme 4.1 * L'ensemble : { a = (a ls..., an) e N"; |a| = k } est un sys-
tème de points unisolvent dans C" pour les polynômes homogènes de degré k.

** Avec les mêmes hypothèses et notations que dans le lemme 4.1 (i),
posons :

Uj = ^ - X ( - l)i+j < e1 A ... A e{ A ... A en, e\ A ... A e) A ... A é1 > et L

j ^ n,

«o = a : ; , c't > = 8j7t, < u0 , ék > = 1, 1 ^ j , fe < n.
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Etant donné p = (pls ..., PJ e Nn tel que |p| = k9

soit n*(ex' - e») = i - V V (kui ~ Juo% où p ! = px ! ... pn !.
\ e ? l 9 . . . 9 e j P i = i j = o

( n a é\k

O n a : < n { , X -j-1 > = ôap où a = (als..., a„) e N" et |a| = k. Il en

résulte que les polynômes IIp sont les seuls polynômes homogènes de degré k
vérifiant les conditions ci-dessus.

Preuve : * Considérons n variables réelles xu ..., xn indépendantes. (On
vérifie facilement que) les n applications de R dans R+ :

x± —> e^ , ..., xn -» e

sont linéairement indépendantes.
Il en est de même des applications de R" dans R+ :

(x l 5 . . . . xn) -» (^')°" - (e*")*" = « > = ' , H =

n

Soit F = £ (.„^'""'ii.eC.

2
\a\=k

On établit sans difficulté que : ({ a = (als ..., a J e C " ; |ot| = k } est un
système de points unisolvent pour les polynômes homogènes à n variables
complexes de degré k)

o( X tip. af' ... *t = 0, |a| = k => H = 0, |p| = k)

o( 1 »« • a?1 - «? = 0, |p| = k => iia = 0, |a| = k)

n

*> f E M. • a?' - a»P" • e i=1°" = 0 , |P| = * => M* = 0, |a| = k]
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Or si —- — = 0,\fi\ = k, v est un polynôme de degré inférieur ou
3xf dx*n

égal à k. On en déduit facilement que v = 0, c'est-à-dire que |uŒ = 0, |oc| = k.

n

( « . - / ) car £ < » , - * .
P 1 s = l j=0 i = l

S'il existe i0, 1 < t0 < n tel que : aIo # Pio, alors il existe iu l ^ it ^ n
tel que 0 < OLh ̂  ptl - 1 et

Si af = p., 1 < / < n, on a :

Définition 4,1 : Soit £ un espace vectoriel sur C. Etant donné un simplexe
géométrique Z de sommets el5 ..., eq e E et de dimension {q — 1), (g G N*),
nous appellerons treillis barycentrique d'ordre k e N*s associé à Z et nous le
noterons 5^, l'ensemble :

Soit *£> un complexe simplicial géométrique de sommets el9 ..., en e E. On
appellera treillis barycentrique d'ordre k associé à ïî et on le notera *Gk,
l'ensemble :

>̂k = U f̂c> °û S désigne un simplexe de 13,

Tout élément t e 15k s'écrit sous la forme :
t = È y *« o ù a * («i— a «> e N " e t H =fc*

Théorème 4.1 : Soient £ un espace vectoriel sur C et ex, ..., en, « éléments
linéairement indépendants de E,
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Soit, d'autre part, TS un complexe simplicial de sommets eu ,.., eneE,

La famille {tvk e Evk; t e Tk} forme un système libre dans £vfc .

Preuve : Résulte immédiatement du lemme 4.2.

Application 4.1 : Méthode d'éléments finis (de Lagrange) d'ordre k e N,
k ^ 2, sur un maillage de type triangulaire.

a) Éléments finis rectilignes

Nous ferons ci-dessous les mêmes hypothèses et nous utiliserons les
mêmes notations que dans l'application 3.1. Notons Kvk le noyau du sous-
espace hilbertien J6vfc de (C°(Q))vfc. Désignons par 8çe (C°(Q))' la mesure de
Dirac au point (quelconque) Ç e il.

On sait que : VÇ, r\ e Q, K&j}) - < KS^, S >
t V C 1 Ç f c 1 k Q

<Xvfc(Snl v ... v S^Sç i v . . .v

Soit TSk le treillis barycentrique d'ordre k associé à T>. Quel que soit Ç 6 TSk

(notons Sk(Ç) le treillis barycentrique d'ordre A: associé à S(Q) et posons :

Comme h(Q = (K( "£ ^rr$S) = ( £ ^ ^ , on déduit du
\ \teSk(Ç) fc / / \teSk(

 K }eSk(O
 K

théorème 4.1 que la famille (/*(Ç))çesk est libre dans 36v*.

Etant donné deux éléments Ç et r| e lSk, on a
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car l'application
R

• ' e i s °
se réduit à une fonction affine sur la fermeture de chaque w-simplexe de 75.

Soit a la restriction à la diagonale de (|75|k) de la fonction «spline»
X = I tfO * MO, ̂ (Q e R, relative à Xv* (et aux points h(Q, Ç e 75fc).

Quel que soit r| e Q, on a : k

= < x, (snr > = £ tfof I nr*M)l -
Lfc«) * J

a se réduit donc à un polynôme de degré (inférieur ou) égal à k sur chaque
73-simplexe de 15. De plus, CT e C°( |T>| ).

D'autre part, si r| e *Gk, on a :

> = E

II en résulte que a est déterminé de manière unique par la donnée de ses
valeurs aux points de *&k.

Si T est la fonction d'éléments finis d'ordre k qui prend les mêmes valeurs
que a aux points de IS* contenus dans Q, t coïncide avec a sur Q.

b) Eléments finis courbes

Soit : Ç *-> a (Ç), r| e TSfe la restriction à la diagonale de |TS|k de la fonction
« spline » : % = j ] n(t) • fc(t), n(t) e R, définie en a) telle que :

a ^ o { ; s i n*^^
Soit f̂  = (v('n))ng'6k un système de points de R" tel que l'application \j/k

de TSk dans R" définie par : yk = J] an * K1!) s°it inversible.

L'image de 15 par \j;k est composée d'éléments finis courbes.

Posons : Ï6| = ^k(|<6|) et, Vze |"ë|, A(z) = A ^ 1 ^ ) ) . Alors la restric-
tion a à la diagonale de \%\k de la fonction « spline » :

est une fonction d'interpolation de Lagrange d'ordre k associée à la famille
d'éléments finis courbes qui est l'image de *ü par \(/k.
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Notons que d est définie de manière unique par la donnée de ses valeurs

aux points de 75k.

Application 4.2 : Méthode d'éléments finis d'Hermite sur un maillage de
type triangulaire

Considérons un n-simplexe 2 (quelconque) de 75 de sommets*1,..., f*+l eTS0.
Notons Pz le polynôme de degré minimal sur Rn tel que : V* e Xfc, Pz(t) — o(t).

Px coïncide avec a sur |Ë|.

a) Dérivées d'ordre L Éléments finis de classe C°

Supposons maintenant que Pz soit déterminé de manière unique par la
donnée simultanée de ses valeurs P^{tj) aux sommets de £ et de ses dérivées
premières P^(tj, C/1) aux sommets tj de E, dans des directions C,Jl (telles que
tj + C/1 e\Z\)y 1 ^ / ^ r(/), 1 ^ y < « + 1) convenablement choisies.

Alors a sera (encore) déterminée de manière unique si Ton remplace la
donnée de ses valeurs aux points f e I k \ S ° par celle de ses dérivées pre-
m i è r e s & { t J ; Ç j / ) > 1 ^ / ^ r{j% l ^ j ^ n + 1.

EXEMPLE : 4 .2 .1 .

k = 3, n = 2

( 2tJ + A
— z — Jpar

ceUe de o'(ts; tl - t*\ j , l = 1, 2, 3, ; # /.

t

On peut supposer que G
t1 + t2 +

est

donné ou non. Dans les deux cas, a e C°(|T3| ). Figure 4.2.1

b) Dérivées d'ordre supérieur à 1. Eléments finis de classe Cr, r e N *

EXEMPLE 4.2.2.

k = 4, n = 2

Pj; est déterminé de manière unique par
la donnée simultanée de ses valeurs aux
sommets de S et de dérivées premières
Pz(tJ; t1 - n

'~),j, q,l = 1,2,3,

Figure 4.2.2

n° août 1975, R-2.
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<T sera (encore) déterminé de manière unique si Ton remplace la donnée de
ses valeurs aux points de Hk\{ r1, t2, t3 } par celle de ses dérivées premières

EXEMPLE 4.2.3.

k = 5, n = 2

On laisse au lecteur le soin de traiter
de la même manière que dans l'exemple
précédent, le cas où l'on se donne la valeur
de a, de ses différentielles premières et
secondes aux sommets de E, et de ses
dérivées premières

Figure 4.2.3
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