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SUR LA CONVERGENCE DE L'ALGORITHME QR
POUR UNE MATRICE HERMITIENNE

par F. CHATELIN (*)

Résumé. — On applique à une matrice tridiagonale hermitienne Valgorithme QR avec
des translations d* origine définies ci-dessous. La convergence de Valgorithme avec la première
translation est cubique, on montre qu'avec les deux autres translations la convergence est
au moins cubique.

1. INTRODUCTION

Soit A une matrice hermitienne tridiagonale. On suppose qu'aucun des
éléments sous-diagonaux n'est nul, sinon A pourrait se décomposer en somme
directe de deux (ou plusieurs) matrices tridiagonales. Alors toutes les valeurs
propres de A sont simples, on les note \\x\ ^ |X2| > ... > |XB|. S'il existe
des valeurs propres de même module, ce sont des paires de valeurs propres
opposées.

L'algorithme QR avec translation d'origine ks [2] peut s'écrire :

où les Qs sont unitaires, et les Rs triangulaires supérieures.

Les éléments suivants de As sont notés :

ann — an » an- 1 n - 1 — an-1

(1) Institut de Recherches en Mathématiques Avancées, Grenoble.
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Les deux translations d'origine de [2] sont :

(a) ks = a?»

la plus proche de a£s).
J. H. Wilkinson a montré [3] qu'avec l'une ou l'autre translation, QR est

globalement convergent (i.e. l'algorithme converge avec la translation effec-
tuée dès la première itération). Il a aussi montré [2] qu'avec la translation (a)
la convergence asymptotique est cubique.

Nous étudions la convergence asymptotique de l'algorithme avec la trans-
lation (&).

2. CONVERGENCE ASYMPTOTIQUE DE QR
AVEC LA TRANSLATION (b)

Le terme a(
n

s^± tend vers 0 comme Lorsque s —• oo, ks
\ j

mais \-i—ks reste ^ 0 puisque les valeurs propres sont simples. Donc,
ce terme valant zs à la sèm* itération, est de l'ordre es

^
—

à la (s + l)e„

H suffit donc d'étudier Xrt — <xs pour obtenir l'ordre de convergence avec
la translation (b).

On omet Vindice s dans ce qui suit.

On pose d= an — an_ u r = 2 -Ö- » s i ^ ^ O -
a

Les deux valeurs propres a, [3 de C s'écrivent :

Si d =s 0, a = an + |e|. On suppose d # 0 (remarque 1).

C est diagonalisable dans la base orthonormée représentée par la matrice :

1 iicV. +,'-»

1

où
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La matrice :

i o \

\ O O

est semblable, par transmutation par X =

n — 2

V 2

» à :

ii •*

ou
s 1

59

Puisque l'algorithme converge, la norme de la partie hors-diagonale de A,
donc de A\ tend vers 0. Dès que cette norme est assez petite, on peut majorer
|Xrt — oc| à l'aide de la théorie des perturbations [1] :

Soit :

|X„ — <x| < C |Y}|2 -pL ; c constante.
\a\

L'ordre de convergence de Valgorithme QR avec la translation (b) est donc

3 M 23 M

La convergence est au moins cubique.

Avec la translation (a), l'ordre de convergence est ÜL .
d2

Le gain obtenu avec la translation (b) est donc de l'ordre de — |T)|2 . |TJ| est
d

en général bien supérieur à Ici, mais tend vers 0.
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3. UNE TRANSLATION EQUIVALENTE

On peut penser à approcher X„, non par a5 mais par le développement
limité au deuxième ordre (par rapport à la partie hors-diagonale de A) de Xn

au voisinage de a^\
On obtient la translation :

(c)
v s

sinon a^ + |es|

La formule (c) ne contient pas de calcul de <y/ .
Pour comparer à (b), il est facile de voir, à l'aide de [1], que :

Les ordres de convergence obtenus sont les mêmes car la différence

entre les approximations (b) et (c) de \ , est de l'ordre de -LL--

REMARQUES

1. Le cas ds = 0 est, à partir d'un certain rang, un « accident » puisque
les valeurs propres sont simples.

2. Quoique les algorithmes soient globalement convergents, on peut dans
bien des cas augmenter sensiblement le nombre d'itérations en démarrant
la translation dès la première itération.

EXEMPLE :

Pour une matrice hermitienne d'ordre 10, de valeurs propres

les valeurs propres ont été calculées à une précision inférieure ou égale à 10" 5,
avec un nombre d'itérations égal à :

— 23, avec la translation (a), appliquée dès la première itération,

— 18, avec la translation (a), effectuée à partir du moment où le terme a^

commence à se stabiliser : 1 ^ ~

—-15, avec les translations (b) ou (c), effectuées à partir du moment où
a<s) commence à se stabiliser.
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