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(6e année, R-l, 1972, p. 81-87)

METHODE DE L'ETAT ADJOINT
PAR «RELAXATION»

par J. C. MIELLOU (!)

Résumé. — Nous explicitons dans le cas de problèmes de contrôle optimal, et de jeux
différentiels de systèmes gouvernés par des équations variationnelles elliptiques; une méthode
de décomposition du type Gauss-Seidel, dont la mise en œuvre présente des analogies avec
celle de la méthode de Vétat adjoint classique.

Cette méthode entre dans le cadre général de la classe d'algorithmes proposée dans
[6], [7],

I. NOTATIONS. RAPPELS

Nous reprenons les notations de Lions [5], chap. IL
Soient V et H deux espaces de Hubert sur R. On désigne par || || la norme

dans F, et | | la norme dans H.
On suppose que :

(1.) VC H, l'injection de F dans H est continue, et F est dense dans H.
On identifie H à son dual, et si V' est le dual de F, on a :

(1.2) F C / f C F ' , chaque espace étant dense dans le suivant avec injection
continue

Soit :

(1.3) a(ut v) forme bilinéaire continue sur F,
F elliptique, c'est-à-dire : a(v, v) ^ a ||ü||2,Vu € F, a > 0

Soit L une forme linéaire continue sur F, grâce à (1.2) on a :

(1.4) L{v) = (ƒ, v) où ƒ € F'.
Grâce aux hypothèses (1.3), on sait que :

(1.5) a(u, v) = (Au, v) où A est un isomorphisme de F sur F'.

(1) Laboratoire d'Informatique, Faculté des Sciences et des Techniques, La Bouloie
Besançon.'
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82 J. C. MIELLOU

On se donne l'espace de Hubert *U> des contrôles et un opérateur

(1.6) tfeCC^; KO.
On considère un système (physique, mécanique, etc..) gouverné par l'opé-

rateur A donné par (1.5). Pour chaque contrôle u Ç*^, l'état du système est
donné par y solution de :

Ay=f+Bu, yeV.

du fait que y dépend de la variable w, on note l'état y(u), donc l'équation
d'état s'écrit :

(1.7) Ay(u)=f+Bu9 y(u)€V.
On considère ensuite l'observation :

(1.8) z(u) = Cy(u), où C € C(F; X), X étant un espace de Hubert.
On donne enfin :

(1.9) N € COU; W ) , N hermitien défini positif : (Nu, u)~> V-||K|| 4 T V > 0;
VU

A tout contrôle u € CIL» on associe le coût :

(1.10) J(u) - || Cy(u) — Zd\\ \ + (M*, u) ; où Zd € X est donné.
Soit :

(1.11) ^ j un ensemble convexe fermé de SI. ( ^ ^ est l'ensemble des con-
trôles admissibles.)

Lej>roblème de contrôle es^alors_^

Trouver M € "U^ tel que J(u) = inf J(v).

On introduit JE"1 le dual de 36 et A^ = A l'isomorphisme canonique de
X sur M'.

Soit Ac^ l'isomorphisme canonique de ̂  sur CIL' dual de CUL.
Soit A* l'adjoint de A, on définit l'état adjoint comme étant la solution

p(v) de : A*p(v) = C* A(Cy(v) — zd),
où C* est l'adjoint de C : C* € C(X'; F').

D'après [5], Th. 1.4, chap. II, le contrôle optimal est caractérisé par le
système :

(B*p(u) + Nu,v — u)> 0, Vt;
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IL METHODE DE L'ETAT ADJOINT PAR RELAXATION

On considère l'application u = Tw où T est une application de ^ dans
CIL(I(Ï définie par :

(2.1) Ay(w) — Bw=f

(2.2) C* KCy{w) + A*p(w) = C* AZd.

(2.3) (B*p(w) + Nu, v — u)> 0 V

Proposition 1. — Sous les hypothèses (1.1), ..., (1.11), l'application T'est
définie de manière univoque, son domaine étant ^ j elle prend ses valeurs
dans cUL„d.

Démonstration. — On est dans les conditions d'application du lemme de
Lax-Milgram pour résoudre (2.1) d'où y(w)9 puis y(w) étant connu, pour
résoudre (2.2) d'où p(w). (2.3) se résoud par le théorème de Stampacchia sur
les inéquations variationnelles d'où : T(w).

Définition. — u0 € % étant donné, nous rappelons méthode de l'état adjoint
par relaxation l'algorithme défini par :

up+1 = Tup /> = 0 , l , . . .

Appelons [i = | |^HCJU-F')» e t x = llc]]c(F-3e) &> *> existent d'après (1.6),
(1.8).

Proposition 2. — Une condition suffisante pour la méthode de l'état
adjoint par relaxation converge est que :

(2.4) va2 > X2[i.2

Démonstration. — On considère wl9 w2,/>(w1),Jp(w2)> Mi ~ Tw\\ ui = Tw%.
Soit SM = wt — u2 ; 8w = wx — w2 ; S/? = X ^ i ) —p(w2).
De (2.3) on déduit : (ATSw, Su) < (5*8p, Sw), or d'après (2.1), (2.2) :

B*$p - ^ * ^ - ! * C * AC^i" 1 BSw; d'où d'après (1.9) :

(2.5) | N ^ 2

va
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m. COMPARAISON AVEC LA METHODE
DE L'ETAT ADJOINT CLASSIQUE SUR LE PLAN

DE LA VITESSE DE CONVERGENCE

Rappelons cf. [1], [4] la méthode de l'état adjoint classique, appliquée au
problème précédemment considéré (nous conservons les notations du § I).

En tout point w de ^ le gradient de la fonctionnelle à minimiser est
A^l(B*p(w) + Nw). On considère alors l'application u = Tpw définie par :

u = Proj (w — ç>Av£B*p(w) + Nw))

(où Proj est le projecteur orthogonal dans ^L sur cU>ûdJ et p est un paramètre
réel).

W Q Ç ^ étant donné, la méthode de l'état adjoint classique consiste en
l'algorithme itératif : up+1 = Tpu

p /» ="071,... " " ~ " " " "
Soit wu w2 e^l ux = Tpw1; u2 = Tpw2; Bw — wx — w2\ 8u = ux —w2.

Pour un choix optimal du paramètre p : p =

où Y = ||

On a alors l'estimation :
v2

Les estimations (2.5), (3.1) permettent une comparaison des vitesses « théo-
riques » de convergence des deux méthodes, comparaison que nous détaillons
dans le cas particulier où N = vAc^, c'est-à-dire dans le cas y = v :

Soit x = — ^ Alors / . - •
.2

2 I" v ' i" I * / . .2 ,2 \2

l/2 / | \ 1/2

(1 + xf

et le problème de la comparaison des vitesses de convergence des deux méthodes

revient à l'étude de l'inéquation : x < 1 1 q u i est équivalente
\ (l+x)2]

à :
(3.2) je3 + 2x2 — 2 < 0.
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Le polynôme au 1er membre de (3.2) a une racine x0 ~ 0,839 entre 0 et 1.
On a donc la :

Proposition 3. — Pour x < x0 la méthode de l'état adjoint par « relaxa-
tion » est plus rapide (au sens des vitesses de convergence associées aux esti-
mations (2.5), (3.1)) que la méthode classique. Pour x > x0 la méthode clas-
sique est plus rapide (et reste convergente lorsque x croît, alors que l'on ne
sait plus démontrer la convergence de la méthode « par relaxation » pour x ^ 1).

IV. METHODE DE L'ETAT ADJOINT DU TYPE «RELAXATION»
APPLIQUEE A DES PROBLEMES DE POINT DE SELLE

EN THEORIE DES JEUX DE SYSTEMES DECRITS
PAR DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Nous reprenons les notations précédentes en considérant toutefois deux
espaces de Hubert de contrôle, C\L1 et ^ 2 a u n e u d'un seul précédemment.
^IL^ est un convexe de 'ü; , i = 1, 2. Je renvoie à [3] pour la formulation des
problèmes de jeux pour les équations aux dérivées partielles. Rappelons sim-
plement que leurs solutions se caractérisent dans le cas d'équations d'état
elliptique par des systèmes de la forme :

(4.1)

Ay:= L + B1u1 — B2u2,

A*p = C*A(Cy — Zd),

(Bfp + NM, fx — «i) > O , V »!

(Blp + N2u2,v2 — U2)>0 , Vv2

En des notations analogues à celles du § II, on désigne par

et par v( les constantes d'ellipticité de Nh i — 1,2.

Comme au § II5 soit w = { wu w2 } wt ç'Ubi i = 1, 2, supposé connu,|on
considère l'application u = TjW où u = {uu u2 } avec u{ Ç ^ L i = 1, 2 de
la manière suivante :

(4.2)

Ay{w) = L + Btwt — B2w2,

A*p(w)=C*A(Cy(w)-Zd),

(Bfp(w) + NiUi> Vi — uJX) V vt € U i , avec u* € ̂ L', i = 1, 2.

n» R-l, 1972.
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Proposition 4. — Sous des hypothèses analogues à (1 1), , (1.11), l'appli-
cation Tj est définie de manière univoque, de domaine ^x x °^2s e t à valeurs
dans ^ ^ x cU>«a. Si de plus :

X2 fa2
 UL2\

(4.3) — ( r ! + i*£ ) < i, alors l'algorithme MP+1 = T7w
p p = 0, 1,... où

a2 \vi v2/
X CIL2 est donné, converge fortement dans 'Vbx X cUb2

 v e r s

tion du problème (4.1)

V. REMARQUES ET CONCLUSIONS

Tant dans le cas du contrôle optimal, que des jeux différentiels, nous avons
particularisé notre exposé à une méthode de l'état adjoint par relaxation du
type Gauss-Seidel

En fait la condition (2.5) (ou (4.3), dans-le cas des jeux différentiels), est
également une condition suffisante de convergence pour des méthodes du type
Jacobi, sur(sous)-relaxation, résultats qui s'obtiennent en appliquant la théorie
générale exposée dans [6], [7].

Nous renvoyons à Digughelmo [2], pour la mise en œuvre de méthodes
de sur(sous)-relaxation pour des problèmes de contrôle optimal de systèmes
gouvernés par des équations paraboliques, avec choix optimal du paramètre
de relaxation.

On trouvera également dans [2] des résultats de discrétisation, en parti-
culier, par la méthode des pas fractionnaires

Pour conclure, remarquons qu'il est important de choisir pour les pro-
blèmes de contrôle optimal ou de jeux différentiels la méthode de l'état adjoint
classique, ou par relaxation, en tenant compte de leurs vitesses de convergence
respectives, dans la mesure où chaque itération nécessite la résolution numé-
rique de deux problèmes aux dérivées partielles.

Indiquons en outre, que la méthode de l'état adjoint par «relaxation»
peut également être appliquée dans le cas de systèmes gouvernés par des
équations matricielles, ou des systèmes différentiels ordinaires, et que même
dans ce cadre technique plus élémentaire elle est, à notre connaissance, originale.
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