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COMMANDES GENERALISEES
A VALEURS DANS UN ESPACE COMPACT

THEOREMES

par Philippe MICHEL

Résumé. •— On étudie les commandes généralisées dans le cas d*un espace de Banach
pour les états et d'un espace compact pour les commandes : définition, mise sous forme
désintégrée et condition d'identité des solutions avec celles qui correspondent aux commandes
mesurables (§ 1), existence et continuité de la solution par rapport à Vétat initial, Vinstant
initial, Vinstant final et la commande (§ 2), application à Vexistence de solutions de pro-
blèmes d'optimalité f§ 3).

On fait Vhypothèse que Véquation du mouvement est lipschitzienne, mais on n'impose
pas à la solution de rester bornée, ni par une restriction sur Vintervalle de temps que fait
A. Ghouila-Houri, ni par une limitation du champ des vitesses accessibles comme le fait
/ . Warga, ni comme le font L. Cesari, E. J. McShane, L. C. Young, par une limitation
de la croissance à Vinfini.

Note préliminaire. Pour une équation différentielle dans un espace de
Banach :

dX(t)
dt

nous dirons que X est solution sur un intervalle [a, b] si elle vérifie l'équation
intégrale

X(t) = X(a) + g{X{s\ s) às9 pour a < t < b.
Ja

II est équivalent de dire que X admet pour presque tout t de [a, b] une dérivée
égale à g(X(t), t) (théorème de Bochner, Yosida [1]).

1. On considère les données suivantes :

Un intervalle / de la droite numérique R,
un espace de Banach réel E,
un sous-ensemble ouvert 0 de E,
un espace compact U,
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38 PH. MICHEL

une application ƒ définie et continue dans 0 x U X / et à valeurs dans E9

l'équation différentielle à paramètre de commande :

(1)

NOTATION. NOUS désignerons respectivement les quotients par la relation
« égal presque partout par rapport à la mesure de Lebesgue sur ƒ » de l'en-
semble des applications étagées de I dans U : par Q° (commandes à paliers),
de l'ensemble des applications continues par morceaux de I dans U : par Ql

(commandes continues par morceaux), et de l'ensemble des applications mesu-
rables de ƒ dans U : par Q2 (commandes mesurables).

Définition (A. Ghouila-Houri [2]). On appelle commande généralisée ou
commande toute mesure de Radon positive [i sur I x U qui se projette sur I
suivant la mesure de Lebesgue. On désignera par Q l'ensemble des commandes
généralisées. On peut plonger Q1 dans Q en associant à toute commande mesu-
rable t -=> v(t) la mesure jxv définie en-posant_pour~toute fonction numérique g
à support compact dans I x U et continue

f g(t, u)[i0 (dr, du) = | g(ty v{t)) du
J/xtf Jl

Équation généralisée. Pour [a, b] C / et \i € g, on considérera Péquation
suivante :

(2) X(t) - X[a) + f f(X(s), u, s)n (de, au)
Jla,t~\xU

pour a < t ^ b, où X est continue de [Ö, b] dans 0.
Si [L est une commande de g2, les solutions des équations (1) et (2) corres-

pondantes coïncident.

Forme désintégrée des commandes.

Théorème 1.1. On suppose que U est métrisable. Pour toute commande JJL
de Q, il existe une application vaguement mesurable t—> [it de I dans Pen-
semble des mesures positives sur U de norme 1 telle que Von ait, pour toute
fonction \L — integratie g à valeurs dans un espace de Banach

f g(t, U)\L {ât, du) = f dr f g(t, u)[it (du) ;
Jlxu Jl Ju

et cette application est unique à Végalité presque partout près.

Ce théorème résulte immédiatement de la désintégration des mesures
(Bourbaki [7], § 3, théorème 1) et du théorème d'intégrations superposées
(Bourbaki [6], § 3, théorème 1).
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COMMANDES GENERALISEES DANS UN ESPACE COMPACT 3 9

Corollaire. & équation généralisée (2) est équivalente à la suivante :

(2')

presque partout dans [a, b] pour l'application t -> \xt définie par la commande \i
dans le théorème 1.1.

Théorème 1.2, Si U est métrisable et si, pour tout élément (t, x) de I x 0,
f(x, U, t) est convexe, alors les ensembles de solutions associées aux commandes
généralisées et aux commandes mesurables sont identiques.

Soit X une solution de (2) sur [a, b] associée à une commande \x de Q.
D'après le corollaire précédent, X est une primitive de la fonction mesurable

et en raison de l'hypothèse de convexité, — ^ appartient à f{X(t)y U, t).
ût

Ainsi, la multi-application

est à valeurs dans les compacts non vides de U ; elle est mesurable (Castaing [1],
théorème 4.7); elle admet donc une section mesurable t-> u(t) (Castaing [1],
théorème 5.1) et X est solution de (1) sur [a, b] associée à la commande u(t)
de Ô2.

Nous allons à présent introduire des hypothèses sur ƒ de type lipschitzien
pour obtenir l'existence et l'unicité de la solution mais sans imposer à l'en-
semble des états accessibles de rester borné. Donnons un exemple :

EXEMPLE 1.1. On considère l'équation suivante :

^ = «(00 + *if),

où x(t) est à valeurs dans R et u{t) à valeurs dans [— 1,1] ; la solution

x(t) = tg u(s) ds, qui s'annule pour t = tQ, ne reste pas bornée. Il est aisé

de vérifier que cette équation satisfait aux hypothèses qui vont suivre.

Topologie de l'espace des commandes ; on munit l'espace Q de la topologie
vague des mesures de Radon sur I x U. Pour cette topologie, Q est un espace
compact.
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40 PH. MICHEL

Nous ferons pour la totalité de cette étude, l'hypothèse suivante : pour
tout intervalle compact 3 contenu dans I et tout sous-ensemble compact K de E
contenu dans 0, il existe une constante k et un nombre a > 0 tels que Pon ait :

(a) pour tout t €%3 uçU, x€Ka et y eK^

(1.1) \\f(x, u, t) -f(y9 u, 0|| < k \\x-y\\

(b) f(x, u91) est uniformément continue dans Km x U X 3,
où Ka est l'ensemble des éléments de E dont la distance à K est inférieure ou
égale à a.

REMARQUE 1.1. Dans le cas E = Rn, Km est compact, et l'hypothèse (b)
résulte de la continuité d e / ; si en outre, 0 est convexe, l'hypothèse (a) équi-
vaut à l'existence, pour tout point (*0, u0, x0) de I X U X 0, d'un voisinage
où l'inégalité (1.1) est vérifiée (/localement lipschitzienne par rapport à la
première variable). Dans le cas général (E est un espace de Banach), on exige
ces propriétés dans un voisinage des compacts; si 0 est convexe et si ƒ est
continuement dérivable par rapport k-x9 l'hypothèse (a)-est satisfaite : /^qui
est bornée sur tout compact convexe reste bornée dans un voisinage de ce
compact.

REMARQUE 1.2. Le fait d'étudier le problème dans le cas où 0 est un sous-
ensemble ouvert quelconque de E permet d'étendre nos résultats à un champ
plus vaste d'applications; car même si ƒ est définie dans Ex U X /, il arrive
souvent qu'elle ne vérifie les hypothèses (a) et (b) que pour un sous-ensemble
de E, ainsi que le montre l'exemple très simple suivant.

EXEMPLE 1.2. On considère l'équation suivante ;

où x(t) est à valeurs dans R et u{t) à valeurs dans un sous-ensemble compact
de R ;

la fonction f(x, u) = u \x\t/2 vérifie les hypothèses considérées pour les
valeurs de x appartenant au complémentaire de { 0 } .

Notation. Pour tout intervalle compact 3 de 2, nous désignerons par 55̂
un ensemble de parties bornées fermées de E contenues dans 0 qui a les pro-
priétés suivantes :

— tout compact de E contenu dans 0 appartient à $3,
— pour tout B e $3, il existe un nombre oc > 0 tel que l'ensemble des

points de E à distance au plus a de B appartienne à $3,
— pour tout B € 3$z, f(x, w, 0 vérifie les hypothèses (a) et (b) dans

5 x £ / x l
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COMMANDES GENERALISEES DANS UN ESPACE COMPACT 41

L'existence de 3$3 résulte des hypothèses : pour tout compact K9 il existe
un nombre oc tel que ƒ vérifie les hypothèses {a) et (b) dans Ka x U X 3 ; si
on adjoint à K les ensembles K& pour p < oc, et que Ton procède ainsi pour
tout compact contenu dans 0, on obtient bien un ensemble 3i^ qui a les pro-
priétés désirées.

2. Existence et continuité de la solution

Proposition 2.1. L'ensemble Q° des commandes à paliers est partout dense
dans Vensemble Q des commandes généralisées.

De cette propriété pour / compact (A. Ghouila-Houri [2]), on déduit
aisément qu'elle est vraie dans le cas d'un intervalle I quelconque de la même
manière que dans (P. Michel [3], § 1, théorème 1).

Proposition 2.2. Pour tout intervalle 3 contenu dans I, tout point a de 3,
tout point x de 0, et toute commande généralisée [i de Q, il existe au plus une
solution X de l'équation généralisée (2) sur 3, associée à la commande [L et telle
que X{a) — x.

Soient X et Y deux telles solutions, et soit b un point de 3 supérieur à a;
nous allons montrer que X et Y coïncident sur l'intervalle [a9 b]. L'ensemble
B = X([a, b]) U Y([a, b]) est compact; il existe donc une constante k telle que
l'on ait, pour tout t € [a, b], tout u e U, tout y € B et tout z € B,

on a donc

\\X(t)-Y(t)\\ < Vk \\X{s)-Y(s)\\ ùs ̂  Mk{t-a\
Ja

o ù M = max { | |X(0— Y(t)\\ \ t e [a, b] } ;

et par récurrence, on obtient, pour tout n > 1 et tout t € [a, b],

,kn(t — a)n

\\X(t)-Y(t)\\
n\

ce qui implique X{t) = Y(t) pour tout t € [a, b]. On procède de manière ana-
logue pour un point b de 3 inférieur à a.

Proposition 2.3. Si 3 est un intervalle compact contenu dans I et B est un
ensemble de $ a , Vensemble des solutions de Véquation (2) sur des intervalles
contenus dans 3 qui prennent leurs valeurs dans B est équicontinu.

Soit x0 un point de B; la fonction continue f(x0, u, t) est bornée sur l'en-
semble compact {x0 } x U x 3 ; en raison de l'hypothèse (a), ƒ est bornée
sur l'ensemble B x U X 3 par une constante M. On en déduit que si a et b

n° R-l, 1972.



4 2 PH. MICHEL

sont deux points de 3 et X une solution sur {a, b] à valeurs dans B, on a la rela-
tion suivante :

\\X(b) — X(a)\\ < M\b — a\.

Théorème 2.1. Si 3 est un intervalle compact contenu dans I, B un ensemble
de 35a? et h un nombre strictement positif \ et si S désigne Vensemble des solutions
de Véquation (2) définies sur 3 et à valeurs dans B> alors Vensemble des couples
([x, v) d'éléments de Q qui vérifient, pour tout X € S et tout intervalle [a, b]
contenu dans 3, Pinégalité suivante :

(2.2) || liaMx v f{X(s), u, * ) . ( ( ! - v) (ds, du)|| < h,

est un entourage de la structure uniforme vague sur Q.

Si on désigne par B' la boule unité du dual de E, l'inégalité (2.2) équivaut
à l'ensemble des inégalités définies par :

pour tout élément x' de B\

) , Uy S) y (IL- V) (ÓS,

Montrons que l'ensemble 3£ des fonctions < x',f(X(t), u, t) >, pour tous
les éléments (x', X) de B' x S, est un sous-ensemble équicontinu de l'espace
des fonctions numériques continues dans 3 x U.

On a

Pour tout nombre s > 0, ƒ étant uniformément continue dans B X U x 3,
il existe des entourages Vx de B, V2 de U et F3 de 3 tels que Ton ait, pour
(*i, x2) e Vu (ul9 u2) € V2 et (tu t2) € F3,

|)/(*i> u» h) —f(x2, u2> i2)\\ ^ e.

D'après la proposition 2.3, l'ensemble S est équicontinu; il existe donc un
entourage W de 3 tel que, pour (tu t2) € W, on ait : quel soit X € S,
(Afti), 2T(f2)) € Fi. Donc, pour (tu t2) € F3 n W et pour (wl9 M2) € F2, on
aura, pour tout X £ S,

\\f(X(tx)y uu tt) -f(X(t2), u2, t2)\\ e.

D'autre part, comme ƒ reste bornée sur B x U X 3, les fonctions de X
sont à valeurs dans un sous-ensemble borné de R. Il en résulte que l'ensemble 36
est relativement compact pour la topologie de la convergence uniforme sur le
compact 3 x U (théorème d'Ascoli).
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Le théorème 2.1 résultera alors du lemme suivant :

Lemme 2.1. Si 3 est un intervalle compact, h un nombre strictement positif
et 3£ un sous-ensemble précompact de F espace des fonctions numériques conti-
nues sur 3 x U muni de la topologie de la convergence uniforme, alors Vensemble
des couples (fi? v) d'éléments de Q qui vérifient, pour toute fonction g de 3£ et
tout intervalle [a, b] contenu dans 3? Vinégalité suivante :

(Ll) \ku^ug(t,u)*({i-v)(dtydu)\ ^ h,

est un entourage de la structure uniforme vague sur Q.

Soit M la borne supérieure des valeurs absolues des fonctions g de J6.
On a alors, pour toute fonction g de 36, tout intervalle [a, b] C 3 et tout élé-
ment |x de Q.

(L2) liaib}xu \g(t, u)\ • p (dt, du) <M\b — 4

On choisit une suite finie croissante de points a*t de 3» i = 1»...» j?, tels que
l'ensemble des intervalles [ai9 al+1] recouvre 3 et que chacun d'entre eux soit

de longueur inférieure ou égale à ——. Pour chacun des couples (/,/), l'ensemble
oM

des couples (\i, v) qui vérifient, pour toute fonction g de 36, l'inégalité :

(L3) \ha*,ajlxvg(t, «) • (|X - V) (dt, dll)| < \

est un entourage de la structure uniforme dans les parties précompactes qui
coïncide avec la structure uniforme simple sur Q. Il en est de même pour l'in-
tersection obtenue en donnant à i e t / toutes les valeurs telles que 1 ^ / < / ^ p.
Il suffit alors de montrer que cette intersection est contenue dans l'ensemble
des couples (\L, v) qui vérifient (Ll) pour tout intervalle [a, b] contenu dans 3
et toute fonction g de 36.

Soient [a, b] C 3 et deux points ai et aj tels que

On a l'inégalité suivante :

| ƒ[«,»] x u AU U)-(\L — V) (dt, ÛU)\
< ihm,*ù Sfo «) " (K- — V> (d*> du) + îlmMxV \g(t, «)| • H (d^ dw)

"̂~ Jen ot]xü ^(^Î w) • y (d^, dw) -f- |ra 5i xt; ^(^5 w)| • (JL (d^, dw)

~^ ha bixu \B(^9 W)| • V (d?, dw) j

n» R-l, 1972.
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h

d'après (L2) chacun des quatre derniers termes est inférieur à - > et, à l'aide
o

de (L3), on obtient bien l'inégalité (Ll).
Notation. On désignera par 8 l'espace des fonctions continues définies

sur les intervalles compacts contenus dans / et à valeurs dans 0.

On munit 8 de la distance D définie par :
pour X définie dans [a, b] et Y définie dans [a\ bf],

D(X, Y)= \a-a<\ + \b-b>\ + max,e/ \\X(t)- f(t)\\,

où X est le prolongement de X h I obtenu en posant X(t) = X(a) pour t < a
et X{t) = X(b) pour t > b.

Si 3 est un intervalle fermé contenu dans / et A un ensemble fermé de E
contenu dans 0, le sous-ensemble de 8 composé des fonctions définies dans des
intervalles contenus dans 3 et à valeurs dans A est métrique complet pour la
distance D.

En particulier, dans le cas où I est un intervalle fermé de R et où 0 est E
tout entier, 8 est métrique complet.

Soient 3 un intervalle compact contenu dans I, a un nombre positif et B un
ensemble de $3 tels que Vensemble Ba des éléments de E dont la distance à B
est inférieure ou égale à a appartienne à $3.

On désigne par |3 | la longueur de l'intervalle 3, par N la borne supérieure
de \\f(x, u, t)\\ sur l'ensemble B x U x 3 stpar k une constante telle que l'on
ait, pour tout t € 3, u € U et (xu x2) € Ba x Ba,

||/(XX, «, 0 -f(x2i U, 0Ü < k H*! - X2|| .

Théorème 2.2. On considère les données ci-dessus : 3, B, a, N, k. Et on sup-
pose qu'un nombre h > 0, des intervalles [a, b] et [c, d] contenus dans 3, des
points x et y de 0, une commande [i de Q et une fonction continue Z de [a, b]
dans B vérifient les relations ;

(23) \W-c\<h,\b~d\^h,\\x-y\\ <h

[ e t V f e [a, bl |j x - Z(t) + jlaX, x vf{Z(s\ u, s)y. (ds, d»)|| ^ h.

Alors, 1° si on a h < ^rr ^e~*'3 ', l'équation (2) admet une solution X
2N + 2

sur [c, d] associée à la commande \i et telle que X(c) = y ;

2° si de plus, pour un nombre donné z>0,onah (2JV + 2) e*131 +2N + 4
alors on a la relation D(X, Z) ^ e.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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On suppose que [a, b], [c, d], xf y,\ietZ vérifient les hypothèses de l'énoncé
pour h > 0. On pose, pour tout (s, t) € 3 x 3 tel que s < t,

e(s, t) = llSttl x y / ( Z ( T ) , U, T) • fx (dx, du) :

on alors pour tout t e [c, d\>

\\y — Z(t) + e(c,t)\\ < ( 2 ^ + 2 ) / Ï ;

en effet, on a :

si a < / < ft, ||y — Z(0 + e(c, t)\\ < ||^ _ x\\

+ \\x-Z(t) + e(a,t)\\ +\\e(a,c)\\,

si /< a,\\y-Z(t) + e(cyt)\\ < \\y — x\\ + ||x-Z(f l)|| + \\e(c,t)\\,

si t > b, \\y - Z(t) + e(c, 0|| < \\y - Z(6) + ^ *)||

et pour tout s < r5 ||e(^ f)|| < N(t — s).

On considère alors la suite de fonctions définies sur [c, rf] en posant, pour
tout t € [c, d\ :

JTo(0 = Z(0,

^n-h 1 ( 0 =

nous avons vu que |

supposons que l'on ait : h ̂  a e~fel3|
? et que pour 1 < /» < R9 l'on ait

on aura alors \\Xn(t) — X0(t)\\ ^ (2N + 2)h e*(t~c) ^ a.

Ainsi, Xn(t) est à valeurs dans Ba et on peut écrire :

||Xn+1(t) - Xn(t)\\ < ƒ \lN + 2)h kn((nZ_% ^

soit encore

k»(t-cy\\Xn+t(t)-Xn(t)\\
ni

II en résulte que Xn est une suite de Cauchy de l'espace des fonctions con-
tinues sur [c, d] à valeurs dans 2?a et qu'elle admet une limite X qui vérifie, pour
tout t € [c, d],

||JT(O —Z(0 | | M

n° R-l, 1972.



46 PH. MICHEL

On aura en outre, pour tout t € [c, d],

, «, s) -f{Xn{s), u, s)]v. {as, d«)D

On en déduit que l'intégrale sur [c, t] X U do f(X(s), u, s) est la limite de
celle def(Xn(s), w, S) et que X est solution de l'équation (2) associée à la com-
mande [L et telle que X{c) = j ;

si on a de plus (2i\f + 2)h ^ ——^~— > on aura, pour tout
v (2N+2)ek^ +2N+4

- z(o
w

on démontre aisément, comme dans la „première partie, de la „démonstration,
qu'il en résulte que l'on a :

D(X, Z) < maxfe[Cjd] || X(t) — Z(t)\\ + (2N + 2)h + 2h,

et donc que l'on a D{X, Z) < s.

De l'ensemble des théorèmes 2.1 et 2.2 résultent de nombreuses propriétés.

Existence locale des solutions de l'équation (2).

Corollaire 2.1._Pour tout nombre z > 0, il existe_ un nombreJi > 0 teLque
quels que soient a € 3, x € B, [i € Q et [c, d] contenu dans I et dans [a — h, a + h]
il existe une solution X de Véquation (2) sur [c, d), associée à la commande \i
telle que X(c) — x ; et en outre, celle-ci est à valeurs dans la boule de centre x
et de rayon e.

U suffit d'appliquer le théorème 2.2 aux données suivantes : b — a et
y = x - Z(a).

Continuité de la solution par rapport à l'instant initial, l'instant final,
l'état initial et la commande.

Notation. On désigne par L l'ensemble des couples (a, b) € / X I tels que
a < b, par G l'ensemble des éléments (a, b, x, jx) de L x 0 x Q tels qu'il
existe une solution de l'équation (2) X sur [a, b]9 associée à la commande [x et
telle que X{a) = x ; enfin, on désigne par H l'application qui fait correspondre
cette solution à l'élément (a, 6, x, [i) de G.

Corollaire 2.2. L'ensemble G est un ouvert de L x 0 x Q et la fonction H
est continue de G dans S.

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



COMMANDES GENERALISEES DANS UN ESPACE COMPACT 4 7

Soit (a, b, x, y.) un point de G et X son image par H, et soit 3 un voisinage
compact de [a, b] dans I. L'ensemble B — X([a, b]) est un compact contenu
dans 0; il existe donc un nombre a > 0 tel que l'ensemble Ba des éléments
de E dont la distance à B est inférieure ou égale à a appartienne à 5J3. On peut
alors appliquer le théorème 2.2 aux données suivantes : B, 3, [a, b], x = X(a),
Z = X;
pour tout s > 0, il existe un nombre h > 0 tel que, si on a :

\b — d\ <K\a-c\ ^h,\\x-y\\ < h

V / € [a, b], \\iiatt}xvf(X(s), u, s)(v - n) (as, du)|| < *,

alors (c, 6?, j>, v) est un point de G dont l'image Y par # vérifie la relation
D(X, 7) < s.

D'après le théorème 2.1, la condition sur v équivaut à l'appartenance à
un voisinage de fx, ce qui prouve que G contient un voisinage de (a, b, x, \L)
et que, pour tout s > 0, il existe un tel voisinage dont l'image par H est con-
tenue dans la boule de centre X et de rayon s.

Densité de l'ensemble des solutions originelles dans l'ensemble des solu-
tions de l'équation généralisée

Corollaire 2.3. Uensemble des solutions de Véquation (\)pour les commandes
à paliers de Q° est partout dense dans Vensemble des solutions de Véquation (2)
pour les commandes généralisées de Q. Plus précisément, pour tout élément
(ar, b, x) de L x 0, l'ensemble des solutions X sur [a, b] telles que X(a) = x
correspondant aux commandes JJL de Q° (telles que (a, b, x, \i) € G) est partout
dense dans celui qui correspond aux commandes \i de Q (telles que (a, b, x, (JL)
€ G) pour la topologie de la convergence uniforme sur [a, b].

En effet, si (a, b, x, \i) est un élément de G, il existe un voisinage V de \x
tel que l'ensemble {(a, b, x) } x V soit contenu dans G; et d'après la pro-
position 2.1, tout voisinage W de \L rencontre g0; ainsi, la trace sur G de
l'ensemble {(a, b, x) } x Q° est partout dense dans celle de l'ensemble
{ (a, b, x) } X g, et il en est de même de leurs images par la fonction con-
tinue H.

Nous allons encore préciser d'autres propriétés de la fonction H; pour la
notion et les propriétés des applications propres, nous nous référons à
N. Bourbaki ([1]).

Théorème 2.3. L'application H de G dans 8 est une application propre,
^et par conséquent, Vimage par H de tout fermé de G est un fermé de 8 et Vimage
réciproque par H de tout compact de 8 est un compact de G.

D'après le théorème 1 de Bourbaki ([!]), il suffit de montrer que si J" est
un ultrafiltre sur G et si X € 8 est un point limite de la base d'ultrafiltre H(5~),
il existe un point limite de 5*" dans G dont l'image est X.
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X est une fonction continue d'un intervalle [a, b] dans 0. Les projections
de 3> sur L et 0 convergent respectivement vers (a, b) et x — X(a) en raison.
de la convergence de Hfâ) ; la projection de <F sur Q converge vers une com-
mande [x en raison de la compacité de g .

Soit 3 un voisinage compact de [a, b] dans L Le compact K — X([a, b]}
admet un voisinage B € $ 3 et B lui-même admet un voisinage Ba € $ 3 . D'après
le théorème 2.2, il existe un nombre h > 0 tel que, quels que soient [c, d] C 3,.
[a, b] C 3, x € B, y € I?, (x et v commandes de Q et Y solution sur [c> d] associée
à v, à valeurs dans B, telle que Y(c) = y, qui vérifient :

(2.4) \a — c\^h , |6 — r f | < A , ||* —3>|| < *

(2.5) V * € [c, d\9 |j J[c,fl x py(y(j), u, S)(IL - v) (ds, du)! < A,

l'élément (a, b, x, \i) appartient à G.

Pour (x fixé, l'ensemble des commandes v qui vérifient (2.5) contient l'en-
semble des v qui vérifient ;

(2.6) pour toute fonction Z de 3 dans B qui est solution de l'équation (2)
et tout intervalle [t, 8] C 3,

| llt9$l x vf{Z{s\ u, s)(ii - v) (ds, dtt)|| ^ h ;

d'après le théorème 2.1, pour (a,b,x, y.) fixé, l'ensemble des (c, d,y,v) qui
vérifient (2.4) et (2.6) est un voisinage de (a, b, x9 y.) ; il en résulte qu'il con-
tient un ensemble de 5*" et donc un point de G dont l'image est une fonction
de graphe contenu dans 3 x B, ce qui prouve bien que (a, b, x, *x) appartient
à ^ _

Corollaire 2.4. Vensemble des solutions de (2) est égal à Vadhérence dans S
de Vensemble des solutions de (1) pour les commandes à paliers.

Corollaire 2.5. Si I est un intervalle fermé et si 0 est égal à E tout entier\
F ensemble des solutions de V équation (2) est complet pour la métrique D,

3. Théorèmes d'existence des commandes optimales

On déduit aisément des propriétés du paragraphe précédent des conditions
d'existence de commandes optimales.

Problème (P) : minimiser g(a9 b, x, [x, X) pour les éléments (a, b9 x, fx, X)
de A tels que (a, b> x, fx) appartienne à G et que X soit Pimage de (a9 b, x, [L)
par H (i.e. que X soit la solution correspondante),
où. A est un sous-ensemble d e L x O x g x S e t g une fonction numérique
définie dans A.

REMARQUE. A la différence des cas usuellement envisagés, nous considérons
toutes les variables, X en tant que fonction et des relations entre toutes ces
variables.
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Théorème 3.1. Si A est fermé dans L x 0 x Q X 8, si le sous-ensemble
des éléments (a, b, x, \i) de G tels que (a, b, x, [x, H(a, b, x, y)) appartienne
à A est non vide, si g est une application fermée de A dans R et si la borne infé-
rieure de g est finie, le problème (P) admet une solution optimale.

L'ensemble A' des éléments (Û, Z>, x, |x) de G tels que :

(a, by x, [x, H(a, by x, \L)) € A

est un sous-ensemble fermé de G : c'est l'image réciproque de A par la fonc-
tion continue (1,H).

L'image de A' par la fonction g(a, b, x, fx, H(a, b9 x, fx)) est un sous-
ensemble fermé non vide et borné inférieurement de R, donc sa borne infé-
rieure est atteinte.

Définition 3.1. On appelle suite minimisante du problème (P) toute suite
d'éléments (an5 bn> xn, \in, Xn) de A qui vérifie les deux conditions suivantes :

• pour tout n, (an, bM xw jxn) appartient à G et son image par H est Xn,

• la suite g(an, bn, xn9 \in, Xn) tend vers la borne inférieure (finie ou non)
de g définie par le problème (P).

Nous dirons que les Xn sont les trajectoires de la suite minimisante. Nous
allons nous placer dans le cas important où g est continue.

3 est un intervalle compact contenu dans Iet Kun sous-ensemble compact de 0 ;
C(3, K) désigne Vensemble des fonctions continues définies sur des intervalles
compacts contenu^ dans 3 et à valeurs dans K.

Théorème 3.2. Si A est fermé, si g est continue et s'il existe une suite mini-
misante dont les trajectoires appartiennent toutes à C(3, K) le problème (P)
admet une solution optimale.

L'ensemble 36 composé des trajectoires de la suite minimisante est un
sous-ensemble équicontinu de C(3, K) (proposition 2.3) : c'est donc un ensemble
relativement compact dont l'adhérence est contenue dans C(3, K) et à fortiori
dans S. D'après le théorème 2.3, l'image réciproque de X par H est un compact
de G qui contient les points (an, bn, xm fxn). Ces derniers ont un point adhérent
qui appartient à G et définit, avec la trajectoire correspondante, un point
de A (car A est fermé) qui minimise g : c'est une solution optimale de (P),
comme on le vérifie aisément.

Essayons de voir des formes que peuvent prendre le critère g et l'ensemble
permis A.

Proposition 3.3. Si h est une fonction continue dans 0 X U x I à valeurs
dans un espace de Banach F, la fonction g définie par :

g(a, b, X, ji) = fla>bl x v h(X(tl uy On (d/, du),

est continue dans L x 8 x Q.
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Soit (a, b, X, [i) un point de L x 8 x g. On notera gr(X) l'ensemble des
points (t, X(t)) pour t € [a, b].

La fonction h est bornée sur le compact gr{X) x U; il existe donc un voi-
sinage V de gr(X) tel que l'on ait, pour tout (t, y, u) e V x U,

\\Ky, u, o|| ^ M,

pour une constante M. Il en résulte que, pour toute fonction continue Y
définie sur [c, d] de graphe contenu dans V et pour toute commande v de g,
on a :

\\g(c9d, Y,v)—g(a,b, y,v)|| < M(\a — c\ + \b — d\)\

on peut toujours supposer Y définie sur [a, b] quitte à la prolonger par y.
D'autre part, gr(X) X Ï7 étant compact, pour tout e > 0, il existe un voisi-
nage W de gr(X) dont tous les points (t, y) vérifient, pour tout u €U,

Alors, pour toute fonction continue Y sur [a, b] de graphe contenu dans
W et pour toute commande v de g, on a :

\\g(ay b9 Y, v)-g(a, b9 X, v)|| ^ z(b-a).

Enfin, la relation suivante, pour (a, b, X) fixé et [x fixé,

_ \\g(a, b^X, v) — gia, b, X, fx)|| < e, _ _

définit un voisinage de y. dans Q : elle équivaut à l'ensemble des inégalités
suivantes :
pour tout élément x' de la boule unité B' du dual de F,

I ƒ[«.« x u < x', h(X(t), u, t) > (fx - v) (d/, du)| ^ e

Or, pour X fixé, quand x varie dans B', l'ensemble des fonctions

est équicontinu et à valeurs dans un sous-ensemble borné de R; donc ces inéga-
lités définissent un entourage de la structure uniforme vague de g, (lemme 2.1).

Conséquence, D'une part, le critère g du problème (P) peut être de la
forme suivante :

g(a, b, X, (x) = j t a t b } x u h{X(t\ M, t)[i (dt, du)

où h est une fonction numérique continue dans 0 x U X /;
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d'autre part, l'ensemble permis A peut être défini comme l'intersection d'un
fermé AtdeLxOxQx& avec l'ensemble des éléments (a, b, x, \L, X) qui
vérifient les relations suivantes :

ƒ[«,« x v hx(X(t), u9 i)\i (dt, du) = 0

et
9 u% t)\x {du du) ^ 0,

où hx et h2 sont des fonctions continues dans O x U x I et à valeurs respec-
tivement dans un espace de Banach Ft et dans un espace de Banach ordonné F2.
Plus généralement, on peut imposer l'appartenance à un fermé quelconque
d'un espace de Banach. Notons que la forme de g obtenue est plus générale
que celle que permet d'obtenir le changement de variable d'état qui nous
ramène à un critère portant sur l'état final et l'état initial, car il n'est pas
nécessaire de supposer que h satisfasse aux hypothèses (a) et (b) faites sur la
fonction ƒ.

REMARQUE. Chaque type de fonction continue de (a, b, x, (A, X) permet de
définir un critère et des conditions de définition de l'ensemble permis; on peut
prendre comme critère toute somme, enveloppe inférieure ou supérieure d'un
nombre fini de fonctions numériques continues de (a, b, x, [i9 X); quant à
l'ensemble permis, on peut le définir par une intersection quelconque de
fermés.

Citons quelques types classiques : les fonctions associant à l'élément
(a, b, x, y,, X) l'élément (a, b, X(a\ X{b)) de L x O x O (type de Bolza), le
graphe de la fonction X, l'intégrale définie dans la proposition 2.4, ... sont des
fonctions continues; et en composant entre elles ces fonctions par une fonc-
tion continue, on obtient encore une fonction continue de (a, b, x, \L, X).

D'autres types peuvent être envisagés; par exemple, si t0 est un point fixé
de ƒ, la fonction X^X(t0) qui vaut selon les cas A^Q), X(a) ou X(b), est
continue dans 8.

Les cas d'application du théorème 3.1 (critère fermé) sont plus rares : il y
a cependant le problème classique en temps minimal : si a reste dans un inter-
valle compact, la fonction g(a, b) = b — a est fermée.

Cas de liaisons entre l'état et la commande

Toute condition, portant sur les commandes mesurables, du type :

h(X(t), u(t)y t)eB presque par tout dans [a, b],

où B est un sous-ensemble fermé d'un espace métrique, équivaut à la condition
suivante :

d(h(X(t), u(t), *), B) = 0 presque partout dans [a, b].
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Nous pouvons donc nous limiter, dans le cadre des commandes générali-
sées, aux conditions du type suivant :

lu h(X(t), u, t){it (du) = 0 presque partout dans [a, b],

où h est une fonction numérique positive continue dans O X U x / ;
comme les mesures \it sont positives, il est équivalent de poser comme con-
dition :

ce qui définit bien une condition de fermeture sur l'ensemble permis A, d'après
la'proposition 3.3.

Notons enfin, dans le cas E = R", que la condition d'appartenance à
C(J, K) (théorème 3.2) résulte, sans autre hypothèse, des conditions usuelle-
ment imposées dans les théorèmes d'existence : que ce soit que l'on suppose
que l'état initial et le champ des vitesses accessibles restent bornés ou que l'on
impose une condition du type suivant :

< X(t), f(X(t\ u(t), t) > < M(||Z(0||2 + 1).
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