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NOTE SUR LE THEOREME DES DEMI-DEGRES*

par C. LENORMAND (*) et J. F. PERROT (2)

Résumé. — On fournit une démonstration directe du théorème des demi-degrés donnant
naturellement naissance à un algorithme permettant de construire, si c'est possible, un graphe
admettant un système de demi-degrés donné.

On sait que la famille des demi-degrés d'un graphe satisfait à certaines
conditions (théorème des demi-degrés, cf. infra). Le problème se pose donc de
décider si une famille d'entiers donnés constitue le système des demi-degrés
d'un graphe, en d'autres termes, si elle est réalisable comme système des
demi-degrés d'un graphe, et, dans l'affirmative, soit d'exhiber un tel graphe,
soit de les construire tous d'une manière systématique.

Le théorème des demi-degrés (Berge [1], p. 85) s'énonce comme suit :

Deux suites r = (r^Zl et s = (^)j=ï de n entiers positifs ou nuls cons-
tituent le système des demi-degrés d'un graphe à n sommets si et seulement
si la suite d, duale de la suite r(dk = card ( { i ; rt > k })) et la suite t obtenue
en rangeant les éléments de s en ordre décroissant vérifient les conditions :

— pour tout entier q, 1 ^ q < ̂ o n a ^ + d2 + ... + dq > tx + t2 + ... + tq;
— d1 + d2 + ... + dn.x +dn = h + t2 + ... + tn.x + tn.

Berge l'obtient comme cas particulier d'un résultat plus général qu'il
établit en faisant appel à la théorie des réseaux de transport. Nous nous pro-
posons d'en donner une démonstration élémentaire d'où se déduit immédia-
tement un algorithme simple permettant d'exhiber un graphe, s'il en existe,
admettant un système de demi-degrés donné, en utilisant une méthode déjà
mise en œuvre par Hakimi [2] dans un problème analogue.

(*) Cette étude a été effectuée dans le cadre de la Convention de Recherche DGRST
65 FR 002 (cf. [4];.
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Soit m la quantité s1 + s2 + ... + sn : nous procédons par récurrence
sur m.

Le résultat est trivial pour m = 0; supposons-le donc vrai pour tout m 4, M
et soit m ~ M + 1.

Les conditions du théorème sont nécessaires, car si G est un graphe admet-
tant r et s comme système de demi-degrés, m est le nombre d'arcs de G; comme
par hypothèse m ^ 1, il existe, dans G, p sommets ayant un demi-degré inté-
rieur positif, (p > 0); soit donc x un sommet de G ayant un demi-degré inté-
rieur positif minimum, a un arc admettant x pour extrémité terminale, et G'
le graphe partiel de G obtenu en supprimant l'arc a; si r' et s' constituent le
système de demi-degrés de G', on a t\ = ti pour i ̂  py t'p — tp — 1 et si k
est le demi-degré extérieur de l'extrémité initiale de l'arc a, dj = ds pour

Or k ne peut excéder p, puisque G est un 1-graphe, et il suffit de reporter
les valeurs précédentes dans les relations obtenues en appliquant l'hypothèse
de récurrence à G' pour en tirer les mêmes relations pour G.

Les conditions sont aussi suffisantes : soit sh un élément maximal de s,
et soient ril9 r£a,..., rish les sh plus grands éléments de r; considérons r' et s'
déduites de r et s :

r\ = rf pour Ï (£ { zl5..., ish } et r{ = ri — 1 pour Ï € { fl9..., iA } ;

s$ = Sj pour j ^ h, s'h = 0.

On en tire, avec t± = 5̂ ,

*i + ... + t'q = h + ... + tq — tx etd[ + .„ + rffl' > ^ + ... + dq— tu

de sorte que l'hypothèse de récurrence s'applique à r ' et / (car m > 1 entraîne
j A ^ 1, donc m' ^ M) pour donner un graphe G' dont le sommet h a un
demi-degré intérieur nul : pour obtenir un graphe G solution du problème,
il suffit d'adjoindre à G' les sh arcs (ih h), î = 1, 2, ..., sh.

Le théorème est donc complètement démontré.
S'il s'agit de construire effectivement G, on commencera par placer les

sh arcs en question, i.e. le complémentaire dans G du graphe partiel G', puis
on construira G', qui a moins d'arcs que G. L'algorithme de construction
consiste donc, à chaque pas, en la saturation d'un sommet de demi-degré
intérieur maximal par des arcs issus des sommets de plus grands demi-degrés
extérieurs.

Cet algorithme est manifestement rapide, mais il ne donne qu'un seul
graphe réalisant la famille d'entiers donnée. Pour les obtenir tous, on procède
par description d'aborescence (back-tracking).

Cette méthode permet en outre de construire des graphes satisfaisant une
contrainte supplémentaire quelconque : par exemple, on peut énumérer tous
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les graphes sans boucle, s'il en existe, admettant le système de demi-degrés
donné, ou encore tous les graphes non orientés (i.e. symétriques) sans boucle
admettant un système de degrés donné.

A ce sujet, il convient de formuler deux réserves :
D'abord il faut distinguer entre graphe étiqueté et graphe « abstrait » : les

procédures précédentes énumèrent des graphes étiquetés. Il serait vain de
vouloir énumérer sans répétition les graphes abstraits correspondants, le pro-
blème de décider de l'isomorphie de deux graphes n'ayant pas reçu jusqu'ici
de solution générale satisfaisante.

Ensuite, le nombre de graphes (étiquetés ou non) admettant un système de
demi-degrés donné peut être très élevé, ce qui rend illusoire leur énumération
en machine. Dans le cas des graphes non orientés, on peut donner des formules
qui permettent d'évaluer le nombre de graphes en question (Netto [3], chap. 15)
par exemple, le nombre de graphes cubiques à 10 sommets (non orientés) est
de l'ordre de 11 millions.

Un certain nombre de procédures ALGOL utilisant l'algorithme précédent
ainsi que les techniques de développement d'aborescence évoquées ci-dessus
ont été écrites en 1967 [4] pour la calculatrice C.D.C. 3600 du C.N.R.S.
(Institut Biaise Pascal).
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