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SUR L'APPROXIMATION D'UNE CLASSE
DE PROBLEMES D'EVOLUTION NON LINEAIRES

par Claude BARDOS (*) et Moïse SIBONY (2)

Résumé. — On se donne un opérateur A non nécessairement linéaire, monotone d'un
Banach V dans son dual V'. Soit Ay : D(A) n V—> V' où — A est le générateur infini-
tésimal d'un semi-groupe fortement continu de contraction dans H (espace de Hilbert). Sous
certaines hypothèses ; V équation

(2) Avu + Au = ƒ

admet une solution unique.
On donne ensuite une méthode d'approximation de cette solution basée essentiellement

sur une décomposition de Véquation (1) en deux équations distinctes dont les solutions sont
elles-mêmes calculées à l'aide d'une méthode itérative.

Les problèmes du type (1) régissent une classe de problèmes d'évolution non linéaires.

Le but de ce travail est de généraliser à certains problèmes d'évolution
non linéaires, une variante de la méthode des pas fractionnaires, qui a été
introduite par Lions et Téman (cf. [6], [7], et également la bibliographie de
ces travaux), puis étudiée par Brezis [3] pour des inéquations variationnelles
elliptiques non linéaires.

L LE PROBLEME EXACT

Soient H un espace de Hilbert sur R, et V un espace de Banach inclus algé-
briquement et topologiquement dans H, dense dans H, et V' le dual de F.
Comme V est dense dans H9 on a les injections usuelles

va H av.

(1) Chargé d'Enseignement à la Fac. des Sciences de Paris.
(2) Chargé d'Enseignement à la Fac. des Sciences de Tours.
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On note respectivement (,), | |, || [|, || ||', le produit scalaire et la norme
sur H, la norme sur F et la norme duale; et on désigne également par Q le
produit scalaire entre F et V'.

Soit A un opérateur non linéaire de F dans F', vérifiant les hypothèses
suivantes :

(1) A est strictement monotone :

(Au — Av, u — v) > 0 , V u # v € F ;

(2) A est hémicontinu : pour tout couple u9v€V9 l'application

est continue de (0,1) dans F faible ;

(3) A est borné ;

(4) A est coercif :
t . (Av9 v)

IMI-« IMI
REMARQUE 1. — On sait (cf. Brezis [2]) que, sous les hypothèses (1) et (2),

A est de type M, c'est-à-dire que :

(5) Si ut —̂  u dans V faible, et si Aut <—* 7) dans V' faible, Au~y\ dès que

lim sup (Auh ut) < (T), M).

Il en résulte en particulier que, sous les hypothèses (1), (2), (3), A est demi-
continu, c'est-à-dire continu de V fort dans F' faible.

D'autre part, soit A£g(H) (on désigne par g(H) l'ensemble des opérateurs
non bornés dans H, tels que — A soit générateur d'un semi-groupe fortement
continu de contraction dans H); on dira que A est F-régulier si :

(6) D(A*) n V est dense dans V (») ;

(7) Pour tout couple (uj) € V x V', tels que

(u, A*Ü) = (f,v) , Vü€D(A*)nF,

il existe une suite { un } C D( A) fl F vérifiant :

(8) lim un = u dans F faible,

(9) limAK„=/ dans F'faible.
n-KJo

Dans l'article de Bardos-Brezis [1], on montre que si l'hypothèse (6) est
vérifiée, l'opérateur A, restreint à Z>(A) H F considéré comme opérateur non

(1) A* désignant bien entendu l'adjoint de A dans H.
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borné de F dans V\ est fermable; on désignera par Av sa fermeture (de domaine
D(AV)).

Dans ce même article [1], on établit le théorème suivant :

Théorème 1. — Soient A un opérateur non linéaire de V dans Vf vérifiant
les hypothèses (1), (2), (3) et (4), et A €g(H) un opérateur V-régulier (vérifiant
donc les hypothèses (6) et (7)), Av la fermeture de sa restriction à £>(A)fl V9

considérée comme opérateur non borné de V dans V' ; alors, pour tout v € V,
il existe un unique u£D(Av) vérifiant

(10) AyU + AU = ƒ.

Ce théorème généralise, pour les équations, un théorème d'existence et
d'unicité démontré, dans le cas des inéquations, par Brezis [2], en supposant
alors que le semi-groupe exp (— t A) opère dans F.

Voici un exemple où cette dernière hypothèse n'est pas réalisée.

EXEMPLE 1. — Soient Q, l'ouvert ]a, b[ de R ( a < 0 < b), et Q l'ouvert
Q x ]0, T[, 0 < T < + oo. On désigne par H l'espace L 2 ( 0 , et par V l'es-
pace

Lp(0, T; Wl'XQ)) (2 < p < + oo).

L'opérateur A,

D(A) = «

(H)

(12)

Ui

1«(*, 0)

u(x,T)

Au =

du
xTt

= 0,

= 0,

8u
~X dt'

pour

pour

)o
0

a

<

<

x <

x <

= ô,

: 0 ,

appartient à g(H), et est F-régulier; on en déduit (cf. [1]) que, pour tout

ƒ € V' = Lp'(0, T; W 1 - " ' ^ ) ) ! - + — = 1 |, il existe un unique M e F tel que
\P P' J

(13)

(14)

3M

( u(x, T) = 0

u(x, 0) = 0 ,
pour

pour

a < x < 0,

0 < x < b.

On trouvera de nombreux autres exemples dans [1].

(1) Compte tenu de (11), (12) a bien un sens (cf. [1]).
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H. APPROXIMATION PAR ECLATEMENT
DE LA SOLUTION DE (10)

On introduit une variable supplémentaire s, et on considère uz(s) solution
du problème d'évolution :

(15)
e ̂  + Avue(s) + Aue(s) =ƒ(*),

ue(0) — u0, donné quelconque dans H.

On vérifie que, sous des hypothèses convenables (cf. [1], § IV), (15) admet
une unique solution, et que

s
(S > 0 fixé)

converge lorsque s tend vers zéro, vers u, solution de (10).

On approche ensuite la solution de (15) par une méthode de pas fraction-
naires, et on est ainsi conduit à introduire : S, nombre positif définitivement
fixé, e paramètre positif destiné à tendre vers zéro, N entier destiné à tendre
vers l'infini, et u0 6 H, u0 étant donné.

On définit les suites un et wB+â comme solutions des problèmes :

wn+â € V,

£ (M»+1 _ M»+t) + AM»+1 = o,
tC

(16)

(17)

(k = S/N et u° = u0 € H). Comme À appartient à g(H% (17) admet bien une
unique solution; d'autre part, il résulte des hypothèses faites sur A (hypo-
thèses (1), (2), (3) et (4) que (16) admet également une unique solution.

Théorème 2. — Sous les hypothèses du théorème l, si z et k tendent vers
fkzéro de manière à ce que / - tende vers zéro.
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et

tendent vers u respectivement dans V faible et dans H faible.
La démonstration de ce théorème se fait à l'aide de 3 lemmes (les 2 premiers

étant obtenus en généralisant un peu des méthodes de Brezis [3]).
On pose

(Ax, x)

11*11 =»• Fil

Lemme 1. — Pour tout a € R, il existe une constante C telle que

(18) ar — <p(r)r < C , V r ^ 0.

D'après l'hypothèse (4), cp(r) tend vers l'infini lorsque r tend vers l'infini,
donc il existe p tel que

(19) <Kr) >a , V r > p,

et donc ar — <p(r) < 0, V r ̂  p.

D'autre part, d'après la monotonie de A,

(20) G4x, x) > (,4(0), x) > - |

et donc

et ainsi, pour r < p, on a

(22) ar-9(r)r^a9 + \\

ce qui, compte tenu de (19), implique (18).

Lemme 2. — On a les majorations suivantes :

(23) Vs\uN\^C,

(24) |«2.-«i.|<

(25) IK.fl < Ci1).
Démonstration. — On multiplie scalairement l'équation

(1) C désignera par la suite plusieurs constantes, toutes indépendantes de s et de k.
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]

par tf 2, et on obtient

(26) jj:(\uH+*\2 — Ki 2 ) + -r

Soit, d'après le lemme 1,

De même, on multiplie

r (ww+1 — wn+2l + AMB+1 = 0
par «n+1, ce qui, compte tenu de la positivite de A, donne

ÀtÇ JtfÇ

En additionnant (27) et (28), puis en sommant ces inégalités de 0 à N— 1,
on obtient

CN.(29) ±\uN\2+Nt^(\u«+l-u"\2+\un+1-W^\2)

Soit

(30) z \ u N \ 2 ^ C,

(3i) "EVK^-WTX C

Comme la fonction u i—> \u\z est convexe,

t
it=0

et donc

(33)

On a ainsi démontré les inégalités (23) et (33). Pour démontrer Finégaüté
(25), on multiplie l'équation
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par wn+2 — v, grâce à la monotonie de A, on obtient (v € V),

(34) ^(|M^|2-|«n|2) + 4 k + i - " T

— | (tt"+ï — u", ») + (,4l>, W" + ̂  — V) < (ƒ, Mn + I — U).

On somme ensuite cette expression de 0 à N— 1, on divise par N, et on

remplace v par - ule, ce qui est loisible car uu appartient à V, ainsi on a

"\2) A X(35) ^£(\W+t\2- \u"\2) + Azo z^

De même, on multiplie

2

par wn+1 —v , en supposant cette fois que v appartient à D(A); en procédant
comme ci-dessus, et en particulier en utilisant la paritivité de V, on obtient

(36) ^
ZO

— ^ («2s — «le» *0 + (Au, «2e — t?) < 0.

On remplace v par - M2g5 puis on additionne à (35) l'équation ainsi obtenue,

et en remarquant que
(Aw2c, w2e) > 0,

il vient

(37)

A2 " l E J 2

Mais, d'après la convexité de la fonction u \—> |w|2,

(38)

±[2\uut — u2tt\
2 — |« l 6 — M2e|



106 C. BARDOS ET M. SIBONY

Et ainsi, compte tenu de (23), on peut, en utilisant la coercitivité de A,
déduire de (38) l'inégalité (25), ce qui termine la démonstration du lemme 2.

Lemme 3. —• Si u € V vérifie Vinégalité

(39) (Av,v — u) + (Av,v — u)Z(f,v — u) , Vz;€Z>(A)nF,

u appartient à Z)(AF)> et est solution de Véquation

(40) Avu + Au=f.

Démonstration. — Comme A, restreint à D(A) f) V, est dense dans D(AV)
muni de la norme du graphe, et comme l'application v i—* Av est demi-con-
tinue (cf. remarque 1), il résulte de (32) que l'on a

(41)

Ceci posé, on remarque que l'opérateur monotone

v i-> Avv + Av — ƒ,

de domaine D(AV), est surjectif sur V' (d'après le théorème 1), il est donc
maximal monotone (cf. Browder [5]), c'est-à-dire qu'il n'admet pas de prolon-
gement monotone.

Si u n'appartenait pas à D(AV\ l'opérateur X, défini par

Lv = Avv + Av —ƒ , si v € D(AV)9

serait un prolongement de l'opérateur v i—> Avv + Av —ƒ, monotone
d'après (41), aussi u appartient à D(AV).

De même, si
Avu + Au—

l'opérateur L multivoque, défini en posant

Lu = { Avu + Au —f, 0 },

Lv = Avv + Av —ƒ , si v # w,

serait un prolongement monotone (toujours d'après (41)) de l'opérateur

v i-> Avv + Av —ƒ,

aussi M doit appartenir à D(AV) et vérifier

Avu + Au=f,

ce qui termine la démonstration du lemme.
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Compte tenu de ces trois lemmes, la démonstration du théorème 2 est
maintenant facile :

On commence par extraire, en utilisant le lemme 2, des suites wle et w2e

deux sous-suites, encore notées uu et w2e, telles que
uu ""* ui dans v faible,
w2e —> u2 dans H faible.

D'après l'hypothèse lim / - = 0 et l'inégalité (24),

«i = «2 = w-

On multiplie alors l'équation

par M"+2 — v, et l'équation

par un+x — v, en choisissant v € D(A) fl V, on en déduit alors les inégalités

(42) | ( Î H - u\ un+ï — v) + (Av, un^ —v)^ (ƒ, un+* — v)

et

(43) | (un+1 — «n+i, «n+ J — v) + Av,un+1 — v)^0.

En sommant ces deux inégalités pour n compris entre 0 et N — 1, on obtient
après avoir divisé par N,

s ' .y

Soit, en passant à la limite, compte tenu de (23),

(45) (Av, w — v) + (Av,w — v) < (ƒ, w — v).

Cette inégalité étant vraie pour tout v € D(A) fl V, on en déduit, d'après
le lemme 3, que w — u est solution de l'équation (10).

Comme cette solution est unique, non seulement les sous-suites extraites,
mais les suites uu et w2c, dans leur ensemble, convergent vers M, respectivement
dans Kfaible et dans H faible.
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Théorème 3. — Sous les hypothèses du théorème 2, si de plus A est lipschit-
zienne sur les bornés de V, et si, pour toute suite \k d'éléments de V tendant
vers Ç dans V faible, la relation

(46) lim sup (AZfo %k — £) ^ 0

implique la convergence de \k vers £, non seulement dans V faible, mais aussi
dans V fort (*), ule converge vers u dans V fort, tandis que u2& converge vers u
dans H fort.

Démonstration. — Soit û € D(A) O V; dans (34), on remplace v par

ce qui est loisible car û et ut appartiennent à F, puis on somme, pour n
variant de 0 à N— 1, l'inégalité obtenue, et on divise par N; dans (36), on

remplace v par w2e =^(u2e + û), ce qui est également possible car û et u2z

appartiennent à Z)(A).

En additionnant les deux inéquations ainsi obtenues, il vient, en utilisant
comme dans la démonstration du lemme 2 le fait que Ze (défini par (38)) est
positif.

(47)

(Awu, ulz — w u ) < (Aw2e, w2e — ulz) + (ƒ, uu — wu) + eC(|«| + 1)

< 1 (A«, û - u2z) + (ƒ, u1% - wtz) + *C(\Ù\ + 1),

d'après la positivité de À.

Enfin, soit Ç > 0; comme D(A) fl V est dense dans D{AV), et comme A
est lipschitzienne sur les bornés de F, il existe û tel que, pour tout e > 0,

(48) - ( A w , « — w 2 e )

, 1 , A * , (,ulz-u\
(ƒ> «ie — wl8) — ^ (AM, U — U2Z) — f, — ^ —

2 \ 2 /
D'autre part,

Mle + M «ie — «(49)
2 * 2 ' ' ^ '̂

(1) Ceci est vérifié par exemple (cf. Brezis et Sibony [4]) si Kest un espace de Banach
uniformément convexe, et s'il existe une application 6 : R+ I—• R+ strictement croissante
avec lim e(r) = + oo telle que, pour tout couple

(«,ü)€ VX V,
on ait

(Au — Av, u — v) > (0(|IM!|) — efllu|]



PROBLEMES D'EVOLUTION NON LINEAIRES 109

et ainsi

(50) ^ ^ ± i f , ^

< 21 + eC(l + |w|) + i [(Aiî, u - u25) + (f,u~ wls)].

Il en résulte, comme wle converge vers u dans F faible, tandis que u2z

converge vers u dans H faible, que

(51) limSupL4-^_,-Ü^— U2Ç (VÇ>0).

On en déduit, d'après (46), que - (ule + M) converge vers w dans V fort.

Application. — Dans le cas de l'exemple 1, on remarque que les équations
qui définissent un et wn+1 sont

(52) Ï\" •• ; — az: ~Q^ = ƒ,

avec les conditions aux limites,

(53) u(a, t) = u(b, t) = 0 , V/e (0 ,T)

et

(54) £(«-+i_^+ï) + j e ^ _ o.

Avec les conditions aux limites suivantes :

i u(x, 0) = 0 , si a < x < 0,

w(x, T) = 0 , si 0 < x < b,

ce sont toutes deux des équations différentielles ordinaires.
Dans le cas général, les solutions des équations du type

~ ~~ ~~ | (M"+5 — M") + ^M"+l = ƒ

se calculent par les méthodes d'itération de Sibony [8],

REMARQUE 2. — Les théorèmes 2 et 3 se généralisent, sans modifications
importantes, aux situations suivantes :

Soient Vt(l < i < p), p espaces de Banach réflexifs tels que

les injections étant continues, et chaque espace étant dense dans le suivant.
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On suppose que

(56) F = f 1 F£ (algébriquement et topologiquement).
i = l

F' s'identifie alors à l'espace

(57) V'~%n

Soient Ai9p opérateurs monotones hémicontinus et coercifs de F dans F',
tels que, pour tout v € F, on ait

(58) Ao =

et /XI ^ i 4: p) une décomposition de ƒ en éléments de F/ (ce qui est possible
d'après (57)).

(59) f=Ztifi'
D'autre part, soient A/1 ^ jr ^ q), q opérateurs non bornés dans H,

appartenant à g{H\ tels que l'opérateur

Â=j>,,
g

défini sur Ç~*\ D(Aj) fl F et considéré comme opérateur non borné de F

dans F', vérifie la relation

(60) A = AK.

On définit alors les suites

par les relations

(61)
SI

et

(62)

s°
(1) k => —> S fixé, N destiné à tendre vers l'infini.
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si l=*p+j(l <j^ g), et

(63) u° = u0 donné arbitrairement dans H ;

on peut alors, en utilisant les méthodes de démonstration des théorèmes 2 et 3,
établir les théorèmes suivants :

Théorème 4. — Soient, dans la situation du théorème 1, Vt, At, ft et A^
vérifiant les hypothèses (56), (57),..., (60) ; alors les suites

n = 0

convergent, lorsque k et s tendent vers zéro I cfe manière à ce que li;

M, solution de V équation
-VH

Avu + Au=f,

respectivement dans V faible si 1 < / < / ? , e* dows / / /afè/e J Ï / = /? + h

Théorème 5. — Sous les hypothèses du théorème 4, et de plus, si, pour
tout z, 1 ^ i < q, At est lipschitzienne sur les bornés de Vt et possède la pro-
priété suivante ;

Si Çfc tend vers Ç dans V% faible et si lim sup (Afck, %k — Ç) ^ 0, alors Çft

tend vers Ç dans Vt fort,
les suites ule, définies au théorème 4, convergent vers u dans Vxfort si 1 < / < p,
etdansHfortsil^p+j, 1 ^ j < q.
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