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Quelques propriétés arithmétiques des points
de 3-division de la jacobienne de y2 = x5 - 1.

par J. BOXALL ET E. BAVENCOFFE

RÉSUMÉ - Soit C la courbe projective lisse et irréductible, définie sur Q,
et dont un modèle affine est donné par y2 = x5 - 1. On désigne par ~
l’unique point de C qui n’est pas contenu dans cette partie affine. Soit J

la jacobienne de C et soit ~ : C2 ~ J le morphisme associant à chaque
couple (03BE, ~) de points de C la classe du diviseur [03BE] + [~] - 2[~] dans Pic0C.
Soient u, v, f les trois fonctions rationnelles sur J définies par

u o ~(03BE, ~) = x(03BE) + x(~),
v o ~(03BE, ~) = x(03BE)x(~),

f =-u + v + 1.

Le but de cet article est de montrer que pour tout point P de 3-division
non nul de J, u(P) et v(P) sont des entiers algébriques et f(P)/~5 est
une unité. Nous expliciterons le corps engendré par ces valeurs ainsi que le
polynôme minimal des f(P).

1. Généralités.

Posons Cl = spec y~ I (yZ - x‘~ + 1), C2 = spec Q[X, y]/(Y2 - X +
X6). En identifiant X avec llx et V avec ylx’, on obtient une courbe C,
projective, lisse, irréductible et définie sur Q, qui est la réunion de Ci et
de C2. Soit oo le point de C qui correspond à l’origine de la partie affine
C2; alors C(F) = pour toute extension finie F de Q. On
désigne par J la jacobienne de C et par § le morphisme de C2 dans J qui
associe à tout point ({, 1]) de C2 la classe du diviseur [e] + [q] - 2[oo] de
PicoC. Alors § est de degré 2 et induit une équivalence birationnelle entre
le carré symétrique de C et J. Soit t l’involution de C définie par
c(x, y) _ (x, -y) et soit E l’image da.ns C(2) de l’ensemble des points de
C2 de la forme (~, t(e» avec ~ dans C. D’après le théorème d’Abel-Jacobi,
0 induit un isomorphisme de C~2~ , E sur J, (0), et O(E) = 0; autrement
dit C~2~ est l’éclatement de ~I à l’origine et le diviseur exceptionnel est E.
Pour tout point P non nul de J désignons par ~p, 1]p les deux points de
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C tels que = P. Remarquons que la variété abelienne J est à

multiplications complexes par l’anneau des entiers du corps Q((), où la
racine cinquième primitive de l’unité ( opère sur C par ~~’~(x, y~ _ «x, y).

Définissons trois fonctions u, v et f , rationnelles sur J, par

Soit J3 l’ensemble des points de 3-division de J différents de l’origine; nous
nous intéressons aux propriétés arithmétiques des valeurs de et f en ces
points. Ces trois fonctions étant paires, il y a quarante valeurs de chacune;
puisque ~c(~’.P) _ (u(P) et v((.P) = (2v(P) il y a huit valeurs de u(P)5
et de v(p)5. Dans le §2 nous montrerons que ces nombres sont des entiers
algébriques appartenant au sous-corps maximal réel du corps des racines
quinzièmes de l’unité; le but des §3 et 4 est d’étudier les valeurs de f et de
calculer explicitement le polynôme dont elles sont les racines.

Remarque 1. Les calculs des §3 et 4 ont été faits par le deuxième auteur
avant que les calculs décrits au §2 n’aient été faits par le premier. Les coeffi-
cients du polynôme satisfait par les f (P) étaient ainsi conjecturales (i.e. ils

n’étaient que des entiers à 10-l’ près). En effet, les f (P) ont été calculés en
utilisant les formules de Thomaë exprimant f à l’aide de la fonction thêta
de Riemann asociée à la matrice des périodes de C, considérée comme sur-
face de Riemann et les coefficients obtenus comme fonctions symétriques
de ces valeurs. Le but principal du calcul du §2 est de démontrer que les
f (P) sont bien des entiers algébriques et de justifier ainsi les valeurs des
coefficients suggérées par les ca,lculs effectués auparavant.

Remarque 2. Les fonctions u et v sont les analogues de la fonction p
de Weierstrass associée à une courbe elliptique y 2 = X3 + ax + b et la
fonction f est un analogue des fonctions p - er, les er étant les racines de
+ ax + b = 0. J étant à multiplication complexe, on peut se demander

si la théorie des courbes elliptiques à multiplication complexe peut être
étendue à J. La théorie des corps de classes a été traitée par Shimura,
Tanayama et Weil ([Sh-Ta], mais la théorie arithmétique (unités de
Ramachandra et de Robert, structure de module galoisien, calcul explicite
des anneaux des entiers ...) reste très peu développée. Le seul travail dans
cette direction que nous connaissons est celui de Grant [G2], où des S-unités
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(avec un ensemble fini explicite de nombres premiers S~ sont construites à
partir de points d’ordre infini de J.

Les calculs décrits au §2 ont été faits en utilisant le système PARI (version 1.35.04)
par le premier auteur alors que les autres calculs, et notamment celui des valeurs de la
fonction f à partir des fonctions thêta de deux variables, ont été faits en UBASIC par
le deuxième auteur.

2. Les valeurs de u.

Soit P E J3 et soit g p et les deux points de C tels que ~(~n, = P.

Il existe donc une fonction rationnelle sur C, de diviseur 3([p] + 
200, alors que [ep] + [qp] - n’est pas principal. Par conséquent y
a un unique pôle situé au point oo et d’ordre 6; quitte à le multiplier par
une constante on peut écrire

où a, b, c et a E ~ dépendent de P. La fonction

a comme diviseur ; d’où

où l’on a écrit u = et v = v(P) pour abréger. La comparaison des
coefficients de X5 , x4, ... , 1 fournit six équations entre les six inconnues a,

1/; est donc le cube d’une fonction sur C en contradiction avec l’hypothèse
que 
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Ecrivons s ‘ a2 afin de simplifier la notation et posons v = t + ’¡u2.
Substituons les valeurs de a, b et c obtenues en fonction de s, t et u à partir
des trois premières équations dans les trois dernières :

En multipliant (2,1) par -3s + u et en le rajoutant à (2,2), on obtient,
après multiplication par le dénominateur commun :

De même, en multipliant (2,1) par 4t et en soustrayant (2,3) on obtient

Substituons la valeur de t en fonction de u et s obtenue à partir de (2,4)
dans (2,1). On obtient l’équation uA F(s/u) = 0, où

Les équations (2,1), (2,2) et (2,3) montrent que si u = 0, alors s = t = 0,
ce qui est impossible. On en tire que F(s/u) = 0. Or, F est le produit des
deux polynômes Fl et F2 donnés par

On voit facilement que F, et F2 se décomposent en facteurs de degré deux
sur Q(v/’5-) et que le corps de rupture de Fi et de F2 est le corps K =

Q(75,0),où 
-
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En outre, K est une extension galoisienne de, Q dont le groupe de Galois
est cyclique d’ordre 4.

Le discriminant de F1 (resp F2 ) est 2123253 (resp 2123253592). Pour

toute racine ~3 de F, (,Q + 1)/2 est un entier algébrique, et on conclut que
le discriminant de K n’est divisible que par 3 et 5; K étant modérément
ramifié et totalement réel, le théorème de Kronecker et Weber montre qu’il
n’y a qu’une seule possibilité : K est le sous-corps réel maximal du corps
des racines quinzièmes de l’unité.

En substituant la valeur de t de (2,4) dans (2,5), on trouve qu’à chaque
racine Q de F il correspond 5 valeurs de u satisfaisant à

H étant le polynôme de degré 10 donné par

Notre premier but est de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 1. Les valeurs des u(P), v(P) et f (P), P étant un point de
trois-division non nul de J, sont des entiers algébriques.

Dénionstration. Montrons d’abord que les u(P) sont des entiers algébriques.
On considère séparément les deux cas Fi ({3) = 0 et F2(,0) = 0 dans (2,9).

a) Si ~’~ ({3) = 0, alors (2,9) se simplifie en

Désignons par Na la norme d’un élément a de K. On a alors N,3 = -5,
étant inerte dans

K, 3 étant ramifié dans K/Q(v’5) et 5 étant ramifié dans K/Q on conclut
que u est un entier algébrique avec N(u5~ _ 

On vérifie que la trace et la norme
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de u5 sur Q( J5) sont des entiers de ce corps et donc que U5 est un entier
algébrique (avec encore N(u5) _ -2~3fi).

Montrons enfin que les v(P) et les f(P) sont des entiers algébriques.
Puisque v = t + 4 u2 et f3 = s/u on trouve, grâce à (2,4) :

En considérant séparément les cas selon que Fi (13) = 0 ou F2(¡3) = 0,
on conclut que v est bien un entier algébrique (et dans les deux cas on a
N(v5) = -2~~32~. Comme f = -u + v + 1, on conlut que f est également 

°

un entier algébrique.

3. Calcul des fonctions thêta.

Soit g &#x3E; 1 un entier et soit X une courbe propre et lisse de genre g sur

C. Si u = ’(0-,, U2, ... (où ’A désigne le transposé de la matrice ou du
vecteur A), avec 0’l, U2, ... , OEg une base de ~2 ~~~~, alors

est un réseau dans C9 ; c’est-à-dire un sous-groupe discret de rang 2g de C9 .
Si en plus A2, ... , Bi, ... Bg est une base symplectique de Hi (X, Z)
(i. e. = Bt.Bj = 0 et le symbole de Kronecker, pour
tout i, j) et si n (resp Q’) est la matrice des périodes

alors 11 est inversible, la matrice T = Q 0’ est symétrique et sa partie
imaginaire est définie positive.

Cherchons une matrice T associée à la courbe de genre 2 C du §1.

Posons ( = .5 
’

PROPOSITION 2. Soit C, la courbe définie au §1. Il existe un choix de eT,
Al, A2, y Bi et B2 (qui sera précisé pendant la démonstration) pour lequel
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Si en ou tre

est la base standard du réseau Z2 + T,Z2, alors 1’opération de ( sur e2,

e~ et e’ est donnée par [(]el = e~ - e2, [(]e2 = e2, [(]e’ = + e) ) et

Remarque. Une matrice de périodes différente a été obtenue par Bost,
Mestre et Moret-Bailly [BMMB].

Démonstration. On fixe une racine carrée holomorphe y de x’S - 1 dans
C dépourvu des segments joignant ( à (2 et (:1 à (~ et de l’intervalle réel
[1, oo[. La surface de Riemann de C peut être representée par deux copies
du plan complexe avec ses segments identifiés. Un choix possible de la
base A,, A2, B, et B2 est celui indiqué dans la figure; en outre dx/y et
x dx/y forment une base de O~’/c. En remplaçant x par ~x, on voit que

(dxly), et on trouve de la même manière en écrivant
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Il s’ensuit que

Soit A la matrice carrée d’ordre 2 donnant l’action de ( sur C2/(Z2 +
T.Z2). Puisque ~Ç~#(dx~y) = «dxly) et ~ç~*(x dx~y) _ (2(x dx/y) on
trouve A à partir du diagramme commutatif

On a donc ce qui donne

Soit z : l’application définie par

0" étant la base de dont le réseau des périodes est égal à Z2 + 
Soit la fonction thêta de Riemann avec caractéristiques a, b E R2
définie par
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La formule qui suit est un cas spécial d’une formule de Riemann et Thomaë.
On trouvera des exposés modernes dans et [F]. (Voir aussi [Gl]). Rap-
pelons que C est plongée dans J par ~ H la classe de [4] - [00] dans PicoC.

THÉORÈME 1. Pour tout P e C on a la formule suivante

Remarque. L’équation (3,2) est une conséquence, à multiplication par
une racine quatrième de l’unité ê près, du théorème 7.6 de [M] et de la
proposition 3.6 de [F]. Nous n’avons pas trouvé de discussion de la valeur
exacte de - dans la littérature. Nous avons obtenu la valeur , = 1 en

comparant les valeurs des deux côtés de (3,2) aux points de deux-division
de J : f est définie et différente de 0 et oo aux dix points de deux-division
représentés par les diviseurs de la forme ~~’r~+~~R~-2~o0~ avec 0  r  s  4.

La série définissant converge très rapidement et permet un calcul
relativement aisé des valeurs de f à 10-40 près et ces valeurs (avec P E 
sont données dans la table 1. Les valeurs propres de la partie imaginaire
de T étant = 0, 58778 ... et = 1, 31439 ... ,
il suffit de prendre les termes où n = (ni , n-2) avec 9 et  9.

4. Le polynôme p.

Rappelons (§1) que p est le polynôme de degré 40 défini pa.r

Les f (P~ étant des entiers algébriques (§2), on en déduit que p(T) E Z[T],
ses coefficients sont calculés comme des fonctions symétriques des f (P).

Reprenons les notations du §2. On désigne par Qr, 1  r  8 les

racines du polynôme F (2,6). Pour chaque r E {1, 2, ... , 8}, soit Pr,o
l’élément de J3 tel que u(P,,O) soit réel et satisfasse à (2,9) avec (3 = ,Qr;
Pr,o est alors unique modulo :f:1. D’après (2,10), et donc 
sont également réels. Pour tout k E {O, 1,2,3, 4}, désignons par Pr,k l’un
des deux représentants de modulo ~1, les points 1~ r 
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8, 0  k  4} forment alors un système complet de représentants de J;~ / ~ 1
et la table 2 donne les valeurs des !(Pr,k). Puisque

on voit que est réel si et seulement si k = 0. Ecrivons :

les résultats du §2 montrent que pr(T) appartient à K[T], K étant le sous-
corps réel maximal du corps des racines quinzièmes de l’unité.

En outre, on tire de (4,1) que les coefficients de T4 et T3 de pr(T) sont
respectivement égaux à -5 et 10 pour tout r. La table 2 donne, pour tout
r 6 {1,2, 3, ... , 8}, l’une des racines Qr ainsi que les coefficients du pr qui y
correspondent. Les produits P,P2P3P4 et sont alors à coefficients

rationnels (et donc entiers), et ils sont tabulés dans la table 3. (Par souci
de brièveté, nous ne donnons pas les coefficients de p lui-même). On tire
immédiatement de la table 3 que les nombres sont des unités

algébriques.

Il nous reste à déterminer le corps de rupture de p. Rappelons (§2)
que K = Q( -/5, 0) est le sous-corps réel maximal du corps des racines

quinzièmes de l’unité, 0 étant défini par 82 = 3~(1+~)/2. Le conducteur
de Q( V3)/Q étant égal à 12, on en conclut que le sous-corps maximal réel
des racines 60e. de l’unité est

Posons donc F = Q(()V3~(4/3)~), ( étant une racine primitive cin-
quième de l’unité.

THÉORÈME 2. F est Ie corps de rupture de p sur Q.

Démonstration. Pour tout r (E {1,2,..., 8~, on pose et

vT = Nous avons trouvé les valeurs suivantes des ~r et des v. :
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Considérons d’abord le facteur Puisque u~, vr et Qr appartien-
nent à K, on tire de (2,10) que uT et vr appartiennent à F et il en est

donc de même pour f(Pr,k) pour tout k E {O, 1, 2, 3, 4}. En considérant
les degrés des extensions on voit que le corps engendré est nécessairement
F tout entier. Le cas du facteur P1P2P3P4 se traite en utilisant la table

ci-dessus; comme 12B/3 = ,~-~ (~~‘~, on conclut aisément à l’aide de (2,10) et
(4,3). 

’

Remarque. F étant une extension totalement imaginaire de degré 80
de Q, le groupe multiplicatif 0* p de ses unités contient un sous-groupe
d’indice fini libre de rang 39. Il est alors clair que le groupe engendré par
les ne peut être d’indice fini dans Op.
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TABLE 1

Les valeurs de f .

La table donne les valeurs de f aux points (voir §4). Les colonnes
présentent : (i) le couple (r,k), (ii) les représentants dans C2 des points
tz(P,.,k) [ils sont donnés sous la forme pqrs avec 0  p, q, r, s,  2 où pqrs

représente ,~-~ (pe~ + qe’ + re, + se2)], (iii) les valeurs de f (P,,k)-
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TABLE 2

Les racines de F et les coefficients des pr.

Cette table donne, pour tout entier r avec 1  r  8, une racine ,Qr
du polynôme F défini par (2,6~, ainsi que les coefficients cr, dr et er du

qui y correspond (voir
§ 4) . Les (3r avec 1  r  4 son t les racin es de F2 et celles où 5  r  8 sont
les racines les facteurs Fi et F2 de F étant définis par (2, 7~ et (2,8~.
En outre 0 (resp 8’) désigne la racine carrée positive de 3V5(1 + B/5)/2
(resp -3V5(1 - V5)/2).
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TA B L E 3.

Les coefficients de et de 

La table donne, pour tout entier r avec 1  r  20, les coefficients des
termes de degré r des facteurs et de p (voir §4~.

BIBLIOGRAPHIE

[BMMB] J.-B. BOST, J.-F. MESTRE, L. MORET-BAILLY, Calcul explicite en genre 2,
dans Séminaire sur les pinceaux de courbes elliptiques, édité par L Szpiro. Astérisque
183 (1990).

[F] J. D. FAY, Theta Functions on Riemann Surfaces, Lecture Notes in Math. 352,
Springer- Verlag (1973).



128

[G1] D. GRANT, Formal Groups in Genus Two, J. Reine und Angew. Math. 441 (1990),
96-121.

[G2] D. GRANT, A Generalisation of a Formula of Eisenstein, Proc. London Math.
Soc., (3) 62 (1991), 121-132.

[M] D. MUMFORD, Tata Lectures on Theta II., Progress in Math. 43, Birkhäuser,
(1984).

[Sh-Ta] G. SHIMURA, Y. TANAYAMA, Complex Multiplication of Abelian Varieties
and Its Application to Number Theory, Mathematical Society of Japan (1961).

[We] A. WEIL, On the Theory of Complex Multiplication, Proc. International Sympo-
sium on Algebraic Number Theory, Tokyo-Nikko (1955), 9-12.

Université de Caen

Département de Mathématiques et de Mécanique
Esplanade de la Paix
14032 CAEN Cedex
FRANCE


