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Les fonctions orthogonales d 'Hermite 
et les relations d'incertitflde; 

PAR A. 'l'ORTRAT. 

INTRODUCTION. 

Dans le livre de MM. Appell et Kampé de Fériet (1) sont exposées 
les propriétés les plus simples des polynomes <l'Hermite à plusieurs 
variables. Citons principalern.ent : 

Les propriétés d'orthogonalité, par la méthode d'Hermite ( sans 
justification de la validité d'intégrations terme à terme); 

• Des théorèmes de développement pour les polynomes, mais non 
pour une fonction quelconque; 

Les équations aux dérivées partielles satisfaites, ééri~es pour deux 
variables, avec intégration dans ce cas du système des quatre 
équations et remarque que la seule solution polynomiale est celle 
<l'Hermite. 

Dans un premier chapitre, nous notons tout d'abord, ou rappelons, 
et justifions, les formules concernant les fonctions génératrices et 

Nota. - Ce travail, première partie d'une Thèse soutenue le 6 mais 1950 
devant MM. J. Pérès, G. Darmois et P. Dubreil, constitue en presque totalité le 
développement de Notes aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 
présentées respectivement les 26 janvier et 16 février 1948 par M. J. Pérès, et 
le 22 décembre 1947 par M. Louis de Broglie. 

( 1) ArPELL et KrnrÉ DE FÉRIET, Su~·.t:.: h). 'pergéométriques et polynomes 

d'Hermite. /_~rro1,ir-.. --~ 
Journ. de Math., tome XXXIL! · rj!· • I 2 

\ "1 ;{$ 
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leurs relations mutuelles, la plénitude du système des fonctions 
<l'Hermite ~n, ou Xn,, et les équations aux dérivées parüelles ou autres 
formules de dérivation relatives aux polynomes, aux. ~11 ,, z,,,, ou aux 
fonctions génératrices. 

Suivant alors le calcul formel de M. Norbert Wiener (2) (qui 
conduit cet auteur à la formule de Mehler exprimant Lt11 ~n( x) ~" (y) 
et qu'il applique ensuite à l'étude de la transformation• de Fourier 
et du théorème de Plancherel ( comme cas limite des formules éta-
blies), nous donnons, pour les différentes sommes !t~'Y,,Jy)X,,,(x) 
au nombre de seize (Xn,, par exemple étant une fonction y, ou X 
<l'Hermite relative à la forme cp ou à sa réciproque), l'expression de 
deux d'entre elles et les formules de passage de celles-ci aux autres; 
puis justifions ces calculs par deux méthodes, dont l'une s'appuie sur 
un travail de Mme Lebedeff ( 3) dans le cas d'une variable et met en 
évidence certaines propriétés des noyaux ainsi obtenus. Cette 
formule de Mehler généralisée avait déjà été démontrée sans que nous 
le sachions, par deux autres voies ( 4 ), (5 ), aboutissant à une forme 
un peu différente dont nous établissons l'équivalence avec celle 
obtenue ici. 

Il convient de noter des cas particuliers, comme par exemple la 
transformation de Fourier, et la généralisation des propriétés de' 
développement uniformément convergent sur' ( - oo, + oo) d'une 
fonclion /(X) suivant les y,,,( X). 

Dans le deuxième chapitre, partant de relations aux dérivées 
partielles entre les ( e-q, é1e11 J~ et ( e-'fl ~"J2, nous majorons la valeur 
absolue des fonctions <l'Hermite, par les formules qui généralisent 
des résultats connus et très simples dans le cas d'une variable ( 8). Un 
lemme nous est nécessaire, sur la décomposition d'une forme 

( 2 ) Norbert \,Vrnl\"ER, The Fourier lntegral and certain of ils applications. 
(~) \V. MYLLER-LEBEDEFF, Die theorie der lntegral gleichungen in amven-

dung auj eirâge Reihenentwirklungen (Math. Ann., Bd. 64, ). 
(•) Loscmmom, Math. Z., t. fi.3, 1938, p. 783-792. 
(") EnDILYI, Math. z., t. 4,4,, 1938, p. 201-2 1 1. 

(G) hEl\"GAR, Proc. Jnd. Acad .• S.,e • .,:Fr,;:,.~J-
' .... ,~ 

iJ\~:~; 
X,t 1;-,'ffe.~·· 

'-1-. 
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quadratique ( ou bilinéaire) à discriminant non nu1, en somme de 
deux formes quadratiques ( ou bilinéaires). 

Nous démontrons ensuite que le système d'équations aux dérivées 
partielles du deuxième ordre déjà • indiqué, est complètement 
intégrable, faisant quelques remarques sur son intégration ( connue 
pour YJ = 2). 

Le troisième chapitre est lié aux relations d'incertitude de 
Heisenberg. Aprè~ justification du calcul d'expressions de la forme 

f xf'yi;,,(x;) X~,(x;) dx;, 

nous démontrons la relation 

valable toutes les fois que l:n l an J 2 < oo, la fonction d'onde étant 

~Œ,,~,.( x ). Puis, étendons la relation 6.p 6. q ~:~aux quadriques de 
dispersion. 

CHAPITRE I. 
GÉNÉRALISATION IJE LA FORMULE DE MEHLER ET ÉQUATIONS INTÉGRALES. 

rp( x,) est une forme quadratique définie > o des variables 

est la forme réciproque avec 

" - I dqi -
l:,t- 2 dx· - a;jXj 

l 

Remarque. - Les sommations par rapport à un indice écrit deux 
fois seront presque toujours sous-entendues; si une sommation ne 
doit pas avoir lieu, cela sera toujours écrit explicitement. 

x désignera souvent l'ensemble des variables x;, quand il n'y aura 
aucune ambiguïté ( de même, y, ~' YJ, ..• ). 
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Aux formes (fl et~ sont attachés les fonctions et polynomes suivants : 

avec 
- I dlj; 

hi- 2 dk;' 

Dans la suite, nous n'écrirons plus le signe II; ni désigne toujours 
hn, 

l'ensemble ni, ... , n,., et-1 1 le produit de ces r facteurs. 
ni . -

Ona 

c'est-à-dire = o si les deux suites ni et nj ne sont pas identiques. 
Hn,(x;) = ae,,,(xï) s'appelle le polynome normé, comme 

llni 

,., ( ·) _ Gn,(X;). 
'ëfn, X, - ' 

Clni 

les ~%.= e- 2 X 11 , et x;,,= è- 2 <;Jn, forment deux suites orthogonales 
l'une à l'autre sur l'intervalle ( - oo, + oo ), et normées (l'une par 
rapport à l'autre). 

Ona 

..:i est le déterminant I aij 1 > o (..:1 = ..:iq;= ~.J · 
PASSAGE DE H'l' A G'1'. - Remplaçant la forme cp par sa réciproque : 

'f(~.l- ,J, (,,- oq;) yî(x;, h1) = et1'1t)-,j,(;.-k,1 = e ' 2 vh, = rt(ç1, h1), 
donc 

(3) 
! H;,.(x1) = G%,(ç1), 

t H%.(ç1) = Gt(x1), 
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ou, de même, 

Remarque. - On passe de Hl' à G9' dans (1) en remplaçanth;park;; 

l'ensemble des termes de même degré total en h, I ni= v ne change 

alors pas, ou 

d'où il résulte que Ht(x) est combinaison linéaire des Gt dont la 
somme des indices est la même, et réciproquement. Ainsi ~,., est 

orthogonal à tout '1,11., avec :!in' ~:!in;. De même pour les, z. Ceci est 
t 

lié aux propriétés des équations intégrales à noyaux symétriques 
(cf. plus loin), exposées par exemple dans Goursat (Analyse, t. III). 

PLÉNITUDE DU SYSTÈME DES '1,n,• - La remarque précédente vaut aussi 
lorsqu'on fait sur les x une transformation linéaire, mais gardant 
invariante la forme q,. 

Ramenons q, à ses axes : 

donc Ht( X) est combinaison linéaire des H:;cx) avec Ln;= Ln; et 
réciproquement. • 

Or, '1,t(X) est le produit de 'P <l'Hermite à une seule variable, et 
leur système est donc complet comme dans le cas d'une variable 
(cf., par exemple, N. Wiener, loc. citée). 

Soit alors .f(x) une fonction de carré sommable, continue par 
exemple, /(.x) =/0 (X) qui peut être approchée en moyenne d'aussi 
près quel'on veut par une combinaison linéaire de t};,~(X), donc/(x) 
par une autre combinaison de i.\;%.(x) [ dont les Ln; ne dépassent pas 
les Ln; utilisés pour approcher.f0 (X)]. 

Ceci suffit, d'après la définition. même, pour démontrer que le 
système des i,\;;,.(x;) est complet, ainsi que celui des zfi.(x;) qui lui est 
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orthogonal. Il est facile d'orthogonaliser une de_ ces suites, ce qui nous 
ramène aux X.% suivant des formules données dans le livre de 
MM. Appell et Kampé de Fériet. • 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. - y;'= e-<p(h,)+ 2M•est d6veloppable 
en série absolument convergente en h;, dans tout l'espace des h;, donc 

a, -
h, dh, - [ n,y] (i est donné), 

[ n;y] désigne la série ( 1) dans laquelle chaque terme est multiplié par 
le n; correspondant (pour un seul i donné à l'avance). 

D'autre part, :r = 2h;y est développabl~ en série suivant les h? et 
.,i . 

cette série, comme y est absolument et uniformément convergente 
dans tout domaine borné des x;, On peut donc l'intégrer terme à 
terme, égaler les coefficients de h~' avec le même coefficient dans y'f et 
en déduire 

(4) c'est-à-dire 

de ( 1) on tire aussi 

d'où 

(5) 

Dans toutes ces formules, comme dans ·celles qui suivront, seuls les 
indices explicitement écrits, valent n;+ 1, ceux non écrits ont les 
valeurs implicites faisant partie du groupe ( nt, n2 , ••• , n, ). 

On a alors 

et comme 

(6) (i donné) ( y'f) . 
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qui est équivalente, car on peut dériver (1) terme à terme comme 
indiqué plus haut, à 

a2 11,,. au,,. 8 à a ; -2c,t-a•-'+2n; n,=o - (i=I, 27 ••• , r), 
Xt ~i C;,i 

donc r équaLions. 
"' On en tire, pour ff = e - ~--y; : 

(idonné), 

car 

à 2 1 (r ar a2 f . f r ar) f 
-a a- = + X; -a + -à a·- + X;C,; + C,i a·- e- • 

X; ,:,; X; X; ½I ÇI 

( 6') (rf), 

formules qui résument les équations auxquelles satisfont tous les H,;. 
' 

et G,. ainsi que les e- 2-Hn. et e- 2 Gn.• 
' ' ' En sommant ces équations par rapport à i, avec Ln;= v, on a 

"( 6") 

( 7") 

a2y • ay [ 1 -d ,Jt - 2 t,1 ,,r + 2 11 1 = o 
X1 c,; uc,; (rî et rn 

a2r 
àx;df,, -qif+[(2v+1)f] .o (ftetf'O 

( remarquer que dy = ·:;1 dx1 = :i1 df.,1 entraîne x; :X1 = ~; ~ 1) • 

On remarquera 1~ caractère invariant de ces équations dans un 
changement linéaire des x;, et un changement des rx;i conservant la 
forme fondamentale q,, ce qui s'accorde avec l'invariance, déjà 
remarquée de la famille linéaire des Hn,, Ln;= v, dans un tel 
changement. 
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A cause de cette invariance, l'équation d'onde d'un oscillateur 
à r dimensions avec force de rappel dépendant d'un potentiel 
« elliptique » 

ne peut être ramenée à ce type que si a;1= o pour i j, auquel cas 
les solutions choisies pour en Mécanique ondulatoire sont les. 
fonctions d' Hermite, mais dégénérées, avec séparation des variables. 

Généralisation de la formule de Mehler. 

CALCUL FORMEL. - Il s'agit de trou ver les sommes de séries de la 
forme 

11 K est le noyau d'une transformation intégrale 
+oo • 

g(x;) = i~ K(x;, )';, t;)j(y1) dx; 

qui transforme 

tjif,,(x) en t;'•tJit(x) ou 

Autrement dit, les ~,,, sont les fonctions propres de cet opérateur, 
solutions de l'équation intégrale homogène correspondante. 

q;(1··,)+q;(.'<';) 
e transforme yf (x1, t1) en yf(x;, lt; t;). 

Il y a seize noyaux de ce genre; mais, appelons E la transformation 
consistant à échanger cp et ~; e, celle échangeant x et y, T le 
remplacement de x par~ qui transforme 

(T) 

(T') remplaçant y par YJ· 
Alors de 

et 

el 
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on déduit, respectivement pare et ET-1 T1-1, les fonctions 

et e'?-' .,L = 1:t"•f!e'? (J·) Je'? (x). 1 - / /1 i Ili 

Par E, de ces quatre-là, on déduit uL, uL, 21 L, 22 L. 
Par T-1 , des quatre premiers, ceux ( l'ordre près) obtenus en 

remplaçant q:i par c.J; dans ai'P( x) ou Ç-'P( x ). 
Enfin, par e ( ou E), de ces quatre derniers, les quatre restants 

(à savoir de \L, 2 1 L, 1 2 L, 2 2L; 2 2 L, /L, /L, /L; 2 1L, par exemple; 
transformant y;' en rt). 

On peut donc se réduire à la recherche formelle de uL et 21 L. 
Pour cela, utilisons les fonctions génératrices et la formule 

( comme M. Norbert Wiener pour une variable). 
Or L ne comprend pas les h;. Cherchons pour - log L une 

expression forme quadratique des x 1, y 1, t; : 

Soit ~(x;, t1) la forme 

'"t' sa forme réciproque et 

l'exposant de e est 

, I 0( 
A·---, 
,- 2 àhl 

- qh1, l1) + 2'1;(-ru- 11~1) =--r(À;) + !;1 (Yi;- t1~1) 

=- -r[À1- (YJ;- t;~;)I + 'r(Y);- l;~;). 

L est donc de la forme Ae-,(-,,,-i,~.i, aux 

A f e-~1l.,-i·ri,-i,l;,11 d·",·= d.,, car dy dy d l 1 
•1 -r 1 • • • r= Y/t • • • C Y/r • 

Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 2, 1953. I 3 
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,. 

Comme 1· e-·q-~,1 d-·q,-= :~., 

A=~ r ( A dépendant des l;), 

n"i\fii~ 
tandis que 

d'où, formellement 

(8) 

'î et 'î1 sont les formes réciproques respectivement de 

et 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES AUXQUEILES SATISFONT CES NOYAUX. -

Po~ons Zn,= t;'•[}e,,,. Comme 

(i donné), 

(6) devient 

doit vérifier la même équation. 
Si l'on écrit 

Li uL = ~e--r(u) (u1=Y1ï- l1~;), 

7r2v'~ 

la nouvelle dérivée par rapport à ti (provenant simplement du 
terme â1; et de la forme 'î) vaut 

dz , dz ou d:- =- t1-a' 
C,i U; 

l'équation ( 6a) devient 

d2 L dL 
(9) a;iti-d d +2-a =o 

Ut Uj l; 
[ i donné; L( u;, t1) ]. 
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Vérifions-le par un calcul direct sur u L( u;, t;), 

L I . ) , f , . = - e-"\"' a un acteur constant pres. 

Calculons en dérivant successivement chaque ligne et en 
' appelant 'r;j 11; les mineurs ( les 'r;i sont les coefficients de la forme 'r ). 

Lap,mo ligne donne 

(j/i); 

Lai''m" ligne 
et U=i); 

soit en tout 

ou 

Il faut encore !;; ; or, considérant les x; comme indépendants de t;, 

~(x;)='r(u,), 

et 
(j-;é. i) 

et 
pour 

d'où 

ou 
(i donné). 

Comme 

ce que nous voulions démontrer. 
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.JusTIFICATION DES FORMULES. - C'est-à-dire du développement de 11 L 
en t;'(Jt(y) &et(x). 

Nous partons de 

que nous pouvons dériver sous le signe f, par rapport à h;, sous 
condition que la dérivée soit absolument et uniformément convergente 
dans un certain domaine des h;. 

Or, l'exposant de e, sous le signe f est---;(YJ;-tJ;)-rp(h;)+2h(YJ;, 
qu'il est facile de majorer pour YJ; assez grand et les h;, t;, assez petits, 
par exemple 

d'où 

soit 

_!___J 11 Le:P'ni-9,J,-hi! dyi majoré par Kf21 'tli I e-,( f) dyi. 
iJhi 

Une telle majoration vaudra pour une dérivation quelconque rr::,,,, 
i 

puis faisant h1 = ... = hr= o, 

qui vaut dans tous les cas où la forme -. est définie positive. 
Les fonctions propres de l'équation intégrale homogène de noyau 

i1L sont donc les ~n, Pour X; fixe, H K, continue et de carré sommable 
(eny;) égale son développement suivant le système des x_,i;(y;); et le 
coefficient de X.n/y;) est, d'après ce qui vient d'être vu, t;''!f n,(x;), 

Rappelons que 

à un coefficient près; et la formule de Mehler se prolonge dans tout le 
domaine des I t; 1 où 11 K admet un développement absolument conver-
gent, c'est-à-dire â~ > o. 

M. Wiener, pour une variable, n'emploie pas un tel argument et 
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étudie directement le développèment du noyau uL par une méthode 
plus longue et difficile à généraliser. 

Notons aussi que les théorèmes généraux de Hilbert ne s'appliquent 
pas à un noyau qui, comme uL, n'est pas de carré doublement som-
mable (par rapport aux x; et aux y;). 

MÉTHODE DE Mm• LEBEDEFF ET THÉORÈMES DE DÉVELOPPEMENT (lac. citée). -

Rappelons le principe de la méthode classique de Hilbert (7), Schmidt 
pour établir des théorèmes de développement d'une fonction suivant 
la suite orthogonale 41;. 

Les 4' sont solutions de l'équation du type de Sturm-Liouville 

(a) d [ du] dx p ( x) dx _ + [ q ( x) + À u l = o 

avec des conditions limites (pour x = o, x = l) homogènes, et pour 
les valeurs propres À= À;. Appelons J; u le premier membre de (a) 
pour À= o; si À= o n'est pas une valeur propre, la solution de 
(b) 

est 
(c) 

~(u)=cp(x) 

t 
u = 1 K(x, 0 cp(/;) di;, 

K(x, ç) est la fonction de Green, solution de J.;'K . o à la fois par rap-
port à x et ç, satisfaisant aux conditions limites imposées, mais dont la 

dérivée admet la discontinuité -p;/;J pour x=ç (i;K=o n'étant 
pas satisfaite en ce point). 

C'est la relation ( c ), jointe à ( b) qui sert de base aux théorèmes de 
développement, mais n'est applicable que si la fonction de Green 
existe. Si non, il faut trouver par une autre méthode le noyau K; c'est 
ce que fait W. Lebedeff appliquant la formule de Green 

1[ l P ( u) - u~' ( v )] = I (, !: - u :: ) dt+ uv dx 

( 7) COURANT und HILBERT, Methoden der Mathematischen Physik, Bd. 
§ 14. 
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à u et v telles que .t' ( u) = J:' ( r) = o, f: et .t'' étant les deux opérateurs 
adjoints 

a2 a ~=---àx2 dt et 
a2 a ~'=-+-• dx2 àt 

Les u sont des fonctions de x et t liées de près aux polynomes 
<l'Hermite et v, soumise à certaines conditions limites fournira le noyau 
cherché. Nous allons utiliser la même méthode, généralisée à n 
variables, et connaissant déjà le noyau, pour justifier une deuxième 
fois les propriétés de nos noyaux L( .-:vi, y 1, t; ), et obtenir de nouvelles 
formules. 

Introduisons des 't; pour homogénéiser l'expression de" et L : 
.lq, ' 11L= -,-. -e--rr-r,'/J,-1,;,), 

Tr' .l~ 
avec 

(-r forme réciproque de 0, 

11 L(u;, "i, t,.) satisfait aux équations, déduites de (g), 

( g') 
à 2 L àL 

<X.tj'i a-a - 2 -~- = o 
llt Uj Uq 

système d'équations adjoint à (g) (les "=i remplaçant les ti)• 
Appliquons la formule de Green, avec ces deux systèmes d'opé-

rateurs adjoints : 

à la fonction L(YJ~, 'i) d'une part, et à des fonctions/(YJ~, "i) satis-
faisant à (9) 

(g) 

pour f nous pouvons prendre les <' :Je11,(y;) exprimées en Y]; = 't;''Ji 

,;,Q~ y; (définies par YJ;=rx;iYJ, car (6a) devient (9) par un tel 
/j: ':'~~ngement de variables. 
\ • '.\ \~\;~9) est donc aussi satisfaite par 

. ,, 
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Nous intégrons dans le volume çà r + I dimensions limité par 

Il suffit d'intégrer par parli~s, par rapport à YJ; et 't; pour le premier 
terme du premier membre et YJ; et 't; pour le deuxième pour obtenir 

Jrf 'L I "/l d , d 1·1 àL d·r/, ••• d-fJ;. d. e, - ,J;; • Y/i -r1= rx.;i'l'i d'- d '. -r, 
,, . s Y/1 'f/, 

f.L iJ f d'f/', ••• d'f/;. ' f JI d ' • 
-- CX.tj'rj d' d '. Cl'l';- 2 , Y/j j 

• ., 'f/, 'f/1 s 

j doit être sommé de I à r, une intégrale surs n'est étendue qu'à deux 
faces opposées de s. Il reste finalement, si nous faisons tendre les YJ; 0 

vers l'infini, vu la forme de L : 

f JL d·fJ1=f JL dYJj qui vaut pour tout i, 
-ti='t'l 't'ï=-rr 

où,f 't 1 •• • <t,.Lfdyi est indépendant de 't. On peut prendre L égal 

à~ e-~1~,-~,-t,~,i. tout ceci vaut tant que 'test une forme définie> o. r l 

• 
Posons -r; = Àt;, À tendant vers I par valeurs supérieures. On a 

~(x) = (À2 - 1) rx.ijf;lja.,xi= (À2 - r) ,, 

-r'(u) • fi • À et 't( u) = À2 . 1 devient 10 mie quand 1, mais reste toujours 

définie> o. 
Ona 

Recherchons la limite de 

lorsque 1. 

Pour vérifier que c'est/( x;, t; î, ramenons 't1 à ses axes 
r 
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soit 

car 
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_,_,e--~?-~n· • 
. J+"' e LJ i.•-1 D(u;) du? 

hm ,. /D( ? ) V~-, =/(.r ;, t;), 
)-J,-1 -,;- u, A"-1 

, - :10 7r2 V _â~, 

1 dr' uJ= - -d à;; 
2 Uj 

, D(u") D(u;) enti·arne --'- = .:l~, --D ( u 1) • D(u?) 

et l'intégration se sépare en r intégrations par rapport à une variable; 
et la formule se réduit à 

lim (e-"'f(x + VÀ1 - I u) çlu = vn/(x). 
A-J>-1~ 

Faisant 'î; = I, nous démontrons ainsi à nouveau que les fJCn/ X;) 

sont fonctions propres pour la valeur propre À= 1It7', 
Nous voyons que les noyaux trouvés ici ne sont autres que l~s 

noyaux de la forme e-ly-.,·i•, singuliers, généralisés au cas de r 
variables. 

PROPRIÉTÉS DE DÉVELOPPEMENT. - Sur la base de relations généralisaiit 
( b) et ( c) au cas où la variable t intervient dans u, cp et J:, Mme Lebedeff 
obtient le théorème suivant : 

Toute fonction f ( x) continue ainsi que ses deux premières dériçées, sur 
- oo , + oo , telle que 

A/=/"(x) + (1 - x 2)/(x) 

soit, ainsi que son carré, sommable sur ( - oo, + oo) est déçeloppable 
en une série absolu.ment et uniformément conçergente sur (- oo, + oo) 
suiçant les r.j;,.(x) d'Hermite. 

Il est facile de passer de là à un théorème semblable, relatif à 
l'uniformité du développement, pour r variables. Nous le ferons pour 
r= 2. 

Supposant Ay/( x, y) sommable ainsi que son carré, /( x, y) est 
N 

approchable d'aussi prés que voulu par !i o:,,( x) r.J;,,(y), à E près, et 

uniformément par rapport à y dans ( - oo, + oo ). 

J+"' 
cr.,,(x) = _,, /(.r, y) 'fn(Y) dy 
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est dérivable sous le signe f si, par exemple,/ et ses dérivées des deux 

premiers ordres sont bornées et 

A o:n(x) = f [ a~J~_:; y) + (1 - x 2 )j(x, y)] YJn(Y) dy . . 

Si donc f Axf(x, y)dx et j[Axf(x, .Y)]~dx existent et tendent, 
pour y--+ oo, vers l'infini comme y", k étant fini, le théorème de déve-
loppement s'applique pour chaque an(x) 

( d) 

el Mn étant la borne supérieure de Y,n sur ( - oo, + oo ), 
N Pn N 

n==l 1 

quels que soien L x et y. 
Choisissant N assez grand, puis les P,, assez grands pour satisfaire 

à ( d), avec Yj arbitrairement petit,/( x, y) peut ainsi être développée 
en série uniformément convergente suivant les Y,m(x)y;,,(y); il en est 
donc de même quand on remplace les Y,m( x) y;,,(y) par les Y,~,n 
relatifs à la forme quadratique cp(x, y), pour les mêmes raisons que 
celles invoquées à propos de la plénitude du système des Y,n, (p. 89). 

D'une façon générale, il faut supposer que 

1·A,cJ(x1, ... 'Xr) dxi et f [ AxJ(x1, ... '.Xr)J2 dx; 

n'augmentent pas quand xi, ... , x;_i, x;+1, ... , x 2 tendent vers 
l'infini, plus vite qu'un polynome déterminé par rapport à ces 
variables. 

AUTRES MÉTHODES. - Loschmieder a utilisé, pour r = 2, l'expression 
intégrale des Hm,,, sous forme d'une intégrale double 

(- ir+n ¼<p(.,.-,y)JJ_+~ -~'1,(u,v)+z(.1eu+yv) 
Hmn=--c:=-C e - umvndudv. 

2nv .Il _., 
Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. ~, 1953. 
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Erdélyi procède directement, à partir des fonctions génératrices et 
à l'aide de formules donnant Lanbnz" en fonction de Lanz" et Lbnz" 
et obtient la formule 

avec 

\f'1 en \f'2 étant les formes réciproques de 

X~ 
<p' =---'-- + <p' 

1 '~ , 

de détèrminants A'1 et A~. 

Posons cp' = 2 cp, t; = ~; les H~.( x) sont alors les H~/ x) avec nos 
notations et il vient 

tandis que nous avons obtenu 

et 

'Par la transformation T et le changement de cp en \f, on en 
déduit t2L: 

1 ,, Â. e'PIYI 
l.tf•JC%,(y) aet(x) = .A.l.tf•~l("fl) ix,m = -r - e-T(r,-t,~,>, 

.A.rc2 
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donc 

't'étant réciproque de~= •H x;)- cp( t;x;). 
On vérifie bien que • 

t~ , . , t;: lit ii2 = âii~, • 

car, soit A l'opérateur 

AT=ç 

et t l'opérateur 
(r.p(x) = (x, Ax)) 
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alors t0 ... , t,., Â, Âi, Â2 , Â~ sont respectivement les déterminants des 
transformations linéaires : 

t, A, :+A :.-A 
t ' t ' A-1 - t At= A-1 ( A + 7) t ( - A + i) t, 

donc 

Vérifions aussi que 

--c(y1- l1çi) =: [411(ç + YJ)- 4'2(ç- "/J) - r.p(y)l, 
2 

le premier membre s'écrit 
avec 

le deuxième 

avec 
( A+ z)x' =Àx, ( A+ ny'=Ay; 

( - A + 7) x" = Ax, (-A+ 7)y''=Ay, 

soit 
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qui, compte tenu de 

y, A--- - Yl, ---( x' + x" )- ( x 1 + x") 
2 2 

et 

A------ --- ' x' + x" _ 1 ( te' - x") 
2 l 2 

A ---y --- -- ' ( Y 1 - y" ) _ 1 (f + Y 0 ) 

2 . t 2 

devient 

Il suffit finalement de vérifier que 

or c'est 

A-1 ( a! - x" 7i y'+ y") - t A ( a! - x": y'+ y") 

=----- ----y +----tA:r+---=y-tt. x'+x" (y'-y" ) x'+x" y 1-y' 
2 2 2 2 ._, 

La forme que nous utilisons a l'avantage de montrer que le noyau 
ne dépend en réalité que de r variables et non de 2 r. Par contre, il 
y· aura avantage à définir le domaine des l t; 1 où nos formules de 
développement sont valables comme celui où cp 2 est défini > o plutôt 
que celui où~ l'est; ces domaines sont identiques mais la forme ip 2 

est définie beaucoup plus simplement. 

CAs PARTICULIERS. - Faisons ti = l 2 = ... = lr= t, alors 
<j>(_Y)-<j>(.T) va 4t<j>(.T,_Y)-(1+l'lf<p(.r)+<p(1•)] 

11K=e 11L=-----,.e ~\t-t') =l:t~n'Xn,(Y)Y'n,(x). 

Il est symétrique, donc admet ~ussi bien les 'fn, que les X.n, comme 
fonctions propres. Ceci illustre les propositions classiques sur la 
décomposition des noyaux symétriques ( Cf. GouRSAT, t. III du Cours 
d' Analyse). 
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Pour obtenir la transformation de Fourier, prenons 

remplaçant 1; par x, on a donc 

Faisons t1 = ... = t,. = t, 

pour t= i c'est, formellement, la transformation de Fourier et 

I felx,y.,f,q:> (y) - X<ji (X) 'f'ni i - fli i , 

(21t)' 
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la justification donnée plus haut étant toujours valable, mais le déve-
loppement en série multiple absolument convergente ne vaut plus. 

Ajoutons enfin que dans le domaine des l t; [ où est une forme 
définie > o, vaut une relation d'itération 

il suffit de développer 11 L(yi, z;, -c;, t;) et d'intégrer terme à terme 
pour obtenir le deuxième membre. 

CHAPITRE II. 

LunTATION DU MODULE DES FONCTIONS D'HERMITE 

ET ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

Nous voulons tout d'abord généraliser les relations 

ou 
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" k e·'·' • 

à partir desquelles Iyengar obtient y;! ( x) < V n +- 1 valable pour tout 

net tout x. 
De ( 1 ), ( 4) et ( 5 ), nous tirons 

or 

d'où 

(1) 

car 

li ae = --, 
a 

(i donné), 

Les formules ( 1) sont liées aux formules de récurrence suivantes, 
connues 

( 1') { II,.,+1 - 2!;;H11.,+ 2nka;kHnk-1=o, 

~;kHn;+1 -2x;H,,,+ 2n;I-I 11 ,_1 =o. 

Cherchons des formules analogues à ( 1 ), mais portant sur les 
produits ae,,,c;;..,,,; de même que (4) et (5) du chapitre I, on a 

et les relation de récurrence 

{ 
G 11 ,+1 - 2.X;G,,,+ 2 nk~ikGnk-1- o, 

0:1kG,,k+1-21;;G,,,-t- 2n;G11,-1 -O, 

qu'on peut déduire directement de (2 ). 
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De ( 4 ), ( 5) et des analogues, on tire 

. c;J,à, Cà., 2 '; IJC,,.t'l n·= n· :,- /Jt:n.+ /J n·+l :,-- c,:,,,+1> C.., iô' i iUXt , , uXt O i 

donc 
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Nous devons nous servir du deuxième groupe d'équations ( 1) pour 
arriver à une relation de la forme 

d[ J=-T 

le crochet étant une combinaison à coefficients positifs de f~ .. 
Il est difficile a priori de savoir entre quelles équations procéder à 

l'élimination pour obtenir cette formule; pour n = 3, on peut trouver 
huit des équations ( 1 ), dont les premiers membres sont linéairement 
d ' d h • • a à d' ' epen ants par rapport aux mt mconnues en à'fl, a,• ou une 

relation entre les f 2 et leurs :~ qui en sommant par rapport à ç, YJ, ~, 
nous a conduit à la formule cherchée. 

Il nous faut tout d'abord démontrer : 

LEMME. - Toute forme quadratique à r variables cp(x) = r:t.;ix;xi 
défi me positire est décomposable sous la forme 

(3) 

d'une somme de deux formes > o, aux variables respectires xh+ 1 , 

x,. et ç 1, •.. , /;,. ; 

Il en résulte que 
<p1,2, ... ,1, est réciproque de 41((), ... , o; ~h+1, ... , çr), 
IJ,1,2, ... ,h estréciproquede <p(x1, ... ,xh:;o, ... ,o). 

... ' 
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Démonstration. - Soit dans l'espace euclydien à r dimensions, un 
système d'axes Ox,, tels que 

-2 
OM =qi(:i-1). 

Appelons P le plan Ox1, ... , Ox,,(x,,+ 1 = ... = Xr . o); Il le 
plan mené en O perpendiculairement à P (/; 1 =/; 2 = ... =/;,.=o). 

On a d'une façon unique 

---+ -~ 
0.M=Op+O@, 

-2 -2 -2 
OM =Op +O@, 

0 pet O GJ étant respectivement dans Pet Il. 
-2 

p a mêmes coordonnées 1; 1 , ••• , ç" que M, et Op est une forme 

TT 

/ eu 
' ' l..--- -

s ... _ ... _ 

X p 

z 
m M 
----'!..-----' 1 

'l' 1 '1 

" ._ --- " •J 
p 

Fig. r. 

/1 

positive des /; 1 , ••• , ç". Parallèlement à P, M se projette en m sur 
-2 

Ox1i+ 1 , ••• , x,. = 0 et en GJ sur II et OGJ ne dépend donc que de m 
OU X1i+1, ... , X,.. 

Cette propriété algébrique est ainsi démontrée géométriquement en 
supposant <p définie positive; elle vaut donc pour <p quelconque non 
dégénérée ( d= lcxul o ), et aussi pour la forme bilinéaire symétrique 
<p(x,,y,). On verra plus loin une dèmonstration par le calcul, montrant 
que la propriété s'étend à toute forme bilinéaire non dégénérée à 2 r 
variables. 

La f ormulr à démontrer s'écrit 

- 2 [fn2, dqi +; aJ;,_1 dqi1+ ••• + ;,,t,, ?i1J, ... ,iJI,-1, ... ,nz-1 dqi1J, ... ,1+ ••• 

+ "" ?J. • • 2• • dm- • ] . l1,.,.,l,.-1Jni1-1, ... )nlr--1-1 Tl.s,··•,lr--1. 

l1,.,. 1 l,--1 

=d[Jt+ !io1R,-1+ ••. + !i O;,j, .. ,t/I,-1, ... ,nz-1+, .• +!:::.J,;,-:1, ... ,11,-1]· 

1 i,j, ... ,/ 
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Une fois écrite, il est relativement facile de la démontrer. 
'34, ... , 1k = ô désignant le déterminant formé des lignes et colonnes it, 

i2 , ••• , i~, et A:; les mineurs algébriques de o, les ~t sont les coefficients 
de ~, ..... , ,/1;1,, ••• , ç1J, t et "t' appartenant au groupe g = ( 1, ... , h) de 
nombres, g' étant le groupe complémentaire g' = ( h + 1, ... , r). 

Ona 
A"' 

dr.p11,, .. ,1h= dr.p - dth, .. ,,ih = 2Xj d'E,i - 2-/f (1, d~1, d'après (3 ). 

Posons / 2 = X, 
- 2 0;1, ... ,11,Xn,,-i; ... ,n.,,-i dr.pi,, .. ,,ih vaut d'après (1), 

0 dXn,8'-1 + 0 a!i Xn,g-l,n;-1 d(;- ai, At [ à~; Xn,8'-1,n;-1 + à~; X,,;8'-1 _l dE,1,, 

ni - 1 doit être remplacé par n; - 2 quand i El~. 

l====lt====~J 

!<==!1=zl~==1f 

Fig. 2. 

Le premier terme est celui qu'il faut trouver au deuxième membre, 

il en reste trois,· le troisième vaut - A:· aà X,,. -1dç1 , le deuxième 
t X· ,g t 

se réduit quand i E ig à - o àa Xn. -1 11 ._ 2 et se détruit avec la partie Xt il! , t 

correspondante du 2° terme; il reste 

avec i E (;; 

le troisième terme, pris pour g1. = 1, 2, ... , h, j, avec les mineurs A' 
dans Ô' = ô1, .... , 1h, 1,J' vaut 

- A;1, a_..È_ Xn. -1 ,,. -1 d~1,, 
t Xt.._ ig , '/ 

a · a 
son terme en -a a pour coefficient de - -a Xn, -l n·,-ldçi. 

Xtj Xtj t3 ' 'J t 

Journ. de Math,, tome XXXII. - Fasc. 2, 1953. 15 
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A;;i mineur de a:( dans 81, et développé suivant la lignej, il vaut 

( car 'les a 1 coefficients de qi son(symétriques, et les A sont pris dans 
un déterminant diagonal), les signes étant rapportés au seul déter-
minant o. . . = o'. • 

l1, , • ,, lh, lj 

Ceci vaut pour j 'F t, mais t peut égaler j dans les termes en A', ce 
qui donne 

(ieg'), 

finalement tous les termes se détruisent. 
Cependant pour h = n, il n'y a plus de termes au premier membre 

pour détruire les termes pour h = n - 1, mais ces derniers donnent 
alors, les A' étant les mineurs Â ~:; de Â, 

comme coefficient de 

c'est bien le terme âdXn,-i, ... , n,.- 1 • 

GÉNÉRALISATION nu LEMME PRÉCÉDENT. - q, ( x, y)= <X;jXiYj est une forme 
bilinéaire à déterminant Â des IXij, 'F o, 

avec 

ou 

la forme réciproque est 

lj;(çi, ru)= <p(x;, y;)= ~ijÇjY/i• 

Comme plus haut, g représente le groupe des entiers de I à h, 
g' de h+1 à r. 

Démontrons que 
( 3') 

~( çg, Y)g) a pour coefficients les ~ii [ i, je (g)] qm forment un ô 
mineur de Â \ on fait ç;,= YJ;, = o [ i' e (g')] l· 
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La forme réciproque rpg a pour coefficients les ôi,i mineurs algé-
briques normés de 8. 

Corrélativement q, ( Xg = y g = o, Xg•, y g') a une forme réciproque 
h, dont les coefficients sont les mineurs algébriques normés, soient 

• g'/', du déterminant E des 1:t.;,,p, pour i'j' e (g') (mineur de il) (l'accent 
sur E indique que ce mineur est pris avec son signe). 

Alors 

fl'e(g')j; 

,. 
[ le (g)]. 

h+1 

En portant dans ( 3') et identifiant en X,YJz, ( après échange de i, i' 
et l, l' dans le deuxième terme) 

(4) [i,je(g); l',j'e(g')J. 

• Remarquons que ô;i ~li, où le (g) est nul, sauf pour l = i, valant 
alors 1. 

Mais dans il, les ô;i sont des mineurs à h - 1, lignes et colonnes; 
et leur signe par rapport à il est le même que par rapport à ô (parce 
que les lignes et colonnes de ô sont les h premières; ceci simplifie 
seulement un peu la discussion des signes); un tel mineur, non normé, 
pris dans le déterminant des mineurs non normés de Â, c'est-à-dire 
des ~;iÂ vaut 

d'après les théorèmes généraux sur les déterminants, 1E étant le mineur 
complémentaire, arithmétique, formé dans à, donc avec les lignes 
(g + i) et les colonnes (g' + j). _ 

e J-
8, d'après la règle précédente, vaut li, donc ou= f et (4) devient _ 

(4') 

Ajoutons à ( 4') les équations auxquelles elles se réduisent si le (g) 
{e~1j=o (l~i), {e~ 1i=e 

comme remarqué plm; haut sur les ôiJ. 
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Multipliant par rx1,k et sornmanl ces équations de 1 à r pour l' ( ou l), 
on a le système équivalent 

f ê + e/,,j'atpC1.11k == aik e 

êt•,j'Œ.ij'IJ./tlé= :X.;k'E 

[ke(g)l, 
[k' E(g')]; 

le deuxième groupe se vérifie immédiatement et le premier presque 
aussitôt. 

Développons ;e, deux fois, suivant la ligne i, puis la colonne k, on 
obtient 

le signe - dû à ce que le rang dej' doit être pris dans ;e, et non dans 
E, le premier possédant la colonne k toujours placée avant la colonne i'. 

C. Q. F. D. 

Fig. :,. 

MAJORATION DES Je~.(x;). - A l'aide de la formule précédente, 
commençons par la limitation des/~/ o) = êfe~.( o ). On a 

:!, 'I 

Développons e-a,jh,hj en !, ( rxi;hik;) 2 (- 1 )' • 

.:' ! 
2 

Le terme homogène de degré 2 v, nous donne 

!, 1 I ( l· h21;+~1ij • , 
- 1--1 a..! 2 !Xtj) •J 1 ; au signe pres. 
t1. l;j . " 

Avec 
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les si sont quelconques à condition que n;- s; soit> o pair, ce qm 
s'écrit 

puisque 

IJ.1· ou encore, posant "'(;j= . 1 . ' , 
V ct.,1/J.ii 

(~~)1 ·/'.J r I ( llt S1) , /J.;7 l;j , (; l: l;j) ! ; 

la dernière fraction est de beaucoup majorée par 
V V 

( I + l: i "(tj 1);; - (j2 • 

!:'.. ! !:'.. ! 
2 2 

On peut aussi majorer la première fraction : 
1:s; est pair, les s; impairs vont donc par couples, les n; correspon-

dants étant eux-mêmes impairs. On voit alors qu'on peut toujours 
~, 

majorer par ( ) • '· , par exemple, si n, 
ll1 + !_ ! ( ll2 _ :) ! .. , 
2 2 \ 2 2 . 

impairs; soit, en élevant au carré, avec M = max j lY..;i J, 

A ll; ! 2 ( ) L. ( M (j )V 

2v-[ lj2 aen, 0 _ -l J' llt. ! 
2 • 

ou 9 l llt ! (MO' )V 

:Je;;,(o)L.j\ l~rJ --;-

_..! ! s1gmfiant, s1 n; est 1mpa1r, -·--! - 1-- ! [ n J 2 • • • • • n1 - 1 n + 1 

2 2 2 

Si v est impair X~.( o) = o. Soit B,,, celte borne. 

LIMITATION DE [ J'C;.( 0) + l:ô; .1e~,-1 ( 0) + ... ] qui est 

Sin;= 2p, 

et n 2 sont 
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mais si n; = 2 p + 1, 

B11,-1 _ 2 2p ! p ! (p + 1) ! _ 1 ( . I ) 
Bn, -Ma-[p!]2 (2p+1)! -Ma- 1+2p+1. 

Nous multiplierons donc B11 , par 
n; = 2 p; + 1, soit B;,,. 

Le crochet est majoré par 

fl( 1+ 1 ) pour tous les 2p;+ I 

[ Nous avons majoré 8;,, ... ,;,,par (hM 1 / = (JhM)',]-
Limitant chacun de ces deux crochets par ( 1 + ~2)2 = KA, on a 

pour tous n; et tous x;. 

On peut en déduire une limitation asymptotique analogue à celle 
indiquée pour r= 1 au début de ce chapitre, car la formule de Stirling 
donne 

n1 ! 2 11• 
---r'-1 ' 

[~rJ vfvni 
soit la borne K' (lVIo-)'' 

vn1 n2 • •, nr 

et il est certain que la série I.t;"Je,,,(,y)Je,,,(x) est absolument conver-

gente à l'intérieur du cercle [ ti [ ,,C:::::: ~a-· 

COMPLÈTE INTÉGRABILITÉ DU SYSTÈME AUQUEL SATISFAIT Hn,(xi)• - C'est 

(1.6). 
Posons 
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( 6) devient alors 

(6') (i donné). 

II5 

S. /, • avF F d 'fi • 
1 nous posons ,,. = -) , . , est e 1-me ( X.' i 

à un polynome rn,,_ 1 près 

( avm ) • f . , ' 
rJx;i, = o et satis ait a· 

a2 F aF 
-da· +2x1-d. +2F=o, 

Xi C,i X1 
car 

,,p a·, d'' 
X; rJx('i = dx('i xi- n; à.z-('i' 

/ I I 

système qui ne dépend plus des n;, et qui définit à partir de toutes ses 

solutions, des fonctions telles que e'P !:,'.'.i qui égalent Hn, pour F =e-'f'. 
l 

C'est(?)dont nous allons montrer qu'il est complètement intégrable; 

soit z la fonction inconnue; les équations (?) donnent /;~ en fonction 
1 

d a: ( ".....,L. ') 
eS dxiaXj l r--.J • 

Par dérivation de l'équation ( i) par rapport à j, et de (.i) par 
rappQrt à i. On déduira 

en fonction de 

et ainsi de suite jusqu'aux dérivées de 

désignons par 
ar-2 .z 

r-·---
•1 - Ô,Tk ... 

on a, de (7), 
1 

(7') 
( 7") 

(k i, k ~j) 

ar1 
S;j=-Ô 

Xj 
(su= T), 

et 

/31iXi+2x1T+2r1 =o, 
/3;jSkj+ 2X;rk+ 21";k= 0 

(k i), 

d' ' l' • 1 or; f • d T 1 X f • ou on tire es dx· en onct10n e r;, rij, et es j en onct10n 
I 

der;, T. 
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On peut alors, avec les inconnues 
az arz 

U1=z, U2=-a l .... , U2r=T=a a) 
· X1 X1,,. Xr 

en nombre 2r ècrire 2r équations aux différentielles totales ne faisant 
intervenir que ces inconnues 

du2=f;[u1, ... , u ,. 1,._1)] da:1, 
r+1+-2-

... ' 
dT=X1dX;. 

Les 2r - I premières équations sont, de par leur nature complè-
tement intégrables (la différentielle d'une dérivée d'ordre h, fait 
intervenir les dérivées d'ordre h + 1, inconnues, et il n'y a pas de 
condition de compatibilité à exprimer), mais pour la dernière, on a 

d'ou 

ax1 axk On doit avoir identiquement en x;, r;, rit,, -= -, après· avoir 
aa:k axi 

tiré les tlii de ( 7''), soit 

d'ou 

et 

soit 

Or, sommant toutes les équations ( 'J'') multipliées par ail ( z k ), 

et il vient 

ocu ~ij = Otj - CXk/ ~kj, 

i,t,.k 
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donc ( échanger let k, ril = ru) 
I l '7 

Des systèmes du type (?) (plus généraux) ont, supposés complè-
tement intégrables, été étudiés par Lauricella ( 8) qui montre que 
leur solution générale dépend de 2" constantes arbitraires. Les 
résultats sont rapportés dans l'Ouvrage cité de MM. Appell 
et Kampé de Fériet qui les utilisent pour r= 2. Nous pourrons 
regarder d'un peu plus près la nature de ces 2" solutions linéairement 
indépendantes. 

(?) s'écrit 
a (aF ) ax; dç; + 2XjF = o, 

dF 
soit f;= a;.+ 2X;F, .,, 

Ji ne dépend pas de la variable x;. 
. . a2F a2F . 

En ecrivant dç;d'E,i = d'E,id'E,;, on obtient 

àf; dF _ ùfi dF 
àçj - 2x; a~i - dé,; - 2Xj à~;' 

où 

ne dépendent ni de x;, ni de xh donc 

à • df; ) 
dx; ( à'E,; + 2x;fi = o, 

et ainsi de suite. 
Posons 

alors 

ce f ne contenant aucune des variables d'indices i1, ••• , z,.+1 . 

( 8) LAURICELLA, R. C. M. P., t. VII, 1893, P· 122-129. 

Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 2, 1953. 
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A partir de là, il esL facile de former des solutions linéairement 
indépendantes. 

Pour une combinaison donnée i1 , ••• , i,., nous choisissons 
«I>,,, ... , ;1,= e'P; on fera le premier pas de l'intégration en écrivant 

Les différentes fonctions intervenant comme constantes d'intégration 
seront déterminées par les conditions ci-dessus. 

h variant de o à r, et en prenant toutes les combinaisons des indices, 
on obtient 1 + r+ r(r - 1 ) + ... = 2,. solutions, linéairement indé-

2 

pendantes. Pour «I> = 1, on obtient F = e-'P qui engendrera par 
dérivation les polynomes <l'Hermite et vu la forme des solutions pour 
«I>, autres que 1, il n'y a pas d'autres solutions polynomales au 
système ( 7 ). 

CHAPITRE Ill. 

LES RELATIONS D'INCERTITUDE DE HEISENBERG. 

CoMPLÉMENTS suR LES Je,/ x; ). - Des définitions résulte que toute 
expression P(x;)~11 .(x;) est de carré sommable sur (- oo, + oo ), en 
particulier x;'•~ 11.(x;), P(x;) étant un polynome. On obtient les 
relations d'orthogonalité entre ces fonctions et les xr·x.11 .( x;) par la 
même méthode que pour p;= q;= o. 

I a'f œ Posant x;= z;+ h;+ 2 dk;, on a en euet 

On peut donc calculer 

et le résultat se développe en série absolument convergente en h;, k;. 
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On identifie alors ce développement et celui obtenu en intégrant 

terme à terme 

C'est la méthode utilisée par Hermite, et que rapportent MM. Appell 
et Kampé de Fériet (loc. cit.), pour démontrer l'orthogonalité des· 
suites 4111 , et x11,, mais sans justifier l'intégration terme à terme, ce 
qu'il nous reste à faire. 

Posons 

yf = Sn+ Pn, 

( c'est-à-dire m1 , ••• , m,. variant de I à n ). 
Le développement de 1;' est majoré par celui, {! obtenu en 

remplaçant dans e-'l'l",l+2 'P(",,·"•1 les coefficients de l'exposant par leurs 

valeurs absolues. f e-r ?n est arbitrairement petit, car If e-i Pn l 
1 1,.,,1:2:X 

majoré parf e-,. i 9 l'est pour X assez grand (- 'f + r:t.iJh;xi étant 
lxl?.X 2 

L.-f, k=4, par exemple, si X est assez grand), et 11J e-f Pnl 
' 1x1:::;x 

l'est aussi pour n assez grand, comme on le vérifie avec la série 

majorante, en majorant de la façon classique~ u~. ~p. 
n.+1 

De même f e-'Pp~ est arbitrairement petit pour n assez grand, 

donc ( 0) f e-'P(p! + 2p,.s,.) l'est aussi (e-isn est borné par le 

maximum de e-i,'1'P, quel que soit n). 
On a donc bien 

(9) Nous montrons, pour simplifier, que l'intégration terme à terme 
de e-'?[yf(h1) ]2 est licite, mais le même argument vaut pou/e-'?yf(h,)y~(k,). 
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et le même raisonnement, donc le même processus d'identification, 
vaut aussi si l'on intègre xf•e-:P1; 1; (p; o ). 

Les relations de récurrence (Il. 11) nous permettraient aussi 
d'obtenir, de proche en proche, les valeurs des différentes expressions 

Soitr=1, 
hn -h2+ïh.t· 
7 Hî(x)== e ==e-h"J,+~h'x' 
n. 

H désignant le polynome relatif à cp = x 2 , on a 

mais si l'on norme e-:PH~• et non e-?H11 Gn, on obtiendra le coefficient 
a~ avec 

au lieu de a!= 2"n! J21tcr. 
Soit 

d'autre part 
shk (.r-h-k)' 

e-9 yh '{k = e' cr• e -~ 

donc 

car 
+oc zll 1 ze- 2"ii''dz=o, 

_., 
, , 1+~ xrp7,(x) rp~+t (x) d _. 1- r 

anan+i '( )' X-y27r0'-1- 2-, 
_ 00 n. n + I . n. (J n 

f X rp7.-1 rp7, dx = (J yn, f xrpprpqdx=o si I P - q 1 :;z r. 
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Ces résultats vont nous servir pour évaluer la dispersion d'une 
variable q, sa loi de probabilité étant une fonction Hq) de carré du 
module sommable sur ( - oo, + oo ). 

CALCUL DE llq. - q est une variable d'espace, rapportée à sa valeur 

moyenne, c'est-à-dire que f ql41l 2 dq=o. Soit llq=cr l'écart moyen, 

c'est-à-dire cr2 = f q2141l 2 dq = llq41JJ 2 , par définition, 11/11 désignant la 
norme de la fonction fou la racine carrée de l'intégrale de//*= 1/1 2 • 

La fonction d'onde 41, la plus simple, telle que q o, q2 = cr2 

:rr1 

(xdésigne f xl41l 2 dq, moyenne de x) est e-,a•-). = ip~(x) et il est tout 
(21rcr)' 

naturel de calculer ('âq)2 en développant 41 suivant les !fin• 
Soit 

41 appartenant à L2 et normé. 
Supposons q41 e L2 • Les coefficients de son développement suivant 

les ~i sont (! 0) 

puisque ( comme vu ci-dessus) 

q (fn= o-(vn !.pn-1 + V n + I rpn), 

donc 
'I ,1,112 2,..,,./- ,;-·- 12 11q't' =o-..::;.. ynan-1+vn+1an+1 

( 1°) (/, g) désigne le scalaire f j* gdq. 
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vs(s+1)= 1 ·12 .,.;_. n I an , 

et q(f appartient bien à L2 ; cette seule hypothèse suffit pour que la 
formule de développement soit valable. 

PASSAGE A tlp. - Un calcul analogue quoique de justification 
i:noins facile pourrait être fait pour l'opérateur adjoint à la variable 
conjuguée p. 

11 .1., -Il à(ji 11 , P't'lr- àq , 

mais il est beaucoup plus simple d'utiliser la relation, classique en 
Mécanique ondulatoire, entre les lois de • probabilité de deux 
variables conjuguées, 

+7) 27ti 

'f (p) =, /1__ f_ e --,;-P<J 41 ( q) dq. 
vh -~ 

C'est à peu près la transformation de Fourier, que l'on peut 
appliquer ( dans 1' espace: de Hilbert) à toute fonction de carré 
sommable. Elle transforme 9?n(x) en i"epn(x), pour cr= 1. 

Comme ep·~( x) = 'f'n (;~a), à un coefficient près, on en déduit 

et 

J ( h):if P"'f(p) 'f*(p) =- 4na2 t2 (ji'(t) (ji'*(t) dt, 

On passe de 'f à 'f' en multipliant par V~ et rx,, par i11 , 

Il ~p W= 16::0'2 [ I + 2 ±ni <7.n j2 - 2 ± V n(n - 1) Ola,.a~_ 2], 
0 2 
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formule valable dans les mêmes conditions que la précédente ( conver-
gence de in I a,, !2 ). • 

De 

et 
fi2 1 Œn+1 v-1 ,, IIP'fll2= -6 2 2 nlan-1? 1- -.- 1+- ' I Tr cr a,,_1 n 

0 

on déduit que l'existence simultanée des moments d'ordre 2 pour p 

et q entraîne la convergence de Ln!o:nl 2 (car sinon I + Œn+1 ' /1 +!. an-, V· n 

et 1 - a"+'• / 1 + _r_ tendraient simultanément vers zéro, ce qui est 
Œn-1 V fl 

impossible)· 
Mais Li q peut exister (c'est-à-dire q•} E L 2) sans que Lip existe; 

il suffit de prendre 

mais alors l:n I Œn 12 = oo 

( et réciproquement Lip peut exister et non Liq ). 
D'où, puisque JI Liq [! 2 = cr2, 

soit 
( Ji )2( À )2- h2 fi2 I~., 1 1~ p J.J,,q - -6 ., + -4 " n Œn r n- n-

1 

sous l'hypothèse que ces deux moments d'ordre 2 existent; p est aussi 
rapporté à sa valeur moyenne. Le produit des écarts est minimum 
pour la loi de Gauss, comme nous le savons bien, et pour une autre 
loi, augmente d'autant plus que l'on cc s'écarte>> plus de cette loi. 

Les mêmes formules valent pour r variables d'espace, relativement 
à deux variables conjuguées de cet espace, il suffit si 
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de remplacer j CCn j2 par 1 cc111 , •.. , 11 , !2 , soit 
j,I= i 

• ' ft2 fi2 V ' '1 1 D.p; 1- j Âq; 1-= - 6 , + -4 ., .-n; 1 0!:11,, ... ,n,I 
I 7r- 7r-

la sommation étant étendue à tous les indices. 
On a rapporté 41 aux 

Supposons que nous rappariions t à des qi" de base cr quelconque 

par rapport à ilq et soit!). q = k. On a alors 
(l 

ou 

Si k 1 le premier terme au deuxième membre est diminué, mais 
les termes_ suivants ne peuvent Jamais être nuls. Prenons, par 
exemple, le cas où t = tp;, 

}i2 
(Âp)2= -6 ., -· (2p + 1), 

1 n-a· 

ou h ( 1) Âpi1q= - p+- • 
2 7r 2 

Ce résultat s'applique au p'èm• état stationnaire de l'oscillateur 
harmonique linéaire, et précise dans ce cas l'équivalence présumée 
par Heisenberg comme valable dans tous les cas pour le p 1èm• niveau 
stationnaire : 

h 11pliq ~ p -• 
2'IT 
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Relations d'incertitude exprimées par les quadriques de dispersion. 

Rappelons l'origine mathématique· de ces relations. Soient A et B 
deux opérateurs hermitiens [ c'est-à-dire ( qi, A tp) = ( A qi, 'P) ]. A qi = /, 
Bqi = g. (/, g) et (g, /) sont deux nombres complexes conjugués. 

L'inégalité de Schwartz s'écrit 

1 (j, g) [2 = [U, g): (g. /) r + [U· g): (g. /)rL il/112 Il gJl2, 

ou comme(/, g)=(qi, ABqi)= AB, c'est-à-dire moyenne de AB 
(pour la fonction d'onde \f) 

(àA)2(àB)2:::,,. [AB: HA r + [AB: BA r, 
pourA=q, B=p, 

AB-BA h d'où 

QUADRIQUES DE DISPERSION. - Celle relative aux coordonnées d'espace, 
qi, a pour équation /(ui) = , , 

Nous appellerons G(x;) = 1 celle relative aux coordonnées p; (à un 
coefficient près), soit 

Ces quadriques sont évidemment du type> o, c'est-à-dire ellipsoïde, 
Dans un changement linéaire de coordonnées, les ui et x; doivent 

être considérées comme coordonnées de variances contraires : u,. 
covariantes et xi contrevariantes, c'est-à-dire subissant la même 

h2 lla41 ll2 h 2 transformation que les q1, alors G(xi) 16 11:2 représente dz 411:2 , l'axe 
des z ayant pour vecteur unitaire le vecteur de composantes contre-

Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 2, 1953. I? 



126 A. TORTRAT 

variantes X; et/(u;) représente Il (oM. 0-Q)t 11 2 , OQ ayant lès Ui pour 
composantes covariantes. Si l'on fait u1 = xi la quantité/( u;) G( u1) 

n'a de signification physique que relativement à des changements 
unitaires de coordonnées, les axes q; étant supposés primitivement 
orthogonaux. De toutes façons, on a ( cette hypothèse pouvant 
toujours être faite) 

j( u;) G( u;):::::,,. (l:u1) 2 

qm exprime que la relation 11p âq~ {~ vaut pour toute variable 
d'espace et sa conjuguée; l'égalité n'aura lieu identiquement que si la 
loi pour q est toujours celle de Gauss, soit 

Pour obtenir une forme plus précise et s'exprimant" géométri-
quement au moyen des quadriques de dispersion, il faut donc 
introduire la forme F( x 1 ), réciproque de/( u; ). 

CAS DE LA LOI DE GAUSS : 

â déterminant de cp. 

- I -{q,(q;) 4'0- -e , 
ao 

l' 

2_(27!}2• 
ao- v:iï 

Si/ est la forme réciproque de cp, la quadrique de dispersion de 41 0 

est /( u;) = 1. Le plus simple est, pour le voir, de ramener cp à des 
axes qui lui soient conjugués, soit 

,, - qi 

f(u;q;) 2 l410 i
2 d-r=f(u;q;)2e \.dq; _l:u;2, car {f;.dq1=dq;. 

( 2 7!'f 

Comme u1 et q; sont de variances contraires, Lu/ = forme réci-
proque de Lq;2, /( u 1) est celle de rp(q;). 

De même, 
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et les x; et q; ayant même variance, 

G(x;) = cp(xi). 

Donc pour la loi de Gauss, 

G(ui) - F(u;) = o, 

t Lq~ 
remarquons que si 41 fi (.fi.a,)" e - •IIi, 

127 . 

qui ne se réduit au premier terme que si tous les cr; sont égaux entre 
eux. 

Dans le cas général, il est naturel de poser, supposant/( u;) connue, 
donc F(x1), 

,. 
" (21r)2 

ao= vX 

avec les notations habituelles/;;= r.t. 1jqh F(q;) = /( /;;), posant 

Soient trois termes; le premier est 

le troisième 

les termes rectangles s'annulent car, par exemple : 
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or de 

on tire 

Il reste 

le deuxième terme ne s'annulant identiquement que pour X= const., 
ou loi de Gauss. • 

Ainsi la quadrique de dispersion relatù>e aux 2 _aa, soit G (X;) • 1, 
q1 

est entièrement intérieure à la quadrique polaire réciproque de 
.f(u;) = 1, quadrique de dispersion relative aux q;. Ces deux 
quadriques ne se confondent que pour une loi de Gauss ( c'est-à-dire 

h h . . Yi en e~'P), elles peuvent se toue er en 1, 2, ... , pomts s1 YJo ne 
dépend effectivement que de r - 1, ... , r _: h combinaisons 
linéaires des q;. 


