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JOURNAL

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Bilan dynamique d’un écoulement rotationnel

(suite)

Paxr JvEAN—JACQUES MOREAU.

CHAPITRE II.

PROPRIETES GENERALES DE LA STRUCTURE TOURBILLONNAIRE.
STRUCTURE_S SINGULIERES.

7. LA soMME TOURBILLONNAIRE. — a. Etant donné, comme au para- -
graphe précédent, un milieu continu & champ de vitesses différen-

tiable, nous considérons le vecteur tourbillon
> 1z >
w=-VAu

T2

Pour une portion D du milieu, I'intégrale

> >
1{—_—ﬁ¢df
| o

peut étre appelée somme tourbillonnaire de D. La transformation
d’Ostrogradsky donne, si S est la surface entiére,

> T >

(1) ' . K=- 2 A\ uds.
: 2 brEan
RN N
/ s v AN
Nous en concluons d’abord{‘@' fuliitgde K lorsque u est nul sur 3
&)




2 JEAN-JACQUES MOREAU.
ou, dans le cas d un milieu s’étendant a l’mﬁm, s1 r’[ u[ s’annule uni-

formément avec ~. En outre on écrit

ipi= (o F) 00 = (5 08 )ovi— (3 4 2 F)OW
(3 A% 0N 4 a(50)0N,

ce qui, pour toute surface fermée X, nous laisse
, (RS > >\ = >
ﬂ o N\ ude= zﬁ(a.w) OM do.
wv v

= 9 E . kg » . . ~p . . .
K est donc nul st o. w est nul sur la frontiére du domaine (a Jortiort s
> . . . ’ .
w est nul). Nous disons en pareil cas que D constitue un royau tour-
billonnaire ou qu’il présente une structure tourbillonnaire fermée. Cette

o . kolind . , . . .
conditiona.w =o est vérifiée en particulier pour toute portion de

surface sur laquelle u est identiquement nul.
Dans I’ hypothese d’un domaine D s’étendant en outre & l’mﬁm, la

condition usuelle pour que l'intégrale K converge est que l'on a1t une
condition de Holder :

e B » .

r“[wl::; (g>0),

~ ou B est une fonction bornée a I'infini. Pour abréger, nous dirons en
pareil cas que le premier membre s’annule réguliérement a Uinfini.

En prenant pour surface X une sphere de rayon mdeﬁmment

croissant, on conclut encore alanullité de K

b. Ces remarques faites, prenons pour D- une portion de milieu
conservant son individualité matérielle, de sorte que S est une surface
matérielle, et dérivons par rapport au temps la relation (1):

dK ﬂ /\—cl—|— ﬂ[(V/\a /\u:l/\u(ia‘
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, en admettant I'existence de V'accélération

‘ >
:> __ du
[ = a’
c’est-a-dire celle des derlvees partlelles 5 . On ‘a d’ailleurs

JLEAz) Nl nude
ﬂ —e/\azu it—(uu V/\a}du'
s
ﬁ[%/\ au)u (V/\ZZ)Z
s

1
* * 2
ﬂ 2
S
Donc

Lo
: _ dk 1T > > >
(2) ﬁ—;ﬁ“AYda+ﬁ<“®

c. Indiquons une conséquence dynamique de ce résultat, pour le
cas d’un fluide parfait satisfaisant aux conditions de Helmholtz, Nous
voulons dire par la que les forces extérieures dérivent d’un potentiel
‘et que, d’autre part, les circonstances de I’évolution sont telles qu’il -
existe, dans toute 1’étendue du fluide, une relation entre la pression et
la densité. On sait alors former une fonction P telle que

8+

> >
v =VP;

> > > >
ﬂaAydaxﬁaAVPdazo.
s s *

D’autre part, la seconde intégrale de I’équation (2) se transforme en

_ donc

. ’ . . P . e
intégrale de volume. Si l'on invoque les dérivées partielles de w,
il sufﬁt d’écrire :

ﬂ(Z.Z)Zw:ﬁ(‘%.Z)Z&:ﬁ(‘v‘.Z)de,
§ » ot n ¥



4 JEAN-JACQUES MOREAU.

> > : : . .
puisque V.w est nul. Mais ce résultat est encore valable, méme si
° *

: > > .
I'existence de V.w n’est pas assurée, en vertu des considérations du

paragraphe 4 a, car pour toute surface fermée

. > > 1 > > >
o. wdo= aAV.gdo=o.
S 2 )y *

| On a dés lors

ﬁ pd’:ﬁ V(» ud"
,dt p b

quel que soit D, ce qui entraine, d’aprés le paragraphe A c, Vexistence
de la dérivée

_‘ d /1> 1.3*,’* >
3) - m<-0)>_§(v.0))g.

Par passage aux composantes on obtient les équations de Helmholtz
que nous établissons ainsi sous des hypothéses notablement plus
larges que dans I'exposition classique. Les considérations cinéma-
tiques, du paragraphe 8 b donnent 4 ce résultat une forme particulie-
rement frappante; (3) équivaut en effet & -

A(D(E Z):O.
4 .

+ .
Le vecteur é w attaché a un élément matériel est lvé au fluide (*).

(*) On trouve déja dans : VEssior, Sur les transformations infinitésimales
et lu cinématique des milieux continus (Bull. Sc. math.,t. 35, 1911, p. 233)
I’énoncé suivant : Le vecteur obtenu en divisant par la densité le vecteur tour-
billon se comporte pendant le mouvement comme un élément linéaire du
Sluide. Voir également.: KeLvin, On vortex motion (Mathematzcal andphyszcal A
‘papers, vol. k). - :

Il est plus imagé d’ailleurs de considérer une portion infinitésimale de fluide :
la masse dm etant invariante, on voit que la somme tourbillonnaire élémentaire

([K = dr = f; 0 dm est liée au fluide.
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Clest dire qu’on peut trouver dans le fluide une suite M(A) d’élé-
ments matériel tels que :
1
e dA
Dés lors, si I'on a fait choix, au sein du fluide d’un réseau de coor-
données matérielles a, b, ¢ (usuellement : les coordonnées des positions

qu’occupaient les divers éléments & tel instant origine ¢,), on aura

= > —> >
dM . oM da oM db 21\_/[ dc
DD T DT a

c’est-a-dire”

1> M oM oM
TP T T
ol Po, o, 7, sont des constanles vis-a-vis de ¢ Par passage aux
composantes on reconnait les équations de Cauchy.

Signalons ici que cette loi d’évolution du champ vectoriel tour-
billon peut, dans le cas d’un fluide parfait incompressible, étre mise
en relation avec le principe de moindre contrainte de Gauss. Consi-
dérons une portion de milieu matériel incompressible 4 champ de

. > . ’ . . e, . .
vitesse u différentiable, limitée par une surface matérielle S. Soit

' . . *
défini dans D un champ vectoriel ¢ tel que

(4) div —;: 0
et
> >
(5) o =0 (fonction donnée sur S).

De telles conditions ne sauraient demeurer satisfaites au cours du

>
temps si le champ ¢ est simplement transporté sans altération par le
N :

o e e , v, , dy - .
milieu, c’est-a-dire si la dérivée séquente d—: est nulle. Un ajustement

est a chaque instant nécessaire; nous dirons que la répartition vecto-
Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 1, 1953. 2
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rielle ¢ est transportée en motndre contrainte par le milieu si I'intégrale

o\
=] (%)«
L\ de

présente, a chaque instant, le minimum compatible avecles conditions -

>
(4) et (5). Or on peul montrer qu’alors le champ rot¢ est lié au
mzlzeu Le cas de l’hydrodynamlque rentre dans ce cadre, en prenant

pour o le champ de vitesse u 2 lui-méme : A est & ce moment (au facteur

o prés) 'énergie d’accélération d’ Appell minima d’aprés le principe
de Gauss.

d. Revenons la cinématique pure. Si 'on admet Pexistence du

rotationnel de y 7 1a relation (2) nous donne
I Ar+(F0)a]a,
b

d’ou, comme tout a I’beure,

d |—>;_1*>‘>, g 7T\”
a(50)= 5V nT+ 3 (30)
ou
: > -
(6) @5&) :EBV/\T.

On met immédiatement en évidence a partir de la un résultat
classique de Kelvin (*) :

Pour que les lignes tourbullons consewent dans le temps leur individua-
lité materzelle, il faut et suﬂit que ® soit partout colinéaire au rota-

tionnel de *(

h : > . A ) . . , . e
En effet, la direction de » doit alors étre une direction matérielle

(*) Cf. ArpErL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 111, 3¢ édition, p. 599.
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o s 1 x4 e . k> .
invariante, c’est-a-dire qu’il doit exister un scalaire £ tel que o ¥ soit

‘1ié au milieu :

cD(£Z>:1/( 13—;—/:09(53):0.
P de p P

I1 faut ét suffit pour cela que

£_cZ/\(Ti(lZ):-o ou Z/\ (%/\?):o
P g i ) *

8. INTERPRETATION TOURBILLONNAIRE DES SURFACES DE GLISSEMENT. —
a. Supposons maintenant qu’il y ait dans le milieu une surface de glis-
sement ; nous entendons par la une surface séparant deux portions E’
et E” du milieu qui glissent 'une sur P'autre en conservant dans le
temps leur individualité matérielle. En général cette surface X se
meut dans l'espace. A chaque instant elle est le siége d’une disconti-
" nuité pour le champ des vitesses, mais on montre que cette discon-
tinuité est purement tangentielle (*), c’est-a-dire que

> >\ >
u—u") . a=o.

Les discontinuftés de vitesses rencontrées en hydrodynamique
sont toujours de cette sorte. '

7

(') En effet, les frontiéres des portions E’ et E” sont deux surfaces matérielles
3 et X" qui glissent I'une sur I'autre. Faisons choix dans 2’ d’un réseau de coor-"
données matérielles ) et u, de sorte que, & chaque instant, la surface X admet -

V‘r q q )
la représentation paramétrique ’ ’
>
> > >  9F
M:F(X,[J-, t), u — m“

Les différents éléments de X”, se déplacant dans 2/, ont des coordonnées 3, [J-
fonctions de ¢ .

> >
"Z,, dh n oF dp.  JF
Et‘ b

op dt T Ot

i
SN

d'out

A > JdF JF
" [ - ‘)
w=U oA d‘u’

|Y

vecteur qui est bien tangent & X,
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Il est classique d’assimiler une telle surface & une répartition tour-
billonnaire, chaque élément do de la surface devant étre considéré
comme équivalent & une cellule tourbillonnaire spatiale

> 1> (> >
wdt~-a A\ —u")do
2 .

—1} N
(oc représente le vecteur unité normal a do, orienté de la région P" vers
la région P’> On peut dire qu’il s’agit d’une couche tourbillonnaire, de
densité superficielle

p=lap(w—i).

Du point de vue strictement descriptif, cette équivalence apparait
intuitive si I'on envisage 'élément do comme limite d’une couche

d’ epalsseur mﬁmment petite, dans laquelle u varierait linéairement.
De facon plus précise, 1’assimilation est légitime pour toute trans-
formatlon intégrale de la forme

> > > >
W(zA.w—t—A /\V.u)d’::‘:ﬂA.a/\ w«ds,
* s

et/ |y

> ) R
ol A représente un champ vecloriel quelconque, & dérivées partielles
continues. En supposant en effet, pour fixer les idées, que la surface X

partage le domaine D en deux portions D’ et D" (soit X, la cloison

commune) et la surface frontiére S en deux portions S’ et S”, il suffit

~d’écrire

._>
+K z) A tda—f{‘Aa/\uda,

*

NN
Ao

- > >
K +AA )LIT:I/A da'—l—ﬂ .a/\u”da

/S
/A

et d’ajouter, pour obtenir

> > > > > > > > > >
M(zX.w+A/\V.u)dr+ﬂ A.a/\(u’—-u”)a’cr: Ao A\ uds.
o D * . En . . 3

lw

On peut de méme étendre la transformation stokienne

> >
ﬁ(zq;:—}—cp% /\'Z).Z’da:f(pu.dM\
s * ¢ -
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(9 champ scalaire a4 dérivées partielles continues), au cas ou la
cloison S est coupée, selon une courbe I', par la surface de disconti-
nuité X. On doit poser que chaque élément ds de I' apporte a I'inté-
grale double la contribution d’un élément superficiel dégénéré

> > i/ 2N >
.o do~ = u,’—u”).dM.
2

En dautres termes, le flux de la couche tourbillonnaire X a travers
un élément de surface do ne dépend que de 'élément de courbe ds selon
lequel X. coupe do et s’exprime par

—;(Z’—Z”).dM:;.

+ ' - .
(_n vecteur unité normal & I’élément linéaire ds, tangent & la couche X,

dans le sens pris pour sens positif de f]ux). Cela est bien conforme au
principe d’assimilation. -

En résumé, on peul dire que I’assimilation de la discontinuité a une
couche tourbillonnaire est 1égitime dans les considérations intégrales
ot la structure cinématique intervient linéairement. Ces considérations
se prétent d’ailleurs a4 un symbolisme uniforme, suggéré par la notion
d’intégrale de Stieltjes, qui englobe lés répartitions tourbillonnaires
spatiales et superficielles (*). A toute portion infinitésimale d’espace,

. ’ Y . - . .
on associera I’élément vectoriel dK, somme tourbillonnaire propre ou
assimilée, et 4 toute portion infinitésimale de surface, 1’élément
scalaire d®, flux de tourbillon propre ou assimilé. Et il vient en toute

généralité
\ > > > > > T > >
ﬂzl\.rﬂ(-}-ﬁ!&/\v.ud’r:\jf A.a A wds,
) » * s

P> > > > >
/fchdtb—i—ﬁ oVAuoddo=| ou.dM.
] s ” >

C

Il importe toutefois.de noter que les relations intégrales ainsi
. \ N R . . ,
obtenues ne peuvent étre utilisées qu’a titre instantané. On ne pourra

1) Kt aussi les répartitions curvilignes, comme nous l'indiquons au para-
p ) ) q p
graphe' 12 d.
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pas, comme dans le paragraphe précédent, leur faire subir de dériva-
tion séquente, parce qu'un domaine d’intégration ainsi traversé par une
surface de glissement se trouve scindé lorsque le milieu évolue

(cf. § 21 a).

b. Passons maintenant 4 un autre type de transformations inté-
‘grales, non linéaires par rapport a la structure cinématique, et
- vis-4-vis ‘desquelles pourtant I'assimilation tourbillonnaire de la

discontinuité reste légitime. :

L’intégrale, étendue & la surface fermée S,

[lzws—(ad)i)]a
N : ’ .

se transforme en une intégrale étendue au domaine intérieur D,
portant sur la quantité ‘

e () = (e i) F— ()= (29) 3

ﬂ'[%ufz—(ua ]da—ﬁ‘ zu/\w—f)u)df,
s .

> >
0 désignant la dilatation V. .

Cette relation a d’allleurs une poriée torsorielle, c’est-a- dlre qu’ona
pour les moments

_ ‘{zuzaﬁﬁ_‘(?%>owu+om[_uv_m)z];df
. | .

*

Supposons alors le domaine D partagé par une surface de glisse-
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ment X; en écrivant séparément la relation pour les deux parties et
en ajoutant, on obtient

>
,‘[[‘[lu‘za—<z.z Z]da’
L 2 )
> > >
= (2u/\m-——(iu)dr
D .

> > >\ >
+ W au’za-— u.oju —

5 '

[ SR

Or, eu égard a la condition

~ on écrit 'élément différentiel de la derniéré intégrale
() G i) o [ ) 5] o)
(e i) LR A Gom i) e

> > > S >
(u’+ u”) A pdo=2u" A dK,

en introduisant la vitesse médiane

+* 1 /(> >
u:; w4+ u").

On devra considérer cette valeur Z* comme définissant la vitesse dans
la surface X elle-méme, conception qui va s’imposer dans la suite avec
une force particuliére. La relation des moments s’étend de laméme
fagon. ‘

Signalons encore que les relations intégrales en question, quadra-
tiques par rapport 4 la structure cinématique, engendrent des relations

. —> .
polaires. En prenant en effet pour u une expression de la forme

> >
7\u1+‘l.L_;l2,

> > Cy - .
ou u, et u, sont deux champs vectoriels, A et i deux parameétres,
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on obtient, par 'identiﬁcation des termes rectangles en X, p,
> >\ > > =\ >
ﬂ\: uy. (u,.a)zt.z—<u-, )uinc'

> > >
— [2[(1/\&)9+2!{»/\mi—olu?—()q[h:l(lf
b :

et résultat analogue pour les moments. Nous verrons, au para-

graphe 11 a, cette relation polaire jouer un réle assez semblable a
celui des relations de réciprocité dens les théories harmoniques.

c. Abordons maintenant, de ce méme point de vue de I’assimilation
tourbillonnaire, la dynamigue d’une surface de gllssement dans un
ﬂuza’e parfait helmholtzien (*).

Celte hypothése implique I’existence d’une relation entre p et p, et
par suite, une expression de la fonction P(p) valable de part et d’autre
de X. La pression p doit rester continue & la traverséede X, donc aussi
la fonclion P. Il en résulte que la composante tangentielle de VP doit

étre la méme de part et d’autre, d’ot finalement
> > > :
a /\ (,],I___ YII) — 0.

Tel est nolre argument dynamique.

Outre les couches frontiéres ¥’ et X" nous imaginons. une couche
médiane X*, qui glisse également sur elles et caractérisée par la

vitesse () : ‘
> > >
u (u’—l— u").

I
2

(1).C. R. Acad. Sc., 1. 228, 1949, p. 1523.
(2) La possibilité ¢cinématique d’une telle couche se montre immédiatement en
reprenant les notations de la page 22, note (1). En effet, le systéme d’equatlons ,

différentielles
d\ 1 ’ dp.

ﬁ—;U()\aP" t)s dr "V(} P‘:”

définit bien le mouvement d’une couche matérielle glissant sur X'. Or la vitesse
d’un élément de cette couche est

>
dM dF 0F dF
U +3V ot o=

> >
T =3%a (-

[
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- -Nous considérons alors un élément tourbillonnaire superficiel .

> > NN
K:}J.da':ga A (u’—— u”) do

dontnous allons étudier I’évolution, en supposant 1’élément de surface
ds entrainé dans le mouvement de la couche médiane. Cela, en vue d’une
analogie avec les équations de Helmholtz, lesquelles définissent I’évo-
lution d’une cellule tourbillonnaire

. N
~wdm=wdr,

N
-

lorsque 1’élément de volume d= est entrainé dans le mouvement du
fluide. - '
En posant, pour abréger,

war=5 L(u—l)=}
nous écrivons (*)
| fg—Kj = g AS4a A Z_g,
E_(5 0000
O B R 2 ()
| R ()
[ Ge—t) ¥ [Cori) ¥ ]

._} ,
(1) L'équation (1) invoque des dérivées partielles de u* par rapport aux trois

. . >
coordonpées; la suite des calculs montre ce que nous entendons par la : ' pos-
séde des dérivées partielles continues dans E’, définies jusque sur la surface 2,

) . ’ . * - v . -
de méme que les dérivées partielles de «” sont définies dans E” et jusque sur 2.

. . » . >’ .
‘Ce sont alors les demi-sommes qui constituent les dérivées partielles de «*. Mais
Journ, de Math., tome XXXII. — Fasc. 1, 1953. 3
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et, par conséquent,

D’ailleurs , .
(5 G n )] 05 (25) (o AF) = (2 9) 2 (2.3)5

puisque

et-que

> > > > > > >
V/\u’-i-;V/\u”::co’—-i—w”:zm*
* *

*&Y

>
VA

l\)l"'

> . ‘ .
w” étant ce qu’on peut appeler le zourbillon de-la couche médiane. Et
I'on écrit alors

(c.a)d=(a0)sar=(a0)an (FAT) ar=Ss A K.
car ’
| (a.o)a=or
représente la compbsante normale de w*. Donc, en définitive,

K (FR)raii 0K

. A . . > .
il importe de noter que, méme en I'absence de cet artifice, et bien que «* ne soit
. défini que dans X, on peut donner un sens a 'expression

(VAG) pwr=—(a AV) A ude,

> > o
parce que Popérateur « A V est, comme nous l'avons fait remarquer au
chapitre I, purement superficiel.
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ou, en introduisant une dérivée cinématique relativement & la couche
médiane, ’

’ >

AK =20 A K.

Amsz, lorsque w = 0, soit usuellement lou'que o est tangentiel ou nul

de part et d'autre de Z le vecteur élémentaire K est lié a la couche
médiane.

Alors, mais dans ee cas seulement, ou Z,z est nul (), apparait une
analogie profonde entre la dynamique de la discontinuité et la théorie
classique des structures tourbillonnaires helmholtziennes de I’espace.

On remarque d’abord que les lignes tourbillon de X, c’est-a-dire les

lignes intégrales du champ p. (ou lignes orthogonales au vecteur de

discontinuité E), peuvent étre corisidérées comme matériellement lices d la
couche médz'ane, puisque, en chaque élément de cette couche, la direc-

tion de p. est aussi celle d’un vecteur K lié ¢ a Ia couche.
~ La portion de couche médiane comprise entre deux de ces lignes
constitue une bande tourbillon, dont les propriétés s’assimilent 4 celles
des tubes tourbillons de la théorie classique : le flux de la bande a
travers une surface de section s’exprime, selon le principe du para-
graphe 8 a, par une intégrale curviligne etendue a la courbe de
seclion AB,

®= Z.st:—:—;f (w—ur).an

AB

AB

et cette valeur reste constante dans le temps lorsque I'arc AB est entrainé
dans le mouvement de la couche mfdzane. Il sufﬁt pour le voir de
constater I'invariance de

;(;_;”);dﬁ:’i v

>
A p.dM,

>
4

() Condition qui peut s mterpréter en disant que w*.dM est dans 3 une diffé-
- rentielle exacte.
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ot dM est un vecteur lié 4 la couche. Or, si l’on introduit un element :
~ de surface dc avoisinant M, le scalaire
(GAp.dM) do=a.K A aM

représente, d’aprés ce qui précéde, l’aire d’un parallélogramme
construit sur deux vecteurs liés, et évolue donc selon la méme loi
de dilatation que 1'élément de surface do lui-méme, d’ot l'invariance
annonceée. ' '

Il est & noter que le flux @ de la bande n’est indépendant du choix
de la section que si

(7 7). T
o —o')a=o,

c’est-a-dire, d’aprés ’hypothése antérieure; si

~> + >, >
—=w'.e=o.

- Dans ce cas (*), on voit que le vecteur de discontinuité

> >
20 —u' — u’”

‘est tel que

(w—2").aM
soit dans X la différentielle exacte d’une fonction ¢, que nous appelle-
rons le potentiel de discontinuité. 1l résulte alors de ce qui précéde que
le potentiel de discontinuité est défini dans la conche médiane d’une
maniére indépendante du temps.

9. ‘Cas pmmessionseL. — a@. Les considérations des paragraphes
préeédents se transposent avec quelques modifications pour le cas
d’un milieu évoluant dans le plan. La mgmﬁcatlon usuelle de ce
concept est de décrire un mouvement tridimensionnel dans lequel le
champ des vilesses, partout perpendiculaire & ’axe des z, est indé-

(%) Cela revient a dlre qu’il n'y a pas de fuites tourbzllonnazres entre X et
I'espace ambiant,
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pendant de la coordonnée z. Le vecteur tourbillon est alors partout
" colinéaire au vecteur unitaire de cet axe :
' ’ > >
w=1{z,
de sorte que la structure tourbillonnaire est décrite par la-donnée du
champ scalaire { dans le plan.

On note d’abord une différence essentielle avec le cas de l’espace
I'intégrale de {, pour un noyau tourblllonnalre 1solé du plan, n’est
pas nécessairement nulle.

Soit D une aire du plan, limitée par une courbe fermée C, qu'on

. , . ) > . ey ' N .
oriente consécutivement au sens de z, de maniére & permettre I’appli-
cation du théoréme de Stokes :

., t > > >
K=/ tde=— || zAV.udec
/D 2 D L%
1 > >
:—%u.dM.
2Je

Dérivons en supposant} que 'aire D conserve son individualité. maté-

rielle : :
: > =
95"] dM + ‘55(u u ) (V.dM);
la seconde intégrale est nulle, puisqu’elle s’écrit

1 <) > ->
795 wV.dM.
v ‘

b. On en tire une premiére conclusion : si le milieu est Aelm-
holtzien, non pas forcément dans toute 'aire D, mais seulement au

>
voisinage de la frontiére C, y se trouve étre tout le long de C le gra-
dient d’une fonction uniforme, d’ou
dK/ ‘_ o
dr T
1" Lo
EERON

La somime tourblllonnau‘e du mlheu intérieur reste constant R
=38

H

\ ‘,‘_ ‘. a'
RS
(1) Ce qui revient évidemment au théoréne d'invariance de la 01rcula %&
Lagrange-Kelvin. e
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le fluide helmholizien apparait ainsi comme non conducteur du tour-
" billon .
Du point de vue local on rejoint ce résultat classique : si le fluide

est helmholtzien au voisinage d’un élément, la dérivée séquente % % y

est nulle. A I'élément considéré s ‘attache une,_valeur de * constante
dans le temps. ?

. Considérons maintenant un milieu quelconque emplissant tout
le plan, dans lequel les contraintes intérieures sont décrites par une
pression hydrostatique p, superposée & un tenseur d’efforts Ty. On

pose
I
ox Ik

= (‘91'.

Bornons-nous, pour simplifier, au cas d’un milieu incompressible ;
parmi les forces qui sont appliquées dans la masse, on separe celles
qui dérivent d’une fonctlon de forces U, des autres, soit ch pour

un élément de surface (et~ pour une tranche d’épaisseur unité).
L’¢quation de la dynamique s’écrit alors.

> > B ;
py=V(U—p)+F+o.
D’ou - -
: AR x E A W
(1) . | == zoSg(F-}-go‘).dM. _

Sir*{ s’annule reguherement & I'infini, l'intégrale K’ converge sur
le plan entier. Et si 'on suppose Pannulation uniforme de rF et ro, il

reste (')
dK’ -

dt T

(1) De facon plus précise, on supposera que les majorations impliquées par
les annulations en question sont uniformes non seulement vis-a-vis de r, mais
aussi vis-a-vis-de £. A cette condition, en étendant K’ a un cercle de rayon r, on

pourra montrer
. dK' d
lim —=— lim K'.
- ® dt dt r>w
La démonstration est d’ailleurs facilitée par une transformatlon du type de

celles du paragraphe 18 4, ramenant 4 un domaine fixe.
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La somme tourbillonnaire du milieu reste alors constante. En parlicu-
lier elle est nulle si le milieu est part1 du repos.

d. Les considérations du paragraphe 8 se transposent également
sans difficulté dans le cas bidimensionnel. Une ligne de glissement
peut étre assimilée & une répartition tourbillonnaire, chaque élé-

ment dM de la ligne élant équivalent a une cellule tourbillonnaire
superficielle

e

AK' = (Z'—Z").a'M.

L
2
Pour l'exactitude des signes on pourra dlstmguer le coté intérieur et
le coté extérieur de I'élément vectoriel d\/I selon la méme régle que

pour le théoréme de Stokes (le co1é intérieur est indiqué par l'orien-

tation du vecteur z/\d\l> : les régions discriminées correspondent
respeclivement & l'intérieur et & l'extérieur d’une courbe fermée

- e . Y s . ., . A .
‘dont dM serait un élément dirigé selon le sens tmgonomelrlque

u dott alors étre la vitesse du coté extérieur de dM u” la vitesse du coté
intérieur. ~ :

‘Comme dans le cas de Pespace, cette interprétation tourbillonnaire
sauvegarde la validité des relations intégrales linéaires par rapport

>
au. Il en va de méme pour les relations quadratiques

9§T u. dM u———d1 ] ﬂ[zCZ—B;/\ Z:Ido,

Sﬁom udM)u—_dM ijM 2§u-—6~/\u:‘dc,

a condition de prendre comme vitesse dans la couche de glissement
la vitesse médiane

> 1({ 7> >
1L*:—2-(u’+u").

C’est, la encore, la notion de couche médiane qui permet d’adapter
au cas d'une ligne de glissement la propriété de conservation du
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tourbillon dans un fluide helmholtzien : étant donnée une ligne de
glissement dans un tel fluide, la quanlité scalaire

sdK' = (' — u).dM

. M . ’ ’ 7. . + Id x
est invariante dans le temps si I’élément vectoriel dM est lié a la
couche médiane. 1l en résulte nolamment que le potentiel de disconti-
nuzte est mvanant par rapport a la couche médiane.

10. Muiev nNov mrLMroLtzieN. — a. Envisageons d’abord le cas
bidimensionnel. Nous venons de voir au paragraphe 94 que la
'somme tourbillonnaire K’ d’un ilot non helmholizien se conserve.
On peut donc dire que les actions extérieures sans potentiel et les
tensions non normales, qui se manifestent dans un milieu non helm-
holizien, ne créent ni ne détruisent de quantité tourbillonnaire, mais en
produisent seulement le déplacement. ,

Précisons celte notion dans le cas d’un fluide visqueux incompres-
sible, régi par les équations de Navier

> > > >
: Y =V(U—p)+F+plu. |
La relation (1) du paragraphe 9 ¢ engendre alors ’l’équalian locale

C [J' z
= ?,’—i— /\V F

(en postulant P'existence des derlvees 1nvoquees) Dans des régions

ot F est nul on retrouve, comme il est bien connu, une loi de diffusion
identique a celle de la chaleur, le réle de coefficient de conductibilité
étant lenu par la viscosité cinématique

. - ’ - .' » ’ - ., +
Nous posons ainsi qu’un élément de courbe matérielle ds (soit « un

vecteur unité normal) est traversé par un flux de quantlte tourbil-

lonnalre, a raison d’un débit

> >
df:—v%ds:—va.vgds.
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Les quantités tourbillonnaires tendent donc, au sein du fluide, 4 se
déplacer dans le sens de décroissance de .

La. presence de forces extérieures ne dérivant pas d'un potentiel
contrarie cette evoluuon on a celte fois

df:(z/\F——vVE).st,

ce qui superpose a la tendance précédente celle d'un déplacement des
tourbillons dans la direction perpendiculaire a la force (*).

Les forces sans potentiel ont une aclion motrice sur la structure
tourbillonnaire, au sein du fluide : elles engendrent en que]que sorte
une polarisation tourbillonnaire. Cest une idée qui sera prec1see au
chapitre II.

b. Soit alors un fluide visqueux bidimensionnel illimité, initia-
lement au repos. Les forces extérieures qui viennent le mettre en
mouvement (*) produisent un déplacement tourbillonnaire, une pola-
risation, qui se traduit par 'apparition de régions ou { est positif
compensant des régions ou { est négatif. Ce déséquilibre se diffuse
alors au sein du fluide, tout comme un déséquilibre thermique. Le
fluide est en mouvement, mais se confond asymptotiquement &
I'infin1 avec un milieu au repos. On congoit donc que l'allure a
'infini de ce phénoméne de diffusion soit la méme que pour un milieu
entiérement au repos, ce qui conduit & une structure asymptotique

de la forme .

. _r > >\ T

= L (1) = (o)
dA

Une étude rigoureuse de cette question délicate sortirait de notre
programme. Retenons seulement que dans un fluide visqueuxillimité,
tiré du repos par des actions localisées & distance finie, {, a tout

(*) On se rappellera cependant, pour éviter toute illusion a ce sujet, que le
champ des « forces ne dérivant pas d’un potentiel » n’est défini qu’a un gradient
pres.

(2) Des solides immergés peuvent étre considérés comme des portions ou la
conductibilité v est infinie, ce qui conserve qualitivement nos conclusions.

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 1, 1953. 4
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instant, s’annule & l'infini comme une fonction exponentielle de .

Il en résulte, en partlcuher que (s ‘annule & Pinfini quel que soit
I’exposant positif m.

~ c¢. Ces idées se retrouvent dans le cas tridimensionnel. Pour un
fluide visqueux, régi par les équations de Navier, on obuent Iéqua-
tion locale () -
> ’% | St ‘>
CPe=vAw+ —VAF,
2p
. N ) % 1 ] . . . . -
formellement analogue, lorsque F est nul, a I'équation de diffusion
de la chaleur, mais d'une exploitation moins aisée, parce que la

3

quantité ® sujette & la diffusion est ici vectorielle et que sa dérivée
relativement au temps est prise par un opérateur lié au fluide.
Il semble toutefois que I’on puisse en tirer des conclusions analogues
aux précédentes en se référant & une configuration initiale du fluide.
La diffusion est alors définie par une équation de la forme

d .
TG:"" VL((‘O)) A

ou L est un opérateur différentiel du second ordre (dépendant du
temps), de type elliptique, qui, a l'infini, se redu1t asymptoti-
quement au laplacien. : ;
Plutét que d’envisager la diffusion d’une quantilé vectorielle ainsi
associée & chaque point du fluide, il parait plus fructueux d’imaginer
la structure tourbillonnaire décomposée en filets infinitésimaux, qui se
déplacent au sein du fluide en conservant leur intensité. On constate
alors une diffusion, traduite localement dans. chaque section droite
par une loi analogue a la loi bldlmensmnnelle Il ¢’ y superpose une

tendance motrice dans la direction du vecteur ® /\F La polar zsaizon ‘
qui en résulte sera étudiée dans les chabltres Il et IV.

(1) Cf. Sur la notion de systéme de référence fluide (Congreés national de
I’Aviation francaise de 1945, rapport n° 368). :
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14. StTRUCTURES ASYMPTOTIQUES. — a. Nous nous bornons encore au

cas d'un milieu incompressible, dont le chamyp de vitesses u est pourvu -

de dérivées partielles conlinues par rapport aux variables d’espace.

. . . . - - +
Soit un tel milieu emplissant tout 'espace ; supposons que u s’annule
P P 5 supp q

uniformément a l'infini.
Appliquons la relation polaire du paragraphe 86 en accouplant le
~ champ ,vectoriel.Z(M) avec le champ newtonien
> 1 ——>
V(M):FPM ({=PM)."

On remarque

<y
4'

1

0,

YC\J,
ll :

A
A

Sy vy
N 4

>
2m.

gW

|

0, uw

L

On prend comme domaine d’intégration le domaine compris entre
une sphére £ de cenire P, de rayon e qui tendra vers zéro, et une
sphére concentrique X' dont le rayon R tendra vers Vinfini. Il vient

alors _
_ﬁz‘.'}/\;:dr—— [(Z?)Z—(u a)v—(w )u]da
(X240 R
- Orsur Y .
v:R;a,

de sorte que la contribution de X’ se réduit a

I '>'
'—'Fz vudcr,

qui tend vers zéro lorsque R augmente indéfiniment, d’aprés I'’hypo-
thése d’annulation uniforme de u. D’autre part, sur X,

> >

P —=—— =a

¢~

et la contribution de X se réduit a

I }
= wds
et Jle -

-

qui tend vers 4 nZ(P).
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- >

En supposant alors ’annulation réguliére de rw a Dinfini, pour

assurer la convergence de l'intégrale lriple sur l'espace entier, on
obtient a la limite

“(P) _—ﬂ o(M) A\ MP .

On reconnait la formule dite de Biot et Savart, que nous établis-
sons ainsi d’'une maniére plus directe et plus générale que dans
I'exposition classique (*). En vertu des considérations du para-
graphe 8 a elle est compatible avee U'interprétation tourbillonnaire des
surfaces de discontinuité.

h ) - : ’ b + 1
b.- Supposons maintenant en outre ’annulation réguliére de r*w &
lmﬁm. Nous allons en conclure, ce qui servira au chapitre III, que -

7 est borné & Pinfini.
P étant supposé a la distance trés grande r du point de référence O,

appelons A l'intérieur de la sphére de centre P et de rayon g

La formule de Biot et Savart donne

“(P )———ﬂpm/\MPdr“—*— ﬂA—FmAMPdTM -

Lorsque M est dans A, on a ev1démment
OM > r ’
2
donc d’aprés I’hypothése, il existe un nombre B (tendant d’ailleurs
vers zéro avec i) tel que
r

oo |< 2.

>
(1) Si inversement on part d’'un champ w, continu, donné a priori, le
> . . I, . T aa .
champ u défini par I'intégrale de Biot et Savart peut n’étre pas dérivable. (Pour
v

’ . . rot . . > . A , e
établir P'existence des dérivées on supposera que ® est lui-méme dérivable ou,
plus généralement, qu'il vérifie en chaque point une condition de Holder). Mais

-
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Alors : ' '

I I} —
<—ﬁ —:'SG)AMP
_ﬂl Ilzdrﬁ
dTM . B

<27r r“ﬂ 7 o Ee

] e
<517t;ﬂ| Idrm, .sou -721_—?;
en'posant . | | | ‘ .
Q:ﬁIZIdr,
E .

intégrale qui converge d’aprés ’hypothése.
On obtient donc effectivement -

d‘l'm

> >
ﬁm/\MPdrm

D’autre part

.
HﬁAlﬂw/\MPdrM

Szo

N

. . . . . é—
c¢. En vue de préciser davantage la structure & l'infini de u, suppo-

. > ' .y <. .
_ sons maintenant que r* w s’annule réguliérement & l'infini, c’est-a-dire

. . ’ .. - - N X
qu'il existe un nombre positif € tel que r*+ wl posséde une borne A.
P étant encore a la distance trés grande r de lorigine O, nous

. 1..° 2 . y
introduisons une sphére A, de centre P, de rayon S et.une sphére A’
: . . r. , . , . . i
de centre O, derayon p < = & préciser ultérieurement. Soient respec-
2

) > > > o )
tivement u’, 1", u" les contributions des domaines A, E—A — A’ et A
dans l'intégrale de Biot et Savart.

R S . > \
sous la seule hypothése de continuité de ; on montre facilement que « posséde

- . ’ X +
du moins un rotationnel au sens large égal & 2.
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Nous avons comme tout & I’ heure

: |<—ﬁlw| drn

1 28+e d"L’M

. 28
< ___2 po ——-—rs_’_s A [ 9 soit ~32A ——rk+6

En outre

l“”|<—'ﬁ iwlédfnl<§%%ﬂz“A'lzldﬁnl,'
ﬂ _A’l ol dr@ < ﬂ 1_A,—OML5*£ o

- soit - ‘ - - L

h A “hmprdp lmA )
s PTE T 34 P‘*'

Done )

8A 1

C - u - .
< 3 + & r!P'Z-FE

Il reste a préciser le comportement a l’mﬁm du terme u”’ A cet

effet nous passons en notation tensorielle. Soient «; les coordonnées
de M, y; les coordonnées de P ; posons :

I
— Yi= 3%, ¢ = i‘ Siy

1
u;’,'z_. Emin — 0 Wn-dTy.
o JlJ

La formule de Taylor donne

d’ou

o:(M, P) =¢;(0, P)+x, 9 (O P)—l— S%

wkd d (M’ P)7 .

M’ est un point du segment OM (dependant d’allleurs de l’mdlce 7).
En remarquant que :
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on obtient : .
d(f'i I ; 3 .
. a—;—'l:ﬁail——‘ﬁZizl, ) . |
0%y, 15 3 o ' . ,
m - —l—,I-ZiZI'Zk— Zg(ail S+ 8}‘51‘!" 615]).
S ozr
Nous posons

d(«'l

o
0 (M, P)=0u(0, P) + 2,32 (0, P) =— Sy 50— L)

. Alors
Pp— 0?— .Z'Addd (1\/1' P)

Pour ce qui nous occupe, M et, par suite, M’, sont a l’mteneur de la
sphére A’; P est a 'extérieur : - '

OM—p,  OM=p;
r-—péPM’ér‘—}-‘p.

. Del'expression de dd Pk conclut donc que
. ' Zj

[3_:* M
o (r—p)
Prenons
. 1 -
p.—:r‘z_L (k> o).

Lorsque r cron; mdéﬁmment, il devient prépondérant dans les
termes 7 p et r— o, dé sorte que

> '> B R
V——V —_m B(borne). .

On chomra k de maniére que la quantlte u” de tout & ’heure tende

 elle aussi vers zéro plus vite que

1 ' soit 1 v
501 .
. :;+(%—2k)a—keﬂ7
r 2

on prendra donc

é — 2k>o0, c'est-a-dire k< i
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Il ressort de toutes nos évalualions que
. > -
aPy= - [ A ey + —- (B borné, & positif ).
u( )_ﬁﬂ,v Ao ‘c’M-}—-’m orné, A positif ).
D’autre part, I'intégrale
. 1 -
;7;' A 4 /\ W atTy

étendue & l'espace entier, converge et ’on voit sans peine que le reste

> >
‘ﬂ[ v A\ @ dry
E—A

>
B

est lul aussi de la forme
r3+h

D»onc en définitive
> p ‘ 1 > ‘*d E
u( )———2—%ﬂqv /\w ™ —+ r——3+.A.

d. Il nous faut maintenant expliciter cette'quantité

> I %k >
w(Py= = [l (M, PY A w(M) di,
E}

. . » . . i > N . .
qui est présumée fournir la pariie principale de © a I'infini :

o __ I S 1s 3 7
um-;rsmin ; _— F,}’i—*" Z; 'r—3 ; — ;3 YiYi ft)n ™
1 I 1 143
= gt Ve fff o dow 4+ — winl 73 St w2 21) I #ien dry.
D’aprés ce qu’on a vu au paragraphe 7 q,

ﬂwn dry = o.

Le champ est donc déterminé pér le tenseur

Tjn:ﬂxjwn dry.
E
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Mais ce tenseur est antisymétrigue (*), de sorte que (§ 2¢)
oy I
Tjp= gek/'nI/;y
L. >
en désignant par I le vecteur moment

> P> >
I:ﬁom A @ dey.
. ATE .

(De la nullité de la somme tourbillonnaire il résulte évidemment que

x . ) . .
ce vecteur [ est indépendant du choix de I'origine O.)

Par conséquent

mif ¥ 5j 3 oA, '
47&6/;](;5{“ ;5}:)9)11- '

1 /2 3 3 1 /3 . 1 ;
= ﬁ (ﬁlm— ;g)’i‘yil-m*‘ }T,,J’m)’ih) = -I— (Tﬁ"nz)’i[i— - Im)’

soil vectoriellement

3 (=
ﬁnrs( P.

=Y

)‘—> S

e P I
u = —'m.

- Cechamp est a I'infini de I'ordre de ;1.3; donc, d’aprés c, il constitue,

(1) De ce que

‘ﬂ‘b)[aidgz o
S

pour toute surface fermée S,. on conclut en effet d’aprés le chapitre I.(§ 4a),

que
90
X X010 AT = w;o— (zjx,) dt
s b 0
= ﬂmi(ajxn-i- 8Lz de = ﬂ(xnwj+x,- w,) dt.
WD ad V] .

v’ (O B : Lo 0 " | L] ) : . >
D'ou 'antisymétrie annoncée dés qu’on suppose I'annulation uniforme de r* | w
a l'infini.

L’antisymétrie de T;, a lieu également lorsque l'intégrale est étendue a un

-. 3 . "y A + +
noyau tourbillonnaire a la frontiére duquel w=—=o0 ou méme seulement w.a =o.
Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 1, 1953. 5
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) .>. . . . . > . .
pourvu que [ ne soit pas nul, la partie principale de u 4 I'infini. Cette

+ - . . . 3
quantité I, qui détermine la structure & l'infini, va jouer dans la suite
un rdle. fondamental sous le nom de resultante de polarisation.

Si 1 est nul, il faut chercher dans des éléments d’ordre supérieur la
partie principale de u, et supposer d’ailleurs, pour cette recherche,

une annulatlon plus raplde de w.

e. Le cas b1d1mens1onel se préte a des développements analogues.

’ . . +\ . . . . .
En supposant I'annulation uniforme de « & I'infini, et 'annulation
réguliére de r{ on établit que

> > 1 » -

w(P)=13 Aﬂﬁg(M) MP doy,
intégrale étant étendue au plan entier. L’assimilation tourbillon-
naire des éventuelles lignes de glissement sauvegarde ce résultat.

En supposant en outre I'annulation réguliére de r*{, on obtient par
des raisonnements analogues a ceux qui précédent

%-
w(P)y= ——K’ A OP—|—

,1+I

- . . + . . .
ce qui fournit la partie principale de u, si la somme tourbillonnaire

K’:ﬂc de
n’est pas nulle.

Moyennant 1'annulation reguhere de r*{, on peut construire un

développement d’ordre superleur
}

u(P)=-1;K'z \ OP + —'N A [%(on op)o_ﬁ—$31?]+ s
iy —>
on:ﬂc(M)OM do.

En posant d’ailleurs, comme on le fera au chapitre suivant,

> > >
I'=—2z A M
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(résultante de polarisation), on a pour le second terme du déve-
loppement :

> —> >\ = : —> >
Lz [%(311.0P)0|’~%911]:'—(1' OP)0P — _L_T7
T r r2 T o met 2T :
12. SiNeuLArITES. — a. Soit un noyau tourbillonnaire, c’est-a-dire

un domaine D 4 la frontiére duquel le vecteur tourbillon est tangentiel
ou nul. Nous considérons sa contribution dans l'intégrale de Biot et
Savart :

“(P) = ﬁfﬂ‘?(M’ P) A o (M) dry.
b

Soit O un point, a distance finie, qui usuellement sera pris dans le
domaine D lui-méme, et R le rayon de la plus petite sphére de
centre O renfermant D. Le champ vectoriel

> § = > 1
¢(M, P)= ;PM == Vy;

posséde autour de O, comme le champ scalaire §, un développement

en série de Taylor selon les puissances des coordonnées de M, unifor-
mément convergent pour OM < OP, donc, a fortiori, convergent pour

loute posmon deMdans D si OP >R. Alors, en multlphant par w(M)
et en intégrant sur D terme a terme, on obtient un développement en

- + 1 ’ . p
série pour u(P), convergent & I'extérieur de la sphére de centre O et
de rayon R. Les termes de ce développement sont des vecteurs

. . - ’
fonctions homogénes de OP, de degrés —3, —4, —5, ... Le
premier a été construit au paragraphe précédent :
> 3

=2 (1.0F)oF -

>
I“I
brr?

b

avec
> e >
I'— WOM:/\ w dry.
Wp

Les termes suivants, dont il est inutile de chercher I'expression
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générale, dépendent des moments successifs du noyau, c’est-a-dire des
tenseurs de la forme
Tk :ﬁxlxja;k. Lwgdr.
D

Le procédé employé au paragraphe précédent (en note) pour
établir I'antisymétrie du moment du premier degré T conduirait a
des relations entre composantes qui permettent de ramener la donnée
de chacun de ces tenseurs a celle d’un tenseur d’ordre inférieur d’une
unité. '

b. Imaginons alors un noyau de dimensions infiniment petites, avoisi-

9- . .
nant O, mais dans lequel w a des valeurs infiniment grandes, de sorte
que les moments T;., sont encore finis. Le développement précédent
est convergent tout autour de O. Ce point est un point singulier du

> . N . .
champ u et le développement joue un réle tout analogue a celui de la
série de Laurent en théorie des fonctions analytiques.

Seul nous intéressera le cas ol tous les moments sont nuls, sauf le

. . , > . .
moment du premier degré, c’est-a-dire I'intégrale I. C’est ce qui a lieu
notamment pour un noyau infinitésimal déduit d’un noyau fini par

o1 P . >
une similitude de rapport infiniment petit ¢, les valeurs de w aux

points homologues étant alors dans le rapport ;IL Il reste simplement

3

qmrd

(1) w(P)= (1.op)0p— 1.

mat

Un tel champ peut encore étre considéré comme le champ
newtonien d’une répartition de masses (de somme nulle) localisées
dans le domaine infinitésimal du noyau. On retrouve en particulier.
cette expression comme champ créé par deux masses opposées infi-
niment grandes — % et + [—:z—r, placées en deux points M et M/, infini-
ment voisins de O et tels que

| 0 l\—/l—l\_Z’: f

De la le nom de doublet, donné classiquement a la singularité en
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question (ce serait, du point de vue hydrodynamique, un couple d’une
« source » et d’un « puits » infiniment voisins, de méme débit o,

>
infiniment grand). Le vecteur I est la polarisation du doublet.
D’une maniére générale, nous dirons qu’un écoulement présente

en O undoublet, sile champ % est lasomme d’un champ delaforme (1)

‘et d'un champ continu en O ainsi que ses dérivées partielles. ’ZI tend
donc vers l'infini lorsqu’on approche de O : une telle singularité n’est
mécaniquemeut concevable que comme schéma Lmite d’un noyau
tourbillonnaire trés intense et trés petit. En 'envisageant ainsi il sera
légitime de lui appliquer les résultats dynamiques des chapitres
sulvants, .

Plus précisément, si I'on vient 4 considérer une intégrale linéaire

> > : . . )
en ®, ﬁtpwdw (¢ champ scalaire), pour une portion d’écoulement

présentant un doublet, la contribution du doublet sera I'intégrale
étendue au noyau infinitésimal D

> S
8:%@&)(&.
p

En supposant l'existence de dérivées partielles 5()13 continues en O,
Lk
on a o
o= O(O) + a3 ﬂ'(O) —+ Zrnk
' ' . o.ry

(n+ tendant uniformément vers zéro avec xy),

] d’ou la limite (')

_ g 99 [ o 9 ey L. 1 99
at—cP(O)ﬂ:mzdf-r d—xk(O?ﬁukaidf—T“E(O)_acj,\_ilj m,
c’est-a-dire

> > >
0=-1IAVo,

1
2

(1)- Du moins, on montrera sans peine que la contribution du terme complé-
mentaire x;m; est nulle a la limite, §'il s’agit d'un doublet déduit d’un noyau fini
par similitude. Pour un doublet général, I’étude est plus délicate,
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ce qui s’étend évidemment au cas ol ¢ est de nature vectorielle ou
tensorielle d’ordre quelconque.

_ ¢. Le cas bidimensionnel donne lieu 4 des considérations semblables,
avec, comme toujours, la complication apportée par le fait que la
somme tourbillonnaire K’ d'un noyau n’est pas nécessairement nulle.

Une singularité ponctuelle, limite d’un noyau tourbillonnaire -
infiniment petit, est définie par la suite des moments

th.od = [[xixk. .oz da,
trD

tenseurs qui, celte fois, n’ont pas d’autre particularité que la symétrie
par rapport  tous les indices. A partir de ces tenseurs, on construit,

pour le champ 2 du noyau, un développement équivalent a la série de
Laurent de la fonction analytique : &= u, — tu,, « vitesse complexe ».

Deux cas seulement retiendront notre attention, celui d’abord ou
tous les moments sont nuls, sauf la somme tourbillonnaire

K= jf ¢ do.
D

Le champ Z est alors de ]a forme

~

> I > -
u(P):——,,K’;/\OP.

Clest le class1que tourbillon ponctuel, dont il n ex1ste pas d’analogue
dans les écoulements tridimensionnels.

L’analogue du doublet de P'espace est fourni par le cas ou K’ est
nul, seul différant de zéro le moment du premier ordre

o= ﬂ 2.t do.

L’expression de « est celle déja donnée au paragraphe 11e:

> > — >\ ——> >
w(Py=13 7 [%(:m.OP op — %Qn |_ 1.0P)0P — . T,

avec
> > >
V=—n23 A O
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A partir de cette derniére-ekpression, onrejoint aisément I'inlerpréta-
tion classique du doublet : couple d’une source et d’un puits de méme
débit infiniment grand 8, placés aux points infiniment voisins M et M’
tels que

SMM' =T,

d. Un autre type de singularité considéré usuellement en hydro-
dynamique tridimensuelle est la ligne tourbillonnaire, schéma limite

. 1 3 MY * ‘4

d’un tube tourbillon trés délié¢, dans lequel w est trés grand, de sorte
- * -

que la circulation de u autour du tube présente une valeur finie I :

c’est I'tntensité de la ligne. Un élément dM de cette ligne C (avec une
orientation corrélative du sens de la circulation I', selon les régles
invoquées pour le théoréme de Stokes) équivaut donc & une cellule
tourbillonnaire '

S S
dK = EI‘ aM
et doit contribuer sous cette forme a toute intégrale de volume,
-, . > !
linéaire en w. . , ‘
En particulier, la contribution de la ligne tourbillonnaire dans
'intégrale de Biot-Savart s’écrit

> I‘ ) Sl —
u(P):é_ﬂfcﬁdM/\MP.

Ainsi qu'il est classique en électromagnétisme, un tel champ équivaut
encore, si C est une courbe fermée, & celui d’un feuiller : répartition

: .. . > /> .,
de doublets de densité superficielle T« (a vecteur unité normal),
portée par une cloison quelconque S, ayant C pour contour. Cette

. y . . ) ) o, . >
équivalence s’étend & toute intégrale de volume, linéaire en w. Pour
I’anneau tourbillonnaire C, on a en effet

> r >
ﬁq}md‘rw—fq)dM,
2Je
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ce que la transformation de Stokes raméne a

> >
Eﬁa/\chda',
2 I X

soit bien la contribution du feuillet selon 4. En particulier l'inté-

grale i qui pour la ligne tourbillonnaire vaut

s'écrit encore

CHAPITRE 1II.
BILAN DYNAMIQUE D’UN MILIEU INCOMPRESSIBLE ILLIMITE.

13. LA RESULTANTE CINETIQUE ET LE MOMENT CINETIQUE D'UN MILIEU
INCOMPRESSIBLE ILLIMITE. — a. Nous nous bornons désormais au cas des

muilieux incompressibles en supposant toujours 'existence et la conti-

., L., . du; ou;
nuité des dérivées partielles e et -

Pour toute portion D d’un tel milieu, la résultante cinétique

> s
o=p w dr
D

peut s’exprimer par une intégrale double étendue & la surface
frontiére S (*). On a en effet

> > > — > —> > > >

OM(V.u) :Oﬁ(%.u) —+ OM(V.u) =u,

d’ou

(1) ;:p W\—Qﬁ(—V};) dr=p ﬁ’Bﬁ(ZZ) do.
(Y275 '8

(*) Cette résultante se relie comme on sait a la vitesse du centre de gravité.
Or, vu I’homogénéité de la matiére, 1'évolution de ce centre de gravité ne
dépend que de celle du domaine D, c’est-a-dire des vitesses sur la frontiére.
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Si I’'on considére un milieu emplissant tout I’espace, la condition

usuelle pour que l'intégrale a converge est I’annulation réguliére

de r® IZI Alors la relation (1), appliquée en prenant pour S une
sphére de rayon indéfiniment croissant, montre que s=o.

> :
o est nul dés qu'est satisfaite sa condition ordinaire de convergence.

b. Il en'va de méme pour la résultante dynamique

> -
o'=p v drs
D :
>

atteinte d’ordinaire en mécenique comme dérivée de ¢, mais qui
pourrait étre définie quand bien méme cette derniére quantité ne le

serait pas :
> o >\ >
a’:pjﬂ [%—lg—l—(u.V)?J dr.
. )

Pour la convergence on sera donc conduit usuellement a admettre &
>

l'infini I'annulation réguliére de r°

ot

duy . .
et de 7*—— ainsi que
k

. > .. . . . 4.l >
I’annulation de Iu»l, ce qui implique l'annulation réguliére de rl u I

On a alors ‘
ﬂ(?fv’)Zm:ﬂ'(i.?)im:ﬂ(i.;’)ch,:
“Wp * p ¥ * s

qui s’annule pour une sphére de rayon infiniment grand. Et d’autre
part, D étant supposé fixe dans I’espace,

> : : >
du d > d (> >\N7o , du> \ ==
DWdr_ztﬂudf—;{'—tﬂs(u.a)OMda__ﬂs‘(—(ﬂoQ OMdO',‘

ce qui s’annule également pour une sphére infiniment grande.

La résultante cinétique o et la résultante dynamique o ne peuvent
donc étre d’aucun secours pour dresser le bilan dynamique de
’ensemble du milieu.

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 1, 1953, 6



38 : JEAN-JACQUES MOREAT.

L’impuissance n’est pas aussi radicale pour le moment cinétique

> >
y.:pﬂ OM A u dr.
: D

Il ne posséde pas d’expression strictement périphérique, et peut
converger sans étre nul. En outre, lors de la construction du moment
résultant des forces extérieures, on peut éliminer & la fois les
pressions périphériques et les forces de profondeur dérivant d’un
potentiel, en prenant pour D un domaine sphérique de centre O.
Alors, en effet,

e
ﬂ OMAapdoc=o
s

ﬂﬁi/\? *-ﬁOM/\VUdr-ﬁOM/\aUda-o
D
+

Toutefois la condition d’annulation réguliére de r* [u

et

, usuelle pour

la convergence de p., n’est ordinairement pas vérifiée en Hydro-
dynamique. :

Nous allons dans les paragraphes qui suivent, former a partir de la
structure tourbillonnaire, deux vecteurs qui suppléent & celte
déficience des éléments cinétiques. \ \

> . . P . )
14. L’wricrate [. — a. Pour une portion matérielle D, formons

I'intégrale
> — >
= [ﬂ OM A\ o d,
)

qui va donner matiére a4 des calculs analogues & ceux du para-

gr'aphe 75 sur I'intégrale K..
On écrit ‘
OM po=L10M A (VAu)=20MA(FAa)—L0MA(FAG),
—
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Donc '
> e I (== (> >
(1) 1:]// ud‘r—i—;ﬂ oM A (o pw) e,
1] S
- . > " , ) . v >
ce qui relie [ a la résultante cinétique 5.
b. Par dérivation séquente on obtient alors

>
di 17, 1 d —=> >
(2) . Ft_;a'—q-—z-zt sOM/\(o:/\u)do‘.

Or
‘ %ﬁBﬁA(ZAZ)LJU:KZA(Z/\Z)da
+ [[oMailan(an®)nea
S
s > >
oM A (2 AY) do.
S X

La seconde de ces trois intégi‘ales s’écrit encore
> > >
ﬂOM/\[ u. u o'/\V (ux/\V) do

qu’on divise en deux termes

[ AGA®) (3.5) s
= iﬁé—ﬁ/\ (Z/\%) u'zda

—> —> >
ﬂO\I/\ a A V w da—— OM/\(o:/\V)u?(la
:—'ﬂﬂu?ada
‘ s
>

—f[ovipu(aan®)ds

s

et

> > >

—— O*M/\u uoc/\V)da'

S

> > ——> >
+ (u a/\V 0M/\udo-+ OM/\u(V/\u a) do
s
= ﬁ(Z/\Z)/\udo’—f—2 OM/\u —>—>)da.
’ S
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En outre, il est utile pour les développements ultérieurs de

réemarquer que

> (> > 1> > =) >
2ﬁu/\(aAzx)(la—ﬂzaﬂa(/a:2 ﬂ[;zﬁa—(u.a)u] do.
s s
Alors

(3) 1 it

5 O‘\’I/\(;/\Z)JG

= ’ [%u‘lz—— (Z ;> ]r/a

S

Co+ OM/\u(Z\; (lcr—l— ﬂOM/\ a/\y)
s

c. Nousinvoquons maintenant la Dynamique. Le milieu est supposé
soumis & des forces extérieures réparties, soit pour un élément de
volume d~

> >
(F+¥U) a,
en meltant a part celles qui dérivent d’une fonction de forces U.

Les actions intérieures de cohésion sont décrites par une pression

hydrostatique a laquelle se superpose un tenseur T.
L’équation de la résultante dynamique est alors

> > r= > s
a’:ﬂ/ FclT+ﬁVUdf+ﬂT.acla—ﬂpada
4/ b s S
ou .
> > > =
(%) a’:ﬁFa’r——jqade+ﬂ T.2 do,
X 1} S S

en posant
g=p—"U.
Supposons d’autre part que, tout au moins dans le voisinage de la
surface frontiére S, p soit différentiable et que le tenseur T posséde un

> . ) . P ' .
vecteur divergence ¢. On peut alors écrire dans cette région I'équation

locale de la dynamique

> > >
py:——V*q—Fq)—I—

=Y
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Cela donne

Pﬂsb_ﬁ/\(;/\?)da:j]s‘ﬁﬁ/\[Z/\(gﬂLF)],/,,-._ﬁggﬁ/\(;/\3?){,&

Ay > > > >
_—‘ﬂSOM/\(a/\V ua——j] OM/\ «\Vg )
+1 0‘\/]/\( a’o-::2qua do.

Par rapprochement avec les relations (2), (3) et (4) on obtient donc
>
(5) pg:ﬂ]i?dr+ﬂ'f.§da+gﬁf)ﬁ/\[z/\(ZJr'f)]da
4 s ] )
+pﬂ[§uzz_(3.2)3] da+pﬂ6‘ﬁ/\3($.2)da.
S

d. Soit alors un milieu incompressible emplissant tout l'espace.
. . > . . . .
Nous admettons 'annulation uniforme de u & l'infini, I’annulation
> >
réguliére de r’w, ce qui assure la convergence de I, ’annulation

> .
réguliére de I, ce qui assure la convergence de

> >
R:MF(IT,
D

résultante des forces sans potentiel appliquées au milieu. Nous

supposons enfin ’annulation uniforme & l'infini de 7T et de r”;.
Précisons que les majorations impliquées par les annulations en
questions doivent, comme au paragraphe 9c, étre uniformes vis-a-vis
de la variable z. On applique alors la formule (5) & la portion de
milieu que limite une sphére, de rayon r tendant vers 'infini. Les
intégrales doubles portant sur f*?, :;, T tendent vers zéro, de méme

celles qui portent sur " et c—:, puisqu’on a vu au chapitre II (§115)

> . N .
que r*u était borné. Et il reste
>
dl

R
b=
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La résultante des forces sans potentiel appliquées au muilieu se relie
donc a la dérivée de U'intégrale I par rapport au temps.

. . . ) . )
En particulier, si toutes les forces dépendent d’un potentiel, I reste
constant
Il n’est pas nécessaire de supposer le point O fixe, puisque la valeur

de I est en fait indépendante du choix de ce point (chap. II, §114).
Il découle en outre du chapitre II (§8a) que le résultat est encore
valable si le milieu présente des surfaces de glissement (tout entiéres
adistance finie), a condition de faire figurer les tourbillons équivalents

. » > .
dans I'intégrale I, sous la forme
— > (> >
ﬂ% OM A [cz A (u’-— u”)] de.
¥

Le milieu pourra notamment se composer d’un fluide et de corps
immergés, pourvu que ces corps alent la méme densité que le fluide;
on peut toujours se ramener a ce cas par de faciles corrections
d’inertie

e. On a vu au chapitre II (§414d) que la partie principale de uh

.o, . Y ., . ) > .y . e
I'infini était déterminée par l'intégrale I. Si & un instant ¢, le milieu
était au repos, la relation précédente nous donne

> 1 i
()= f R ds,
Py

ce qui fait apparaitre l'intégrale des forces sans potentiel dans I’espace
et dans le temps depuis l'instant ¢,, c’est-a-dire l'impulsion totale regue
par le milieu.

L'allure & Uinfini du mouvement d’un fluide illimité parfait ou
visqueuzx, contenant éventuellement des systémes immergeés, est déter-
minée par l'impulsion totale, localisée a distance finie, qui a tiré
I’ensemble du repos ().

. ‘ . ' . . . >
(') Les considérations du paragraphe 10 concernant l'allure a l'infini de o
dans un fluide visqueux, laissent en effet présumer qne le tenseur des actions de
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>
18. L'intécrate J. — a. En vue d’une évaluation du moment
résultant des forces subies par le milieu, nous formons maintenant la

quantité
> >
J:—ﬁOM?m dr.
. D
. - . + .
On la relie au moment cinétique p. en écrivant

2

>
ommzlow?/\Zzéow?/\Z_ %OM&'?/\Z,

> —> > 1 > >
J:ﬁOM/\ud‘r—;ﬂ”OM?a/\uda.
b s

>
Si donc u est nul sur les surfaces frontiéres avec, le cas échéant,
: . . - + + .
annulation réguliére & l'infini de 7 u et 7* w, il reste

> >
pd = p.

Mais ce n’est pas la un cas usuel en Hydrodynamique.

b. La portion D conservant son individualité matériellé, on a, par
dérivation séquente,

>
a_1
dt = p

> >
1 d ﬂ‘OMEa/\uda,
Us

—>I
T

(Le poiﬁt O est éupposé fixe.)
Or

> > — >
%ﬂOM*aAuda’:2ﬂ(OM.u)Z/\Zdo’
: s s

o [foMin (3 n¥) ] p 7o+ [ OME AT
S S

viscosité » .
du; Oup
Ti=ul=— 4+ =~
i B d.z'k dxi
vérifie bien les conditions requises.
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L’avant-derniére intégrale s’écrit encore
& > >\ > > > > >
, ﬂ OMi[(u.u) a AV — (u:az/\V) u]([a-,
Ay . % . *
qu’on décompose en deux termes

> >\ > > I > > /A '
ﬂﬂOMﬁ(u.u):z/\Vzlo-:; { OM‘Zuza/\V(la———jﬂ wa AVOM2 do
g * g * p s,. *

>
:—jfu'—':z A OM do
s .
et

-—jTOMz(z.ZA%){?(l@:—ﬂ‘O*M‘ (.2 A?)
'y S *
—l—ﬂ OM u /\ uda+ﬂ0M” V/\u a)uda’
:2[[(2/\2 6&1)uda+2ﬂ0M’u ;.a)c_la'.
. S
En remarquant enfin que
2(OM.u) & A w—ura \OM +2(upa.OM)u

=OMALa(apu) putua]

=—0MpLwa —2(u.2) ],
il reste

_ iﬂ OM’ov/\uda:ﬂOM [ u? Z——(;.Z)z]da
1 * > > )
-] OMiu w.:z da—gﬂ OM2a A v do.,
s ]

c. Nous invoquons maintenant la Dynamique dans les mémes
conditions qu’au paragraphe précédent.

[ OM/\F{/T+JOM *)da_ﬂﬂﬁ'ﬁ"/\iqd&.
n S

D’autre part,

‘OJ[OM?Z/\—;da’—_— ﬁOM%/\(T“-{-Z) da—ﬁqOMQZ/\—V;q do
] /s s *
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et

> > > > > >
ﬂOM!a/\qua:ﬁowa/\qua_ﬂa/\vowqda
S * s * * S *

— >
=2ﬂlOM/\aqda'.
N S
Donc finalement
>
— — 3
o = OM/\Fdr+ﬁOM/\(T.Z)da——ﬂOM*a/\(cp—l—F)da
p s . . .
+p WA[—;—W:—-(Z.:)Z]da—p oM (6.2 do.
S .

S

Pour un milien emplissant tout I'espace nous supposerons
P’annulation uniforme & infini de Z, I’annulation réguliére de P
et r‘—ﬁ, I'annulation uniforme de T et r‘;. 11 reste alors au second

. » => .
membre I'expression du moment résultant H des forces sans potentiel
appliquées au milieu

>
dl =
(1) Py =H.

>
En particulier si ce moment est nul, J est constant.
Comme tout a I'heure, le résultat subsiste si le milieu présente des
surfaces de glissement, qui devront alors contribuer a4 I’expression

+
de J par des intégrales de surface
—ﬂiow: Ao =70 do.
o) 2
De la I'application a un fluide contenant des solides immergés.

d. On peut également considérer I'expression

.ﬁ:ﬁlg(m.?))m(lr.
)}

On a
2(0M.5)0M =(OM. ¥ ) OM — (M A V. ) OM + (OM  .¥) OM
= (6@?—6/\ u)O—}\’T-i- OM A u,

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 1, 1g53.
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3':ﬁ6ﬁAZdr+ﬂ(ﬁa’.ZAZ)6‘ﬁda.
D . s

Cela permet de développer a parlir de J des calculs absolument
semblables aux précédents. De méme pour la quantité

"donc

B (5T 8) =2 [ 0N A (0N AL) e
S | ]
qui donne :
T”:ﬁﬁﬁ/\;dwr %ﬁﬁﬁ/\[()ﬁ/\(i/@ﬂde{
D ) s
D’ allleurs la différence

_J—ﬂ[o %A\ u)OM+ X 0M2a/\u]

est nulle si % est nul sur la frontiére. En y remplacant d’autre

H : [ ’ ’ 14 .
part a/\u par (oc/\u ) OM, la quantilé intégrée s’écrit

*

[ OM.OM (& A . ¥) ] OM + 2 oMz (s A . V) OM
:%o}\«e(ZAZ.3)6ﬁ+ §0M2(3/\Z v)ou
:_%O*M‘z(i/\?.; 6:ﬁ+§0M2(Z VAu)OM.

o

. Aprés intégration sur une surface fermée X, constituant tout ou partie
de la frontiére S, cela laisse

ﬂ(i.a‘)omz”ﬁda,
= .

. . > .+ . .
qui est nul si «.w est nul sur X, ou bien encore pour une sphére de
rayon infiniment grand, d’aprés I’hypothése d’annulation réguliére

-
de 7 w.
., o ¥ <., :
Les trois intégrales J, J' et J” sont ainsi égales pour un noyau
- tourbillonnaire ou pour un milieu illimité. Elles peuvent donc se
remplacer dans la formule (1).
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16. LE ToRSEUR DE POLARISATION. — a. D’aprés ce qu’on vient de

voir, les quantitési et 3, pour un milieu illimité, constituent les
dérivées par rapport 4 ¢ de la résultante et du moment en O d’un
torseur indépendant du choix de O : au facleur p prés, le torseur des
actions sans potentiel. Il est a prévoir que ces quantités elle-mémes
constituent également la résultante et le moment d’un torseur
indépendant du choix du point O. On le vérifie aisément :

En effet, nous avons déja fait observer, au chapitre II que

'intégrale I était indépendante du choix de O, puisque la somme

> e
K= Mw dr
2%
est nulle, cela pour tout noyau tourbillonnaire ou bien encore pour

un milieu emplissant 'espace entier, en vertu des conditions a I'infini
que nous posons.

. . > , . N
Il reste a prouver que la varialtion de J, consécutive & un
déplacement de O, satisfait bien ala loi de changement d’origine d'un
moment, soit, pour un déplacement différentiel,

3T =1A40.
On écrit

SJ—I/\BO—ﬂ[ 0M.50 ) & — (OM A D) 730 | de,

‘or
2(0M36) o — (OM A w) N30 =(5.60) OM + (OM.830) 5
| 1 (§,2.96) O+ £ (0W.50)¥ 1 5
1 (§77.98) W + L (0W.58)¥ A,
puisque \‘ .
(¥07.06 ) O 4 (GM.08) ¥ p i 005 65 p o
Donc
81 —1p30= [[1(2pu.00) 0N + (0M.20) i dr
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, 2 . ., 7 o -
La nullité de cette expression est assurée si x s’annule sur S, mais

ce n’est pas la le cas qui nous intéresse. Nous obtenons une expression
< ‘ .
en w en remarquant que .

de sorte que la quantité sous le signe ‘[f prend la forme

(& 7 .¥) (0M.30) OM +- (OM.50) ( A u.¥) OM
(0 2.%) (671.40) 6% — (3 4 3.%) (GF1.8) o
Le premier terme, soit
(%) (had) o
donne zéro par intégration sur toute surface fermée, e£ il reste

81 —1p00 :‘ﬂ (@.0) (OM.30) OM s,
s

qui sera bien nul pour tout royau tourbillonnaire, s'étendant éventuel-

lement a l'infini (en vertu de '’hypothése d’annulation réguliére de
> . . . : ios : =

r*w & l'infini qu’on invoque déja pour la convergence de I).

> >
I et J constituent en ce cas les éléments de réduction d’un torseur bien
défini que nous appelons torseur de polarisation du milieu.
Voicl une raison de cette dénomination :

b. Soitun doublet, tel que nous I’avons étudié au chapitre IT (§ 126).

L’origine O étant prise au point méme qu'il occupe, la contribution
> >

du doublet dans l'intégrale I n’est autre que le vecteur L, polarisation

. . . x
du doublet. Et la contribution dans I'intégrale J est nulle, comme se
reliant au tenseur moment tourbillonnaire du second degré. C’est dire
“ que la contribution du doublet au torseur de polarisation est constituée
> L o
par le vecteur L, considéré comme lié a O.

. > > , .
Pour un ensemble de doublets, les quantités I et J, évaluées a
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partir .d'une origine O quelconque, sont donc la résultante et le
moment résultant du systéme des vecteurs polarisation des divers
doublets. C’est par extension que nous continuons, pour une structure
tourbillonnaire quelconque, a dénommer torseur de polarlsanon le

torseur dont I et J sont les éléments de réduction.
Soit d’ailleurs un arneau tourbillonnaire C, d’intensité I'. En ce qui

. . o, . >
concerne I’évaluation de toute intégrale de volume linéaire en v, donc

. N . > > , . N .
notamment vis-a-vis de I et de J, cet anneau équivaut a un feuillet S,
ayant G pour contour (chap. II, § 124d) :

> > > — >
[:l’ﬂada, J:FﬂOl\l/\ada.
s s .

Le torseur de polarlsanon de 'anneau équivaut au torseur intégral
des T do ().

Nous arrivons alors a cette conception imagée du torseur de polari-
sation : Pour un écoulement quelconque, on supposera la structure
tourbillonnaire décomposée en anneaux; chacun d’entre eux équivaut
a un feuillet, c’est-a-dire & une répartition superficielle de vecteurs
polarisation. L’ensemble de ces vecteurs engendre le torseur de
polarisation. :

c. Nous énongons en résumé :

Le torseur des actions sans potentiel subies par un milieu incompressible,
homogéne, illimité, au repos a U'infini, s’exprime en multipliant par la
densité o la dérivée relativement au temps du torseur de polarisation (*).

A titre de premier exemple, appliquons ce résultat a la théorie
classique de I'inertie apparente d’une sphére immergée :

Une sphére solide S est baignée par un fluide parfait indétini au

(*) En particulier pour un anneau plan le torseur de polarisation équivaut a
un vecleur unique, issu du centre de gravité de I'aire plane S que limite 'anneau,
normal & son plan et de grandeur I'S (avec les régles d’orientation connues).

( ) A vrai dire, ces « actfons sans potenuel » ne sont définies en chaque point
qu’a un gradient arbitraire prés. Mais si ce gradient est choisi de maniére que
I’annulation & l'infini reste assurée, le torseur résultant est bien défini.
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repos. On la met en mouvement selon une loi quelconque. Pendant
une premiére phase du mouvement, assez courte pour que les effets du
décollement soient encore” négligeables, le schéma classique d’un
écoulement irrotationnel partout régulier est valable. Le champ de
vitesses du fluide, & 'extérieur de S, est celui d’un doublet, Iocahse au
centre O, de polarlsatlon

> >
A=2a2nR®*V;
R, rayon de la sphére,

~\7, vecteur vitesse du centre (*).

Considérons le milieu homogéne illimité que constituent le fluide
et la sphére solide supposée de méme densité que lui. On évalue larésul-
tante de polarisation grice & la remarque suivante :

Pour toute portion d’un milieu incompressible, I ne dépend que du
mouvement perlphemque Cela résulte immédiatement des équations

[(1), §13 et (2), § 14].

> . >
~ On ne change donc pas I en imaginant que u se confond dans tout
I’espace avec le champ du doublet, par conséquent

> > >
[ =A=27mR3V,

Alors la résultante des forces sans potentiel subies par le milieu,
- c’est-a-dire la force qu’il faut exercer sur la sphére pour assurer son
mouvement au sein du fluide, est donnée par

>

3 >
> dl o dV
F=egz=2mFeg

(1) L’expression donnée au chapitre IT (§ 12 @) pour le champ du doublet se
transforme en ellet, par la formule du double produit vectoriel, en

> 3 > — > 1 -
"(P):_EOPA<OPAA>+.,—T”T::A'

hrr
Sur la sphére S, il reste donc
A LOP/\(OP/\A)

bm

qui est bien tangentiel. Avec la condmon d’ annulanon a l'infini, cela caractérise
le champ.
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Si la sphére était isolée dans 'espace la force serait

> AV 4 av
N —— — 3n__—— .
Fl=m-7 =3mRp 7

Tout se passe donc comme si la masse de la sphére était augmentée

de §KR3 0, soit la moilié de la masse du fluide déplacé.

d. Indiquons encore, en vue des applications de ce genre, le calcul

L > > .
de la contribution qu’apporte aux inlégrales I et J une portion de
milieu solide D. Le vecteur tourbillon se réduit alors au vectleur rota-

+ .
tion instantanée Q, de sorte qu’on écrit

>

> > > —>
[:ﬁ OM A Q de = 00G \ @,
D

en appelant ¢ le volume et G le centre de gravité du solide, supposé
homogeéne. De méme

> . > >
J:_ﬁ OM2Q dr —— 55
D

J : moment d’inertie en O du solide, supposé de densité 1. Donc

>
Q

>
dl > > —>  JdO.
o =oVe A2+ 090G\ =2,
dj s
o =—20(V,.06) 2 — 5 %,

e > . . . '
V, et V; : vitesses locales du solide en O et en G; d’ailleurs

> > > > > >
Vo= Vo+ Q A OG, Vo.0G = V;.0G.

17. Cas BIDIMENSIONNEL. — @. Dans le cas bidimensionnel, on intro-
duira, pour une portion D de milieu que limite un contour C, la quan-

tité vectorielle
> > T —>
I'=—2z /\‘[] OM¢ds
D
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V= ﬂ OM:¢ do.

L’étude se développe selon le méme plan que dans le cas tridimen-
sionnel.

et la quantité scalaire

On écrit
Ghic— 109 (9.5 = 100 (A %.5) — L0 (7.2 0,
d’ou

> o > > >
I’:ﬂuda—z A ¢‘OM (u.dM);
) ¢ .
puis, par dérivation séquente,

>
4
s ,_,,Ad&gom )

avec d’ailleurs

1 3f o )= [ o) i 2| of O i)

On invoque alors la Dynamique comme au chapitre I1 (§ 9¢) etil

reste
p‘fllt'—ﬂFdaJrsﬁ M Nz —z/\sgom[ F+<p) M |

—pz /\ﬁ u,dM u~ Eu‘ldM].
, c

Pour un milieu remplissant tout le plan on suppose I'annulation

uniforme de z a linfini et 'annulation réguliére de r°(, ce qui
implique ’annulation réguliére de ru? (chap. 11, § 14 ¢); I'annulalion

. . > L} . . *n > .
uniforme de rT et r*¢, I'annulation réguliére de *F. Il vient alors

i
pZ.:B,

résultante des forces sans potentiel' appliquées au milieu plan entier
(soil une tranche d’espace d’épaisseur unilé).
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b. De méme, on trouve

> r— >
J’:z.ﬂOM/\ud ——é%OM*(;dﬁ),
D c

d’ou par dérivation séquente

) di _1dy 1d AT

avec , .

%OMzud\'l 560M[udM)¢———udM] Sﬁow CaM),

donc

p‘gl_._&ﬂHOM/\I‘da+ oM A (T.dMAZ)
C

> ——
—55601\42 Fio).aM] —o OM.[(u M) v — Lo (IM]
C

Pour un milieu emplissant tout le plan, on suppose 'annulation
+ . .
uniforme de u "l’mﬁm I'annulation réguliére de r“C, I’annulation

uniforme de 7T et r® cp, I’annulation réguliére de 73F

L’annulation limite de la derniére intégrale, du second degre en u,
n’est pas aussi immédiate que dans les considérations antérieures.
Mais on invoque le développement limité du chapitre II (§ 11 ¢) :

> > >
w=u'+ ",
avec
: >
> = > B
‘ u (P)—*—-K’z/\OP et W (PY= —

r?

L’intégrale en question, étendue a un cercle de centre O, derayon r
indéfiniment croissant, se décompose dans les termes suivants :

%@.[(Z#.dﬁ) vk u'fzdfﬂ,
Sﬁom [ w.dvh) w1 (. )dﬁ]
oM. [(u” M) o — 5(’ ) dﬁ]
Cc

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 1, 1953. ‘ 8



54 JEAN-JACQUES MOREAU.
nuls a la limite, parce que la quantité intégrée s’annule plus vite

que%: et
—> (> >\ >
950M. [(u’.dM) u' —
c

’ >
nul de par la structure de #'.
Pour le milieu entier nous avons donc

day
e T

I 1 " !
~u?dM |,
2

H,

moment résultant des forces sans potentiel.

Tous ces résultats sont aussi bien valables s’il se présente des
structures tourbillonnaires singuliéres : singularités ponctuelles ou
_ lignes de glissement, a faire entrer dans les expresssions de I' et J/
sous les formes précisées au chapitre II.

c. En particulier si le milieu n’est soumis qu’a un champ de forces

v . . é- . -
dérivant d’un potentiel, I’ et J' sont constants. On a vu d’ailleurs au
chapitre II (§ 9¢) que la somme tourbillonnaire

K’:ﬂ?;da
D .

restait elle-méme constante. Si elle est différente de zéro, on peut
définir par

> g > > 1 —
0G= NG = I—(—,‘ﬂD‘OMgda,
le point G, barycentre des tourbillons; ce point est alors fize. De
méme l'invariance de J’' peut s'énoncer en disant que le moment
d’inertie des tourbillons par rapport au point fixe O est constant.
Nous généralisons ainsi des résultats classiques concernant le mou-
vement d'un systéme de tourbillons ponctuels en fluide parfait (*).

. >
Dans le cas général, les dérivées de I' et J' par rapport au temps
conduisent aux éléments de réduction en O du torseur des actions

(*) Cf. H. ViiLar, Lecons sur la théorie-des tourbillons, chap. II1.
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sans potentiel subies par le milieu. Mais, 4 'inverse du cas de I'espace,
ces quantités ne sont pas elles-mémes les éléments de réduction d’un
torseur indépendant de O. En effet, la somme tourbillonnaire K’

. >
“étant en général différente de zéro, le vecteur I’ dépend du choix de O.

Les intégrales Tet J', pour une portion du milieu, ne sont les ¢1é-
ments de réduction d’un torseur bien défini que si l'intégrale K’
correspondante est nulle. Alors on peut parler d'un zorseur de polar:-
sation.

Ainsi, par exemple, un doublet du plan, localisé en un point P et
défini par son moment du premier ordre

—> —
m :ﬁ OM dK’,

- posséde un torseur de polarisation équivalent au vecteur de polari-
sation | '

. . g I3 }
Les contributions de ce doublet dans les intégrales I'et J/, pour une
origine O quelconque, sont donc

> >
I'=1, J'=

CHAPITRE 1V.

BILAN DYNAMIQUE D'UNE PORTION DE FLUIDE.

 18. FormuLes cEngRALES. — a@. Soit D une portion d’un milieu
incompressible homogéne, de propriétés internes quelconques (usuel-
lement : fluide parfait, avec des solides immergés de méme densité),
mais toutefois helmholizien dans le voisinage de la surface frontiére S.
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Les formules des paragraphes 14 ¢ et 15 ¢ se réduisent alors, vu

‘ > >
Pannulation de T, ¢, Fsur S, a

> > s >
‘dl _R [ wa—(u.a) u]da.{-_ﬂOM/\udcb,
. S

>\ > >
:2 olH —!—ﬂ.OM [—u or—-—(u.qz) u] (/a—~ﬂOM‘lu(l(I),
I s

R et i désignant la résultante et le moment résultant des forces
exlérieures sans potentiel appliquées dans I'étendue de D (*).

Le résultat subsiste méme si D comporte des singularités ou des
surfaces de glissement, d condition qu’elles n’attergnent parla frontiére
S, ce qui mettrait en défaut les raisonnements du chapitre LI, basés
sur la dérivation séquente. Nous reviendrons sur ce point plus loin.

Par ailleurs, si D ne comporte pas d’autres singularités que des

. ., . . > ,
surfaces de glissement, les intégrales du second degré en u peuvent se
transformer d’aprés les formules du paragraphe 8 & :

> i > > >
1\-—[[[azc°a—(zl oz) ]/la-z [/TU/\(ZK
——ﬂOM [ ua—— u x ]da—z[ 0\4 u/\}lﬁ).

On écrit finalement

N ;
ggﬂsz— —ﬁ“O_I\)I/\uch
(1) - N
> >
(EH:(-L]——B—G- OM”udlI)
0 et

+'S

(t) C. R. Acad. Sc., t. 229, 1949, p. 100.

La encore, les actions sans potentiel ne sont définies qu'a un gradient prés,
mais elles doivent s’annuler sur S. Les raisonnements qui seront employés au
paragraphe 22 b permettent alors de montrer que le torseur résultant est bien
défini, du moins si S se compose d’une surface fermée unique, cas auquel on
peut toujours se ramener.
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b. On rejoint facilement a partir de 14 les formules données, pour
le cas d’un écoulement périodique, par M. Pérés ('), qui considére un
domaine fize, soit A. Si D est le domaine fluide qui coincide avec A &
Iinstant en cause, la considération du volume balayé par la surface
frontiére donne immédiatement

d> d> ———7 Rtal
FZ—tI_(D)__—(—ﬁI(A)ﬁ- Ol\[/\w(a.u)Ja,
J(l))——— A)—vﬂOhl 3 a u ds.

Cela fait apparaitre dans les second membres des formules (1) les
différences

ff[OM Ao (a.u) —OM A Z(Z.Z)Jda:ﬂ10_ﬁ AL n (o nw)]ds
S S

_ﬂowﬁ (z.2) 7‘(* )] clo——ﬂ oM? oz/\(co/\u)]da

Pour un écoulement périodique, les moyennes prises au cours

d’une période éliminent les termes
|

dz dz

% i 1
En fait, la formule donnée pour l’expressmn de H par M. Péres
_revient a introduire, non pas la quantité J comme ci-dessus, mais la

quantlte équivalente appelee J” au paragraphe 15 d, ce qui remplace

Pintégrale double
~ [ owelan (6 pw)]de
S

par
: ﬂTOM AMoM A La A 6 A @) ] as.
Ly

(*) Comptes rendus du 111° Congres international de Mécanique appliquée,
Stokholm, 1931, vol. 1, p. 132. :

\
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c. Les formules (1) sont d’autre part susceptibles d’une interpré-
tation qui vient corroborer les considérations du paragraphe 10.

Dans la région périphérique helmoltzienne, les lignes tourbillons
sont des lignes fluides. De facon plus précise, la ligne tourbillon issue
d’un élément matériel de cette région reste, dans toute sa portion
helmholtzienne, malériellement transportée par le fluide. Mais dés
qu’elle pénétre dansla zone non helmoltzienne, elle perd cette propriété
et présente, vis-a-vis du milieu, un certain glissement. La ligne étant
prolongée jusqu’a ressortir de celte zone, nous supposerons que le glis-
sement s’annule & nouveau a ’arrivée dans la sone périphérique helmolt-
zienne. On peut montrer que celte circonstance n’est pas générale,
mais elle est assez usuelle et réalisée notamment lorsqu’il existe un plan
de symétrie. ‘ '

Cela étant, on imaginera la structure tourbillonnaire de D décom-
posée en tubes tourbillons infiniment déliés, quise meuvent en conser-
vant leurs intensités. Cerlains de ces tubes ont, comme il vient d’étre
expliqué, leurs extrémités dans la reglon périphérique helmholtzienne.

La vitesse de deplacement absolu o d'un de ces tubes — définie en
chaque point & une composante tangentlielle prés — se réduit, aux
> . . ,
extrémités, a la vitesse u du fluide. La différence
> > >
w—_y —u

est la vitesse de glissement. :

Il peut également se présenter d’autres tubes, formant un noyau
tourbillonnaire a I'intérieur de D : on leur attribuera encore, avec un
large arbitraire, une vitesse de deplacement

Un tube, d’intensité 2 8p, a pour contribution dans I et J les inté-
grales curvilignes
> — > > ' >
8I:6cpfOM A aM, 6J:—6cpf0M2dM.
d’ou '
> o AT
61_—_a<pf(3/\ AM + OM A db),

5= 5 f [5(ON.7) dbi -+ OMe s .

¥
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Or
I > > > >
GAAM + OM A do = d(OM A ¢ ) 29 A dM,
e >\ > > > —> >
—2(0M.7) aM — oM2do =— a(OM20) 4+ 20M A (5 A aM).
Pour un tube ayant deux extrémités A et B dans la surface S, on a

o [a(0MnD)= oo[OMAT],

_&Pfd(ow?) ——sp[OM7 ]}

> > . , -
Comme ¢ est égal & u sur S, et que dp représente le flux de w dans le
tube, une sommation étendue a tous les tubes conduit aux intégrales

— > >
jOM/\ud@ et —ﬁ0M2ud®.
S S

Le long d’un tube fermé les différentielles exactes ont une intégrale
nulle. Les termes restants, sommés pour tous les tubes, ouverts ou
fermés, engendrent les intégrales

> > — (> >
2ﬂfv/\d1{ ot zﬂfOM/\(v/\dK).
D D .
Donc finalement
‘ d_f — > > >
—:ﬁOM/\,ud(D—kzﬁv/\dK,
dt s b
>
al ::-—ﬂIONPZdCI) - 2ﬁ6ﬁ/\(3/\dﬁ).
dt s b
Par rapprochement avec les relations (1) il vient alors
> S
R=12p ﬁ w N\ dK,
R ,
H_—_zpﬂ"b—lﬁ/\(;/\dﬁ).
. D

Atnsiles actions extérieures se trouvent directement reliées au glissement
des tubes tourbillonnaires. Il serait vain d’ailleurs d’atiribuer a ce
résultat une valeur locale.
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Le cas bidimensionnel donne lieu & des considérations analogues,
Pévolution de la structure tourbillonnaire d’un domaine fluide
pouvant, avec un large arbitraire, étre représentée comme un
déplacement de quantités tourbillonnaires conservalives.

19. Novau TourRBILLONNAIRE. — a. Adoptant maintenant un point de
vue différent, plus important pour les applications, nous envisageons
le cas ot D est un noyau tourbitlonnaire, baigné de fluide helmholtzien.

. . > > . .
Nous voulons dire par la que w.a est nul sur S; c’est ce qui a lieu,
a fortiors, si la frontiére S est tracée dans une région irrotationnelle.
Les intégrales en d® disparaissent des formules (1) du paragraphe 18.

> >
En outre I et J sont, comme on I’a vu au paragraphe 16, les éléments
de réduction d’un torseur de polarisation bien défini.

- > -
En vue de I'évaluation de A et B nous écrivons
> > >
u — ul 4 ule,
) +» . ) . . .
en désignant par u la vitesse induite, selon les formules de Biot et

>

Savart, par la structure tourbillonnaire contenue dans D. Lereste u
constitue alors la witesse primitive, soit, en quelque sorte, la vitesse
qu’on observerait én 1'absence du noyau tourbillonnaire D. Déslors

> > > >
A:zﬁu[‘)/\cﬂ{+2ﬁu‘8)/\dl§,
D D

EzzﬁﬁﬁA(Z'iiAdﬁ)+zﬁOM/\(Zw)/\dE).
. D D

Les intégrales en u!Y peuvent étre envisagées comme relatives a un
écoulement qui emplirait]’ espace entier, avec structure tourbillonnaire
restreinte & D. C’est dire qu'on peut remplacer le domaine d’inté--
gration par l'intérieur d’une quelconque surface fermée X, renfer-
mant D, et par la transformation du paragraphe 8 6, cela donne

ﬁu(')AdK __ﬂ" [I -m»;_ 2 a) lz)] ds,
N~
ﬁ oM A (w0 A dK) = ﬂ OM /\B.Zmz.z_ (20.a) Zm] do.
D z
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En prenant alors pour Z une sphére de rayon indéfiniment croissant,
_ et vu l’allure a I'infini de u, on conclut a la nullité de ces intégrales.

¢

Donc, dans ce cas d’un noyau tourbillonnaire, il reste
) )

N SR SN
'R=C —a, n=%_a,
0 dt o dt

ou A et 63 sont des intégrales d’interaction entre la structure tourbillon-
naire de D et la vitesse primitive. De ce fait le calcul est encore possible
lorsque D contient des singularités ou des lignes tourbillonnaires. '

~ Supposons en particulier que I'écoulement soit permanent, et que
les éléments tourbillonnaires de D n’atteignent pas la frontiére S,
laquelle se trouve ainsi tracée dans une région irrotationnelle. Alors
la structure tourbillonnaire intérieure & D est fixe dans I’espace, d’ou

. Y > x . o e e . :
'invariance de [ et J et 'annulation des dérivées. R et H se réduisent
donc & ces termes d’interaction : nous ferons voir au paragraphe 25
qu’on généralise par la le théoréme de Joukowsky.

 b. Les vecteurs ainsi introduits,

- - —
a= Qﬂ w A dK,

1]

> - /> —
@B = 2MOM A (u"') A flK),
b

constituent la résultante et le moment en O d’un torseur : c’est,
disons-nous, le torseur de l'influence tourbillonnaire subie par le
noyau tourbillonnaire D. Il se rapproche, par sa forme, du torseur des
forces électromagnétiques subies, selon la loi de Laplace, par un sys-
téme de courants fermés, de la part d’'un champ magnétique.

Dans le cas d'un milieu emplissant tout l'espace, avec repos &

I'infini, 4/ n’est autre que la vitesse induite, selon la formule de Biot- -
Savart, par '’ensemble de la structure tourbillonnaire extérieure 4 D.
Imaginons a ce sujet deux noyaux tourbillonnaires distincts D' et D”.

. . } %- . . . .
Soient respectivement u’ et u” les champs de vitesses qu’ils induisent
selon les formule de Biot et Savart.

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 1, 1953. 9
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> s >
U=2 u" A\ dK,
o

> ——> > >
B'=2 OM A (u” A (ZK),

o

Les intégrales

constituent la contribution du noyau D” dans l'influence tourbillon-
naire que subit D’ : on dira qu’elles définissent le torseur de
Vinfluence tourbillonnaire subie par D' de la part du noyau D'.

De méme
Q== 21” 7\ dK;
l) .
(””— 2 OM A (u N dK)
o

définissent D'influence tourbillonnaire subie par D” de la part de D'.
Par un raisonnement analogue 4 celui du paragraphe précédent, il est
alors facile de montrer que

> > >
A+ a@"=o, B+ ®B'=o0.,

Les influences tourbillonnaires vérifient la régle d’action et de réaction.

B

c. Il est important, pour les applications, d’étendre au cas général
ot D n’est pas un noyau tourbillonnaire, ce principe d’une décompo-
sition du champ des vilesses en vilesse primitive et vitesse induile.

La vitesse induite
e 1.7 -
ut—= — -, Wp /\ PM (lTp
27 JUy O A

) . : ’ + A .
contribue & I'intégrale A par I’expression

> > >
. A —— %ﬂﬁ —ZI_‘ (wp A pM) N Wy drp dry.
: M 4

La quantité intégrée s’écrit encore
/> >\ > > >
7 (COP wu) PM + <wm VM l)‘i)m

le premier terme est fonction antisymétrique de M et P etdonne donc
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zéro dans l'intégration sextuple. Pour le second terme, on permutera
les intégrations, ce qui conduit & calculer d’abord l'intégrale

> > > >
m.\hv.\l?(h')l:Z 7'{))1-0!.\1 d’f.\l;
et/ 'y

*

> s
A "3’:ﬂ I dd,
s

> I e
(M) — - w 7or dzp.
Teed

. + . .
Pour l'intégrale B, des calculs semblables donnent la contribution
de la vitesse induite

d’ot1 finalement

en pOSﬂﬂt

> s >
Bo— ITOM AT .
/g

Donc finalement

> A '
1y dl
SR=G —d uﬂb(]I—FOM/\u)dlD
> a0
lu:L_m_H oM \r[ om: ") d;
0 dt

— - .
ou @ et 03 sont, comme au paragraphe a, calculés a partir de la
vilesse primilive seule. L’intérét de ce résultat est d’étre encore apph-
cable lorsque D contient des singularités.

d. Ces considérations s’adaptent au cas bidimensionnel, sans qu’il
y ait cette fois de condition de fermeture & invoquer pour parler d'un -
noyau tourbillonnaire.

SoitD une portion d’un milieu mcompress1ble suppose helmholtzien
dans le voisinage de la courbe frontiére C, mais de constilution interne
quelconque. Les formules du paragraphe 17 a donnent

> ’
%R:(” /\55[u M t—-—U(lMil

!
%I’IL_-dI %O\] [ u. I7M)u—— —u dM]
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avec, d'apres le paragraphe 94,

> >\ > g > >
56 [(u.dM)u‘— L dM—lzzﬂu K,
c . . b -

'._,}, - \ s p—
OM.[ (Z.(lﬁ)Z— é u? [ZI\/T]: Q‘ﬂlo_l\—/)l.;:dl(_’;
¢ »

On pose donc

et il reste

>
Comme tout & I’heure, on décompose la vitesse u en la somme d’une

e ' . T . .
vitesse primitive u'® et de la vitesse u!, induite par lastructure tourbil-
lonnaire intérieure & D. En renouvelant le raisonnement du para-

. > —
graphe 17 6, on montre que la contribution de u dans A’ et B’ est

: . N 1 . . - .
nulle, de sorte que ces termes se réduisent a des intégrales @' et &'
d’interaction entre la vitesse primitive et la structure tourbillonnaire
intérieure, calculables méme si cette structure intérieure comporte

. o, > . , !
des singularités. @' et &' constituent la résultante et le moment
résultant du torseur d’influence tourbillonnaire subie par D. On vérifie
encore dans ce cas la régle d’aclion et de réaction.

20. SingurariTES PONCTUELLES. — a. Les singularités ponctuelles :
doublet dans le cas de I'espace, tourbillon ponctuel et doublet dans le
cas du plan, étudiées au paragraphe 12, n’étaient envisagées alors
qu’a titre strictement descriptif. Une telle singularité se présentant,
4 un instant initial, au sein d’un fluide parfait, ’étude de ’évolution
ultérieure pose des questions fort délicates. Il n’est méme pas certain
a priori que la singularité conserve son -caraclére ponctuel : il
semble possible qu'elle arrive a4 s’étendre en un ensemble de
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dimensions non nulles, quoique encore de mesure nulle. De toutes
maniéres la singularité ponctuelle ne saurail étre congue mécanique-
ment que comme schéma limite d’un noyau tourbillonnaire de
dimensions infiniment petites : I’évolution ultérieure dépend de la
microstructure interne. Nous envisageons, dans ce qui suit, des singula-
rités conservant leur caractére ponctuel, au sein d’un fluide helm-
holizien, l corps de la singularité pouvant d’ailleurs n’étre pas lui-méme
helmholtzien et subir des actions extérieures ne dérivant pas d'un

.z L . = ,
potentiel (son R leur résultante, H leur moment result,ant).
D’un autre c6té, un doublet étant localisé en un point P de I'espace,

} . . ! » ’ .
le champ de vitesses uz dans le voisinage a été défini au para-
graphe 12 comme la somme d’un champ de la forme

o= (LR PR 1
w(M) = hmrs . _47.”,:1 .

et d’un champ Z continu ainsi que ses dérivées du premier ordre
dans le domaine de P, lequel champ définit I’écoulement primitif.
Il faut noter alors qu’une structure de cette forme ne saurait subsister
que si cet écoulement primitif est irrotationnel. Autour de P, en effet,

le champ o se'réduit au tourbillon de ¢. Des équations de Helmholiz,
jointes & la considération de la forme de I’écoulement, on conclut que
ce champ ne peut demeurer continu dans le domaine du point P. La
conclusion est la méme pour un doublet du plan (sauf peut-étre dans
le cas spécial d’un écoulement primitif & { uniforme). :

Par contre, dans le cas bidimensionnel, le tourbillon ponctuel parait
pouvoir subsister sur un écoulement primitif rotationnel régulier.

Ces réserves faites, les considérations des paragraphes précédents
permettent bien facilement de dresser le bilan dynamique d’un
doublet ou d’un .tourbillon ponctuel. '

b. Soit d’abord, dans I'espace, un doublet, de polarisation ]—j, sur un
écoulement primitif irrotationnel. Nous appliquons les résuliats du
paragraphe 19 & un petit domaine fluide renfermant P, dont la struc-
ture tourbillonnaire se réduit au doublet.
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- Ainsi qu’on I'a vu au paragraphe 16 4, on a

:]:, =O0P AL,
d’ou *
A dl . di _db ¥ == dL
¢4 i . 4 7 (4
=@ a = am NEOP A

En outre, selon les principes du paragraphe 12, il vient

azzg[‘/\dkwc/\(L/\V)

b

ou, par la formule du double produit vectoriel,

>\ >

a=—(.0)v.
De méme : ,
d=a ([ oM A (¢ 7 @K) NB?I /\‘[?/\ (TAY) ],
“y
c’est-a-dire
B=— (‘ﬁ/\’(* L)+ OM A L(0.3 )—i—OP/\a——v/\L—e—OP/\a

On prend l'origine fixe O en coincidence,'a I'instant en cause, avec P .
et il reste (')

N :
17> dL > M\ 17 rlP
— — ). -H= — v AL
pR ot (t L)V’ 0 (/z/\L ‘/\I
On peut d’ailleurs poser
' (Z?)_ e
o= v,

(1) Notons qu'on pourrait traiter formellement le cas o ’écoulement primitif

présente un tourbillon non nul 9} (le calcul est plus délicat parce qu’alors le

domaine isolé n’est plus un noyau tourbillonnaire fermé). Dans I'expression
z >3 P -
de R apparait un terme en L A Q peut élre significatif, qualitativement, d’une

tendance a l'orientation des singularités au sein d’un écoulement rotationnel.
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vitesse du doublet par rapport a 'écoulement primitif, ce qui laisse
>

l":_—_ L
> /\

Les résultats sont formellement identiques pour un doublet du
plan (').

Pour un doublet libre, c’est-a-dire ne subissant pas de forces exté-
rieures, il reste

B nrye oAb
li. > 7\ ¢ - 7
7t__(g.L)v, =LA,

) >
équations qui définissent I'évolution du vecteur de polarisation L

(seloﬂ la méme loi que nous avons trouvée au paragraphe 6 a pour

> >
un acdc) et seulement la composante perpendz'culaire a L de la vitesse
de P. Notre bilan global est insuffisant pour prec1ser la v1tesse de

. progression du doublet selon la direction de L. 4 przon, pour un
doublet strictement helmholtzien, cette vitesse dépend de la micro-
structure interne : nous ne saurions méme affirmer qu’il existe des
doublets stationnaires, pour lesquels on aurait

> >
V.L==o
c. Le cas d’un tourbillon ponctuel, d’intensité 2K’, localisé en un

point P d’un écoulement helmholtzien bidimensionnel, se traite d’une
maniére semblable. En posant encore

d-f’ > >
—————V:V,
dt

vilesse de P par rapport a I’écoulement primitif, on trouve que le
corps de la singularité doit subir des aclions extérieures équivalentes
a une force unique, appliquée en P et définie par

> > > > >
R=—2pK'sAV=—pIz AV

. - _> .
(F, circulation de u autour du tourbﬂlon).

( ) Cf J. Pires, Cours de Mécanique des fluides, p. 147, ou le cas du mou-
vement permanent est traité au moyen des formules de Blasius.
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En particulier, pour un tourbillon libre,

>
V=—o.

21. SURFACES DE GLISSEMENT. — Ainsi que nous I’avons faitremarquer,
les considérations du paragraphe 18, basées sur des dérivations
séquentes, sont en défaut lorsque la surface frontiére S coupe des
surfaces de glissement. Cette frontiére, supposée contlinue i l'instant’
initial, se trouve en effet scindée dans l’évolution ultérieure. On
présume cependant que les résultats acquis peuvent étre adaptés a ce
cas par l'assimilation tourbillonnaire des surfaces de glissement.

>
Dans Pévaluation des dérivées ;—il—i et g, la circonscription invoquée
pour les éléments tourbillonnaires superficiels correspondra a la
portion de couche médiane qui était incluse dans le domaine initial.

I suffit de rejoindre dans ce cadre les relations purement cinéma-
tiques établies aux paragraphes 145 et 155 : '

>

: i, AU T e (o

(1) P—a_d—t— [Eu o — (u.a)uJa’a

_....+ >
_jamqu)_; HOM/\(Z/Q)CJ@,
S .
> af > > > ;’
ﬁ’:d—t—'ﬂ OM/\I-éu‘la—(u.oOquc
W' _

> LT
+ﬂ0Meud@+5ﬂ OM:& \ Y do.
S s

 Développons les calculs pour la premiére de ces relations. Le
domaine D est supposé partagé en deux parties D’ et D” par lasurface
de discontinuité X; soient S’ et S” les portions correspondantes de la
frontiére S. On a

> > >
&(D) =g (D) + o/ (D").

Soient en outre A’, A" les contributions de §’, S” dans I'intégrale

ﬂ[; wa (Zc:) Z] do,
8 ‘



'

BILAN DYNAMIQUE D'UN ECOULEMENT ROTATIONNEL. 69

G’, " leurs contributions dans I'intégrale

—> >
é‘ﬂ‘_OM A (a Ay) do.
S
. > oz 2 . . ‘ ., > . ;
 Soient I, I, I* les contributions, dans 'intégrale I, des domaines D’

et D" et de la couche tourbillonnaire X (limitée au cours du temps

o e R . . gl R . .
comme il vient d’étre dit); soient E/; E”, E* leurs contributions dans
l'intégrale
T
y OM A udd,
s )

c'est-a-dire

e [ (7= ).

T est la courbe de section de X par la frontiére S. Nous reprenons la

" les notations du paragraphe 8:a désigne le vecteur unité normal 4 £
orienté de D” vers D’; la courbe I est orientée corrélativement. La
relation (1), appliquée séparément aux domaines D’ et D”, donne

> [ —>>% '
%a’(D’)—%—A’ E’ G’—}—ﬂ[ "‘a— u' .o u’]a’o—

—i— OM/\u(Zm da’+ ﬂO\’I/\ a/\y)da,
" ety
f(m_él__;:v R A P
P w2 ' ]
_ﬁ OM A w(5.0") do — ;ﬂﬁﬁ/\@/\?) do.
pol »
Par addition il vient done
.—a(D)_£(++) A—E—Goa_&—a

en posant

a*—ﬂ[ e ,,_;);,,_;_u,2;+(;,_;);,]da,
= oML ) - 2]

9*=a,y;owm@_?>]
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Il s’agit de prouver que

> —> > dl* i?“
— A= & — G = — B

- Les calculs du paragraphe 8 5 donnent

3

On écrit de méme

> > % >,
w'=u—+ 0, u=u—aq,
d’ou
@ (ao)—a(@a) = He-3)[aav.(@-3)]
(AT D)
(A3 3% )

et, par suite, )
@*:ﬂ:o_ﬁ/\ [— (3 /\3.?) 3(5 A¥. u)] do.
D’autre part, on a, par la transformation de Stokes,
E*:—ﬂEOT\?AZ*(?Z/\?) da:"_ﬂ\:(}/\Z) A do
[ [ G2 %) < 252
donc, apreés réduction,

> > > > > >
B O & — 9*—_—1] o \dK
)

+ﬂ26ﬁ/\[ AV

*R‘Y

Par ailleurs, on effectue une dérivation séquente selon la couche
médiane

>
* —_ .
_‘;l_: dﬁowr/\dx ﬁu*Aczﬁ+ﬂoﬁA 4(4K),
> b dt
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et les calculs du paragraphe 8 ¢ donnent

> >/ > > e > > > > >
(—72 (d ) :[E(;/\ V.u*) — u*(z A V.B) —+ ;’,—oc/\ (T’—— Y”)] do.
L’égalité annoncée en résulte. .

La relation des moments (2) s’étend de méme. Le cas bidimensionnel
conduit 4 une extension analogue.

~

22. BiLAN ENERGETIQUE. — a. Sans nous soucier, pour cesimple apercu,
de réduire les hypothéses au minimum (nous allons étre amenés

notamment a supposer o dérivable par rapport aux x,-), reprenons le
point de vue du paragraphe 18c. Soit une portion D de milieu
incompressible, helmoltzien dans le voisinage de la frontiére S. L’évo-
lution de la structure tourbillonnaire est décrite comme une défor-
mation des lignes tourbillons, supposées individualisées de telle sorte
que l'intensité de.tout tube reste conslante dans le temps: un tube
atteignant la région périphérique helmholtzienne par deux extrémités
y présente par hypothése des bases matériellement liées au fluide.

La vitesse absolue ¢ de déplacement des lignes est définie en chaque
point & une composante tangentielle prés : ce champ de vitesses est
celui d’'un ensemble d’éléments matériels, fuide fictif (8), la loi de
déplacement de ces éléments le long de chaque ligne étant fixée arbi-

trairement. La différence
> > >

P — uU=w
constitue la vitesse de glissement des lignes par rapport au milieu.

Sur la frontiére S
> >

w A w=o.
- kY . - ’
Le flux de o & travers une portion de surface X, transportée par le
fluide fictif, reste constant dans le temps, puisque c’est I'intensité d’un

tube. Pour un élément do d’une telle surface on a donc, en notant %

des dérivées séquentes prises selon le fluide fictif,

% (Z.:da’) =o,
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ou, d’aprés le paragraphe 6 a,
. .
> > > >\ > > >\ >
('ilL;).a do + w.[(V.v)a — (oc.u)V:I do=o0

. - . *
quel que soit «, d’ot

b0 (5.5)s - (7%)5.

. d , L e, , e
D’autre part, si ?ii; représente une dérivée séquente selon le milieu
matériel initial,
) { - [+ > >\ >
drw 24134
- =" _\w.V
dt dt ( >"i’

avec

et 'on en tire

S
df(n.) _ >

dat

" ou -
: > > > >
Rsw ;—V A <‘f/\ c:)>

La relation (6) du paragraphe 7 d donne alors
> > > > >
VA(FAe) =T AT
L’équation locale de la Dynamique est, d’autre part,
> > >
PYy=—Vg+F+o,
_> : . + . .
I, champ des forces sans potentiel, ¢, divergence du champ tensoriel

des contraintes non hydrostatiques, vecteurs caractéristiques des

actions non helmholtziennes, qui sont censés s’annuler a la frontiére
de D. Et il reste

Al Ae) =T (Fo).
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b. Supposons alors que le domaine D soit &4 connexion superficielle
simple, c’est-a-dire que S se compose d’une surface fermée unique :
on peut toujours se ramener a4 ce cas en posant que les éventuelles
lacunes helmholtziennes font partie du domaine D. De la relation
précédente il résulte que '

> > >
4 w

> >
Fro=20wA\ —|—V7;,

A étant un champ scalaire dont le gradient doit, comme les autres

termes, s’annuler sur S. Ce champ scalaire posséde donc une valeur

constante unique X, sur. S (d’ot il résulte qu’il est encore bien défini

et uniforme, méme lorsque S est a connexion linéaire multiple).
Pour P’évaluation des puissances, on écrit alors

> > > > > > >
/ﬂ u.(F +- CP) dz'::zp/// u.w/\wrl':'-Jr-ﬁ:u.Vlllf,
v eedlp 1] *
> > > > SO . "-—>¥
ﬂlt.Vldf:']tt.Vldf:j] u,a:?\({a:/.uj] w.o do=o.
i/ * nroox s s
‘ > >
ﬂu.Fdf:f‘f("),
© b

représente la puissance développée au cours du mouvement par les actions
extérieures sans potentiel. D’aulre part, puisque le tenseur T est nul
sur S, on a

> > 0T T ﬂ“dui :
odr= —dr= w;Tyap do — — Ty dr = 29,
ﬂu ¢ at Dui o ° ls Ly do | Oz i

puissance développée par les tensions intérieures du milieu. Et il reste
} ) >> >
U 4 Rle) = 2pﬂ u.w Ao dr
D

La puissance développée par les actions non helmholiziennes se trouve
ainst directement reliée au glissement des lignes tourbillonnaires (*).

avec

Or

(*) Noter que I'évaluation précédente de la puissance serait aussi bien appli-
cable pour toute évolution virtuelle a dilatation nulle. En prenant en particulier
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C’est, nous semble-t-il, & partir de ce point de vue énergétique que
la théorie des tourbillons prend son aspect le plus significatif.
D’ailleurs, méme pour un milieu compressible, les conditions de
Helmholiz sont de nature énergétique. Les développements ultérieurs
de la théorie, pour le cas des milieux compressibles quelconques,
seront vraisemblablement obtenus dans cetie voie, avec 'intervention

de la Thermodynamique

c. Rappelons encore ici une evaluatlon de la force vive d’une
" portion de fluide ('), qui apporte un complément naturel aux considé-
rations des précédents chapitres. Au paragraphe 85 nous avons montré
P’équivalence de la répartition vectorielle spatiale

> >
ﬁzu/\w(/:'
B

et de la répartition superficielle

ﬁ[é u?z— (u a) ]da, )

tant du point de vue delarésultante que de celui du moment résultant.
Nous comparons maintenant les viriels de ces réparlitions; soit

.

> > >
V=2 OM.u A\ wd=.
Ly
On écrit . ,
O (T A D) =on Lo n B A= (o8 3)(2 a)—(0V.a) (£.%)
_____ <_Kil>'_V>)ft‘3 — %u- (()'\l u) (?V) -+ u{
d’ou ) _
:[/ oTw'l L Z.Z)Z] do— T,
dls .2 . p

T désignant ’énergie cinétique de la porlion de milieu D.

comme déplacements vu'Luels une translation, puis une rotation, on retrouve Ies

expressions du paragraphe 18 ¢ pour la résultante et le moment résultant des F
(les actions intérieures ont alors une puissance nulle).
(') Cf. Powxcare, Théorie des tourbillons.
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Comme au paragraphe 8, ce résultat s'¢tend au cas de domaines
scindés par une surface de ‘glissement, en invoquant les éléments
tourbillonnaires équivalents et la vitesse médiane. D’autre part, la
relation polaire de celte relation quadratique est utile dans les éva-
luations de puissance.

25. ConcLusrons T EXEMPLES. — Il sortirait de notre programme de
passer en revue maintenant les diverses considérations tourbillonnaires
classiques, afin d’examiner les éclaircissements qu’y apportent les
développements précédents. Bornons-nous a quelques généralités sur
larésistance qu’éprouve un corps en translatlon uniforme, au sein d’un
fluide indéfini.

Soit @, le systéme de référence lié au corps, 0, le systeme, en

translation par rapport au précédent, avec une vilesse Uo, vis-a-vis
duquel le fluide, soumis seulement a des forces dérivant d’un potenuel
(pesanteur), est au repos a I'infini.

St I'écoulement est permanent relativement & ©,, le torseur de polari-
sation est invariable par rapport 4 ce systéme : O étant un point fixe
par rapport a ce systéme, on a

fon=T, Ton=T,

grandeurs vectorielles invariantes vis-a-vis de l'un ou de l'aulre
systétme de référence. Alors, O, désignant un point fixe par
rapport a ,,

> T
I(Oo):In J(Oo):J1+Oo()t'/\ L
d’out
d d > >
{Ttl(Qﬂ)—O, EJ(OO):L/\UO-
Si donc les condilions a 'infini précisées au chapitre Il sont vérifiées,
savolr :
. . > 19 .
annulation uniforme de « a I'infini,
. .y .._)' [ > .
annulation réguliére de rw \ou seulement de 7w si ’on se borne

aux ré‘sultantes),
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+
annulalion uniforme de 7T et r'o (ou seulement de 7T et r“q:),

il vient
_>

>
R=o, l /\ Uo
> o> ,
Par R et H il faut entendre la résultante et le moment résultant des
forces non conservatives appliquées au milieu entier : fluide et solide
immergé, supposé de méme densité que lui. Ce sont nécessairement
des forces appliquées au solide, pour lequel les forces d’inertie sont
d’autre part nulles. Si donc on fait abstraction des poussées archimé-

diennes, RetH représentent, au signe prés, la résultante et le moment
résultant des actions hydrodynamiques subies par le solide. Moyen-
nant les conditions 4 l'infini ci-dessus on retombe ainsi sur le paradoze
de d’Alembert quelle que soit la nature des tensions mternes du fluide
(fluide réel quelconque).

Pourtant, d’aprés les considérations du paragraphe 10, les
conditions en question doivent étre vérifiées pour un fluide visqueux
initialement au repos.' La conclusion est que, dans ce cas, un régime
permanent ne peut jamais s’établir uniformément sur 'espace entier :

la résultante de polarisation I est en constant accroissement. Cela
n’enléve d’ailleurs pas.de valeur & la conception d’un mouvement
permanent; a l'intérieur de tout domaine fixé de ©,, on observera, au
bout d’un temps suffisant, la permanence 4 une approximation
quelconque Et ainsi quelque grand que soit le domaine, le temps
nécessaire devenant seulement plus grand. Il se définit de la sorte,
mathématiquement, un régime permanent sur 'espace entier, mais ce
régime ne vérifie certainement pas nos conditions a l'infini.

Ces circonstances se congoivent clairement sur 'exemple d’'une aile
mince, en translation dans un fluide quasi parfait. La structure
tourbillonnaire est réduite & la surface de I’aile et au sillage formé par
les éléments de fluide que I'aile a cotoyé depuis sa mise en mouvement.
En toute premlere approximation, ce sillage ala forme du rectangle
que l’'aile balaie dans son mouvement par rapport 4 ®, : c’est un
feuillet en constant accroissement (§ 16¢). Mais si 'on décrit le
phénoméne en se référant & @,, on voit qu'un domaine arbitrairement
grand renfermant I’aile finira par ne plus contenir les élémentsinitiaux
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du sillage et I'écoulement y tendra vers une forme permanente. Seule-
ment ce régime n’est pas justiciable des considérations du chapitre III.
Il est possible de développer a partir de ces points de vue des calculs
approchés qui rejoignent la théorie de Prandil (*).

b. Reprenons maintenant la question classique d’un corps en
translation au sein d’un fluide parfait indéfini irrotationnel. ,
Soit d’abord le cas bidimensionnel. Nous nous référons au repére 9,
lié au profil C, et nous appliquons les résultats du paragraphe 17 d a
une portion de fluide baignant ce profil solide, supposé de méme
densité. La structure tourbillonnaire se réduit & la couche'de glisse-

—> y . . A .
ment sur C : un élément dM de C (pris dans le sens trigonométrique)
équivaut, d’aprés le paragraphe 9d, a une quantité tourbillonnaire
' > - )

u.

dK'= dM

N -

> . . s .
(u, vitesse du fluide le long de C). En régime permanent, cette

>
. . . es dar !
structure est invariable, d’ou la nullité de % et f:%- D’autre part, la

.+
vitesse’ primitive se réduit a Uy, d’ou les termes d’influence tourbil-
lonnaire
> >. > > > > >
W=—sz A [ U, dK'=—13 A U.,fu.dM,
c C .

> —— > > > >
as':—szM.UodK'_—__U,,fOM(u.dM).
On en tire la résultante et le moment résultant des actions exercées

par le fluide sur le profil (c’est-a-dire pour une tranche d’espace’

d’épaisseur unité)
> > > > >
R=—pz A Uo‘ggu.dM; v

> > —>c—> >
H’.—_—U09§OM(u.dM).
c

On reconnait dans la premiére relation le théoréme de Joukowsky .

(*) Cf.- M. Roy, Sur U'aérodynamique des ailes sustentatrices et des
hélices, 1928.
Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 1, 1953. o II
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Le raisonpement est le méme dans .le cas tridimensionnel : la
surface X du corps immergé équivaut a une couche de tourbillons.

. ., L.
Si « est le vecteur unité normal extérieur, on a

> > >
dK:;a/\u,da

et

=Y
lI

:on H‘a/\uda,
=

CB:pﬂ OM A LTop (2 A u)]de.

a2
I

La premiére de ces relatlons peut étre considérée comme l'analogue
du théoréme de Joukowsky pour le cas de I'espace (*). L. mtegrale

> > :
ﬁa/\u(lﬂa .
AN !

P

invariante lorsqu’on remplace X par une surface enveloppante, joue le
role de la circulation. En fait elle représente, comme dans le cas du
plan, le double de la somme tourbillonnaire du milieu, nulle d’apres
les considérations du paragraphe 7a :

> > > > > .
ﬂa /\-uda':2ﬂ OM(a.m) do —o.
= =

On retrouve donc le paradoxe de d’Alembert.

’

() M. Pascar, Atti dei Lincei, vol. 30, 1g21.



