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Sur une théorie ensembliste des jeux alternatifs (1); 

PAR CLAUDE BERGE. 

AVANT-PROPOS. 

Le premier, J. von Neumann eut l'idée d'utiliser les développements 
les plus modernes de l'analyse mathématique pour une théorie des 
jeux à deux personnes. Depuis la parution de son ouvrage fonda-
mental (2), ses résultats furent constamment améliorés, notamment 
par A. Wald, S. Karlin, H. Weyl, L. S. Shapley (3). 

Néanmoins, les recherches partaient toujours du point de vue 
strictement local posé par von Neumann, et semblaient ignorer les 
problèmes globaux posés par la structure du jeu. 

Dans la théorie de von Neumann, un jeu alternatif serait décrit de 
la façon suivante : deux joueurs, que npus appellerons A et B, font 
un choix à tour de rôle parmi plusieurs alternatives possibles, appelées 
mouçements. Les mouvements jouables à un moment donné dépendent 

( 1) Thèse présentée à la Faculté des Sciences de Paris, le 2 février 1952, en 
vue d'obtenir le grade de Docteur ès Sciences Mathématiques. 

(2) J. VON NEUMANN et O. MORGENSTERN, Theory of Garnes and Economie 
Behavior, Princeton, 1944-

(3) Cf. Contributions to the Theory of Garnes, Princeton, 1950. 
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des mouvements effectués antérieurement suivant une loi, que l'on 
peut représenter par un arbre tel que celui-ci: 

P<l21 l PC122 l P<321 > 

Au début, le joueur A choisit un mouvement parmi P(1 ), P( 2 ), 
P(3), P(4). S'il choisit P(1), par exemple, B pourra alors effectuer 
un des mouvements R(11), P( 12 ), P( 13 ). A chaque branche 
terminale de l'arbre est associé un coefficient À, positif ou négatif, 
appelé le gain de A; si i, est positif, on dit que A gagne de À; si À est 
négatif, A perd de I À 1- . 

Dans la présente étude, nous ne décrivons pas les choix effectifs 
des joueurs avec des «mouvements))' mais avec des entités arbitraires, 
appelées c< positions de jeu >>; lorsque A aura choisi une position x 1 , 

B pourra choisir une position x 2 dans un ensemble r x 1 ne dépendant 
que de x 1 , et ainsi de suite. Le jeu ne s'arrêtera que si la position 
du jeu appartient à un ensemble pondéré K, et son poids sera le gain, 
positif ou négatif, du joueur .A. 

Cette nouvelle description constitue bien une généralisation, car 
nous rejetons trois hypothèses, qni semblaient fondamentales dans la 
théorie de von Neumann; en effet : 

1 ° chaque joueur choisit 1111 élément x dans un ensemble quel-
conque, qui n'est pas nécessairement fini, ni mèrne numérique; 

2° la durée du jeu n'est pas bornée par un nombre n fixé à l'avance; 
3° les positions x du jeu sont définies par un caractère qui n'est 

pas nécessairement l'ensemble des positions antérieures. 

Du point de vue théorique, on remarquera que les raisonnements 
y gagnent en élégance, le schéma étant devenu global (le jeu n'estplus 
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considéré par un « arbre ))' mais par une fonction multiforme f); du 
point de vue pratique est devenue triviale la méthode de simplification 
préalable due à Krentel, Mac Kinsey et Quine ( 1' ), et sans laquelle les 
calculs numériques dans certains jeux seraient inextricables : la seule 
simplification sera ici de reconsidérer la définition primitive d~ 
l'élément « position ))' afin d'identifier les positions équivalentes. 

Nous prenons pour cadre celui des jeux alternatlfs, c'est-à-dire où 
les deux joueurs jouent à tour de rôle, mais cette restriction n'a rien 
d'essentiel : en effet, on remarquera que tous les jeux de position 
usuels peuvent se ramener au cas alternatif. 

CHAPITRE I : Transformateurs inverses et associés. - La relation r 
étant un traw.sformateur, il convient donc d'étudier au préalable 
certaines propriétés générales des transformateurs. Ce chapitre préli-
minaire sera surtout le développement de deux notes ( 5 ), où nous 
définissons l'adjoint et l'inverse; seulement, pour plus de généralité, 
nous supposons ici que le domaine de définition· est un semi-treillis 
quelconque, simple ou non, ce qui nécessite l'introduction de notions 
nouvelles, comme le noyau el l'anti-noyau. Cette généralisation n'est 
d'ailleurs pas purement spéculative, car nous rencontrerons au 
chapitre suivant des treillis non simples ( treillis des cycles). 

CHAPITRE II : .feux alternatifs absolus, ou étude de la règle. - De 
l'alg·èbre des transformateurs Gtudiée au chapitre I, nous déduisons 
aussitôt diverses opérations sur les jeux: im'ersion, adjonction, produit, 
superposition, etc. 

C~tte Algèbre des jeux va nous permettre d'étudier les propriétés 
intrinsèques des positions de nullité, de gain ou de perte. L'ensemble 
des positions gagnantes de chaque joueur sera donné par une formule 
algébrique, et les jeux seront classés par la structure de leurs règles. 

Nous avons pris comme cadre celui des jeux alternatifs absolus, 

(4) W. D. KRENTEL, J. C. C. Mc KINSEY, W. V. QUINE, A simplification of 
Garnes in extensipe Form (Duke Math. J., vol. 18, 1951, p. 885). 

( •) C. BERGE, Sur L'isoPalence et.la régularité des transformateurs, ( C. R. 
Acad. Sc., t. 231, 1950, p. 1404); Sur l'inpersion des transformateurs (Ibid., 
t. 232, 1951, p. 134). • 
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c'est-à-dire sans valuation de l'ensemble K des positions finales, car 
l'étude de tels jeux est entièrement globale. Mais il est évident que les. 
problèmes posés par la règle sont les mêmes pour les jeux relatifs 
et se résolvent de la même façon. • 

CHAPITRE III : Jeux alternatifs relatifs, ou étude -du gain. - Si l'on 
pondère l'ensemble des positions finales (jeüx relatifs), il se pose, en 
outre, un problème d'ordre local : celui du meilleur gain ( ou de la 
moins mauvaise perte) que chaque joueur peut garantir à un moment 
donné. Pour le résoudre, nous devons ramener le jeu à une forme 
normalisée, qui coïncide alors avec la forme normalisée de la théorie 
classique. Autrement dit, nous rejoignons ici le point de vue de von 
Neumann; seulement, comme nous sommes parti ayec une défi-
nition plus générale, nous n'avons pas fait les deux hypothèses 
fondamentales de sa théorie, à savoir: 

Hypothèse I : Les ensembles r x sont des ensembles finis pour toute 
position x; 

Hypothèse II : La durée de la partie est bornée par un nombre fixé 
à l'avance. 

Le rejet des hypothèses I et II posera des problèmes nouveaux; 
nous verrons, en particulier, que le théorème principal de von 
Neumann peut alors être mis en ù.éfaut. 

Dans ce chapitre, nous avons déterminé parfaitement la borne 
supérieure précise de tous les « gains qu'un des joueurs peut prétendre 
a priori dépasser à un moment quelconque fixé par lui >>; par contre, 
nous ne savons à peu près rien de la borne supérieure préciise des 
gains qu'il peut prétendre dépasser (< tôt ou tard>>; ce problème encore 
non résolu relève de la théorie des nombres transfinis. 

CHAPITRE IV : Jeux alternatzfs neumanniens, ou étude de l'infor-
mation. - En faisant quelques hypothèses supplémentaires sur le 
transformateur r, on obtient une catégorie de jeux, dits neumanniens, 
pour lesquels il est possible, aux joueurs A et B, de jouer sans 
connaître parfaitement la position : le problème fondamental qm se 
pose est alors de reconnaître si le jeu est par /ait ( 0). 

(!) En anglais: strictly determined. 
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Ce problème se pose surtout pour les jeux dits « de stratégie ))' 

dans lesquels la position est constituée par un couple de deux distri-
butions P ( x) et Q (y) ( sur des ensembles X et Y donnés) choisies 
respectivement par les joueurs Aet B. Von Neumann ( 7 ), qui supposait 
les ensembles X et Y finis, avait démontré en 1937 l'important 
théorème suivant : Tout jeu de stratégie est parfait. 

Puis, J. Ville ( 8) et A. Wald (9) étendirent pàr continuité ce 
résultat à des ensembles X et Y d'un autre type, mais toujours bornés. 

Dans ce chapitre, notre but principal sera d'élargir ces critères et 
de les adapter à des ensembles X et Y non bornés. C'est ainsi que 
nous g·énéraliseronsles théorèmes de Ville et de von Neumann .. 

Nous nous étendrons plus spécialement sur le cas important où 
X et Y sont des ensembles dénombrables. Ici, le passage du cas fini 
au cas infini sera grandement facilité par des résultats connus de 
l'espace hilbertien. 

CHAPITRE I. 

1'RANSFORMATEURS INVERSES ET ASSOCIÉS DANS UN SEMI-TREILLIS, 

1. SEMI-TREILLIS. - Dans toute cette étude, il ne sera question que 
de treillis au sens complet du mot; ce sera une famille d'ensembles D 
telle que: 

(1) e).E D (À) entraîne UeÀeD; 
À 

(2) e)_ED (À) entraîne {')eÀeD. 
À 

(7) ·J. VON NBUMANN, Über ein okonomisches Gleichungssystem (Math. 
• Kolloquiums, t. 8, 1937). 

( 8 ) J. V1LLE, in Traité du Calcul des Probabilités et de ses applications 
(E. BOREL), t. IV, vol. 2, Paris, 1938. 

( 9) A. WALo, Foundations of a general Theory of Sequential Decision 
Functions (Econometrica, t. 15, 1947). 

Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 2, 1953. 18 
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Les intersections et les réunions sont prises avec une infinité d'ordre 
quelconque d'ensembles e". 

D sera un semi-treillis si l'on a seulement 

entraîne U e), ED. 
À 

Un ensemble e de D sera un ensemble minimal s'il ne contient pas 
d'autres ensembles de D que l'ensemble e lui-même et l'ensemble 
vide 0, qui peut toujours être considéré comme appartenant à D. , 

D sera un treillis simple si tout ensemble de D est une réunion 
d'ensembles minimaux. Par exemple, les sous-ensembles d'un inter-
valle forment un treillis simple dont les ensembles minimaux sont 
les points. Avec tout semi-treillis D, on peut former un treillis simple ô 
en considérant toutes les réunions des ensembles minimaux de D. 
L'ensemble 

est l'ensemble maximal du semi-treillis D. 

2. TRANSFORMATEURS. - Considérons, sur une famille d'en-
sembles D.u une relation A faisant correspondre à tout ensemble e 
de DA un ensemble Ae bien déterminé. 

Nous dirons que A est un transformateur si 

I O DA est un semi-treillis; 

2° A( U e"A) = U AeÀ ·( où't'), eDA)i 
3° AO = 0 ( où O est l'ensemble vide). 

DA' est le domaine de définition de A. 
Les ensembles de la forme Ae constituent aussi un semi-treillis âA, 

appelé domaine des valeurs de A. 
A sera un transformateur régulier dans DA si 

entraine 
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On a, comme avec les treillis au sens ordinaire du mot, le résnltat 

suivant: 

THÉORÈME {. - Si A est un transformateur, e-1 C e2 entraîne Aet C Ae2. 
Si, de plus, A est régulier, Ae1 C Ae2 entraine e1 C e2 •. 

En effet, le fait que A soit un homomorphisme dans un semi-treillis 
complet ne change rien à la démonstration usuelle (1°). 

D'après ce théorème, si l'on a 

on peut écrire : 

Nous dirons alors que le transformateur A est isomlent dans. DA si, 
de plus, • 

• 1 ° DA est un treillis i 

2° A({')eÀ)={)Ael,· 

Ce terme d'isovalence est expliqué par une analogie avec la théorie 
des opérateurs linéaire§. Nous avons démontré, en effet, qu'on peut 
établir une correspondance biunivoque ·entre les opérateurs linéaires 
isovalents et les transformateurs isovalents ( u ). 

3. INVERSE D1UN 'fRANSFORMATEUR A. - Nous nous proposons de 
traiter ici le problème de l'inversion de A pour un semi-treillis 
quelconque D"' problème qui nécessite l'introduction de quelques 
notions préalables. 

Un ensemble & étant donné, les ensembles E de DA tels que 

(10 ) Cf., par exemple, Garett BrnKOFF, Lattice Theory (Amer. Math. Soc., 
Colloquium publications, vol. XXV, 1948, .p. 21 ). 

( 11 ) CLAUDE BERGE, Sur l'isoralence et la r·égularité des transformateurs, 
C. R. Acad. Sc., t. 231, 1950, p. 1404). 
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AE11 & = 0 constituent évidemment un semi-treillis N ( & ), que nous 
appellerons noyau de DA (par rapport au transformateur A). 

Remarquons que, si DA est un treillis et si EÀ sont des ensembles 
de N( &), on a 

N ( & ) est donc aussi un treillis. 
Éliminons de DA tous les ensembles du type 

e=E'uE11 

Avec les ensembles e,. qui restent, on peut former, en prenant leurs 
réunions de toutes les façons possibles, un semi-tr~illis N (&), que nous 
appellerons anti-noyau de DA (par rapport au transformateur A). 

Lorsque le semi-treillis DA est simple, la définition de l'antinoyau 
est si~plifiée; on voit, en effet, qu'un ensemble E appartient à 
N ( & ) si, et seulement si, il est une réunion d'ensembles minimaux 
n'appartenant pas à N ( &). 

Nous pouvons maintenant définir l'inrerse A-i d'un transformateur 
A. Ce sera la relation qui fait correspondre à un ensemble e quelconque 
l.a réunion A-i e des ensembles E1. d"!l semi-treillis dA = N ( \ ÂA l), 
tels que 

• Il s'ensuit immédiatement que A-1 e e dA quel que soit e, que e1 ::, e2 

entraîne A-1 e1 ::,A-1 e2 , et que A-1 0 = O. 

LEMME. - A tout ensemble Ede DA correspond un ensemble E de N ( & ) 
tel que 

En effet, considérons tous les ensembles e,. de DA contenus dans E, 
et éliminons ceux qui sont de la forme 

On peut toujours supposer que E~ n'est pas lui-même un ensemble 
éliminé, à condition de prendre pour E~ la réunion de tous les 
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ensembles de N ( & ) contenus dans e),• Prenons maintenant pour E 1a 
réunion de tous les ensembles e),, non éliminés : 

et on peut écrire : 

On a donc 

THÉORÈME f. · - A-i A:::, 1 dans dA, et AA-1 = 1 dans ÂA. Partout 
ailleurs, AA-i C 1. 

En effet, quel que soit e, on a 

AA-1 e = A( u E,,) = u AE), Ce. 
AE-,.Ce • 
EJ.EdA • 

Si de plus e E ÂA, on a e = AE. On peut toujours supposer que 
E EN ( &), d'après le lemme, quitte à remplacer Epar E. On a alors, 
d'après la définition de l'inverse, 

EcA-1e, 

ce qui entraîne, d'après le théorème (f, § 2), 

AEcAA-1 e. 

Si l'on compare avec (1), il vient: 
e= AA-1 e dans 11A. 

En outre, 
C. Q. F. D. 

C. Q. F. D. 

THÉORÈME 2. - Si A est un transformateur régulier dans DM e = AE 
équiçaut à E = A-ie, eEÂA. 

Supposons, en effet, que A soit régulier dans DA, et considérons 
dans ÂA un ensemble e = AE; on a, puisque DA = dM 

Ec A-1 e. 
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Si E~A-1 e, on pourrait trouver un ensemble & de DA non contenu 
dans E et tel que : 

Eu&cA-1 e. 

Eu tenant compte du théorème précédent : 

A(Eu&)cAA-1 e = e, ou AEuA&cAE, 
ou encore 

A&cAE. 

Mais, d'après le- théorème (1, § 2), on: aurait &cE, ce qm est 
contraire à l'hypothèse. 

Inversement, si E = A-1 e, avec e E ÂA, on a, d'après le théorème t, 
AE=AA-'e=e. 

Lorsque A et B sont des transformateurs réguliers, le théorème 2 
nous indique, en particulier, que 

(AB)-1 = B-1 A-1 • 

THÉORÈME :1. - Si A est un transformateur régulier dans d.\) A-1 est 
un transformateur régulier dans ÂA. 

En effet, 

A ( u A-1 eÀ) = A A-1 e). = u ei, = A ( A-1 u eÀ) •• 

Comme A est régulier dans dA, 

Comme, de plus, A--1 O = 0, A-1 est donc un transformateur; 
En outre, A-1 e1 = A-1 e2 entraîne 

A-1 est donc aussi régulier. 

Conséquence. - Il s'ensuit immédiatement que l'on peut appliquer 
le théorème 2 à A-t, qui est un transformateur régulier dans âA: 

équivautà E ·A-1 e 
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et, par conséquent, à 

On aura donc, si A est régulier dans d,u 

(A-1 )-1 =A dans dA. 

4. FERMETURE D'UN ENSEMBLE E DE dA"- - Nous appellerons fermeture 
(par rapport à A) d'un ensemble E ( edA) l'ensemble ff'E = A-- 1AE. 

On déduit immédiatement de ce qui précède : 

1° ff'E::,E quel que soit E( edA)i 
2° E1 ::> E2 entraîne 5Ei::, @'E2; 
3° ffi(ff'E)=ff'E. 

ffi est donc, au sens topologique du mot, une relation de ferme-
ture, et il en résulte les propriétés suivantes, d'ailleurs bien connues : 

Ceci résulte de l' extensivité de ffi. 

THÉORÈME 2. - %E est le plus petit ensemble fermé qui.contient E. 

Nous appellerons fermé un ensemble F tel que ff'F = F. Ainsi, 
%E est fermé (d'après 3°) et contientE (d'après 1°). 

5(:f·E) = (A-1 A) (A-1 A) E = A-1 1 AE = 5 E. 

Enfin, si un ensemble F 1 est fermé et contient e, on a 

donc 
C. Q. F. D. 

THÉORÈME 3. - L'intersection d'un nombre quelconque ou d'une 
infinité d'ensembles fermés est un ensemble fermé. 
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En effet, si Fi, F2, sont fermés, on a quel que soit k, 

ou 

Par conséquent: 

D'autre part, d'après l'extensivité, on a, l'inclusion inverse, donc 

C, Q, F, D. 

Remarquons que A est régulier avec les ensembles fermés, car 
siAF1 =AF2, on a aussi: 

et 

5. TRANSFORMATEUR Assocm n'UN TRANSFORMATEUR A. - On appellera 
transformateur assocÎé A* du transformateur A la relation qui fait 
correspondre à e la réunion A*e des ensembles minimaux de N(e) ("). 
On a, en particulier, quel que soit e, 

( où ôA est le treillis simple extrait du semi-treillis DA). 

THEORÈME 1. - A* est un transformateur dans tout semi-treillis. 

En effet, si e = 0, tout ensemble E1 de DA réalise 

donc 
et A*O=O. 

( 5 ) Il est à remarquer que si A représente l'extension-aux-parties d'une fonc-
tion multiforme f(x ), A* réprésente l'extension-aux-parties de l'inverse J-1 (.x). 
Par contre, A-1 représente une relation nouvelle, que l'on pourra appeler 
l'inverse fortJt-11 de la fonction multiformef. Du point de vue algébrique,J-11 

jouit de propriétés tout aussi intéressantes que celles de J-1 • On peut comparer, 
par exemple, les propriétés des ensembles e fermés ( tels que J-1Jè = e) et 
celles des ensembles e stables ( tels que f- 11 JE= e ), puisqu'on a démontré 
que p-11/ est une relation de fermeture ( ce qui n'était pas le cas pour J-1 /). 
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D'autre part, A*( U ek) est la réunion ~es ensembles minimaux 
EÀ tels que 

pour au moins une valeur k0 •• 

D'où: 

A* est donc un transformateur. 

THÉORÈME 2. - Si A est un transformateur isomleni dans dA, on a: 
A*cA-1 dans âA. 

En effet, s'il n'en était pas ainsi, il existerait un ensemble minimal E), 
de dA tel que 

1° AE), et e, 

2° AE;,ne;7'::-0. 

Supposons que e = A& soit un ensemble de âA et que, de plus, 
A soit isovalent; les relati~ns précédentes deviennent : 

lu EÀ et&, 
2° El, n .s ;7'::- 0. 

Mais E1 n & serait un ensemble non vide, différent de E" et cepen-
dant contenu dans un ensemble minimum E", ce qui est absurde. 

THÉORÈME 3. - On a (AB)*= B* A* si, pour tout E" e 08 , BE1, appar-
tient à ÔA. 

Remarquons que si E e t, la relation 

AEne;;z:::O 

est équivalente à 
EnA*e;;z:::O. 

(L'intersection et le transformateur associé jouent entre eux un rôle 
identique au produit scalaire avec l'opérateur associé.) 

'Journ. de ,}/ath., tome XXXII. - Fasc. 2, 1953. 
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On a donc l'équivalence entre les relations 

E). f"I (AB)*e 0, 
ABE). f"I e ;;,é 0, 

BE,. f"I A*e :,z:: 0, 
E). f"I B*A*e O. 

En prenant successivement pour E;_ les ensembles minimaux de ôB, 
on établit la relation annoncée; on vérifie aussi de proche en proche, 
la relation 

THÉORÈME 4. --'- On a (A*)*= A dans ôA. 
En effet, si E E oM on a l'équivalertce entre 

EÀf"IAE ,;zééO, 
A*E).f"IE ;7": 0, 

E).f"IA**E ;7":- 0, 

ce qui entraîne A**= A dans oA. 

CHAPITRE Il. 

JEUX ALTERNATIFS ABSOLUS. 

fi. DESCRIPTION. - Nous avons un jeu alternatif absolu lorsque deux 
joueurs ( 1) et (2) choisissent alternativement un élément d'un 
ensemble X donné, appelé ensemble des positions du jeu : ( 1) ayant 
choisi une position x 1 , (2) peut choisir une position x 2 dans un 
ensemble rx1 ne dépendant que de x 1 , puis (1) choisit à son tour un 
élément Xa dans un ensemble f x 2 ne dépendant que de x 2 , etc. Dès 
que la position x appartient à un ensemble donné K1 '- resp. K2 -, 

le jeu s'arrête, et l'on dit que x est une position de mat pour 
(2) - resp. pour ( 1 )-, ou que le joueur ( 1 )- resp. (2) - a gagné. 
Dans le jeu des échecs, par exemple, on pourra prendre pour position 
l'ensemble des coordonnées des pièces ·de l'échiquier, avec en outre, 
l'indication du joueur ayant le droit de jouer, ou le trait. 

On désigne par X1 l'ensemble des coups de ( l ), c'est-à-dire des 
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pos1t10ns permises avec le trait au joueur (2); dans la plupart des 
jeux, on a Ki C X1 , K2 C X2, comme dans le jeu des échecs, mais ceci 
n'a rien d'essentiel. Dans le jeu de « qui perd gagne >> usuel, 
(Dames-Réversi), par exemple, on a au contraire Ki CX2, K2 CX1. 

Nous ne supposons même pas ici que les buts que se proposent les 
deux joueurs soient incompatibles, c',est-à-dire que K1 n K2 = 0. 

7. TRANSFORMATEUR FONDAMENTAL DU JEU. - On appelle transformateur 
fondamental du jeu la relation r tel que fx soit l'ensemble des positions 
pouvant suivre immédiatement la position x. Sie est un ensemble de 
positions disjoint de K = K1 U K2, on pose 

re=Urx. 
:cee 

Les ensembles e forment un tr~illis Dr, pour lequel l' est un trans-
formateur. 

Le semi-treillis .lr est la structure du jeu. 
f-ie est l'ensemble des positions x qui deriendront une position de eau 

coup suirant ( car r x 0, r x Ce); f* e est l'ensemble des positions x 
qui peurent précéder une position de e (car r x ne 0). 

Enfin, nous dirons que la structure du jeu sur un semi-treillis D 
donné (D C Dr) est isoçalente (ou régulière) si r est isovalent ( ou 
régulier) dans D. 

Remarque 1. - La condition nécessaire et suffisante pour que le jeu 
soit régulier partout, ( c'est-à-dire dans tout Dr) est que chaque position 
puisse être suirie de positions propres (c'est-à-dire non consécutires à 
d'autres positions). 

Cette condition, est nécessaire car, si r xcf e, avec xEf:e, il exis-
terait deux ensembles, e et e U x, réalisant r e = f( e U x) : le jeu ne 
serait pas régulier. 

Elle est aussi suffisante, car si fxcfe entraîne xee et si l'on a 
l'égalité fe1=fe2, la relation xee1 entraîne fxcfe2 , doncxee2 ; 

on en déduit e1 = e2. 

Remarque 2. - La condition nécessaire et suffisante pour que le jeu 
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soit isoralent partout est que chaque position x détermine d'une façon 
unique toutes les positions qui l'ont précédée au cours du jeu. 

La condition est nécessaire, car si le jeu est isovalent partout, on a, 
pourx~y, 

fxnf y=f(xny) =fü = O. 

Elle est suffisante, car si r x n r y= 0 pour x y, 

ou 

Lorsque le jeu est partout régulier, il résulte du théorème (3, § 3) 
que r-1. est un transformateur régulier dans la structure Lir; 
lorsque le jeu est partout isovalent, f* est un transformateur régulier·· 
et isovalent dans Lir, et r-1 = f* dans Lir. 

8. ÉTUDE DES POSITIONS DE NULLITÉ. - Les positions de nullité sont de 
quatre sortes : 

1° Les positions d'ententes. - Ce sont les positions de K1 n K2, qui 
sont des positions d'égalité, chacun des deux joueurs ayant réussi dans 
le but qu'il se proposait. 

2° Les positions de pat. - Ce sont, par définition, les positions de x 
de X - K telles que r x = 0. Leur ensemble est désigné par J; 
J 1 = J n X1 est l'ensemble des positions de pat au joueur ( 2). 

Ce sont bien des positions d'égalité, chacun des deux joueurs ayant 
échoué da.ns le but qu'il se proposait. 

, 3° Les positions pseudo-cycliques. - Enfin, la partie est nulle si les 
joueurs s'obstinent toujours à ramener la position du jeu dans un 
ensemble e bien déterminé, disjoint de K et de J. 

Si l'un des joueurs, par exemple (2), peut maintenir la position du 
jeu dans e s'il le désire, nous dirons que e est un pseudo-cycle pour ( 1 ), . 
et nous désignerons leur réunion par C1.. 
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Algébriquement, e est un pseudo-cycle pour ( i) si 

c'est-à-dire si 

f ( e () Xi) Ce, 

f(e() X2)()e:;,:: 0, 
e().l=O. 

e () X1 C f-1 ( e () Xi ) , 
e () X2 cf* ( e () Xi). 

Les pseudo-cycles pour ( i) constituent un sous-treillis Di de Dr, et 
l'on a 

4° Positions cycliques. - Ce sont les positions pseudo-cycliques à 
la fois pour ( i) et pour (2). Si la position du jeu est cyclique, la 
. partie, ne pouvant jamais s'arrêter, sera nulle. 

Algébriquement, e sera un cycle si c'est un sous-ensemble de X 
disjoint de JuK, et tel que rece. 

Les cycles constituent un treillis D0 , qui est à la fois un sous-treillis 
pour Di et pour D2 ; c'est d'ailleurs le produit D1 X D 2 des treillis Di 
et D2, 

Un cycle peut être agrandi lorsque l'on prend sa fermeture. En 
effet, 

ffe=f-1 fe 

est encore un cycle, car sire Ce, on a 

f 5 e = ff-1 f e = f e Ce C 5 e. 

D'après le théorème (2, § 4), 5 e est un cycle plus grand et fermé. 
L'intersection de cycles fermés étant un cycle et étant fermée 

(th. 3, § 4), ce sera un cycle fermé. 
Les cycles fermés jouent un rôle important, car les joueurs ne 

seront jamais forcés d'y inclure la position du jeu si celle-ci n'y est 
pas déjà. • 

Remarquons enfin que { D0 } est un cycle qui ne peut être agrandi 
avec une fermeture : c'est donc un cycle fermé. • 
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9. GÉNÉRALISATIONS DE L'1sovALENCE. - En vue d'étudier les pro-
priétés de ces diverses positions de nullité, introduisons ici quelques 
définitions nouvelles. 

Si D1 et D2 sont deux semi-treillis, leur superposition D1 X D 2 sera 
formée par définition des ensembles du type ed\e2 (e1 eD1, e2ED2), 
ainsi que de leurs réunions. 

C'est clone un semi-treillis; si, de plus, D1 et D2 sont des treillis, 
Dix D 2 sera un treillis. Soient en effet e et e' deux ensembles de 
D1XD2; ona 

Le complémentaire D de D sera par définition formé des ensembles 
du type Ce=/ D l-e, où eeD. Si D est un treillis, D est aussi un 
treillis, et, par conséquent, D x D est aussi un treillis. 

Nous dirons que le jeu est quasi-ùomlent dans un semi-treillis D 
si e1 (\ e2 = 0 ( où ei, e2 e D) entraine fei n r e2 = 0. 

Un jeu isovalent est aussi quasi-isovalent, mais la réciproque n'est 
pas vraie. Par exemple, le jeu est quasi-isovalent dans le treillis D 0 

des cycles, mais il n'est p~s, en général, isovalent dans ce treillis. 
Nous dirons que le jeu est totalement isoça[ent dans D s'il est quasi-

isovalent dans D xD; pour démontrer qu'un jeu totalement isovalent 
dans D est aussi isovalent dans D, il nous suffira d'établir la relation 

f e n f e' = f ( e n e.' ) u [ f ( e n Ce') n f ( e' n Ce) ] . 

Or, celle-ci s'obtient immédiatement en développant : 

f en fe'= [f (en e') u f (en Ce')] n [f( en e') uf( e' n Ce)]. 

Il est à noter que la relation ( 1) e~t analogue à la relation des 
réunions 

· f euf e' = f ( en e') u [f( en Ce') u f ( e' n Ce)]. 

Remarque. - On voit aisément que l'isovalence, la quasi-isovalence 
et la totale isovalence ne forment qu'une même propriété si D est un 
treillis ponctuel. 
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Plus . généralement, supposons que D = D; si r est isovalent 
dans D, et si 

( e1 f\ Ce\ ) f\ ( e2 f\ Ce'~) = 0, 
on a 

f(ed'i Ce\ )()f(ed) Ce'2 ) = f(e1 nCe', ()e, n Ce~)= fO = O. 

r est donc totalement isovalent dans D. 
Si, m~intenant, r est quasi-isovalent dans D, on voit que le semi-

treillis D ( tel que D = D) est un treillis, et, d'après la formule ( 1 ), il 
s'ensuit que r est isovalent dans D. 

En résumé, si D = D, l'iso\Jalence, la quasi-iso\Jalence et la totale 
isovalence dans D ne sont qu'une même_ propriété. 

THÉORÈME 1. - Si le jeu est régulier dans un semi-treillis D, D X D 
admet un noyau vide; de plus, si le jeu est totalement isovalent dans D on 
a la propriété réciproque. 

En effet, si D x D admettait uri noyau non vide, il existerait au 
moins deux ensembles e et e' de D tels que 

f(enCe') = 0 (e()Ce';;zéO). 

On peut donc écrire, d'après la formule (2)·: 
r e' = r ( e (\ e1 ) V r ( e (\ Ce' ) V r ( e' (\ Ce) = r ( e V e' ) = r e ul'e'. 

D'où 
fe' :::,fe. 

Si, de plus, r est régulier dans D, on devrait avoir, d'après le théo-
rème (1, §2), 

e':::,e, 

ce qui est absurde, puisqu'on a supposé en Ce' ";P- 0 : D x D admet 
donc un noyau vide. ' 

Inversement, montrons que, si D x D admet un noyau vide, r ne 
peut être totalement isovalent et non régulier dans D. 

• Soient e1 et e2 deux ensembles de D-tels que r e1 = fe 2 • Supposons 
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tout d'abord que l'on ait e1 ::> e2; e 3 = e1 - e2 appartient à D X D, et 
l'on a 

Sir est totalement isovalent dans D, on a 

Donc 

Comme D X D n'admet pas de noyau, e3 = 0 et e1. = e2 • 

Si, maintenant, l'on ne suppose plus que l'on ait e,1 :::>e2 , on aura 
néanmoins 

r(e1Ue2)=re2, 
r(e1Ue2)=.fe1, 

Donc, d'après ce qui précède, 

e1 u e2= e2, 

e1 Ue2= e1, 

Il s'ensuit que, de toutes façons, re1 = re2 entraîne e1 = e2 , et, par 
conséquent, le jeu est régulier dans D. c. Q. F. o. 

On déduit immédiatement de ce théorème : La condition nécessaire 
et suffisante pour qu'un jeu partout isoçalent n'admette pas de positions 
de pat est qu'il soit partout régulier. 

Enfin, par analogie avec un théorème bien connu dans la théorie • 
des groupes, on peut également énoncer : Un homomorphisme de 
treillis, sur un treillis qui est son propre complémentaire et dont le noyau 
est vide, est un isomorphisme de treillis. • 

TttÈORÈME 2. - Si le jeu est isovalent dans D, la structure .1 correspon-
dante est un treillis; de plus, si le jeu est régulier dans D, on a la 
propriété réciproque.· 

La première partie du théorème étant évidente, démontrons que, 
si â est un treillis, le transformateur r, régulier dans D, y est néces-
sairement isovalent. 
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Par hypothèse, on a 

l'e, nre,= f& (&eD) 
• donc 

cc qui entrai 11e & Ce 1 , d'après le théorème ( J , § 2 ), et, par suite, 

D'où: 

Mais, comme r est un transformateur, on a aussi l'inclusion inverse; 
d'où l'égalité : r est bien isovalent dans D. 

On déduit immédiatement de ce théorème : La condition nécessaire 
et suffisante pour qu'un jeu partout régulier admette pour structure Âr 
un treillis est qu'il soit partout isovalent : 

THÉORÈME 3. - Si le jeu est régulier dans D0 , ce treillis ne comporle 
que des cycles fermés, el réciproquement. 

Silejeuest régulierdansD 0 , l'inverse r~L der, pri·s avec D 0 comme 
domaine de définition, réalise, d'après le théorème ( 3, § 3) 

Donc tout cycle de D0 est fermé. 
Réciproquement, si tout c·ycle de D0 est fermé, l'égalité'. 

entraîne 
r-1 re, = r-1re, et 

r est donc régulier dans D O• 

COROLLAIRE J. - Si le jeu est totalement i.wvalent dans D0, ce treilhs 
ne comporte que des cycles fermés. 

En effet, le théorème 1 montre que le jeu est alors régulier dans DO, 

puisque, \ D0 ) ne comportant pas de position de pat, D0 X î\ a un 
noyau vide. 

D'après le théorème 3, D0 ne compoi'te donc que des cycles fermés. 
' 
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CoROLLAIRE 2. - Si D O est son propre complémentaire, ce treillis ne 
comporte que des cycles fermés: 

En effet, le jeu est quasi isovalent dans D0• Si l'on a D0 = :0 0 , il est 
aussi totalement isovalent dans D 0 , d'après une remarque faite précé-
demment, et D 0 ne comporte que des cycles fermés. 

iO. Coups JUSTES. - On appelle coup juste pour ( 1) une pos1t10n 
de X1 telle que ( i) puisse gagner, quoi que fasse (2) par la suite. 

Désignons par G1 ( n) l'ensemble des coups justes qui peuvent 
donner le mat en n coups, ou positions gagnantes d'ordre n. 
, G1 (n) est l'ensemble des positions x telles que 

donc: 
G1 (n) = f--1 f*G1 (n - 1) = (f-1f*tG1( o ). 

L'ensemble des coups justes pour ( 1) sera donc ( 12 ) : 

G1= [1+ f-1 f*+ (f-1f*)2+ ... JG1(0) 

ou, symboliquement, 
I 

G1= I -.f-!f*[G1(0)]. 

Si K1 C X1 , comme pour les Échecs, on a G1 ( o) = K1 . 

Si K1 C X2 , comme pour le « qui perd gagne», G1 ( o) est l'ensemble 
des positions x telles que rxcK1 , fx~ 0, soit 

G1(0) =f-1 K 1 • 

On a donc la formule générale : 

l G1 = I _ :-if* [ ( K1 ('\ X1) V r-1 ( K1 ('\ X2) l ] 
Remarquons que G1 (n)=f-1 f*G 1 (n-1) appartenant à dr 

( 12 ) Si A et B sont deux relations d'ensembles, on pose, suivant la convention 
habituelle, 

(A+B)~=AevBe. 
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si n o, on peut prendre· sa fermeture; on a, d'après le théorème 
(1, § 3). 

Mais, d'après l'extensivité de 3', on a aussi l'inclusion inverse; on a 
donc 

G1 ( n) est un ensemble fermé. et G1 est analogue à un F rr dans un 
espace topologique. 

Si la position initiale du jeu x 0 ( E X 2 ) appartient à G2 , on dira que 
le jeu est injuste contre ( 1 ). 

11. Coups FAüX. - On appelle coup faux pour ( 1) une pos1t1011 
de X1 telle que ( J) puisse perdre, quoi qu'il fasse par la suite. 

Leur ensemble P 
1 

comprend, outre les positions de K
2 
n X

1 
les 

positions x telles que 

On a donc 

De même, 
( 2') 

Les formules (2) et (21) font apparaitre une dualité entre les 
symboles P et G, r* et r- 1

, K
1 

et K
2

• 

Nous utiliserons par la suite cette dualité; en particulier, on déduit 
de ( 1) la relation duale 

P1= 1 _;•r-1 [(K2tîX1)uf*(K21ÎX2)J. [ 

j 2. ÎIIBORÈME DES JEUX ALTERNATIFS. - Les formules ( 2) et ( 21) 
contiennent un résultat, généralement connu sous le nom de théorème 
des jeux alternatifs, que nous allons essâyer de préciser. 
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THÉORÈME. Il existe, pour l'un au moins des joueurs, un moyen 
d'arrirer à coup sûr à gagner, à se faire donner le pat à lui-même, ou à 
empêcher le jeu de se terminer. 

Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi. Par hypothèse, (1.) ne 
peut pas prétendre amener la position du jeu dans 

K'1 =J2VK1 

et (2) ne peut pas prétendre l'amener dans 
K'2 = J1 u K2. 

Soient G' et P' les ensembles de coups justes et faux correspondants. 
La position initiale x 0 ne peut donc être ni un coup juste de (2 ), ni 

un coup faux de (2). 
Or, d'après la formule (2), x 0 ~P~ entraîne x 0 $f*G'1 , soit: 

l'x0 () G'i = O. 

De même, d'après la formule (21), .i0 G'2 entraîne x 0 ~r-1 P;, soit: 

fx 0 q:P;. 

Il s'ensuit que ( 1.) jouera un coup x 1 tel que x 1 G'1 et que, si ( 1.) 
le désire, x 1 ~P'1 : ce sont précisément les conditions auxquelles était 
soumis x 0 ; donc si ( 1.) et (2) veulent jouer en évitant P'i et P'2 , ils le • 
pourront toujours et le jeu ne s'arrêtera jamais, aucun des joueurs 
n'arrivant à obtenir une position de mat ou de pat. c. Q. F. D. 

Considérons, par exemple, le jeu bien connu du « Loup et des 
Agneaux» (i:1), où il n'est pas possible de prolonger le jeu indéfini-
ment, et où l'on a seulement trois résultats possibles: 

1° Les agneaux bloquent le loup sur sa bande de départ : mat au 
loup (K1)i . 

2° Le loup n'est pas bloqué quand les agneaux ont achevé leurs 
possibilités de jouer : mat aux agneaux (K2); 

3° Les agneaux bloquent le loup, mais pas sur sa bande de départ : 
pat au loup (J1)-

(1") Cf., par exemple, KRAITCHIK, Théorie mathématique des.Jeux, Bruxelles, 
1930. 
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Le théorème des jeux alternatifs indique alors a priori que les 

agneaux ont une méthode pour gagner à coup sûr, ou bien que le loup 
peut prétendre gagner ou faire partie nulle. 

Comme le jeu n'a pas de positions d'entente, ces deux alternatives 
sont incompatibles i l'expérience montre d'ailleurs facilement que le 
jeu est injuste contre le loup. 

!B. JEux DE RECONSTITt:TION. - A chaque jeu alternatif de transfor-
mateur fondamental r, on peut associer un autre jeu alternatif de 
transformateur f' = r*. 

f*x est l'ensemble des positions y telles que fy nx~ 0, c'est-à-dire 
xef_y. On voit donc que l'on a seulement« renversé n l'orientation 
dans la règle du jeu . .Il s'agit donc pour ( 1) de reconstituer une posi-
tion antérieure d'un ensemble K.'1 ou, pour (2), üne position d'un 
ensemble K.',, à partir d'une position initiale x'0 appartenant à l dr ). 

Si r = f*, le jeu est dit .~ymétrique i sa règle coïncide avec celle du 
jeu de reconstitution associé. Soit le jeu d'escrime, par exemple, ce 
jeu étant continu n'est pas à proprement parler un jeu alternatifï mais 
il peut ètre « approché n autant que l'on veut par un jeu alternatif qui 
est symétrique. 

THÉORÈME 1. - Un jeu .~ymétrique ne peut ëtre partout isowtlent, 

Ceci résulte de la remarque ( 1, § 7). 

THÉORÈME 2. - La condition nécessaire et suffisante pour qu'un jeu 
.~ymétrique soit partout régulier est que chaque joueur soit contraint à 
jouer toujours le meme coup. 

En effet, si le jeu est partout régulier, toute pos1t10n x admet, 
d'après la remarque (2, § 7), une position propre y, qui ne peut ètre 
une position de mat ou de pat (car xery). Si zef y, avec z~x, 
on a y e r .z, ce qui contredit l'hypothèse que y est une position 
propre de x. Donc ry = / x ), et comme y est également une position 
propre on a r x = / y l; x et y sont donc les seules positions de jeu 
possibles. 

Inversement, il est évident qu'un tel jeu est partout régulier. 
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THÉORÈME 3. Un jeu de reconstitution n'a pas de positions de pat, 
excepté, peut-être, la position initiale x 0 • 

La démonstration est immédiate. 

THÉORÈME 4. - La condition nécessaire et suffisante pour que le jeu de 
reconstitution admett.e des positions cycliques est que x 0 ne soit ni une 

position de pat, ni un élément de 1 
1 l' K'. 

La condition est nécessaire, car, si e' est un cycle, on a r* e' Ce'; 
ce. qui entraîne 

XoEe'. 

x 0 n'est donc pas une position de pat, puisqu'elle fait partie d'un 
cycle. 

Comme x 0 , I'*x 0 , (I'*)2x0 ••• sont contenus dans e', on a aussi, 
quel que soit n, 

(f*txonK'=O. 

Donc, x 0 n'appartient à aucun des ensembles [(I'*)"]*K'. 
Mais, d'après les théorèmes ( 3, § 5) et (!1, §5 ), on a 

[(f*?]*= [(f*)*Jn= fr•. 

x 0 n'appartient donc pas à 

___:_r K' • K'ufK'uf2 K1 u .... 
1- ' 

La condition est suffisante, car alors on a au moins le cycle 

e = Xo Uf* Xo U (f*)1 Xo U .... 

Nous signalons ces résultats, d'ailleurs très simples, pour montrer 
en ·quoi consisterait une « algèbre des jeux >>. D'autres « relations>) 
entre deux jeux donnés seraient évidemment susceptible de fournir 
des théorèmes analogues, mais il nous a semblé que leur étude systé-
matique ne peut encore prendre place ici. 

14. SuPERPOSITION DES JEUX. - Soient deux jeux (f:1) et (f2) définis 
par leurs transformateurs fondamentaux r 1 et f 2. Leur superposition 
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sera, par définition, le jeu (r 1. x r 2) défini par le transformateur 
fondamental 

f1 x f 2 e = U f 1xnf2 x . 
. ree 

On remarque que la structure .&r,xr, est un sous-semi-treillis de 
âr,X âr,• 

On avait déjà rencontré les transformateurs produit et somme : 

f1f2e = f1 (f2e), 
(f1 + f2) e= f1eUf2e, 

La superposit10n est donc une nouvelle opération, qui a "plus 
spécialement sa signification dans l'étude des règles de jeu. 

PROPRIÉTÉ 1. - La superposition est distributiçe par rapport à 
l'addition. 

En effet, on a 

(f1 + f'1 ) X (f2 + f'2 ) e = U [(f1xvf'1 x) n (f2xU f'2 x)] . 
. ree 

Or, chaque terme de cette réunion peut s'écrire: 

(f1a: nf 1x) u (f1a: n f'2 a:) u (f'1 a: nf2x) u (f'1 x nf'2 a: ). 

On aura donc 

( r 1 + r'1 ) x ( r 2 + f'2) = r 1 x r 2 + r 1 x f'2 + f'i x r 2 + f'1 x r~. 

PROPRIÉTÉ 2. - La superpositiçm est associatiçe et commutatiçe, 

Cela provient de ce que 

f1 X (f2 X fa) e = u f1a:nf1.:rnfaa:, 
,,,ee 

On voit donc que la superposition r1 x r 2 jouit des mêmes propriétés 
que le produit r1 .r2 , avec, en outre, la commutativité. (Les jeux 
forment ainsi un anneau commutatif). 

THÉORÈME .1. - On a 
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En effet, si xe(I\ x [ 2 )* e, on a 
f1xnf2 xne 0, 

donc x peut ètre smv1, dans le jeu (f1) comme clans le jeu (f 2), 
d'au moins une position y commune. 

Comme xef~y, xe r;_y, on a 

XE Ur;ynf;y=(f;xr;)e . 
. rEe . 

Le même raisonnement pouvant se faire à rebours, le théorème est 
clon.c démontré. 

Il s'ensuit notamment que, si les jeux (f1) et(f2 )sontsymétriques, 
il en est de même du jeu (f 1 X f 2) car on a • • 

(f1 X l'.)*=f~ X r;=f1 X r,. 

Il est à remarquer qu'aucune relation analogue n'est possible avec 
· l'inverse. On ne peut clone pas résoudre, d'une façon simple et sous sa 
forme générale; le problème de l'équitabilité des jeux : 

« Étant donné u·n jeu (f 1 ), injuste po~ir ( 1 ), caractériser les jeux 
(I\) que l'on pourrait lui superposer pour que le nouyeau jeu ne soit 
plus injuste n. 

ou 

LEMME. - On a 
1\ x l\ e c 1\ e n l', e. 

En effet, on peut écrire 

f1 e ()f,e = f1 X f, eV u (f1.T;flf2Xj), 
ic;éj 

THÉORÈME 2. - Le jeu r1 X f 2 sera isomlent dans un treillis D si l'un 
au moins des deux jeux r 1 ou r 2 est isomlent dans le treillis D X D. 

En effet, d'après la formule ( 1, § 9 ), et en tenant compte du lemme 
précédent, on a 
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où 

Si, par exemple, ri est isovalent dans D X D, on a 
f 1 (e /"\ Ce') /"\f1 ( e' /"\Ce)= f1 ( 0) = O. 

D'où R= 0: le jeu est isovalent dansµ. 
En particulier, on voit, d'après cc théorème, que si f 1 est isovalent 

pour les sous-ensembles de E, r 1 x f 2 est a fortiori isovalent pour les 
sous-ensembles de E. 

REMARQUE. - Si l'on fait intervenir ici la notion de totale isova-
lence, on peut obtenir un énoncé plus général, dont l'hypothèse 
est plus faible et la conclusion plus forte que pour le théorème 
précédent. 

Supposons que ri soit quasi-isovalent dans D et considérons dans 
D deux ensembles disjoints e et e'. On a 

f 1 X f 2 e /"\ f, X f 2 e' Cf, e /"\ f 1 e' /"\ f 2· e /"\ f 2 e' = Ü. 

Donc, f 1 x f 2 est quasi isovalent dans D. 
En remplaçant D par D X D, 011 obtient le théorème annoncé : 

Si r 1 est totalement isoMlent dans D) f 1 X f 2 est totalement isomlent 
dans D. 

En combinant cc nouveau résultat avec le théorème ( 1, § ~), 011 

trouve: 

• Le jeu (I\ X f 2) sera régulier dans D si C est totalement iso1)[tlent 
dans D et si· D X Da un noyau vide. 

CHAPITRE HI. 

J ElX ALTERNATIFS RELATIFS. 

15. DESCRIPTION. - Il est possible, dans le jeu précédent, de valuer 
les positions de K1 et de K2, c'est-à-dirl:! d'attribuer à chaque position 
de K 1 ( ou de K 2) un nombre réel À ( ou fl.) représentant le gain du 

Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 2, 195:i. 21 
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joueur ( 1) [ ou du joueur (2)]. On dit aussi que - Î. est la perte du 
joueur ( 1 ). Si ), est positif, on dit que ( 1) gagne de À; si À est négatif, 
on dit que ( 1) perd de [ À j. Chaque joueur n'essaie plus de gagner, 
mais de gagner le plus possible, c'est-à-dire d'amener la position du 
jeu dans un ensemble Ki,À (ou K2,µ) avec le plus grand indice À (ou p.) 
possible. 

Si une position x appartient à un Ki,,, et à aucun K2 ,µ ( p. ':F- o ), le 
gain du joueur (2) est nul, donc xeK2,0• 

Autrement dit, on a u K1)= U K 1,µ=K. 
/, µ 

Comme, d'autre part, les K1,), ( ou les K2,µ) sont des ensembles 
disjoints, on voit que les Ku, et les K 2 ,µforment deux partitions dans K, 
au sens complet du mot. 

16. NOTION DE FONCTION-GUIDE. - L'ensemble des coups du joueur (1) 
lui permettant d'amener à coup sûr le jeu dans K1 ,À est, d'après la 
théorie précédente ( où K1 = Ku,, K2 = K- Ki)), 

Les coups du joueur (2) permettant à ( i) d'obtenir à coup sûr le 
gain À forment, de même, l'ensemble 

L'ensemble des positions pour lesquelles ( 1) peut garantir à coup 
sûr le gain À est donc, tout calcul fait, 

(A titre de vérification, on remarque que cette expression est invariante 
par dualité, à une permutation d'indice près.) 

Une même position x peut appartenir à plusieurs de ces ensembles; 
les indices À tels que EÀ 3 x forment tm ensemble que nous désigne-
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rons par A( x) : Ce sera l'ensemble des gains que ( 1) pourra garantir 
à coup sûr pour lui-même au moment de la position x. 

De la même façon, on peut former l'ensemble E~= G2 ,). uP0 . des 
positions x telles que (2) puisse, quoi que fasse ( 1 ), amener le jeu 
dans Ki,J,• L'ens~mble des indices À tels que E~ 3x est désigné par 
A'(x): ce sera l'ensemble des gains que (2) pourra garantir pour (1) 
au moment de la position x. 

S'il est plus ou moins perspicace, le joueur ( 1) pourra déterminer, 
à défaut de tout l'ensemble A(x), un élément/(x)plusoumoinsgrand 
de A( x ). Il prendra pour/( x) le plus grand gain qu'il discerne ( ou, 
s'il ne discerne rien du tout, on posera /( x) = - oo). Le jeu 
consistera alors pour ( 1) à obtenir une valeur de /( x) aussi grande 
que possible. 

Il est à remarquer que/( x) n'est pas une fonction quelconque. Elle 
jouit des propriétés suivantes : 

1 ° Si x E KU J, on peut supposer que (1) puisse connaître son 
gain, nul si xeJ, égal à À si xeK1 ,1.i /(x) est alors déterminé par 
une valeur finie ne dépendant pas de la perspicacité de ( 1 ). 

2° Si xEf:KuJ et si xeX1 , le joueur (2) aura à choisir une 
position y de rx. Quelle que soit cette position y, f(y) pourra être 
pris au moins égal à/( ;r ), si ( 1) ne discerne pas de meilleurs gains. 
Donc 

(A) inf j(y) ~j(x) 
yerx 

3° Si xe X2 , c'est au joueur ( 1) de choisir une position y. Il pourra 
toujours, s'il le désire, rester dans l'ensemble E1cvJ• Donc 

(B) sup j(y) ~j(x) 
yerx 

. Lorsque ( J) joue ainsi, en essayant de majorer/( x ), nous dirons 
qu'il joue l'attaque. Dans certain cas, néanmoins, il se~ait vain pour (1) 
de jouer l'attaque; il lui reste alors une autre façon de mener le jeu, 
qui est de jouer la défense. 

Il peut, en effet, discerner un élément f' ( x) de A' ( x ), dont la 
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valeur sera aussi petite que possible, et égale + oo s'il ne discerne 
rien du tout; il est prudent pour ( i) de jouer en sorte que la valeur 
de f' ( x) décroisse le moins possible. De la même façon que précé-
demment, on voit que f' ( x) jouit des propriétés suivantes : 

( A') inf /'(y) L.j'(x) 
.,·er.c ,. 

( B') sup J'(y)L.j'(x) 
J'E [1:1:..· 

On dira que/( x) est une fonction-guide pourl'attaque, et que/' ( x) 
est une fonction-guide pour la défense. • 

1 ï. FoRME SCHÉMATIQrn nu JEU. - Par extension, nous a'ppellerons 
fonction-guide pour l'attaque toute fonction f( x) réalisant (A) et (B); 
nous appellerons fonction guide pour la défense toute fonction f' ( x) 
réalisant (A') et (B'). 

De cette façon, nous pouvons donner du jeu alternatif une descrip-
tion phis schérr;tatique : deux joueurs ( i) et (2) choisissent à tour de 
rôle une position de X1 et de X2 à l'aide d'un transformateur r. Sur 
X1 uX2 , on définit une fonction-guide f( x ), pour l'attaque, par 
exemple. Le but du joueur ( 1) est de rendre sa valeur aussi grande 
que possible; de toutes façons, d'après (A) et (B ), cette valeur ne 
pourra pas décroître si ( 1) joue convenablement. • 

Une position x étant donnée, nous appellerons encore gain du joueur 
( 1) la valeur de f( x) qui lui correspond. Enfin, on peut toujours 
supposer que la durée du jeu n'est jamais finie; il suffira de remplacer 
X1 par X'1 = X1 U KU J, X2 par X'2 = X2 U KU J, et f par un trans-
formateur f' défini de la façon suivante : 

l" X= l'a: 
I"x=x 

s1 xE$ KvJ, 
s1 xeKvJ . 

. Les relations (A) et (B) n'en seront pas modifiées. 
C'est sous cette forme simplifiée, ou « forme schématique>> du jeu, 

que nous nous proposons de faire la théorie du gain. 
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LEMME 1. - Considérons les fonctions : _ 

Cn(x) = su'p iof sup . . . sup inf /(x2,,). 
,-r1er.T :t",er.1:•1 ,"t"aer:t·,: a:,n-1Er.'t'~,1:n-st .<t·,ner:l'!n-1 

La suite g 11 ( x) est croissante pour tout x de X 2 • 

on 

,Le lemme est vrai pour nLI, car, d'après (A), 
inf j(y) ":::o,._/(x1 ) . 

. . rera-, 

Or, d'après (B), 
sup inf /(y)-:::o,._ sup j(x1)":::o,._/(.-c) 

,'l'1Ef1;7: ,YEI',,·1 ,'l'1EI',T 

De plus, si l'on a g11(x)".'::-~gn~ 1 (x), on a aussi 

sup inf g"(x2)~ sup inf g,, __ 1(x2), 
:l.'1Er'x x,er.1'.'1 ::e1erx ::r:,er.r1 

C. Q, F. D, 

THÉORÈME i. - Le joueur ( 1 ) pel,lt garantir a priori un gain supérieur 
ou égal ( à E pr:ès) à 

n=ac 

La suite g11 ( x 0) étant croissante, elle tend vers une limite G( x 0 ). 
Mmitrons que la valeur de la fonction-guide f( x )pourra, si le joueur 
( l) joue convenablement, dépasser à un moment donné G - o:, 
i:: étant un nombre positif aussi petit que l'on veut. 

Prenons pour n une valeur assez grande pour que 

E 
ba,,(xo) -:::o,._ G -- - • 

- 2 

( i) peut choisir une position x 1 telle que, en posant 

<pn(X) = inf gn(Y), rer.~-
on ait 
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Quelle que soit la positio11 x 2 choisie après par (2), on aura 

gn-1(X2)::::::,,_ in! 6'n-1(X2)=Cfl,,-1(Xi)::::::,,_ Slip <jln-1(X1)--f,;,, 
x,er ,,., x,er.,,, 

ou encore, d'après (A) 
gn-1(X2)::::::,,.gn(Xo)- 2en • 

Lorsque x 2 sera connue de ( 1 ), celui-ci p~urra de la même façon 
choisir une position x 3 telle que 

Finalement, on aura 
e 

/( :r2n) = go ( X2n) ::::::,,_ g1 ( X2n-2) - :;- • 
Il 

Additionnons toutes ces relations membre à membre 

Le gain du joueur ( 1) peut donc dépasser G - Ê' quelle que soit la 
façon de jouer de son adversaire. 

Nous allons montrer que ( 1) ne peut pas prétendre davantage. 

Remarque. - Le raisonnement précédent s'applique également aux 
fonctions f' ( x ), guides pour la défense; la suite g,, ( x) est alors· 
décroissante pour tout x de X2 et le joueur ( 1) peut garantir, pour 
le ni•m• coup, un gain supérieur à g,, ( x 0 ) - Ê; la valeur de /' ( x ), 
cependant, continuera à décroître après ce nième coup. 

THÉORÈME 2. - G(x0) est la borne supérieure précise de tous les gains 
que le joueur ( 1) peut prétendre dépasser au bout d'un temps fixé par 
lui à l'apance. • 

Soit M la borne supérieure précise de tous les gains que ( i) prétend 
ainsi dépasser. D'après le théorème i, M::::::,. G. Supposons que 
M = G + 3, 3 étant un nombre positif. (1) pourrait prétendre à un 

gain supérieur à G + au bout d'un temps ( n + I ). Montrons que 

cette hypothèse est absurde. 
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En effet, on peut supposer que (2) veuille jouer contre (i ), c'est-à-

dire avec une fonction-guide f' ( x) = - / ( x ). f' ( x) est bien une 
fonction-guide de défense pour (2 ), car 

sup J'(y) L..j'(x) sur X1 , 
yEI'ct· 

inf/'(y)L..j'(y) surX2 • 
yeI':c 

(2) cherche ici à rendre son gain f'(x) aussi grand que possible, 
ou sa perte - f' ( x) = /( x) aussi petite que possible. 

D'après la remarque précédente, (2) pourra garantir pour le n1èmc 

coup, à partir de la position x 1 , un gain supérieur ou égal ( à E près) à 

g'.,(xt)= sup . inf .. . sup inf j'(x2n+d· 
x,er.:t•1 ,-raerx~ .'.t"~ner.1:•:.rn-1 ,T':m+1er.~2n 

Si le coup x 1 n'est pas encore joué, il pourra seulement garantir 
une valeur de - /( x) supérieure ou égale ( à E près) à 

inf g:,(x1)=- sup înf . . . inf sup /(x2n+1 ). 
,1'•1er.T'o X1El'.1.·o x,eI':r1 .1·,ner.-r,n-1 ,X'1n.+1er:rrn 

A fortiori, d'après la relation (B), (2) pourra garantir, pour le 
(n + 1 )iè'"" coup, une valeur de/(x) inférieure ou égale àgn+1(x0 ) + E. 

a . Il peut prendre E = 2, et, au (n + 1 )1èm• coup, la valeur de /(x) sera 

encore inférieure à G + ~, ce qui est absurde. • 2 

Remarque 1. - Supposons que les joueurs ( 1) et (2) jouent l'un 
contre l'autre. Le théorème 1 indique au joueur ( i) une mÙhode pour 
obtenir un gain/( x) supérieur à G( x 0)- E1 , E1 étant un nombre 
choisi par lui a priori; le théorème 2 indique au joueur (2) uile 
méthode pour interdir jusqu'au n1ème coup à son adversaire un gain 
supérieur à G( x 0 ) + .: 2 , ( n et E 2 étant fixés par (2) a priori) .. Mais 
en général, (2) n'a pas de méthode pour maintenir cette interdiction 
ad libitum au cours de la partie. 

Une telle méthode existe, par contre, si la durée du jeu est limitée; 
on peut alors énoncer : 

La borne supérieure précise G ( x O) de_ tous les gains que ( 1 ) peut pré-
tendre a priori dépasser, ou meilleur gain de ( i ), est égale à la borne 
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inférieure précise G'1(x0) de toutes les pertes que (2) peut prétendre 
a priori ne pas dépasser, ou moins mmwaise perte de (2). 

Si l'on suppose, en outre, que les ensembles r x ont un no~bre fini 
d'éléments, les bornes supérieures ou inférieures sont des maximums 
ou des minimums, et l'énoncé précédent devient le théorème bien 
connu de von Neumann (1•): 

La plus grande valeur de/( x) à laquelle ( i) peut p'rétendre est égale 
à la plus petite valeur d~ /( x) à laquelle (2) peut prétendre. • 

On dit aussi que le jeu, lorsqu'il est joué avec une complète infor-
mation ( comme c'est le cas dans ce chapitre), est parfait lorsque sa 
durée est bornée . 

. Remarque 2. - Dans tout jeu alternatif relatif, le· problème du 
gain peut être envisagé de diverses façons : 

1 ° (i) prétend obtenir tin gain rigoureusement égal à À. La borne 
St!périeure de tous ces gains stricts est 

F(x) = sup À. 
1.eAr.,1 

2° ( 1) prétend obtenir un gain au moins égal à À, au bout d'un 
nombre de coups n aussi grand qu'il veut, mais ~nnoncé à l'avance. 
La borne supérieure de tous ces gains est 

G(x) = Lim sup . . . ' inf F(x2n} 
n=~ ;t:1er."t' ,"t'2ner.r,n-1 

3° (1) prétend obtenir tôt ou tard ( il ne sait pas quand) un gain au 
moins égal à À. • 

La détermination de la borne supérieure précise H ( x) de tous ces 
gains À est un problème très différent. • 

Une fonction F,.(x) étant donnée, on,pose 

Fn+1(x) = sup inf Fn(X2) • 
. v,er.,-, x,er.c. 

(H) Cf. J. VON N1mAU.NN et O. MoRGllNSTERN, Theory of Games and Economie 
Beha1>ior, Ptinceton, 1944 et 1947. 
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Il est évident que H( x) reste toujours supérieur ou égal aux 

fonctions F 0 (x)= F(x), F 1 (x), ... , F(ù(x)= G(x), F(ù+1 (x), ... 
[ désigne selon la notation usuelle ( 16 ) le premier nombre cardinal 
transfini. J ' 

Si le jeu n'est pas fini, il peut arriv~r que H(x) ne soit égal à 
aucune de ces fonctions; construisons par exemple un jeu alternatif 
avec le schéma suivant : • • 

x( e X1) étant donné, r x est un ensemble infini dénombrable : 
(f), (2), (3), ... , (k), ... ; la position (k) admettant chaque fois 
deux positions consécutives : ( k, 1); ( k, 2); et toutes les positions z 
qui peuvent se présenter au cours de la partie sont telles que f(z) ait 
zéro ou deux éléments ( z x ). 

Les branches z terminales (r( z) = 0) et les gains À( z) associés 
sont donnés par le tableau suivant : • 

L À ( 1., l ) = À ( 2' l ) = ), ( 3' l) ... = - l ; 
À(1, 2)=+ l; 

2. ),(2, 2, 1)=À(3, 2,. 1)=À(4, 2, 1)= ... =+1; 
À(2, 2, 2, 1)=À(3, 2, 2, 1)=À(4, 2, 2, 1)= ... -:--1; 
),(2, 2, 2, 2) =+ ~; 

2 

3. À(3, 2, 2, 2, 1)=1(4, 2, 2, 2, 1)= ... =+1; 
À(3, 2, 2, 2, 2, 1)=À(4, 2, 2, 2, 2, 1)= ... =-.r.; 
À(3, 2, 2, 2, 2, 2)=+ i; 

4. etc ... 

Il est clair que H(x)=o, alors que F 0 (x)=-1; Fn(x)=-1; 
G(x) = LimFn(x) =- 1; etc ... 

n 

TuÉORÈME 3. - Si le jeu est parfait dans un ensemble e; il est parfait 
dans l'ensemble r-1 e. 

En effet, on a vu que, contrairement aux jeux_ dont la durée est 

( u) Cf. N. SIERPINSKI, Leçons sur les Nombres transfinis, Paris. 
Journ. de Math., tome XXXII. - Fasc. 2, rg53. 22 
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limitée, le meilleur gain absolu H( x) de ( 1) n'est pas nécessairement 
égal à la moins mauvaise perte absolue H'(x) de (2). Si, dans un 
ensemble e, on a 

H(x) = H'(x) (xee) 

on dit que le jeu est parfait qans e. 
Or, les fonctions H(x) et H'(x) réalisent toutes deux les relations 

sup H(y)=H(x) (xeX2), 
yeI'"x 

inf H(y)=H(y) (xeX1). 
yer . .,, 

Supposons que le jeu soit parfait danse, et considérons un élément 
X de r-1 e. 

Comme rxce, on a 
H(y) = H'(y) (yefx). 

Donc, eh prenant la borne supérieure ou inférieure de cette fonction, 
suivant que x appartient à Xi ou à X2 , on obtient 

H(x)=H'(x). c. Q: F. n, 

Nous n'avons pas déterminé l'ensemble E \ w(x) • o j des positions x 
• pour lesquelles w(x) = H' (x)- H(x) = o, mais, d'après ce théorème, 

nous savons du moins que 
f-1 El (,J = 0} CE 1 (,J = 0 l, 

18. JEUX DE DURÉE. - Considérons un jeu alternatif absolu, 111JUste 
contre le joueur (2), c'est-à-dire tel que la position initiale soit un 

• élément de P 2 • Si, de plus, r c r-i pour le treillis formé par les sous-
e'nsembles de X2 , le jeu sera dit stricteme,it injuste contre (2). 

Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait K1 cX0 K 2 C X2, 
comme dans le jeu des Échecs. On peut écrire, d'après la for-
mule (2, § H) 

Donc, quoi que fasse ( 1 ), la position xi qu'il adoptera sera gagnante 
et, par conséquent,' on est assuré d'avoir 

X2EP2, 

De proche en proche, on voit donc que ( i) aura pendant tout le 
jeu une position gagnante, qu'il joue bien ou mal. 
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A un tel jeu, on petit associer un nouveau jeu alternatif, dans lequel 

le but de ( 1) n'est pas de donner le mat, mais de'« donner le mat le 
plus vite possible ». 

La fonction-guide d'attaque du joueur (1) sera alors à - n(x ), 
n( x) étant l'ordre de la position gagante x, c'est-à-dire le plus petit 
entier qu'il discerne et tel que 

G(n) 3,:r. 

En effet, le but de ( 1) est de rendre n aussi petit que possible et 
f( x) = - n(x) réalise bien les relations (A) et (B ). 

La fonction-g·uide de défense du joueur (2) seraf'(x) = n(;:v), le 
but de ( 1) étant de résister le plus longtemps possible. 

On peut toujours supposer que la durée d'un tel jeu est limitée : 
d'après la remarque (i, § :l7), on voit donc que le meilleur temps 
que peut garantir ( 1) pour gagner est égal au meilleur temps auquel 
(2) peut prétendre pour résister. 

Un exemple connu d'un tel jeu de durée est fourni par la poursuite 
en mer : dans un domaine simplement connexe («la mer»), que l'on 
supposera ici à deux dimensions, deux mobiles M(x, .r) et i\'I'(.r', y') 
sont doués de vitesses maxima V et V'(V > V'). ' 

Le but de M («bateau poursuivant>>) est de rattraper M' («bateau 
poursuivi » ), et cela le plus vite possible, le but de M'étant de résister 
le plus longtemps possible. 

Ce jeu continu peut être 'approché par un jeu alternatif symétrique 
et strictement injuste, pour lequel les considérations précédentes 
s'appliquent. Si F(x, y, x', y') est le meilleur temps que M peut 
garantir pour rattraper M', il s'agit bien en effet pour ~1 de rendre sa 
valeur aussi petite que possible et, pour M', de la rendre aussi grande 
que possible. • • 

On démontre ( 10 ) que cette fonction F(x, y, .r', y') vérifie l'équation 
aux dérivées partielles : 

V( dF)t (dF)" _ , v( ôF)2 ( dF ) 2 _ V a + ô V :., + :., -1. 
X . 'J' vX vy 

(1'') Ce résultat est dtî. à G. Choquel, auquel est dù une théorie des jeux de 
poursuite. 
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CHAPITRE IV. 

JEBX ALTERNATIFS NEUMANNIENS. 

19. DESCRIPTION. - Dans les jeux alternatifs précédemment étudiés, 
nous n'avons fait aucune hypothèse sur les positions x et sur le trans-
formateur r. 

Supposons maintenant que les choix des mouvements que peuvent 
effectuer chacun des joueurs dépendent de caractères de nature essen-
tiellement différente : toute position x pourra être décomposée en 
trois éléments bien distincts, le trait ex, et deux caractères x 1 et x 2 ; 

sur xi, seul le joueur ( i) agira directement quand il aura le trait, et 
sur x 2 , seul le joueur (2) pourra agir. xi est la position du joueur (i ), 
x 2 la position du joueur ( 2). 

Avec cette restriction, il n'est pas nécessaire de connaître complète-
ment la position x pour pouvoir jouer. Il suffira au joueur (i), par 
exemple, de connaître sa position x 1 , et de choisir un élément dans 
un ensemble déterminé déduit de x 1 seulement. 

Inversement, si ( i) joue avec une information incomplète sur la 
position x du jeu, il ne peut modifier qu'un caractère de x qu'il 
connaît, et que l'on doit donc distinguer des autres. L'étude de ces 
jeux alternatifs particuliers est donc, en fait, l'étude des jeux alternatifs 
avec; information incomplète, que nous appellerons jeux Neumanniens. 

Nous n'étudierons p0as ici les jeux Neumanniens sous leur forme 
générale ( ou « extensive >> ), quoique le point de ·vue. adopté ici 
permette de généraliser notablement certains résultats de la théorie 
classique ( 11 ). Nous nous bornerons à certains problèmes pour 
lesqueis on peut sans inconvénient remplacer. la description précé-
dente par une autre plus simple, appelée forme normalisée du jeu. 
Nous n'insisterons pas sur le passage d'une forme à l'autre, qui est 

( tï) Cf. C. BERGE, Le Problème du Gain dans la Théorie Généralisée dés Jeux 
sans Informations (Bull. Soc. Math. Fr., t. 81, 1953, p. 1). Cette étude a été 
faite indépendamment de notre thèse. 
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devenu classique ( 1_8 ); qu'il nous suffise d'adopter dès maintenant, 
pour les jeux dont il sera question par la suite, la description suivante : 

Les deux joueurs ( 1) et (2) jouent à tour de rôle; (2) choisit une 
,position y dans un ensemble Y donné, puis (1) choisit ensuite une 
position x dans un ensemble X donné. Il en résulte.pour ( i) un gain 
f( x, y) et pour (2 ), un gain '-/( x, y). 

Cette description est celle donnée par von Neumann, avec cette 
seule différence que nous ne supposons plus que X et Y sont des 
ensembles ·finis, ni mème des ensembles numériques. 

20. SCHÉMA n'1NFORMATION. - Nous dirons que le joueur ( 1) a un 
schéma d'information sur la position y du joueur (2) si, étant donné 

·une partition Dy= ( Yk}1c de Y, il prétend a priori pouvoir identifier 
dans quel ensemble Y k de Dy se trouve y. 

Un schéma d'information Dy a donc les propriétés caractéristiques 
suivantes : 

UYk=Y; 
k 

k ~j • entraîne Ykl'' Yi= O. 

Nous dirons que D',, est un schéma d'information plus Jin que Dy si 
D~ est une sous-partition de D.n c'est-à-dire une famille d'ensembles 
Y~ formant une partition dans Y, et telle que • 

entraîne Y',,cYk. 

Les partitions OJ.= j y b·eY et 1,) = f Y} sont les schémas d'informa-
tion pour la connaissance parfaite et.l'ignorance parfaite. 

Quand ( i) possède à la fois deux schémas d'information Di et D2 , 

il possède aussi le schéma d'information D 1 X D 2 = 1 Y{n Y~ h,µ, 
partition-produit de D 1 et D 2 • 

On démontre (1") dans la théorie des partitions que c'est le moins 
fin schéma d'information qui soit à la fois plus fin que D 1 et que D 2 ; 

( 18 ) Cf. H. KunN, Extensive Games (Proc. Nat. Ac. of Sc., 1950, p. 570); 
ou : W. D. KRENTEL, J. C. C. Mc KINSEY, W. V. QuINF., A Simplification of 
Garnes in Extensire Form (Duke Math. J.,_1951, p. 885). 

( 19 ) Cf. G. B1RCKOFF, op. cit. 
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les schémas d'information forment ainsi un demi-gToupe abélien, avec 
nn élément neutre 1 r 

21. MEILLEUR GAIN GARANTI RELATIVEMENT AU SCHÉMA D'INFORMATION D. -
Supposons que, dans le jeu normalisé, ( 1). puisse avoir une infor-
mation incomplète sur la position J1 prise par (2). Soit DJ' son 
schéma d'information. Comme il prétend· a priori pouvoir identifier 
_dans quel Y,. se trouve .Y, il peut garantir un gain supérieur ou égal 
( à e près) à : • 

V(D,-) = inf sup inf /(x, y). 
k -~ex rEYk 

Il ne peut g·arantir davantage. V(Dr) sera le meilleur gain garanti 
relatiPement ( à D.r) du joueur (1 ), ou (< m. g. g. r. >> de ( 1 ). 

Si, pour deux schémas d'information n;. et n;., on a 
V(D!.) V(D~), 

on dira que le schéma d'information D_;. est meiïleur que le schém~ 
d'information D!.• Ainsi, nous avqns introduit une relation d'ordre 
total dans l'ense~ble des schémas d'information. 

THÉORÈME 1.. - Si' D'1. est une sous-partiti'on de D_n on a 
(1) • V(D.,.) LV(D~.). 

En effet, s'il n'en était pas ainsi, on pourrait trouver un nombre 
positif e tel que 

inf sup inf /(.:x, y)= inf sup inf /(x,y) + e = N + ë, 
k X reY; k,p ,,: yeYf • 

0{1 Y~ désigne un ensemble de D~. contenu dans Y,,. 
Quel que soit k, on a donc 

sup inf /(,T, y)~ N + ë. 
:,: rEYk 

Donc, pour une valeur x/.:de x, on peut écrire 
- e 

inf j(xki y)~ N +-
rETk • 2 

ou, a-fortiori, 
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On en déduit : 

N:::~,N+~-
- 2 

ce_ qui est contraire à l'hypothèse. . 
Nous avons donc. démontré rigoureusement qu'un schéma d'infor-

mation plus fin est aussi un schéma d'information meilleur. 

22. JEUX PARFAITS. - Si le joueur ( 1) joue· en second et peut avoir 
une information complète sur la position prise par (2), le plus grand 
résultat qu'il pourra garantir a priori sera 

w = inf sup j(a:, y)= V (1y)• 
yEY :ce-X 

Le plus petit résultat que lej~ueur (2), quijoue en premier, pourra 
garantir est aussi w: nous retrouverons un théorème de von Neumann, 
que nous avons établi aù chapitre précédent pour des jeux plus 
généraux, et selon lequel le jeu, joué avec le schéma d'information 
correspondant à la connaissance complète, est parfait. 

Si; au contraire, le joueur ( 1) n'a aucune information sur la posi-
tion y prise par (2), le plus grand résultat qu'il pourra garantir sera 

r = sup inf f(x, y). 
:rex yeY 

Le plus petit résultat que (2) pourra garantir sera comme pré-
cédemment 

W = inf sup j( x, y). 
reY .rex 

Le jeu, joué avec le schéma d'information Oy, sera donc parfait si 
et seulement si ç= w. 

Plus généralement, supposons que (2) possède un schéma• d'infor.:. 
mation Dy- Comme P= V(Oy), w= V(1y), on a, en appliquant !e 
théorème 1, 

Si P = w, on aura V(Dy) = ff' : le jeu sera parfait avec n'importe 
quel schéma d'information Dy; 

Inversement, si le jeu est parfait quel que soit D,-, on av= w .. 
Si;.= w, nous dirons donc que le jeu esttoujours parfait, ou, plus 
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simplement, pa,fait, aucune confusion n'étant possible avec les cas 
précédemment étudiés. 

Donnons un exemple. 
Si ( i) et (2) se placent sur une circonférence de centre O en des 

points x et y, on peut prendre / ( x, y) = ( 0~, Oy) avec la déter-
mination comprise entre - 'it et+ n. 

Ici, w = n, v = - 7t : le jeu n'est pas parfait. 
Si, au contraire, y poursuit x sur la circonférence dans le sens 

négatif avec une vitesse angulaire maximum wy, si leurs positions 
initiales sont suffisamment éloignées, et si l'on prend pour /(x, y) la 
détermination comprise entre zéro et 2 rc, le jeu est parfait. • 

23. JEUX DE STRATEGIE. - Si X et Y constituent des ensembles proba-
bilisables, on peut associer au jeu précédent un « jeu de stratégie», 
particulièrement important dans la théorie de l'économie, et que, 
dans le cas général, l'on peut form}ller ainsi : 

( i) et (2) ne choisissent. pas eux-mêmes les positions x et y, qui 
seront déterminées par le hasard, mais ils choisissent respectivement 
les probabilités pour que le hasard « sorte >> la position x et la posi-
tion y. X étant ordonné, (1) devra donc choisir une fonction P( x ), 
représentant la probàbilité pour que la position soit inférieure ou 
égale à x, qui devra donc ètre croissante sur X de o à 1, et appelée la 
stratégie de (1 ). (t) devra donc essayer de majorer l'espérance 
mathématique 

G(P, Q) =J: .l j(a:, y) dP(x) dQ(y). 

Le but de (2) sera, au contraire, de minorer G(P, Q). 
Le jeu sera parfait si 

supinf G(P, Q)=infsup G(P, Q). 
p Q Q p . 

On peut montrer, comme pour le cas où X et Y sont finis, étudié 
par von Neumann, que si le jeu/( x, y) est parfait, le jeu de stratégie 
correspondant G(P, Q) est afortiori parfait. 



THÉORIE ENSEMBLISTE DES JEUX ALTERNATIFS I 73 
Nous nous bornerons ici à étudier le cas particulièrement important 

où les deux ensembles infinis X et Y sont dénombràbles : 

Y= (y1, )'2, •• ·, Ym, · · .). 

On posera/(x;, y;)= a;1 ; la matrice A= Il aij Il, qui caractérise le 
jeu, sera la matrice fondamentale du jeu. 

( 1) choisira la probabilité p; pour que x = x;, c'est-à-dire un 
+ 

vecteur p =(pi, P2, ... , P11, ... ) réalisant 

p1:--::,,.o 

+ 
De même, (2) choisira une« stratégie» q=(q0 q2, •. • ) jouissant 

des deux mêmes propriétés. 
L'espérance mathématique est alors le produit scalaire 

( .,.. ) ( ),,- --+) 
g p, q = .(.J ll1jp1q;= p, Aq 

t, / 

+ 
( 1) devra choisir p pour que g soit le plus grand possible, et (2 ), au 

contraire, cherchera une stratégie q telle que g soit aussi petit que 
possible. 

Les stratégies p et q s_ont les éléments d'un domaine 6J de l'espace 
hilbertien réel, intérieur à la sphère unité, car 

On devra évidemment supposer que g('p, t) reste borné dans 6J 
et, pour cela, que A représente un opérateur continu dans l'espace 
hilbertien réel. 

On aura alors 

MA étant la borne de l'opérateur continu A dans la sphère unité, 
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son transposé A* sera aussi un opérateur continu de borne MA (2°). 
Proposons-nous de reconnaitre si le jeù est parfait. 

THÉORÈME 1. - Désignons par @rn l'ensemble des vecteurs 
l>-

p = (p1, P2, ... ,pm, o, o, ... )(l.p;=I,p;~o). 

Si A est un opérateur continu et si L't est un domaine intérieur à la sphère 
unité, on a 

inf sup g(;, t) inf sup g (;, ; ) 
qe@., pEèl qE«J pEèl -

quand m augmente indéfiniment. 

Comme C'Dm::, (Dn si m > n, 
q,(m) = inf supg(;, q). 

qe@m p 

décroît quand m croit. 
Comme, de plus, l'opérateur A est continu, g(;, t) est borné, et 

qi( m) tend vers une limite L finie et supérieure ou égale à - MA. 
On a, puisque CD=@"::,@,,,, 

( • 
inf supg p, q L:L. 

qElD p 

Si l'on n'avait pas l'égalité, il existerait un nombre positif Etel que 

inf supg(p, ;) = L- c. 
qE«J p 

D'où l'existence d'un vecteur q0 ( e@) telque 

( 'l>-) E supg p, q0 L:L- -, 
p .2 

quel que soit p( e e:1-). 

( 20 ) Cf., par exemple, G. JULIA, Introduction mathématique aux Théories 
quantiques, 2·0 partie, Paris, 1938, p. 147, 
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Considérons le vecteur 

:>-
quand m oo, il converge faiblement vers q0 = ( q1 , rb, ... , qm, ... ) 

Comme 1 ;,n l2 1 q0 l2
, on a même, d'après le théorème de Riesz (H), 

la convergence forte 

-~>- --'?-

A étant uî1 opérateur continu, Aq0 , et, d'après un théorème 
classique de Hilbert (2 2 ), 

:,.-
uniformément pour tout p( e ét ). 

-'>-
Il existe donc un ei;itier m tel que, quel que soit p dans ét, on ait 

D'où 
( ,>- ) C supg p, rm L L - 4-=, 

p 

ce qui est absurde, car on aurait alors 

C ( ,>- "") L- 7,::::::,,. inf supg p, q ::::::,,.L. 
4 qE<Dm I' • 

( 22 ) Une condition né;essaire et suffisante pour que X est que 
(Y, X11 ) (Y, X) 

1rniformément pour tout Y réalisant I t'lc::::: 1. Cf. G. JULIA, op. cit., p. 11-28. 

Journ. de Math., tome XXXTT. - Fasc. Z, 1953. 23 
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On démontrerait de la même façon que, quand m augmente indé-
finiment, 

sup inf g(;, t) sup inf g(;, ;). 
peu:, .. q ect peu:, qeL'l 

j/L Avant de démontrer un théorème symétrique, posons 

CO= CO,, et inf g(p, t) = rp,,(;). Quand n augmente, ?n(;) diminue. 
qE{JJn 

Démontrons alors quelques lemmes préliminaires. 

LÈMME t. - m > n entraine 
suptpm(p) L. suptpn(p). 

p p 

En effet, s'il n'en était pas ainsi, il existerait nn nombre E positif 
et deux entiers m et n( m > n) tels que 

sup 'fm (;) = sup 'fn (;) + E. 
peet peét 

.:,.. 
D'où l'existence d'un vecteur p 0( E et) tel que 

9m (;o) > supcpm(;) - ; = supcp,, (;) +; 
f' 

et 
'fn(;o) :=:,.9m(l%) ~supcpn(;) + ;• 

p 

ce qui est absurde. 

LEMME 2. - Quand m oc,, rp,,, (J) q,,, (J) pour tout vecteur f réel 
de l'espace hilbertien. • 

->-
En effet, s'il n'en était pas ainsi, il existerait un vecteur f et un 

nombre positif E tels que 

inf (J, Aq):::,. inf (J, A q) + E, quel que soit m. 
qeUJ.. qeUJ 

.:,.. 
Si qo = ( qq q1, ... ), posons 
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II 

On a: 

Comme rm q0 , on a, quel que soit q0 ( E @), 

cc qui est absurde. 

LEMME 3. - Si A est total;,nent continu, c'êst-à-dire si 
-----+ 

entraine Aq Aqo, 

?m(P) est continu par rapport à la convergence faible. 

En effet, si A est totalement continu, on sait qu'il en est de même 
de l'opérateur adjoint A*, et, par conséquent, 

p;--'-- f entraîne A *p; f. 

Donc, d'après le théorème de Hilbert, 

( A •fi, t) -~ (A* f, t) 
uniformément pour tout ; de la sphère J tl L 1. 

Quel que soit q dans @,,,, on aura, pour tout nombre positif E, un 
entier I suffisamment grand pour que i > I entraîne 

inf g(}, t) - e L inf tt{;, t) L inf g(i, t) + E. 
r,EdJ,,, qEû>m qE@m 

Donc 
C. Q. F. D. 

LEMME -4. - Si A est totalement continu, .. Cp) umformé-

ment pour tout p de d. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi; il existerait une infinité 

d'entiers m; et des vecteurs p;( e d) tels que, pour un certain nombre E 

positif, 
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On peut supposer les différents }Ji en nombre infini, car sans cela 

r.pm(p) ne convergerait pas vers g,"' (p) pour l'un au moins de ces 
vecteurs. 

Le théorème de Bolzano-Weierstrass étant vrai au sens de la 

convergence faible (2a ), on pourra donc extraire de la suite tp; une 
suite \ p;1_} telle que 

-;>- i>-
P1,.....:,._f. 

D'après le lemme 3, on aura alors, si grand que soit m, un 1ndice i" · 
tel que m1k > m et que 

9m (J) - <p,, (j) > <fm(p;k) - 9,, (;J - ; • 
Donc, a fortiori, 

9m(J)- 9., (J) ~(fm;k (;J- 9,, (;J-; ~; · 
r.p,,. (}) ne convergerait donc pas vers ip ,,,(}) pour le vecteur i réel 

de . la fermeture ét ( au sens de la convergence faible), ce qui est 
contraire au lemme 2. 

THÉORÈME 2. - Si l'opérateur A est totalement continu, on a, quand m 
augmente indéfiniment, 

En effet, d'après le lemme J, supip,;.(p) décroîtquandmaugmente; 
et, comme A est bornée, il tend en décroissant vers une limite L finie, 
Le lemme f nous montre aussi que 

sup9., (t) L. L. 
p 

Si l'on n'avait pas l'égalité, il existerait un nombre positifE_tel que 

supcp.,{;) = L - e, .. p 

( 2~) Cf. G. JuuA, op.cil., p. IQ. 
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ou: 
7 

9., (p) / L - quel que soit p ( E ct. ). 

,n > M( E) entraine, d'après le lemme 4, 

om(p;.-)/o (p+)+:LL-:, 
1 -100 2- 2 

el ceci quel que soit p. Donc 
( +) 0 sup9m p LL- i" 

p 

Faisons Lendre m, vers l'infini. On aurait 

ce qui serait absurde. 
On démontrerait'de même que, sin Lend vers l'infini, on a 

( +) ( +) inf sup g p, q ·+ inf supg p, q . 
qect pE(JJ. rrect pE(JJ 

25. • THÉORÈME FONDA~IENTAL. - X <'l Y étant des ensembles infinis 
dénombrables, le jeu de stratégie est pmj'ait lorsque l'opérateur A est 
totale.ment contin11. 

Nous nous proposons maintenant d'étendre le « théorème fonda-
mental» de la théorie de von Neumann, qui s'énonce ainsi : Lorsque X 
et Y sont des ensembles finis, le jeu de stratégie est pmj'ait ( •). 

Autrement dit, 

sup inf g 11, q = inf sup g p, q . 
pet0 111 qE(O,,, qE@m pEl011 

Dans cette formule, faisons tendre m vers l'infini; en vertu des 
théorèmes J et 2, où é\. = @n, on a 

sup inf g(;, t) •. inf sup g(p, ;). 
PElll. qE(JJ qe@ pE(!Jn 

(") Une démonstration élémentaire de ce théorème, a été donnée par 
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Faisons tendre n vers l'infini,; on a alors, en vertu des mêmes 
théorèmes, où ét = @; la relation 

( .,.. .,..) • ( .,.. .,..) 
sup inf g p, q = inf sup g p, q . C. Q. P. D. 
pE<-0 q,e@ qE(JJ pE(JJ 

D'après la démonstration donnée, on voit, en outre, que la condition 
nécessaire et suffisante pour que le jeu de stratégie soit parfait est que 
l'opérateurA soit totalement continu dans la fermeture de @(au sens 
de la convergence faible). 

En particulier, on a le résultat suivant, qui contient celui de 
von Neumann : 

COROLLAIRE. - X et Y étant des ensembles finis ou infinis, le jeu est 

pa,fait lorsque !i !i I aij 12 converge. 
j 

Ier cas. - Si X et Y sont tous les deux infinis, vérifions alors que 
l'opérateur A est totalement continu. , 

.,.. .,.. 
Pour montrer que f,, f entraîne A/n A/, on peut toujours 

.,.. 
supposer/= o; on a alors 

:lô ' J :;,,; 

1 AJ;, i2 = !i 1 ( ~, AJJ /2 = !i 1 (A*e;, f,,) 12 + !i 1 (A*ei, /n) 12 • 

l+t 

Puisque !i I a;j 12 converge,· on peut choisir I assez grand pour que 
i, J 

Dans ce cas~ 

J+I 1+1 

J. VILLE dans le Traité du Calcul des Probabilités et de ses Applications 
(Émile BOREL), t. IV, Applications aux Jeux de Hasard, Paris, 1938, p. 105-
1 JO. 
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I étant choisi, prenons n assez grand pour que 

(i= 1, 2, ... , I). 

On aura donc, pour n assez grand, 1 Afn J2 < 2e. C. Q. F. D. 

181 

2° cas. - Si X est infini et Y fini, on peut considérer une matrice A' 
infinie dans les deux sens en complétant la matrice A avec des zéros. 

A' étant totalement continue, on peut faire tendre n vers l'infini 
dans la formule ( 1) et, eu vertu des théorèmes 1 et 2, on a bien 

sup inf g(;, t) = inf sup g-(/;, t). 
pE@ rre@.. qE@m pE{I) 

3° cas. - Si X et Y sont finis, le théorème est vérifié, puisque le jeu 
est toujours parfait. 

Remarque. - Il est facile de démontrer le théorème suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour que le jeu soit pa,jait est 

qu'il existe, pour tout nombre E positif, deux stratégies p 0 et q0 et un 
nombre v tels que : 

(1) (A*---;0)n~IJ-i:. (n =1, 2, ... ), 

La condition est nécessaire, car si 

( .,.. (.,.. --;-.) 
supinf p, Aq =infsup p, Aq = v, 

p ,, ff J 

le joueur ( 1) pourra choisir une stratégie p 0 telle que 

( inf p 0 , Aq IJ - 1:., 
ff 

(la, Â;)~F-ê 

En particulier, faisons 
7 .,.. ->- .,.. 

quel que soit q, 

q=e1=(1, o, o, ... ), q :_ e2= (o, 1, o, o, ... ), 
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On aura bien 

->-
On raisonnera de même avec la stratégie q0 • 

La condition est aussi suffisante, car s'il existe, quel que soit e, des 
';>- .,.. 

stratégies p 0 et q0 réalisant de telles inégalités ( 1) et ( 2 ), oua 

+ 
quel que soit q e OJ. On en déduit 

( -;>--';>-) (*"-*") supinf p,Aq ----,_l';---:..:,:infsup p, Aq. 
" q q " 

Mais comme, d'après le théorème ( 1, § 21 ), 1e premier membre de 
cette inégalité ne peut ètr~ plus grand que le dernier membre, on 
a b'ien le résultat annoncé. 

Le but du joueur ( 1) sera donc de déterminer une stratégie p0 

réalisant l'inégalité ( 1) avec le plus petit nombre E possible. S'il peut 
+ 

prendre z = o, p 0 sera 11ne stratégie optimum du joueur ( 1 ). 
Du théorème précédent, on déduit le résultat suivant: Si X et Y sont 

tous deux infinis dénombrables, on a nécessairement ç = o lorsque le jeu 
est par fait ( on dit alors que le jeu est équitable). 

En effet, supposons par exemple f' > o; prenons z = i; il existe une 
>-

stratégie p 0 telle que 

-->-

(-+) I' A'po ,,-:::.0.v-z=--- 2 

Donc, A*p 0 ne peut ètrc un vecteur de l'espace hilbertien, et, par 
conséquent, A n'est pas un opérateur continü, ce qui est absurde 
puisque le jeu est parfait. 

26. EXTENSION DU THÉORÈME DE VILLE. - Ville a démontré ei; ), en 
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partant du théorème de von Neumann, le résultat suivant : Si X et Y 
sont les interralles fermés [ o, 1 ], et si f( x, y) est continu dans le carré 
unité, le jeu est pmjait : 

infsup ( [f(x,y)dP(x)dQ(y)=supinf fff(x,y)dPdQ. 
Q P Jx )y P Q Jx Y 

Nous allons indiquer brièvement comment les considérations pré-
cédentes permettent d'étendre ce résultat, comme, d'ailleurs, d'autres 
théorèmes analogues dus à K.arlin et Bohnenblust (2 6 ). 

Soit X1, X2, ... , X11 , ••• _une suite croissante d'ensembles probabi-
lisables. 

Désignons par ûJ,, l'ensemble des distributions sur X,., c'est-à-dire 
des fonctions P ( x) croissantes, continues à droite, et telles que 

P(x)=o 

P(x) = 1 

SI X< Ïnf À, 
),ex. 

Sl X:::::,_ _sup À. 
,.ex. 

On désignera, de même, par @~,., ûJ et U)' l'ensemble des distribu-
tions sur Ym, X= supX" et Y= sup Y m• 

Posons enfin • 

AQ =;: f(x, y) dQ(y) 

et 
(P, Z) = .{ Z(x) dP(x). 

Si la fonction /( x, y) est telle que l'opérateur A soit totalement 
conti_nu, au sens usuel dans les espaces de Banach, et si l'~n a 

sup inf (P, ~>- .jnf sup (P, AQ), 
PEctln QElOin , .. .;.~''. . . ~:n i'ElOn 

·on pourra par des raisonn~'{e~s--~-~hreusement analogues à ceux 
qui précèdent, faire tendre ~Ï.J:;~f'infini. 

En particulier, si X,, et Y,, s :;"t!'Îë; intervalles fermés [ o, n] et s1 

( 26 ) Cf. Contributions to the Theory of Garnes, Kuhn and Tucker, Prin-
ceton, 1950. 
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/( x, y) est une fonction continue en tout point de [ x o, y~ o ], on 
obtient, en faisant tendre m et n vers l'infini, la relation 

sup inf §f(a:, y) dP(œ) dQ(y) = inf sup §f(x, y) dP dQ. 
PECO QECO QE<ll' PECO . 

Le théorème de Ville est donc encore vrai lorsque l'on remplace 
l'intervalle fermé [ o, 1] par l'intervalle semi-ouvert [ o, + oo]. 
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