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Sur une théorie ensembliste des jeux alternatifs (*);

Par CrLavpe BERGE.

AVANT-PROPOS.

Le premier, J. von Neumann eut I'idée d’utiliser les développements
les plus modernes de l'analyse mathématique pour une théorie des
jeux a deux personnes. Depuis la parution de son ouvrage fonda-
mental (?), ses résultats furent constamment améliorés, notamment
par A. Wald, S. Karlin, H. Weyl, L. S. Shapley (*).

Néanmoins, les recherches partaient toujours du point de vue
strictement local posé par von Neumann, et semblaient ignorer les
problémes globaux posés par la structure du jeu. '

Dans la théorie de von Neumann, un jeu alternatif serait décrit de
la fagon suivante : deux joueurs, que npus appellerons A et B, font
* un choix a tour de réle parmi plusieurs alternatives possibles, appelées
mouvements. Les mouvements jouables 4 un moment donné dépendent

(*) Thése présentée a la Faculté des Sciences de Paris, le 2 février 1952, en
vue d’obtenir le grade de Docteur és Sciences Mathématiques.

() J. von Neumann et O. MorgensTerN, Theory of Games and Economic
Behavior, Princeton, 1944.

(3) Cf. Contributions to the Theory of Games, Princeton, 1950.
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des mouvements effectués antérieurement suivant une loi, que I'on
peut représenter par un arbre tel que celui-ci :

P(3) P

P32)

PAD

P12 P122Y P(321)

Au début, le joueur A choisit un mouvement parmi P(1), P(2),
P(3), P(4). 8’1l choisit P(1), par exemple, B pourra alors effectuer
un des mouvements P(11), P(12), P(13). A chaque branche
terminale de I'arbre est associé un coefficient A, positif ou négatif,
appelé le gain de Aj; si 4 est positif, on dit que A gagne de ; si A est
négatif, A perd de | A|. ‘

Dans la présente étude, nous ne décrivons pas les choix effectifs
des joueurs avec des « mouvements », mais avec des entités arbitraires,
appelées « positions de jeu »; lorsque A aura choisi une position z,,
B pourra choisir une position x, dans un ensemble 'z, ne dépendant
que de x,, et ainsi de suite. Le jeu ne s’arrétera que si la position
du jeu appartient a un ensemble pondéré K, et son poids sera le gain,
positif ou négatif, du joueur A.

Cette nouvelle description constitue bien une généralisation, car
nous rejetons trois hypothéses, qui semblaient fondamentales dans la
théorie de von Neumann; en effet :

1° chaque joueur choisit un élément & dans un ensemble quel-
conque, qui n’est pas nécessairement fini, ni méme numeérique;

2° la durée du jeu n’est pas bornée par un nombre n fixé a I'avance;

3¢ les positions « du jeu sont définies par un caractére qui n’est
pas nécessairement I’ensemble des positions antérieures.

Du point de vue théorique, on remarquera que les raisonnements
y gagnent en élégance, le schéma étant devenu global (le jeu n’est plus



THEORIE ENSEMBLISTE DES JEUX ALTERNATIFS 131

considéré par un « arbre », mais par une fonction multiforme I'); du
point de vue pratique est devenue triviale la méthode de simplification
préalable due a Krentel, Mac Kinsey et Quine (*), et sans laquelle les
calculs numériques dans certains jeux seraient inextricables : la seule
simplification sera ici de reconsidérer la définition primitive de
Pélément « position », afin d’identifier les positions équivalentes.

Nous prenons pour cadre celui des jeux-alternatifs, c’est-a-dire ou
les deux joueurs jouent a tour de réle, mais cette restriction n’a rien
d’essentiel : en effet, on remarquera que tous les jeux de position
usuels peuvent se ramener au cas alternatif.

Cuarrtre I @ Transformateurs inverses et associés. — La relation T'
étant un tramsformateur, il convient donc d’étudier au préalable
certaines propriétés générales des transformateurs. Ce chapitre préli-
minaire sera surtout le développement de deux notes (*), ou nous
définissons 'adjoint et I'inverse; seulement, pour plus de généralité,
nous supposons ici que le domaine de définition ‘est un semi-treillis
quelconque, simple ou non, ce qui nécessite 'introduction de notions
nouvelles, comme le noyau et I'anti-noyau. Cette généralisation n’est
d’ailleurs pas purement spéculative, car nous rencontrerons au
chapitre suivant des treillis non simples (treillis des cycles).

Cuarrrre 11 : Jeux alternatifs absolus, ou étude de la régle. — De
I'algébre des transformateurs étudiée au chapitre I, nous déduisons
aussitdt diverses opérations sur les jeux : inversion, adjonction, produit,
superposition, clc.

Cette Algébre des jeux va nous permettre d’étudier les propriétés
intrinséques des positions de nullité, de gain ou de perte. L’ensemble
des positions gagnantes de chaque joueur sera donné par une formule
algébrique, et les jeux seront classés par la structure de leurs régles.

Nous avons pris comme cadre celui des jeux alternatifs absolus,

(*) W. D. Krnenrer, J. G. C. Mc Kivsey, W. V. Quixg, 4 simplification of
Games in extensive Form (Duke Math. J., vol. 18, 1951, p. 885).

(®) C. Berek, Sur L'isovalence et.la régularité des transformateurs, (C. R.
Acad. Sc., t. 231, 1950, p. 1404) Sur linversion des transformateurs (1bid.,
t. 232, 1951, p. 134).
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c’est-a-dire sans valuation de I'ensemble K des positions finales, car
I’étude de tels jeux est entiérement globale. Mais il est évident que les.
problémes posés par la régle sont les mémes ‘pour les jeux relatifs
et se résolvent de la méme facon.

Cuarrrre 11 @ Jeux alternatifs relatifs, ou étude du gain. — Sil’on
pondére ’ensemble des positions finales (jeux relatifs), il se pose, en
outre, un probléme d’ordre local : celui du meilleur gain (ou de la
moins mauvaise perte) que chaque joueur peut garantir a un moment
donné. Pour le résoudre, nous devons ramener le jeu a une forme
normalisée, qui coincide alors avec la forme normalisée de la théorie
classique. Autrement dit, nous rejoignons ici le point de vue de von
Neumann; seulement, comme nous sommes parti ayec une défi-
nition plus générale, nous n’avons pas fait les deux hypothéses
fondamentales de sa théorie, a savoir :

Hypothése 1 : Les ensembles I'x sont des ensembles finis pour toute
p051t10n x; )

Hypotkese I : La durée de la partle est bornée par un nombre fixé
a I'avance.

Le rejet des hypothéses I et II posera des problémes nouveaux;
nous verrons, en partlcuher que le théoréme pr1n01pal de von
Neumann peut alors étre mis en défaut.

Dans ce chapltre, nous avons déterminé parfaitement la borne
supérieure précise de tous les « gains qu'un des joueurs peut prétendre
a prior: dépasser 4 un moment quelconque fixé par lui »; par contre,
nous ne savons a peu prés rien de la borne supérieure précise des
gains qu’il peut prétendre dépasser « t6t ou tard » ; ce probléme encore
non résolu reléve de la théorie des nombres transfinis.

Cuaerre 1V : Jeux alternatifs neumanniens, ou étude de linfor-

mation. — En faisant quelques hypothéses supplémentaires sur le
 transformateur I', on obtient une catégorie de jeux, dits neumanniens,
pour lesquels il est possible, aux joueurs A et B, de jouer sans
connaitre parfaitement la position : le probléme fondamental qui se
pose est alors de reconnaitre si le jeu est parfait (*)..

(%) En anglais : strictly determined.
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Ce probléme se pose surtout pour les jeux dits « de stratégie »,
dans lesquels la position est constituée par un couple de deux distri-
butions P(x) et Q(y) (sur des ensembles X et Y donnés) choisies
respectivement par les joueurs A et B. Von Neumann (”), qui supposait
les ensembles X et Y finis, avait démontré en 1937 l'important
théoréme suivant : Tout jeu de stratégie est parfait.

Puis, J. Ville (*) et A. Wald (°) étendirent par continuité ce
résultat & des ensembles X et Y d’un autre type, mais toujours bornés.

Dans ce chapitre, notre but principal sera d’élargir ces critéres et
de les adapter a des ensembles X et Y non bornés. C’est ainsi que
nous généraliserons les théorémes de Ville et de von Neumann.

Nous nous étendrons plus spécialement sur le cas important ou
X et Y sont des ensembles dénombrables. Ici, le passage du cas fini
au cas infini sera grandement facilité par des résultats connus de
I'espace hilbertien.

CHAPITRE L.

TRANSFORMATEURS INVERSES ET ASSOCIES DANS UN SEMI-TREILLIS.

1. Semr-tremLuis. — Dans toute cette étude, il ne sera question que
de treillis au sens complet du mot; ce sera une famille d’ensembles D
telle que :

(1) eneb (1) entraine UexeD;
A

(2) €D (1) entraine nexeD.
X

(') J. von Neumans, Uber ein okonomisches Gleichungssystem (Math.
"Kolloquiums, t. 8, 1937).

(8) J. ViLg, in Traité du Calcul des Probabilités et de ses applications
(E. Borev), t. IV, vol. 2, Paris, 1938.

(*) A. Waro, Foundations of a general Theory of Sequential Decision
Functions (Econometrica, t. 15, 1947).

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 2, 1953. 18
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Les intersections et les réuntons sont prlses avec une infinité d’ordre
quelconque d’ensembles ¢,.
D sera un semi-treillis si I’on a seulement

(1) ' eneD ~ entraine Ue)‘eD.
A

Un ensemble ¢ de D sera un ensemble minimal s'il ne contient pas
d’autres ensembles de D que l’ensemble ¢ lui-méme et I’ensemble
vide O, qui peut toujours étre considéré comme appartenant a D.

D sera un treillis simple si tout ensemble de D est une réunion
d’ensembles minimaux. Par exemple, les sous-ensembles d’un inter-
valle forment un treillis simple dont les ensembles minimaux sont
les points. Avec tout semi-treillis D, on peut former un treillis simple &
en considérant toutes les réunions des ensembles minimaux de D.

L’ensemble
{D}= U e

X

est 'ensemble maximal du semi-treillis D.

9. TransrorMaTEvRs. — Considérons, sur une famille d’en-
sembles D,, une relation A faisant correspondre a tout ensemble ¢
de D, un ensemble A ¢ bien déterminé.

Nous dirons que A ést un transformateur si

1° D, est un semi-treillis;

o A(UeO:UAex (o'e,€D,);

3 A0=0 ' (ou O est 'ensemble vide).

D, est le domaine de définition de A.

Les ensembles de la forme A e constituent aussi un semi-treillis A,,
appelé domaine des valeurs de A.

A sera un transformateur régulier dans D, si

A€1=Aez (el, egeDA)
entraine

ey —é,.
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On a, comme avec les treillis au sens ordinaire du mot, le résultat
suivant :

TreoriME 1. — S¢ A est un transformateur, e, C e, entraine Ae, C Ae,.
St, de plus, A est régulier, Ae, CAe, entraine e, Ce,..

En effet, le fait que A soit un homomorphisme dans un semi-treillis
complet ne change rien a la démonstration usuelle (**).

D’aprés ce théoréme, sil’on a

(Z)AED;\, n e)‘eDA,

A

A( N e,‘)c n Ae.

Nous dirons alors que le transformateur A est isovalent dans D, si,
de plus,

on peut écrire :

1o D, est uh treillis;
0 A<n e)‘) =nA(3)‘.

Ce terme d’isovalence est expliqué par une analogie avec la théorie
des opérateurs linéaires. Nous avons démontré, en effet, qu'on peut
établir une correspondance biunivoque entre les opérateurs linéaires
isovalents et les transformateurs isovalents (**).

3. INvERSE D'uN TRANSFORMATEUR A. — Nous nous proposons de
traiter ici le probléme de l'inversion de A pour un semi-treillis
quelconque D,, probléme qui nécessite l’1ntroduct10n de quelques
notions préalables. .

Un ensemble & étant donné, les ensembles E de D, tels que

(1°) Cf., par exemple, Garett Birkowr, Lattice Theory (Amer. Math. Soc.,
Colloquium publications, vol. XXV, 1948, p. 21).

(') Craune Beree, Sur l’zsovalence et la régularité des transformateurs,
C. R. Acad. Sc.,t. 231, 1950, p. 1404).
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AE,&= O constituent évidemment un semi-treillis N(&), que nous
appellerons noyau de D, (par rapport au transformateur A).
Remarquons que, si D, est un treillis et si E, sont des ensembles

de N(&), on a
A( nE;)néc (nAE))ns =0

N(&) est donc aussi un treillis.
Eliminons de D, tous les ensembles du type

e=F'UE’" (E'eD,, E’eN(8), E's£e, E'£0).

Avec les ensembles e, qui restent, on peut former, en prenant leurs

réunions de toutes les facons possibles, un semi-treillis N(&), que nous
appellerons anti-noyau de D, (par rapport au transformateur A).
Lorsque le semi-treillis D, est simple, la définition de ’antinoyau
est simplifiée; on voit, en effet, qu'un ensemble E appartient a
N(éé) si, et seulement si, i/ est une réunion d’ensembles minimaux
n’appartenant pas ¢ N(&). ‘
Nous pouvons maintenant définir Iinverse A—* d’un transformatear
A. Ce sera la relation qui fait correspondre a un ensemble e quelconque
la réunion A—'e des ensembles E, du semi-treillis d,— N({ A},

tels que
A E)\ Ce.

Il s’ensuit immédiatement que A~*e&d, quel que soit e, que e1De,
entraine A=*¢; DA~'e,, et que A0 =0.

Leyue. — A tout ensemble E de D, correspond un ensemble E de N(6)
tel que
AEn&=ALNnE.

En effet, considérons tous les ensembles ¢, de D, contenus dans E,
et éliminons ceux qui sont de la forme
a=EVE, (EieD,, E{eN(é), ExZ e, Eiz=0).

On peut toujours supposer que E; n’est pas lui-méme un ensemble
éliminé, a condition de prendre pour E; la réunion de tous les
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ensembles de N(&) contenus dans e,. Prenons maintenant pour E la
réunion de tous les ensembles ¢, non éliminés : :

EeN(s),
et on peut écrire :

AEn&:( U Ae;i>n6: U (Ae,n6E)y U (AE5 N &)y U (AESné6).

On-a donc .
AEns=AEns.

Tatorime 1. — A~*A>D1 dans d,, et AA—*=1 dans A,. Partout
ailleurs, AA—*C 1. ’

En effet, quel que soit ¢, on a

(1) AA—‘e:A<UE7\>:UAE).Ce.

AEwCe
En€da

Si de plus e€4A,, on a e=AE. On peut toujours supposer que
EeN(&), d’aprés le lemme, quitte 4 remplacer E par E. On a alors,
d’aprés la définition de l'inverse,

EcA-te,

ce qui entraine, d’aprés le théoréme (1, § 2),
. AEcCAA-le.
Sil’on compare avec (1), il vient :
e—AA—'e dans A,. €. Q. F. D.

En outre, :
A-1AE—=A-1e>E dansd,. €. Q. F. D.

TurorkME 2. — St A est un transformateur régulier dans D,, e = AE
équivaut a E =A'e, e€A,.

Supposons, en effet, que A soit régulier dans D,, et considérons
dans A, un ensemble ¢ = AE; on a, puisque D, =4d,,

EcA-te.”
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Si Es£A-te, on pourralt trouver un ensemble & de D, non contenu
dans E et tel que :
EuécA-—ie.
En tenant compte du théoréme précédent :

A(EUué)cAA'e—e, ou AEUAS&CAE,
ou encore ‘
AScAL.

Mais, d’aprés-le théoréme (1, § 2), on aurait 8CE, ce qui est
contraire a I’ hypothese
Inversement, si E=A—t¢, avec e€A,, on a, d’apres le theoreme 1,

AE=AA-'e=c.
Lorsque A et B sont des transformateurs reguhers, le theoremé 2

nous indique, en partlcuher que

(AB)~t==B~1A-.

Tutorime 3. — S¢ A est un transformaieur régulier dans d,, A=* est
un transformateur régulier dans A,.

En effet,

*A< A e;) = uAA—ie)\; \J‘e‘,\:;}x@b1 U"el).,

Comme A est régulier dans d,,

A—_<U )= UA-e,

Comme, de plus, A~*O = O, A~* est donc un transformateur.
En outre, A—*e, = A'e¢, entraine

ey — AA"‘e, A.A—ieg— €a3
A~ est donc aussi régulier.

 Conséquence. — Il s'ensuit immédiatement que ’on peut appliquer
le théoréme 2 & A—*, qui est un transformateur régulier dans A, :

e—=AE équivaut & E=A-le
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et, par conséquent, a ,

: e=(A—""E (Eed,).
On aura donc, si A est régulier dans d,,

(A—1)"1=A ‘dans d,.

4. Fermerure p'un exsemsLe E pE d,. — Nous appellerons fermeture
(par rapport ¢ A)) d’'un ensemble E ( €d,) 'ensemble FE = A~'AE.

On déduit immédiatement de ce qui précede :

1° FEDE quel que soit E( €d,);
2° E, DE, entraine FE, D FE,;
3 F(FE)=FE.

7 est donc, au sens topologique du mot, une relation de ferme-
ture, et il en résulte les propriétés suivantes, d’ailleurs bien connues :

TatoriMe 1. — :’d"< U E)\>3 UﬁE)

Ceci résulte de I'extensivité de & .

[y

Tutorime 2. — FE est le plus petit ensemble fermé qui.contient E.

Nous appellerons fermé un ensemble F tel que FF =F. Ainsi,
FE est fermé (d’apreés 3°) et contient E (d’apres 1°)..

F(FE)=(A—A)(AA)E=A—*1AE=5E.

Enfin, si un ensemble F, est fermé et contient ¢, on a

FE,DFe,
donc
) F,>%e. - €. Q.F. D.
Tarorime 3. — Lintersection d’un nombre quelconque ou d’une

infinité d’ensembles fermés est un ensemble fermé.
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En effet, si I¥,, F,, ... sont fermés, on a quel que soit £,

(\F-cF:  ou 5( N F,l)ch.
Par conséquent :

5’<nF,,>c N\ F-

D’autre part, d’aprés l'extensivité, on a, I'inclusion inverse, donc

(YY) =\ F~ ¢ . v .
Remarquons que A est régulier avec les ensembles fermés, car
st AF,=AF,, on a aussi :
A-1AF,—=A—AF, et F,—=F,.

5. TRANSFORMATEUR ASSOCIE D’UN TRANSFORMATEUR A. — On appellera
transformateur associé A* du transformateur A la relation qui fait

correspondre a ¢ la réunion A*e des ensembles minimaux de N(e) ().
On a, en particulier, quel que soit ¢,

A*eedA, A*ee 6:\,
(ou &, est le treillis simple extrait du semi-treillis D,).
TueoriME 1. — A* est un trans formateur dans tout semi-treillis.

En effet, s1 ¢ = O, tout ensemble E, de D, réalise

AEyne=0,
donc
{N(e)}=0 e A*0O=0.

(*) Il est a remarquer que si A représente l’extension-aux-parties d'une fonc-
tion multiforme f(x), A* réprésente I'extension-aux-parties de l'inverse f—'(z).
Par contre, A—! représente une relation nouvelle, que I'on pourra appeler
I'inverse fort f—1 de la fonction multiforme f. Du point de vue algébrique, f—1
jouit de propriétés tout aussi intéressantes que celles de /~1. On peul comparer,
par exemple, les propriétés des ensembles ¢ fermés (tels que f~tfe—e) et
celles des ensembles ¢ stables (tels que f—'fe=¢), puisqu’on a démontré
que fi=V f est une relation de fermeture (ce qui n’était pas le cas pour f~'f).
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D’autre part, A*( U ek> est la réunion des ensembles minimaux
E, tels que '
AEn e/,b¢ (0]

pour au moins une valeur £,.

Dou:
A"( U ek> = U A¥ey.

A* est donc un transformateur.

TutoriMe 2. — S A est un transformateur isovalent dans d,, on a :
A*C A~ dans A,. ‘

En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait un ensemble minimal E,
de d, tel que
1° AE, qe
2° AE;ne=0.

Supposons que ¢= A& soit un ensemble de A, et que, de plus,
A soit isovalent ; les relations précédentes deviennent :

1 Ey qeé,
2¢ E,n&#0.

Mais E, N & serait un ensemble non vide, différent de E, et cepen-
dant contenu dans un ensemble minimum E,, ce qui est absurde.

TutoriMe 3. — On a (AB) = B*A* s, pour tout E, € 35, BE, appar-
tient a 3,.
Remarquons que si E €3, la relation
AEnez#0
est équivalente a :
) EnA*e# 0.

(L'intersection et le transformateur associé jouent entre eux un réle
identique au produit scalaire avec I'opérateur associé. )
Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 2, 1953. 19
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On a donc I'équivalence entre les relations

Eyxn(AB)Ye#0,
ABE;ne # 0,
BE,nA*e¢ 0,
ExnB*A*e 0.

En prenant successivement pour E; les ensembles minimaux de &,
on établit la relation annoncée; on vérifie aussi de proche en proche,

la relation
(Ary = (A*)m.

TusorkME 4. — On a (A*) = A dans 3,.
En effet, si E€?,, on a l’équivaleHCe entre
ExnAE 40,

A*EynE  #0,
E,NA*E £ 0,

ce qui entraine A** = A dans 3,.

" CHAPITRE 1I.

JEUX ALTERNATIFS ABSOLUS.

6. Descriprioy. — Nous avons un jeu alternatif absolu lorsque deux
joueurs (1) et (2) choisissent alternativement un élément d’un
ensemble X donné, appelé ensemble des positions du jeu : (1) ayant
choisi une position x,, (2) peut choisir une position z, dans un
ensemble I'z, ne dépendant que de @, puis (1) choisit a son tour un
élément z, dans un ensemble 'z, ne dépendant que de z,, etc. Dés
que la position z appartient a un ensemble donné K, — reép. K,—,
le jeu s’arréte, et 'on dit que x est une position de mat pour
(2) — resp. pour (1)—, ou que le joueur.(1) —resp. (2) — a gagné.
Dans le jeu des échecs, par exemple, on pourra prendre pour position
I’ensemble des coordomnnées des piéces-de I'échiquier, avec en outre,
Pindication du joueur ayant le droit de jouer, ou le irait.

On de51gne par X, l'ensemble des coups de (1), ¢ est—a—dlre des
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positions permises avec le trait au joueur (2); dans la plupart des
jeux, on a K, €X,; K, CX,, comme dans le jeu des échecs, mais ceci
n’a rien d’essentiel. Dans le jeu de « qui perd gagne » ‘usuel,
(Dames-Réversi), par exemple, on a au contraire K, cX,, K,cX,.
Nous ne supposons méme pas ici que les buts que se proposent les
deux joueurs soient incompatibles, c’est-a-dire que K, N K,= 0.

7. TRANSFORMATEUR FONDAMENTAL DU JEU. — On appelle transformateur
Jondamental du jeu la relation I' tel que I'z soit 'ensemble des positions
pouvant suivre immédiatement la position x. Si ¢ est un ensemble de
positions disjoint de K =K, UK,, onpose

Te— Ul‘x.

reEe

Les ensembles ¢ forment un treillis Dy, pour lequel I" est un trans-
formateur.

Le semi-treillis Ar est la structure du j Jeu.

I'e est I’ensemble des positions x qui deviendront une posmon de e au
coup suivant (car 'z £ O, TaxCe); e est I'ensemble des positions x
qui peuvent précéder une position de e (car Txne £ O).

Enfin, nous dirons que la structure du jeu sur un semi-treillis D
donné (D Dr) est isovalente (ou regulzere) si I' est isovalent (ou
régulier) dans D.

Remarque 1. — La condition nécessaire et suffisante pour que le jeu
soit régulier partout, (c’est-a-dire dans tout Dr) est que chaque position
~ puisse étre suivie de positions propres (c’est-d-dire non consécutives d
d’autres positions).

Cette condition. est nécessaire car, si Tz CTe, avec e, il exis-
terait deux ensembles, e et eUx, réalisant Te=T'(eUx) : le jeu ne
serait pas reguher.

Elle est aussi suffisante, car si Tz CI'e entraine x €e et si lon a
I'égalité T'e, =Te,, la relation x€e, entraine 'z cTe,, donc z e, ;
on en déduit ¢, = e,.

Remarque 2. — La condition nécessaire et suffisante pour que le jeu
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soit isovalent partout est que chaque position x détermine d’une fagon
unique toutes les positions qui ’ont précédée au cours du jeu.

La condition est nécessaire, car si le jeu est isovalent partout, on a, -

pour @ 2,
FznTy=T(zny)=T0=0.

Elle est suffisante, car siI'e NI’y = O pour x £y,

I‘e1nI‘82:< U Fx>n< U Fy>: U Tz,
x€ey rE€e; rEeiNes

ou
I‘e,(\re!: F(elneg).

Lorsque le jeu est partout régulier, il résulte du théoréme (3, § 3)
que T~ est un transformateur régulier dans la structure Ar;
lorsque le jeu est partout isovalent, I'* est un transformateur régulier
et isovalent dans Ar, et I'*=T" dans Ar.

8. Erupe pes posiTions pE NuLLITE. — Les positions de nullité sont de
quatre sortes : ‘

1° Les positions d’ententes. — Ce sont les positions de K, nK,, qui
sont des positions d’égalité, chacun des deux joueurs ayant réussi dans
le but qu’il se proposait.

2° Les positions de pat. — Ce sont, par définition, les positions de =
- de X—K telles que T'z = 0. Leur ensemble est désigné par J;
J.=JInX, est I'ensemble des positions de pat au joueur (2).

Ce sont bien des positions d’égalité, chacun des deux joueurs ayant
échoué dans le but qu'il se proposait. :

3 Les posttions pseudo-cycliques. — Enfin, la partie est nulle si les
joueurs s’obstinent toujours a ramener la position du jeu dans un
ensemble ¢ bien déterminé, disjoint de K et de J.

Sil’'un des joueurs, par exemple (2), peut maintenir la position du
jeu dans e §'il le désire, nous dirons que ¢ est un pseudo-cycle pour (1),
et nous désignerons leur réunion par C,.
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Algébriquement, ¢ est un pseudo-cycle pour (1) si
T ( en X1 ) Ce,

IF'(enX;)ne#O,
enJ=0.

c’est-a-dire si

enX,;cI(enX.,),
enX,cI* (enX,).

Les pseudo-cycles pour (1) constituent un sous-treillis D, de Dr, et
I'on a

.

Ci={Di}, Co={D,}.

4° Positions cycliques. — Ce sont les positions pseudo-cycliques a
la fois pour (1) et pour (2). Si la position du jeu est cyclique, la
_partie, ne pouvant jamais s’arréter, sera nulle. '

Algébriquement, e sera un cycle si c’est un sous-ensemble de X
disjoint de JUK, et tel que TeCe.

Les cycles constituent un treillis D,, qui est a la f01s un sous-treillis
pour D, et pour Dg, c’est d’ailleurs le produit D, <D, des treillis D,
et D,.

Un cycle peut étre agrandi lorsque I'on prend sa fermeture. En
effet, :
Fe=TI-1Te

est encore un cycle, carsiT'eCe, on a

ITde=ITTe=TececFe.

D’aprés le théoréme (2, § 4), Fe est un cycle plus grand et fermé.

L’intersection de cycles fermés étant un cycle et étant fermée
(th. 3, § 4), ce sera un cycle fermé. :

Les cycles fermés jouent un réle important, car les joueurs ne
seront jamais forcés d'y inclure la position du jeu si celle-ci n’y est
pas déja. - |

Remarquons enfin que {D,} est un cycle qui ne peut étre agrandi
avec une fermeture : c’est donc un cycle fermé.
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9. GENERALISATIONS DE L'1sOVALENCE. — En vue d’étudier les pro-
priétés de ces diverses positions de nullité, introduisons ici quelques
définitions nouvelles.

SiD, et D, sont deux semi-treillis, leur superposmon D, >< D, sera
formée par définition des ensembles du type e, Ne,(e, € Dl , Ca € D 2 )
ainsi que de leurs réunions.

C’est donc un semi-treillis; si1, de plus, D, et D, sont des treillis,
D,><D, sera un treillis. Soient en effet ¢ et ¢/ deux ensembles de
D,><Djy;ona :

ene——U(e1ne.,)n U ey ne, )_U(e,ne Yn(esney)€D, < Ds.

Le complementazre D de D sera par définition formé des ensembles
dutype Ce={D}—e¢, ote€D. Si D est un treillis, D est aussi un
treillis, et, par conséquent, D > D est aussi un treillis.

Nous dirons que le jeu est quasi-isovalent dans un semi-treillis D-
sie,Ne,=0 (ol ey, egeD) entraine I'e, N\ e, = O.

Unj jeu isovalent est aussi quasi-isovalent, mais la réciproque n’est
pas vraie. Par exemple, le jeu est quasi-isovalent dans le treillis D,
des cycles, mais il n’est pas, en général, isovalent dans ce treillis.

Nous dirons que le jeu est totalement isovalent dans D s'il'est quasi-
isovalent dans D ><D; pour démontrer qu’un jeu totalement isovalent
dans D est aussi isovalent dans D, il nous suffira d’établir la relation

(r) - TenTe'=T(ene)u[T(enCe')nT (¢ nCe)].

Or, celle-ci s’obtient immédiatement en développant :

FenTe= [I'(ene)UT(enCe)]n[I‘(ene’)ul‘(e nCe)]

Il est & noter que la relation (1) est analogue a la relation des

réunions
(2) - Teul'e'=T(ene)u[T(enCe)ul' (e nCe)].

Remarque. — On voit aisément que P'isovalence, la qu351 -isovalence -
et la totale isovalence ne forment qu’une méme propriété si D est un
treillis ponctuel.
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Plus généralement, supposons que D=D; si T' est isovalent

dans D, et s1
(esnCey)Nn(e:nCey) =0,
on a
F(e.nCe)NT(eanCe,) =T(esnCeinesnCey) =TO=0.

I est donc totalement isovalent dans D.

Si, maintenant, I' est quasi-isovalent dans D, on voit que le semi-
treillis D (tel que D =D) est un treillis, et, d’aprés la formule (1), il
s’ensuit que I' est isovalent dans D.

En résumé, st D =D, l'isovalence, la quasi-isovalence et la totale
isovalence dans D ne sont qu’une méme propriété.

Turonime 1. — Si le jeu est régulier dans un semi-treillis D, D >< D
admet un noyau vide; de plus, si le jeu est totalement isovalent dansD on
a la propriété réciproque.

En effet, si D >< D admettait un noyau non vide, il existerait au
moins deux ensembles ¢ et ¢’ de D tels que
T'(enCe')=0 (enCe' = 0).
~On peut donc écrire, d’aprés la formule (2):
IFe=T(ene)uT(enCe')ul'(e'nCe)=T(eue)=Teule.
D’ou
Te'>Te.

Si, de plus, I est régulier dans D, on devralt avoir, d’apreés le théo-
réme (1, §2),

e'De,

ce qui est absurde, puisqu’on a -supposé en Ce # O : D ><D admet
donc un noyau v1de

Inversement, montrons que, si D > D admet un noyau vide, I ne
_peut étre totalement isovalent et non régulier dans D.
Soient e, et e, deux ensembles de D tels que I'e, =T'e,. Supposons
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tout d’abord que I'on ait e, De,; e,=e, — ¢, appartient 4 I) < D, et
I'on a :
r31: I‘e,UI‘es.

SiT est totalement isovalent dans D, on a
) Te,nI e; = 0.

Done
I‘e;: I‘ei — reg'-_—- 0.

Comme D > D n’admet pas de noyau, ;=0 et ¢,=¢,.
Si, maintenant, l'on ne suppose plus que l'on ait e, De,, on aura
néanmoins
T(e;ve,) =Te,,
T(e,ue)="Te,.

b A : T
Donc, d’aprés ce qui précéde,

e1\Uey—¢e,,

egUes—é¢e;.

Il s’ensuit que, de toutes facons, I'e, =T'e, entraine e, = ¢,, et, par
conséquent, le jeu est régulier dans D. A c. Q. F. D.

On déduit immédiatement de ce théoréme : La condition nécessaire
et suffisante pour qu’un jeu partout isovalent n’admette pas de positions
de pat est qu'il soit partout régulier.

Enfin, par analogie avec un théoréme bien connu dans la théorie
des groupes, on peut egalement énoncer : Un homomorphisme de
treillis, sur un treillis qui est son propre complemenzazre et dont le noyau
est vide, est un isomorphisme de treillis.

TreorEME 2. — Si le jeu est isovalent dans D, la structure A correspon-
dante est un treillis; de plus, si le jeu est régulier dans D, on a la
propriété réciproque.

La premiére partie du théoréme étant évidente, démontrons que,
si A est un treillis, le transformateur I, régulier dans D, y est néces-
sairement isovalent. ’
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Par hypothése, on a

Te,nTe,=T¢6 (&eD)
- donc ‘
T'écTe,,

ce qui entraine &C ey, d'apres le théoréme (1, § 2), ct, par suite,
é”Cel Ney,
D’ou : :
Te,nle,=T&cl (e nes).

Mais, comme I" est un transformateur, on a aussi 'inclusion inverse;
d’ou I'égalité : T est bien isovalent dans D. o

On déduit immédiatement de ce théoréme : La condition nécessaire
et suffisante pour qu'un jeu partout régulier admette pour structure Ap
un treillis est qu’il soit partout isovalent :

Tutorime 3. — S7 le Jjeu est régulier dans D,, ce treillis ne comporie
que des cycles fermés, et réciproquement.

Sile jeu est régulier dans Dy, l'inverse I';' de T, pris avec D, comme
domaine de définition, réalise, d’aprés le théoréme (3, § 3)

ITe=I;'Te=e (e€Dy).

Donc tout cycle de D, est fermé.

Réciproguement, si tout cycle de D, est fermé, I'égalité

. I'e,=Te, ' (olue,eeD,)

entraine
I'-ile,=T-Te, et e,—e,.

I" est donc régulier dans D,.

CorovLrare 1. — Si le jeu est totalement isovalent dans D, ce treillis
ne comporte que des cycles fermés.

En effet, le théoréme 1 montre que le jeu est alors régulier dans D,,
puisque, { D, ) ne comportant pas de position de pat, D, > D, a un
noyau vide.

D’aprés le theoreme 3, D ne comporte donc que des cycles fermés.

Journ de Math., tome XXXII — Fasc. 2, 1953. 20
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CoroLLARE 2. — S D, est son propre complémentaire, ce treillis ne
comporte que des cycles fermés.

En effet, le jeu est quasi isovalent dans D,. S11'on aD,= D,, il est
aussi totalement isovalent dans D,, d’aprés une remarque faite précé-
demment, et D, ne comporte que des cycles fermés. - i

10. Cours sustes. — On appelle coup juste pour (1) une position
de X, telle que (1) puisse gagner, quoi que fasse (2) par la suite.

Désignons par G,(n) I'ensemble des coups justes qui peuvent
donner le mat en n coups, ou positions gagnantes d’ordre n.
- G,(n) est 'ensemble des positions x telles que

FzcI*Gy(n—1) (Tz£0),
donc :
Gy(n) =TI*G (n — 1) = (I T*)2G; (0).
‘L’ensemble des coups justes pour (1) sera donc (**) :
Gy==[1+4 I T*+ (TT*)2+...]Gy(0)
“ou, symboliquement, -
G,:ﬁ:—ﬁ[G,(o)].
Si K, ¢ X,, comme pour les Echecs, on a G,(0)=XK,.

Si K, €X,, comme pour le « qui perd gagne », G, (0) est 'ensemble
des positions x telles que 'z CcK,, 'z £ O, soit

Gi(o) =T K1.

On a donc la formule générale :

I

Gi= —— [(Kinxi)ur—’(K;nxﬂ)]. I

(1) — T

Remarquons que G,(n)=T"'I*G,(n—1) appartenant & dp

(1) Si A et B sont deux relations d’ensembles, on pose, suivant la convention

habituelle,
(A+B)e=AeuBe.
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si n£0,o0n peut prendre sa fermeture; on a, d’aprés le théoréme
(1,§3).

FGy(n) =T (IT-HI*Gy(n — 1) I I*Gy (2 — 1) = Gy (n).

Mais, d’aprés V'extensivité de &, on a aussi l'inclusion inverse; on a
donc
. FGi(n) =Gy(n).

G, (n) est un ensemble fermé et G, est analogue a un F,; dans un
espace topologique.

Si la position initiale du jeu x,( € X, ) appartient &4 G, on dira que
le jeu est injuste contre (1).

11. Coups ravx. — On appelle coup faux pour (1) une position
de X, telle que (1) puisse perdre, quoi qu'’il fasse par la suite.

Leur ensemble P, comprend, outre les positions de K,NnX, les
positions z telles que

Tzn G,y O.
On a donc ‘
(2) : P,=T*G,u(K,nX,).
De méme,
(2’) G1:I‘_‘P2U(K1nxi).

Les formules (2) et (2') font apparaitre une dualité entre les
symboles P et G, I'* et '™, K, et K,.
Nous utiliserons par la suite cette dualité; en particulier, on déduit

de (1) la relation duale

' . 1
9 Pi= 1—'1"*1‘—1[

(Kle)uI‘*(KanZ)].[

12. TuroriME DES JEUX ALTERNATIFS. — Les formules (2) et (2)
contiennent un résultat, généralement connu sous le nom de théoréme
des jeux alternatifs, que nous allons essayer de préciser.



152 CLAUDE BERGE

Tutorime. — Il existe, pour l'un au moins des joueurs, un moyen
d’arriver d coup sir a gagner, a se faire donner le pat & lui-méme, ou a
empécher le jeu de se terminer.

Supposons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi. Par hypothése, (1) ne
peut pas prétendre amener la position du jeu dans

I{&:Jgqu

et (2) ne peut pas prétendre 'amener dans
K,=J,uK,.

Soient G’ et P’ les ensembles de coups justés et faux correspondants.

La position initiale z, ne peut donc étre ni un coup juste de (2), ni
un coup faux de (2).

Or, d’aprés la formule (2), z, € P, entraine 2, gI'* G, soit :

I'z,nG,=0.
De méme, d’aprés la formule (2), x, € G, entraine z, T P, soit :

Tz, ¢P,.

Il s’ensuit que (1) jouera un coup z, tel que x, G’ et que, si (1)
le désire, =, P’ : ce sont précisément les conditions auxquelles était
soumis z, ; donc si (1) et (2) veulent jouer en évitant P, et P}, ils le
~ pourront toujours et le jeu ne s'arrétera jamais, aucun des joueurs
n’arrivant a obtenir une position de mat ou de pat. €. Q. F.D.

Considérons, par exemple, le jeu bien connu du « Loup et des
Agneaux » (**), ou il n’est pas possible de prolonger le jeu indéfini-
ment, et oli I'on a seulement trois résultats possibles :

1° Les agneaux bloquent le loup sur sa bande de départ : mat au
loup (K); N

2° Le loup n’est pas bloqué quand les agneaux ont achevé leurs
possibilités de jouer : mat aux agneaux (K, );

3¢ Les agneaux bloquent le loup, mais pas sur sa bande de départ :

pat au loup (J,).

(**) C’f., par exemple, Krarrcuik, Théorie mathématique des jeux, Bruxelles,
193o0.



THEORIE ENSEMBLISTE DES JEUX ALTERNATIFS 153
Le théoréme des jeux alternatifs indique alors a priori que les
agneaux ont une méthode pour gagner a coup sir, ou bien que le loup
peut prétendre gagner ou faire partie nulle.
Comme le jeu n’a pas de positions d’entente, ces deux alternatives
sont incompatibles; ’expérience montre d’ailleurs facilement que le
jeu est injuste contre le loup.

13. Jeux pE ReconsmiTUTION. — A chaque jeu alternatif de transfor-
mateur fondamental I', on peut associer un autre jeu alternatif de
transformateur IV =1I"".

[*a est ensemble des positions y telles que Ty n 3£ O, ¢est-a-dire
z&€Ty. On voit donc que I'on a seulement « renversé » I'orientation
dans la régle du jeu..Il s’agit donc pour (1) de reconstituer une posi-
tion antérieure d’un ensemble K/ ou, pour (2), une position d’un
ensemble K, & partir d’une position initiale &, appartenant a {dp}.

Si I'=T", le jeu est dit symétrique; sa régle coincide avec celle du
jeu de reconstitution associé. Soit le jeu d’escrime, par exemple, ce
jeu étant continu n’est pas & proprement parler un jeu alternatif; mais
il peut étre « approché » autant que I'on veut par un jeu alternatif qui
est symétrique.

TukoriMe 1. — Un jeu symétrique ne peut étre partout isovalent,

Ceci résulte de la remarque (1, § 7).

TutorkME 2. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un jeu
symétrique soit partout régulier est que chaque joueur sott contraint d
Jouer toujours le méme coup.

En effet, si le jeu est partout régulier, toute position x admet,
d’aprés la remarque (2, § 7), une position propre y, qui ne peut étre
une position de mat ou de pat (car x€I'y). Si z€ly, avec s£ z,
on a y€lsz, ce qui contredit 'hypothése que y est une position
propre de z. Donc T'y ={x}, et comme y est également une position
propre on a Tz ={y}; x et y sont donc les seules positions de jeu
possibles. )

Inversement, il est évident qu’un tel jeu est partout régulier.
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THrorEME 3. — Un jeu de reconstitution n’a pas de positions de pat,
excepté, peut-étre, la position initiale x,.

La démonstration est immédiate.

THEOREME 4. — La condition nécessaire et suffisante pour que le jeu de
reconstitution admette des positions cycliques est que x, ne soit ni une

.. . 75 1 /
position de pat, ni un élément de —T K'.

La condition est nécessaire, car, si ¢’ est un cycle, on aI*¢'C¢’;
ce qui entraine '
z,€¢e’.

a, n’est donc pas une position de pat, puisqu’elle fait partie d’un
cycle. .
Comme x,, I'"z,, (I"™)*x,... sont contenus dans ¢/, on a aussi,
quel que soit n, E
(I*yzonK'= O.

Done, , n’appartient 4 aucun des ensembles [(I™)*]"K".
Mais, d’aprés les théorémes (3, § 5) et (4, §5 ), ona
[Ty = () =T,

a, n’appartient donc pas a

L _K'=KuTKul*K'u....
1—TI .

La condition est suffisante, car alors on a au moins le cycle
e = xOUI‘*.‘L‘oU(I‘*YxoU ceen

Nous signalons ces résultats, d’ailleurs trés simples, pour montrer
en quoi consisterait une « algébre des jeux ». D’autres « relations »
entre deux jeux donnés seraient évidemment susceptible de fournir
des théorémes analogues, mais il nous a semblé que leur étude systé-
matique ne peut encore prendre place ici.

14. SvuperrosiTioN DES JEUX. — Soient deux jeux (T,) et (T';) définis
par leurs transformateurs fondamentaux I', et I',. Leur superposition
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sera, par définition, le jeu (T',><T',) défini par le transformateur
fondamental

[xT,e= U I,znTl.z.
xrEe

On remarque que la structure Ap ., est un sous-semi-treillis de
AF; > Al",'
On avait déja rencontré les transformateurs produit et somme :

I'T.,e= ri(r26)7
(T, +Ty) e= e uTse.

La superposition est donc une nouvelle opération, qui a plus
spécialement sa signification dans I’étude des régles de jeu.

Propritte 1. — La superposition est distributive par rapport a
Uaddition.
En effet, on a

(T+T,) x (L +Ty) e=  J [(TizuT\ @) n (o U T, 2)).

zee
Or, chaque terme de cette réunion peut s’écrire :

(Tiznlz)u (TizATl, z2)u (T 2nT.2)u (T 2N T, x).
On aura donc

(Ty+T%) < (Ca+T,) =Ty x T3+ Ty x T + T, x T+ T, < I,
Propritrt 2. — La superposition est associative et commutative.

Cela provient de ce que
Tyx(Fyx Ty)e— U Tiznlznl 2.

re€e
‘On voit donc que la superposition I', >< T', jouit des mémes propriétés
que le produit I',.T;, avec, en outre, la commutativité. (Les jeux
forment ainsi un anneau commutatif).

TutoreME 1. — On a o
(I‘1 > I‘g)*: I‘: = I‘;.



156 CLAUDE BERGE
‘En effet, size(I'y><T,)"¢, on a
' FiznTiznez£ 0,
donc x peut étre suivi, dans le jeu (T;) comme dans e j Jeu (T )

d’au moins une position y commune.
Comme z €Iy, z€l,y, ona

rE U‘I’Iynl‘b’:(rf x Iy)e.
YE€e |

Le méme raisonnement pouvant se faire & I‘ebours, le théoréme est
donc démontré. ,

Il s’ensuit notamment que, si les jeux (T';) et (T, ) sont symetl 1ques )
il en est de méme dujeu (I'; <T',) car on a

(r1 > rg) :I‘: e r;:l‘ixrg.
Il est & remarquer qu’aucune relation analogue n’est possible avec
-Iinverse. On ne peut donc pas résoudre, d’une facon simple et sous sa
p
forme generdle le probleme de l’equltablhte des jeux :

« Etant donné un jeu (T,), injuste pour (1), caractériser les jeux
(T'y) que I'on pourrait lui superposer pour que le nouveau jeu ne soit
plus injuste ». :

LemME. — On a - o
I'<TeclienT,e.

En effet, on peut écrire

I‘,enl‘»e_R( Ux,>nr,( Ux,) <Ul‘xz) <UI'.2:,)

ou
: l,enI‘»e_I', xTyeu U (I‘m‘lnl’ow,)
£
TutoriMe 2. — Le jeu Ty < T, sera isovalent dans un treillis D si U'un

auw moins-des deux jeux ', ou T, est isovalent dans le tredlis D >< D.

En effet, d’aprés la formule (1, § 9), et en tenant compte du lemme
précédent, on a ‘ -
r»; x l‘zenrj > I‘geI:[‘ix I‘g(eﬁel)UR,
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ol o '
R=I,xT,(enCe¢)nT; < T,(enCe).
Si, par exemple, I'; est isovalent dans D >< D, on a
. ri(EnCe’)nri(elnCC):P1(O)=O.
D’ott R=0 : le jeu est isovalent dans D.

En particulier, on voit, d’aprés ce théoréme, que si I'; est isovalent
pour les sous-ensembles de E, I', ><T', est a fortior: isovalent pour les
sous-ensembles de E.

Remargue. — Si l'on fait intervenir ici la notion de totale isova-
lence, on peut obtenir un énoncé plus général, dont I'’hypothése
est plus faible et la conclusion plus forte que pour le théoréme
précédent.

Supposons que T', soit quasi-isovalent dans D et considérons dans
D deux ensembles disjoints e et ¢’. On a

I''<T.enT; < .eclienlenlsenTe = 0.

Donc, I'; < T, est quasi isovalent dans D.
En remplacant D par D > D, on obtient le théoréme annoncé :
St Ty est totalement isovalent dans D, Ty, >< T’y est totalement isocalent

dans D.

En combinant ce nouveau résultat avec le théoréme (1, § 9), on
lrouve : '
"Le jeu (I'y><T,) sera régulier dans D st T'y est totalement tsovalent

dans D et 5 D < D a un noyau vide.

CHAPITRE IiI.

JEUX ALTERNATIFS RELATIFS.

15. Descriprion. — I est possible, dans le jeu précédent, de valuer
les positions de K, et de K,, c’est-a-dire d’attribuer a chaque position
de K, (ou de K,) un nombre réel A (ou p) représentant le gain du

Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 2, 1953. o 21
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joueur (1) [ou du joueur (2)]. On dit aussi que — ~ est la perte du
joueur (1). Si 2 est positif, on dit que (1) gagne de A; si A est négatif,
on dit que (1) perd de |i|. Chaque joueur n’essaie plus de gagner,
mais de gagner le plus possible, c’est-a-dire d’amener la position du
jeu dans un ensemble K, ; (ou K, ,) avec le plus grand indice A (ou )
possible.

Si une position z appartient a un K, , et a-aucun K, , (@ ;é o), le
gain du joueur (2) est nul, donc x€ K, .

Autrement dit, on a

U Ki,)\= U KM"; K.
A I

Comme, d’autre part, les K, (ou les K, ) sont des ensembles
disjoints, on voit que les K, , et les K, , forment deux partitions dans K,
au sens complet du mot.

16. NOTION DE FONCTION-GUIDE. — L’ensemble des coups du joueur (1)
lui permettant d’amener a coup sur le jeu dans K, , est, d’apreés la
théorie précédente (ou K, =K, ,, K,=K—K, ),

Gin= [(Ki,)\nXi)ui‘—‘(K1,an2)].

S
e

Les coups du joueur (2) permetiant & (1) d’obtenir a coup sur le
gain A forment, de méme, I’ensemble

.
Por= o=

[(Ki’)\ﬁXQU["‘(K1,1nxi)].
L’ensemble des positions pour lesquelles (1) peut garantir a coup
str le gain A est donc, tout calcul fait,

1+ I 1+ I'—t

= e (Kan X0V

Il

(KipnXo,).

(A titre de vérification, on remarque que cette expression estinvariante
par dualité, & une permutation d’indice prés. )

Une méme position « peut appartenir a plusieurs de ces ensembles,
les indices A tels que E,« forment un ensemble que nous désigne-
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rons par A(z) : Ce sera I’ensemble des gains que (1) pourra garantir
a coup sur pour lui-méme au moment de la position x. ‘

De la méme fagon, on peut former I'ensemble E3 = G, UP, ; des
positions « telles que (2) puisse, quoi que fasse (1), amener le jeu
dans K, ;. L’ensemble des indices A tels que E3 D2 est désigné par
A’(z) : ce sera 'ensemble des gains que (2) pourra garantir pour (1)
au moment de la p051t1on x.

S1l est plus ou moins perspicace, le joueur (1) pourra déterminer,
a défaut de tout I’ensemble A (x), un élément f(x) plus ou moins grand
de A(x). Il prendra pour f(x) le plus grand gain qu'il discerne (ou,

s'il ne discerne rien du tout, on posera f(x)=—x). Le jeu
consistera alors pour (1) a obtenir une valeur de f(x) aussi grande
que possible.

Il est a remarquer que f(x) n’est pas une fonction quelconque. Elle
jouit des propriétés suivantes :

1° Si z€KuUJ, on peut supposer que (1) puisse connaitre son
gain, nul si x€J, égal a A si x€K, ,; f(«) est alors déterminé par
une valeur finie ne dépendant pas de la perspicacité de (1).

2° St xgKuUJ et si x€X,, le joueur (2) aura a choisir une
position y de I'z. Quelle que soit cette position y, f(y) pourra étre
pris au moins égal & f(x), si (1) ne discerne pas de meilleurs gains.
Donc

(A) inf f(NSflz)| ~(zeXy).
yelTa

3° SixeX,, c’est au joueur (1) de choisir une position y. Il pourra
toujours, s'il le désire, rester dans 'ensemble E(,,. Donc

(B) sup f(y)>f(z) | (z€X,).
rel'x

- Lorsque (1) joue ainsi, en essayant de majorer f(x), nous dirons
qu’il joue I'attaque. Dans certain cas, néanmoins, il serait vain pour (1)
de jouer I’attaque; il lui reste alors une autre facon de mener le jeu,
qui est de jouer la défense. -

Il peut, en effet, discerner un élément f’(x) de A/(x), dont la
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- valeur sera aussi petite que possible, et égale —+ o s'il ne discerne
rien du tout; 1l est prudent pour (1) de jouer en sorte que la valeur
de f'(x) décroisse le moins possible. De la méme fagon que précé-
demment, on voit que f'(x) jouit des propriétés suivantes :

(A7) | ief LS (=) | (zeXy),
velws : C

(B") ‘SEUI'E"f'()’)éf'(x) (xeXs,).

On dira que f() estune fonction-guide pour I'attaque, et que f'(z)
est une fonction-guide pour la défense.

17. Forme scuiMATIQUE DU JEU. — Par extension, nous appellerons
Sonction-guide pour I'attaque toute fonction f(x) réalisant (A) et (B);
nous appellerons fonction guide pour la défense toute fonction f'(x)
réalisant (A’) et (B'). '

De cette fagon, nous pouvons donner du jeu alternatif une descrip-
tion plus schématique : deux joueurs (1) et (2) choisissent a tour de
role une position de X, et de X, a 'aide d’un transformateur I'. Sur
X,UX,; on définit une fonction-guide f(x), pour l'attaque, par
exemple. Le but du joueur (1) est de rendre sa valeur aussi grande
que possible; de toutes fagons, d’aprés (A) et (B), cette valeur ne
pourra pas décroitre si (1) joue convenablement.

Une position z étant donnée, nous appellerons encore gain du Jjoueur
(1) la valeur de f(x) qui lul correspond. Enfin, on peut toujours
supposer que la durée du jeu n’est jamais finie; il suffira dé remplacer
X, par X =X, UKU/J, X, par X, =X, UKUJ et I‘p'lr un trans-

formateur 1" défini de la fagon suivante :

VNe=T=z si z¢Kul,
TlNe==x si zeKul.

_Les relations (A) et (B) n’en seront pas modifiées.
C’est sous cette forme simplifiée, ou « forme schématique » du jeu,
que nous nous proposons de faire la théorie du gain.
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Lemme 1. — Considérons les fonctions :

g,l'(x) = sup inf sup ... sup inf  f(zan).
xelx m,elfri x,eliy Zan—t € en—3 Xan€l2en—y

La suite g,(x) est croissante pour tout x de X,.
e lemme est vrai pour » <1, car, d’aprés (A),

inf f(y)> f(z)).

yelay
Or, d’apres (B),

o sup inf f(y) > sup fla) X f(7)
! n"e[‘rl.' ye[‘.r, .7',EP.1~

ou
gu(x)> g ().

De plus, sil'on a g.(2)> g, (x), on a aussi

sup inf g, (@) sup inf g, (x.),
v elxr x.€lx, ael'xr a,elay

Snr1(Z) > gn(2). C. Q. F. D.

TutoreME 1. — Le joueur (1) peut garantir a priori un gain supérieur
ou égal (a ¢ prés) a
: G(.z’o)zLimg,,(xo).

La suite g,(«,) étant croissante, elle tend vers une limite G(z,).
Montrons que la valeur de la fonction-guide f(«) pourra, si le joueur
(1) joue convenablement, dépasser a un moment donné G —z¢,
e ¢tant un nombre positif aussi petit que I'on veut.

Prenons pour n une valeur assez grande pour que

3
(@) G-

N

(1) peut choisir une position z, telle que, en posant
Pn(@) = inf ga(y),
yelx

on ait
<

2n

.

&l ay

Pnt (21) > Sup Qn— (@) —
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Quelle que soit la position z, choisie aprés par (2), on aura

. £
Ent(@2) > inf 2oy (22) = Pu—a (&1) > SUP Py (@1) — 7—>
xe€la, zelzx, 2n

ou encore, d’aprés (A)

' €
(@) g (@) — —-
En—1(Z2) > gn(2) “an
Lorsque «, sera connue de (1), celui-ci pourra de la méme fagon
choisir une position x, telle que

grr(@) > gi(@) — —  (@mEFa).

Finalement, on aura

J(ron) = go(Zon) > &1(Lon—s) — =

2n

Additionnons toutes ces relations membre 4 membre
£
J(Zan) > gn(x0) — 5 >G—e

Le gain du joueur (1) peut donc dépasser G — ¢, quelle que soit la
facon de jouer de son adversaire.
Nous allons montrer que (1) ne peut pas prétendre davantage.

Remarque. — Le raisonnement précédent s’applique également aux
fonctions f'(x), guides pour la défense; la suite g, (x) est alors
décroissante pour tout  de X, et le joueur (1) peut garantir, pour
le n'*m coup, un gain supérieur a g, (z,)—e¢; la valeur de f'(x),
cependant, continuera & décroitre apres ce n'*™ coup.

Tutorime 2. — G(z,) est la borne supérieure précise de tous les gains
que le joueur (1) peut prétendre dépasser au bout d’un temps fixé par
lut a Pavance. ‘

Soit M la borne supérieure précise de tous les gains que (1) prétend
ainsi dépasser. D’aprés le théoréme 1, M G. Supposons que
M = G 43, J étant un nombre positif. (1) pourrait prétendre a un

. , . . 1o}
gain supérieur a G+ S au bout d'un temps (n -+ 1). Montrons que

cette hypothése est absurde.
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En effet, on peut supposer que (2) veuille jouer contre (1), c’est-a-
dire avec une fonction-guide f'(x)=— f(x). f'(«x) est bien une
fonction-guide de défense pour (2), car

S ()£S (2) sur Xy,
mff’ )=1(y) sur X,. |

yelx
(2) cherche ici a rendre son gam J'(x) aussi grand que poss1ble
ou sa perte — f'(x) = f(x) aussi petite que possible.

D’aprés la remarque précédente, (2) pourra garantir pour le n'
coup, a partir de la position z,, un gain supérieur ou égal (a ¢ prés)a
& (@)= sup inf ... sup inf  f'(Zansa)-
€l el 2en€l a0n—1 Ton+1€ w0,

Si le coup @, n’est pas encore joué, il pourra seulement garantir
une valeur de — f(z) supérieure ou égale (& ¢ prés) a
inf g (#)=— sup inf ... inf sup  f(@ans1).
el xelxy, x,€lay 23, € Xen—y Xans 1€l
A fortiort, d’aprés la relation (B), (2) pourra garantir, pour le
(n—+1)"*"° coup, une valeur de f( ) inférieure ou égale & g,.,..(2,) + .

Il peut prendre ¢ = ﬁ, et, au (n -+ 1)*m° coup, la valeur de f() sera

NPV ) .
encore inférieure a G + 5 ce qui est absurde.

Remarque 1. — Supposons que les joueurs (1) et (2) jouent ['un
contre U'autre. Le théoréme 1 indique au joueur (1) une méthode pour
obtenir un gain f(x) supérieur a G(x,)—e¢,, € étant un nombre
choisi par lui a priori; le théoréme 2 indique au joueur (2) une
méthode pour interdir jusqu’au 7'®™ coup & son adversaire un gain
supérieur & G(x,) -+, (n et ¢, étant fixés par (2) a prior). Mais
en général, (2) n’a pas de méthode pour maintenir cette interdiction
ad libitumm au cours de la partie. :

Une telle méthode existe, par contre, sila duree du jeu est limitée;
on peut alors énoncer :

La borne supérieure précise G(z,) de tous les gains que (1) peut pré-
tendre a priori dépasser, ou meilleur gain de (1), est égale a la borne
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inférieure précise G\(x,) de toutes les pertes que (2) peut prétendre
a priori ne pas dépasser, ou moins mauvaise perte de (2).

Sil’on suppose, en outre, que les ensembles 'z ont un nombre fini
d’¢léments, les bornes supérieures ou inférieures sont des maximums
ou des minimums, et I’énoncé précédent devient le théoréme bien
connu de von Neumann (o

La plus grande valeur de f(x) a laquelle (1) peut prétendre est égale
a la plus petite valeur de f(x) a laquelle (2) peut prétendre.

On dit aussi que le jeu, lorsqu’il est joué avec une compléte infor-
" mation (comme c’est le cas dans ce chapitre), est parfait lorsque sa
durée est bornée.

Remarque. 2. — Dans tout jeu alternatif relatif, le probleme du
gain peut étre envisagé de diverses facons :

1°.(.'1) prétend obtenir un gain rigoureusement égal 4 A. La borne

supérieure de tous ces gains stricts est . '
F(z)= sup &
re At

2° (1) prétend obtenir un gain au moins égal a A, au bout d'un
nombre de coups n aussi grand qu’il veut, mais annoncé a I’avance.
La borne supérieure de tous ces gains est '

G(z)=Lim sup ... * inf F(z).

n=» melx rg»EI‘r-n—:

v

\

3 (1) pretend obtenir t6t ou tard (11 ne sait pas quand) un gam au
moins égal a A. : :

La détermination de la borne superleure prec1se H(w) de tous ces
gains A est un probléme trés différent. :

Une fonction F,,(a:) étant donnée, on. pose

Fnop(z)= su mf Fo(x,).
znelx zelr

(") Cf. J. vox Neumany et O. MoreensTERN, Theory of Games and Economic
Behavwr, Prmceton, 1944 et 1947.-
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Il est évident que H(x) reste toujours supérieur ou égal aux
fonctions Fo(x)=F(z), F (), ..., F,(x)= G(w), For(x), ...
[w désigne selon la notatlon usuelle ( 15) le premier nombre cardinal
transfini. |

Si le jeu n’est pas fini, il peut arriver que H(m) ne soit égal a
aucune de ces fonctions; construisons par exemple un jeu alternatif
avec le schéma suivant :

z(€X,) étant donné, 'z est un ensemble infini dénombrable :
(1), (2), (3), ..., (k), ...; la position (#) admettant chaque fois
deux positions consécutives : (k, 1); (£, 2); et toutes les positions z
qui peuvent se présenter au cours de la partie sont telles que I'(z) ait
zéro ou deux éléments (z £ ).

Les branches z termmales (T'(5)=0) et les gains A(z) associés
sont donnés par le tableau suivant :

1. A1, 1)_)\(2, 1)=x(3,1)...=—13;
)‘(I: 2)=+1;

2. M2,2, 1)=4(3,2, 1)=A(4, 2, 1)=...=+1;
A(2,2,2,1)=A(3,2,2,1)=4(4,2,2,1)=...=—1;
A(2, 2,2,2)=+ é,

3. A(3,2,2,2, 1)=2(4,2,2,2, 1)=...=—+T1;
A(3,2,2,2,2,1)=A(4,2,2,2,2,1)=...=—1;
A(3, 2,2, 2,2,2)=+ %;

4. etc..

Il est clair que H(x)= o, alors que F, (x)_——l, F (w)_—
G(w)—leF (x)=—1;etc..

TrtoreME 3. — St le jeu est parfait dans un ensemble e, il est par fait
dans Uensemble T e. :

En effet, on a vu que, contrairement aux jeux dont la durée est

(1*) Cf. N. Siereinski, Lecons sur les Nombres transfinis, Paris.
Journ. de Math., tome XXXII. — Fasc. 2, 1953. : 22
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limitée, le meilleur gain absolu H(x) de (1) n’est pas nécessairement
égal 4 la moins mauvaise perte absolue H'(x) de (2). 51, dans un

ensemble ¢, on a ' )
(z)=H(x) (zee) -
on dit que le jeu est parfait dans e.
Or, les fonctions H(z) et H'(x) réalisent toutes deux les relations

H(J’)ZH(OE) (zeX,),
e

mf H(y)=H(y) (zeX,).

yelx

Supposons que le jeu soit parfait dans e, et cons1derons un élément
xdelte
Comme F'zce,ona

H(y) = H’(y) (yelaz).

Donc, en prenant la borne supérieure ou inférieure de cette fonction,
suivant que x appartient a X, ou a X,, on obtient
H(z)=H(=z). ) C. Q. F. D:

Nous n’avons pas déterminé 'ensemble E { w(x) = o0} des positions =
- pour lesquelles w(ac) H'(z) —H(x)=o, mals, d’apres ce théoréme,
nous savons du moins que

I'—‘E{w:o}cE{m:o}.

18. Jeux pE purkE. — Considérons un jeu alternatif absolu, injuste
contre le joueur (2), c’est-a-dire tel que la position initiale soit un
~élément de P,. Si, de plus, '€ T pour le treillis formé par les sous-
ensembles de X,, le jeu sera dit strictement injuste contre (2).
Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait K,cX,, K.cX,,
comme dans le jeu des Echecs. On peut écrire, d’aprés la for-
mule (2, § 11) ' '
Tz, cTP,cI-1P,CG,.
Done, quoi que fasse (1), la position @, qu’il adoptera sera gagnante
et, par conséquent, on est assuré d’avoir
z, € P,. ' \

De proche en proche, on voit donc que (1) aura pendant tout le
jeu une position gagnante, qu'’il joue bien ou mal.
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A un tel jeu, on peut associer un nouveau jeu alternatif, dans lequel
le but de (1) n’est pas de donner le mat, mais de’« donner le mat le
plus vite possible ».

La fonction-guide d’attaque du joueur (1) sera alors & —n(x),
n(x) étant 'ordre de la position gagante x, c’est-a-dire le plus petit
entier qu'il discerne et tel que

G(n)sa

En effet,; le but de (1) est de rendre n aussi petit que possible et
Jf(x) =— n(x) réalise bien les relations (A) et (B).

La fonction-guide de défense du joueur (2) sera f'(x) =n(x), le
but de (1) étant de résister le plus longtemps possible.

* On peut toujours supposer que la durée d'un tel jeu est limitée :

d’aprés la remarque (1, § 17), on voit donc que le meilleur temps
que peut garantir (1) pour gagner est Lgdl au meilleur temps auquel
(2) peut prétendre pour résister.

Un exemple connu d’un tel jeu de durée est fourni par la poursuite
en mer : dans un domaine simplement connexe (« la mer »), que I'on
supposera ici a deux dimensions, deux mobiles M(x, y) et M'(/, »")
sont doués de vitesses maxima Vet V/(V > V'),

Le but de M («bateau poursuivant ») est de rattraper M’ (« bateau
poursuivi » ), et cela le plus vite possible, le but de M’ étant de résister
le plus longtemps possible.

Ce jeu continu peut étre‘approché par un jeu alternauf symétrique
el strictement injuste, pour lequel les considérations précédentes
s'appliquent. Si F(x, y, 2/ ) ¥ ') est le meilleur temps que M peut
garantir pour rattraper M/, 1l s'agit bien en effet pour M de rendre sa
valeur aussi petite que possible et, pour M/, de la rendre aussi grande
que possible.

On démontre (**) que cetle fonction F(z, v, &', y') véritie I equanon
aux deI‘IVGEb partielles :

aF\? ar\2 oKk \? dF \?
V\/(o—az> *,'(a—y) ‘V’\/(@) + () =+

(%) Ce résultat est dd & G. Choquet, auquel est du une théorie des jeux de
poursuite.

22.
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CHAPITRE IV.

JEUX ALTERNATIFS NEUMANNIENS.

19. Descriprion. — Dans les jeux alternatifs précédemment étudiés,
nous n’avons fait aucune hypothése sur les positions x et sur le trans-
formateur I'.

Supposons maintenant que les choix des mouvements que peuvent
effectuer chacun des joueurs dépendent de caractéres de nature essen-
tiellement différente : toute position x pourra étre décomposée en
trois éléments bien distincts, le trait a, et deux caractéres z, et x,;
sur &, seul le joueur (1) agira directement quand il aura le trait, et
sur x,, seul le joueur (2) pourra agir. x, est la position du joueur (1),
x, la position du joueur (2).

- Avec cette restriction, il n’est pas nécessaire de connaitre compléte-
ment la position z pour pouvoir jouer. Il suffira au joueur (1), par
exemple, de connaitre sa position z,, et de’choisir un element dans
un ensemble déterminé déduit de a, seulement.

Inversement, si (1) joue avec une information incompléte sur la
position @ du jeu, il ne peut modifier qu’'un caractére de x qu'il
connait, et que l'on doit donc distinguer des autres. L’é¢tude de ces
jeux alternatifs particuliers est donc, en fait, ’étude des jeux alternatifs
avec information mcomplete que nous appellerons jeux Neumanniens.

Nous n’¢tudierons pas ici les ]eux Neumanniens sous leur forme
générale (ou « extensive »), quoique le point de -vue adopté ici
permette de généraliser notablement certains résultats de la théorie
classique (*”). Nous nous bornerons a certains problémes pour
lesquels on peut sans inconvénient remplacer la description préce-
dente par unec autre plus simple, appelée forme normalisée du jeu.
Nous n’insisterons pas sur le passage d’une forme a I'autre, qui est

(1) Cf. C. Berag, Le Probléme du Gain dans la Théorie Généralisée dés Jeux
sans Informations (Bull. Soc. Math. Fr., t. 81, 1953, p. 1). Cette étude a été
faite indépendamment de notre theése.
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devenu classique (**); qu'il nous suffise d’adopter dés maintenant,
pour les jeux dont il sera question par la suite, la description suivante :

Les deux joueurs (1) et (2) jouent a tour de role; (2) choisit une
position y dans un ensemble Y donné, puis (1) choisit ensuite une
position « dans un ensemble X donné. 1l en résulte pour (1) un gain
f(x, y) et pour (2), un gain — f(x, y). '

Cette description est celle donnée par von Neumann, avec celle
seule différence que nous ne supposons plus que X et Y sont des
ensembles finis, ni méme des ensembles numériques.

20. Scuema p'inForMaTiON. — Nous dirons que le joueur (1) a un
schéma d’information sur la position y du joueur (9) si, étant donné
‘une partition D, ={Y;i; de Y, il prétend a priori pouvoir identifier
dans quel ensemble Y de D, se trouve y.

Un schéma d’information D, a donc les propriétés caractéristiques
suivantes :

1° U Yk‘_‘Y;
k
2° k#j . entraine Y;nY;=O.

Nous dirons que D', est un schéma d’information plus fin que D, si
D/ est une sous-partition de D,, c'est-a-dire une famille d’ ensembles
Yl formant une partition dans Y, et telle que '

Y-,\nYk¢ (0] entraine Y5 cY;.

Les partitions O, ={y},cy et 1,=1{Y} sont les schémas d’informa-
tion pour la connaissance parfute et,l’lgnorance parfaite.

Quand (1) posséde a la fois deux schémas d'information D* et D?,
il posséde aussi le schéma d’information D*><D*={Y;NY,h,,
partition-produit de D* et D2. '

On démontre ('*) dans la théorie des partitions que c’est le moins
fin schéma d’information qui soit a la fois plus fin que D* et que D*;

('8 Cf. H. Kuan, Extensive Games (Proc. Nat. Ac. of Sc., 1950, p. 570);

: W. D. Krentr, J. C. C. Mc Kinsey, W. V. Quise, 4 Simplification of
Games in Eztensive Form (Duke Math. J., 1951, p. 885)

(**) Cf. G. Birckorr, op. cit.
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les schémas d’information forment ainsi un demi-groupe abélien, avec
un élément neutre 1,.

21. MEILLEUR GAIN GARANTI RELATIVEMENT AU SCHEMA D'INFORMATION D. —
Supposons que, dans le jeu normalisé, (1) puisse avoir une infor-
mation incompléte sur la position y prise par (2). Soit D, son
schéma d’information. Comme 1l prétend « priori pouvoir identifier
dans quel Y,. se trouve v, il peut garantir un gain supemeur ou égal

(acprés)a .
V(D,)=inf sup inf f(z, y).
k xeX yeYy

Il ne peut garantir davantage. V(D,) sera le meilleur gain garant;
relativement (@ D,) du joueur (1), ou « m. g. g. r. » de (1).

Sl pour deux schemas d’information D} et D}, on a

V(D)= V(Dy),

on dira que le schéma d’information D est meulleur que le schéma
d’information D?. Ainsi, nous avons mtrodult une relation d’ordre
total dans I'ensemble des schemas d’ 1nformat10n

- TutoriMe 1. — Si D, est une som—parzition de D,, on a
(B - ' "V(D,) £ V(D))

En effet, s’il n’en élait pas ainsi, on pourrait trouver un nombre
positif ¢ tel que ‘ '
infsup inf f(z, y)=infsup inf f(x, ) +e=N-+z¢,
E x vye€Y: kp x yeY}
ot Y} désigne un ensemble de D) contenu dans Y;.-
Quel que soit , on a donc

sup inf f(z, y)>Na-e
x yeYp

Donc, pour une valeur @, de , on peut écrire
inf f(zy )N —i——
Lo .- YEY, .
ou, a fortiort,
inf f(.u,y éN +
EY/’

N]f\)



THEORIE ENSEMBLISTE DES JEUX ALTERNATIFS 171

On en déduit :
N> N+

wlm

ce qui est contraire a ’hypothése.
Nous avons donc démontré rigoureusement qu’un schéma d’infor-
mation plus fin est aussi un schéma d’information meilleur.

22. Jeux parrarrs. — Si le joueur (1) joue en second et peut avoir
une information compléte sur la position prise par (2), le plus grand
résultat qu’il pourra garantir a priori sera

w=—/inf sup f(x, y)= V(l -
€Y x€

Le plus petit résultat que le joueur (2), qui joue en premier, pourra
garantir est aussi  : nous retrouverons un théoréme de von Neumann,
que nous avons établi au chapltre précédent pour des jeux plus
généraux, et selon lequel le jeu, joué avec le schéma d’information
correspondant a la connaissance compléte, est parfait. '

Si, au contraire, le joueur (1) n’a aucune information sur la posi-
tion y prise par (2), le plus grand résultat qu’il pourra garantir sera

p— su mff(x, 7).
v€X yex

Le plus petit résultat que (2) pourra g garantir sera comme pre-
cédemment

w=1inf sup f(z, ).
. ry€Y x&X v

Le jeu, joué avec le schéma d’information O,, sera donc parfait si
et seulement si v = w.

Plus généralement, supposons que (2) posséde un schéma d’infor-
mation D,. Comme ¢=V(0,), w=V(1,), on a, en apphquant le

théoréme 1
v <ZV(Dy) Zw,

Si ¢=w, on aura V(D,)=w : le jeu sera parfait avec n’importe
quel schéma d’information D,. :

Inversement, si le jeu est parfalt quel que soit Dy, on a = ..

- Si¢=w, nous dirons donc que le jeu est.zoujours parfait, ou, plus
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simplement, parfait, aucune confusmn n’étant poss1ble avec les cas
précédemment étudiés. :

Donnons un exemple.

Si (1) et (2) se placent sur une circonférence de centre O en des

points z et y, on peut prendre f(x, v)= (6;, O?) avec la déter-
mination comprise entre — = et - .

Ici, w=m, p=— = : le jeu n’est pas parfait.

Si, au contralre, h% poursult x sur la circonférence dans le sens
négatif avec une vitesse angulaire maximum w,, si leurs positions
initiales sont suffisamment éloignées, et si 'on prend pour f(x, y) la
détermination comprise entre zéro et 27, le jeu est parfait. ‘

23. Jeux pE straticE. — Si X et Y constituent des ensembles proba-
bilisables, on peut associer au jeu précédent un « jeu de stratégie »,
particuliérement important dans la théorie de I’économie, et que,
dans le cas general I’on peut formuler ainsi :

(1) et (2) ne choisissent- pas eux-mémes les positions x et y, qui
seront déterminées par le hasard, mais ils choisissent respectivement
les probabilités pour que le hasard « sorte » la position x et la posi-
tion y. X étant ordonné, (1) devra donc choisir une fonction P(x),
représentant la probabilité pour que la position soit inférieure ou
égale 4 x, qui devra donc étre croissante sur X de 0 a 1, et appelée la
stratégie de (1). (1) devra donc essayer de majorer l'espérance
mathématique '

G(P, Q)=fx‘£f(:c, ) dP(2) dQ ().

Le but de (2) sera, au contraire, de minorer G(P, Q).
* Le jeu sera parfait si

supmf G(P, Q)__mfsup G(P, Q

On peut montrer, comme pour le cas ou X et Y sont finis, étudié
par von Neumann, que si le jeu f(x, y) est parfait, le jeu de stratégie
correspondant G(P, Q) est a fortiori parfait.
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Nous nous borneronsici a étudier le cas particuliérement important
ot les deux ensembles infinis X et Y sont dénombrables :

X=(&4, X9, ..o, Zny -..), Y=(yu, >y - 0y Ymy - )

On posera f(x;, y;) = a;,; la matrice A = ||a; |, qui caractérise le
jeu, sera la matrice fondamentale du jeu.
(1) choisira la probabilit¢ p; pour que ==, c'est-a-dire un

+ -
vecteur p ={(py, Pa, - - - Pu, - - -) réalisant
pPi>o0 ' Zp,-:l.
1 .

. . ' . ->. - .
De méme, (2) choisira une « stratégie » ¢ =(g,, ¢, .. .) jouissant
des deux mémes propriétés.
L’espérance mathématique est alors le produit scalaire

(5, 0) = aspa=p, Ag)
)

>
(1) devra choisir p pour que g soit le plus grand possible, et (2), au
. y® > . . .
contraire, cherchera une stratégie ¢ telle que g soit aussi petit que
possible.

. > > 1 .
Les stratégies p et g sont les éléments d’'un domaine @ de 'espace
hilbertien réel, intérieur a la sphére unité, car

lezlﬂé<zpi>-él-

) > >
On devra évidemment supposer que g( P q) reste borné dans @

et, pour cela, que A représente un opérateur continu dans Uespace
hilbertien réel.
On aura alors

6(2.2)|=1(5 x7)| =I5 | |x5] < m..

M, étant la borne de I'opérateur continu A dans la sphére unité,
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son transposé A* sera aussi-un opérateur continu de borne M, (*°).
Proposons-nous de reconnaitre si le jeu est parfait.

TukoriME 1. — Désignons par ®,, I’ensemble des vecteurs

>

P=(P1, Pa -y Pm 0, 0, .. Y (Epi=1, p;>>0)..

St A est un operaleur continu et st A est un domaine intérieur a la sphere

unité, on a

. > > . > >
inf sup g(p, 9)—> inf supg(p, q)
JED, PEA qED pEA@-

quand m augmente indéfiniment.

Comme ®@,,D ®, st m > n,
o(m) = inf supg(p, q
GER, P
décroit quand m croit. :
> >

Comme, de plus, 'opérateur A est continu, g( P q) est borné, et
¢(m) tend vers une limite L finie et supérieure ou égale & — M,.
On a, pulsque D=0, 30),,,,

inf supg(p, q) < L.
gE®@ p
Si I’on n’avait pas P’égalité, il existerait un nombre positif ¢ tel que

) > >
inf supg(p, qg)=L—=
JE® p

. >
D’oui existence d’un vecteur ¢,( € @) tel que
> l* g
sgpg(z’, g) <L -3

> >
g(p g) =1 -5,
quel que soit p(€ Q).

(**) Cf., par exemple, G JULIA, Introduction mathémattque aux Théorte.s‘
quantzques, a¢ partie, Paris, 1938, p- 147, -



THEORIE ENSEMBLISTE DES JEUX ALTERNATIFS 175
" Considérons le vecteur

> q
1 2 f m
I'm = 9 "_mq sty ——— 0,0, ...

5% %
1 1

. . )
quand m — o, il converge faiblement vers go=1(q1, q2, -+, @m, -.-)

> >
F'm—~¢,.
> |2 > |2 . y . , . . o
Comme |r,,| - |¢,| ,on a méme, d’aprés le théoréme de Riesz (**),
la convergence forte
> >
'm~> Go-.

N . — — . i .
A étant un opérateur continu, Ar, - Ag,, et, d’aprés un théoréme

classique de Hilbert (*?), |
(7 87n) > (7, Kg0)

. ' . >
uniformément pour tout p( € @).
. . . + .
Il existe donc un entier m tel que, quel que soit p dans &, on ait
> > > > c
é’(P, "m)éé’(l” 0) + ;=L — i
D’ou

supg(;, 1—?,,1) ZL— [:i,
r

ce qui est absurde, car on aurait alors

g . > >
L—Zé inf supg(p,q)gL.
TEDn P
21 n . ;Z" 2 ile . val . —)-n .
() ap—> 2y, — > | 2t |* est équivalenta Xn— (x4, 25, . . .).

i
> >
(**) Une condition nécessaire et suffisante pour que X"— X est que
(Y, X7) (Y, X)

> >
uniformément pour tout Y réalisant l Y ]él. Cf. G. Juri, op. cit., p. 12-28.
Journ, de Math., tome XXXIT, — Fasc. 2, 1953. 23
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On démontrerait de la méme facon que, quand m augmente indé-
finiment,

. (-> +) . (—> >
sup inf g(p, ) > sup inf g(p, )
PED, JEA PED qEQA

24. Avant de démontrer un théoréme symétrique, posons
> > >

D=0, et Lnf g(p, q) = apn<;>. Quand n augmente, 9,,(1) ) diminue.
Démontror;,s ;Dlnors quelques lemmes préliminaires. |
Lemme 1. — m > n entraine
| Sp ¢ (p) < SUP 9 (P)-

En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait un nombre € posmf
et deux entiers m et n(m > n) tels que

sup CPm( +) :ps‘elg‘i’n(;) +e.

pPEA

>
D’ou lexistence d'un vecteur p,( € &) tel que

‘Pm(;’) >5‘;P<?m(;) Z = supau( +) -+ %
et
. ‘Pn(;o)é?m(};)ésipcpn(;).*._

ce qui est absurde.

> > >
Lemme 2. — Quand m - «, ep,”< f ) -0, ( f > pour tout vecteur f réel
de Uespace hilbertien. ~
En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait un vecteur f et un
nombre positif ¢ tels que
. > > . > > .
inf (j', Aq)é inf (f, Aq)—c—s, quel que soit m.
GEDm JED :
>
S1go=1(q., qs, ...), posons
> g, dm .

I'm=— IERRE 90,0, ...
m m

S0 3w
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Ona:

> > ) > —> " >
(f, Ar,,,) > inf (f, Aq) + ¢ quels que soient m et g,(€®@).
7€D

> > L
Comme r,, - q,, on a, quel que soit ¢,( € @),

(/Ag) > int (£ Ag) ++
1€®

ce qui est absurde.

Lemme 3. — S7 A est totalement continu, c’est-d-dire si
> > ) —> —
q—q, entraine A q— Agq,,

2.(p) est continu par rapport i la convergence faible.

En effet, si A est totalement continu, on sait qu’il en est de méme
de Popérateur adjoint A%, et, par conséquent,

> > ——> >
pi—~f entraine A*p;—> A* f.
Donc, d’aprés le théoréme de Hilbert,
> > > >
(aps g) (A ¢)
. ) > RS
uniformément pour tout ¢ de la sphére | q ‘ 1.

>
Quel que soit ¢ dans @,,, on aura, pour tout nombre positif e, un
entier I suffisamment grand pour que ¢ > I entraine

inf ~(7 ;)—.sé inf g(p: ;)é inf g(f ;)+€-

7€D, 7ED,, 1€D,
Done
> >
. cpm(p,‘)»@m(f). C. Q. F. D.
. - } + .
LEmmMe 4. — St A est totalement continu, c‘om( p> - q;g( p> uniformé-

>
ment pour tout p de X.
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi; il existerait une infinité

>
d’entiers m; et des vecteurs p;( € Q) tels que, pour un certain nombre ¢
positif,

%,-(1;) — 9, (;) > | quel que soit &.
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9. . 3 .
On peut supposer les différents p; en nombre infini, car sans cela
* - (5) poun Ton s s
cpm<p) ne convergerait pas vers ¢_{p ) pour I'un au moins de ces

vecteurs.
Le théoréme de Bolzano-Weierstrass étant vrai au sens de la

>
convergence faible (**), on pourra donc extraire de la suite { p,-% une
suite { p, } telle que
> >
Py J-
D’aprés le lemme 3, on aura alors, si grand que soit m, un indice i, -
tel que m, > m et que

(D)o ()= ontp o ()~
Donc, a fortiorr,
on(F) = . (F) = om, (p) — 0. () = 52

> > ’ :
cp,,,( f ) ne convergerait donc pas vers ?x< f ) pour le vecteur f réel

de la fermeture @ (au sens de la convergence faible), ce qui est
contraire au lemme 2.

TuiorEME 2. — S7 U'opérateur A est totalement continu, on a, quand m
augmente indéfiniment, '

) > > ) > >
sup inf g\p,qg)— sup inf g\p, &)
PEX TEDm PEA gED

Wika
En effet, d’aprés le lemme 1, sup cp,,‘,( p) décroit quand 7 augmente;
et, comme A est bornée, il tend en décroissant vers une limite L finie,
Le lemme 1 nous montre aussi que

>
Sup CPne (p > é L‘
P .
- Sil’on n’avait pas I’égalité, il existerait un nombre positif ¢ tel que

sg)p%.i(;)=L—€,

() Cf. G. JuLi, op. .cit., p. 16.
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ou :

‘P; (p)<L—c¢ quel que soit p(ea).

m > M(¢) entraine, d’aprés le lemme 4,
onr)zo(p) + 202,

. . +
el cecl quel que soit p. Donc
o >

supon(p ) <L —
»

.

N o

Faisons tendre m vers 'infini. On aurait
LéL~}
ce qui serait absurde.
On démontrerait de méme que, si 2 lend vers U'infini, on a

. > > . > >
inf sup g(p, q) -> inf supg\p,q )
J€Q peEd, TEQR PED
25. TuEOREME FONDAMENTAL. — X et Y étant des ensembles infins

dénombrables, le jeu de stratégie est parfait lorsque Uopérateur A est
totalement continu. :

Nous nous proposons maintenant d’étendre le « théoréme fonda-
mental » de la théorie de von Neumann, qui s’énonce ainsi : Lorsque X
et Y sont des ensembles finis, le jeu de stratégie est parfait (**).

Autrement dit,

. > > ) > >
sup inf g\ p, q): inf sup g\p,q).
PE®, q€E®@,, JED, PED,

m

Dans cette formule, faisons tendre m vers Uinfini; en vertu des
théorémes 1 et 2, ot A =@, on a
> >\ )

o o > >
sup inf g(p, q\) = inf sup 8(]” q/
PED, q&d GER® pED,

(**) Une démonstration élémentaire de ce théoréme, a été donnée par
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Faisons tendre n vers l'infini; on a alors, en vertu des mémes
théorémes, ou A = @, la relation

. > >\ > > E
sup inf g(p, q) = inf sup g(p, q). C. Q. F. D.
PEXD qgED GgERD pED

D’aprés la démonstration donnée, on voit, en outre, que la condition
nécessaire et suffisante pour que le jeu de stratégie soit parfait est que
I'opérateur A soit totalement continu dans la fermeture de @ (au sens
de la convergence faible).

En particulier, on a le résultat suivant, qui contlent celui de
von Neumann :

Cororrare. — X et Y étant des ensembles finis ou infinis, le jeu est

parfait lorsque 2 2 |a;; |* converge. ' o -

1 cas. — Si X et Y sont tous les deux 1nﬁnls, verlhons alors que
P'opérateur A est totalement continu.

— —
Pour montrer que f,l—x f entraine A f, - A f, on peut toujours

supposer f —o on a alors
Afuit= zl oo AJn l_zl ez,ﬁl)|+2|(A*el,fn>|
I+1

. -l 2 . . .
Puisque 2‘ | a;;|* converge, on peut choisir I assez grand pour que
Ly

Dans ce cas,

Ei(A*e;,fn)!'-'é o 22 [Ate ] L.

T+1 I4-1

J. Viie dans le Traité du Calcul des Probabilités et de ses Applications
(Emile Borev), t. IV, Applications aux Jeux de Hasard, Paris, 1938, p. 105-
110. : ’
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I étant choisi, prenons » assez grand pour que
* 5 3 .
'](Aeivfﬂ)l'<i (L:l>27“'al)'
On aura donc, pour n assez grand, |A f,|*< 2t c. Q. F. b.

2° cas. — Si X est infini et Y fini, on peut considérer une matrice A’
infinie dans les deux sens en complétant la matrice A avec des zéros.

A’ étant totalement continue, on peut faire tendre n vers l'infini
dans la formule (1) et, en vertu des théorémes 1 ct 2, on a bien

sup inf g(p, q)= inf sup g(p, q)-
PER JEDn IER, PED

3¢ cas. — SiX etY sont finis, le théoréme est vérifi¢, puisque le jeu
est toujours parfait.

Remarque. — 11 est facile de démontrer le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que le jeu soit parfait est
>
qu’tl existe, pour tout nombre ¢ positif, deux stratégies po et q, et un

nombre v tels que :

(x) (Apamv—c  (n=11,...),
(2) (K_q)o)mép_ke ()n:x, 2, ... )

La condition est nécessaire, car si
> —> > —>
sup inf(p, Aq) = infsup(p, Aq) =,
rq 7
. . , e >
le joueur (1) pourra choisir une stratégie p, telle que
inf(po, )_xv—c,
T
>
(po, Ag ) > ¢ —¢ quel que soit q,
En particulier, faisons

> > >
g=—e=(1,0,0,...), q—=e=(0,1,0,0,...),
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On aura bien \
(85 e) = (A7 )ume—e.
o

On raisonnera de méme avec la stratégie ¢,.
La condition est aussi suffisante, car sl existe, quel que soit ¢, des
, ot > > ’ . ., ., .
stratégies p, et g, réalisant de telles inégalités (1) et (2), on a
—— +

(A, ;):zqi(A’Poy ) v —c

S5

quel que soit g€ ®. On en déduit
. e . >
sup mf(p, Aq)é V__\_mfsup(p, Aq)‘
P q g »

Mais comme, d’apres le théoréme (1, § 21), le premier membre de
cette inégalité ne peut étre plus grand que le dernier membre, on
a bien le résultat annoncé.

Le but du joueur (1) sera donc de déterminer une stratégie p,

réalisant l'inégalité (1) avec le plus petit nombre ¢ possible. Sil peut
>
prendre ¢ = o, p, sera une stratégie optimum du joueur (1).

Du théoréme précédent, on déduit le résultat suivant : St Xet'Y sont
tous deux infinis dénombrables, on a nécessairement ¢ = o lorsque le jeu
est parfait (on dit alors que le jeu est équitable).

4

En effet, supposons par exemple ¢>>o0; prenons ¢ = 5 il existe une

. >
stratégie p, telle que

(AP )i —e=?  (n=
SPo =y — = (n=1,2,...).

_—> E . .
Donc, A*p, ne peul étre un vecteur de l’espace hilbertien, et, par
conséquent, A n’est pas un opérateur continu, ce qui est absurde
puisque le jeu est parfait. '

26. Extension pu tHEOREME DE VILLE. — Ville a démontré (**), en

(*") Cf. E. Borgx, op. cit.
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partant du théoréme de von Neumann, le résultat suivant : St X ez Y
sont les intervalles fermés [o, 1], et st f(x, y) est continu dans le carré
unité, le jeu est parfait :

intsup [ [ f(z, ) 4P (x) dQ(y) =supint fx [#@napac.

Nous allons indiquer briévement comment les considérations pré-
cédentes permettent d’étendre ce résultat, comme, d’ailleurs, d’autres
théorémes analogues dus a Karlin et Bohnenblust (*°).

Soit X,, X,, ..., X,, ... une suite croissante d’ensembles probabi-
lisables. ‘

Désignons par @, I’ensemble des distributions sur X, c’est-a-dire
des fonctions P (&) croissantes, continues a droite, et telles que

P(z)=o si << mf A,
ex,l

P(z)=1 si &> sup A,
LeX,

On désignera, de méme, par @,,, @ et (' 'ensemble des distribu-
tions sur Y, X = supX et Y =sup Y.
Posons enﬁn

AQ = ', ) d /
Q fyf(w ) dQ(y)
et

(P, Z):fZ(x)dP(a:).
X

Si la fonction f(x, y) est telle que 'opérateur A soit totalement
continu, au sens usuel dans les espaces de Banach, et si l'on a

sup inf (P, é@) Jnf  sup (P, AQ),
PED, QED, ,‘. ‘o rea,

i

‘on pourra par des raisonn
qui précédent, faire tendre
En particulier, si X, et Y, §

ﬁe‘r’gﬁ ireusement analogues a ceux

f "infini.
LY
125 intervalles fermés [0, n] et s1

(*%) Cf. Contributions to the Theory of Games, Kuhn and Tucker, Prin-
ceton, 1g930.
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Jf(z, y)est une fonction continue en tout point de [2>>0, y>> 0], on
obtient, en faisant tendre m et n vers I'infini, la relation '

sup inf [| f(a, y)dP(x)dQ(y)= inf supﬂf(a:,y)deQ.
Ped QE® Qe® Pem .

Le théoréme de Ville est donc encore vrai lorsque 1'on remplace
Vintervalle fermé [ o, 1] par I'intervalle semi-ouvert [0, + .
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