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La conre.rité et les Jon:ctions ana(rtiqites 
de plusieurs 'variables complexes; 

PAR PIERRE LELONG. 

I. - Introduction. Généralités. 

On sait l'intérêt que Paul Montel a porté à l'étude des fonctions 
convexes et à celle des fonctions sousharmoniques. Dans les travaux 
qu'il a consacrés à ces dernières, l'analogie entre fonctions convexes et 
fonctions sousharmonique~ apparaît et conduit Paul Montel à donner, 

• croyons-nous, les premières propriétés connues des fonctions de plu-
sieurs variables réelles, convexes par rapport à certaines variables, 
sousharmoniques par rapport aux autres ( 1 ). 

Le lien entre fonctions convexes d'une variable et fonctions sous-
harmoniques dans le plan e1 de la variable complexe X= x + ix' 
apparait de la manière suivante : si.la fonction sousharmonique V (X) 
ne dépend effectivement que de x, elle est fonction convexe,' d'ailleurs 
quelconque de x; autrement dit : la classe des fonctions convexessur 
un intervalle a< x < b de la droite OP est tréj.ce de l'ensemble-dés 
fonctions sousharmoniques défi:q.ies dans la bande a< x < b du plan 
ei, qui ne dépendent pas de la variable x' conjuguée de x. 

Dans ce travail dédié à Paul Montel, je me placerai à un point de 1 

( 1) Pour uoe bibliogr:tphie étendue, voir T. RADo, Subharm;nic Junctions, 
Ergebnisse, 5, Berlin, 1937. Citons tout particulièrement la Note de PAUL 

MoNTE.L: Sur les Jonctions sousharmoniques et leurs rapports avec les Jqnctions 
confJexes ( C. R. Acad. Sc., t. 185, 1927, .p. 633 ), le Mémoire du Journal de 
Mathématiques ( 1928) et le travail : Sur les fonctions doublement convexes et 
doublement sousharmoniques paru aux Praktika de l'Académie d'Athènes, 
t. 6, 1931, p. 374. 

Journ. de Math., tome XXXI. - Fasc. 3, 1952. 
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vue analogue, transposé toutefois à l'espace e" desn variables complexes 
X1,( 1 kL.n); je considérerai donc non pas les fonctions sousharmo-
niques par rapport à certains groupes de variables, mais la classe 
( désignée par I:n) des fonctions plurisousharmoniques, que j'ai étu-
diée antérieurement ( ~) ; les fonctions plurisousharmoniques sont 
liées à la structure de l'esp·ace e,n comme le montre l'invariance de la 
classe !:,, par les transformations dérivables ( au sens de la dérivation 
complexe) : Y 1, = tp1c(Xj ), de e,n ( transformations analytiques com-
plexes). • 

Dans la suite on utilisera la décomposition de e.11 sous la forme 
e.Ji=âl"X dl'"; on écriraX=x+ix' au lieu des négalités X1;=x1c+ix'ki 
âl" est l'espace euclidien du point x=(xk), âl111 celui du point 
x' . (x~)-

La décomposition précédente ne subsiste évidemment que par les 
transformations linéaires Y 1,= a~ X;, ou Y • A. X, opérées avec 

, ik 

une matrice A à coefficients réels. La transformation se décompose 
·alorseny=A.x,y'=A.x'. On identifiera doncâl", âl1" à un 
même espace euclidien. De même parmi les plans analytiques de e", 
c'est-à-dire les variétés linéaires définies par • 
(1) Xk=XZ+AkU (1Lk./n), 

' où U est un paramètre complexe, on distinguera ceux qui intersectent 
âl"; ils sont donnés par des Ak= ak réels. 

On appellera fonction convexe dans âl" une fonction c~nvexe par 
rapport à l'ensemble des n variables x 1,. Un domaine cylindrique de 
la forme [ x e d](x' quelconque) sera appelé tube de base d et désigné 
par T( d). On obtiendra 

La classe des fonctions conçexes dans un domaine [ x E d] de âl" est 
la trace de l'ensemble des fonctions plurisousharmoniques dans le 
tube T( d), qui sont indépendantes du point x' conjugué de x. 

(~) Voir P. LELONG, C. R. Acad. Sc., t. 215, 1942, p. 398 et 454 et t. 216, 
1943, p. 107 et le Mémoire : Les fonctions plurisousharmonique (Ann. Êc. 
lVorm. Sup., t. 62, 1945, p. 301-345. Ce travail sera désigné par Mémoire B. Un 
précédent travail (Ann. Éc. Norm. Sup., t. 58, 1941, p. 83-177) sera désigné' 
par Mémoire A. 
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2. Le présent travail comprend deux parties : la première est un 

bref exposé de notions générales utffes dans la seconde partie; nous 
rappellerons certaines propriétés des fonctions plurisousharmoniques 
et préciserons à cette occasion l'énoncé d'un problème qui s'est posé 
à nous dès nos premiers travau_x sur ces fonctions; malgfé les • 
recherchesrééentes, malgré un travail plus ancien, de K. Oka (3), il 
mérite toujours, croyons-nous, d'être étudié; il intéresse au premier 
chefla construction de la classe .t'n à partir des fonctions analytiques; 
il concerne également l'étuèle du prolongement des fonctions pluri-
sousharmoniques et des métriques kâlheriennes. Dans la seconde 
partie de ce travail, on utilisera les notions précédentes dans le cas, 
beaucoup plus simple, où les fonctions plurisousharmoniques utilisées 
se ramènent à des fonctions convexes dans un espace euclidien; il en 
est ainsi en particulier quand on étudie des problèmes d'existence ou 
de majoration de fonctions analytiques dans des tubes. On obtient 
alors un procédé de démonstration de certains résultats déjà connus( 4) 
et on les èomplète notablement en les rattachant à un énoncé général 
( théorème 2) dont on pourra/varier l'application. 

5. Rappelons sommairement quelques propriétés des fonctions 
plurisousharmoniques; V (X), fonction définie pour X appartenant à 
un domaine D de e", prenant des valeurs réelles portées par la demi-
droite fermée à gauche, est dite plurisousharmonique si elle possède 
l'un des groupes de propriétés suivants : • 

Définition A. - A 1 • En tout point de D, V (X).a une valeur réelle, 
finie, ou - oo. On n'a pas V= -oo dans D. 

A2 • V est borné supérieurement sur tout compact de D. 
A 3 • L'intersection de D avec un plan (1t) défini par les équations ( r) 

(3) K. ÜKA, Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables. 
VI. - Domaines pseudo-convexes, ( Tohoku Math. J., vol. /i.9, part 1, 1942, 
p. 15-52). Nous n'avons eu connaissance de ce travail qu'après la fin des hostilités 
et n'avons pu en faire état dans le Mémç:iire B. 

(~)· Voir les chapitres 5, 6, 7 du livre : -Ser,eral complex variables de 
S. BOCHNER et. W. P. MARTIN, Princeton, 1948. Le premier résultat dans cette 
voie semble dû à K. STEIN, Math. Ann., t. 11/i., 1937, p. 557. 
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se compose de domaines plans w, : sur w;, on a V.. - oo, ou bien V 
est sousharmonique du paramètre U (il importe de préciser que les 
deux éventualités sont permises, indépendamment, pour chaque 

. valeur dei). • 

Définition B. - B1 • V(X) est semi-continue supérieurement, à 
valeurs réelles (- oo LV< oo ); on a V~- oo ). 

B2 • A (V, X, rk) étant la moyenne de V sur le polycylindre 
Y1r-X1;l<r,., on a V(X)LA(V, X, r")p<;:mro<r1r<E. 

B3 • La propriété B2• subsiste après toute t~ansformation unita.ire 
&~ • 

Définition C. - C1 • Même condition que B,. 
C 2 • La forme hermitienne 

a2v _ 
(2) 4>(X, A)=~ àX;àXi A;Ai 

t,j 
est positive ou nulle ( 5) • 

. Dans l'énoncé de ,la condition C2 , on considérera y;.J = a2 v __ 
, àXiàX; 

comme une « distribution >> au sens de L. Scliwarlz ; la condition 
_<P(X, A):::::.,.o entraîne que, en fait, <P(X, A) est pour tout vecteur A 
de e" une mesure, c'est-à-dire une fonction définie presque partout et 
localement sommable ( 6 ). • 

A condition qu'elles soient semi-continues supérieurement, les 
fonctions limites supérieures et maxima de suites de fonctions de .en 

bornées supérieurement localement appartiennent à J:n; sinon elles 
appartiennent à la classe ( M} du Mémoire B. La trace de J;n sur un 
sous-espace en-q ou sur une variété analytique wn~q est la classe J;ll-(J' 

augmentée·de la con~tante - oo. 
La classe 1;11 contient les classes particulières suivantes: 
a. la classe l11 des fonctions a(/) log 1/(X) j, ou/(X) est analytique 

de X= (X1' ... , X11 ) et a(/) un coefficient réel positif; 

( 0 ) L'équivalence des définitions A, B, C est établie dans le Mémoire B; la 
définiûon C y est présentée à l'aide des moyennes dérivables de V. 

(6) Cela résulte d'un théorème fondamental de F. Riesz (cf . . L. SCHWARTZ, 

Théorie des distributions, t. 1, p. 25 et 29, Paris,, 1950 ). 
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b. les fonctions linéaù:es I a;x; + !i a;x',; .C,, cont,ient' donc les 

fonctions conrexes de lR.2". 

Pour que/(x)=/(x1 , ••• , xn) soit fonction convexe dans lR.n, il 
faut et il suffit que/ soit sommable et que 'la forme-distribution 

( 3) 

soit positive ou nulle; l'analogie de (3) avec (2) conduit à considé-
rer J:71 comme la classe des fo11ctions conçexes dans1a structure e". 

4. La comparaison dès définitions A et C met en évidence la 
mesure positive fJ. induite par V sur un plan ( 1) ou plus généralement 
sur une varié Lé analytique complexe W 1 définie par X,,= q:i,.( U ). On 
a sur W 1 , en posant U =ll +iu': 

d =- -+- do-=- --_ào-. i I J ( à 2V <PV ) 2 f à2 V 
w, p. 21t àu 2 àu'' 1r. au àV 

A la forme hermitienne 
<p{X, dX) • •. !i yi;; dX; dXi 

t,j 

définie par (2 ), faisons correspondre la forme différentielle extérieure 

i, 

Désignons par dü, d 1ü, d1 ü les formes dérivées de O soit par rapport 
à l'ensemble des X;, X;, soit seulement par rapport aux Xi, ou aux X;. 
Ona 

Avec cet te notation, on a 
(4) 

et par suite 

et 

dQ 'd(d1 d, v) = d1d1d1 V+ d1d1 d1 V= d,(d1 d, V) - d1(d1 d1 v)- o, 
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di d1 V = dj di V = o. 

ü(X, dX) est donc une forme fermée et la métrique définie par 

( 5) tlJ ( X, dX) = y;,Ï dX; dXi 

est kahlerienne : nous l'appellerons la métrique kahlerienne associée, à 
la fonction plurisousharmonique V. 

Sur une variété analytique complexe ,vî, d'élément d'aire da, on 
a d'après ce qqi précède : 

D'' ou 
(6) 

I -
du=--. dU /\ dU, 

2l 

•. ( à(fk) - rP V -Q(X, dX) = tlJ X, à(J dU /\ dlJ = --. dU /\ dlJ._ 
àUàU_ 

1 df'- = in { dQ = inf tll (x, :uX)' dU /\ dU. • 
w1 Jwl • 

Ainsi sur une variété W 1 où la fonction plurisousharmonique V 
' n:est pas identiquement - oo, la mesure positive fL induite par V et 

relative à la trace sousharmonique de_ V sur wi se calcule au moyen 
de la forme ü; la métrique kahlerienne ( 5) donne, à un coefficient 
numérique près, la densité de cette mesure ( 7 ). 

3. Nous terminerons ces généralités en étudiant l'équivalence de 
divers problèmes relatifs à la construction de la classe f: 11 à pa~tir de la 
sous-classe ln définie plus haut, c'est-,à-dire, en définitive à partir des 
fonctions analytiques de variables complexes. 

Dans le Mémoire A est étudiée l'opération suivante [ que nous 
appellerons opération (e)J: à partir .d'une suite Vp(X) de fonctions 
plurisousharmoniques, localement bornée supérieurement dans un 
domaine D, on construit successivement : 

1° W(X)=limsup Vj,(X); 
p . 

2° W*(X) = régularisée sup_étieure de W (X), autrement dit la 
plus petite majorante semi-continue supérieurement de W (X). 

( 7) Voir Mémoire B, p. 323. 
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En effectuant l'opération ( <9) à partir des suites 

V p (X) = a (jp) Jog i /µ (X) 1, 

de fonctions appartenant à la classe (,(D ), /p(X) étant analytique 
dans D, on complète la classe ln(D) en une classe ln(D) contenue 
elle-même dans J:,.(D). A-t-on /n(D)=t'n(D)? On notera E 1 (D) la 
réponse· affirmative. 

Dans le Mémoire A, l'assertion Et est établie pour n = I_. Autre-
ment dit : l'opération ( <9) permet la constructz"on des fonctions sous-
harmoniques à partir def fonctions analytiques 4'unevariable. 

Dans le cas n~2 le même problème est en relation étroite aveé 
l'étude des domaines d'holomorphie et plus particulièrement avec 
l'étude des cellules de régularité (8) d'un domaine, et demande encore 
des recherches ( g ). 

Le problème de savoir si E1 est vrai [ nous dirons par abréviation 
le problème E1 ( D)] concerne èn fait les domaines D qui sont 
domaines d'holomorphie. Soit en effet R( D) la cellule de régularité 
de D. Je vais montrer que la résolution de E 1 (D) est donnée parcelle 
de E1 [R(D)], en supposant R(D) univalent. 

Étant donné un domaine D' contenant le domaine D et une fonction 
plurisousharmonique V(X) définie dans D, je dirai que la fonction 
Y,(X) plurisousharmonique dans D' esrun prolongement de la fonc-
tion plurisousharmonique V (X) si l'on a V1 (X)= V (X) pour XeD. 

Je vais montrer alors que toute fonction plurisousharmonique de la 

(8) D est dit<< domaine d'holomorphie>> s'il existe j(X) holomorphe dans D 
sans quef(X) soit holomorphe dans D', plus grand que D. On se restreindra ici 
à des domaines univalents. La cellule de régularité (Regularitatshülle) R(D) 
est l'intersection des domaines d'holomorphie contenant D et coïncide avec D si 
D est lui-même domaine d'holomorphie. 

( 9) En premier lieu un éclaircissement apporté au travail déjà cité de K . . Oka 
serait souhaitable, ainsi qu'une extension des résultats au cas n > _2. 

Dans l'Ouvrage cité, S. Bochner appelle« fonctions de Hartogs>> (cf. chap. 7, 
§ 6, p. 142 et suiv.) une classe de fonctions appartenant à la classe (M) du 
Mé•moire B. L'assertion qui termine le paragraphe 6 du chapitre 7 de ce livre 
est demeurée sans justification à notre connaissance ; elle est essentiellement 
équivalente à celle que nous appelons ici E1 • 
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classe l~(D) est prolongeable dans la cellule R(D). Autrement dit on a 
, l,.(D)=l.[R(D)], si R(D) est univalent. 

Soit Kif une suite croissante de domaines ayant D pour limite, Kq 

et sa frontière étant contenus dans D. Alors R(K,J est d'après un 
résultat de Behnke et Stein C- 0) une suite croissante de domaines 
d'holomorphie ayant R(D) pour limite. Si_ V(X) est une fonction 
obtenue dans D par l'opération (<9) à partir d'une suite a(fp) log II p(X)I 
de fonct\ons de ln(D), ces fonctions sont encore holomorphes dans 
R(D). De plus lh,{X)I a sur R(Kq) la mê'me borne supérieure que 
sur Kg. Ainsi, la suite YiX) = a(/P) log 1 (rp(X) ! localement bornée 
supérieurement dans D l'est encore dans R(D); l'opération ( <9) s'étend 
à R(D); elle y définit un prolongement plurisousharmonique de 
V(X); Vel,,(D) entraîne V; eln[R(D)], V1 étant le prolongement 
de V, Une cellule de régularité étant un domaine d'holomorphie, le 
problème Et ( D ), si R ( D) est uniraient., est ramené au cas oû D est 
domaine d' holom'orphie. 

6. Le problème de la construction d'une fonction plurisousharmo-
nique· à partir des fonctions de la classe ln peut être énoncé d'une 
manière plus précise; j'appellerai E 2 (D) l'énoncé suivant: 

Dans le domaine D, étant donnés une fonction plurisousharmonique V, 
un domaine compact -K CD, enfin e > o, on peut trourer une fonc-
tion ~(X) de la forme • 

(7) l.ji(X)=max[a(Ji)log[Ji(X)[] 
l 

ènreloppe supérieure d'un nombre fini de fonctions de l~(D), de manière 
quel' on ait • 

(8) .f)V(X) [ -1.ji(X) [ dw < c, 

dw étant l'élément de volume de C?-11 • 

L'équivalence Et (D)-;;:._ E2 (D) des deux assertions résulte de l'énoncé 
suivant : 

( 10 ) Math. Ann., vol. 116, 1938, p. 204. 
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THÉORÈME i. - Il y a identité entre la classe des fonctionsplurisous- _ 

harmoniqùes qui sont approchées dans un domaine D par les ençeloppes 
supérieures (j) d'un nombre fini de fonctions delaformea(f;)log j/;(X)/, 
f;(X)holomorphe dans D, au sens précisé par l'inégalité( 8), et celles qui 
sont obtenues dans D par l'opération ( (9) à partir d'une suite localement 
bornée supérieurement dans D de fonctions de la f or;ne pr~cédente. 

Montrons d'abord: 

a. E2 (D) Et (D): soit V (X) plurisousharmonique dans D, Ep une 
suite de nombres posiiifs décroissants, tendant vers zéro, Kp une 
suite de domaines compacts tendant vers D e11 croissant; supposons 
qu'on connaisse pour chaque p une fonction 

lfp(X) = maxl a(/1,p) log· l/1,p (X) i ], 
i 

[f;,p(X) holomorphe dans D], qui approche V (X) au sens de (8): 

(g) 

L'indice i prend pour chaque p Qn nombre fini de valeurs. Formons 
une suite à un seul indice : 

Vq(X) = a(f;,p) log 1/;,p(X) ! 
en prenant d'ahord toutes les fonctions pour lesquelles p - 1, puis 
toutes celles pour lesquelles p • 2, etc. L'indice p( q) augmente 
indéfiniment av~c q. 

Appliquons (<.9) à la suite V,.,(X) ainsi formée: soit 
W = lim sup Vq et .W*=régsupW. 

_Montrons qu'on a W*~ V sur tout compact KcD. 
Les fonctions W* et V étant des fonctions sousharmoniques dans R2 "' 

trace de e", il suffit de montrer 

(10) J:.1 V (X) - W*(X) I dw o 

pour tout compact de D, ou encore 

(II) [1 V(X)- W(X) \ dw = o. 
li. . 
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x,,(X) = max V,,,(X). 
q'?.q 

W(X)= lim Xrt(X) 
q=-.e 

et par suite, E~ tendant vers zéro quand q augmente indéfiniment: 

la suite x_q étant non croissante. D'autre pa~t, en se reportant à la 
définition de la suite V q, et donnant à l'indice p la valeur p( q ), on 
obtient ' 

lpp+1 L X'lL y;p. 
Si q est assez grand pour que K soit contenu dans Kq, on aura, 

d'après (g): 

(13) [1 V - X'l I dwLll V - tpp ! dw + 1·1 tpp-lpp+11awLêµ+êµ+ Ëp+l: 

Finalement d'après ( 12) et ( 1 3 ), 

J I V - W I dw _,,, {\V - X'I I dw +J \ xq- W \ dw L ê;1 + uµ+ êp+1 
li '-"K Il 

peut être rendu aussi petit qu'on veut, ce qui établit ( 11) el ( 10) et 
démontre que E 2 (D) entraîne E1 (D). 

b. Établissons la réciproque: E 1 (D) E2 (D). Soit W (X) une 
fonction plurisousharmonique dans D avec 

V=W'=regsupW, W = lim supVp, 
p 

les fonctions V p(X) étant de la forme a (fp) log [jp(X), fp holomorphe 
dans D. On posera encore 

On a vV = lim x_q, les fonctions x_q sont fonctions non croissantes de 
q=Q';> 
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l'indice q .. On· a donc si K est un compact de D : 

fv(X)dw= fw*(X)dw= (W(X)dw=l~nixq(X)dw. JK JK JK 'I-"' J{ 

et 

( I V -• Xq I dw = ( x,1 dw - (_v dw < .: , J~ JK JK 2 

dès que q surpasse qo(E). D'autre part limx<f,s=x," A.'f,S étantfonc-
S:::::: 00 

tion non décroissante de l'indices. On a donc encore 

(15) 11 Xrr- Xq,s I dw =f x,r-dw -f x,r,s dc,J <: 
K K K 2! 

'\ 

pour s > s0 (q, E). On fer.a choix d'un indices répondant à cette condi-
. tion, l'indic_e q ayant été choisi préalablement de manière que (14) 

soit vérifié; on posera 

ljiE(X) = X~,s(X) = max V,f'• 
q:::;:q'.:S:s 

On a alors d'après (14) et (15) 

JI V - 41, 1 dw < E, 
K 

t. étant l'enveloppe superieure d'un nombre fini d_e Jonctions de la 
forme a(/)log 1/(X) 1, .f holomorphe dans D. La réciproque est alors 
établie. 

7. Les problèmes E1 (D), E 2 (D) dansé'." sont encore équivalents 
au problème suivant que pose l'étude des domaines de Hartogs 
dans en+t. Choisissons X= (Xi., ... , Xn) et Y comme c9ordonnées 
dans é'."+1, et demandons-nous quels sont les domaines [I Y 1 < R(X), 
XeD] qui sont domaines d'holomorphie, en nouslimitantaucas oûD 

• est uniçalent. Si un tel domafoe, soit A, est domaine d'holomorphie, 

la« série de Hartogs>> !i Aq(X) yq de la fonction a Â co~me domaine 
q ' 

_de convergence uniforme. 'En, opérant comme dans le cas n = 1, on 
voit que V(X)=-logR(X) est construite par l'opération (CJ) à 
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partir de lé! suite V,.= l.log I A,.(X) 1: V (X) est non seulement. pluri-n . 
sousharmonique, mais encore de la classe liD). D'après ce qu'on a 
vu plus haut D est alors une cellule de régularité, donc un domaine 
d'holomorphie de e". Ainsi les condiLions nécessaires sur d sont: a. 
D est domaine d'holomorphie; b. -log R(X) <';_St plurisousharmonique 
dans D, et de la classe l1 (D). On vérifie qu'elles sont suffisantes. 
Mais la question posée est de savoir si l'on peut rempl~cer b par b1 : 

- log R(X) est plurisousharmonique dans D. Montrer que b1 adjoint 
à a est suffisant revient au problème E1 ( D ). 

8. Un domaine d'holomorphie de Hartogs dans e"+1 est, d'après 
ce qui précède, défini par 

(16) V(X)+log!Yi=i;(X,, ... , X,,; Y)<o; 

1; est plurisou~harmonique çlans e11+ 1 • 

Introduisons la définition suivante : 

Nous dirons qu'un domaine D univalent est de la classe (C) dans les 
deux cas suivants : 

a: Il existe une fonction plurisousharmonique V définie daris un 
domaine D' contenant à son intérieur D et sa frontière; le domaine. D 
esl défini dans :0' comme étant une composante de l'ensemble ouvert 
V<o. 

b. D_est encore dit de classe (C) si D est limite d'une suite crois-
sante de domaines D,., phacun d'eux répondant à la condition a. 

On reconnaît encore que D est de classe ( C) à l'existence d'une 
suite V,, de fonctions, plurisousharmoniques dans des domaines D~, 
et définissant par la condition V,,< o des domaines Dn, strictement 
intérieurs au D~, croi•ssants et ayant D p,.our limite. 

Tout domaine limite d'une suite croissante de domaines de classe (C) 
est aussi de classe ( C) s'il est univalent. 

Une condition de pseudoconvexité donhée par E. E. Levi comme 
condition nécessaire pour que D, définie par V< o, soit domaine 
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d'holomorphie s'écrit (1 1) 

Iv13 dX1 dX/:::::,,. o, 
t,j 

sous la condition 

Elle exprime qu'au point frontière considéré, la trace de V s~r la 
variété Wn-i linéaire analytique tangente satisfait à la condition de 
plurisousharmonicité : les domaines satisfaisant à· a sont évidemment 
pseudoconvexes au sens de E. E. Levi. 

Rappelons la propriété (P 1 ) d'un domaine d'holomorphie D 
établie (i 2 ) dans le Mémoire B : si par le point X intérieur à D, on 
fait passer un plan analytique ( 1t) défini par les équations ( 1) dont la 
direction est (Ak) = A, le plus grand cercle I U 1 < o(X, A) de centre X, 
porté par ( 1t), et contenu dans Da la propriété suivante: - logo(X, A) 
est plurisousharmonique. 

Il en est de même [propriété (P)] de la distance euclidienne o(X) 
du point X intérieur à D à la frontière de D. Nous utiliserons systé-
matiquement la propriété (P) dans la seconde partie de ce travail. 

Appelons (f) la classe des domaines univalents de C" ayant la 
propriété ( P ). 

Nous énoncerons le résultat suivant qui sera établi dans un autre 
travail (i 3): 

Les classes ( C) et (f) de domaines uniralents sont identiques. 

9. Soit (H) la classe des domaines d'holomorphie univalents. On 
a (H)e(f) = (C). A-t-on (H) = (f) = (C)? 

Soit un domaine de Hartogs â défini par log\ Y 1 + V (Xi, ... , Xn) < o 
dans en+i, V étant plurisousharmonique dans un domaine D que 
nous supposons domaine d'holom'orphie univalent dans e.", ou, au 

( 11 ) Voir BmINKE et·THULLEN, Ergebnisse 3, B~rlin 193!1, p. 54. 
( 12 ) 'Voir théorème 13, p. r37. 
( 13 ) Journal d'Analyse Mathématique. 
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moins, de classe (I'). Dans ces conditions je dis que A est de classe ( C) 
dans e"+1 • 

En effet soit Eq l'ouvert défini dans D par la condition 8(X) > Eq, 

ou Eq est une suite de nombres positifs déèroissants tendant vers zéro. 
Soit E,, le premier ensemble Eq non vide, [ E"J une composante de Ek; 
on appelle [E1,-+1] la composante de E1r+i qui contient [E1r], et l'on 
procède ainsi de suite, [Eq] étant la • composante de Eq qui con-
tient l Eq_ 1].. Un· domaine ·compact contenu dans D et contenant un 
point donné de E" appartient à Eg pour q suffisamment grand, donc 
à [Eg]; on a dônclim[Eg]=D. 

Ceci posé, soit Wq(X, Y) la fonction plurisousharmonique enve-
loppe supérieure des trois fonctions [logJ Y J + V (X)], [-log 8(X)+sq] 
et [log I Y [-logq]; Wq(X, Y) est définie dans le cylindre de e"+1 : 

[XeD] (Y quelconque). La condition Wg< o définit le domaine 
Âq= [Xe [Eq], log I YI+ V(X) < o, 1 Y 1 < q]; 

Âq est en effet une composante de l'ensemble -,l',lq < o; W'l est pluri-
sousharmonique sur le domaine cylindrique [XE D] dont Âq est 
domaine strictement intérieur; donc Âq est de classe ( C); il en est 

• alors de'même de A= lim_Âq. 
Ainsi un domaine de Hartogs défini par ( 16) ou V (X) est pluri-

sousharmonique et est défini dans un domaine de classe ( C) est aussi 
de classe (C). Dans ces conditions si l'on a (H) = (C) = (I') pour les 
domaines univalents, le domaine de Hartogs défini par 

log!Y:+V(X)<o, 

où V est plurisousharmonique dans un domaine d'holomorphie Duni-
valent de en(X). est un domaine d'holomorphie, et par suite E1 (D) 
est vrai. 

Réciproquement D étant un domaine de e" pour lequel R(D)est 
• univalent, la solution de· E 1 (D) pour V nous amène à la construction 

d'une série de Hartogs, F(X, Y) ayant comme domaine de conver-
gence uniforme [XeR(D), log[YJ+ V(X)<ol. En conclusion: 
le problème de savoir si l'on a (H)=(C)=(I') pour les dom'aines 
de Hartogs univalents de en+1 est équivalent à la résolution de E1 (D) 
[ ou de E 2 (D)] dans en pourles domaines D dont la cellule de régu-
larité est univalente. 
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II. - Fonctions convexes dans Rn et fonctions plurisousharmoniques. 

f 0. Je démontrerai d'abord l'é~oncé suivant : 

THÉORÈME 2. - Soit V(X) = V(x+ ix') une fonction plurisoushar-
monique dans un domaine .6. de C" : soit d un domaine de R11 apparte-
nant à l'i'ntersection, supposée non vide, de l'espace Oln de fini par x' ==:. o 
et de li. 

Si l'on a V(x + ix')LV(x) pour x+ ix' e.6.et xed, alors., 

à. V (x) est fonction convexe de x dans d; 
b. la forme hermitienne @(X, A) asssociée à V est à coefficients réels 

pour X=xe d. De plus on a pour toutvecteurunitaù·e A de(!!", etxe d: 
o /<J)(x, A)L:: cp(x, A), 

q, (x, A) étant la forme I à::Jxi A;A1 associée â:la fonction com;exe 
i,j 

V(x). 

Pour la démonstration distinguons plusieurs cas : 

a. V (X) a des dérivées secondes continues par rapport aùx x 10 x'k. 

On a alors 

Les hypothèses faites entr.aînent }l = o ( r L k Ln), pom~ X= x e.d, 
On a donc pour Xed: 

<J)(.x, A)= 4:qi{x, A)+ ~cp'(x, A) 
• 4 

q,'(x, A) est une forme à coefficients réels, ainsi que q,(x, A). On 
a q,'(x, A)Lo pour tout vecteur A. On a donc 

oL::<ll(x, A)= icp(x, A)+ icp'(x, A) L'.'. icp(x, A). 

L'inégalité qi(x, A)~o établit la convexité de V(x). 



206 PIERRE LELONG. 

b. Si V n'est plus dérivable, le calcul précédent tombe en défaut, 
même opéré entre « distributions », sauf dans le cas où l'on a 

· V (x + itr/) = V (x) 

dans a identiquement au voisinage de d; alors la distribution V, indé-

pendante de x', y satisfait à ôô~ = o et l'on a 
Xk 

ce qui établit l'énoncé. 

c. Dans le cas général posons 

V).(X) = maxV(X + Y), 
YEE 

où E est le« cube» [yk IL À, Jy'k J LÎ-. Soit di un domaine strictement 
intérieur à d; choisissons À assez petit pour qu'on ait X+ Y E a1 c i1 
pour X= x e di. et tout Y e E, a1 étant strictement in té rieur à a. 
Alors Vl/X) _est définie dans e" au voisinage de di et y satisfait à 
V).(x+ zx')= V/x). De plus V),(X) est plurisousharmonique (H). 
D'après b, V).(x) est convexe; on a de plus • 

lim V,.(x)=V(x); 
A[:=o 

' donc V ( x) est convexe ( 15 ). 

Remarques. - a. On pourra remplacer l'hypothèse que V est plu-
risousharmonique par celle qu'elle est seulèment de la classe- ( M) du 
Mémoire B : en appliquant une propriété donnée dans ce travail ( ' 6 ), 

( 1') Cf. Mémoire B, p. 3,rn; V,, (X) esl même une fonction continue en vertu 
de l'énoncé suivant que le lecteur démontrera sans peine : si V est sousharmo-· 
nique et si E est un ensemble qui n'est effilé en aucun de ses points frontières 
W(M) = max V(M + P) est fonction continue de M. 

PEE 
(1 3) Un cas particulier (n=1, V=log!J(X)l,/analytiqùe) du théorème 1 a 

été donné par M. D. DuGUÉ, Ann.lnstit. Poincaré, t. 12, 1951, p. q5. 
(H) Cf. le lemme, p. 337. 
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on a, si V* est la régularisée supérieure de Y: 
V*(x) = V (x) et V ( x -+ ix' ) Lé'.'. V* ( x + ix') Lé'.'. V* ( x) ; 

on est ramené au théoréme précédent. 

b. Soit V(x) une fonction convexe quelconqu·e dans d; on a 

V(x) -m1ax[.; af xk- ).t] =m~x Iogl exp [ af X,- À;] 1 =V(~+ ù/); 

toute fonction convexe V ( x) est donc la trace d'une fonction pluri-
sousharmonique dans le tube T( d). 

c. Soit c la courbure maxima de la section par x1.= a1,-t, [t réel, 
(a1.)= avecteurunitaire de otn]delasurfaceconvexexµ+i = V(x1 , ••• , x"). 
La forme tp( x, A) étant réelle, on a, A étant un vecteur unitaire de é;''. 

:l 

o<ll>(x, A)L'.'.9(.i', A)L'.'.maxcp(x, a)=c.2". 
" 

. 1-1. Si h( t) est une fonction non décroissante, convexe de t, 
h[V(X)] est plurisousharmonique si V(X) l'est: la démonstration 
résulte de la propriété connue pour 'n = 1 e_t de la définition A. Nous 
établirons en vue d'applications l'extension suivante d'un théorème 
de Paul Montel : • 

THÉORÈME 3. - Soit V ( x) une fonction posÜÙJe ou nulle, dans un 
domaine D. Pour que log(VX) soit plurisousharmonique dans D il faut 
et il suffit : 

a. que log V soit sommable sur tout domaine compact de D; 
b. que pour tout vecteur A de é:11 , la fonction [ e(AXJ [ V (X), où • 

soit plurisousharmonique dans D. 

Les conditions sont évidemment nécessaires, car si log V (X) est 
plurisousharmonique il en est de même dé log V (X) + log J e(AXJ [ donc 
de V (X) J elAXJ [. 

Jout'n, de Math., tome XXXI. - Fas_c. 3, 1952. 
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Elles sont suffisantes : supposons V (X) positive et dérivable et 
calculons la formé IPi ( X, dX) associée à I e(AXl IV (X). On a 
e-(AX} 1 (f)1(X, dX) = (f)(X, dX) 

( av1 av ) - - -+ Ai-=:- +Ajax- dX; dXj +V~ A;Aj dX1 dX/~ o. . àX- l . 
1,j _ J ' • l,j 

Choisissons Ai= - V :;1 : on constate alors que le second membre 
prend la vale•1r V W, où W est la forme associée à log V. L'énoncé est 
ainsi établi quand V est dérivable et positive. Pour passer au cas 
général on remarquera, en utilisant une idée de T. Rado ( 17 ), que si 
W (X) est une· moyenne de translatées de V (X), [ éAXI [ W (X) est 
plurisousharmonique en même temps que I e(AXi IV (X). On prendra 
pour W la moyenne yr de V, itérée deux foi~, sur une boule de cen-
tre X, de rayon r; il résulte de ce qui précède que log V,. est pluti-
sousharmonique; il en est encore ainsi de log V= lim log V,., yr étant 

' r=o . 

fonction non croissante de r; l'énoncé est alors établi. 

1.2. Un domaine d de cR.n est convexe si xed, yed, entraîne que 
tout le segment xy appartienne à d; il sera dit convexe en un de ses -
points frontières x 0 si l'intersection de d avec une boule de centre x 0 

suffisamment petite, se compose de ~omaines convexes. 
Nous désignerons par oi(x) la distance euclidienne de -xed à la 

frontière F.( d), et considérerons la fonction - log ôi ( x ), comme dans . 
la première partie de ce travail. 

• LEMME. - S'il existe À> o tel que la fonction - log 01 ( x) soit fonc-
tion coMexe de x sur toute boule située dans d, sur laquelle 01 ( x) < À, 
alors d est convexe. 

En effet soit en une suite de nombres positifs, décroissants, tendant 
vers zéro, et enl'ensemble ouvert défini dans d par ôi (x) > En• S-qp-
posons que ek soit le premier ensemble non vide de la suite en; choi-
sissons une composante [ek] de e"; on choisira alors dans ek+i la 

( 17 ) T. RAoo, Remarques sur tes fonctions subharmoniques (C. R. Acad. 
Sc., t. 186, 1928} p. 346 ). 
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composante [e1;+r] qui contient [ e1;]. On procédera ainsi pourtoutn > k, 
en choisissant pour [en+i] la composante de en+i qui contient [en]• On 
a alors [e,,]C[e,,+1]• De plus lim[en]=d, car un sous-domaine 

n 
compact de d contenant un point donné de [ e1r] appartient à en, donc 
à [ e,,] à partir d'un certain rang. 

Les [ en] sont ·convexes dès que E,, <;: soit en effet x 0 un point fron-

tière de [ e,,]; on a. ôt ( x0) =En< i; ô1 ( x) est défini, et concave sur 

la boule ( b) de centre x 0 , de rayon~, boule qui est entièrement conte-
. nue dans d. L'intersection ( b) n d est définie dans ( b) par 81 (x) > E; 

elle constitue donc un domaine convexe; [ en] est donc localement 
convexe en chaque point de sa frontière; d'après un résultat connu, 
[e,,J est conv_exe. Le domaine d = lim [e,,] est donc convexe. 

15. Nous démontrerons maintenant : 

THÉORÈME 4a ( propriété globale). - Si f( x) est analytique dans le 
domg.iné D défini par [xe d, [ x' [ < p(x)], aPec p (x) a'> o pour 
x Ed, et si les points frontières de d sont des points singuliers de f (X) 
pour x' = o, alors d est convexe. ' • 

THÉORÈME 4,, ( propriété locale). - Si f ( x) est analytique dans un 
domaine D défini par [xed, x'Ed'(x)], mais singulière aux points 
X= x + ix'0 , pour x voisin de x 0 et appartenant ainsi que x 0 à la 
frontière de d; si de plus d' ( x) contient le domaine [ x' - x'0 [ < p ( x) 
aPec 

(18) liminfp(.x) > o pour .xed, 

alors la section de d par une boule de centre x 0 tracée dans ôl" aPec un 
rayon suffisamment petit, se compose de domaines conPexes . 

. La démonstration s'appuie sur la propriété (P). Soit X un point en 
lequel f( x) est régulière; nous dirons qlJ'un point Y singulier pour 
J .( x) est associé au point régulier X s'il est le point, ou l'un des 
points singuliers, le plus proche de X; on a alors [ Y - X 1 = S(X ). 
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Établissons d'abord le premier énoncé. Si X= x+ ix' satisfait aux 
conditions suivantes : • 

a. la distance ôi (x) de x à la frontière de d est inférieure à}; 

b. 1 x' 1 < ~, alors on a évidemment 
1 

• iî(X)L [oi(X)+(}Yr Li\12• 

Alors un point singulier Y= y + iy' associé à un tel point régulier X 
ne peut avoir sa projection y sur cR." à l'intérieur de d; les points 
singuliers Y intérieurs au tube T(d) satisfont en effet d'aprè~ l'hypo-

thèse 4a à IJ" l~a', donc à I Y -X 1 > 2;' > a'ji quand X s~tisfait 
aux conditions a et b. 

En résumé les conditions de l'énoncé 4a assurent l'existence d'un 
ensemble cylindrique E de points X définis par les conditions a et b, 
c'est-à-dire [xe d et 01 (x) < ~, 1 x' 1 < ~] en lequels on a. 

0 ( X + lX1 ) :::::,,_ 01 (X) ,· 

D'autre part, six'= o, on obtient 
iî(x)=a1(x). 

D'où résulte 
r}(a; + ÎX1) ::::,,_ O(X) = al (x), 

( 19) V (x + ix') =- log a(x + ix') L - Jogiî(x) = V (x). 

Ces inégalités sont vérifiées sur E, donc sur tout cylindre r de la 

forme [ x e ( b ), 1 x' 1 < ~] , ( b) étant une boule quelconque contenue 
a' dans d, sur laquelle o.( x) < 3 • Sur r, V (X) est plurisousharmo-

nique. D'après le théorème 2, (19) entraîne que-logo(x)=-logoi(x) 
soit convexe. Le lemme du n° J.2 montre alors que d est convexe. 

La propriété 4b peut s'établir directement, mais résulte aussi de 4a 
et de la remarque: si de est un domaine convexe de Ol", le tube T( de) 
est un domaine d'holomorphie [le lecteur remarquera que T ( de) est 
convexe par rapport à une classe d'exponentielles 

/i11(X) = exp [(A!i)X )- À(l1J 
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et appliquera un résultat connu (1 8 )]. Les hypothèses 4.b assurent 
l'existence d'un nombre a> o, lel q~e pour I x- .-x0 i < a, et xe d, 
on ait p(x)>a'>o, et que de plus, les points [xeF(d), x' x'0 , 

Jx-x0 1 < a ]soient des points singuliers delafonctionf(X)considérée. 
Désignons par ( b) la boule I x - x 0, J < a, par g(X) une fonction ayant 
T[( b )] comme domaine d'holomorphie. Soit d1. une composante de 
l'intersection de d avec ( b): montrons que d1. est convexe : f(X) + g(X) 
est singulière en tout point X=· x + ix' avec x' =x'0 , x appartenant 
à la frontière de d 1 • D'autre part, cette somme est régulière aux 
points X pour lesquels x Ed,, 1 x' 1 <a'. En prenant x'0 -- à, oil est 
alors ramené au théorème 4.a. 

L'énoncé 4.b est applicable à l'étude d'une branche de fonction 
ayant un point singulier en x 0 + ix'0 , et est utilisable pour l'étude des 

. domaines non univalents; on pourra ne faire l'hypothèse (18) que 
pour x appartenant à une des composantes, découpée par ( b) sur d, 
et montrer sa convexité au point x 0 • 

COROLLAIRES. - 1° Soit d une composante de l'intersection d'un 
domaine d'holomorphie .li àvec cR."(x' = o): si au voisinage de cR.11 

À.contient le cylindre tubulaire de base d[ xe d, 1 x' 1 <a], d est conçexe. 

2° Pour qu'un produit de la forme [ x Ed, x' Ed'] soit domaine d' holo-
morphie, il faui et il suffit que d et d' soient conçexes. ·• 

' 
La propriété subsiste avec l'hypothèse, moins restrictive, que d 

et d' désignent des domainès non univalents; elle entraîne alors qu'en 
fait d et d' soient univalents. 

3° Si/( X) est analytique dans [ x Ed, 1 x' 1 < ),], elle est prolongeable 
en tout point [ x 0 E F( d), x' = o] en lequel d n'est pas conçexe. 

14. Soit /(X) une fonction analytique « de variables r.éelles ))' 
c'est-à-dire une fonction analytique connue pour X • x E. d, d étant 
un domaine de cR.11 • A xed, associons p(x) rayon de la plus grande 

(18 ) H. CÀ.RTAN et P. THULLEN, Math. Ann., t. 106, 1932, p. 617. Voir aussi 
S. B9CHNER et W. T. MAI!.TIN, loc. cit., chap. 5, 
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sphère I x' 1 < p ( x) de 6l'" telle que / soit régulière sur l'ensemble 
[X, 1 X 1 

1 < p (X)]. 
En général l'ensemble des xed défini par p(x)>a n'est pas 

convexe. On le, constate en partant d'un domaine d simplement 
connexe, non convexe de cR,n et considérant la cellule d'harmonicité (h) 
H (d) laquelle est le domaine d'holomorphie d'une fonction harmo-
nique dans d. 

L'ensemble ea où l'on a p(x) > a coïncide dans ce cas avec l'ensem-
ble 01 (x) > a et n'est pas convexe si a est suffisamment petit. 

On sait par contre (2°) que l'ensemble e., possède la propriété 
suivante: s'il contient un domaine g, il contient le plus petit ensemble 
convexe gc contenant g. 

Ce résultat de K. Stein s'obtient aisément à partir de la propriété 
suivante : si l'ensemble e,, contient une composante ouverte y, celle-ci 
est convexe. En effet dans le tube T(y), o(x+ ix') est définie; appelons 
d'autre part o1 (x) la distance de xey à la frontière F(y). On a 

ô, (x) = min ô(x + ix'), 
x' 

x' parcourant âl'"; on posera encore 
V(x + ix') =- logô(x+ ix'). 

On a alors 
- log ôi(x) = max V ( x + i:x/ + it') = X ( x + ix'), 

t' 

ô1 ( x) est continue; X (x + ix') est plurisousharmonique, indépen-
dant de x'; le théorème 1 nous dit alors que - log ôi ( x) est fonction 
convexe pour xey, le lemme du n° 12 montre ensuite que y est 
convexe. On en déduit: si gEe.,, on a aussi gcee.,. Il en résulte: la 
<~ cellule de régularité (2 1 ) >> R[T( d)] intersection des domaines 

( 1~) Voir nos Notes ( C. R. Acad. Sc., t. 223, 1946, p. 372, et t. 232, 1951,. 
p. 1895, ainsi que Duke Math. J., t. 1fl., 1947, p. 143). 

( 20) Cf. S. BocHNER et W. T. MARTIN, loc. cit., théorème 9, p. 92 et suiv.; 
l'utilisation de la propriété (P) abrège notablement la démonstration donnée 
dans cet ouvrage; elle permettrait également d'obtenir les lemmes utilisés 
par les auteurs. . 

( 21 ) « Regularitatshülle )> dans !'Ouvrage cité de Behnke et Thullen; cc Analytic 
Completion n dans celui de S. Bochmer et W. T. Martin. 
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d'holomorphie contenant un tube T( d) est le tube T( de) où de est le 
plus p~tit domaine convexe contenant d; les valeurs prises par une 
fonction analytique dans T ( de) sont alors celles prises dans T( d). En 
particulier si \/(X) [ est borné dans T( d), [/(X) [ a la même borne 
dans T(d''). La fonction 
(20 M(x) = maxlog 1/(x + ix' + it') 1 

t' 

est une fonction de classe (M), ne dépendant que de x, donc M(x) 
est convexe d'après lé théorème 2. Il en est de même de la fonction 
M' ( x) définie par ( 20) avec la restriction 2./ o, les E i étant des 
signes donnés pour chaque i. • 

Il en est encore de même de 

Ms(x) = lim sup log lf(x + ix' + it') 1, 1 t'l 
l 

et des limites supérieures quand [ t' [ les -1; ayant des signes donnés. 

1a. Parmi les propriétés précédentes, quelles sont celles qui s'éten-
dent aux fonctions plurisousharmoniques? Une fonction plurisous-
harmonique dans un tube T ( d) est-elle toujours prolongeable dans 
T( de)? Cet énoncé, on l'a vu au n° 5, est une conséquence de l'asser-

. tion E1 . En l'absence d'une démonstration de E 1 il serait souhaitable 
d'en faire une étude directe. La construction d'une fonction plurisous-
harmonique dans T ( d), non prolongeable çlans T(dc) mettrait en 
échec l'hypothèse E1 • 

De même, V (X) étant plurisousharmonique dans un domaine 
contenant à son intérieur le domaine D et sa cellule de régularité R(D), 
le problème de déterminer si le maximum de V sur D et sur R(D) est 
toujours le même, pour toute fonction plurisousharmonique, est lié à 
l'étude de E1 • 

Toutefois certains résultats peuvent s'obtenir directement : dans 
un tube T(D) où V(X) = V(x+ ix') est définie et bornée supérieu-
rement les maxima et les limites supérieures étudiées pour [ x' \ -r oo, 
sont des fonctions (2 2) de classe ( M ), indépendantes de x'; ce sont 
d'après le théorème 2 des fonctions convexes de x. 

( 22 ) Cf. Mémoire B, p. 334. 
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1.6. Revenons au cas où /(X) est ànalytique et bornée dans le 
tube T( d), donc aussi dans le tube T(dc). On établit aisément une 
expression effective du prolongement de /(X) dans T( de). Soit a et b 
deux points appartenant à d; les valeurs.f (a+ ix'), /( b + ix') sont 
connues. Posons 

ak, a~, rxk réels, rx~ = 1, et À = 1 b - a 1 · 

Considérons la fonction f (X) dans un plan d'équations ( 21) à 
coefficients rxk réels. Dans ce plan appelons BÀ la bande o < u < À, 
Li ( u = o ), L2 ( u - À) les deux droites composant la frontière de B1,. 

Pour U = u + iu' e B>-, on a 

(22) j[X(U)]= f /[X(it)]dh1 (ll, t)+ jJ[X(À+it)]dh2 (U; t), 
L1 L, 

où dh 1 et dh2 sont respectivement les- mesures harmoniques au point 
U e B,. d'un élément pris sur L 1 ou L2 , par-rapport au domaine B,.. 
En représentant" conformément B,. sur le demi-plan o < arg Z < 1t, par 
la transformation 

Z (• inU) •. , 
. exp -À- =z + l.z 

on trouve 
I T - .Z 

dh 1 = - d arctg -,- , 
77: z 

( 22) permet le calcul de/( c + ix ), pour tout point c-----: ( c1,-) apparte-
nant au segment ab. On a en effet d'après ( 21): 

relations qui déterminent la partie réelle u, et les a~ si l'on se fixe arbi-
trairement u', u+ iu' étant le paramètre du point considéré (ck+ içc'). 

Mais l'expression (22) est valable même si/[X(u)J n'est pas bornée: 
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1 

il suffit que sur la bande Bi et sa frontière la fonction 

cp(u + iu') =f[X(u+ iu')I 
satisfasse à . 

1 cp(u+ iu') 1 < kexp(s I u' !), 

avec s < ,; : Choisissons dans la décomposition x~ =a~+ r:t..ku' le vec-
teur (a~) orthogonal à la direction ( rxk ). On a alors j x' 12 = 1 a' 1 2 + u'2 , 

de sorte que ( 24) sera vérifié sous la condition 

1/(x + i,x/) ! < kexp(s I x' 1) ·pour xeab, 

avec s < .1 b :_ a I et permettra le calcul de/( x + ix') quel que soit x, 
à condition que x appartienne au segment ab et qu'on soit assuré 
que/est analytique sur l'ensemb~e T(ab). • 

l , • / ' 

17; A !'-égalité (22) correspond une inégalité pour une fonction 
plurisousharmonique V(X); la trace V[X(U)] est sousharmonique 
( si elle n'est pas - oo ). On a -

('26) V (x + ix') Lf V(ak+ia'" + iakt) dh 1 (U, t) 
L, 

+J V(bk+ (bk+ ia'1c+ iakt) dh2(U, t) 
L, -· -

pour tout x + ix', x appartenant à ab; les conditions .de validité sont, 
• que V (X) soit plurisousharmonique sur T(ab) et qu'on ait pourtou:tx 

appartenant au segment ab fermé • • 

V ( x + ùx;') < k exp ( s I x' I ) , avec 

De ( 26) on déduit : 

1° Soit V ( x + ix') une fonction plurisousharmonique dans un tube 
T(d), de base le domaine d. Sipourxèd, 'on a 

V (_x + ix') < k exp(s I x' 1), 

et si V (a+ ix') et V ( b + ix') sont bornés, a et b étant deux points de d 
7t • - . . . . . 

p~ur lesquels I b - a 1 < 8 , alors V( x + ix') est borné pour x apparte-
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nant au segment ab et 
M ( x) = max V ( x + i:x:') 

:x:' 

est conrexe de x sur ab. 

2° Si f ( x + ix') est analytique dans le· tube T ( d") oû de est un 
domaine conr,,exe, ety satisfait à une inégalité 

log If ( x + ix') l < k exp ( s I x' 1) 

arecs fini, s'il e.z:iste plusieurs régions disjointes de Ol", d~, d~, ... , telles 
que f(x+ ix')soit borné pourx appartenant à l'une d'entre elles, elles 
sont nécessairement conr,,exes et la plus courte distance de deux d'entre 
elles est au moins ?!. • s 

En particulier, si f est une fonction entière, elle ne peut posséder 
deux telles régions d~, d~, si elle satisfait à la condition 

l . log2M(R) 
1m sup R = o, 

où 
M(R) = max 1/(X) i pour iXJ=R. 

La condition (29) est vérifiée pour les fonctions de type exponen-
tiel, mais aussi pour des fonctions plus rapidement croissantes. Pour 
les fonctions entières satisfaisant à (29) le noyau ouvert de l'ensemble . 
des x pour lesquels 1/(x + ix') 1 est borné ne peut comprendre qu'une 
composante au plus. • 

f8. Dans la demi-bande B~, o < u < 1, u' > o, on peut établir. 
une égalité analogue à ( 22) et une inégalité analogue à (26), valables 

sous les conditions respectivement ( 25) et ( 27) avec s < 1 b a I • En 
remarquant que si rp( u + iu') est sousharmonique dans B),, 

( . ') Auu' 'fi U + lU - -},- , À=Jb-al, 

est sousharmonique aussi dans B~, on démontre aisément: 
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a. Si cp( u + iu') est sousharmonique dans B~ et y satisf~it à , 

<p ( u + i u' ) < k exp ( s ! u' i ) , pour o < u < 1, 

si, de plus, on a 
<p(iu') Lo, 

alors on.a 
<p(À+lu')<A[u'I, 

. Au\ u'\ , 
cp(u+ iu')< ). sur B,,. 

A>o, 

b. En opérant de même dans la demi-bande symétrique (u' < o) 
et réunissant les deux résultats, on aura : 

Si dans BÀ, i:p(u + iu') est sousharmonique et vérifie 

<p ( u + iu') < k exp ( s \ u' ! , 

et ~atisfait de plus à 
<p (iu') Lo, <p ( À + iu') < A I u' 1, A> o, 

on a 
Au[ u'I cp(u + iu') < 11 dans Bï,• 

c. Si cp(u + iu') est sousharmonique dans le demi-plan u > o et y 
satisfait i:p(u+iu')<A!u'[+A0 , si de plus on a cp(iu')L'.'.'.o, alors 
on a i:p(u + iu') < o pour u > o. On appliquera la méthode âe démons-
tration dans une bande o < u <À; on a d'abord 

·u 
<p ( u + iu') < ,;- (AI u' 1 + Ao) 

on fait tendre ensuite X vers zéro. 

En conséquence : 

1 °· Si V ( x + i'x') est plurisousharmonique dans le tube T ( d) et sur sa 
frontière, d étant un domaine borné, de diamètre m; si l'on a 

V ( x + ix') < k exp ( s I x' 1), 7r ayec s< -, m 

etsi V(x + ix') est borné pourœ appartenant à la frontière de d, alors V 
est borné dans T( d). 



218 PIERRE LELONG. 

2° Si l'on à 
' 

V(x+ ix') <~ Ail x; 1, 

pour x appartenant à la .fronJière de d, on a la même majoration . 
dans T(d). • 

3° Si d est un cdne de sommet, l'origine dans Ol", si V ( x + ix) est 
plurisousharmonique dans T ( d) et sil' on a 

V(ix') Lo, V(x + ix') < A0 + AI x' 1, A>o, 

pour xe d, on a pour tout xe d, • 

V(x+ ix')Lo. 

En conséquence : si pour x pris dans un cône d de sommet l'ori-
gme, on a 

V(x+ ix') < A0 + A1J.x; 1 + IBi \.xi 1 (A;, Bi positifs), 
i • 

et si l'on a V(zx')L'.'.'.:'.o, on a simplement 

V(x + ix') <I.Bi I Xjl• 

f 

On considérera pour la démonstration la fonction V - IB1xJi•J 
j 

dans les différents domaines de Ol"obtenus en fixant les signes des xi; 
on choisira :. JXJ > o, on remarquera que dans de teis domaines la 
différence ainsi formée est encore plurisousharmonique. Il suffit alors 
d'appliquer le résultat du 2°. 

On étend ainsi un résultat donné. ( 23 ) par S. Bochner dans le cas 
où V= logl/(X), /(X) étant fonction entière. 

t9: Quand/(X) est une fonction analytique, 1~ fonction 

V{X) =.f 1/(X+T)j"'dp.(T) 

( 23 ) Loc. cit., p. 126. 
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où dp. ~st une mesure positive, portée par un compact, cc un nombre 
positif, est une fonction plurisousharmonique dans tout domaine où 
elle est définie. Mais on a la propriété plus précise : logV(X) est 
plurisousharmonique. En effet le théorème 3 obtenu comme extension 
du théorème de Paul Montel s'applique ici, la fonction 

V (X) 1 eiAXI ! = f 1/(X + T) l" 1 elAXI I dp.(T) 

étant évidemment plurisousharmonique quel que soit A. 
En particulier si E est un domaine borné de cR.'", la fonction 

VE(x+ix') • 1if(x+ix'+it')l"dw(t'), 

où l'on intègre sur le volume E a son logarithme plurisousharmonique 
dans toute région où elle est finie. Si E est l'espace cR.'" et si J /(x + i'x') J 

appartient à la classe des fonctions de puissances cx10m•s sommables sur 
cR.'", pour x appartenant à un domaine d de dt", alors on a le résultat 
suivant: la norme 

Nc,(x) = .[ lf(x + ix'+ it') i" dw(t') 
R 

est telle que log N "( x) soit fonction con()exe de x dans d : c'est en 
effet une fonction plurisousharmonique qui ne dépend pas de x' dans 
letubeT(d). 


