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Etude mathématique des équations d’une théorie unitaire

a quinze wariables de champ ;

Par Yves THIRY.

INTRODUCTION.

La théorie de la Relativité a fait subir au concept de champ phy-
sique une évolution dont nous allons rappeler les idées essentielles.

La théorie de la Relativité restreinte donne pour cadre aux phéno-
ménes physiques un espace quadridimensionnel euclidien, I'espace de
Minkowski, dans lequel le temps s’incorpore aux trois dimensions
d’espace.

Les phénoménes de gravitation y recoivent une interprétation qui
estnouvelle, puisqu’elleest quadridimensionnelle et qu’en particulierla
masse d’une particule varie suivant I'observateur. Mais il n’y a aucun
progrés dans I'explication de la gravitation qui apparait toujours
comme un phénoméne a part, simplement superposé a la structure
euclidienne de I'espace de Minkowski.

Par contre, la Relativité restreinte réalise un progrés important
par l'unification des champs électrique et magnétique; ces deux
champs apparaissent comme deux aspects, variables suivant ’obser-
vateur, d’un seul et méme phénoméne, représenté mathématiquement
par un tenseur antisymétrique du second ordre.

La théorie de la Relativité générale introduit en quelque sorte un
premier essai d’explication des phénoménes de gravitation en ce sens
que la gravitalion est incorporée & la structure géométrique de
I’'Univers, qui n’est plus euclidien mais riemannien : la gravitation se
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propage dans 'Univers avec la vitesse de la lumiére et ainsi disparait
Pincompréhensible action a distance instantanée de la théorie de
Newton.

Sur la théorie de la Relativité générale se greffe immédiatement
une théorierelativiste de I’Electromagnétisme, qui ne peut étre consi-
dérée que comme provisoire : I'Electromagnétisme y apparait en effet
comme un phénomeéne a part, simplement superposé a la structure
riemannienne de I'Univers d'Einstein. Cette théorie est d’ailleurs tout
a fait justifiée par le role prépondérant joué par la gravitation.

On a donc été naturellement conduit & essayer de construire une
théorie unitaire qui réaliserait I'unification des champs gravitationnel
et électromagnétique en un seul hyperchamp susceptible d’étre incor-
poré & la structure géomeétrique d’un certain espace. -

C’est Hermann Weyl qui ouvre la voie en 1919 : la théorie qui se
développe alors, la gravifique de Weyl-Eddington, tend a I'identifica-
tion, & un scalaire multiplicatif prés, du potentiel-vecteur et du
vecteur-courant et semble aujourd’hui devoir étre rejetée.

Kaluza introduit ensuite en 1921 le premier essai de théorie penta-
dimensionnelle. Ses idées sont reprises un peu plus tard par O. Klein
dont la théorie n’est au fond qu’une interprétation nouvelle de la
théorie provisoire de I'Electromagnétisme.

Il apparait ensuite des essais portant sur des théories projectives,
dont Veblen fait une étude compléte en 1933. Ces essais tendent a
reconsidérer le probléme mathématique de la siructure de I'espace
qui sert de cadre aux phénoménes physiques et ne sont pas au fond
essentiellement distincls des essais pentadimensionnels. C’est pour-
quoi nous nous sommes plus particuliérement intéressés a ces derniers,
susceptibles de faire intervenir une structure strictement rieman-
nienne.

Les idées nouvelles apportées par les théories relativistes ont sus-
cité de trés nombreux travaux. Du point de vue mathématique, 'inté-
gralion rigoureuse des équations de la gravitation relativiste ont fait
I'objet de travaux de E. Cartan, de de Donder, de G. Darmois, de
Vessiot et de beaucoup d’autres. En particulier, Cartan met en évi-
dence le fait que le systéme des équations d’Einstein est un systéme
en involution, se partageant en un probléme de conditions initiales et



ETUDE MATHEMATIQUE DES KQUATIONS D'UNE THEORIE UNITAIRE. 277

en un probléme d’évolution dans le temps. Stellmacher démontre
ensuite le théoréme d’unicité relatif 4 ces équations dans le cas non
analylique.

C’est Charles Racine quis’occupe le premier des champs extérieurs
partout réguliers. Il s’agit de démontrer que de tels champs sont
nécessairement euclidiens. Cette proposition résulte du fait que les
seuls champs susceptibles de correspondre a une réalité physique sont
tels que, 1a ol peut étre introduite une distribution matérielle, le
champ extérieur doit présenter certaines singularités. L’étude systé-
matique des problémes globaux ainsi posés est abordée par
Lichnerowicz; un résultat général récent, auquel Einstein et Pauli
apportent une contribution, régle la question dans le cas purement
gravitationnel. Le résultat obtenu est essentiel & la cohérence de la
théorie d’Einstein, puisqu’il s’agit de savoir a quelles conditions le
principe de causalité relie 'existence du champ de gravitation a la
présence de la matiére.

Quant aux théories unitaires, il semble que leur étude mathéma-
tique ait été relativement négligée : on les étudie plutét d’un point de
vue physique, en basant leurs équations sur un principe variationnel
plus ou moins arbitraire et en cherchant tout de suite a y introduire
les phénoménes de quantification pour passer a la Mécanique
ondulatoire.

Il nous a paru utile de tenter une étude mathématique systématique
d’une théorie unitaire et de voir si une telle théorie est susceptible de
présenter la méme cohérence que la théorie de la Relativité générale.

Le premier Chapitre de notre travail contient une étude critique de
la notion de théorie unitaire. Nous rappelons au début les idées
modernes concernant le role joué par le principe des géodésiques
dans I'axiomatique de la théorie de la Relativité générale. Puis, cons-
tatant que dans la théorie provisoire de 'Electromagnétisme, le prin-
cipe des géodésiques n’est pas satisfait, nous sommes amenés a poser
et & étudier un probléme de calcul des variations relatif a la repré-
sentation paramétrique des extrémales d’une certaine fonction. La
solution de ce probléme, appliquée a la Dynamique analytique, donne
la clé des rapports existant, non seulement entre le principe
d’Hamilton et celui de Maupertuis, mais encore entre le principe
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d’Halmiton et le ds* d’Eisenhart et conduit en outre 4 la considération
d’un ds® nouveau.

Il se trouve que la solution de ce probléme permet de représenter
paramétriquement les trajectoires de tout type de parlicule électrisée
par des géodésiques d’un espace riemannien a cinq dimensions. Ainsi
sont jetées mathématiquement les bases d’une théorie unilaire penta-
dimensionnelle dont nous étudions les hypothéses. Parmi ces hypo-
théses, I’'une nous semble essentielle : c’est celle de la cylindricité qui
consiste a supposer les coefficients de la métrique pentadimension-
nelle indépendants de la cinquiéme variable 2°. Mais nous rejetons
comme mathématiquement peu satisfaisante, ’hypothése d’O. Klein
qui consiste a tenir pour constant le coefficient de (dx")* dans cette
métrique. Ceci conduit a envisager une théorie unitaire danslaquelle
figure, a coté des dix potentiels de gravitation et des quatre compo-
santes du potentiel-vecteur, une quinziéme variable de champ, qui
n’est autre que la « constante » de gravitation, dont les variations

seraient d’ailleurs liées aux variations que subirait le rapport - d’une
particule bien déterminée le long de sa trajectoire.

Au Chapitre II, nous élaborons une théorie unitaire pentadimen-
sionnelle dont le premier chapitre nous a fourni une justification
mathémathique, en calquant son axiomatique sur celle de la théorie
de la Relativité générale. Nous écrivons, sous une forme particuliére-
ment intéressante, les équations du cas extérieur (au sens unitaire);
nous présentons en particulier deux formes que 'on peut donner a la
quinziéme équation de la théorie, 'une faisant intervenir un laplacien,
'autre une divergence de vecteur dans un espace a quatre dimensions
que nous interprétons comme espace-lemps et que nous définissons de
fagon précise comme espace-quotient. La méthode employée est celle
du repére mobile orthonormé et du calcul extérieur. Ces équations,
établies pour un espace a cinq dimensions cylindrique, se transpose-
raient immédiatement au cas d’un espace-temps stalionnaire.

Ecrivant ensuite les équations sous la forme que l'on peut leur
donner dans le cas intérieur, nous étudions les conditions de raccor-
dement de Schwarzschild, ce qui nous permet de régler définitive-
ment la question relative au principe des géodésiques.
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Nous montrons de plus dans ce chapitre de quelle fagon simple on
peut passer de nolre théorie unitaire a la théorie d’O. Klein, c’est-
a-dire en fait a la théorie provisoire de I'Electromagnétisme.

Dans le troisiétme Chapitre, nous faisons I'étude des problémes
globaux relatifs aux deux propositions suivantes :

Sil'on considére des champs extérieurs stationnaires, tout domaine
qui peut étre meublé de maniére stationnaire par une distribution de
matiére chargée, contient nécessairement des singularités de ces
champs extérieurs.

Si des champs gravitationnel et électromagnétique stationnaires
sont nuls 4 l'infini, ils ne peuvent étre réguliers partout sans étre
partout identiquement nuls.

Les conditions dans lesquelles ces deux propositions sont réalisées
complétent 'axiomatique de la théorie de maniére qu’alors les champs
extérieurs peuvent étre considérés comme effectivement produits par
les différentes distributions de matiére chargée envisagées.

Le résultat de cette étude est que notre théorie unitaire & quinze
variables de champ posséde exactement la méme cohérence mathe-
matique que la théorie de la Relativité générale. La démonstration de
la seconde proposition s’y effectue d’une facon curieuse par un raison-
nement en cascade basé sur I'analogie qui existe entre I’hypothése de
cylindricité et ’hypothése du cas stationnaire. Il est important de
signaler que la forme que nous avons donnée aux équations du champ
nous permet d’éviter 'utilisation du résultat d’Einstein-Pauli relatif
a 'ordre d’infinitude des déviations des potentiels par rapport & leur
valeurs euclidiennes. ‘ , .

Dans la théorie a quatorze variables de champ d’0O. Klein, il est
encore possible d’atteindre la seconde proposition par une modifica-
tion, trés intéressante en elle-méme, de la démonstration valable dans
notre théorie unitaire. Mais il estimpossible d’atteindre la premiére
proposition sans faire d’hypothéses restriclives sur la charge des par-
ticules considérées.

Nous donnons une bibliographie qui ne doit évidemment pas étre
considérée comme compléte, mais qui indique les études les plus

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1951. 36



280 Y. THIRY.

importantes faites tant au sujet des théories unitaires qu’au sujet de
certains problémes mathématiques posés par les théories relativistes.

Enfin, un tableau conlient les notations et les conventions
employées dans ce travail; il est destiné a faciliter la lecture des

Chapitres II et III.

Parmi ceux qui s’occupent actuellement de questions analogues a
celles qui sont trailées ici, nous devons plus particuliérement signaler
Jordan et son école, qui ont obtenu & peu prés en méme temps que
nous les équations que nous donnons au Chapitre II. Nous n’avons eu
connaissance de ce fait que fort tard et ce n'est que récemment que
nous avons pu correspondre avec Jordan, qui a eu I’amabilité de nous
envoyer ses publications qu'il était alors impossible de se procurer
autrement.

Qu’il me soit permis maintenant d’exprimer ma respectueuse gra-
titude aux Maitres, tels M. G. Darmois pour ne citer que I'un d’eux,
que malheureusement je n’ai pas eu I'occasion d’approcher personnel-
lement mais dont les travaux m’ont été fort utiles et dont lasympathie
a été pour moi une grande source de réconfort.

Il m’est difficile d’exprimer toul ce que je dois 4 mon Maitre et ami
Lichnerowicz : grace a ses remarquables qualités pédagogiques, j’ai
pu acquérir en un minimum de temps les instruments mathématiques
nécessaires. Il n’a cessé ensuite de me prodiguer ses conseils et ses
critiques, sans lesquels ce travail n’aurait certainement pas pu avancer.
Enfin il asu, par son amitié et son exemple, m’éviter le découragement
dans des conditions de travail qui furent parfois assez pénibles.

Je tiens enfin a4 adresser mes plus sincéres remerciments &
M. Henri Villat pour I'accueil bienveillant qu’il a réservé a ce travail,
ainsi que pour les grandes facilités qu’il a bien voulu m’accorder pour
son impression.
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NOTATIONS.
Indices :
My oy oy B o, 1, 2, 3, 4
R I 1, 2, 3, 4
L L .. o0, 1, 2, 3
LI K.o.ooo.oooat. 1, 2, 3
ay b o, 1, 2, 4 (§ 23-24, Chap. 1I)

Les indices non soulignés indiquent des composantes sur un repére naturel.

Les indices soulignés indiquent des composantes sur un repére orthonormé.

Eléments de R, et de ®R,. — Les éléments surlignés appartiennent a R,
(espace-quotient de R; par [ L,]); cependant, les éléments habituels ds, gi;, £, s,
Fij, ... ne sont pas surlignés.

Les éléments de R, (espace-quotient de ®; par [L,]) sont accentués; cepen-

> > . .
dant v’ et {’ appartiennent a4 R;.

>
Repéres. — Le repére orthonormé (ea) de R; (variable directrice 2°) induit

>
un repére orthonormé (ei> dans R,.

e
Le repére orthonormé <51> de ®; (variable directrice «*) induit un repére

>
orthonormé (8:) dans R®’,.

. } . . . }
Le repére naturel (ea) de ®; induit un repére naturel (g) dans ®, et un

i
>
repére naturel ( sb) dans R’,.
Signature. — En signature elliptique, les éléments sont surmontés du signe % .
Au Chapitre II, les paragraphes 2 4 11 devraient étre écrils en éléments
étoilés; les paragraphes 4 a 7 dévraient étre écrits en indices soulignés.
Aucune référence n’est faite aux paragrapes 4 a 7; toute référence aux para-
graphes 2, 3, 8, 9, 10 et 11 est immédiatement suivie d’une étude de la
signature.
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CHAPITRE 1.

LLES TRAJECTOIRES D’UNE PARTICULE ELECTRISEE ET L’ INTRODUCTION
DE LA CINQUIEME DIMENSION.

I. — Le probléme unitaire.

4. LE PRINCIPE DES GEODESIQUES DANS LA THEORIE DE LA RELATIVITE GENE-
raLE. — Dans la théorie de la Relativité générale, I'Univers est repré-
senté par un espace de Riemann & quatre dimensions défini par une
métrique
(1.1) ds*—= g;j dat dz! (6, J,=1,2,34),

et les propriétés géométriques de cet espace rendent compte des phé-
noménes purement gravitationnels; si bien que ce ds* doit étre sus-
ceptible de régir intégralement le phénoméne élémentaire, c’est-
a-dire la loi du mouvement d’une masse infiniment petite isolée.

L’accord avec les principes essentiels de la Physique exige que la
généralité des potentiels de gravitation g;; soit limitée par des condi-
tions locales, les dix équations d’Einstein, que 'on peut écrire, dans
le cas extérieur, sous la forme

SU: o,
les quantités S;; devant satisfaire aux conditions suivantes :

Elles ne doivent dépendre que des potentiels g;; et de leurs dérivées des
deux premiers ordres, étre linéaires par rapport aux dérivées du second
ordre et étre les composantes d’un tenseur conservatif.

Or, Elie Cartan a montré (!) que ces conditions imposent aux S;;la
valeur

Sij= h[Rij— ;gz,(R+ /{)J,

(*) Cf. Elie Cartan, (bibl. [33]).
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h et k étant deux constantes el R;; désignant les composantes du
- tenseur de Riccel.
Les équations d’Einstein doivenl donc s’écrire

I
Ry— S gyR=o0 (')

une constante £ non nulle n’intervenant que pour des considérations
cosmologiques spéciales.

La présence de la matiére est caractérisée par I'introduction, aux
seconds membres des équations d’Einstein, des composantes du
tenseur d’'impulsion-énergie. Nous poserons en premiére approxima-
tion pour ce tenseur

tt‘/:Puill/‘,

o désignant la densité de matiére et u; les composantes du vecteur-

vitesse généralisé. Les équations du cas extérieur s’écriront donc
Rj— - gy R=yty,

"y représentant la constante de la gravitation.

[’axiomatique de la théorie relativiste de la gravitation doit étre
complétée par I'énoncé des conditions qui expriment la compatibilité
dans un méme champ des solutions extérieures et intérieures des
équations.

C’est grace a ces conditions que I'on peut voir, en faisant se maté-
rialiser le champ par son action sur une masse d’épreuve, de quelle
fagon le ds* régit le phénoméne élémentaire.

Introduisons d’abord dans I'Univers de la matiére sous forme
diffuse, par le tenseur t;; aux seconds membres des équations
d’Einstein. Les trajectoires du champ de vecteur u; sont appelées
lignes de courant; on obtient le systéme différentiel les définissant en
écrivant les conditions de conservation du tenseur 7;;, et ’on voit alors
que ces lignes de courant sont des géodésiques du ds*. Considérons

(1) Ce sont ces équations que Einstein a écrites intuitivement; la genése de la
théorie n’a évidemment pas 'apect axiomatique envisagé ici.
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ensuite un tube d’Univers satisfaisant a la condilion de raccordement

de Schwarzschild :

1l existe un systeme de coordonnées tel que les potentiels g;; et leurs
dérivées premieres soient continus & la traversée de la frontiére du tube.

En faisant tendre ce tube vers une ligne, on arrive au principe des
géodésiques qui régit le phénomeéne élémentaire :

Les trajectoires des particules non chargées sont des géodésiques de
I'Univers.

Ainsi, dans la théorie relativiste purement gravitationnelle, le
principe des géodésiques découle a la fois des équations d’Einstein et
de la condition de raccordement de Schwarzschild (*).

2. REMARQUES SUR LA THEORIE RELATIVISTE PUREMENT GRAVITATIONNELLE. —
On peut dire qu’on est la en présence d’une théorie satisfaisante de la
gravitation : en effet, aux premiers membres des équations figurent
les composantes d’un tenseur de nature purement géométrique, dont
les propriétés traduisent les propriétés du champ gravitationnel; aux
seconds membres figurent, dans le cas intérieur, les composantes
d’un tenseur choisi pour représenter au mieux les propriétés de la
matiére. Ainsi on peut dire que, compte tenu de la condition de
raccordement, l'introduction de la matiére modifie la courbure de
I'Univers, donc le champ gravitationnel. La séparation logique entre
la cause, présence de la matiére, et I'effet, création du champ gravi-
tationnel, se traduit mathématiquement par l'identification de deux
tenseurs de nature essentiellement différente.

Il ne va plus en étre de méme lorsqu’on essaie d’introduire dans
I’Univers une forme d’énergie autre que gravitationnelle. Pour un
domaine balayé par une certaine forme d’énergie, on écrira les
équations d’Einstein sous la forme

Sy=yTy (k=1 k=0),

(*) Pour toute cette question, on pourra se reporter a la these de Lichnerowicz
(Bibl. [38]). Nous développons d’ailleurs cette question dans le cas d’une théorie
unitaire dans la troisiéme partie du Chapitre 11.
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le tenseur symétrique T;; étant & choisir au mieux pour représenter la
forme d’énergie considérée.

Si, en particulier, on veut construire sur ces bases une théorie relati-
viste de I'électromagnétisme, on est amené a une théorie qui ne
posséde plus le caractére précédent et qui ne peut étre considérée
que comme provisoire.

3. LA THEORIE PROVISOIRE DE L’ELECTROMAGNETISME. — Le tenseur énergie
électromagnétique a considérer est défini par

(3.1) Ty = igl-/(szF"’) — gMF ., Fyj,

et les équations d’Einstein s’écriront, dans le cas du schéma champ
électromagnétique pur,

(3.2) . Si/': X~ij-

Le tenseur antisymétrique champ électromagnétique F;; est astreint
a satisfaire aux équations de Maxwell-Lorentz. Désignons par V;
I'opérateur de dérivation covariante dans I’espace de Riemann (1.1).
Le premier groupe des équations de Maxwell-Lorentz s’écrit

(3.3) V. Fi=J/,
J/ désignant le vecteur-courant. Le second groupe s’écrit

(3‘4) ée"/"’ViF,'k: o,

e/# désignant I'indicateur classique de permutation des indices ¢, J,
k,l. Ce second groupe d’équations équivaut au fait que le champ
électromagnétique dérive d’un potentiel-vecteur o;, défini 4 un
gradient additif preés,

(3.5) Fy=Vip;— V0.

Les équations (3.2), (3.3) et (3.4) constituent les équations rela-
tivistes de la théorie provisoire de I'Electromagnétisme.

4. CRITIQUE DE CETTE THEORIE. — On exprime ce que nous disions de
cette théorie au paragraphe 2 en disant qu’elle n’est pas unitaire;
c’est la une expression qu’il est plus commode d’employer dans une
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proposition négative que dans une proposition affirmative et il nous
semble utile d’en analyser le sens.

Quand on dit que la théorie provisoire n’est pas unitaire, on veut
dire que le champ gravitationnel et le champ électromagnétique y
Jouent des rdles tout a fait différents : le premier est fourni par un
caractere géométrique de I'Univers, alors que le second est introduit
comme modification de la théorie purement gravitationnelle par la
présence du tenseur 7;; aux seconds membres des équations d’Einstein.
Il faut d’ailleurs se rappeler que les modifications introduites sont
petites, I'énergie éleclromagnétique restant toujours trés faible devant
I’énergie pondérable, si bien que la théorie provisoire procéde d’une
méthode d’étude tout a fait justifiée. Remarquons encore que, sur le
plan de I'électromagnétisme pur, les équations de Maxwell-Lorentz
séparent bien la cause, le courant introduit aux seconds membres, de
effet, le champ électromagnétique figurant aux premiers membres.

Examinons de quelle facon la théorie provisoire réalise le lien
entre les champs gravitationnel et électromagnétique : les variétés
caractéristiques des équations d’Einstein sont les variétés tangentes
en chaque point a ’hypercéne élémentaire d’équation ds*= o attaché
a ce point;etil en est de méme des variétés caractéristiques des équa-
tions de Maxwell (3.3)avec ou sans seconds membres. Ainsile champ
de gravitation posséde un caractére de propagation et il y a identité
entre la propagation du champ gravitationnel et celle du champ
électromagnétique. D’autre part, si I'on considére plusieurs parti-
cules chargées dans I'Univers, le mouvement de chacune d’elles
dépend des autres, sans que 'on puisse distinguer les réles joués par
chacun des deux champs. Il y a interférence entre les deux champs
en ce sens que, les tenseurs R;; et 7;; étant reliés par les équations
d’Einstein, loute modification de I'un réagit sur 'autre.

Mais, si la théorie provisoire nous dévoile au premier coup d’ceil
un défaut d’unité entre deux champs, elle nous fournit par contre un
exemple de deux champs quie tout le monde s’entendra a dire parfai-
tement unifiés : ce sont les champs électrique et magnétique ('). Par

(*) En fait, cette unification est déja réalisée par la théorie de la Relativité
restreinte,
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Vintroduction du lemps comme quatriéme variable d’Univers et par
la considération du tenseur F;;, ces deux champs se trouvent fondus
en un seul : ils y perdent leur individualité et n’apparaissent plus que
comme deux aspects différents d’un phénoméne unique. 1l est méme
possible de faire disparaitre 4 volonté I'un ou l'autre de ces aspects
au profit de lautre en se plagant dans certaines conditions
d’observation.

B. ASPECTS UNITAIRES D’UNE THEORIE DU cHAMP., — En partant de cel
exemple, définissons ce que nous appellerons théorie unitaire au
sens physique : une telle théorie devrait satisfaire aux propositions
suivantes :

(a) elle devrait faire jouer au champ gravitationnel et au champ élec-
tromagnétique des roles symétriques; comme le premier est donné par le
caractére géométrique de I'Univers, les deux champs devraient donc
émaner d’une méme géométrie;

(b) les deuzx champs devraient pouvoir se fondre en un méme hyper-
champ, dont ils ne seraient plus que deux aspects différents; lun des
aspects devrait pouvoir disparaitre complétement pour que [existence
méme de l'un des champs soit liée de facon covariante aux changements
de systeme de référence de la géoméirie dont ils émanent.

Cette deuxiéme proposition parait d’une exigence bien sévére : s)il
semble normal que le champ électrique et le champ magnétique
jouent des réles paralléles vis-a-vis du champ électromagnétique, il
semble anormal qu’il doive en éitre de méme du champ gravitationnel
et du champ électromagnétique vis-a-vis d’un certain hyperchamp
unilaire; on peut admetire de pouvoir faire disparaitre le champ
électromagnélique de sorte que, pour certains observateurs, il ne
subsiste plus que I’aspect gravitationnel du champ. Il semble exagére
de prétendre pouvoir faire disparaitre le champ gravilationnel qui,
al'échelle astronomique, est largement prépondérant, et de pouvoir
envisager des observateurs pour lesquels subsisterait seul un champ
électromagnétique.

Nous laisserons donc de cdté la proposition () et définirons ce que

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1951. 37
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nous appellerons théorie unitaire au sens logique a I’aide de la seule
proposition (@).

Examinons quelles conditions sont impliquées dans cette proposi-
tion : une telle théorie doit pouvoir se ramener, au moins en premiére
approximation, a la théorie provisoire. Elle doit donc se ramener a la
théorie de la Relativité générale lorsqu’on annule le champ électro-
magnétique. Dans les équations d’une telle théorie, les deux champs,
qui comme nous l'avons dit doivent émaner d'une méme reéalité
géométrique, devront intervenir aux premiers membres sous forme
de tenseurs de nature purement géométrique. Les seconds membres
seront nuls dans une théorie du vide étudiant le cas extérieur au sens
unitaire (I’'Univers ne contient aucune forme d’énergie autre que
gravitationnelle ou électromagnétique ). Dans le cas intérieur au sens
unitaire, les seconds membres des équations devront représenter,
sous une forme tensorielle convenable, ce qui crée les champs, c’est-
a-dire la matiére chargée ().

Enfin, comme le phénoméne élémentaire est régi dans la théorie
relativiste purement gravitationnelle par le principe des géodésiques,
il semble indiqué, compte tenu des réles unifiés joués par les deux
champs, de vouloir étendre ce principe a une théorie unitaire; il sera
préférable que le phénoméne élémentaire unitaire, c’est-a-dire la loi
du mouvement d’une particule électrisée, soit régi par le principe des
géodésiques dans l'espace géométrique représentant les champs,

(') Historiquement, I'unification des champs électrique et magnétique par
I'introduction du temps comme quatriéme coordonnée conduisit Kaluza dés 1921
a tenter 'unification des champs gravitationnel et électromagnétique par 'intro-
duction d'une cinquiéme coordonnée. La théorie de Kaluza n’est pas unjtaire au
sens physique et c’est bien a ce caractére que Einstein et Pauli font allusion
lorsqu’ils en parlent en ces termes (bibl. [37]) : « ... la cinqui¢me coordonnée
est traitée de facon tout a fait différente des autres. Par conséquent les compo-
santes du champ électromagnétique se transforment indépendamment de celles
du champ gravilationnel et les deux champs ne sont unifiés qu'en apparence ».
Par contre, la théorie de Kaluza réalise l'unification au sens logique mais sera
encore soumise sous cet aspect a deux sortes de critiques : la premiére porte sur
Pintroduction @ priori d’'une cinquiéme coordonnée sans signification physique,
la seconde sur ses équations. Comme on le verra plus loin, ces deux questions
sont largement examinées dans le présent travail.
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plutdt que d’étre régi dans cet espace par un principe d’extremum
portant sur une fonction autre que son ds* (').

Dans la théorie provisoire, le phénoméne élémentaire unitaire n’est
pas régi par le principe des géodésiques, mais par un principe
d’extremum portant sur une fonction qui dépend de la particule que
'on considére. Comme cela va étre le point de départ de notre étude,
reprenons en détail 'étude des trajectoires d’une particule électrisée
dans la théorie provisoire.

6. LEs TRAJECTOIRES D'UNE PARTICULE ELECTRISEE DANS LA THEORIE
provisolkE. — Considérons d’abord de I’énergie introduite dans un
domaine d’Univers sous forme diffuse; le tenseur correspondant a un
schéma matiére-champ électromagnétique est donné par

Ty=puit;+ 7y

o et u; ayant les significations du paragraphe 1, <;; étant donné par

(3.1).

Les équations d’Einstein s’écrivent

1 .
Sy=Ry— - g;R=yTy;

on doit leur adjoindre les équations de Maxwell-Lorentz (3.3) et
(3.4).

Etablissons le systéme différentiel aux lignes de courant & partir
des conditions de conservation. Il résulte des identités de Bianchi que
le tenseur S;; satisfait aux quatre conditions de conservation

V,S;: 0.

Par suite, le tenseur T}; satisfera a

V,T;: (0]

(*) On verra plus loin qu'un probléme de calcul des variations, nous appor-
tant plus que ce que nous sommes logiquement en droit d’en atténdre, nous per-
mettra d’envisager le phénomeéne élémentaire comme régi par le principe des
géodésiques dans un espace de Riemann a cinq dimensions.
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ou

(6.1) V,-(pu"u,)ﬂ—V,-?f-:o.

Si I'on calcule V; <}, on trouve, en tenant compte des équations de
Maxwell,
V{r} o Fi/'Ji.

Attribuons alors au courant électrique le caractére d’un courant de
convection et posons
Ji—= (.Lui,

w représentant la densité de charge élecrique.
L’équation (6. 1) s’écrit
(6.2) u;Vi(pu) +ou!Viu;+ uFui=o.
De plus, le vecteur u; étant unitaire, nous avons
wu;=1 et wVu;—o.

Des équations (6.2) nous tirons alors par multiplication par u/ et
sommation

(6.3) Vi(pul) =o,
en tenant compte du fait que
uwFjjuiuj—o,
a cause de I’antisymétrie de F;.
(6.2) donne alors

(6.4) uiV,-uj:':Fﬁui.

L’¢quation (6.3) joue le role d’une équation de continuité; les
équations (6.4) sont les équations différentielles aux lignes de cou-

rant. On démontre de plus (*) que le rapport ;—L reste constant le long

d’une ligne de courant.

(*) Cf. Licungrowicz (bibl. [39]).
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Considérons & présent un schéma matiére-champ électromagnétique
homogéne, c’est-a-dire pour lequel % est une constante absolue et

démontrons que, pour un tel schéma, les lignes de courant sont les
extrémales de 'intégrale

o:f [(gi,.i'ij:)‘_‘+‘;—j’¢,a}" du

ol u est un paramétre arbitraire dont dépendent les 2/, &' la dérivée
de x’ par rapport a u et o; le potentlel-vecleur Les x fonctions de u
définissent une courbe C; calculons la variation de ® en variant C &
extrémités fixes; posons

1
W= (gyaiiai) + &

0.,
On aura
IW T
‘j [du ( 9% ) - %l oxt du.
Or
IW ..du 7
o0 =gi,-x'7$ -+ 591‘3
oW v, a ,
d—a’;: é d,-gk/‘z‘k.l'l?ig —+- &diqgkx“.
D’ou

My
_ 0P —=— . I:ds<()1—|— (19) —d Sr1s kpl f—i() CD/V‘J oxtids

M,
— [ViV;Vi+ [(;—LF,-W/] dxt ds,

M,

|

en désignant par ¢; le vecteur unitaire tangent a C.
Les courbes réalisant 'extremum de ® sont donc les solutions des
équations

viV,-v,: gF/ivi,
qui sont identiques aux équations (6.4) des lignes de courant, ce qui

établit le résultat.
Considérons & présent le schéma matiére-champ électromagnétique
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distribué dans un tube d’Univers de frontiére S et supposons réalisées
les conditions de Schwarzschild étendues a ce cas :

[l existe un systéme de coordonnées tel que les potentiels g;; et o; ainst
que leurs dérivées premiéres sotent continus a la traversée de S.

On peut alors faire tendre le tube d’'Univers vers une ligne, qui
sera décrite par une particule électrisée. Le rapport % sera donné par

le rapport de la charge e de la particule a4 sa masse m et nous obtenons
le résultat suivant :

Les trajectoires d’une particule électrisée de charge e et de masse m
sont les extrémales de l'intégrale

. Uy - i
e 2T (4 .
f [(giixl‘ll’./)- -+ "n' (‘J[wl] du.
u

0

Ainsi, les trajectoires d’une particule électrisée ne sont pas des
géodésiques de I'Univers, mais apparaissent comme les géodésiques
d’un espace de Finsler associé a 'Univers, dont la métrique est
donnée par

K
ds' = (gy datdx/)* + ;;—cpi dzi.

. e . . N
Mais, comme le rapport —est variable d’une particule a une autre,

c’est & chaque type de particule qu’il faut attacher un espace de
Finsler du type précédent. Nous sommes ainsi conduits a étudier un
ensemble de familles de géodésiques, chaque famille étant associée a

. €
une certaine valeur de —

7. ENONCE D'UN PROBLEME DE CALCUL DES VARIATIONS. — Nous allons
rechercher s’il est possible de trouver une représentation paramé-
trique pour 'ensemble de ces géodésiques. L'ensemble des familles
de géodésiques apparaitrait alors comme les extrémales d’une inté-
grale portant sur une fonclion délerminée’ construite a partir de ds/,

. - - . e
contenant une variable z° nouvelle, mais indépendante de —- La
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. e . . . ., . e .
variable auxiliaire z° se substituerait & la quantité variable — en uni-

fiant en une seule famille 'ensemble des familles précédentes.

Cette question se rencontre souvent en Mécanique et nous montre-
rons le parti que I'on en peut tirer. Nous allons donc étudier dans la
seconde partie de ce chapitre le probléme suivant :

Etant donné une fonction L(x, o', h) (i=1, 2, ..., n), dépen-
dant d’un paramétre arbitraire h, trouver une fonction F(x*, 2'¢)
(e=o0,1,...,n) dont les géodésiques donnent une représentation
paramétrique pour l'ensemble des géodésiques de L correspondant aux
différentes valeurs de h.

II. — Un probléme de calcul des variations ().

1. — PosITioN ET RESOLUTION DU PROBLEME.

8. Posé sous cette forme, le probléme n’est évidemment pas déter-
miné, puisqu’en multipliant la fonction L par une fonction arbitraire
J(h) du parameétre A, la fonction obtenue f(4)L admet les mémes
géodésiques que la fonction L. L’introduction d’un facteur f(A)
permetira donc d’obtenir des fonctions F pourvues d’un large degré
d’arbitraire. C’est donc par le probléme inverse, celul qui consiste a
déterminer L connaissant F que nous allons commencer (?). La

(*) Ce probléme et son application a la Dynamique analytique ont fait Pobjet
d’une Note aux Comptes rendus de U'Académie des Sciences, t. 22k, 1947,
P- 529.

(2) Cest ce probléme inverse qui s’introduit dans la question suivante de
Mécanique analytique : soit un systéme dynamique a n—+ 1 degrés de liberté
q", ¢', holonome, a liaisons parfaites et bilatérales, et conservatif; envisageons
le cas ou ’on a une intégrale premiére donnée par le fait que le lagrangien £ ne

>

dépend pas explicitement de ¢°. Si l'on résout (% =/ par rapporta ¢'°, sil’on

porte cette valeur de ¢'° dans le lagrangien et si 'on écrit aprés coup les équa-
tions de Lagrange, on commet une erreur qui consiste a utiliser un lagrangien
réduit incorrect. Une théorie correcte du lagrangien réduit s'élabore aisément
a partir du vésultat du paragraphe 9.
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fonction L ne dépendant pas de la variable 2, nous n’envisagerons
que le cas ou la fonction F elle-méme ne dépend pas de 2°; en effet,
st F dépendait de x°, cette variable s’introduirait nécessairement
dans la fonction L. Nous écrirons donc F(z', 2", 2'*) (i =1, 2, ..., n).

9. Déerermination pE LA FoNcTION L. — Nous supposerons de plus la
fonction I homogéne et du premier degré par rapport aux x'*. Cette
hypothése n’introduit pour F aucune restriction nouvelle, étant
donné que 'on peut toujours se ramener a ce cas par un changement

Considérons les x* comme des fonctions d'un paramétre arbi-
traire u; le systéme différentiel aux géodésiques de la fonction F
admet I'invariant intégral (*)

N OF . OF
w_z-d?,iax ; Wu&z

z

de paramétre ('). Enfin nous supposerons différent de zéro.

et I'intégrale premiére
JF

0x'®

(9.1) =h.

Considérons la famille G, des géodésiques de F correspondant a
une certaine valeur de /; on tire de (9.1)

2= o(zl, 2, h),
o étant une fonction homogéne et de degré 1 par rapport aux z'.
Pour les Gy, le dernier terme de w, hdz°, est une différentielle

totale exacte et il en résulte pour le systéme différentiel aux géodé-
siques Gy, I'existence de I'invariant intégral tronqué

— oF . .
i

(1) Cest, au contraire, lorsqu’on particularise le paramétre utilisé que I'on est
amené a considérer des fonctions non homogénes par rapport aux dérivées : on
verra plus loin comment le lagrangien d'un systéme dynamique, non homogéne
lorsqu’on particularise le role du temps, devient homogéne et du premier degré
sous sa forme « relativisée ».

(3) Cf. Elie Cartan (bibl. [6]).
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Or, ’homogénéité de F permet de transformer le résultat précédent :
on a

g%,—ia”—i— :;,0 " =F,
donc si ’on pose
L= :—[T-.x’i_—._ [z, &', (i, 2, b)) — ho(xf, 2/ k),
xl

les coefficients de w ne sont autres que les dérivées partielles de L

par rapport aux z'.
Ainsi les fonctions ¢ définissant les géodésiques Gy, définissent
également les géodésiques de la fonction L et nous pouvons énoncer :

Etant donné une fonction F des variables x* et 2'* (o = o, 1, ..., 1),
ne dépendant pas explicitement de x°, homogéne et du premier degré par

£ 0, les extrémales de U'intégrale

rapport aux x'* et telle que _OF
P ‘ q (d(l?/o )2

iy
f F(zi, 2%, 2°) du
Uy

coincident avec U'ensemble des familles G, des extrémales correspondant

Uy
a une certaine valeur de h de U'intégrale f L2, 2", h)du.
7N

La fonction L est donnée par

(9.2) L(zi, 2/, hy =F[x!, 2", ¢(z/, ', h)] — ho(ai, %, k),
s'obtenant en résolvant o _ h tax':
] 5z = h parrapport a x'°:
(9.3) =g (!, 2, h).
10. DetermiNaTION DE LA FoNcTiON F. — KEtudions maintenant

comment peut s’exprimer la fonction F d’ou nous sommes partis a
I’aide de la fonction L obtenue en (9.2).
Dérivons L par rapport a 4 :
oL JF 9¢ 09
Oh = 9z on " "on — ¥
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1951. 38
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Compte tenu de I'intégrale premiére (9.1), on a

JL

= o(xl, ', h)

et 'on connait la fonction ¢ a partir de L.
Si nous résolvons (9.3) par rapport & A, on obtiendra

(10.1) h = (xf, 2 2°).

Alors la fonction F s’exprimera nécessairement par la formule
(9.2), ou ~ et o sont remplacés par leurs valeurs (10.1) et (9.3),
c’est-a-dire par

(10.2) F(zi, 2, 2°)=L| &, 2", U(z, 2", 2°)| + 2 Y(zt, 2%, 2'°).

Si nous partons a présent d'une fonction L (homogéne et du
premier degré par rapport aux 2'') quelconque, mais telle toutefois

D)

oL L .15 .
ue -—— £ 0, NOUs pPoserons oL =—2x'°, d’o1 'on tirera
que 5z 705 p oh ’

h =4z, 2 2).

Considérons a prior: la fonction I donnée par (10.2). Il lui corres-
pond, d’aprés le paragraphe précédent, une fonction L, qui s’écrit

Li=F(x, 2 ') — hz'®

et d’aprés la forme de F, ona L,=L.
Comme la fonction F fournit la fonction L,, c’est cette fonction F
qui est associée a la fonction donnée L et nous pouvons énoncer :

Etant donné une fonction L(z', ', h) (i=1, 2, ..., n) homogéne
. ; 2L gy -

1 N / .
et du premier degré par rapport aux x'* et telle que 5z 7 05 il lut corres-
pond une fonction F des x* et des ' («=o0, 1, ..., n) ne dépendant
pas explicitement de x°, homogéne et du premier degré par rapport aux
x'*, et une seule, répondant au probléme posé. Elle est donnée par

F(xil x/i7 lxlo) = L[xi’ x”? L{)(xi’ x,[’ _1;’0)] + xl0¢(xi7 x’i} x/0)7

ou lon a posé
JL

S0 —

— ok
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et ot Y est la_fonction obtenue en résolvant cette équation par rapporta h :

h=d (i, 2, 2°).

11. L’étude précédente établit entre les fonctions F et L consi-
dérées une relation biunivoque. Mais, ainsi que nous I'avons déja
signalé, ce ne sont pas les fonctions L elles-mémes qui ont de I'intérét
mais leurs géodésiques. Ainsi, si’on considére les géodésiques d’une
certaine fonction L, on pourra faire subir au préalable a cette fonction
toute modification qui laisse invariantes ses géodésiques; mais, une
fois la forme de L fixée, il lui correspondra une fonction F bien
déterminée.

Nous pourrons profiler de cette latitude pour obtenir des fonctions
F d’un type déterminé. Un cas particuliérement intéressant en Méca-
nique classique ou relativiste est celui ou 'on pourra obtenir une
fonction F définissant une métrique riemannienne.

Nous allons donc étudier la fonction L associée & une fonction F
définissant une métrique riemannienne.

12. Erupe p’une METRIQUE RIEMANMIENNE. — Considérons la fonction F
définie par
F'—':y;‘\ux"’w/\“ (%, =0, 1, ..., n),
les coefficients y,, étant des fonctions données des 2 symétriques par

rapport aux indices x et 1, et ne dépendant pas de la variable z°.
Mettant les termes contenant 2 en évidence, on peut écrire

(12.1) Py (2) + 2vpaa’ + v a'iall (&, j=1,2, ..., n).

ilf,; = h nous donne
ox

(12.2) w0+ i@ = I F.

Nous devons en principe tirer z'* de (12.2) et porter cette valeur
dans
(12.3) L=F — hz'v,

c’est-a-dire en fait éliminer 2'° entre (12.1), (12.2) et (12.3). Pour
cela, nous sommes amenés a distinguer deux cas bien distincts :
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a. Yoo#0. — Groupons les termes contenant 2'° dans F en
amorcant la décomposition en carrés
1 [ 1 d(F2)7)2 \
Fre b
Yoo |2 02" ] +
F, étant donné par
Fi=gijax'ta"
en posant
I
gu="yy— 0
On a alors
F 2
L [ LY O AL
Yoo 0x'° Yoo
(12.4) F2<1— ’”):F;.
Yoo

L’élimination de 2'° entre (12.1) et (12.2) étant ainsi effectuée,
nous pouvons éliminer 2'° entre (12.2) et (12.3), ce qui donne

ar -~

L:F(l — IL) +h o z't
100 i
puisque

20— h¥ . zj/i.

Yoo oo

Remplagons enfin F par sa valeur tirée de (12.4) :

h* Nio 1
L=¢{\/1— Fy+ hi2 gt
Yoo Yoo

ou encore en explicitant

(12.5) L(ai, 2%, h) = \/ h* Vgl + h?ﬂ 2t

I — —
Yoo Yoo
Nous pouvons donc énoncer :

Dans le cas ot la fonction F(xi, 2", x'°) définit une métrique rieman-
nienne avec un coefficientde (x'°)* différent de zéro, la fonction L(z', 2", )
correspondante a la forme d’une somme de la racine carrée d’'une forme
quadratique par rapport aux x'* et d’'une forme linéaire par rapport
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auz x''. La facon dont la constante h figure dans cette fonction L est
précisée par la formule (12.5).

b. Yeo=o0. — Eliminons d’abord F entre (12.1) et (12.2); (12.2)
donne

Portons dans (12.1) :

(Yiox'!)?
h?

= avpxia + y,;alxl.

Cette équation étant linéaire par rapport a z’°, tirons-en

Yio 2 i izl

0 —
al— :
2 h? 25X

X

et portons cette valeur dans (12.3) :

L— me/z ‘;’iow’i L h .),il,x/ix// .
—  h 2h 2vpx’t’
C vyt 1 ,
(12.6) L(x‘, .Z'l, Il):h'—, —|———"v'ioxl.
2V’ of!

Nous énoncerons donc :

Dans le cas ot la fonction F(x', x', 2'°) définit une métrique rieman-
nienne avec un coefficient de (x'°)* nul, la fonction L(x', 2%, h) corres-
pondante a la forme d’'un quotient d'une forme quadratique par rapport
aux x'° par une forme linéaire par rapport aux x'* augmenté de cette
forme linéaire elle-méme. La facon dont la constante h figure dans cette
Jfonction L est précisée par la formule (12.6).

13. PROBLEME INVERSE : OBTENTION D’UN ds® RIEMANNIEN. — Les considé-
rations du paragraphe 11 nous permettent d’affirmer que, inverse-
ment, on ne pourra obtenir pour fonction F une fonction définissant
un ds® riemannien que si la fonction L de départ peut étre mise sous
I'une ou 'autre des formes (12.5) ou (12.6) et nous énoncerons :

Dans le cas ot la fonction L. peut étre ramenée a la forme (12.5),
Uensemble des familles G, de ses géodésiques peut étre représenté para-
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métriquement par les géodésiques d'un espace riemannien oi Y,o5£o0.
Dans le cas ou la fonction L peut étre ramenée i la forme (12.6),

Lensemble des familles G, de ses géodésiques peut étre représenté para-

métriquement par les géodésiques d’un espace riemannien ou Yoo ==0.

Nous ne pouvons rien dire de plus de ce probléme sous cette forme
générale : il faudrait en effet faire des hypothéses sur la facon dont
intervient dans L la constante & laquelle on désire faire jouer le role
de la constante 4. Nous utiliserons plusieurs fois dans la suite le
résultat précédent : dans certains cas, la fonction prise pour fonction
L. sera dépourvue de constante devant jouer le role de 4 et notre but
sera uniquement de nous ramener i une question de géométrie
riemannienne : dans I’étude du probléme unitaire, il nous sera pos-

sible d’atteindre le double but d’éliminer la constante % et de nous

ramener a un probléme de géométrie riemannienne. Avant d’aborder
ce probléme, nous allons appliquer nos résultats a la Dynamique
classique.

2. APPLICATION A LA DYNAMIQUE CLASSIQUE.

14. Nous allons montrer comment les résultats précédents
donnent la clé des rapports existant, non seulement entre le prin-
cipe d’Hamilton et celui de Maupertuis, mais encore entre le ds*
d’Eisenhart (*) et le principe d’Hamilton. De plus, nous serons
conduils & envisager un ds* nouveau lié au principe de Maupertuis.

Nous partirons du principe d’Hamilton, que nous mettrons d’abord
sous une forme « relativisée » invariante dans ’espace-temps de
configuration. On obtiendra ainsi une fonction qui répondra aux
conditions d’homogénéité de notre probléme. Considérant alors cette
fonction comme une fonction L, nous montrerons que la recherche de
la fonction F associée conduit 4 un ds* riemannien & n- 2 variables,
qui généralise celui donné par Eisenhart. Considérant ensuite celte
méme fonction comme une fonction F, nous montrerons que la

(*) Cf. E1sennart (bibl. [9]).
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recherche de la fonction L associée conduit au principe de Maupertuis.
Enfin nous serons amenés 4 remonter du principe de Maupertuis
d’une facon différente de celle qui redonne le principe d’Hamilton et
nous serons conduits 4 envisager un ds* nouveau a n -+ 1 variables, la
(n—~+1)*™ n’étant alors plus le temps.

13. Le princiee p’Hamiwton. — Soit un systéme dynamique a
n degrés de liberté caractérisés par les paramétres ¢'(: =1, 2, ..., n),
holonome, & liaisons parfaites et bilatérales, et conservatif.

Les équations différentielles du mouvement du systéme s'écrivent,
en variables de Lagrange ¢/, ¢/, ¢ :

dgt y
="
d (dﬁ’ ars
—|=—= ) — == =o,
dt\ dq" dg’

£2 désignant le lagrangien T + U.
Ce systéme différentiel aux extrémales de ’action hamiltonienne

fﬁ(g", ¢, ¢')dt est caractérisé par le fait d’admettre linvariant
intégral relatif de Cartan

o= 5ide'—Hadr,

H représentant la fonction hamiltonienne T,— T, — U.
Cet énoncé, qui constitue le principe de Cartan, peut étre mis sous

une forme invariante par rapport aux transformations faisant inter-
venir le temps

= fq, t).
Pour cela posons

t — qn—H’

nous aurons alors n—+-1 paramétres ¢* que nous considérerons au
cours du mouvement comme des fonctions d’un paramétre auxiliaire u.
Nous poserons

. dg*
d—— L
"= e’
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si bien que

Faisons ce changement de variable dans Dintégrale ‘d’action
hamiltonienne

ff(q"» 4, q")de :/L"(q",q"*’, q—":) g"1 du.

Au lagrangien 2(¢, t, ¢'*) se substitue la fonction
" . - 9\
f(q:!, q 1) — q"+1.1.a <qz’ f/n—H‘ W ) .
Le facteur ¢*** rend f homogéne et de degré 1 par rapport aux ¢*
et permet d’écrire
o _ox
¢ dg"’

tandis que ’hamiltonien H s’introduira par

or

g =~ H-

Dans ces conditions, I'invariant intégral relatif de Cartan s’écrira

® _—.2 (%dq“.
[

Cette forme a le grand intérét de permettre d’obtenir les équations
du mouvement dans n’importe quels systémes d’axes en mouvement
les uns par rapport aux autres.

Explicitons la fonction f(g*, ¢*) en nous donnant la force vive sous
la forme habituelle ‘

2T =a;q'"q"/+ 2b,;9""+2T,.

On a
£ (qi’ g qg;> = ;au% ~+ b; q'Zi’ +T,+ U,
et
(15.1) Sg® )= ‘;"';I.‘,",ZZ" i+ To U) oo,
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Nous énoncerons donc le principe d'Hamilton sous la forme :

Les trajectoires d’un systéme dynamique holonome, d liaisons par.faites
et bilatérales, et conservatif sont défintes tntrinséquement dans l'espace-
temps de configuration comme étant les géodésiques de la fonction

f(q%, ¢*) donnée par (15.1).

16. Passace pu priNciPE D'HAMILTON A UN ds? RIEMANNIEN A 7 2
variasLes. — Cette fonction f(g¢*%, ¢*) étant de la forme quotient d’une
forme quadratique par une forme linéaire augmenté de cette forme
linéaire elle-méme, nous pouvons ramener I'étude de ses géodésiques
dans 'espace-temps de configuration a I'étude des géodésiques d’un
espace de Riemann a n 4 2 dimensions et a vy,, nul dont nous allons
déterminer le ds*. f(¢*, §*)étant dépourvue de constante devant jouer
le réle de A, nous identifierons cette fonction avec ce que devient la
fonction (12.6) pour une certaine valeur, soit B, de la constante A.

Pour faire cette identification, nous écrirons d’abord f sous la
forme

(g% 4%) = @ q'q + 204" g " + 2(To+ U) (¢"+*)*
754 - Qq'n+1

Quant a la fonction L donnée par (12,6), nous devons ’écrire
pour n—+1 variables avec une forme linéaire au dénominateur se
réduisant au seul terme vy,., ,¢"**; on aura donc

. Yo §* G° 1 .
L(qa} ql, h): hﬂ.q_._i_ Y,H_I’an+1 (CZ‘, 521’ 2, .ut, n+1),

2Ynr1,04" " 2h

L(g% ¢%, B)= BQT&BQ"(JB 4 (Ynat,0)? (qn+1)2_

2B Yn+1,0 g+t

L’identification donne

bl: B Yi,n—;-l .

a;— B Yii .
yy— y

)
Yn+1,0 Yn+1,0

2(Ty+ U) = BQY!H—I,IH—l -+ (an—l,o)g )
BYynit,o

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1g51. 39
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La solution dépend d’une fonction arbitraire Y., o= B{ des g% et
s’exprime par
| Yy=VYay,  Yn,0=B¢,
Yi,n+1= ¢bi, Yio= O,
Ynetnmr=2Q(Ty + Uy + 2,

La fonction F associée s’écrit alors
*=diaygq/+2bi¢'¢" 4+ [2(To+ U) — ¢ ] (¢gn )2+ 2Bgn+1 g0,
si bien que le ds* cherché s’écrit

(16.1) ds*=V{{a;dgidg/+ 2b;dq'dt + [2(Ty+ U) — | dez +2Bdedg®}.

Ce ds* généralise celui d’Eisenhart, qui s’obtient en prenant lafonc-
tion { égale a une constante et en le divisant par ¢ :

dsi=a;;dq'dq/+ 2b;dq' dt +- 2(To+ U,) de* + 2B dt dg°,

avec
2U1: 2U — LP,

la fonction de force n’étant définie qu’a une constante addilive pres.
Nous allons a présent donner la signification de la variable supplé-
mentaire ¢° et préciser de quelle facon se réalise la représentation
paramétrique des trajectoires du systéme dynamique.
Si I'on considére le ds* donné par (16.1), on a, en prenant pour ¢
une constante positive,

ds? .
(16.2) d';:k,b(zﬁ,+ 2g™)

en posant 22, =T 4 U,, et en prenant B=1.

, , . JoF ds?
D’autre part, I’équation r h =B donne avec F*= T
dt_ 1 _
ds ¢ 77

relation qui indique que pour ces ds* I’arc est proportionnel au temps.
On tire alors de (16.2)

910:— L2+ %Jv
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d’ou

t,

' ¢
0 — —_—
= fto ,L?1¢z't—|—b—|—w2

Ainsi.¢° est déterminé sil'on choisit les deux constantes a et b. Si
ce choix est fait une fois pour toutes, il y a correspondance biuni-
voque entre les géodésiques de'espace riemannien a » +- 2 dimensions
défini par (16.1) et les trajectoires du systéme dynamique considéré
dans I'espace-temps de configuration.

La correspondance biunivoque que nous venons de réaliser avec
des géodésiques non minimales peut également étre réalisée avec des
géodésiques de longueur nulle :

ds’= o0 donne

4
q/o—_——fi et qO:—f E’l dt+b,
t

le choix fait une fois pour toutes de la seule constante b fournit la
correspondance biunivoque annoncée.
Résumons cette étude par I’énoncé suivant :

Les trajectoires du systéme dynamique envisagé sont dans lespace de
configuration les géodésiques d'une fonction non homogéne £="T 4+ U
(principe d’'Hamilton sous sa forme ordinaire). Elles sont les géodé-
siques de lespace finslérien constitué par Uespace-temps de configuration
doué de la métrique (15.1). Elles peuvent étre mises en correspondance
biunivoque avec des géodésiques d'un espace riemannien @ n + 2 dimen-
stons par le choix de deux constantes si Uon prend des géodésiques non
munimales, par le choix de deux constantes si on prend des géodésiques
non minimales, par le choiz d’une seule constante st I'on prend des géodé-
siques de longueur nulle (*).

17. Passace pu priNcipE p’Haminton Au priNCIPE DE MAUPERTUIS. —
Considérons a présent la fonction f qui intervient dans le principe

(1) Signalons encore que cette fagon de mettre en correspondance les trajec-
toires du systeme dynamique avec des géodésiques d'un espace riemannien peut
étre utile dans des études de stabilité de mouvements, qui se trouvent ainsi
ramenées 4 des problémes « d’écart géodésique ».



306 ‘ Y. THIRY.

d’Hamilton comme une fonction F en faisant jouer au temps le role de
la variable z°. Pour cela, nous sommes amenés & nous placer dans les
conditions du paragraphe 9; nous allons donc supposer f indépen-
dante de ¢"*'; autrement dit nous supposons que le lagrangien ne
dépend pas explicitement du temps, c’est-a-dire que nous sommes
dans le cas d’intégrabilité de Painlevé.
Reprenons la fonction (15.1)

aijg'q’
2q"l+l

f(qi’ q't, q'n+1) — -+ b[qt+ (T0+ U)q'n+1

et effectuons sur elle les calculs du paragraphe 9 :

of a;giql _
dgn+? - 2 (gn+t)? + To+U=".

Cette équation exprime que le systéme différentiel des équations
du mouvement admet l'intégrale premiére H = const.
On a vu en effet au paragraphe 15 que
A
dqn—H
On en tire que
_a;q'q’

(@)= ST 0 =Ry

et en portant dans L= f—ho, on a

L(q[, q[, h): —;\/al,q‘q/\/z(To—i— U— /l) -+ biqi

(e OWETT T
Ve(To+U—h) 2(To+U—h)

soit

(17.1) L(gi ¢ty h)y =V2(To+ U — h)Va;¢'4;+ b ¢

Nous sommes donc amenés 4 énoncer le principe de Maupertuis
sous la forme suivante :

Dans le cas ou le systtme dynamique considéré admet Uintégrale
premiére de Painlevé H = const., les trajectoires & énergie totale déter-
minée E sont définies dans l'espace de configuration, indépendamment
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de la lot de parcours, comme étant les géodésiques de la fonction (17.1)
ot h=—E.

18. Passace pu prINCIPE DE MAupERTUIS A UN ds® nouveau. — Celte
fonction étant de la forme racine carrée d’'une forme quadratique
augmentée d’une forme linéaire, nous pouvons ramener I'étude de ses
géodésiques a I'étude des géodésiques d’un espace de Riemann a
n—+1 dimensions et & y,,5% 0; la (n—+1)"*" variable ne représentera
alors plus le temps. Nous nous occupons ici des trajectoires a énergie
totale déterminée et envisageons donc notre fonction comme étant
dépourvue de constante devant jouer le réle de la constante 4; évi-
demment, si nous faisions jouer & — E le rdle de la constante 4, nous
pourrions remonter du principe de Maupertuis au principe d’Hamilton.

Nous ferons d’abord les calculs pour une fonction L dépourvue de
constante 4 et représentée avec les notations

Lz, o'ty =\ a,xia] + B, 2.

Formons une fonction L, (2, ', h) qui se réduise & L(a/, 2'%)
pour une certaine valeur, 1 par exemple, de la constante /; pour cela,
Yoo €tant une fonction quelconque des x/, posons

I * 1 %
O y—\|1— — | &j,; = -
! < Y00> =g
. A . . * x .
Ces relations définissent des fonctions «;; et B3; des @' et nous
prendrons

Nous obtenons ainsi pour L, :

Li(&, &%, h) :\/1 —_ = \/al,x ixll 4 —ﬁ x't,

La fonction F associée est définie par

2l Jipnl
FP=y 22+ 2% 2" 4 v, (20)2,
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55 ":*ﬁh

Yij = Ot,] Yio

ou, en revenant aux fonctions données o;; et {3,

Yij = Yoo < — + Bi 5/> Yio= Yoo B:-
Yoo— I

Remplagons alors «;; par 2(T,+ U+ E) a;; et §; par b;; nous
obtenons le ds* cherché

ds*=1v,, % [Z—L{FI—J—:_—E)- a;j+ b,-b,-] dgtdq/+ 2b;dg' dg®+ (dg°)? i .
00 — i
Pour simplifier, il nous est loisible de prendre y,, = 2 et d’envisa-
ger le ds* suivant, obtenu aprés division par 2,
(18.1) ds*=[2(Ty+ U+ E)ay+ b;6;]dg' dq/ + 2b;dq' dq’ —+- (dgq°)?

ou
ds*=2(To+ U+ E)a,; dg' dg/+ (dg"+ b dg')*.

L’interprétation de la variable ¢° pour le ds* (18.1) et la représen-
tation paramétrique des trajecloires du systéme dynamique se fera ici
de la facon suivante :

JF o ds*

37 — h donne avee F>*=2 T

C2(To+U+E)ayq"q/+ (¢°+ big" )y =2(g" + biq")

et en prenant A=r :

ou
q"°=2yT,(To+ U—+E)—T,.

En introduisant le lagrangien £=T,+ T,+ T,-+ U et en tenant
compte de la relation T, — T, — U =E, on peut écrire

qg°=£ +E—2T,,

1N ty
qo:f fdt—i-Et—zf bidgi+ k.

& to

d’ou

Le choix fait une fois pour toutes de la constante d’intégration £
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établit une correspondance biunivoque entre les trajectloires dans
'espace de configuration du systéme dynamique considéré et les
géodésiques de l'espace riemannien défini par (18.1).

Ainsi, dans le cas ou le systéme dynamique considéré admet'intégrale
premiére de Painlevé, ses trajectoires a énergie totale déterminée peuvent
étre mises en correspondance biunivoque avec les géodésiques de l'espace
riemannien a n -1 dimenswons défini par (18.1). Quant a la lov de
parcours sur les trajectores, elle est définie par U'intégrale de Painlevé
elle-méme.

Sans nous étendre davantage sur ces questions de Dynamique
classique, revenons au probléme unilaire & partir duquel nous avons
été conduit a dégager le probléme de calcul des variations que nous
venons de traiter.

3. APPLICATION AU PROBLEME UNITAIRE.

19. Nous avons vu que, dans la théorie provisoire de 1’électro-
magnélisme, les trajectoires d’une particule électrisée de masse m et
de charge e apparaissaient dans l’espace-lemps de la Relalivité
générale comme les géodésiques de la fonction

. —_— e .
oz, 2y = \/ g atal + —n;cp,-x“.

Nous nous étions alors posé la question de savoir s’il était possible
de trouver une représentation paramélrique par géodésiques des
trajectoires de toute particule électrisée, étant donné que le rapport

e . ) : : 1er . .
— varie d’un type de particule 4 un autre. Nous avons été ainsi

conduit a résoudre un probléme de calcul des variations et nous
pouvons affirmer & présent qu’une telle représentation est possible.

Mais I’étude d’'une métrique riemannienne a n - 1 variables nous a
conduit & envisager deux types de fonctions L dont I'un, celui qui
correspond au cas ol Y,, est différent de zéro, est précisément celui
de la fonction ¢(z/, '). Ce fait est du plus grand intérét, car il va
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nous étre possible de trouver une représentalion paramétrique des
trajectoires des particules électrisées, non seulement comme extré-
males d’une intégrale portant sur une fonction définie sur un espace
a cinq dimensions, mais comme géodésiques d’un espace de Riemann
a cinq dimensions.

Cest ce résultat, qui dépasse ce a quoi nous pouvions nous attendre
logiquement, qui nous invite & poursuivre dans cette voie. L’intro-
duction d’une cinquiéme coordonnée, faite malhématiquement a
partir de la recherche d’une représentation paramétrique, se jusltifiera
donc par le fait qu'elle confére aux trajectoires des particules élec-
trisées le role de géodésiques qu’elles perdaient dans 'espace-temps
et que, en plus, le nouvel espace a envisager est, comme ’espace-temps
lui-méme, un espace de Riemann.

20. DETERMINATION DE L’ESPACE DE RIEMANN A cINQ pIMENsiONs. — Pour
déterminer cet espace de Riemann, il nous suffit de ramener la
fonction

Jodiz o & o
V&ij o P

ala forme

h? — h
\/1 — = Vguaal+ o=y
00

b Voo

Les facteurs \/1 _

o . . ,
et —l qui multiplient la racine carrée de la

oo )
forme quadratique et la forme linéaire dans cette deuxiéme fonction
dépendent des x' par l'intermédiaire de la fonction 7y,,. Dans la

.y . . e .
premiére fonction au contraire, ces facteurs 1 et — ne dépendent pas

des z'. La solution qui se présente en premier lieu a l'esprit est de
choisir y,, constant (hypothése d’O. Klein) (*). L’identification des
deux fonctions se fera en posant d’abord

e Bh

m \/ h2
I_v
Yoo

B étant une constante qui nous permettra de prendre y,,=1.

(1) Cf. O. Klein (bibl. [13]).
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Pour terminer Iidentification des deux fonctions nous poserons

Yio

BYoo

o=

Enoncons donc le résultat suivant :

Les trajectoires des particules électrisées se représentent paraméirique-
ment par les géodésiques de l'espace de Riemann & cing dimensions de
métrique

do= vy dz' dz/ + 27i dx! dz® —+ oo (da®)?

Ol Yoo Yio €t Yij ont les valeurs

Yoo=—1,
(20'1) Y10:@Af00¢iy
Yij = &+ B Y00 919

Nous allons examiner plus en détail et discuter les hypothéses de la
théorie pentadimensionnelle & laquelle nous avons été conduit.

III. — Les hypothéses d'une théorie unitaire pentadimensionnelle.

21. CARACTERE UNITAIRE DE LA THEORIE. — La théorie a laquelle nous
serions conduits par les considérations précédentes serait unitaire au
sens que nous avons appelé logique au paragraphe 5. En effet, tout
d’abord, elle serait identique a la théorie provisoire puisqu’elle ne
serait qu'un nouvel aspect de celle-ci, di a notre désir d’obtenir une
représentation paramétrique valable pour I'ensemble des trajectoires
de tout type de particule électrisée.

Ensuite les champs gravitationnel et électromagnétique seraient
tous deux incorporés dans la métrique de I'espace a cinq dimensions
de la fagon précisée par les formules (20.1).

Enfin nous serions en droit de penser que le phénoméne élémen-
taire unitaire y serait régi par le principe des géodésiques. Pour
régler définitivement cette question des géodésiques, il faut en effet
étudier dans la théorie les conditions de raccordement puis atteindre
le phénomeéne élémentaire par passage a la limite. '

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1g31. []0
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Auparavant il faut évidemment élaborer la théorie en ce qui
concerne ses équalions, ce que nous ferons au chapitre suivant aprés
en avoir ici discuté les hypothéses fondamentales.

22. ROLE DE LA cINQUIEME coORDONNEE. — La critique fondamentale
faite a priori a toute théorie pentadimensionnelle est précisément son
caractére pentadimensionnel. L’introduction d’une cinquiéme coor-
donnée d’Univers, dépourvue de signification physique, est en effet
peu satisfaisante pour P'esprit. Les tentatives de justification failes
aprés coup laissent également a désirer. Cependant, de nombreux
savants ont été séduits par une telle théorie, persuadés qu’elle
contenait une « part de vérité ».

Dans ce travail, la cinquiéme coordonnée est apparue mathémati-
quement, dans un probléme de recherche de représentation paramé-
trique. Nous nous contenterons de préciser son role mathématique (*):

D’aprés les formules (12. 4) et suivantes, nous avons

I —
— ol
F= :Vgilxixl’
\/ h?
1 —
Yoo
h
hE vy Yoo — 0
/0 N L oy ——'—\/g,-jx"x" _ Yuo x't,

- % Yoo \/l— E Yoo
Yoo »

(*) Au Chapitre II, nous attribuerons a la cinquiéme variable le caractére
spatial ainsi qu’aux variables z!, &%, 2°; 2* sera la variable a caractére te_mporel.
Nous verrons au Chapitre III quelles considérations mathématiques imposent
cette hypothése. Physiquement, cette hypothése est beaucoup plus satisfaisante
que I'hypothése contraire; chaque point de I'espace ordinaire serait a considérer
comme un élément linéaire d’un espace a quatre dimensions. Autrement dit les
points que nous observons seraient les projections sur un espace a trois dimen-
sions d’éléments de lignes d’un espace a quatre dimensions; de facon plus précise,
ils seraient les éléments de I'espace quotient d’une variété proprement spatiale
x*—=const. de ’espace a4 cinq dimensions par la relation d’équivalence qui
consiste a tenir pour équivalents les points d'une ligne le long de laquelle 2°
varie seul.
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ou encore avec les notations du paragraphe 20 :

3o

xl(): —.7) /,x//’ _ 'Z'I[ .
ﬁYoo \/gl] BCPI ’

LA 2 / i
d’ou, avec ds*> = g;;dz’ dx/,

(22.1) = ds— 5f o dzi+ F.

Le choiz fait une fois pour toutes de la constante k introduit une cor-.
respondance biunivoque entre les trajectoires dans ['Univers d'une
particule électrisée déterminée et des géodésiques de l'espace riemannien
a cing dimensions défini au paragraphe 20.

23. L’aypoTHESE DE cYLINDRICITE. — D’aprés la facon méme dont a
été construit 'espace 4 cinq dimensions que nous envisageons, les
coefficients y,, (A, .= o, 1, 2, 3, 4) de sa métrique ne dépendent pas
de z°. On exprime ce fait en disant que 'espace a cinq dimensions est
cylindrique par rapport a la cinquiéme coordonnée z".

Cette hypothése de cylindricité s’est introduite ici de facon pure-
ment mathématique. Elle est fondamentale dans toute théorie penta-
dimensionnelle et ne saurait en aucun cas étre rejetée : en effet tous
les phénoménes physiques sont a4 quatre et non cinq paramétres;
aucun d’eux n’a permis de mettre en évidence l’existence physique
d’un cinquiéme paramétre. Sil'on rejetait’hypothése de cylindricité,
on se trouverait en contradiction avec ce fait fondamental.

Signalons dés a présent que cette hypothése est a rapprocher de
celle que I'on fait lorsqu’on suppose le ds* de I'Univers stationnaire,
cas ou il existe un systéme de coordonnées dans lequel les potentiels
de gravitation g;; ne dépendent pas de la variable possédant le carac-
tére temporel; on verra plus loin le parti que I'on peut tirer de cette
analogie.

Il découle de I'hypothése de cylindricité que la théorie pentadi-
mensionnelle ne va pas étre celle des phénoménes covariants vis-a-vis
des changements de systémes de coordonnées les plus généraux dans
I’espace a cinq dimensions, y*= f*(z?), mais que nous devrons nous
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limiter & ceux qui conservent a l'espace son caractére cylindrique,
c’est-a-dire 4 ceux qui ne modifient pas les lignes-coordonnées ou °
varie seul :

y=at+ flal)

23,
=0 yi=g\(a’)

(¢, 7 =1, 2,3, 4).

C’est ceci qui limite au sens que nous avons appelé logique I’aspect
unitaire de la théorie; en effet, ces changements de variables restreints
ne permettent pas la fusion totale des champs gravitationnel et
électromagnétique en un méme hyperchamp.

En définitive, ’hypothése de cylindricité, qui s’est imposée & nous
malhématiquement, se trouve conforme aux idées physiques que nous
avons exposées au paragraphe 5.

24. L’ayeornise p’O. KLein. — Nous avons été amené & envisager
une autre hypothése pour une théorie pentadimensionnelle : celle de
la constance du coefficient v,,.

Voyons d’abord sa signification géométrique : c’est que les trajec-
toires du groupe d’isométrie (*) sont des géodésiques. En effet, pour
que le systéme différentiel aux géodésiques de I'espace & cinq dimen-
sions, soit

d?x* , dz* dxb
W M g T

admette la solution #'= const. il est nécessaire et suffisant que I';%,
soit nul ou que

1
Fooo=— ;daY(m: 0,

c’est-a-dire que y,, soit constant dans tout ’espace.
Cette hypothése est de toute autre nature que celle de la cylin-
dricité (?) : si cette derniére s'imposait a nous par des considérations

(*) Il s’agit ici d'un groupe conservant I'intervalle pentadimensionnel de deux
points.

(2) Les deux hypothéses sont distinctes : les changements de coordonnées
limités (23.1) imposés par I’hypothése de cylindricité laissent y,, invariant en
chaque point mais ne restreignent en rien l'arbitraire de cette fonction.
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physiques, il n’en est plus du tout de méme pour celle-ci. Aucun fait
physique ne nous révélant I'existence d’une cinquiéme dimension,
a fortior: rien d’expérimental ne peut imposer aux trajectoires du
groupe d’isométrie d’étre des géodésiques.

Mathématiquement également, les deux hypothéses sont de
natures distinctes : la premiére nous a été imposée par la mature
méme du probléme de calcul des variations que nous avons résolu;
la seconde n’a été obtenue au paragraphe 20 que comme le moyen le
plus simple de rester le plus longtemps possible en conformité avec la
théorie provisoire.

Remarquons encore que cette hypothése n’intervient en rien dans
le caractére unitaire de la théorie. '

De plus, une théorie a y,, variable donc 4 quinze variables de
champ sera mathématiquement beaucoup plus satisfaisante que la
théorie d’O. Klein & quatorze variables de champ; le nombre (15) de
ses équations, égal au nombre des composantes distinctes d’un tenseur
symétrique du second ordre d’un espace a cinq dimensions, s’accorde
bien mieux avec le nombre de dimensions.

25. Reser oe L'aveoraisE p’O. Kien. — Clest pour ces raisons que
nous rejetterons ’hypothése d’O. Klein. Le rejet de cette hypothése
conduit a une théorie dans laquelle la « constante de gravitation » 3
est susceptible de varier; nous verrons en effet comment y,, va se
trouver relié a y.

Yoo €tant supposé fonction des «, la relation entre %, hety,, doit

toujours étre comme au paragraphe 20 :

e h?
(25.1) E\/Ihmzah;

mais nous envisagions les géodésiques pour £ = const.; nous sommes
ainsi amenés a considérer des lignes le long desquelles - varie.
m

Nous proposons de garder a ces lignes le caractére de trajectoires

c 1. e . .
et de considérer le rapport — comme variable pour une particule
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, ., . . . . e
déterminée; nous préciserons plus loin comment la variation de -

doit étre reliée a la variation de la « constante » de la gravitation.

Atnst, nous proposons d’appeler par définition, trajectoires d’une
particule électrisée les lignes le long desquelles h demeure constant,
h étant donné par la formule (25.1).

Nous aurons ainsi une théorie distincte de la théorie provisoire,
mais qui approchera cette théorie pour des variations faibles de v,,.
Ce processus d’élaboration des hypothéses d’une théorie est tout a
fait normal : si nous nous contentions de I’hypothése v,,= const.,
nous ne pourrions avoir qu'une théorie qui traduirait dans un
langage nouveau la théorie provisoire; nous ne pourrions en attendre
que des simplifications d’exposition pour des résultats fatalement
contenus dans la théorie provisoire. L’étude mathématique de la
théorie d’O. Klein sera d’ailleurs faite au Chapitre III.

26. Les considérations développées dans ce chapitre nous con-
duisent a envisager une théorie réalisant 'unification des champs
gravitationnel et éleclromagnétique dans laquelle :

les champs seraient donnés parla connaissance de quinze fonctions Ys,;
ces quinze potentiels de champ seraient les coefficients de la métrique do*
d'un espace de Riemann a cing dimensions; cet espace serait cylindrique
par rapport & la cinquiéme coordonnée x°; la signification mathéma-
tique de cette cinquiéme coordonnée serait donnée par la formule (22.1),
ol Y, doit étre considéré comme variable.

Le phénoméne élémentaire doit y étre étudié & la lumiére des
considérations du paragraphe précédent : il s’agira de voir si la
théorie est susceptible de contenir un résultat analogue a celui que
nous avons rappelé au paragraphe 1 pour la théorie de la Relativité
générale. ’ .

Nous allons a présent jeter les bases de I’étude axiomatique d’une
telle théorie, en restant le plus possible en parallélisme avec la
théorie de la Relativité générale.

\ (@ suivre).



Etude mathématique des équations d’une théorie unitaire
a quinze variable de champ;

(suite et fin).

Par Yves THIRY.

CHAPITRE 1L

FORMATION ET ETUDE DES EQUATIONS D' UNE THEORIE UNITAIRE
A QUINZE VARIABLES DE CHAMP.

I. — Formation des équations.

1. Nous nous proposons dans cette premiére partie d’établir, sous
leur forme purement mathémalique, les équalions du champ du cas
extérieur (au sens unitaire) de la théorie a laquelle nous avons été
conduit. Pour cela nous postulerons que l’axiomatique de cette
théorie en ce qui concerne ses équations est idenlique & la partie
correspondante de 'axiomatique de la théorie de la Relativité
générale.

Considérons donc un espace de Riemann a cinq dimensions, R,
défini par la donnée de la métrique

do® =y, da* dzt;

A, p. ainsi que dans la suite toul indice représenté par une letire
grecque prennent les valeurs o, 1, 2, 3, 4. Les coefficients y,, corres-
pondants & un systéme de coordonnées déterminé sont des fonctions
des variables z', *, *, * mais ne dépendent pas de la variable z°
(hypothése de cylindricité). Ces quinze fonctions définissent comple-
tement par rapport a ce systéme de coordonnées le phénoméne
élémentaire unitaire et seront appelées les quinze potentiels de champ
relatifs & ce systéme de coordonnées.
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 4, 1g51. ‘ 41
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Nous supposerons parallélement & ce qui a lieu dans la théorie de
la Relativité générale, que la généralité de ces potentiels est limitée
par des équations aux dérivées partielles du second ordre qui
s’écrivent dans le cas extérieur

Sip=o,

les S,,, de signification purement géométrique, étant astreintes aux
conditions suivanles :

Elles ne dépendent que des potentiels ~,, et de leurs dérivées des deux
premiers ordres et sont linéaires par rapport aux dérivées du second
ordre; elles sont les composantes d’un tenseur conservatif, c’est-a-dire

que l'on a
.1,)'p. V‘/\Spv: o ().

Or, d’aprés le résultat d’E. Cartan que nous avons rappelé au
début du chapitre I, ces conditions imposent aux S;, la valeur

Sip=nh [R)\H_‘ ';"‘;'}\p.(R—l— /{)]’

R;,. désignant les composantes du tenseur de Ricci de R;.
Nous donnerons la valeur 1 au facteur A surabondant et nous

(1) Il nous semble plus normal de baser les équations de la théorie sur ces
conditions plutdt que sur tel ou tel principe variationnel comme cela se fait
d’habitude. Le principe variationnel est en général choisi en vue du résultat que
I'on veut obtenir : c'est ainsi que I'on peut choisir un principe variationnel
fournissant une théorie a quatorze équations, ce qui a été longtemps considéré
comme un point essentiel : c’est ce que fait O. Klein (bibl. [13]). Naturellement,
les équations que nous écrivons correspondent au principe variationnel

3 f V7% Roy de = o,

v étant le déterminant des y;, et dr I’élément de volume de R;. D’apres
Bergmann (bibl. [31]), Jordan aurait écrit en 1945 les quinze équations
d’une théorie pour laquelle le principe variationnel porterait sur l'intégrale

f\/——gf'\PRm dr, g étant le déterminant des g;; définis comme au para-

graphe 12 de notre premier chapitre. Cela conduit Bergmann & une théorie qui
semble bien peu satisfaisante, puisque la quinziéme équation y est du premier
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prendrons la constante k égale a zéro, si bien que les équalions de la
théorie s’écriront
(1.1) S)\PER*,\F'—%Y;#R:O.

Ces équations sont au nombre de quinze. La relation entre
le nombre d’équations et le nombre de conditions imposées au
tenseur S,, par son caractére conservalif est évidemment correcte,
comme dans la théorie de la Relativité générale : en effet, par un
choix convenable du systéme de coordonnées, on peut se donner a
priori cinq potentiels; les dix potentiels restant ne peuvent alors
vérifier quinze équations indépendantes et les quinze premiers
membres-des équations doivent étre liés par cinq condilions; ils le
sont effectivement par les cinq conditions de conservation.

Nous allons & présent décomposer do* en carrés en faisant jouer
4 z° le role de premiére variable directrice, de facon a ce que la
différentielle dx°® ne figure plus que dans le premier carré. Nous en
déduirons la construction d’un repére mobile orthonormé et la défi-
nition d’un espace riemannien a quatre dimensions ®,. Nous écrirons
alors les équations (1.1) sous une forme explicite faisant intervenir
des éléments de R, en utilisant la technique du calcul extérieur.

~2. CoONSTRUCTION D'UN REPERE MOBILE ORTHONORME. — Supposons pour
I'instant la forme quadratique ds?, non dégénérée, décomposable en
une somme de cinq carrés (signature elliptique), et posons

-};00 — V'Z'
Ecrivons ds® sous la forme
da? == V2(da®)? + 2y, dz! da® + v dz' do/,

1, j ainsi que dans la suite tout indice représenté par une lettre
minuscule latine prenant les valeurs 1, 2, 3, 4.

ordre! En réalité, le texte complet des travaux de Jordan n’était pas parvenu a
Bergmann a cette époque et Jordan écrit dans une Note dont nous avons eu
connaissance qu'au milieu de Pannée 1948 (bibl. [28]) des équations formel-
lement identiques & celles qui font 'objet de notre Note aux Comptes rendus de
I’Académie des Sciences du 12 janvier 1948.
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- Il vient alors

. 2 soAr.
do*= (v dzo+ L2 dxi> — Ll dot dai -+ v, dat dar,

do* = vz( dzt+ 1 dxf>'+ <y,-,— - 1;—’@> da dal.
Introduisons la forme de Pfaff w® définie par
W= V<dx° + ;T" a’xi>
et la forme quadratique

o ____ i ; \ .
ds* = gy; dx* da’, ou  gyi=vYy— T

Nous poserons encore, toujours en conformité avec les notations du
chapitre précédent
I,—" =p¢:  (P=const.);
w* s’écrit alors
(2.1) . w'=Vda'+ BV ¢, de,

et 'on a
8= "ij— B*V*¢:9;.

Considérons a présent une décomposition de ds* en carrés sous la
forme
dSZ:E(&)E)g,
i

r .. o, . . s .
les - étant des combinaisons linéaires indépendantes des da’,
a coefficients indépendants de x°, soit

i I3 .
(2.2) w” = A;j da.
Le do* de R, est ainsi décomposé en carrés sous la forme

de*—= (w")?-i-E(wi)‘l.

Les formules (2.1) et (2.2), qui peuvent s’écrire

x$ o
w = Ap daB
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avec ,
0 0 ’ -
A=V, ; =BV A;=o,

se résolvent par rapport aux dz* en introduisant la matrice (AE)
. % -
inverse de (Ag) :

o
dz* = AEmg,
avec
I .
A= g Af:—ﬁcp_i; Aj=o,
ol nous avons posé )
= A} 9j.

Ceci nous permel de définir en chaque point P de ®; un repére
mobile orthonormé dont les vecteurs de base seront désignés

par ;Z (*) : un déplacement infinitésimal dP du point P, de compo-

1 > o
santes dz* dans le repére naturel (ea> aura pour composantes w- dans
ce nouveau repére et 'on passe d’un repére a 'autre par les formules

> 8> > B>
€q= Ageg; — A;eE,
qui s’écrivent en explicitant
R e > >
ey — Veﬂ’ eo=Ve_;
> > > > > >
er= Al e;— B9:e, = A’; €j~+ Beieo.

3. DEFINITION D'UN ESPACE RIEMANNIEN A QUATRE DIMENSIONS. — Consi-
dérons la relation, non intégrable, w®=o, et étudions sa signification :

—

Un déplacement dP du point P satisfaisant a cette relation est
orthogonal a la ligne passant par P, le long de laquelle 2° varie seul;
nous désignerons par L, les lignes le long desquelles 2° varie seul.

> > :
Les vecteufs e, et ¢, sont tangents en P a la ligne L, passant par P.

. I3 ’ + * . . . . .
L’orthogonalité du déplacement dP et de e, est la signification intrin-

(t) D'une facon générale, les indices soulignés caractériseront des éléments
relatifs & un repére orthonormé,
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séque de la relation w*= o vis-a-vis des changements de coordonnées
laissant les lignes L, invariantes :

y'=2a'+ f(a),

Yt =g'(a)).

Introduisons alors la relation d’équivalence [L,] suivante : deux
points de ®R; sont considérés comme équivalents s'ils appartiennent a
la méme ligne L,; ces lignes L, apparaissent ainsi comme des fibres
de ®;. Considérons l'espace-quotient ®;[L,] de R, par cette
relation d’équivalence; cet espace ponctuel a pour éléments les
fibres L, de R;.

Nous prendrons comme distance de deux fibres infiniment voisines

la distance d’un point P d’une fibre L, au point P + dP de I’autre,
dP élant orthogonal a L,. D’aprés I'hypothése de cylindricité, cette

dp

distance ne dépend pas du point P choisi sur L,. La métrique ds*
de R, induit ainsi la métrique ds* dans 'espace des fibres qui se
trouve alors doué d’une structure d’espace riemannien; cet espace
riemannien a quatre dimensions sera désigné par R,.

Un déplacement infinitésimal d’un « point » L, de R, s’exprimera

ar
P N s
dLy—= e; dx; ou dLy=e;0~.
>
Ces deux formules définissent dans R, un repére naturel <e,-> et un
t A\
repére orthonormé <ei) (*). Le passage d’un repére a 'autre s’effectue
par les formules
> Zz > . >
e;—=Ale; et e;— AiLeL

>
(*) Les éléments surlignés appartiennent & R,. Le repére (e,-> est le repére
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faisant intervenir les matrices tronquées (A]) et (Al) déduites de
(Ag) et (Ag) par suppression de la premiére ligne et de la premiére
.colonne.

La relation w*= o, qui s’écrit
3.1) " Beidxi=— dz°

montre que les quantités ¢; sont les composantes sur le repére

z >
naturel (e,«) d’un vecteur ¢ de R, puisque da® est un scalaire. Les
quantités ¢; sont alors les composantes de ce vecteur sur le repére
>

orthonormé (ei> et w*® peut s’écrire
(3.2) W= V(dzo + ﬁcp,;mé).

La relation (3.1) nous permet de donner la signification de x° en
langage de R, : la différentielle de x° est & un facteur constant prés le

->
« travail élémentaire » du vecteur ¢ pour un déplacement infiniment
petit d’un point de R,.

Nous allons a présent évaluer les composantes S;, du tenseur

. . . N A > o e
d’Einstein dans le repére orthonormé (e1> de R, en y explicitant les
éléments de R,, ces éléments de R, étant définis par leurs compo-

>
santes sur le repére orthonormé <e,~> de R,. Comme il n’y a pas lieu

en repére orthonormé de distinguer les composantes contravariantes
des composantes covariantes (*), nous placerons systématiquement
les indices en position basse, étant entendu qu’il faudra sommer par
rapport a tout indice répété deux fois dans un monome. De plus,

naturel d’aprés sa définition méme; on vérifie immédiatement que l'on a bien
> =z z
dans R, : e;.e;=gij. Le repére \¢;) est orthonormé puisque ds? s’écrit dans ce

, i\2
repére sous la forme E(m) .
i

(*) Dans le cas de la signature elliptique ou nous sommes placé actuellement;
il n’en est plus de méme dans le cas de la signature hyperbolique.
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pour la durée de ce calcul, c’est-a-dire dans les quatre paragraphes
suivants, nous nous abstiendrons de souligner les indices qui, d’apreés
nos conventions, devraient tous étre soulignés.

4. UrisatioN pu cALcuL EXTERIEUR (!). — Les formes différentielles
qui permettent de définir les différentielles absolues des vecteurs de
base seront désignées par w,g : ' ‘

> >
dey,—= ®aB €g.
Elles sont définies par deux sortes de conditions :

(k.1) Wef = — B,
(k.2) dwg= w3 /\ 0,

le signe /\ indiquant la multiplication extérieure des formes diffé-
rentielles.

Les quantités qui jouent ici le role des symboles de Christoffel sont
les coefficients de rotation de Ricei y,5 qui servent a exprimer les
formes w,g en fonction linéaire des formes w; :

(&.3) DaB = YaBr®1;
ils sont antisymétriques par rapport aux deux premiers indices :
YaBr = — YBar-

On les calcule en faisant intervenir d’autres coefficients & trois
indices, ¢),,, eux aussi antisymétriques par rapport aux deux
premiers indices, définis par

(&.4) | dwa:—;-qwm/\ Wy

En utilisant (4.2) et (4.3)on a

(["'5) Chpe = Yhop — Ypak
d’ou
(4.6) YaB) = %(szﬁ‘/\"' Bz — CiBa)-

(1) Cf. E. GarTan (bibl. [5], p 221) et Licanerowicz (bibl. [10], p. 143).
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Enfin les relations de structure de l'espace s’écrivent en intro-
duisant les formes quadratiques extérieures

) I
Qup= dwas — Oy A\ 8= S Regru o A @y,

ou Rgg . désigne les composantes du tenseur de Riemann-Christoffel
de R; sur le repére mobile orthonormé de cet espace.

3. EVALUATION DES COEFFICIENTS A TROIS INDICES Crpo. ET Yos:- — Nous

allons évaluer les coefficients c;;; et R, en fonction des ¢z de R et
calculer les coefficients Cga qui ont un indice au moins égal a zéro.

Pour cela évaluons d’abord dw; (*) d’aprés la formule (4.4),
dans R; d’abord en y explicitant le terme contenant 'indice zéro,
puis dans R, :

(5.1) dw;= échkiwh/\ W+ Cori®o [\ Wi,
(52) dmi:%E;,kimh/\ O,
On en tire
(5.3) Chki= Chkir
(5'4) Coki— O.

Considérons alors dw, évalué d’aprés (4.4) explicitée, puis obtenu
par calcul direct a partir de (3.2):

1
(5.5) d&)O:Cioo@i/\wo—i—;pikowi/\@ka

a;V
(5.6) dw,= v @i\ W0+ BV 0iprm; A wip+ Bv?h‘;cikhmi/\ wr ().

On en tire
‘ vV e
(57) Cioo — T;
(5.8) Cito=B V(0191 — 0x9i+ cirr 1)

1) On a évidemment w;— ;.

*)
(%) 0.f représente le coefficient de w; dans df =0, f ;.
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 4, 1951. 42
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Cette évaluation des coefficients ¢ permet alors de calculer les coef-
ficients y :

La formule (5.3), rapprochée de (4.6) donne
(5.9) Yhki = Yhii-

La formule (5. 4), rapprochée de (4.5) donne
(5.10) Yoik= Yhio

qui s’écrit aussi bien, compte tenu de I'antisymeétrie des y par rapport
aux deux premiers indices

(5.11) Yiok= Yiko+

La formule (5.7), rapprochée de (4.5) donne

9;V
(5.12) Yo = <
cixo peut alors s’écrire
Ciko = Yiok — Ykoi»

= Yiok~+ Yok (antisymétrie des ¥),
(5.13) ! ,

= Yiok+ Yiko [d’aprés (5.10)],

= 2%iko [d’aprés 5.11)]
et la formule (5.8) donne
(8.14) ciro=PBV (0:9k — Or i+ Yt Pr— YrhiPr)-

Ceci introduit 1'opérateur V; de dérivation covariante dans R,,
défini par
' Vi(Pk: diCPk—i— YrkiPhs
o

si bien que (5.14) s’écrit
o= PBV(Vipr— V10,).
Nous introduirons le tenseur antisymétrique Fy de R, défini par

Fu=Viox— Vio,
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et résumerons le calcul des coefficients y par les formules

Yhki=— Yhkis
I
Yiko = Yiok = You = BV Fy,
a9V
100 — —x7°
T V

6. Les compoSANTES DU TENSEUR DE RIEMANN-CHRISTOFFEL EN REPERE
ORTHONORME. — dw;, évalué directement dans R introduit les compo-
santes du tenseur de courbure de cet espace; évalué en fonction

de dw,, il introduit les composantes du tenseur de courbure de R,.
Commencons par nous occuper de dw;;, qui, évalué dans R, donne

dw;—= 05 \ Wo;+ 0ir A\ 0+ 4,
soit en explicitant
(6.1) dw ;== (Yigo Wo + Yior®r) A (Yojo Wo + Yojs 0s)
+ (Yiro®Wo =4 Yirt ®k) A (Yrjo®o—+ Yrir®k)
1
+ Ryjor0 A @7+ 2 Rijuior A\ o
Mais d’autre part on a
®ij = Yijo Wo —+ 0y
et par conséquent
. ‘ I p— P— —
dw;; = OrYijo 0z N\ ®o—+ Yijo (C‘koo wr A\ Wy -+ 5 Chio Ok A wh) “+ 0 A\ 0+ Q4
soit en explicitant

oV
(6.2) dwij: d[Yijowl N\ wo+ Yijo <-LTcok N\ 0o+ Yrio Wz A\ 0)1>

+ YiraYrit@r \ 014 = Ryjnor A o

1
2

L’identification des termes en o, /\w, dans les formules (6.1)
et (6.2) donne

Rijri—+ 2 Yijo Yo = YiorYoji— YiorYoje—+ Rijue
ou

_ 22
(6.3) Ryju = Ryw— B A (Fu¥j— FyFj+ 2 F;Fy).
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L’identification des termes en w, /\ w, donne

(64) Rijol:"' %[V V{F(j—l— 2 d[V Fi/'-—- d/V Fli"‘ d,V Fil]

que I'on peut écrire

(6.5) Riou= g[v ViFu—+ 20,V Fy— 0,V Fy— 0,V Fue.

Occupons-nous a présent de dw;, qui, évalué dans R, donne
Awiy= 0 \ Wro+ g,
soit en explicitant

(6.6) Awiy = (Yiro®o + Yirk®r) A (Yroo ®o + Yrol ®7)

1
-+ > Ry ok N o+ Ripor 00 ARAIS

Mais d’autre part on a
@ip = Yioo Wo —+ Yiol ®¢
» ~
et par consequent
1
doiy= 01Yioo @1 /A ®s+ Yioo <Czoow1 A ©o—+ 5 Cklo Wk A 601)
1
+ OYir @z A\ 01+ Yior, Chir @k A\ ©2.

L’identification des termes en w, /\ w, dans les formules (6.6) et
(6.7) donne

(6.8) Riow= g[V(VkFu— VlFik) +20;VFy— 0y VF;— 9,V Fik]-

L’identification des termes en ®, /\ w; donne

S <d,-V> a; Vo,V (V2
v

(6.9) Rior=—V — L= — L —F,Fy

que I’on peut encore écrire

— 2V2
(6.10) Riokoz %,Vk(di\,) -+ 6 4 Fi,-F,-[.
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Si nous rapprochons les formules (6.8) et (6.5), nous obtenons
I'identité
(6.11) ViFu—+ ViFi+ V,Fy=o,

équivalente au fait que Fy est le rotationnel d’un vecteur.

Nous obtenons donc les résultats suivants pour les diverses compo-
santes du tenseur de Riemann-Christoffel sur le repére orthonormé
de R, : ‘

/ . ‘lV‘! 2 V.z
Rijw = Ryju—+ 7 (FuFj— FuFi) + B p FiiFu,
(6.12) Ryw = gV ViFu—+ 20;VFy—0;VF;— 0,V Fy,
_ 22 ’
Riro= : Vk(dtv) -+ ﬁ Fi.Fr.

v 4

7. LEs coMPoSANTES pu TENSEUR DE Riccl ET pu TENSEUR D EINSTEIN EN

fakae

REPERE ORTHONORME. — Calculons d’abord la composante R,~k:23

3
On a
o
Rik:z Ryjrj + Rigko-

7

La premiére des formules (6.12) donne
n 3 2V 2
2 Row=Ru— 7 B V*F, Ty,
d’ou
— o 2V2
(7.1) Riyp= Ru+ %,Vk(div)—ﬁ—zv*FiiF/k-
Rio —_—Z R;jo; sera donné par la formule (6. 4)
j .
(72) Rioz_g(VV/Fij+3djVFi/),
RO-OZZROJ-OJ.:E Riic sera donné par la troisiéme des for-

7
mules (6.12)
(7.3) Roo=
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en posant
(7.4) He="Y (Fy)2.

i j

Calculons enfin R =2 R... Ona
R :2 R+ Ry,

(7.1) donne.

et'on a

(7.5) ‘R:F—i—

en désignant par A, Popérateur laplacien Vi(di) dans I’espace R,.
Les formules (7.1), (7.2), (7.3) et (7.5) permettent alors
d’exprimer les composantes sur le repére mobile orthonormé de R,
du tenseur d’Einstein en fonction d’éléments appartenant & R, et
définis par leurs composantes sur le repére orthonormeé de cet espace.
&, désignant le symbole classique de Kronecker, nous aurons pour

Sip=Ryy— g SuR

les expressions suivantes :

- 2V2 _ - -
Sik — Sik_ 6_2\./_ (%l BikH‘-’_ Fi/'FK‘/'> —+ %[[VL(01V) — 8[/; A, V],

(7.6) S = g(VV;F,-,-—i- 39;V Fji)7

3 —
Se=— g BV H— éR.

8. Nous allons récrire dans ce paragraphe, en rétablissant les
indices soulignés qui indiquent qu’il s’agit de composantes sur un
repére orthonormé, toutes les formules des quatre paragraphes pré-
cédents dont nous nous servirons dans la suite. Aprés quoi nous nous
abstiendrons de fagon systématique de nous reporter a des formules
de ces quatre paragraphes.
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L’opérateur de dérivation covariante V; dans R, est défini par

8.1) Vi gx= 0Pk + Yix: 91

et le tenseur antisymétrique F;, par

La dérivée pfaffienne 9; V est reliée a y;,, par

o;V
(8.3) o=~

Les composantes du tenseur de Ricci de R, sur le repére ortho-
normé de cet espace s’expriment en éléments de R, définis par leurs
composantes sur le repére orthonormé de R, par les formules sui-
vantes, ol nous avons placé les indices (dont la position haute ou
basse est indifférente) de fagon que la sommation se fasse suivant la
convention d’Einstein :

@2\/’-2
2

Ry =Ryt § Va(v) — == Fiy Py,

(8.4) Ry =— b (VV,F,L+ 30,V E),
Roo= %_Egv — 9_} e,
avec
(8.5) szz F FL
Ly
Pour R nous avons toujours
(8.6) R5ﬁ+%52_V+‘32\'2H2.

Les composantes du tenseur d’Einstein

Sip=Riy— 8,R

i
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s’expriment enfin par

— 22 _ . _ -
Sk =S — ﬁ—2—<% SucH*—F; F_Al) + g [Va(aV) = a8, V],

87) SfQES(VVIFli"*"?’leF_"_)’

S..O.SE_ 262V2H2— E.

1
2

. = , . .= 1 J—
Dans ces expressions, S;; désigne la quantité Rixr— QS%R.

9. DEFINITION DE NOUVELLES QUANTITES TENSORIELLE, VECTORIELLE ET
SCALAIRE DANS R,. — Si nous voulions passer des composantes S, duv
tenseur d’Einstein sur le repérg orthonormé a ses composantes Sy,
sur le repére naturel de R, nous aurions & utiliser les formules

N
S. W= AiA;S*A&,

A
qui s’écrivent sous forme explicitée
Si = AT AL S+ (AfAG -+ AJAL)Si+ ATAZ S0,
(9.1) Siw=A{A7S;,+ AP A{ S,

0

Soo= (A7 )"So0-

Ces quantités ne présentent pas grand intérét et nous considérerons
plutét les quantités suivantes, qui figurent dans ces expressions (9.1)

Tu=A'ALS,,
(9.2) Tio = A7 Sio,
Too—_— Soo-

La premiére de ces formules définit les composantes sur le repére
naturel de ®, d’un tenseur appartenant & R, puisque par leur défi-
nition méme les quantités T se transforment tensoriellement dans
un changement de coordonnées dans R,. Ce tenseur ne doit pas étre

confondu avec le tenseur S; introduit précédemment. La formule
suivante définit de méme les composantes sur le repére naturel de R,
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“d’un vecteur appartenant & cet espace. La troisiéme formule définit
un scalaire dans R,,. '

Pour évaluer ces quantités Tu, Ti et T,o, reprenons les for-
mules (8.7) et remarquons que dans R, les quantités V, H et A,
sont de nature sacalaire, 0,V et V; de nature vectorielle, Fiy et Six de
nature tensorielle. Par multiplication par ALAZ% et par sommation, la
premiére des formules (8.7) nous donnera U'expression de Ty en
fonction d’éléments de R, intervenant par leurs composantes sur le
repére naturel de cet espace. De méme, par multiplication par A; et
par sommation, la seconde des formules (8.7) nous fournira T, :

_ 22 . _ -
Ti= Siu— 62\/ <'ZgikH2—- FiiFk’j ~+- %[Vk(d;V) -— giksz]’
J

(9.3) { Tp= g(v V,Fiy+ 30,V Fy),

3 —
To=— g 5*V2H2— “R.

> . e A
En effet, pour un vecteur ¢ de R, on a, d’aprés la définition méme
de la dérivation covariante,

A7 AL Vo= Vo,

V. représentant 'opérateur de dérivation covariante dans R,

Vivi= 0roi— Tiion

défini & I'aide des symboles de Christoffel de R,.
Ainsi on aura
AfA% Fip=Fy= Vior— Vie: (1),
AAL VL (0,V)=Vi(aV),

\ , oV

ou 9;V représente yrh
On a évidemment

A%A%g_‘,f: gik, Af A% _6_1 k= &Bik-

(1) Puisqu'il s’agit de composantes sur le repére naturel de R, cette formule
peut s'écrire Fiz—= 0;9x— dr9:.
Journ. de Math., tome XXX, — Fasc. 4, 1951, 43
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Explicitons les calculs pour montrer que
A AR, Fl=TF, Fu.
Ona

S B R =S ain] S S|
w7 m - \7T

en multipliant par la quantitéZA§A§ qui est égale & 1 puisque les

. i
deux matrices (Af) et (A/) sontinversesl'une de 'autre; en groupant

et en intervertissant I’ordre des sommations on a
O i k. , W e s
> ZAL;A;’FQ(Z A;AiFéi):Z FyFyi.
ioLj kg J

Un calcul analogue établira

AN FL=V,F;, et A9, VFI=0,VFi.

10. Expressions DE LA coMposANTE MIXTE R} pu TeENsEur DE Riccr sur LE
REPERE NATUREL DE R;. — Nous utiliserons dans la suite les expressions
de la composante R; que nous allons. élablir dans ce paragraphe.
Exprimons R; a I'aide des composantes du tenseur de Ricci sur le
repére orthonormé de R; :

Ry = ASAZRS =R} — Vo, Ry= Ryy— BV Ry,
En nous reportant aux expressions de R,, et R;, données par les
formules (8.4), nous aurons
2 2 _
i | CH BTV%(V V;Fii+30;VF;i),

_ 22 22 _ 2
1 B2V Hg_ﬁzV QszFii—?’ﬁV

2

Intégrons par partie le troisiéme lerme du second membre en
Pécrivant



ETUDE MATHEMATIQUE DES EQUATIONS D’UNE THEORIE UNITAIRE. 335
. 0.
I1 vient pour R; :

1

Ri=

A,V — 2V H2— 5-"(\”%17/:') “+

<l

Or nous pouvons écrire

).
Définissons un vecteur /2 de R, par ses composantes sur le repére
orthonormé de cet espace :

62 V3

{(10.1) hj=0;V —

i
o: k-,

de fagon a pouvoir écrire R| sous la forme

(10.2) R

0
0

Pour passer a I’expression de R; en éléments de R, définis par
leurs composantes sur le repére naturel de ] ,, multiplions R{ par la

quantitéZAj_:Af qui est égale a I'unité; il vient par un calcul ana-
- .
logue & celui fait au paragraphe 9 :

(10.3) R! Vih,

l

1
V.

>
le vecteur A ayant pour composantes covariantes sur le repére naturel
de R, :

62 V3

(10'4) h,-:d,-V— f‘Di‘F/i.

Au lieu d’exprimer comme nous venons de le faire la compo-



336 Y. THIRY.

sante R} par une divergence de vecteur dans 'espace ®, on peut
I'exprimer par une divergence de vecteur dans R;.

Donnons-nous un vecteur E de R; par ses composantes &, sur le

1 . + .
repére orthonormé de R, et supposons gorthogonal a e, ce qui se
traduit par £2=E& = o. Pour un tel vecteur nous avons

Vala=dala+ Yaaabh= V;&+ Y00k
d’ou
9,V B\
~ 1 P Go
v V&= g Vaka— €/2 gf_vﬁ(\‘f)

. , > ’ .
Ainsi, si nous considérons le vecteur v; de R, défini par ses compo-
santes sur le repére orthonormé de cet espace par

h; oV 22
(10.5) ﬂ_;':v'{ziv"—%—ﬂo_in_ﬁ Ny =0,

nous pouvons écrire R; sous la forme
(10.6) RO=V, 2.
Si nous voulons passer au repére naturel de ], nous multiplie-
rons Van? parz A;Ag: 1 et obtiendrons
(10.7) ) Ri=Van,a |

> i .
le vecteur v} ayant pour composantes covariantes dans le repére naturel
de R,

g,V 2y . \ 0 i
11. Lks EQUATIONS DU CAS EXTERIEUR EN SIGNATURE ELLIPTIQUE. — Nous

allons dans ce paragraphe donner plusieurs systémes équivalents des
équations du cas extérieur sans les écrire explicitement puisqu’elles
n’obtiendront leur forme définitive qu’en signature hyperbolique.

1° En repére orthonormé. — En égalant 4 zéro les composantes

S}EE Rlli— é 6ZER
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du tenseur d’Einstein de R sur le repére orthonormé de cet espace,
nous obtenons le systéme suivant

(11.1) Six=o; 859:0; Seo=o.
Les premiers membres ayant les valeurs données par (8.7) ces
équations ne font intervenir que des éléments de R, définis par leurs

composantes sur le repére orthonormé de cet espace.
Le systéme

(11.2) Six=0; Rio=o; Ros=0;
R:o et Ry, ayant les valeurs données par (8.4) est équivalent au
systéme (11.1). En effet : tout d’abord R;, estidentique & S;, ; ensuite,

pour ces deux systémes, la contraction /= £ ZB_"’;':4 des dix
i=k
premiéres équations donne

Cette relation, rapprochée de la quinziéme équation, donne pour
les deux systémes ' '
R—= Rgg: o,

ce qui établit I'équivalence des deux systémes.

Au début du paragraphe 10, nous avons vu que

Ri=Roo— B Ve:Ry,,

c’est-a-dire que R est une combinaison linéaire des R;, et de R,,. Le
systéme (11.2) est donc encore équivalent aux deux suivants :
(11.3) Sik=0; Riy=o; Vlhzzo,
h; ayant la valeur donnée par (10.1);
(11.4) Sff_: 0; R_ig_:(); Vg"ﬁ: o,

7o étant défini par (10.5).

2° En repére naturel. — Ecrire les équations en égalant a zéro

les composantes Sy, = R;, — é 7R du tenseur d’Einstein de R sur
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le repére naturel de cet espace ne présenterait pas grand intérét,

e b 1 » . )
mais, d’aprés les formules (9.2), nous pouvons écrire un systéme
équivalent sous la forme

(11'5) -Tikzo; Tio':o; Ty=o.

Les premiers membres ayant les valeurs données par (9.3), ces
équations ne font intervenir que des éléments de R, définis par leurs
composantes sur le repére naturel de cet espace.

Comme en repére orthonormé, nous pouvons écrire (11.5) sous les
formes équivalentes :

(11.6) Tiu=o; Ti=o0; Reo=0o,
R,, ayant la valeur donnée par (8. 4);

(11.7) Ti—o; Ti=o0; Vihi=o,
h; étant défini par (10.4);

(11.8) Tiu—=o; Ti=o0; V.n*=o,

1, étant défini par (10.8).

12. Passsack A UN do? pu TYpE HYPERBOLIQUE. — Daus les calculs pré-
cédents, nous avons supposé que le do* de R se décomposait en une
somme de cinq carrés. Or nous interpréterons plus loin 'espace R,
comme espace-temps de la Relalivité générale et supposerons pour
cela que le ds® de cet espace est du type hyperbolique normal, 4 un
carré positif et trois carrés négatifs pour fixer les idées. 4 priori, le
signe précédant le cinquiéme carré, (w®)?, de la decomposmon en
carrés du do® de R est arbilraire; nous supposerons que ce signe
est le signe moins, c’est-a-dire que les fibres de R, sont du genre
espace. Cette hypothése, plus satisfaisante au point de vue physique
que ’hypothése contraire, nous sera d’ailleurs imposée au chapitre I1I,
ou elle se révélera indispensable a la demonstrauon d’un theoreme
que nous nous proposons d’établir.

Nous pourrions garder les formules telles que nous les avons
écrites, en précisant quelles sont les quantités qu’il convient de
considérer comme imaginaires mais il ne serail pas commode dans la
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suite d’avoir loujours présent & esprit le caractére réel ou imaginaire
de chaque quantité. Aussi allons-nous transformer effectivement nos
formules de fagon a ce que, pour un ds* du type hyperbolique
précisé ci-dessus, elles s’écrivent en ne faisant intervenir que des
éléments réels.

Pour cela, caraclérisons en les surmontant d’une étoile tous les
éléments introduils précédemment; ainsi toutes les formules écrites
dans les paragraphes 2 a 11 inclus sont & considérer comme écrites
avec des éléments étoilés.

Attribuons a la variable #* le caractére temporel; le passage a la
signature considérée se fera en effectuant la transformation
(12.1) .;": x—,o, a::‘l: ‘i_l, a;":x”,

12 15

[3 %V

I, ainsi que dans la suite tout indice représenté par une lettre majus-
cule prenant les valeurs 1, 2, 3.

Cette transformation transforme les composantes sur les repéres
naturels d’un tenseur de R, ou de R, de la fagon suivante : on passe
de la composante étoilée a la composante non étoilée correspondante
en multipliant cette derniére par 7 autant de fois qu’il y a d’indices o,
1, 2, 3 en position covariante et en la divisant par 7 autant de fois
qu'il y a d'indices o, 1, 2, 3 en position contravariante.

Ainsi on obtiendra

. .
Too=—— o0
* x .
Yio=—"Tio» . P1=19s;
x . x
Tao== 40> Poe= Ps-
Avec la nouvelle signature, nous sommes amenés 4 poser
Yoo = — Ve, Yio= ﬁ V2 1, Yeo = 5V2 Ps-
Pour que nos anciennes formules,
X x x x x ¥ x X x X
Yoo= V2, Yo=13 V2¢qy, Y=p Vg
se transforment en celles-ci, nous prendrons

(12.2) V=v, f=iB.
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Les formules définissant les g;; :
& ="y — P V99,

que nous séparerons en trois groupes

¥ X X ¥

¥ * x x x x x x * * x * 2
Su=yu— Ve gu="Tn— V290, Su="ru— B2V ceﬁ)

se transforment par (12.1) et (12.2) en
Eu=Yu+BV29195,  Su=Tu+ Voo,  gu=7Tu-+BV(¢:)

qui se regroupent en
(12-3) gij—_—‘)'ii_'— @2V2(Pi(?/‘.

On constatera partout un tel regroupement des formules, et un
regroupement dans les termes a4 sommer de facon que les termes
faisant intervenir l'indice 4 soient traités de la méme fagcon que ceux
qui font intervenir les indices 1, 2, 3 : la transformation effectuée
respecte la convention d’Einstein.

Les nouvelles formes de Plaff w® seront définies & partir des
anciennes par

1
) - *] ®- * 4 &
W~—= — W-== 0= 0~
l l

et les composantes d’un tenseur sur un repére orthonormé se trans-
forment de la méme fagon que celle qui a été indiquée pour les com-
posantes sur un repére naturel, si bien qu’il y a lieu a présent de dis-
tinguer en repére orthonormé les composantes covariantes des

composantes contravariantes; ainsi pour un vecteurg de R, on aura

0

v
0 F0 - I . ey
E-=—k, (carg—:g—,et QIL_9>; E—:———E_l, =2

Les Ag et les A% se transforment également comme les composantes
d’un tenseur et les formules

Gmhidi,  dir=Riol
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sont invariantes :

wE= A% daB, dx*= Ag E,

mais on a :
Ai=V, A}=—BVe, Aj=o;

Ai=g» Al=Ba Av=o.

Les vecteurs de base des deux repéres de R, envisagés sont définis
par

.
s >
€y—1 €y,
.
>
ey —1vey,
.
3 >
e,——= e,
et 'on a toujours
> g > > 8>
€y = Aé es, eq= A;e_;g_.

Les vecteurs de base des deux repéres de ®, sont définis de facon
analogue.
Les formules définissant les composantes sur le repére naturel

. . >
de R, du rotationnel du vecteur Q:

x x

- x ¥ x
Fu=V,9r— V;0,
se transforment en

(12-4) Fir= Vz“?k“‘vk(?i: diCPk—d/.-CPi-

Le scalaire

se transforme en
(12.5) H2:2FijFif.
ij

Remarquons que cette quantité n’est pas de signe constant; pour
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 4, 1951. : 44
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le voir, explicitons son expression en fonction des composantes F;; sur
le repére orthonormé de R, : on a

1I
Hr= Y Fyy Ll 0L 62 (Fy )4 0 8L 88y )2 6’13:+ i’
L B ,

donc

=Y (Fua)t =2 3 (Fr )
1J 1

les quantités F;; étant réelles.

Enfin 'opérateur scalaire A, se transforme dans la transforma-
tion (12.1) en 'opérateur A,.

Nous sommes & présent en mesure de transformer les formules des
paragraphes 9 et 10.

Les dix premiéres relations (9.3)

fum Sum B0 (3 e i)+ 2 [W(89) — ¥
2 4 \Y%
se transforment en
. 2V2 * i
0 — Tig=— S+ 62 <_% SikH?+ FliFK1>

— %,[Vﬁ(d.V)—oszV],

= 2?2 . ) .
T, = iSu—i—ﬁ2 < ;—‘lgu,Hﬂ—-zF,/F,,/>

(12.6) . _
-+ V[VL (dlv) — &L A'ZV])
22 / ]
T,.= Su—+ BT( Zi gMHZ— FU'F41>

i -+ %[Vb(d,,V)—g“ZgV].

Les quatre relations (9.3) suivantes :

(v

x

X x ¥‘,\
¥+ 30;V 11-)

N 1TCox
<A

x
Ti(; =
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<
se transforment en
B o . -
— T = —2—(V iV;Th+3i0;V l‘/l),

(12.7) B, '
iTho= ;(V V,Fiy+ 3 9;VF,).

Enfin la quinziéme relation (9.3)

se transforme en

(12.8) - _Toozg@zvu—w—_

Les expressions (12.6), (12.7) et (12.8) se regroupent sous la
forme

52V <%gik"2— Fiij/> + ‘5/ [Vi(0: V) — g A, V],

(129) TioE —E—(V V/’Fii"‘l"gdjv F/i>’

sera donnée en signature hyperbolique par

_. B2y
(12. 10) Rop=— y 8,V — £ e

La composante R; donnée en signature elliptique par

R

o Vi

1
.

v

I

sera donnée en signature hyperbolique par

(12.11) R)=
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>
le vecteur A étant défini parses composantes covariantes sur le repére
naturel de R, par la formule déduite de

¥ ¥ X égv:} * "i
h./': d/V-— > (P,-l“j,

c’est-a-dire par

(12.12) hj=0; V—l—@

De méme, les formules

Ry

.
Van?, nj=

seront remplacées en signature hyperbolique par

(12.13) Ry =V.n%,

a;V V2
(12.14) Y)/:T 6 ¢:F No=0.

Nous aurons encore besoin pour écrire les équations en repére
orthonormé des composantes S;;, S;o, S,,. Pour obtenir leurs
expressions nous pouvons utiliser les formules (8.7) en les récrivant
en éléments étoilés et effectuer sur elles la transformation du passage
a la signature hyperbolique. Nous pouvons aussi utiliser les for-
mules (12.9) qui sont écrites en signature hyperbolique et revenir
au repére orthonormé par

Su=A{ATa,  Sie=AiTo
on obtient

= B2V2 /1 . , I re 5 -

(12.15) Sio= (Vv FLi4-30; VF’)

Spo = — §62V2H2+ “R.

13. LES EQUATIONS DU CAS EXTERIEUR EN SIGNATURE HYPERBOLIQUE. —
Transcrivons dans le cas de la signature hyperbolique les huit sys-
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témes équivalents d’équations que nous avons considérés au para-

graphe 11.

1° En repére orthonormé. — Le premier systéme s’écrit

S_‘f:— ﬁTV<46_kH‘7_ F”Fk )— = [Vk(ai\[) — dik A2V]
_ PR
(131) V,F11:_3L_ FL,',
AN 1Y i
R=3 AR

Trois systémes équivalents seront obtenus en remplacant sa
quinziéme équation respectivement par

— 2V2
(13.2) %A2V+‘B4v H2=o:
23
(13.3) _,h/ o, avec h;—=09;V + ﬁ v _iF,E,
_ oV 22
(13.4) Vo_mzz o, avec ;= —LV—- -+ 52‘[ Qiji; Ng=0
2° En repére naturel. — Le systéme

Tik: 0, Tz‘0: o, Too:0

s’écrit
/_ V2 /g . . e B
s Su=— & ¢ gullt = Fy T ) — [V(0V) — a B V],
(13.5) !/ V;Fi;= BdVVF/,,
— 3
R—= ~-(32VzH?
4(3

Trois systémes équivalents seront obtenus en remplacant sa
quinziéme équation respectivement par

B‘.’. V?.

A
(13.7) Vihi=o, avec h;= 8 V4 6—V<Pz

(13.6) i&V+ H:=o

7

2VY2
(13.8) Vun*=o, avec ;= }T 4 62\, o:F i Ne= o.
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II. — Les conditions de conservation et les équations du cas intérieur.

14. INTERPRETATION DES ELEMENTS INTRODUITS. — Les résultats obtenus
dans la premiére partie de ce chapitre nous suggérent 'interprétation
suivante des différents éléments introduits :

L’espace de Riemann R, défini au paragraphe 3 est doué de la
meétrique

ds*= g;; dzt dx/

qui est a considérer a partir du paragraphe 12 comme étant du type
hyperbolique normal, & un carré positif et trois carrés négatifs. Cet
espace sera interprété comme l'espace-temps de |la théorie de la
Relativité générale, la variable #* jouant le role de variable tem-
porelle. '

Le .vecteur?p de R,, défini par ses composantes ¢, sur le repére
naturel de R, sera interprété comme potentiel-vecteur. Le tenseur F;
sera donc le tenseur-champ électromagnétique.

Dans le premier groupe des équations (13.5), les premiers
membres font intervenir les composantes du tenseur d’Einstein de R,
et les seconds membres font intervenir le tenseur d’énergie du champ
électromagnétique :

1 ) .
Tip = EérikHz_ FiFr/

précédé du facteur — ﬁ—}/— (*). Or les équations d’Einstein de la

théorie provisoire de I'électromagnétisme s’écrivent dans le cas du
schéma-champ- électromagnétique pur S;=—y 7y, y, désignant la
constante de la gravitation. Nous sommes donc amené a poser

gy =y el a considérer un facteur de gravitation y qui n’est plus
2 .

constant, puisque le fait que V est variable est un point essentiel des
hypothéses de notre théorie. '

(1) La présence du signe moins est due a la facon dont nous avons effectué les
contractions au paragraphe 7.
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Cetle interprétation physique nous permet d’exprimer les quinze
variables de notre théorie en langage ordinaire : ce sont les dix
potentiels de gravitation gy, les quatre composantes ¢; du potentiel-
vecteur et le facteur de gravitation y qui doit étre considéré comme -
variable.

A partir de celte expression des quinze variables de champ, on
peut aisément reconstruire ’espace R; : c’est I'espace de Riemann
défini par la métrique do®= v;, dz* da* ou les quinze potentiels v,, de
la théorie unitaire sont donnés par

2

PaN

Yoo=— (f = const.).,

Yio = 3 P
V== 8 2L Q%0
la nouvelle variable «° étant définie par (cf. paragraphe 12) :
| w= Al dz*=Vdx' — BVo,dai=o,

c’est-a-dire par

dz® = Bo; dx'.

15. INTERPRETATION DES EQUATIONS; LA THEORIE D'O. KLEIN. — Les dix
premiéres équations (13.5) du cas exlérieur en théorie unitaire géné-
ralisent les équations d'Einstein de la Relativité générale dans le cas
intérieur du schéma-champ électromagnétique pur. Elles se réduisent
a ces derniéres si I’on suppose V constant.
~ Les quatre équations (13.5) suivantes sont du type du premier
groupe des équalions de Maxwell-Lorentz avec second membre.
Pour V constant, le second membre est nul, ce qui est en conformité
avec le fait que pour tout schéma-champ électromagnétique pur, le
vecteur courant électrique est nul.

La quinziéme équation, prise sous la forme (13.2), fait intervenir
de facon essentielle la variation de V c¢’est-a-dire du facteur de gravi-
tation et il ne lui correspond rien dans une théorie classique. Si I’on
suppose V constant, cette quinziéme équation conduirait a considérer
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la quantité H* comme nulle en tout point de I'espace-temps (*). Cette
conclusion doit manifestement étre rejetée, tout comme la possibilité
de construire une théorie a quinze équations et 4 quatorze variables
de champ. '

Ce qui précéde montre que, si I'on suppose V constant et si I'on
supprime la quinziéme équation, les équations de notre théorie se
réduisent a celles de la théorie provisoire de 1’électromagnétisme.
L’interprétation pentadimensionnelle subsiste et I'on se trouve en
présence de la théorie d’O. Klein. Dans le chapitre III, nous aurons
loccasion de voir comment les méthodes d’étude de notre théorie
s’adaptent 4 la théorie d’0O. Klein et de faire une comparaison de la
valeur mathématique de ces deux théories.

16. Lks £quatioNs pu cAs INTERIEUR. — Dans le cas intérieur au sens
unitaire, nous traduirons la présence de matiére chargée par l'intro-
duction, aux seconds membres des équations du cas extérieur, des
composantes d’un tenseur de R, symétrique par rapport a ses deux
indjces.

Nous ferons sur ce tenseur ’hypothése la plus simple, c’est-a-dire
~que nous supposerons qu’il généralise le tenseur introduit aux

seconds membres des équations d’Einstein de la théorie relativiste de
la gravitation dans le cas d’'un schéma purement matériel. Introduisons
donc en chaque point de R; un vecteur unitaire dans la métrique de
cet espace

A
(16.1) uh= C% (vecteur-vitesse généralisé)

et un scalaire positif p.

Nous préciserons dans un instant l'interprétation qui doit étre
donnée pour les diverses composantes u) et pour ¢, et nous exami-
nerons comment nos équations du cas intérieur s’interprétent en

termes de R,.

(*) En chaque point de R,, pour un observateur lié au repére mobile ortho-
normé attaché a ce point, le carré du champ électrique serait égal au carré du
champ magnétique.
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. . .. 32V2 o
y. représentant toujours la quantité EE—’ nous écrirons donc les

équations du cas intérieur sous la forme
(16.2) S =— xp W) Uy.

La théorie unitaire dont nous écrivons ainsi les équations du cas
intérieur va posséder les mémes propriétés que la théorie de la Rela-
tivité générale dans le cas du schéma purement matériel. Nous
étudierons dans la troisiéme partie de ce chapitre le probléme du
raccordement, ce qui nous permettra de régler la question du prin-
cipe des géodésiques.

17. Les conprrions pE conservaTioN. — Ktudions & présent le réle
joué par les conditions de conservation. L’identité

(17.1) ViSi=o

entraine pour les seconds membres des équations (16.2)

(17.2) Vi (yxp utuy) =o.

A laide de ces équations, nous pouvons obtenir une équation
Jouant le réle d’équation de continuité et le systéme différentiel aux
trajectoires du champ de vecteur u*, que nous appellerons lignes de
courant de R; .

Le calcul est le méme que celui que nous avons développé au
chapitre I (paragraphe 6); la seule différence est qu’ici y ne doit plus
étre considéré comme constant.

L’équation de continuité est

(17.3) Vi(xpur)=o.

Le systéme différentiel aux lignes de courant de R est
(17.4) V) u,—o.

Ilala sign.iﬁcation sulvante :

Les lignes de courant de R, sont des géodésiques du dq*.
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 4, 1951. 45
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" 18. LES VECTEURS-VITESSES GENERALISES DANS (Ry ET DANS R,. — A cOté
du vecteur-vitesse généralisé de R :

dat
ur

(18.1) =

introduisons le vecteur-vitesse généralisé de R,

—  da
(18.2) wi=—=-

Nous avons vu au chapitre I que dans notre théorie unitaire les
géodésiques de R, admettaient l'intégrale premiére :_33’7’ =h, ce qui
s’écrit encore :

dx® dx! do

Togy TYegr =,

. , do , . e
pmsque F represente 2173 )\ etant un parametre arbltralre.

Ainsi la constante A s’identifie avec y,,u’+ Y4’ c¢’est-a-dire avec
la composante u, :

La composante u, du vecteur u, n’est autre que la quantité h introduite
au chapitre I.

Autrement dit, I’hypothése de cylindricité entraine pour le systéme
différentiel aux lignes de courant I'intégrale premiére

(18.3) uo=nh.

D’autre part, la formule (12.4) du chapitre I peut s’écrire main-
tenant

(18.4) do _ 1

et nous aurons

(18.5) u’—\/

L’interprétation du vecteur u* est ainsi donnée par les expressions
des u' en fonction des composantes u’ du vecteur-vitesse généralisé

e

ﬁl“
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de R, et par la valeur constante de u,=~h qui a déja été donnée au
chapitre I (paragraphe 20) mais qui va étre retrouvée dans la suite.

Comme nous allons dans un instant revenir au systéme orthonormé,
transformons encore (18.5) par multiplication des deux membres par

A et sommation en ¢} il vient

(18.6) ui:\/1+%2 .

On a en effet

o ) i
Aif u-—ul, car A'OZO.

Enfin de (18.6) on déduit
(18-7) U= \/1——

19. Les pix EQuations b’ EINSTEIN ; INTERPRETATION DE &. — Ecrivons les
dix premiéres équations de la théorie dans le cas intérieur en repére
orthonormé :

<&
|
1

En nous reportant aux formules (12.15) nous aurons

1

(19.1) §I_§:—X<4

R . . 1 = —
B2 — Ff-,_-F;E£> — ppu— [Vf(d,-V) - 5:'532"]-
Pour obtenir l'écriture classique a laquelle doit se réduire le
second membre pour V constant, nous devons identifier la quantité

YU Ui avece XEEiZ‘k’ _p désignant la densité de matiére habituellement
considérée.

D’apres (18.7), il vient
(19.2) p<1+%>:§
qui donne la signification de la quantité ¢ précédemment introduite.

20. Les QUATRE EQUATIONS DU PREMIER GROUPE DE MAXWELL-LoORENTZ;
INTERPRETATION DE LA CONSTANTE 4,. — Toujours en repére orthonormé,
les quatre équations suivantes de la théorie s’écriront :

Sig=— ypuo ;-
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D’apres (12.15), nous aurons

(20 V,Fij— — 2% Sd‘iVFi
-1 Fa=—gypuu—3 - Fu

En admeltant que tout courant électrique doit nécessairement étre
un courant de convection, pour obtenir I’écriture classique a laquelle
doit se réduire le second membre pour V constant, nous devons iden-

tifier la quantité g—f—/ ol U; avec p.;i, 1. désignant la densité de charge
habituellement considérée.

e est donné par (19.2), u; par (18.7); de plus, nous avons

I
~ Uo.

U= Afus = v
Nous trouvons ainsi pour interpréter u, la formule
(20.2) _Bu

1 —
Visi

qui a déja été écrite au paragraphe 20 du chapitre I, au remplacement

E)

'6\|~§:

pres de u, par 4, de % par -:—1 et de V2 par — v,,.

21. La QUINZIEME EQUATION; UN EFFET PHYSIQUE NOUVEAU. — La quinziéme
équation s’écrit
(21.1) Soo==— xp(%o)*

Evaluons S,,= Roo— éR en calculant R; par contraction A=
des quinze équ;tions
Sip=Rip—;R=—ygomuy,
on obtient
R=—yp, car 26%: 5.

r=p

On en déduit



ETUDE MATHEMATIQUE DES EQUATIONS D'UNE THEORIE UNITAIRE. 353
et (21.1) s’écrit
RoO—XP [ 5 —(uo) ]
ou encore, d’aprés (12.10),
ﬁz V2

= (ay - 5

Nous pouvons déduire de cette équation l’existence dans notre
théorie de l'effet physique suivant : un champ électromagnétique est
créé par la présence d’une distribulion purement matérielle, en
I’absence de toute charge

1

(21.2) V.V +

<

Posons en effet p. = o; la relation (20.2) montre qu’alors u,, et par
conséquent Uy, est nul.

En supposant alors que g, ou p qui se confond alors p, est différent
de zéro, I’équation (21.2)s’écrit
AT

(21.3) AV+ i P g e

Supposons V stationnaire et les sections d’espace compactes. Ces
hypothéses entrainent H*>£ o0 c’est-a-dire I'existence effective d’un
champ électromagnétique : en effet, V étant stalionnaire, 'opérateur
A, est elliptique; si H*= o, il résulte de (21.3) A, o etlafonction V
ne peut atteindre son maximum sans se réduire 4 une constante; or
dans nos hypothéses ce maximum est effectivement atteint. On aurait
donc p = o contrairement a ’hypothése faite.

Ainsi dans notre théorie, si 'on suppose que l’espace-temps est
stationnaire et a ses sections d'espace compactes, il existe nécessar-
rement en présence d'une distribution purement matérielle un champ
électromagnétique non nul (*).

(1) Cet effet de création d’an champ électromagnétique par de la matiére en
mouvement fait actuellement I'objet des recherches de nombreux physiciens; en
particulier Blackett a étudié le champ magnétique créé par une masse en rota-
tion, d’aprés des observations faites sur la Terre, le Soleil et I'étoile 78 Virginis.
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22. VARIATIONS DE % ET DE ). — Reprenons la formule (20.2), en y

remplacant % par %:

(22.1) %\/l—l—%:ﬁuo.

Cette formule donne la signification de la quantité u,, qui' est la
quantité qui demeure constante le long de la trajectoire d’une parti-
cule électrisée. I’étude du principe des géodésiques qui sera faite
dans la troisiéme partie de ce chapitre montrera en effet que la trajec-
toire dans R, d’une particule électrisée se confond nécessairement
avec une ligne de courant de R;.

Ainsi que nous I’avons déja annoncé au chapitre I, nous sommes

ainsi amenés A supposer dans notre théorie que la quantité = est

m
susceplible de varier pour une particule électrisée le long de sa trajec-
toire. La variation de % est liée par (22.1) a la variation de V, donc
a celle du facteur de gravitation .

Introduisons la valeur classique y, de la constante de gravitation.
La constante 3 que nous avons introduite nous permet de prendre
V =1 pour y =1,; elle a donc pour valeur

B=V2xe-

Introduisons de méme la valeur classique (i) du rapport de la

m/jo

charge électrique a la masse de la particule envisagée.
La formule (22.1) écrite pour ces valeurs classiques, c’est-a-dire

<%>0¢—I+ug:\/2§uo

nous donne la valeur de la constante u, en fonction des quantités ¥,
e R . .

et <—> des théories classiques.
m/o

Pour étudier les variations de % et de i, prenons la différentielle
logarithmique des deux membres de (22. 1)
e » 8(V?)
° <E> ‘v

VZ

i

iy o]

1+
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ou

e

zﬁﬂvza(m.)_g(vz)z&
O

. . 4 ‘ e .
En introduisant le facteur y et en supposant que y et — varient peu

. e L.
autour de leurs valeurs classiques y, et (775)0’ on peut écrire

sl &

. . ' . e
Cette formule montre que les variations relatives de y et de — sont

de méme signe; ainsi, dans des domaines ou le facteur y subit une
augmentation, la masse de la particule (il s’agit de la masse aurepos)
diminue par rapport a sa charge.

8nf

—5 ou f représente

la constante intervenant dans la loi de Newton F=f
vitesse de la lumiére.

Du point de vue de ’homogénéité des formules, donnons les dimen-
sions des principales quantités qui interviennent ici :

La quantité y, est donnée par la formule 3, =

mm'

— et c la
=

y, a pour dimensions LM~*;

V et u, sont des nombres sans dimension;
— Lo
B ales dimensions de vy c’est-a-dire L°M *;
e e A L : ’ ) . ) . .
— doit étre considéré comme mesuré dans le systéme électromagné-

Y
tique et a dans ce systéme d’unités les dimensions L*M °.

3am

22

B)

Calculons l'ordre de grandeur du facteur multipliant la-

variation relative d(_e‘r% dans la formule (22.2).
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Avec : .
' S#6,6.108C. G. S,, c=3.10"C. G. S., -

%#1,77.10” u.e. m. C. G. S,

on trouve que ce facteur vaut approximativement 2,4.107*>.
.. . e '
La variation relative de —est donc beaucoup plus grande que celle
de . On doit considérer que ces variations relatives sont inférieures

: . [
aux erreurs relatives commises dans les mesures actuelles de —et devy.

e . . . .
Les mesures de —ne mettent en effet en évidence aucune variation de

cette quantité a la surface de la Terre et il semble impossible de
penser que y puisse étre connu avec une précision 10** fois plus

. . e T .
grande. Quant aux variations de —- dans I'Univers, elles ne peuvent

étre mises en évidence, toute mesure d’un effet physique faisant inter-
venir cette quantité étant interprétée dans une théorie ol I'on suppose

. e A
essentiellement que — a partout la méme valeur que sur la Terre.

III. — Etude mathématique des équations.

Nous nous proposons dans cette troisiéme partie d’aborder 1'étude
des équations de notre théorie par le probléme des conditions de
compatibilité dans un méme champ de leurs solutions extérieures et
intérieures. Cette étude est destinée a régler de facon définitive la
question des extrémales que nous avons vue apparailre & plusieurs
reprises et sous des aspecls divers au cours de I’exposé précédent.

23. Lk propLEME EXTERIEUR. — Dans notre théorie, nous pouvons
donner au probléme extérieur (au sens unitaire) I’énoncé suivant :

L’hyperchamp unitaire étant donné sur une hypersurface (S) d quatre
dimensions a priori quelconque au moyen des quinze potentiels y,, et de
leurs dérivées premiéres, déterminer I'hyperchamp unitaire extérieur dans
tout son domaine d existence,
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Cet énoncé se traduit dans I’espace-temps habituel par le suivant :

Etant donné sur une hypersurface (s) a trois dimensions de lespace-
temps R, les diz potentiels de gravitation g;;, les quatre composantes P;
du potentiel-vecteur et le facteur de gravitation y, ainsi que les dérivées
premiéres de ces quinze quantités, déterminer les i), les ©; et y dans tout
leur domaine d’existence.

Nous pouvons toujours supposer (') que I'’hypersurface (S) qui
porte les conditions initiales est définie par I’équation

X’ — 0.

La donnée sur (S) des potentiels y,, détermine les dérivées
premiéres d,Y,, tangentes a (3); 'indice a et, dans un instant 'indice
b prennent les valeurs o, 1, 2 et 4. On se donne en outre les

P » b 4
dérivées d;y,.

Au point de vue des seules dérivées secondes o,,v;, qui peuvent

P u
étre discontinues a la traversée de (S), les équations du cas extérieur,

S)*Lzo ou Ry=o

se séparent en deux groupes : les cinq équations S;=o qhi ne con-
tiennent pas de dérivées secondes d;;v,, (les autres dérivées secondes
d;3Tas D'intervenant pas dans les équalions) et les dix équations
R.,,=o.

Cette séparation des équations conduit au résultat suivant :

Pourvu que les données de Cauchy satisfassent aux cing conditions
S} =o et soient telles que, sur (S), v** soit différent de zéro, le systéme
des équations S,,=o0 admet, a’ans le cas analytzque, une solution
unique.

24. Le proBuiME INTERIEUR. — Dans notre théorie, le probléme
intérieur (au sens unitaire) s’énoncera :

(1) Ayant calqué 'axiomatique de notre théorie sur celle de la théorie de la
Relativité générale, nous nous contenterons ici de montrer que les raisonnements

utilisés pour I'espace-temps (cf. bibl. [34] et [38]) s’appliquent sans modification
a l'espace R;.

Journ, de Math., tome XXX. — Fasc, 4, 1991, : ' 46
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Etant donné sur une hypersurface (S)les valeurs des quinse potentiels
You €€ de leurs dérivées premiéres, déterminer les valeurs sur (S) des
dérivées successives des quinze potentiels ainsi que les valeurs de o, des u,
et de leurs dérivées.

Dans I’espace-temps habituel, nous aurons I’énoncé suivant :

Etant donné sur une hypersurface (s) a trois dimensions de R, les
dix potentiels de gravitation gy;, les quatre composantes o; du potentiel-
vecteur, le facteur de gravitation y et les dérivées premiéres de ces quinze
quantités, déterminer les valeurs sur (s) des dérivées successives des g;j,

des o; et de vy, ainsi que les valeurs de e, des u; et de leurs dérivées.

Les liens établis entre p et p [cf. (19.2)], w et u' [cf. (18.5)] et la
signification donnée a u, [cf. (20.2)], indiquent comment la solution
du probléme posé sous le premier énoncé fournira immédiatement la
solution du probléme posé sous le second énoncé.

L’hypersurface (S) étant toujours supposée définie par x*=o et
v** étant supposé différent de zéro, le systéme des équations du cas
intérieur peut s’écrire sous la forme équivalente

(2k.1) Rab:—xp<uaub—é‘{ab>;

(2h.2) Ri=— you,u’; Ri;—éR:—xpu;,u:‘;

a

(24.3) TR wuy =1 avec la condition p (ou 0)>o.

Les équations (24.2) ne contenant aucune dérivée d’indice 2, les
données de Cauchy déterminent sur (S) les quantités S;. On peut
alors déterminer a I'aide de (24.2) et de (24.3) les quantités u;, u®
el yp, en supposant toutefois la quantité Q**= y*S7 S/ différente de
zéro sur (S). (24.1) donne alors les 9;; Y.

On voit ainsi que, si y** et Q*° sont différents de zéro et si S°? est
positif, les quantités u,, yp et dy,7,, ont sur (S) des valeurs bien
déterminées et ne peuvent étre discontinues a la traversée de (S).

Les équations de conservation montrent enfin que, dans les hypo-
théses énoncées, le probléme posé admet une solution et une seule (du
moins dans le cas analytique).
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Sil'on se donne alors effectivement un champ extérieur, le seul cas
(en excluant le cas ot Y**=0) ot il puisse se produire des disconti-
nuités a la traversée d’une hypersurface (S) est celui ol (S) est
tangente a4 une ligne de courant ou engendrée par des lignes de
courant (u*=o). .

25. CONDITION DE RACCORDEMENT DE SCHWARZSCHILD. — Sil’on considére
4 présent un espace R, doué de plusieurs distributions de matiére
chargée, chacune de ces distributions engendre un tube de R; limité
par une hypersurface (S). Sur la frontiére d’un tel tube les deux do”
correspondant au cas intérieur et au cas extérieur doivent se raccorder
de facon a satisfaire a la condition de Schwarzschild :

Il existe un systéme de coordonnées tel que les quinze potentiels de
champ et leurs dérivées premiéres soient continus a la traversée de (S).

Les difficultés qui se présentent lorsqu’on cherche a savoir pour
quels changements de coordonnées cette condition est invariante sont
résolues par la considération du systéme de coordonnées de Gauss et
il suffit d’étudier le probléme du raccordement dans ce systéme.

26. PROLONGEMENT DE L'INTERIEUK VERS L’EXTERIEUR. — L.e probléme
du prolongement de l'intérieur vers 'extérieur se pose de la fagon
sulvante :

Etant donné un ds® intérieur limité par une hypersurface (S),
rechercher s'il existe un da® extérieur se raccordant le long de (S) au
sens de Schwarzschild avec le ds* intérieur.

La condition nécessaire et suffisante pour que ce probléme admette
une solution unique est que ’hypersurface (S) soit engendrée par des
lignes de courant du champ extérieur.

Le fait que la condition est nécessaire se démontre en utilisant le
systéme de coordonnées pour lequel les v;, etleurs dérivées premiéres
sont continus & la traversée de (S), supposée toujours définie par
x*=o0. On voit alors que les quantités Sj relatives au champ intérieur
sont continues & la traversée de (S) et comme. elles sont nulles &



360 Y. THIRY.

I'extérieur du tube, elles le sont aussi sur (S) ce qui se traduit par la
nullité sur (S) de u,.

Pour montrer que la condition est suffisante, on rapportera (S)
(engendrée par des lignes de courant et par conséquent partout
orientée dans le temps) aux coordonnées de Gauss et |’on se trouvera
ainsi ramené au cas du probléme intérieur dans le cas ou y**=o.
Nous sommes alors assurés de I'existence et de 'unicité d’un champ
extérieur raccordé au champ intérieur, du moins au voisinage de (3).

27. Lk PRINCIPE DES GEODESIQUES. — Si nous envisageons a présent le
probléme du prolongement de ’extérieur vers 'intérieur, nous voyons
que, s’il existe un do? intérieur se raccordant le long d’une hypersur-
face (S) a un do® extérieur donné, (S) doit étre engendrée par des
lignes de courant de ce do® intérieur. Or nous avons vu au para-
graphe 17 que, dans le cas intérieur, ces lignes sont des géodésiques
du do?® intérieur. Puisqu’il y a raccordement, elles sont aussi des
géodésiques du da” extérieur.

Considérons alors le tube de R, décrit par une masse chargée qui
devient infiniment petite; un tel tube, engendré par des géodésiques
du ds® extérieur, tend vers une ligne qui est nécessairement une
géodésique du champ extérieur. '
~ Ainsi, des équations dont nous avons doué notre théorie, et de
I'étude des conditions de raccordement, découle 1’existence dans
notre théorie du principe des géodésiques :

Les trajectoires des particules électrisées sont des géodésiques du dc*
de R;. ’

28. ConcLusion. — Faisons a présent le raccord entre ces considé-
rations et celles du chapitre 1 en résumant les idées directrices de
ces deux chapitres. '

La constatation du fait que dans la théorie provisoire de I’Electro-
magnétisme les trajectoires des particules électrisées n’étaient pas des ‘
géodésiques de I’espace-temps nous a conduit 4 énoncer un probléme
purement mathématique. La solution de ce probléme nous a indiqué
que ces trajectoires peuvent étre considérées comme associées a des.
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géodésiques d’un espace 4 cing dimensions et que nous étions précisé-
ment dans un cas ou cet espace est riemannien.

Nous avons été ainsi aiguillés vers une théorie pentadimensionnelle
dont I'axiomatique restait douée d’un certain degré d'indétermination.
Plutét que de baser la théorie sur tel ou tel principe variationnel,
nous avons généralisé au plus prés la théorie relativiste de la gravita-
tion, élaborant ainsi une théorie unitaire qui satisfait par elle-méme
au principe des géodésiques.

Sans vouloir prétendre que la solution adoptée estlaseule possible,
nous voulons du moins insister sur un fait : toute théorie unitaire doit
admettre comme premiére approximation la théorie provisoire de
I'Electromagnétisme et doit salisfaire au principe des géodésiques.
La théorie que nous avons construite satisfait & ces exigences et se
trouve en mesure de profiter au mieux de toute étude faite dans la
théorie de la Relativité générale.

Dans un troisieme chapitre, nous allons faire subir 4 notre théorie
une autre épreuve essentielle, relative a des problémes globaux, et
dont I'issue est assurée d’une fagon beaucoup plus curieuse, quoique
toujours inspirée par les problémes analogues résolus pour la théorie
relativiste de la gravitation. :

CHAPITRE III.

LES SOLUTIONS REGULIERES DES EQUATIONS DU CHAMP.

I. — Généralités.

4. CERTAINS PROBLEMES GLOBAUX DE LA THEORIE DE LA RELATIVITE GENERALE.
— Dans la théorie de la Relativité générale, I'étude des conditions de
compatibilité dans un méme champ des solutions extérieures et inté-
rieures des équations d’Einstein conduit a des problémes de nature
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essentiellement globale qui n’ont été étudiés que récemment (*). Ces
problémes se posent de facons diverses suivant que I'on envisage les
cas intérieurs correspondant a différents schémas : schéma matiére
pure, schéma champ électromagnétique pur, schéma matiére-champ
électromagnétique, etc. Dans le cas purement gravitationnel, on est
amené a examiner les deux propositions suivantes :

(A) Un champ extérieur doit étre tel que, dans tout domaine o une
distribution énergétique peut étre introduite, 1l présente nécessairement
certaines singularités.

Ce n’est que dans ce cas que l'on pourra considérer le champ de
gravitation extérieur comme effectivement produit par la présence de
la matiére. Tout champ extérieur possédant une signification physique
doit donc satisfaire, non seulement aux équations d’Einstein, mais
encore a des conditions telles que la proposition (A) soit satisfaite.
Un champ extérieur régulier partout ne peut alors contenir aucune
distribution énergétique et doit par conséquent satisfaire a :

(B) Un champ extérieur partout régulier doit nécessairement se
réduire ¢ un champ euclidien.

L’étude de ces deux propositions conduit a des théorémes qui
apparaissent comme essentiels pour la cohérence de la théorie de la
Relativité générale et I'on peut dire qu'il s’agit la d’une véritable
vérification a posterior: de la cohérence mathématique de la théorie.
Tout comme les vérifications expérimentales et ’étude d’E. Cartan
portant sur la forme mathématique des équations d’Einstein, I’étude
des problémes relativistes globaux met en lumiére I'extraordinaire
intuition d’Einstein.

2. BuT DU CHAPITRE ET CONSIDERATIONS GENERALES SUR LES METHODES
empLOYEES. — Nous aurons d’abord pour but dans-ce chapitre de
montrer que notre théorie unitaire posséde la méme cohérence
mathématique au point de vue de son: étude globale que la théorie

(1) Cf. Licanerowicz (bibl. [38] et [39]).



ETUDE MATHEMATIQUE DES EQUATIONS D’UNE THEORIE UNITAIRE. 363

relativiste de la gravitation. Les résultats que nous obtiendrons
unifient et complétent les résultats qui ne peuvent étre obtenus que
séparément pour les différents schémas des divers cas intérieurs.

Bien que nous ayons adopté pour notre théorie unitaire une axio-
matique calquée sur celle de la théorie de la Relativité générale,
le résultat obtenu et la méthode qui y méne doivent étre consi-
dérés comme entiérement nouveaux ('). Un point particuliérement
important de cette méthode est I’analogie qui existe entre 'hypothése
de cylindricité (les quinze potentiels de champ sont indépendants
de x°) et I'hypothése du cas stationnaire (ces quinze potentiels sont
indépendants de la variable & caractére temporel z*) (*).

Nous pourrons ainsi, dans I’hypothése oi R; est a la fois cylin-
drique et stationnaire, écrire sans calcul nouveau, des équations
déduites de celles du chapltre IT en faisant jouer a z* le role que nous
faisions jouer alors & z°

Par ailleurs, nous avons vu que notre théorie unitaire s’identifiait
avec la théorie d’O. Klein lorsqu’on suppose V constant et que 1’on
écarte la quinziéme équation. En adaptant notre méthode a ce cas,
nous nous trouverons en mesure d’émettre un jugement sur la

(*) En effet, si une partie de ce résultat a été atteinte par Einstein et Pauli
(¢f. bibl. [37]) par une méthode qui ne fait pas intervenir le nombre de
dimensions de I'espace, notre démonstration, inspirée par la méthode de
Lichnerowicz dans laquelle ce nombre de dimensions intervient, nécessite une
démonstration en cascade caractéristique de notre méthode. On trouvera dans
une Note de Lichnerowicz (C. R. Acad. Sc., t. 221, 1945, p. 652) une mise au
point de I'étude des espaces-temps partout réguliers et une comparaison des deux
méthodes et I'on verra dans une autre Note du méme auteur (C. R. Acad. Sec.,
t. 222, 1946, p. 432) comment une synthése des deux méthodes permet de
régler définitivement la question dans le cas de la théorie relativiste de la gravi-
tation. Signalons dés a présent que la forme des équations que nous utilisons
nous dispensera de faire appel a4 la partie du raisonnement due a Einstein et
Pauli.

(?) Les équations (13.6) et (13.7) du chapitre II transposées au cas d'un
espace stationnaire & quatre dimensions sont susceptibles de remplacer celles
utilisées par Lichnerowicz; elles auraient I'avantage de faire disparaitre de la
démonstration toute la partie du raisonnement relative au résultat d’Einstein et
Pauli.



364 Y. THIRY.

cohérence mathématique de la théorie d’O. Klein c’est-a-dire en fait
de la théorie provisoire de '’Electromagnétisme. Celte question,
malgré son importance, n’avait jamais été réglée.

Terminons ces généralités par une remarque sur l'introduction
d’une théorie pentadimensionnelle : il nous semble qu’une telle
théorie vaut autant par les méthodes qu’elle suggére et par la forme
des équations du champ obtenues au chapitre II que par linter-
prétation physique de la représentation des champs qu’elle introduit.
Tel est le point de vue mathématique auquel nous nous sommes
placé dans ce travail pour étudier une telle théorie sous une forme
qui apparait comme un des aspects essenliels de la Physique
moderne (').

Avant de traduire les deux propositions (A) et (B) précédentes en
langage de théorie unitaire, nous allons préciser les hypothéses que
nous serons amené a faire sur les champs.

5. RecuLarite pu ceamp. — Nous dirons qu’un espace R, rapporté
a un systéme de coordonnées (") est régulier dans un domaine D
lorsqu’il satisfait dans D aux conditions suivantes :

1° Les quinze potentiels v,, relatifs au systéme (z') et leurs
dérivées partielles jusqu’au second ordre sont des fonctions continues
des coordonnées .

2° Le do® de R, est du type hyperbolique normal & un carré
positif et a quatre carrés négatifs; le discriminant y est essen-
tiellement posilif et ne peut s’annuler en aucun point de D.

3° x* désignant la variable présentant le caractére temporel, v,,
et y** sont des quantités essentiellement posilives et ne peuvent
s’annuler en aucun point de D; les formes quadratiques v;;X"X/

(') A ce sujet nous ne pouvons mieux faire que de citer une phrase de
L. de Broglie (Les grands courants de la pensée mathématique) : « Bien que
ces théories unitaires n’aient pas abouli jusqu'a présent a représenter de facon
trés satisfaisante la véritable nature du champ électromagnétique et qu’il faille
certainement s’attendre 4 voir les quantas dire leur mot dans cette affaire, elles
ont cependant provoqué tout un mouvement d’idées qui a éLé trés profitable a la
fois a la Physique théorique et aux Mathématiques pures ».
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et Y/ X,Y, sont définies négatives dans D; i, j ainsi que dans la
suite tout indice représenté par une lettre minuscule latine accentuée
prenant les valeurs o, 1, 2, 3.

Lorsque z* varie entre deux valeurs a et b, la variété z* = const.
balaye une certaine région (R) non limitée dans le champ des
variables (z7); s’il existe un systéme de coordonnées (z*) et une
région (R) correspondante tels que R, rapporté au systéme (") soit
régulier dans tout domaine D appartenant & (), on dira que R, est
régulier partout (dans l'espace quadridimensionnel des variables z*).

Ces hypothéses faites sur R, se traduisent sur ’espace-lemps R,
par les suivantes : R, est régulier dans le domaine D/[L,] quotient
de D par la relation d’équivalence portant sur les points des
lignes L,. En effet 'hypothése de cylindricité et les formules du
paragraphe 14 (chap. II) reliant les y,, aux g;;, ¢; et ¥ montrent que
ces derniéres quantités et leurs dérivées partielles jusqu’au second
ordre sont des fonctions continues des z'. Le ds* de R, est du type
hyperbolique normal & un carré positif et a trois carrés négatifs;
le discriminant g est essentiellement négatif et ne peut s’annuler en
aucun point de D/[L,]. v., >0 entraine aulomatiquement g,, > 0;
nous reviendrons sur ce fait dans un instant; de méme g** est posilif
et les formes g, X'X" et g” X, X, sont définies négatives (I, J=1, 2, 3).
Enfin dans la région (R)/[L,], R, sera régulier partout (dans 'espace
tridimensionnel des variables z').

4. Le comPoRTEMENT AsyMPTOTIQUE DU cHaMp. — Nous appellerons
pour simplifier le langage comportement asymptotique normal d’un
champ unitaire & quinze potentiels le comportement d’un champ qui
satisfait aux hypotheéses suivantes :

1° L’espace ®R; est homéomorphe a l'espace euclidien a cing
dimensions et le systéme des lignes L, est homéomorphe a un
systéme de paralléles de cet espace euclidien.

2° L’espace R; admet un domaine & 'infini dans I'espace quadri-
dimensionnel des variables x” et il existe un systéme de coordonnées

Journ. de Math.. tome XXX, — Fasc. 4, 1951, 47
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régulier dans ce domaine & 'infini tel que les potentiels v, corres-
pondants tendent uniformément vers les quantités

=o pour A=,
O =—1 pour A—=p=—o, 1, 2 ou 3,

=41 pour A—p=4,

lorsqu’on s’éloigne & 'infini sur les sections d’espace d’une région (R)
de R,.

Précisons cette notion de domaine a ’infini :

Considérons I'espace R, rapporté a un systéme de coordonnées (z*)
et satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Sur toute variété x*= const. d’'une région (R) de R, il existe

des points pour lesquels la distance p:\/z"(ac"')“ surpasse toute

valeur donnée a I'avance.

2° R;, rapporté au systéme (a*), est partout régulier dans (R),
sauf peul-éire dans certains domaines situés tout entier a distance
finie. / .

Dans la région ou R; est'régulier, toute section d’espace quadri-
dimensionnel de R; peut éire considérée comme un espace de
Riemann rapporté au systeme (") de mélrique — do’ =+, ; dx’ dz’'.
Dans cette région tragons sur les diverses sections d’espace de R; des
courbes C partant d’un point M, et s’éloignant a l'infini. Si, quel que

M
soit C, la longueur f V— Yidx” dz’ tend vers I'infini avec p, on dit
M,

que R; admet un domaine a I'infini dans I'espace el que le systéme de
coordonnées (x*) est régulier dans ce domaine & l'infini.

Ces hypothéses faites sur R; se traduisent dans R, par les
suivanles : d’abord dans R, on est assuré de ’existence d'un domaine
a linfini dans Pespace; en effet, grice aux hypothéses de nature
topologique, sur toule variélé x* = const. de la région (R)/[L,] de R,

il existera des points pour lesquels la distance r= \/Z(w‘) surpasse
' 1

toute valeur donnée & ’avance et R,, rapporté au systéme (') sera
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partout régulier dans (R)/[ L, ] sauf peut-étre dans certains domaines
situés tout enlier a distance finie. Les variétés x'=const. de la
région (R)/[L,] de R, seront des sections d’espace douées d’une

structure d’espace riemannien de métrique — ds; = g,;dx'dz’ et la
‘:Lo’m .

longueur V— g da'dx’ augmente indéfiniment avec r. Enfin,

Loy,
dans ce domaine a l'infini dans I’espace, R, admettra un systéme de
coordonnées régulier tel que les potentiels g;; tendent uniformément
vers o, les composantes @; du potentiel-vecteur vers zéro et le facteur

de gravitation vers sa valeur classique 7,,.

Atnst, le comportement asymptotique normal du champ unitaire d
quinse potentiels entraine le comportement asymptotique euclidien de
Uespace-temps, avec un champ électromagnétique nul & U'infini et un
JSacteur de gravitation constant a l'infin.

5. LES DEUX PROPOSITIONS FONDAMENTALES EN THEORIE UNITAIRE. — A
partir de maintenant, nous n’utiliserons plus les mots extérieur et
lntérieur que dans leur sens unitaire : nous appellerons donc champ
extérieur 'ensemble d’un champ gravitationnel et d’un champ électro-
magnétique, avec en plus dans notre théorie un facleur de gravitation
variable, & 'extérieur de toute distribution de matiére chargée. '

Toule singularité d’'un champ extérieur doit pouvoir élre meublée
par une distribution de matiére chargée, si 'on veut pouvoir conce-
voir cetle distribution comme cause du champ; et cela de telle sorte
que 'ensemble du champ extérieur et des divers champs intérieurs
considérés soit partoutl régulier. Inversement nous sommes conduits
a la proposition suivante :

(A1) Dans tout domaine de R, ot une distribution de matiére chargée

peut étre introduite, le champ extérieur doit nécessairement présenter des
singularités.

Dans ces conditions, dans un champ extérieur partout régulier, on
ne peut introduire aucune distribution de matiére chargée. Un tel
champ doit donc nécessairement se réduire a zéro, un champ unitaire
nul étant un champ tel que g;;=2;;, ¢;=0, 7 =7,. Si 'on admet
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d’autre part que les seuls champs susceptibles d’une interprétation
physique ont un comportement asymptotique normal, nous arrivons
a la proposition :

(By) Siun champ unitaire extérieur admet un comportement asymp-
totique normal, il ne peut étre régulier partout sans se réduire identi-
quement a 3éro.

Dans la théorie d’O. Klein, la proposition (A,) garde exactement
la méme forme que dans notre théorie unitaire mais la matiére et la
charge s’introduisent séparément, la matiére aux seconds membres
des équations d’Einstein et la charge par le vecteur-courant aux
seconds membres des-équations de Maxwell-Lorentz. Il en est encore
de méme dans la théorie provisoire de I’Electromagnétisme ou il ne
faudra alors considérer que des domaines d’espace-temps.

Quant & la proposition (B,), elle s’énoncera pour la théorie provi-
soire de I’Electromagnétisme ou pour son interprélation par la théorie
d’0O. Klein, de la facon suivante :

(B) St un espace-temps admet des champs gravitationnel et électro-
magnétique nuls a [l'infini et satisfaisant partout aux équations
d’Einstein

gik: — ATik
et de Mazwell
v ;Fii=o,

ces champs ne peuvent étre partout réguliers sans se réduire identi-
quement a z€ro.

Dans la seconde partie de ce chapitre, nous étudierons succes-
sivement dans notre théorie unitaire les deux propositions (B,)
et (A,), en nous bornant a la considération d’un champ unitaire
stationnaire.

La troisiéme partie de ce chapitre sera consacrée a l'étude des
propositions (B’ ) et (A,) dans la théorie d’O. Klein (*).

(1) Les résultats relatifs aux propositions (B,) et (B}) ont fait I'objet d’une
Note aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 226, 1948, p. 1881.
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II. — Les solutions partout réguliéres des équations
de notre théorie unitaire dans le cas d'un champ stationnaire.

1. La proposition (B,).

6. RareeL pes nvpotakses. — Le champ unitaire est représenté dans
un espace de Riemann R;, cylindrique, par les quinze potentiels de
champ y,, satisfaisant dans le cas extérieur aux équations S,,=o.

Ce champ est stationnaire (les y,, sont indépendants de z*).

Il a un comportement asymptolique normal.

Il est partout régulier.

7. L’espace R,. — Profitant de 'analogie qui existe entre Phypo-
thése du cas stalionnaire et ’hypothése de cylindricité, nous allons
faire jouer a x* le réle que nous avons fait jouer & 2° dans le
chapitre II. Reprenant les calculs que nous avons fait dans le cas de

la signature elliptique nous poserons
(7.1) ‘ Y= V"

et nous décomposerons en carrés le do? de R; en faisant jouer & z* le
role de premiére variable directrice. En posant (%)

(T.2) Wt = V’[dx" + %dxi],
nous aurons

(7.3) do*—= (w't)? + ds”,
avec
(7.4) ds'*= gl dat da’’,
ou -
(7.5) - gy=1ep— T2

(*) Comme d’habitude, nous soulignons les indices quand il s’agit de compo-
santes sur un repére orthonormé; nous caractériserons par un accent les élé-
ment de l'espace R, méme lorsque ce caractére sera visible sur ses mdlces

i) .., =0,1,2, 3.
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La décomposition de ds'* en carrés sous la forme

(7.6) ds’2:(Q'2)2+(m'L)z+(wr3)£+(w'1)2

nous permet de définir un repére mobile orthonormé de ®; dont les

>
vecteurs de base seront désignés par e,.

L’é¢tude de la relation w™=o0 nous conduit 4 la définition d’un
espace R : considérons la relation d’équivalence [L,] qui consiste a
tenir pour équivalents les points d’une ligne L, de R, le long de
laquelle x* varie se{ul; R, sera l'espace quotient R,/[L,] de R, par
cette relation d’équivalence. La métrique do* de ®R; induit la
métrique ds’* dans l'espace R, qui se trouve ainsi doué d’une

- ’ 9-
structure d’espace riemannien. Le repére mobile orthonormé (aa>
de R; induit dans R, un repére mobile orthonormé qui sera désigné

> > . . , .
par <e}); le repére naturel (ea> de R; induit dans R’, un repére naturel

. ae

qui sera désigné par <e,.,).

La formule

(7.7) | I — o

>
définira un vecteur ¢ de R, par ses composantes sur le repére naturel
de cet espace; nous désignerons par V; et A, respectivement l’opéra-
teur de dérivation covariante et le laplacien dans R, et nous poserons

Fop=Vi0;— V; ¢,
ce qu’on peut d’ailleurs aussi bien écrire, puisqu’il s’agit de compo-
santes sur le repére naturel de R, :
(7.8) Fiy=0r ¢y — 0 9t

‘

Enfin nous poserons

(79) /2:2 F;rer'i'/".

g

Nous pouvons alors, sans calcul nouveau, écrire a partir de la
derniére des formules (8.4) du chapitre II, 'expression de la compo-
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o
sante R,, du tenseur de Ricci de R; sur le repére orthonormé (al> de
cet espace en fonction d’éléments appartenant a R, :

1 ’ 4 2
(7.10) Rii= V—;A_,V“— " H2,

De méme, & partir des formules (10.3) et (10.4) du chapitre II,
nous obtenons ’expression de la composante de R, du tenseur de
Ricci de R; surlerepére naturel de cet espace, en fonction d’éléments
de R, définis par leurs composantes sur le repére naturel de cet
espace :

(7.11) R!= VL ViR,

3 I . b > ’
ou A” sont les composantes contravariantes d’'un vecteur A’ de R
défini par
Vs
2

(T.12) Wy=0;V'— oL T,

Enfin les formules (10.7) et (10.8) du chapitre Il nous permetient
d’obtenir l'expression de cette méme composante R! en fonction

d’éléments de R; définis par leurs composantes sur le repére naturel
de cet espace :

(7.13) R = V0%,

. >
ou 71'* sont les composantes contravariantes d’un vecteur v/ de R,

défini par

: FIA AR
(7.14) =

Y

oYL ! ——
CP[’}*/"L, 7, = 0.

D’aprés ce que nous avons vu au paragraphe 11 du chapitre II sur
les différentes facons équivalentes d’écrire les équations de notre
théorie, chacune des équations

R,.=o, Ri=o

peut étre substituée, en fournissant un systéme équivalent au systéme
Sy.= o0, al’équation S,,=o.
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8. PASSAGE A LA SIGNATURE HYPERBOLIQUE j LE CARACTERE SPATIAL DE Lo. —
C’est ici que nous pouvons justifier attribution du caractére spatial
a la variable z°.

Pour pouvoir utiliser dans la démonstration suivante la formule
(7.10), il est essentiel de pouvoir supposer que la quantité H'? garde
un signe constant; or, ce n’est qu’en attribuant a x° le caractére spatial
que cette quantité est constamment positive. Cen’est également qu’avec
cette hypothése de signature que 'opérateur A, est un opérateur du
type elliptique, ce qui jouera également un réle essentiel dans la
démonstration.

De plus, il est nécessaire que dans]’espace-temps R, le fait pour la
quantité g,, d’étre positive résulte automatiquement de ’hypothése
que c’est la variable * qui posséde dans R; le caractére temporel.
Or ’hypothése de signature que nous avons faite au paragraphe 12
du chapitre Il nous a conduit a la formule

gu=Yu+ B*V2(q.)

et 'y“> o entraine automatiquement g,, >0, ce qui ne serait pas le
cas si nous attribuions & 2° le caractére temporel.
Si nous effectuons sur toutes les formules du paragraphe 7, qui
“auraient dues étre écrites en éléments étoilés, la transformation

* ' *
=", xt—=x* complétée par = v,
l
nous constatons que toutes les formules écrites demeurent inchangées.

La seule différence porte sur (7.6) qui doit s’écrire
dsr=— (w'2)* — (0"1)* — (02)* — (02)%.
Faisons 4 ce propos une remarque sur les discriminants des diverses
formes quadrauques considérées : en s1gnature elliptique, le dleI‘l—

minant y des Vs le dlscrlmmantg des g;; et le discriminant g des gl ;
sont tous trois positifs. Le passage & la signature hyperbolique nor-
male donnera :

y=17 puisqu'il y a changements de signes portant sur quatre
variables & caractére spatial;
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g=—g puisqu’il y a changements de signes portant sur trois
variables a caraclére spatial;

g'=g' puisqu’on retrouve ici les quatre variables & caractére
spatial.
Ainsi y et g’ sont positifs mais g est négatif.

En résumé, le passage a la signature hyperbolique ne change pas
les formules du paragraphe 7. C’est pour cette raison que nous
n’avons pas écrit ces formules en éléments étoilés comme elles auraient
di 'étre; nous les utiliserons telles qu’elles sont écrites.

Les trois équations susceptibles de remplacer dans le systéme
S;,.= o I’équation S,, = o seront donc

(8.1) - %A;V'—Y[T'H'zzo,
(8.2) Vb = o,
(83) . Vahn/x:O’

> > . .
les vecteurs /' et v’ étant définis respectivement par (7.12) et (7.14).

9. ORDRE DES DEVIATIONS DES ), PAR RAPPORT A LEURS VALEURS NORMALES.
— Nous allons dans ce paragraphe exposer la contribution apportée
par Einstein et Pauli a I’étude des solulions réguliéres des équations
du champ (*). En réalité, comme on le verra plus loin, la forme que
nous avons donnée & nos équations nous dispensera d’avoir besoin de
ce résultat. Il nous parait cependant intéressant d’exposer cette
question, non seulement & cause de l'intérét propre qu’elle ne peut
cesser de présenter, mais encore précisément pour bien mettre en
évidence la simplification que nous apportons a la démonstration.

Nous nous contenterons d’exposer la méthode dans le cas qui nous
inléresse ici; nous considérerons un espace de Riemann R, a cinq
dimensions, dans lequel qualre variables possédent le caractére
spatial correspondant a des signes moins, et la cinquiéme le caractére

(1) Cf. bibl. [37].
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 4, 1g51. 48
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temporel correspondant au signe plus, en faisant I'hypothése de

cylindricité par rapport a la variable & caractére temporel (*).
¢ étant défini par

pP= D (2)?
nous poserons
Tip=— a)kp,—*‘ €
N ’ .
le symbole ¢,, ayant les valeurs définies au paragraphe 4 et les g,

. , R I .,
tendant uniformément vers zéro avec o Nous ne considérerons que la

m,
P’“ (my, = const. ).

partie d’ordre E_I> des ¢, soit

On peut toujours se ramener a un systeme de coordonnées iso-
therme c’est-a-dire tel que I'on ait

(9.1) Y, = o.

Soit y le déterminant des v,,; on peut écrire y=1-¢, ¢ étant
donné par

(9.2) s:e“—z ey
;

2m
et nous poserons € = — —-

4
La formule (9.1) donne alors

(9.3) &gy — éd.,e:o,
équations qui nous fournissent pour les parties en % des quantités g,
les résultats suivants :

pour v=4, on a
Opew=o,

() Einstein et Pauli font une démonstration plus générale et par suite moins
rapide en considérant trois dimensions de caractére spatial et un nombre quel-
conque de dimensions supplémentaires correspondant a une signature quelconque
avec ’hypothése de cylindricité par rapport a ces variables supplémentaires.
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d’ou
(9.4) , my, = 0;

— 4 o
pour v=1,ona

1
()/-/El-//'/-— ;(),IE —- 0,

d’ou
(9.5) Ty ==— m Oy .
(9.2) donne alors
my, —hm=——am,
soilt
(9.6) m,,—2m.

Intégrons alors la relation (8.2) dans le volume limité par une
sphére géodésique X' de l'espace R de «rayon » arbitrairement
grand; on a

> > -
ﬂuxx,h’:f[H V},/t’/'\/g’ d2" dxt da? dx’ = o,
Q' .

ou " est I’hypervolume limité par X'.
Or A"/ est donné par

i

) " \% "
]Z,/ :gl/k’ (dk’V’— 7 CIDI F}\Jl).

L’hypothése du comportement asymptotique normal de R entraine
le caractére euclidien a I'infini de R, et g'/* tend uniformément vers
- W/ apparait alors comme la somme de deux termes dont le

. e I x/!
premier g"/“9,, V' a pour terme du second ordre en APLCT Le
2

3
p

Vi e iy .
second terme, —— g0, K" ne contient pas de termes du second

,

-2

i's

. I Y, . Vs ’ irer ’
ordre par rapporl a % On peut en effet I'écrire -~ o, F'/"; o= ™

5 Vit
a pour partie principale 22 et F/% a pour partie principale
mj ' — my,x’ P
pr
qui revient au méme ¢, F,” est du troisiéme ordre en é

T I P , -
c’est-a-dire un terme en o En définitive, o, F/% ou ce
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Le terme du second ordre en - A "'de I/ est donc - m,,,,, le flux du
vecteur A A travers X' a donc un sens et vaut 2mm,, ; 11 ne peut étre
nul que sil'on a
(9.7) m,, — o.

(9.6) montre alors que m=o, ce qui conduit d’aprés (9.5) a
m,-,j,: 0.

Ainsi, toutes les constantes m, sont nécessairement nulles et nous

pouvons énoncer :

S'il existe une solution partout réguliére des équations du champ et s
le comportement asymptotique du clmmp est normal, les déviations des v,
par rapport a leurs valeurs normales sont nécessairement d ordre supérieur

a

'DI;—

Nous n’utiliserons pas la démonstration précédente mais chemin
faisant nous avons démontré le lemme suivant qui nous servira dans
la suite :

L e:vpresszon cpl F-,’ est du troisiéme ordre au moins en 5

10. PREMIERE PARTIE DE LA DEMONSTRATION. — Nous avons considéré le

» . 1
vecteur /' de R, de composantes covariantes sur le repére naturel de
cel espace
Vs

(10.1) =0 V' — — o, Fi.

>
Considérons de méme le vecteur £’ défini par

(102) A”/’,:‘ d/'/V,.

Les équations (8.1) et (8.2) donnent

(10.3) V1 = o,
o v 72 ’
(10.4) VK=

Considérons les flux des vecteurs 7;’ et 7c’ Atraverslasurface X' d’'une
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sphére géodésique de R, donl le « rayon » est arbitrairement grand.
D’apreés le lemme de la fin du paragraphe précédent, la différence des

re > . ey .
deux vecteurs /' et £’ est du troisiéme ordre au moilns par rapport

, I , . \ . .
a - et les deux flux sont équivalents a 'infini.

On peut écrire

> -
(10.5) fluxy, A' = W A\ V' dz dzt dz? da?,
. s
> Y .
(10.6) fluxy, /f/:]]ﬂ —— N/ ¢ dz® dzt dx? da®.
b o 4

> .
D’aprés (10.3), le premier de ces flux est nul. Le flux de 4 équi-
>
valent a I'infini au flux de #/, tend donc vers zéro avec é La nullité

du second membre de (10.6) quand ¢ devient infiniment grand
donne

(10.7) H?—o.

L’équation (10.4) s’écrit alors
(10.8) ALV =o.

L’espace (R; étant partout régulier, il en est de méme de R’ ; la
forme quadratique — g’/ XX élant partout définie positive, A est
un opérateur elliptique. Il résulte de I'équation (10.8) et des pro-
priétés des opérateurs elliptiques que V', qui est constant & I'infini, se
réduit identiquement & une constante.

Avec 'hypothése de signature que nous avons faite, (10. 7 ) entraine

F’l.,j/: [0}
ou encore puisque V' est constant
(10.9) di’T’»l":dj’Tl.i"

On peut donc trouver une fonction 6(z°, z*, x*, 2*) définie dans
tout I'espace R (& une constante additive prés) telle que

Y”/: di’e (1)

(') L'hypothése de cylindricité permet de séparer (10;9) en d;Y,3= 0,7, et
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Effectuons le changement de coordonnées

*
o o

: ; ( g )
Wl — L. b — 13 -0 1 2 3
'=at; x_x—\—”—:() ', x', x*, x ).

Les lignes de temps de R ne sont pas modifiées et les potentiels se
transforment par

v

X — I ’ . _t/ '/__t/.
Yirit="Yvj— Vl?']“»,y,,/r pour =1, ) =],

*
Tiv=yw—0d0=0 pour =1;

i =, = V2= const.

P A

L’espace R, admet ainsi dans le systéme de coordonnees <x7)
I’élément linéaire stationnaire et orthogonal :

(10.10) k de?= V"l<(lx*‘)3 + i dJ-;' dx/*

11. DEuxiEME PARTIE DE LA DEMONSTRATION. — Dans ce paragraphe,

nous supposerons (R, rapporté au systéme de coordonnées <x’> et
nous supprimerons le signe x. La décomposition en carrés du do*
(10.10) en prenant x° comme premiére variable directrice nous
fournira pour I'espace R, un ds* stationnaire et orthogonal :

ds*= gy da d2’ + V"2 (dz*)*.
4 .
Le vecteur ¢ de R, sera tel que ¢,= o puisque y,,—=o0. On en
déduit pour le rotationnel de ce vecteur
Fuy=0d,0;— d.lfo: 0,

le premier terme étant nul a cause du caractére stationnaire, le

second a cause de la nullité de ¢,.
La quantité H? se réduit alors a ¢" g™ F;Fy,; elle est essentielle-

ment positive.

d510=0, ce qui montre que ¥,, est constant et que 0 a la forme

ax’+ f(xt, 2%, 2%).
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> > .
Considérons les vecteurs % et & de R, définis par leurs composantes
covariantes sur le repére naturel de ®} , par

QVSS
2 .

(111) /L,‘: ()/V+ @ C?iF/[,

(11.2) hy=0;V.

On notera que A*=k*=o0; en effet hi*=g"h; et g =0 §auf pour
1=14. :

Les équations (13.7) et (13.6) du chapitre II s’écrivent
(11.3) Vihi=o,
[32\73

4

He.

(11.4) Vil =—

Considérons alors dans R, l'espace a*=-const. et une sphére
géodésique X de cet espace de « rayon » arbitrairement grand ; nous
aurons

> o
fluxg A :‘ﬁV,-/L/\/— gdz' dx® dx?,

> ~2\/3
flux A :ﬁ— 37\— H2\/— o da' da? dx?,
=9 v 4

ou ¥ est le volume limité par X.
Le premier de ces flux est nul & cause de (11.3). r désignant

. »). } . -
\/2 (x')?, la différence entre les vecteurs /& et £ est du troisiéme
1

ordre au moins en ;‘ et les deux flux considérés sont équivalents &
-Iinfini. La nullité du second flux pour les grandes valeurs de r donne
(11.5) 2= o '
et équation (11.4) s’écrit
(11.6) | AV=o.

Le ds* de R, étant stationnaire et orthogonal, A, est un opératéur

elliptique sur z'=const. Le comportement asymptotique de R,
étant euclidien, (11.6) permet de conclure que V est constant.
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(11.5) donne alors F;;= o, ce qui se traduit puisque V est constant

par
dlYJo =0, Y10+

On peut alors trouver une fonction (', 22, z*) telle que
Y10 == oz

Revenons alors pour un moment a I'espace ', dont la métrique
s'identifie en ce moment avec celle de la variété x*= const. de &,
a cause de la nullité des v,,, et faisons le changement de coordonnées

* * [ * * *
= a!; 0= x" 4 r(x‘, x, :L").

Ve

Les v;; se iransforment suivant :

I * *
*
1= Yu+ g Yo Yo pour I =1, J=1J;

*
Yoi=Yu—d;T=0 pour J=1J;

]’3 0= "Yoo=— 2 — const.

Ainsi dans ce nouveau systéme de coordonnées, les y,, (en suppri-
mant les *x) sont nuls, ce qui se traduit dans ®}, par la nullité des g,.

Les dix premieéres équations (13.5) du chapitre II se réduisent
alors a

Sy=o,

et nous sommes ramenés en définitive a4 un espace-temps extérieur
(au sens habituel de la théorie de la Relativité générale), stationnaire
et orthogonal. On sail qu’avec les hypothéses faites, un tel espace-
temps se réduit localement a I'espace euclidien (') : on peut choisir
un systéme de coordonnées tel que les g, ou ce qui revient au méme
ici les v, aient la valeur ;.

Pour résumer cette démonstration, faisons la remarque suivante
sur la facon dont se partagent les quinze potentiels dans les deux

(1) Cf. Licunerowicz (bibl. [38], p. 41-43). Puisqu’on sait déja que le coef-
ficient V2 de (dx*)* dans le ds® est constant, il ne reste plus a établir que le
caractére localement euclidien des sections d’espace.
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parties de la démonstration : la premiére partie de la démonstration
nous a fourni des résultats sur les cinq quantités v, : Y., est constant
et nous avons pu opérer une orthogonalisation dans laquelle les v, et
Y.o deviennent nuls. La seconde partie de la démonstration fournit
d’abord des résultats sur les quatre quantités Y, : Y., €st constant
et nous avons pu opérer une orthogonalisation dans laquelle les
Yor deviennent nuls, puis sur les six y,;.

En langage relativiste habituel, nous rencontrons dans la premiére
partie de la démonstration les cinq quantités V' (qui s’identifiera avec
guv lorsque v,, sera rendu nul), o, et g, (qui s’identifiera avec
.. lorsque y,,=0); dans la seconde partie, nous rencontrons les dix
potentiels ¥, o, et gy;.

Ayant ainsi établi dans notre théorie unitaire la proposition (B,)
dans le cas d’un champ unitaire stationnaire, abordons a présent
I'étude de la proposition (A,), le champ extérieur étant toujours
supposé stationnaire.

2. La proposition (A)).

12. Les équations du cas intérieur

et peuvent donc s’écrire
I
Rop=—xp <u>\ up— 3 m) :

L’équation présentant le caractére scalaire dans les sections
d’espace * = const. de R, s’écrira donc

(12.1) Ri:&xp<u’*u,,— %)

Cette équation nous montre que la quantité R* est essentiellement
négalive; en effet, #* étant un vecteur unitaire de R;, on a
2ut U — 1=y (w) — Yy up uy

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 4, 1g51. -/19
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la forme quadratique y"/uu; étant définie négative, I'expression
2u'u,—1 est positive (*); or le second membre de (12.1) peut
s’écrire

17 t
— EXP [(2u"u,,—1)—r-6].

La formule (8.3) nous permet d’autre part d’exprimer R! sous
une forme d’une divergence dans R; :

d,‘/vl V,.l

b ' r___ R "
Rh— VO‘Y) 3‘, avec np= T - T (Pi’F]" .

Or si nous développons V,v* sous la forme
Vo' = 0vr/" + g, 7" + Lo2nt + | TR
nous constatons que, les second et quatriéme termes étant nuls a

cause du caractére slationnaire de la métrique de R, cetle divergence
ne dépend pas de v/*. On ne changera donc pas sa valeur en rem-

> >
placant le vecteur v’ par un vecteur {’ ayant les mémes composantes

. } .
contravariantes que 7’ pour a =1 et tel que {"*=o0. Nous pouvons
donc écrire )

{"=o.

7 12
Ri=V,r?, avec {/=~/¥ ( IV v > :

7 1
Vi o 0p Fd

Considérons alors un tube de R, qui soit limité par une hypersur-
face (S) engendrée non seulement par des lignes de courant mais
encore par des lignes de temps. Soient X, et X deux sections d’espace
de R, du champ extérieur, X, et X, deux sections d’espace de ®R; du
champ intérieur qui se raccordent avec les précédentes le long de la
paroi (S) du tube. Soient D le domaine 4 quatre dimensions déter-
miné sur (S) par I'un ou 'autre groupe de ces sections d’espace de
R;, V.et V, les hypervolumes limités respectivement par D, X, X, et
par D, X, X;. '

Si 'on suppose qu’il y a raccordement le long de (S) des deux
champs exlérieur et intérieur considérés, on constale en se reportant

(1) y** est positif car c’est le quotient par y (positif) du mineur de Tus (égale-
ment positif) dans le développement de 7.
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a la condition de raccordement énoncée au paragraphe 25 du

>
chapitre II, que, le long de (S), les vecteurs (' attachés aux deux
champs coincident, puisque ce vecteur ne dépend que des potentiels et

de leurs dérivées premiéres.
En appliquant I’extension du théoréme de Gauss a V,, nous aurons,

N ’
le flux de {’ a travers X; et X; étant nul

> * —
fluxy ¢’ :M R# \/Y dz® dz' dz? da? dx*.
Vi
. . . > \
R! étant essentiellement négatif, ceci nous montre que le flux de ' a
travers D est lul aussi essentiellement négatif et ne peut en aucun cas
se réduire a zéro.
Si & présent, nous supposons le champ extérieur régulier dans V.,
le méme raisonnement appliqué a V, donnerait

,}
fluxyZ’ = o.

Il en résulte que l'intégrale M R! VY dx* dz' dx* dz*dz* ne peut

pas étre calculée dans le cas du champ extérieur et que par suite le
champ extérieur ne peut pas étre supposé régulier dans V., ce qui
établit la proposition (A, ).

Ainsi, dans notre théorie unitaire les deux propositions (A,) et (B,)
sont toujours simullanément satisfaites dans le cas du champ unitaire
stationnaire. Notre théorie posséde donc exactement la méme cohé-
rence mathématique que la théorie relativiste de la gravitation.

II1. — Les solutions partout réguliéres des équations
de la théorie provisoire de 1’Electromagnétisme
dans le cas de champs stationnaires.

1. La prorosirion (B)).

35. RappeL pEs mypoThiisEs. — Les champs gravitationnel et électro-
magnétique sont donnés dans I'espace-temps R, par les dix potentiels
de gravitalion g;; et les quatre composantes o; du potentiel-vecteur.
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Ces quatorze potentiels de champ satisfont aux équations

Sl/\ = — XTik»

(13.1) B
V/‘F/i: o.

Les deux champs sont stationnaires (les g;; et les o; sont indépen-
dants de x*).

Le comportement asymptotique de R, est euclidien et le champ
électromagnétique est nul & 'infini.

Les deux champs sont partout réguliers.

Nous nous proposons de démontrer que dans ces conditions, les
deux champs se réduisent partout identiquement a zéro. Pour cela
nous allons utiliser la représentation pentadimensionnelle de la
théorie provisoire.

14. TrapuctioN pEs HYPOTHESES DANS LA THEORIE D'O. KiLEIN. — Cons-
truisons, selon les indications des paragraphes 14 et 15 du chapitre II,
Iespace de Riemann R, défini par la métrique

do?= "y dx* dxt,

a__ 2%

Yoo= — V2= Z£ = const.,

@‘z
2
Yio = 'FX @
Ty = 8y — 249
la nouvelle variable x° étant définie par dz’ = (o, da’.
Cet espace R; est cylindrique et R, apparait comme 'espace
quotient de R ; par la relation d’équivalence [ L, |. ’
En nous reportant aux identités (12.9) du chapitre II, nous voyons

que les quatorze potentiels de champ v, Yio satisfont au systéme
suivant, qui s’identifie avec (13.1) puisque V = const.

(15.1) Ty=o; TiHp=o.
Le ds? de R, est stationnaire (les v, sont indépendants de x*).

On déduit des considérations des paragraphes 3 et 4 et en parti-
culier des hypothéses de nature topologique faites sur R, Pexistence
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pour R d'un domaine & I'infini et le fait que ®; a un comportement
asymptotique normal.
Enfin Pespace ®R; est partout régulier.

15. Lgs kquations S, , = o0 Er S¢ = 0. — La définition des quantités
Ti/f et T,'o : o
T ALAES
Tio—_— A% Sfﬂ’
nous montre que le systéme (14. 1) peut étre remplacé parle systéme
équivalent
(15.1) 5515:0; Sip =0,

qui indique que les quatorze premiéres composantes du tenseur

>
d’Einstein de R, sur le repére orthonormé (ea> de cet espace sont

nulles. Nous utiliserons en particulier 'équation
(15.2) SL;I‘: o.

Considérons d’autre part la composante S; du tenseur d’Einstein
de R, sur le repére naturel de cet espace; on a

St AZARSE= ATALSS+ ATALS) - ALABSY - ALALSE.
A étant nul, le systéme (15.1) entraine

(15.3) St =o.

4

Evaluons a présent le scalaire R qui ici est différent de zéro (*):
par contraction 7 = k des dix équations

SEEERXE-— gﬁf;R:o,

(*) Clest R qui est nul ici, ainsi que le montre la contraction =4 des dix
équations

Tk k : >
SF—= — y1! avec 2 gf=4 et }d thf=o.

=k i=k
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. ak
on obtient avec Z o; =14 :
i=k

On en déduit
: R—=— R}=R,,,

soit, d’aprés la valeur (12. 10) du chapitre IT de R, ,, avec V =const. :

R—=— £pe,
2

Les équations (15.2) et (15.3) peuvent donc s’écrire
(15.4) R.,=— %12,
- 4

(15.5) Rh:—%HR

Nous pouvons reprendre ici sans modification les paragraphes 7,

. . . + >_ ’
8 et 9 de ce chapitre. Ainsi les vecteurs 4’ el £’ de ’espace R, étant
définis par leurs composantes contravariantes sur le repére naturel
de ®, par
\G

3 -
g, F.

). I
h]-/._d,/V 2 ;

K=V,

les équations (15.4) et (15.5) s’écriront

R LV

15.6 v — e Y )
(15.6) j ; 4
. l4

(15.7) -WM:_Zgw.

Le résultat d’Einstein-Pauli et sa démonstration restent valables
sous la forme que nous leur avons donnée au paragraphe 9, mais ici
on sait dés le début que m,,= o. Ici encore nous n’aurons besoin que
du lemme.
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16. PremiiRE PARTIE DE LA DEMONSTRATION. — Nous n’avons pas ici
d’équation nous indiquant qu’une divergence de vecteur est nulle,
mais ’égalité des seconds membres des équations (15.6) et (15.7) et

. e v .o . 1
le fait que la quantité c?l.,Fj,’ est du troisiéme ordre au moins en P

e o . > > > X
nous incite a considérer la différence /' des vecteurs £’ et £'. (15.6) et
(15.7) donnent

Vs

(16.1) V=

>
Considérons le flux du vecleur !’ atravers la surface X' d’une sphére

géodésique de R, dont le « rayon » est arbitrairement grand :
> Vs _
flux/ ! = — N2V e' dzx' dx* dac* da?.
-~

> >
, R . I .
!’ étant du troisiéme ordre au moins en o le flux de (" 4 travers X’ tend
O

, I ’ .
vers zéro avec {;et 'on en déduit

H2=—o ou v =0 ou encore dy < »V//’> =q, <{7‘; )
On peut donc trouver une fonction A(x°, x*, x*, x*) définie dans
tout I'espace R, telle que

:/4[/: \/’2 d[lo.
Effectuons le changement de variables
b — xi'; x-‘.: x'y - 0 <$\1’ xl’ '1/.‘2, .l'::>,

qui fournit
I * *
e e i T
1’;/;_ Ye V2 Yer Yujr pour =1, J =]
a“r *
B =v1w—V?0:0=0 pour /=7;

_ — V2
Trx = Y= V'
bk !

Dans le systéme de coordonnées <x7~>, le ds* de R est ainsi ortho-
gonalisé sous la forme

¥\ 2 * *
do* =V (dat)' 1 ye . dat da.
. irjr
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17. DEUXIEME PARTIE DE LA DEMONSTRATION. — Nous supposerons R
rapporté au systéme (x') et nous supprimerons le signe x. Revenons
a l’espace R, de mélrique

ds*= gy da' dz’ + V't (dz*)?,

>
¢ est tel que o,=o0 et 'on a IF,;=o0, si bien que H? se réduit 4 une

quantité essentiellement positive.
> > . . N .« o,
Les deux vecteurs /' et & sont identiques a cause de la nullité

des g, et les deux équations (15.6) et (15.9) se réduisent 4 une seule
I ! 7 )
(17.1) VAQV’:—%H-.

Nous allons exprimer cette équation en éléments appartenant & R,
et pour cela revenir pour un moment aux repéres orthonormés.
En utilisant le repére orthonormé de ®’, nous avons

A V=0l VL0, VY= 0 1[0, (0, V) + v, 4 0 V']
Or 9, V' est nul; en effet on a
Do V=410,V 4+ Ay 9, V',
mais A, =o et d, V' est nul & cause de la cylindricité.
D’autre part, la formule (8.3) du chapitre II (*) nous donne

0 dgV . v
TIT 0= ~ —=o0 puisque V est constant.

Ainst A, V' se réduit a

(17.2) A V=30 ( V) + =k 0 V' ].

. oV .
(1) La formule (8.3) du chapitre Il : v;4,= —lV_ étalt écrité ainsi avant le
passage a la signature hyperbolique. La transformation effectuant ce passage

. . . o 0 .V
laisse cette formule inchangée car elle devrait étre écrite v;~ = ~ Il en est

de méme un peu plus loin pour Y5 a T
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En utilisant le repére orthonormé de R, nous évaluons A, V' :

8, V'= 89,9,V y=0"[ (9 V) + 1,5, 0V .

Or 0, V' est nul; la démonstration serait analogue a celle qui montre
que 9, V' est nul, en faisant jouer au caractére stationnaire le role que
jouait-l’hypothése de cylindricité. Le méme processus nous permet
d’écrire directement la formule suivante, transposée de (8.3) du

chapitre II :
d,; \'A

Ainsi A, V' se réduit a
osVio v

7 3d / K ’ 2 =

En comparant avec (17.2), on a
e A A
A V=4,V —5 =
si bien que (17.1) s’écrit
' _ V' oV ;
1 101 I £
v%v—&;wf_:_am
ou encore en remplacant les indices I et J du second terme par vety,
ce qul est sans importance puisque d, Vi=o:
il 1< , 9;V'o; V'
0 \Z VJ(‘)}V ) o \ZE

o; V'
— X
1( v )“ A

o; V'
Soit m le vecteur de R, de composantes 7 sur le repére ortho-

3

normé de cet espace; passons au repére naturel par multiplication
i i - ’ . : .
parEAiA; : le vecteur m étant défini par ses composantes contra-
i
variantes sur le repére naturel de R, par

(17.3) m:%¥

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 4, 1951, 50

(m,= m'*= o),
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nous avons

(17.4) V.mi=— % He,

FENPN

On peut encore écrire cetie équation sous une autre forme; on a en
effet en tenant compte des équations de Maxwell

V(9 Fit) = V,0,Fii—= é(Vjcp[— Vo, )Fie ?I; 1.

. >
En définissant un vecteur n de R, par

V!
9, _Zw‘?iF/-i (n,=nt=o),

(17.5) "= =7 -

I’équation (17.4) peut s’écrire
(17.6) Vini=o.

Considérons alors une sphére géodésique X d’une variété =* = const.
de R, et de « rayon » arbitrairement grand; on a

> _
fluxy n :ﬂvjn"\/—— & dz' dx? da?,
— . —
. ﬂuxzmzﬁ-— g“HQ\/—gdmi dz? dx?.
‘v

Le premierde cesflux estnulacause de(17.6). rdésignant\/z(x‘)‘—’,
I

—

la différence entre les deux vecteurs n et m est du troisiéme ordre au

. I L. 1y . ’ Ly .

moins en - et les deux flux sont équivalents a l'infini. On en déduit
H2=o.

L’équation (17.1) qui s’écrit alors A, V=0 permet de conclure
que V' est constant et la fin de la démonstration est exactement la
méme qu’au paragraphe 41 : une nouvelle orthogonalisation annule
les coefficients y,, et ’on se trouve ramené au cas d’un espace-temps
extérieur (au sens habituel de la théorie de la Relativité générale),
stationnaire et orthogonal, ce qui achéve la démonstration de la pro-
position (B)).
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La démonstration de cette proposition (B)) en théorie d’O. Klein
apparait plus complexe et moins harmonieuse que la démonstration
de la proposition (B, ) dans notre théorie unitaire. Cela tient évidem-
ment au fait que le nombre des équations ne cadre pas avec la repré-
sentation pentadimensionnelle. Le fait qu’il n’y a pas de quinziéme
équation dans la théorie d’O. Klein nous donne R £ 0, ce qui nous a
obligé a modifier la premiére parlie de la démonstration mais, surtout,
ne nous a pas permis de conclure & la constance de V' lorsque nous
avons obtenu H'*=o0. La premiére partie de la démonstration régle
la question des quatre quantités v,,, y,, ou, ce qui revient au méme,
0, et g,. Au début de la seconde partie, il nous a fallu modifier consi-
dérablement notre équation pour revenir a I’espace R, et ce n’est
qu’a ce moment que nous avons pu établir que V' était constant.
Cette seconde partie de la démonstration régle la question des
dix coefficients v,,, yo; et y,; ou, ce qui revient au méme de g,,,

o et g
2. La proposition (A,).
18. LES EQUATIONS DU CAS INTERIEUR. — Les équations du cas intérieur
en théorte d’0. Klein s’écriront

gi-:—-” ik— v—ii 3
(18.1) ‘_ : /"ik AP U Uk
2 ViF/i—=— puy,

le scalaire o, essentiellement positif, représentant la densité de matiére,

u la densité de charge, u; le vecteur-vitesse; ces trois éléments appar-
tiennent naturellement 4 R,.

Or pour V constant, nous avons, d’apres les formules (12.9) du
chapitre II

Tiy= Sir+- y7u
T[o = QT\/‘ V/ Fji,

si bien que les équations (18. 1) peuvent s’écrire

(18.2) ) 4 BV -
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Nous pouvons alors revenir au repére orthonormé et calculer les
quatorze premiéres composantes du tenseur d'Einstein de R, sur le
repére orthonormé de cet espace par

Siv= Asz‘o:
si bien que le systéme (18.2) peut s’écrire sous la forme équivalente

S{A»:— Xpu{uk,

. (18.3) -
Sg():— 6V‘uui

- 2

\

Evaluons encore le scalaire R; la contraction /= k des dix pre-
miéres équations (18.3) donne

=k

et 'on a

On en déduit
R—;—Rﬁ:xg ou R:X_pr—{—l:{gg,

) o : . 22
d’ou, puisque REE_— 2 H2,
R=yp— X1
L=
19. ExpressioN pe Lo composanTE S;. — Calculons a présent la com-

posante mixte S; du tenseur d’Einstein de R, sur le repére naturel de
cet espace; on a

’ @B
Puisque A; est nul, cette formule se réduit a

St=AL ALSE+ AYALSE
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Les Sf‘ et Sf sont données par les équations (18.3) en y faisant
passer les indices £ en position covariante (*); At vaut — BVe,. On
obtient donc pour—S: :

@2 Ve

L=k
5 Qi prAr e,

St =y p A, Ak uyuk+
Sh—=— ypu, ub+ yuq, ut.

En utilisant l'expression de R, on arrive a I’équation présentant le
caractére scalaire dans les sections d’espace x* = const. de R; :
A YT Y I s
Ri=— 22— yp| tbu,— - )+ o ut.
4 v 2
Le second terme seul ayant un signe déterminé, cette équation ne

permet pas de démontrer la proposition (A,).
On pourrait essayer de surmonter la difficulté due a la présence

du terme — % H?* par un procédé analogue & celui qui a été utilisé
o

dans la premiére partie de la démonstration de la proposition (B),
c’est-a-dire en considérant I’équation

Ryy=— %HL %5[@&)2_ %J

Mais la difficulté due a la présence du troisieme terme yue,u,
subsistera de toute maniére.

Il semble donc que, dans la théorie d’O. Klein, il soit impossible
d’achever la démonstration de la proposition (A,) dans toute sa
généralité, c’est-a-dire sans faire d’hypothéses complémentaires sur

le signe de la charge u. (*).

20. ConcLusion. — La comparaison entre la théorie d’O. Klein
et la théorie unitaire que nous avons étudiée dans ce travail est donc

(*) Il nous faut distinguer les indices en position haute ou basse en repére
orthonormé a cause du fait déja signalé que les composantes covariantes et
contravariantes ne sont pas toujours identiques en signature hyperbolique.

(*) Lichnerowicz (cf. bibl. [39]) a démontré la proposition (A;) en supposant
que la charge a un signe déterminé.
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en faveur de cette derniére. Elle donne du champ unitaire une repré-
sentation covariante par rapport aux changements de systémes de
référence permis dans l'espace a cinq dimensions et sa cohérence
mathématique vient d’étre nettement établie.

Il semble donc que I'introduction d'une théorie pentadimension-
nelle doit admettre logiquement comme corollaire 'introduction
d’une quinziéme variable de champ.
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