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MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

~ JOURNAL

Mémoire sur la théorie des caractéres dans les groupes

localement éompacts unimodulaires ;

- Par RoGer GODEMENT:

INTRODUCTION.

« Je tourne sans cesse dans un-souter-
rain ou la lumiére n’est que  sous-
entendue. »

(Paul ELUARD. Les dessous d’une vie ou
la Pyramide humaine.)

Ce Mémoire a pour but d’exposer une partie des résultats obtenus par Pauteur

depuis 1947 (*) en ce qui concerne 'extension & des groupes généraux de la

- théorie des caractéres, dont I'importance est bien connue dans les cas classiques.

Il né sera peut-étre pas inutile de donner tout d’abord quelques indications sur

les problémes que pose cette théorie, ainsi que sur les méthodes par lesquelles
on peut espérer les résoudre. .

'

(*) Les premiers résultats que nous avons obtenus ont été exposés dans deux
Notes : Anralyse harmonique dans les groupes centraux (C. R. Acad. Sc.,
t. 225, 1947, p. 19-21 et 221-223).

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1951. 1



2 ROGER GODEMENT.

1. L NOTION DE cARACTERE. — Soient G un groupe compact, et s > T; une
représentation unitaire irréductible de G, s’effectuant dans un espace 4¢ de
dimension finie. Comme on le sait, on appelle caractére de cette représentation

la fonction
~«x(s)=Sp(T,)

[on désigne par le symbole Sp la trace normée. de tellesorte que 'on ait Sp(I1) =1].
De toute évidence, cette fonction posséde les propriéiés suivantes :

a. elle est invariante par les automorphismes intérieurs de G (ce que nous
exprimerons en disant que y est une fonction centrale);

b. elle est continue et de type posiuif. ’

Naturellement, ces propriétés ne sont pas caractéristiques, puisqu’elles appar-
tiennent aussi, par exemple, a4 toule combinaison linéaire a coefficients positifs
de caractéres; mais 1'on sait que toute fonction possédant ces propriétés peut se
développer en une série, uniformément convergente et i coefficients positifs, de
caractéres. Si donc on introduit 'ensemble convexe K formé par les fonctions
continues, centrales, de type positif,- prenant pour x =—='¢ une valeur <1, on
voit que les caractéres de G peuvent encore étre définis comme étant les points
extrémaux non nuls de K.

Bien que la propriété précédente permette, comme on le verra, de généraliser
d’une facon appréciable la théorie des caractéres — et par exemple de I'étendre
a tous les groupes discrets — son utilisation sur des groupes tels que le groupe
de Lorentz souléve des difficultés considérables, pour la simple raison que, sur
un tel groupe, il n’existe pas de fonction continue, centrale et de type positif
autre que les fonctions constantes. On est donc conduit a chercher une autre
propriété des caractéres. )

Pour cela, considérons la représentation {3¢, T;} de G; soit L I'algebre des
fonctions continues sur le groupe compact G; on obtient une représentation
unitaire irréductible de L si I'on associe a toute fe€L I'opérateur

'Tf:fof(s)ds;
etl'on a

Sp(’l‘j«);—_«ff(s)x('s)ds pour_toutefgL.

Il suit de la que I'expression

() :fﬂs)x(s)ds: Sp(T))

est une trace sur 'algébre L, c'est-a-dire posséde les propriétés fonctionnelles
suivantes : :

p(fx ) =plgxf) p(f*xf)>o.



MEMOIRE SUR LA THEORIE DES CARACTERES. 3

Ceci étant, il est clair que les feL telles que u( f% f)=o forment un idéal
bilatére u, invariant par I'involution ~ ; si 'on désigne par f— f I'application
canonique de L sur Palgébre quotient L/n, I'expression

Chgr=p(g*f)

est un produit scalaire sur cet 'espace, et I'on peut alors définir dans cet espace
de Hilbert deux représentations unitaires de G; la premiére, que nous note-
rons s — Uy; provient par passage au quotient des translations 4 gauche dans L;
la seconde, s -V, provient des translations a droite. Il est clalr que ces deux
représentations sont permutables entre elles; d’autre part, si Ton introduit
dans L/n I'involution S déduite, par passage au quotient, de I'involution ~, on
voit que S transforme U, en V.

On est ainsi conduit a introduire la notion venerale (2) de double représentation
unitaire d'un groupe; c’est l'objet { £, U,, V.. S} constitué par un espace de
Hilbert arbitraire £, deux représentations unitaires de G dans cet espace, et
une involution S (3) dans £ qui échange ces deux représentations. Nous venons
de voir que tout caractére d’un groupe compact G — et plus généralement toute
trace continue sur l'algébre L de ce groupe — permet de définir une double
représentation unitaire de G il est clair que, dans le cas d’un groupe unimodu-
laire quelconque G, les raisonnements précédents sont encore applicables toutes
les fois que 1'on désigne par L1'algébre des fonctions continues a4 support compact
définies sur G, et par p. une mesure de Radon centrale et de type positif sur G
(c’est-a-dire, une mesure de Radon définissant une trace sur L). Par exemple,
si I'on prend pour p la mesure ¢ [masse + 1 placée a I’élément unité de G, et
donnée par ¢(f) = f(e) pour f€L], le produit scalaire correspondant devient
& f(e), cest-a-dire le produil scalaire au sens de I’espace L2 construit sur la
mesure de Haar; par conséquent, dans ce cas, on aboutit a la double représen-
tation « réguliére » de G, qui s’effectue de facon évidente dans I'espace L2.

Si nous voulons maintenant généraliser la notion de caractére, il nous faut
trouver un moyen simple de distinguer, parmi les doubles représentations
unitaires d’un groupe compact G, celles qui sont définies par les caractéres de G.
Or si nous reprenons les constructions précédentes, nous voyons que la double
représentalion unitaire définie par le caractére y d'une représentation irréduc-

(?) Cette notion n’est pas sans pre’senter‘d’analogie avec celle de « H-systéme »
définie par W. Ambrose (cf. Trans. Amer. Math. Soc., 65, 1949, p. 27-48).
(*) S est une involution si ’on a :
S(x+y)=Sx+ Sy, S(A.Sx).:X.Sx,

SSx —=x, (Sx, Sy >)=<y, x).

Il serait plus correct de dire « anti-automorphisme involutif ».
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tible {a¢, T} d’un groupe compact peut encore étre réalisée comme suit : on
considére I'algébre formée par les T/, c'est-a-dire, puisque cette algebre est
irréductible, I'algebre M de foutes les matrices définies dans 3¢; sur cette
algébre, on introduit le produit scalaire

{A,B>=Sp(B*A),
les opérateurs U,, V. et S sont alors définis par les relations
U.(A)Y=T.A, V. (A)=AT;!, S(A)y=A*.

Maintenant, puisque (d’aprés le théoréme de Burnside) les T, et leurs combi-
naisons linéaires constituent tout M, et puisque M est une algébre simple, on a
la propriété suivante : il n’existe aucunr sous-espace vectoriel non trivial de M
qui soit invariant par les Uy et les V., a la fois.

Une double représentation unitaire possédant cette propriété sera dite
irréductible; il est facile de voir [ce sera du reste démontré au Chapitre I (§ VI)
de ce Mémoire] que, sur un groupe compact, la propriété précédente appartient
seulement aux caractéres de G; par conséquent, nous avons le moyen de
généraliser la notion de caractére (*) : soient G un ‘groupe localement compact
unimodulaire, L l’algébre des fonctions continues d support compact sur G,
- une mesure de Radon sur G; on dit que p est un caractére de G si p(f) est
une trace sur U'algébre L, et si la double représentation unitaire de G définie
par p est irréductible.

Bien entendu, alors que dans le cas des groupes compacts la notion d’irréduc-
tibilité est prise dans son sens purement algébrique — puisqu’il s’agit alors
nécessairement d’espaces de dimension finie — il faut la comprendre, dans le
cas général, an sens topologique utilisé dans la théorie des représentations
unitaires de dimension infinie.

2. CLASSIFICATION DES CARACTERES. — Dans les groupes compacts, on peut
chercher a classer les caractéres suivant les dimensions des représentations
irréductibles qui leur correspondent; ce probléme ne présente, dans ce cas,
aucune espéce d’intérét. Mais il n’en va pas de méme dans le cas général.

Soit en effet  un caractére d’un groupe G, définissant une double représen-
tation unitaire irréductible {2¢, Uz, V., S|, en général de dimension infinie.
Considérons les anneaux d’opérateurs Rs et R? engendrés dans ¢ par les U,
et les V, respectivement : R® est donc I’ensemble des combinaisons linéaires
des U, et des limites faibles de ces combinaisons. Il est clair que ces anneaux

(*) 11 n’est naturellement pas démontré que la notion générale de caractére
soit précisément celle que nous définissons ici : on ne pourra en étre certain
qu'une fois la théorie complétement établie !
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permutent entre eux; en fait, on a une propriété beaucoup plus précise — valable -
méme si . n'est pas un caractére — a savoir que R* (resp. R?) est exactement
I’ensemble de tous les opérateurs qui permutent a R? (resp. R¢); par conséquent,
I’anneau R*NR? est commutatif — c’est & la fois le centre de R* et de R? — et
c’est I'erisemble de tous les opérateurs qui permutent a la fois aux Uy et aux V.
Il s’ensuit que les caractéres sont distingués par la propriété suivante : pour
que p soit un caractére, il faut et il suffit que I'anneau R® ait pour centre
I’ensemble des scalaires, autrement dit, si I'on emploie la terminologie de F. J.
Murray et J. von Neumann (*) que R soit un facteur. '

Or, alors que tous les facteurs de dimension finie donnée sont isomorphes entre
eux, il n’en est pas de méme pour la dimension infinie, et I'on sait (*) que 1'on
peut répartir les facteurs en classes (°) au moyen des considérations suivantes.

Soit R un facteur dans un espace de Hilbert séparable. Soit R, I'’ensemble .
des opérateurs de projection contenus dans R; on appelle dzmenswn relative
sur R toute fonction A(E) définie sur R, et possedant les propriétés suivantes :

(i) A(E) prend ses valeurs dans [0, + x]; A(E)=o0 implique E = o;

(1) A(E+ F)=A(E)+ A(F) si E et F sont orthogonaux;

(iii) si E et F sont associés aux sous-espaces MM et I, la relation A(E)y—= A(F)
équivaut a 'existence dans R d’un operateurpartzellement isométrique qui
applique isomorphiquement O sur 9t.

Comme 'ont montré F. J. Murray et J. von Neumann, il existe toujours une
dimension relative, et une seule a un facteur constant prés; on obtient alors la -
classification chierchée des facteurs en examinant les valeurs que peut prendre la
dimension relative, convenablement normée, ce qui donne lieu aux cas suivants :

Cas (I,) : A(E) prend les valeurs o, 1, ..., n (nZ+ ®);

Gas (IL,) : A(E) prend toute valeur comprise entre o et 1;

Cas (11,) : A(E) prend toute valeur comprise entre o et + % (y compris + o);
Cas (III,) : A(E) ne prend que les valeurs o et + oo.

Tous ces cas se présentent effectivement; les facteurs (I,) (n <<+ ) et (II;)
sont dits de classe finie; ceux de classe (IIL,) sont dits purement infinis, ce
sont évidemment les plus étranges!

Revenons maintenant a la théorie des caractéres. Sur un groupe séparable, on
peut les classer suivant la structure de la dimension relative associée. au

(®) F.J. Murray et J. voN NeuMANN, On rings of operators, 1 (Ann. ofMath.,
t. 37, 1935, p. 116-229).

() I n'est peut-étre pas inutile de rappeler que 'appartenance 4 une méme
classe est une condition nécessaire—mais en general non suffisante—pour que
deux facteurs soient isomorphes.
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facteur R¢ (noter que R?, se déduisant de Rs par linvolution S, appartient
nécessairement  la méme classe que R¢). et nous donnerons au Chapitre II 8D,
une construction explicite de cette dimension relative. Il est clair que le premier
probléme qui se pose dans cette voie est Ie suivant :

ProsuiMe 1. — A quelles classes peuvent appartenir les caractéres d'un.
groupe unimodulaire ?

Nous avons les résultats suivants :

a. les cas (I,) (nZ~+ ), (IL) et (IL,) se présentent effectivement;
b. le cas (III,) ne se présente jamais (7).

Un autre probléme évidemment fondamental est le suivant :

Prosune 1. — Si p est une « mesure-caractére », existe-t-il une fonction
x(8), sommable sur tout compact pour la mesure de Haar dz, telle que
Uon ait

e :ff(s‘.)x(s) ds pour t’oz;tefeL?

Voici nos résultats a ce sujet :

@. tout caractére de classe finie est de la forme y (s)ds ou la fonction y est
continue, et réciproquement; i

b. il existe des caractéres de classe (I,) qui sont de la forme y(s) ds (ou la
fonction y n'est pas continue); mais il existe aussi des caractéres de classe (I, )
qu’on ne peut pas mettre sous cette forme.

i

La nécessité de considérer les caractéres comme étant au moins des mesures,
et non pas des fonctions, est donc établie.
Bien entendu, le probléme II n’est qu’un cas particulier du suivant :

Prosuive 1. — Existe-t-il une relation entre la Jorme de la mesure-
caractere p. et la classe o laquelle elle appartient ? :

3. QuELQUES AUTRES PROBLEMES. — Si 1'on veut poursuivre ’analogie avec les
groupes abéliens ou compacts, une foule d’autres problémes se posent — auxquels
nous ne pouvons donner que des réponses partielles — et méme, dans certains
cas, pas de réponse du tout :

ProsuLiMe I11. — Eziste-t-il une correspondance biunivoque entre les carac-
téres d’un groupe et les classes de représentation unitaires zrreductzbles de
ce groupe ! ? :

(7) ‘Tout au moins sur les groupes ummodulalres nous ignorons ce qui peut
se passer dans les autres cas:
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Nous donnerons & ce probléme une réponse affirmative dans le cas (I.); mais -

il ne serait pas invraisemblable que la réponse générale fiit négative.

ProsuiMe IV. — Les caractéres possédent-ils une équation jfonctionnelle
analogue @ celle qu'on connait dans les groupes abéliens :

x(zy)=x(2) x(¥)

et dans les groupes compacts .
fx(u.ru—‘_y) du=y(x)y(y)?

Nous donnerons une réponse affirmative a ce probléeme en ce qui concerne les
caractéres de classe finie; dans les autres cas, nous ne savons rien.

Prosuine V. — Les caractéres sont-ils distingués par une propriété de
nature extrémale ?

La réponse est affirmative, ici encore, dans le cas des caractéres de classe
finie. L'existence d'une propriété extrémale dans le cas général est évidente;
mais nous ne savons pas si cette propriété caractérise les caractéres de classe
quelconque.

Prosuise VI. — Est-il possible d’introduire sur ’ensemble des caractéres
d’un groupe, convenablement normés, une topolo ie naturelle et localement
compacte ? '

La réponse est affirmative en ce qui concerne les caractéres de classe
(I.) (n <+ ), clest-a-dire, en ce qui concerne les caractéres associés aux
représentations unitaires irréductibles de dimension finie de G. Il est d’autre
part visible qu’il en est de méme dans certains groupes particuliers, le groupe
de Lorentz par exemple.

Prosrime VII. — Ur groupe localement compact unimodulaire possede -t-1l
toujours un systéme complet de caractéres ?

Nous résoudrons par l'affirmative ce probléme dans les groupes possédant la
proprlete suivante : tout VOISlnaf’e de 'unité contlent un vmsmage invariant par
les automorphismes intérieurs. Cette catégorie de groupes, outre les groupes
abéliens et fes groupes compacts, contient tous les groupes discrets (entre autres).
De plus, tous les caractéres d’un tel groupe sont de classe finie. En ce qui
concerne le cas général, il serait tout a fait extraordinaire que la réponse au
probléme VII fat négative.

ProsuiMe VIII. — Peut-on décomposer toute mesure centrale et de type
positif — par exemple la mesure ¢, qui correspond a la double représentation
réguliére — en une somme continue de caractéres ?
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La réponse est affirmative dans les groupes dont on a parlé a propos du
probléme VII. Dans le groupe de Lorentz — et dans d'autres : wvoir le
Chapitre I1 (§I11) — il en est de méme d’aprés les résultats de I. Gelfand et
M. Neumark. Dans le cas général, le probléme est sans aucun doute étroitement
lié au probléme analogue résolu par J. von Neumann dans la Partie IV de
" Reduction theory (3); mais 'on ne peut pas utiliser directement les procédés
et les résultats de cet auteur, parce que ces procédés — parfaitement adaptés a
une étude en soi des anneaux d'opérateurs — laissent de cOté les circonstances
topologiques du probléme. D’autre part, le probléeme spécifique de la théorie
des groupes est de décomposer une trace qui, « priori, est définie sur une
algébre autoadjointe non faiblement fermée (a savoir L); or cette algebre,
comme c’est déja visible sur le cas abélien, possede beaucoup moins de « carac-
téres » que 'anneau d’opérateurs qu'elle engendre. Méme si 'on peut résoudre
le probléme VIII au moyen de la théorie des anneaux d'opérateurs — et I'on
verra que c'est effectivement ce qui se produit dans certains cas — il importe de
ne considérer cette théorie que comme un instrument, et d’énoncer les résultats
définitifs uniquement au moyen de l'algébre L.

Enfin, voici le probléme le plus fondamental peut-étre, en tous cas le plus
difficile, et sur lequel nous n'avons que des idées purement sentimentales que
nous nous garderons bien d’expliciter ici :

ProsrLine IX. — Eziste-t-il des relations entre .

a. la répartition des caractéres d’un groupe en classes;
b. la structure de ce groupe ?

Ce probléme se décompose en deux :

1° peut-on caractériser par des relations structurales les groupes dont tous
les caractéres sont de classe finie [ ou de classe (L.,), ou de classe (IL,)]?

2° si oul, tout autre groupe peut-il étre décomposé, d’une facon ou d’une
autre, en groupes « purs », c’est-a-dire en groupes appartenant a I'une des trois
catégories que l'on vient d’énoncer ?

Nous verrons par exemple que si un groupe G posséde un systéme fondamental
de voisinages de I'unité invariants par les automorphismes intérieurs, alors tous
ses caractéres sont de classe finie; cette propriété admet—elle une réciproque ?

4. L'optraTiON. 4 — Les principaux problémes de la théorie des caractéres
étant énoncés, il nous faut dire maintenant quelques mots des méthodes par

() On rings of operators. Reduction theory (Ann. of Math., t. 50, 1949,
p- 401-485).
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lesquelles on peut les résoudre ; nous nous bornerons a examiner le probleme VIII,
dont les relations avec la théorie des anneaux d’opérateurs sont évidentes.
Considérons deux algébres A et Z sur le corps complexe (par exemple), la
seconde étant supposée en outre commulative. Nous appellerons application 3
de A dans Z toute application « — 27 possédant les propriétés fonctionnelles
suivantes :

(1) z — 2% est une application linéaire;
(11) on a (zy)i= (yx)¥ quels que soient z, y;
(II1) on a (w)/')q:xh.yq dés que z est dans le centre de A.

Lorsque A et Z sont munies d’une involution z — z*, il faut en outre supposer
que 'application 4 en question est compatible avec cette involution.

En fait, deux cas au moins sont importants, d’une part celui ou Z est le
centre de A, d’autre part celui ou Z est le corps complexe.

Montrons maintenant en quol cette notion peut étre utilisée dans la théorie
des caracléres. Soit G un groupe compact, et posons, pour toute fonction
continue sur G,

jq(a?) :ff(ux‘u—‘) du,

alors on obtient une application 1 de Ualgébre L sur son centre, et cette
opération posséde, comme on le voit immédiatement, la propriété suivante :
pour qu'une forme linéaire continue ¢(f) soit une ¢race sur L, il faut et il suffit
qu’elle vérifie la condition

O'(f):a(f:) pour toute feL.

Il s’ensuit que 'on peut identifier les traces continues sur ’algébre non commu-
tative L aux formes linéaires positives définies sur 'algébre commutative L,
centre de L. D’autre part, considérons un caractére y de G, et associons-lui
la trace

() :ff(s)x(S)ds,

‘nous allons montrer qu'alors f— 7y (f) est une application % de L sur le corps
complexe. Tout revient évidemment a vérifier l’axiome (III), c’est-a-dire,
puisque 'opération 4 définie plus haut dans L se réduit visiblement a 1'identité
sur le centre de L, & vérifier que 1'on a

() 2(fi% &) =%(/)z(8)  quels que soient f, geL; °
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1g51. 2
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or c’est la une propriété équivalente & I'équation fonctionnelle des caractéres;
en effet, on a d’une part

w(fik g) = / ik g(a) g (@) do= jf w(2y) f4(@) g(y) dady
:[ﬁx(wy)f(uwu—‘)g(y);dwdydu

= [ ) 1) 00 iy
é’est-é—dire
() 2% )= [[ S(@) 8(2) dady [ 5 (uzuty) du;
d’autre part, on a
2N = [ fw) x(@) do [ ()0 dy,
c’est-a-dire

() 2N 2(8) = ﬂ F(@) g(y) dzdy () 5(r),

il est clair que la comparaison de (&) et (¢) prouve notre asSertion.

Il est maintenant nécessaire de donner de I'équation fonctionnelle (@) une
autre interprétation, a savoir : les caractéres de G sont les traces définies sur L
qui, sur le centre de L, sont multiplicatives. La nécessité de cette condition est
évidente sur (@) si P'on se souvient du fait que 'opéralion % se réduit a 1'identité
sur le centre de L; cette condition est aussi suffisante, car si une trace y la
vérifie on aura, pour f, g€L :

2SIk g) = x((fik &)%) =n(fix g0) =5 (/) (&) = 1) 1(&)-

En définitive, on obtient comme suit les caractéres de G : on choisit un homo-
morphisme f— y(f) de Ualgébre commutative LY sur le corps complezxe, et on
le prolonge a L au moyen de la relation

2(f) =% ().

Il résulte de tout cela qué, dans les groupes compacts, la résolution du
probléme VIII est ramenée a celle d’un probleme analogue relative a I'algéhre
commuraTive LA,

Aprés ces explications, il est clair que tous nos efforts doivent tendre, dans le
cas général, a4 construire des opérations i se rapprochant au maximum de celle
qu'on définit dans Dalgébre L d’'un groupe compact; c’est ce qui nous a
préoccupé pendant plus de deux ans, et nous n’avons pas encore la réponse
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générale a ce probléme, bien que cette réponse soit en vue. Ce probléme se
heurte en elfet i des difficultés tout a fait sérieuses dés qu'on tente de 'aborder.

Tout d’abord, il arrive souvent que l'algébre L d'un groupe non compact
ne posscde pas de centre : on vort mal alors ce que signifie I'axiome (III)!
D’autre part, méme dans le cas ou ce centre existe, et ou I'on peut définir dans L
une opération % non triviale — c’est le cas par exgmple de tous les groupes
discrets (*) — la propriété fondamentale o(f) = o (f4) n’est exacte que pour des
traces tout a fait particuliéres, en sorte qu'une utilisation de cette opération q
apparait comme trés problématique. Il faut donc trouver un moyen de tourner
ces difficultés.

Ce moyen, nous croyons — et le démontrerons en partie dans le présent
travail — qu’il se trouve dans la théorie des anneaux d’opérateurs. Il semble
bien en elfet que, si la méthode de I'opération 7 est impuissante quand on
Papplique a la seule algébre L, c'est parce que cette algébre est « trop petite » :
c’est par exemple pour cette raison que son centre est nul dans beaucoup de cas.
On est donc conduit, si 'on veut par exemple étudier la double représentation
« réguliére » d'un groupe G, a remplacer L par I'anneau d’opérateurs engendré
dans L2 par les translations a gauche, soit R*. Ce qui est certain, c’est que si le
centre de R® est réduit aux scalaires, alors ld mesure ¢ est un caractere de G
(¢f. n° 2), auquel cas le probleme VIIT est résolu — plus précisément, ce probléme
ne se pose pas. Il y a donc quelques chances pour que les caractéres qui inter-
viennent dans la décomposition de la mesure ¢ proviennent des homomorphismes
du centre de R* sur le corps complexe (la correspondance entre un caractére
de G et un tel homomorphisme n’étant du reste pas biunivoque en général).

C’est en effet ce qui se produit lorsque 'anneau R* est « de classe finie » au
sens de J. Dixmier (!%), cas qui se présente toujours lorsque le groupe G est
abélien, compact, ou discret; dans ce cas, on peut définir une application 5 de
Panneau R sur son centre, application qui posse¢de toutes les propriétés de celle
qu'on a définie plus haut dans I'algébre L d’un groupe compact, et qui permet
du reste de démontrer des propriétés algébriques tout a fait remarquables de
ces anneaux. Grace a cela, nous sommes en mesure de résoudre le probléme VIII
(ainsi que les problémes I, 1I, IV, V et VII) dans les groupes dont il a été
question a propos du probléme VII.

(*) Soit G un groupe discret; pour un x € G, désignons par G, I’ensemble des
conjugués uru~' de x et parn(x)(=+ ) lenombre d’éléments de G..; 'opéra-
tion dans L est alors définie comme suit : on pose

Sla@y=o0 sin(e)=4oo;  filr)=n(@)t 3 f(5) sin(@) <.
YEGe

(**) J. Dixmier, Les anneaux d'opérateurs de classe finie (4nnales e, Norm.
Sup., t. 66, 1949, p. 209-261).



12 ROGER GODEMENT.

En ce qui concerne la possibilité de définir une opération 4 satisfaisante dans
des anneaux qui ne sont pas de classe finie (1°5%), il n’est pas du toutinvraisemblable
qu’on puisse résoudre ce probléme, au moins dans le cas des anneaux associés
aux groupes unimodulaires, car ces anneaux, selon toutes probabilités (voir le
résultat b relatif au probléme I) ne possédent pas de composantes « purement
infinies ». Considérons en effet un anneau d'opérateurs R, et formans, avec
J. von Neumann (#), la décomposition de R en une somme continue de facteurs,
soit R &~ R(2); pour chaque A, choisissons une dimension relative A,, variant
de facon mesurable avec A; si 'on désigne par R, (%) I'ensemble des opérateurs
de rang fini (**) dans R(1), on sait qu'on peut prolonger la fonction A; en une

“trace Try définie sur R;(1). Maintenant, désignons par R, I'ensemble des A €R
dont les composantes A (1) possédent les propriétés suivantes :

a. AL eRy(}) presque partout;
b. vrai max | Tr, (A(1))] <+ o0

pour un tel A, il est raisonnable d’admettre que la fonction Try(A(R)) est
mesurable, de sorte qu'il existe alors dans R un opérateur A¥ bien déterminé
dont la A-composante soit précisément le scalaire Tr; (A(2)). Il est facile de
voir,que R, est un idéal bilatére de R, et que, si les opérations dont on vient de
parler sont justifiées (ce que nous ignorons pour le moment), I'application 4
qu'on vient de définir dans R, vérifie les axiomes (1), (1) et (III); il y a aussi
de fortes chances, en raison des résultats de J. von Neumann sur les « weight
‘functions », que toute trace faiblement conlinue & définie sur R, provienne, par
la relation o(A)=f(A%), d’une forme linéaire positive définie sur I’ensemble
des Af%; enfin, si I'anneau R ne posséde pas de composante purement infinie, on
peut aussi espérer que I'idéal R, soit « suffisamment grand », c’esi-a-dire soit
partout dense dans R au sens de la topologie faible.

Les considérations qu’on vient d’exposer sont naturellement tout & fait heuris-
tiques, et nous n’en avons parlé que dans le but de susciter une étude approfondie
des anneaux d'opérateurs du point de vue qui nous occupe; il est clair en effet
que la solution des problémes de la théorie des caractéres exige la combinaison
de procédés algébriques simples et de méthodes topologiques puissantes, et que

(wbisy J. Dixmier, Applications % dans les anneaux d'opérateur (C. R. Ac. Sc.,
Paris, t. 230, 1950, p. 607-608).

(1) J. vox NEUMANN, On rings of operators, 111 (Ann. of Math., t. b1, 1940,
P- 94-161); pour les applications a la théorie des caractéres, il faudrait du reste
considérer des opérateurs un peu plus généraux que ceux de rang fini [par
exemple, dans le cas (I.) les opérateurs d'Hilbert-Schmidt|; étant donné le
caractére tout 4 fait hypothétique des considérations que nous exposons ici il est
tout & fait inutile de tenir compte de distinctions aussi subtiles!



MEMOIRE SUR LA THEORIE DES CARACTBRES. : 13

ces méthodes, malgré les résultats admirables que 'Algebre topologique doit
par exemple a J. von Neumann et I. Gelfand, sont loin d'étre pleinement
découvertes a I'heure actuelle, Si le présent Mémoire pouvait contribuer a
encourager des recherches sur ces questions, les efforts de I'auteur, et cette
Introduction d’une longueur quelque peu exagérée, n'auraient pas été vains, —
méme si, comme il faut I’espérer, les résultats précis que nous exposons dans ce
Mémoire sont destinés a disparaitre dans une théorie générale et compléte.
L’auteur exprime tous ses remerciements a H. Cartan, qui est a I'origine de la
notion de double représentation unitaire (%), et a J. Dixmier, dont les obser-
vations ont permis d’améliorer et de corriger ce Mémoire sur de nombreux points.

Nancy, Octobre 1g949.

NOTATIONS.

a. Les espaces vectoriels sont désignés par des lettres telles que ¢,
I, etc.; les éléments de ces espaces par x, y, ..., a, b, etc.; les
opérateurs linéaires par A, B, ..., T, U, V, etc.

b. Les algébres sont nolées A, L, R, M, etc.; les éléments de ces
algébres sont désignés par f, g, ... ou A, B, etc. (la notation f est
réservée aux fonctions, la notation A aux opérateurs); il arrivera
fréquemment qu’on ait & considérer une application linéaire d’une
algébre A dans un espace vectoriel #¢; on notera alors £ I'image par
cette application de I'élément /' de A — pour éviter des confusions, on
emploiera aussi la notation £(X) lorsque l'application et I'espace
vectoriel en question dépendront d’un parameétre y.

c. On désigne par G un groupe localement compact unimodulaire;
parz, y, s, ¢, etc. les éléments de G (e désignant I’élément unité);
L désignera 'algébre des fonctions continues complexes a support (*?)
compact définies sur G, munie des opérations habituelles :

S * g(x)‘:ff(xy"1)g'(y)dy, F(@)=Ff@");

(12) La notion de double représentation unitaire pour les algébres est utilisée
implicitement par F. J. Murray et J. von Neumann; voir On rings of operators,
II, Trans. Amer. Math. Soc., t. b1, 1937, p. 208-248, en particulier Chap. IV);
Ori rings of operators, 1I1 (Chap. I).

(**) Le support d’une fonction est le plus petit ensemble fermé en dehors
duquel cette fonction est nulle.
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des lettres telles que u, v, etc. ‘désigneront des mesures de Radon de
signe quelconque définies sur G : une telle mesure est, par défini-
tion (**), une forme linéaire définie sur L et qui est continue, au sens
de la topologie de la convergence uniforme, sur chaque sous-espace
de L formé des fonctions nulles en dehors d’un compact fixe, par
ailleurs arbitraire. Une mesure p. est dite de type positif si elle vérifie

ff*f(x)dﬂ(w)éo,

et centrale si elle vérifie ,
ff*g(;r)dp(w) :fg*f(a*)dpa(.z‘) quels que soient f, g€ L.

On supposera que le lecteur est familiarisé avec les résultats fonda-
mentaux de lathéorie des représentations unitaires des algébres et des
groupes, tels qu’ils sont exposés par exemple dans les deux Mémoires
suivants de 'auteur :

Les fonctions de type positif et la théorie des groupes (Trans. Amer.
Math. Soc., t. 63,1948, p. 1-84); Mémoire cité dans la suite : F'TP.

Sur la théorie des reprc’seniatz'ons unitaires (a paraitre aux Annals of
Mathematics, janvier 1951 ); Mémoire cité : RU.

L’expression anneau d’opérateurs est prise dans toute la suite au
sens de J. von Neumann (voir la définition dans RU, Chap. IV, § I);
on suppose le lecteur au courant des principaux résuliats de
cette théorie, tels qu’ils sont exposés dans les Mémoires de
F.J. Murray et J. von Neumann, et dans I’article (*°) de J. Dixmier;
on a pris soin de toujours énoncer clairement les théorémes qu’on
utilise, ce qui est d’ailleurs beaucoup plus facile que de les démontrer.

En ce qui concerne la théorie des caractéres dans les groupes
abéliens et les groupes compacts, vour :

A. Wew, L'intégration dans les groupes topologiques et ses applica-
tions ( Actualités scientifiques et industrielles, Paris, 1940);

(**) Cette définition est naturellement équivalente a celle qu'on donne habi-
tuellement (combinaison linéaire de mesures positives), mais elle est plus
commode pour notre objet.
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D. A. Rakov, Harmonic analysis on commutative groups with the Haar
measure and theory of characters (Trac. Inst. Math. Stekloff, \. 14,
1945); .

H. Cartan et R. Govoeuent, Analyse harmonique dans les groupes
abéliens localement compacts (Ann. Ec. Norm. Sup., t. 64, 1947,
P- 79-99)3 |

R. Gooemest, L'analyse harmonique dans les groupes non abéliens
(Colloques internationaux du C. N. R. S., Analyse harmonique,
Paris, 1949).

CHAPITRE L.

DOUBLES REPRESENTATIONS UNITAIRES.
CARACTERES DE CLASSE FINIE.

[. — Doubles représentations unitaires.

1. Dermvition ErT EXEMPLES. — Dérmition 1. — Soit G un groupe
localement compact; on appelle double représentation unitaire (d. r. u.)
de G lobjet{ 3¢, U,, V,, S} formé par :

a. un espace de Hilbert I¢C;
b. deux représentations unitaires continues s — U, et s -> V, de G
dans 3¢, vérifiant

(1) U,V,=V, U, quels que soient x, y € G;
c. une involution S de K, telle que I’on ait

(2) V=SU.S quel que soit xe G

Exemple 1. — Soit L* I'espace des fonctions de carré sommable
pour la mesure de Haar invariante a gauche dx; posons ('*)

(3) d(za)=rp(a)dx

(13) Précisons que dans toute la suite, on suppose G unimodulaire.
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[p(@)=1 si G-est unimodulaire]; alors on peut définir une d. r. u.
de G dans L* comme suit :

(47 Ui f(z)=f(sx);
(3) VoS (@) =% (5) f(as);
6) Sf(x)=p *(z)f(z).

Il faudrait natu_rellement vérifier que les conditions de la définition 1
sont bien remplies, ce qui est immeédiat.
On vient ainsi de définir la d. r. u. réguliére de G.

Exemple 2. — Considérons 'algébre L des fonctions continues &
support compact sur G. Disons qu’une mesure de Radon u définie
sur G est centrale si elle vérifie

() [rrs@dpe) =[gxf@)dp@)  pours, seL,
et qu’elle est de type positif'sil'on a
(8) ff*f(x)dp(x)éo pour toute feL;

on va montrer que foute mesure centrale et de type positif permet de
définirune d. r. u. de G.

En effet, soit n( ) 'ensemble des /€L qui vérifient ff*fd;;:o;
d’aprés (8) c’est un idéal a gauche, et d’aprés (7) il est invariant par
- Pinvolution f— f, donc c’est un idéal bilatére de L. Comme
ffdp = 1.(f) estune forme linéaire sur L qui est continue (au sens

de la convergence uniforme) sur le sous-espace formé des f qui sont
nulles en dehors d’un compact fixe, on voit immédiatement que I'idéal
bilatére n(w.) est invariant par les translations a gauche et a droite
de G. : . 4

Considérons alors 'algébre quotient L(.) = L/u() et soit f— £(p.)
I'application canonique de L sur celle-ci; il est clair que 1'expression

(9) ' CE(p), g(p) >=p(g* f)

est un produit scalaire sur L (1), d’ot1, en complétant, un espace de
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Hilbert 4¢( ) dans lequel L() est partout dense. Comme n( ) est
stable par l'opération ~, on peut définir dans L(}) —et donc, par
prolongement, dans éIL(u.)—- une involution S :

-(10) ’ Sf(p):‘f(y) pour feL.’

Considérons d’autre part 'opération qui consiste 4 passerd’un f€L
4 sa translatée 4 gauche (*°) ¢, % /; elle conserve n(p) comme onI’adit,
et permet donc de définir dans L(.) un opérateur U,(y.); en vertu
de I'identité

(11) ) (esk )~k (5% [y =] % f,

les U,(u) sont isométriques, donc prolongeables & H(u) : il est
évident qu’on obtient ainsi une représentation unitaire continue de G
dans #€( ). !

Enfin, la mesure ., étant centrale, est invariante par les automor-
phismes intérieurs de G (et réciproquement); par conséquent, les
translations & droite de G laissent fixe le produit scalaire dans L(.) :
elles permettent donc de définir dans cet espace, et donc aussi
dans #¢( ), une seconde représentation unitaire continue de G, par
la formule

(12) - . V() () =g(p), ou g=jf* e

I1 est évident que les conditions (1) et (2) de la définition 1 sont bien
remplies : nous obtenons donc ce que nous nommerons la d. r. u
de G définie par la mesure (centrale et de type positif) p.

Si p.=¢ (masse + 1 en ¢), on retrouve la d. r. u. réguliére.

‘Exemple 3. — Reprenons I’exemple 2, et supposons que la mesure p.
soit définie au moyen d’une densité continue par rapport & la mesure

(?°) e;désigne la mesure formée par une masse -1 au point s€ G; les produits
de composition d’une mesure p et d'une fonction fsont les fonctions

IJ*f(w)—ff Sa)dp(y) et [k p(@) = [ flay) du(y).

Voir FTP P- 9-12.
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1951. ' 3
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de Haar ds; ceci veut dire qu 11 exisle une fonction continue ¢ sur G
telle que I'on ait

(13) ' (N :ff(.c) @(s)ds pour toute feLi.

Il est clair qu alors lafonction ¢ est de type positif — donc bornée — et
invariante par les automorphismes intérieurs de G : réciproquement,
une fonction continue possédant ces deux propriétés permet de définir
une mesure centrale et de type positif.

Ceci étant, appliquons & p les constructions décrites ci-dessus; si
nous ne tenons pas compte du fail que ¢ est centrale, nous obtenons
la représentation unitaire { #(¢), U,(¢)| de G définie par ¢; du fait

‘que ¢ est continue, I'application £(¢) —>ff(s)qa(s)ds est, comme on
le sait, une forme linéaire continue (**) sur le sous-espace L(¢) de
#(p); d’ol un élément ue ¢(9) bien déterminé tel que 1'on ait
(14) ff(s)cp(s)ds:(i(cp),ﬁ) pour toute feL;

introduisons maintenant les opérateurs de composition

(15) Ufw):stw)/'(s) ds,  Viig)= [ Vile)fts) ds

. ’
définis par les éléments de L; comme il est facile de le voir — et du
reste connu — on a '

(16) Uf(cv)g(?):f*g(?) pour f, g€L;

(&) Démonstration'.v — On considére  Palgébre involutive formée par les
mesures de Radon bornées sur G; ’expression fcp(w)dp(x) est une forme
linéaire positive sur cette algébre [ FTP, p. 19, équat. (I.12)], d’otl, en appliquant

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la relation

f f(@) 9(@) dz

qui démontre notre assertion [on assxmlle toujours une feL a la mesure

f(a‘)dﬂ

2éc.o'<e>f7%f<:c>cp(x> dz=4(e).{£(9), 1(2)>r
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combinant ceci avec (14) et (9), il vient

(17) <E(e), Ug(e)ud>=<%(9), g(9)>  pourf, g€l
d’ou .
(18) g(9) = Uz(o)u pour toute g€ L.

Dans ces conditions, (14) s’écrit

(19) [re@ds= [ <Uerm wdsids

ce qui, les fonctions considérées étant toutes continues, prouve
(20) ¢ (s) =< Us(9)u, u);

ce résultat n’a bien entendu rien d’original (**).
Maintenant, considérons les opérateurs S et V,(¢); de (15) résulte
[on supprime () pour simplifier les notations]

(a3) SUJ-S:fSUmS.ij—-)dx—_—fVl..j@dm:—_fV«,,.f(x—i)dx,

c’est-a-dire
(22) SU/S=Vj; pour toute feL.

Ceci étant, nous avons tout d’abord, en raison du fait que les U,
permutent aux V, : ‘
(23) VgUfu:ng(q;):U/-Vgu;

mais il est évident que I'on a

(a6) V,8(0)=Urg(s) =h(9), oi h=f%g;
donc il vient : :
(25) . UyVeu="V,i(e)=U,g(9);

/€L étant arbitraire, il s’ensuit que
(26) Vou=g(9),
ce qui compléte (18); d’autre part, on a

(27) V Su=SU;S.Su=SU;u=S¥(9)=f(¢)=V,u; -

(**) I. GELFAND et D. Raikov, Irreducible unitary representations of arbi-
trary locally bicompact groups (Mat. Sb., t. 13, 1943); FTP (p. 21, th. 2).
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J €L étant arbitraire, il s’ensuit que
(28) ' Su—=u.
En conclusion, dans le cas ou p. est définie par une fonction

‘continue ¢, nous voyons qu’on peut trouver un élément ue (o)
possédant les propriétés suivantes :

Su:u;
b. Uf(cp)lu:Vf(cp)uzf(cp) pour toute feL;
c. ' e(s)=< Ui(o)a, u >=<_1u, V,(p)u ). .

Nous dirons que u est 'élément générateur de la d. r. u. définie par ¢;
on notera que I'on peut remplacer la propriété b par la suivante :

v

b Us(e)Vi(p)u=mu pour tout s€ G;

il est essentiel d’autre part d’observer que les U,(p)u soustendent
’espace J¢ (fait qui ne repose du reste pas sur 'invariance de ¢ par
les automorphismes intérieurs de G : c’est ce qui se passe pour toute
fonction continue de type positif).

Exemple 4. — Considérons, sur le: groupe produit G >< G, une
fonction ®(s, ¢) continue, de type positif, vérifiant
(29) - ‘ D (s, t\—d)(t—i sy =®(¢, 5);

sur I'espace L relauf au ~ groupe G >< G, introduisons le produxt
scalaire habltuel

<F, G>:M’¢(x—’z, y—it)F(w,y)éTs,-l_)—dxdy ds dt;

alors on obtient une double représentation unitaire de G.en considé-
rant les operateurs

F("‘"a.7’)“)‘1?('9—1 y Y)s F(.’I;‘,y)—)-F(.Z',S“y)'; - F(z, y)>F(y, 2).

Il existe plusieurs procédés pour fabriquer des fonctions telles-
que ®; par exemple, on prend sur G une fonction ¢ de type positif,
et I’on pose ' .

| ®(z, y) =¢(@)e(y);"
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ou encore, on prend une fonction 7, continue, centrale et de type
positif, et 'on pose
‘ ®(z, y)=n(zy™)

Il serait peut-étre intéressant d’ étudier de preés cet exemple dans
ce travail, nous n’utiliserons que les exemples 2 et 3.

Q. (OPERATEURS DE COMPOSITION ASSOCIES A UNE D. R. U. — Soit
{8¢,U,,V,S}uned.r. u. de G; a toute f€L on peut alors associer
dans € deux opérateurs continus, comme on I'a déja fait dans
Pexemple 3, a savoir

(30) Uf:fU_c.f(s) ds, Vf:fV,c.f(s—i)ds.

'Ces opérateurs possédent de toute évidence les propriétés suivantes :
a. f—U;, est une représentation unitaire « gauche » de.l’algébre L
dans &, c’est-a-dire qu’on a
(31) Uprg=Us+ U, Uf*g:‘ U/ Us, Up=U};
b. /—V/ est une représentation unitaire « droite » de L
(32) Uprg=V,+ Vg, Vig=VsVy, Vy= V3,
c. ces deux représentations sont permutables entre elles :
(33) UV, =V, U,  quelles que soient f, g€ L;
d. l'involution S les échange :
(34) S.U..S=Vy= V%,
Autrement dit, on peut dire que {#€, Uy, V,, S} est une double
représentation unitaire de I’algébre L, en un sens évident. :
Il est évident d’autre part (ceci est du reste valable pour toute -
représentation unitaire de G') que, pour qu’un opérateur soit permu-

" table aux U, (resp. V), il faut et il suffit qu’il soit permutable aux U,
(resp. V,); en d’autres termes, 'anneau d’opérateurs (*°) engendré

(1*) Pour cette notion voir, outre les travaux de J. von Neumann, notre
Mémoire RU (Chap. IV, § 1), ou l'on trouvera toutes les propriétés utilisées
dans le présent paragraphe.
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~ parles U, (resp. V,) est identique a I'anneau d’opérateurs engendré par
les Uy (resp. Vf). Si I'on note R (resp. R?) cet anneau, il est clair
que tout élément du premier permute & tout élément du second,
autrement dit, que I'on a:

) R'c(RYY, RIc(RY;

il n’est pas moins clair que P’application A — SAS transforme R’
en R<. .

En général, I'algébre autoadjointe constituée par les opérateurs
U;(f€L) ne contient pas l'opérateur unité. Mais elle permet de
Iapprocher; d’une fagon précise, lorsque la mesure f(z) dx converge
vaguement (2°) vers la mesure ¢, f restant nulle en dehors d’un
compact fixe, I’'opérateur U, converge vers 1 au-sens de la topologie
- forte des opérateurs (c’est-a-dire, pour tout x€#, U,x converge
vers x). Cette propriété est bien connue (2').

-Nous allons maintenant voir que, si la d. r. u. considérée est définie
par une mesure \ centrale el de Lype positif, on peut améliorer consi-
dérablement la relation (35).

3. Revation enTRE LES ANNEAUX R°(u.) Er R/(). — Nous allons donc
dans ce numéro démontrer ceci (**) :

Takorime 1. — Soit{ &, U,, V,, Sl la d. r. u. de G définie par une
mesure \. centrale et de type positif; soient R°(1.) et R(.) les anneaux
d’opérateurs engendrés dans # par les U, et V, respectivement; alors
ona ' '

(36) Re(p) = (R4 (p)), RI(p)=(Re(p))
Autrement dit, il s’agit de montrer que R’ est exactement

I’ensemble de tous les opérateurs qui permutent aux V,. Puisque I'on
a (35), tout revient 4 montrer I'inégalité opposée, c’est-a-dire, que

() FTP, p. 6.

(2t) FTP, p. 18, prop. 1.

(?2) Dans le cas de la d. r. u. réguliére d'un groupe discret, ce résultat est dd
a F. J. Murray,et J. von Neumann | Or rings of operators, IV (Ann. of Math.,
t. bh, 1943, p. 716-808; voir Chap. V)].
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tout opérateur permutable aux V, est dans R’. Nous allons le faire en
- plusieurs étapes. - \
Rappelons tout d’abord que l'on a deﬁnl une application cano—
- nique f~>£() de L sur un sous-espace partout dense de #e(p) =
_Dans tout ce qui suit, nous emplmerons, au lieu de (), la notatlon
simplifiée £. .

Lemye 1. — Pour f, g€Lona
(37) Urg=Vi=ixg. , S
[U; et V, sont définis par (30); au lieu de Uyg, il faudrait pour
étre précis écrire Uy g(p) : ¢f. la remarque precedant le lemme].

Montrons par exemple que Us;g=1x g; ceci veut dire que pour
toute hEL on a

autrement dit, d’aprés (30') et la définition vdu produit scalaire, que
(o) jﬁ&h*a*g&ﬂwdr—mﬁ*f*g)

~mais pourf, geL on a ‘
(o) ‘f*g:j%*gf@w&

le second membre étant une intégrale « forte » dans I’espace L muni
de la topologie de la convergence uniforme; d’ou (39).
‘Le lemme 1 conduit 4 introduire la notion suivante (“) :

Dirmition 2. — On dit qu’un élément x € #€ est borné a drotte (resp.
a gauche) s’ zl existe dans 3¢ un opérateur continu Vy (resp. Uy) tel que
lon.ait '

i

Gy Vif==U/x_ pour toutef€L -
[resp. ' '
(42) Ugf==V,x . pour toute feL];"

“on dit que x est borné 5’1l est borné a droite et borné a gauche.

(**) Dans le cas de la d. r. u. réguliére d’un groupe abélien, les ¢léments
~ « bornés » de L? sont ceux dont la transformée de Fourier est essentiellement
bornée au sens ordinaire relativement & la- mesure de Haar sur le groupe dual de G.
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Il est clalr d’apres le lemme 1:que tout x dela forme’ E(feL) est
* borné, et qu’on a alors U= Uy, V, = V. Noter d’autre part.que (41)
‘ou (42) détermine ‘parfaitement 'opérateur V; ou.Uy. Notre.but est
" maintenant de montrer que les trois notlons définies & l'instant sont
-identiques.

LemMe 2. — St'un x € 8¢ est borné a droite, il en est de mémede Sx, et
lona _ . '
(43) v : Vsx = Vx.

En effet pour f, g€Lona :
) Vet g =CUpm =3, Upg >= (3, Fa g )= S(5%), S@E D)
et puisque S est une involution vérifiant d’'une maniére générale
{Sx, Sy>={y, x>, il vient | '

(45) . < VxE g>=CE*E Sx>=( U, Sx>=C1, U;Sx ;

les f€L étant partout denses dans 2, il s’ensuit que‘_l’on a

(46) U,Sx=Vxg  pourtoute g€L, |

ce qui démontre le lemme. |

Lewve 3. — Tout x borﬁe’ a drotte est borné d gauche, et l'on a
(47) - : Vex = SUsS.

Supposons en effet x borné a gauche par exemple. Pour f, g€L
on a. -
(48) < SUsSt gr= (Sg, S*UxSE>=< Sg, UxSE>=( Sg, UxE>
’ =<Sg, V;x>={8g, Vix>= <V/g,x>
=(g* i x>=(8x, S(g*f>> <Sx,f*g‘> :
- =<{8x, Ujg>=<U/Sx, g

et comme g, est arbitraire, il vient

(49) ‘ éUgSf:Ufo pour toute feL; ‘

ceci prouve que Sx (donc aussi x : lemme 2) -est borné a droite et
que : : D '
(50) ) Vsx = SUsS,

d’oti le lemme. 2
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On peut donc maintenant se contenter de parler d’elements bornés
de #, sans preclser davantage. '

LemuME 4. — Pour tout élément borné x ey, l ’opérdteur Vy est permu-
.table qux U,(s € G), c’est-a-dire appartient a Panneau ( R°Y; dam' cet
anneau, les V. forment un idéal bilatére. .

Tout d’abord pour f, g geLona
(51) Vfog_-—vx(i*g):Uf*gx:Ungx:'Ufog, '
d’ou la pemiu‘tabilité .de Vy aux Uy, et donc aux .Uy .re;G>); on a
donc bien V,&(RrY. .

Il est clair que dans cet anneau les Vy forment un sous—espace

Vectorlel pour montrer que c’est un idéal a gauche, prenons un
operateur A permutable aux Uy; il vient alors

’ (52) . ‘ Afo:Afo:Ufo
~ ce qui montre que I'élément A x est borné et qu’ on a
(53) - AVy=V,x;

. on a donc bien un idéal & gauche; c’est aussi un idéal 4 droite, car
on a .

(54) ~ ——a(A*Vx)’—(A*st) —-(VA*sx) = Vsasx,
ce qui démontre le lemme.

LemMe 5. — Tout opérateur permutable aux U, est limite forte d’opé-
rateurs de la _forme V,, et reczproquement

En ef’fet pour un tel opérateur A, on voit d’aprés (53) que, pour
f€L, opérateur AV, est de la forme Vy (avec x = Af), et comme
-on peut faire converger : fortement Vf vers 1, le lemme est demontre
(sauf la réciproque, qu1 est triviale).

LEMME 6 —Sixety sont deux éléments bornés de H,ona
(55) _ Ug Vy = Vy Ux.
En effet, pour f€L on a

(56) . UxVyi=UxU;y, VyUgf=VyV,x;
 Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1g51. 4

N
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il faut donc montrer que pour toute f€Lona |

(57) UxUsy =VyVrx;

or d’apres (54) on.a '

(58) Vij: st}sy: V[}fy;

si donc on 1ntrodu1t Ié lément borné z= Uy, tout revient & prouver
que I'on a _ -
(59) : sz = sz

lorsque x et z sont bornés [ cette formule generahse (37)]
Or pour g€Lon a : :

(60) {Uxz, g>=<2, Uxg >=<2, Usxg >=<12, V;Sx )
=< V;z, Sx >={SU,Sz, Sx§:<x','UgSz}
_—_<xr Vszg>;<x;. V;g>:< sz, g>1 -

ce qui achéve la démonstration.

Démonstration du théoréme 1. — Soit A un opérateur permutable
aux U, : il faut montrer qu'il appartient 4 'anneau R¢ engendré par
les V,, ou (ce qui revient au méme) par les V,; d’aprés le lemme 5,
on peut supposer que A =V, ; d’aprés le lemme 6, A permute alors -
aux Uy, donc aussi & leurs limites fortes, donc, d’aprés ’analogue du
lemme 5 pour (R*), 4 tout opérateur permutable aux V,; par suite,
A appartlent 4 I’anneau engendré par les V,, et le théoréme 1 est
démontré.

Remarque. — Dans le cas ou la d. r. u. considérée admet un
« élément générateur » (cf. n° 1, exemple 3), on peut fortement
simplifier la démonstration du théoréme 1, car alors fout opérateur
de R est de la forme U, (d’aprés le lemme 4 il suffit de le vérifier pour
T’opérateur unité : or celui-ci correspond a I'élément générateur u de
lad. r, u., puisqu’'on a vu que V,u=f pour toule f€L). C'est ce
~ qui se passe par exemple lorsqu onétudie lad.r. u. « reguhere » d’un

groupe discret. )
La conséquence la plus fondamentale du theoreme 1 est celle-ci :

Trtonime 2. — Soit {#, U, V,,S} lad. r. u.de G définie par une
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mesure centrale et de type positif: alors les opérateurs qui permutent d la
fois auxU, et aux V, forment un anneau COMMUTATIF.

. Soit en effet R cet anneau; par définition, c’est l'intersection de
(R°) et de (R?)'; d’aprés le théoréme 1, c'est donc aussi 'intersection
de R* et de (R*) — autrement dit, c’est le centre de R’ (ou de R%), ce
qui prouve le théoréme 2.

Comme on le verra, le résultat précédent montre que, dans des cas
étendus (et peut-étre dans tous les cas), I’étude des d. r. u. est un
“probléme qui, pour parler comme A. Weil, appartient aux Mathé-
mathiques « abéliennes» — et c’est dans la mesure ou ceci est exact que
nous obtlendrons des résultats précis.

II. — L'opération 4.

Dans tout ce paragraphe, on désigne par p. une mesure centrale et

. de type positif sur G, et par {#, U, V,, S}la d. r. u. de G qu’elle

définit; on rappelle qu'il existe une application canonique de L sur un

sous-espace partout dense de J¢; pour simplifier les notations tout en

évilant les confusions possibles, on notera £ image par cette appli-
cation d’un élément fe€L.

Comme on I'a vu (§ I, n° 1, exemple 2), on a obtenu dans 4 les
opérateurs U, et V, & ’aide des translations dans L; par conséquent,
I'opérateur U, V, dépend, non pas de s, mais seulement de I’automor-
phisme intérieur de G défini par s; ces opérateurs constituent une
représentation unitaire dans ¢ du groupe I' des automorphismes
intérieurs de G (la démonstration est élémentaire, et repose essentiel-
lementsur le fait que les U, permutent aux V). Si {’on veut généraliser
la notion de fonction « centrale » il s’impose donc de poser la défi-
nition suivante :

Dermarion 3. — On dit gu’un élément x € K est central s'il vérifie
(61) ) USst:x pour tout se G; ;
on désigne par. K° I’ensemble de ces éléments. »

Empressons-nous de dire dés maintenant que I'on peut fort bien



PR ’ J »

28 o ; - ROGER GODEMENT. )

aveir 561 ={ 0} (**); dans ce.cas, les méthodes que neus. aM-Qna
exposer par la sulte sont totalement impuissantes & - dlre qum gue-

. ¢e soit.

~ De toutes fac.ons, il-est clair . que #¢% est un sous-espace vectamel |
 fermé de #. C'est I'ensemble des:« points fixes» du groupe formé par
les opérateurs unitaires U, V,; par conséquent, et en utilisant le.plus

simple de tous les théorémes ergodiques actuellement connus (%),

nous avons ceci :

TriorkMe 3. — Soient x un élément arbitraire de 3¢, et K, le plus
petit sous-ensemble convexe et fermé de J€ contenant les trans formes de x
par les operateu;s U,V,; alors K, rencontre 5¢" en un point et un .reul x4,

_qui est ausst la projection orthogonale de x sur #eh. -

Nous allons étudier les propriétés de cette opération. Tout d’abord,
c’est une application linéaire continue de # sur 5, qui sur #¢% se

‘réduit & I'identité. D’autre part, xk‘ ne change pas si l’on remplace x
par U,V,x.

LewMe 7. — L opération % conserve U'ensemble des éléments bornés
de 4€; pour qu’un x € ¥ borne soit dans 5%, il faut et il suﬁt que l'on
ait :

(62) - v i Ux = Vx,
ou encore que Uy soit permutable auzx U; (c’est-é-‘dire, que UXERE).

Soit en effet x un élément borné de #¢; il existe une constante

finie M = || Ux || A, telle-que l'on ait

©(63) |U/x||<M[f]  pour toute f€L

“(en effet, on doit exprimer .que I'application £ - U;x est continue).
Il suit de 1a que, pour tout s€ G, on a

(64) -~ /liUststI!='HV.¢U/*E,XHZH Unex =Ml gl

**) Par exemple, I'existence dans L? de fonctions centrales non nulles exige la
présence sur G de voisinages compacts de e invariants par les automorphlsmes
intérieurs.

(**) G. Birkuorr, Proc. Nat. Ac. Sc. U.S. 4., 1. 25, 1939’, P 625 FTP,
P- 59, lemme. - s ’
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ot'l'on pose g =/ % ¢,;'mais il est clair que g—Va_,f en sorte qu’il
vient ‘ .
(65) - ' IIUfyHZMHiI'

pour toute jeL et tout y de la forme U,V,x. Ceci s etend immeédia-
tement.aux y qui appartiennent au convexe engendré par les U, V,x,’
puis par continuité & tous les éléments de K, ; en particulier, on a_

(66) | | Uzt <M || ]|  pour toute f€ L,

ce qui inontre que x* est borné; on voit méme que I'on a
(67) ' ’ | Uxf |l < || Ux |-

Reste & voir (62). Or pour un élément x € % on a par définition
U,V,x =x, c’est-d-dire U;x = V,_.x; d’ou en intégrant et en tenant
compte du fait que G est unimodulaire :

. -(68) fo:st: (feL; xeuxh);

si x est borné, cecis’écrit V,i = U,f, el prouve (62). Réciproquement,
(62) implique (68), d’oi comme on le voit facilement x e s¢".
Montrons enfin que (62) équivaut au fait que U, permute aux U,;
tout d’abord, puisque V, est toujours permutable aux U, (lemme 4),
(62) implique U,U,=U,U,; recnproquement de celte derniére
relation résulte

(69) \ U Ux=UxU,
donc[ef. (53)]

(70) . Uyyx = U,

donc .

(71) . Uxi=Usx, donc = Vi,

d’ot (62), ce qui démontre le lemme.
Nous allons maintenant caractériser autrement les éléments
«centraux » de 4¢. '

LEMME 8. — Lesxe o‘Cb‘ sont car acterz.se.s‘ parla relation’

(72) (f*g,x>_<g*£ x> . quelsquesozent},geL.-
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Supposons en effel qu'un x &€ € soit central; on aura alors, en

raison de (68) et de (31) :
{ixg,x>=<U;gx>={g,Usx)>=<g Vix>=(V,g,x>={g*E,x>
ce qui prouve (72).
Réciproquement, le calcul qu’on vient de faire & l’mslant montre
- que (72) implique *
(73) <g) U X>:< g, V_/'X}
quels que soient f, g€L, d’ou (68)

Remarque. — La notation fx g slgmﬁe, non seulement l’1mage
dans ¢ de I'élément fx g de L, mais aussi le produit des images £
et g; en effet, on a pris le quotient de L par un idéal bilatére, en sorte
que I'on peut munir le sous-espace de ¢ formé par les f ( f€L)d’une
structure d’algébre.

LemMe 9. — Pour f, g€L on a
(74) (B g)i= (g * )i

" En effet, 'opération " étant identique 4 'opérateur de projection
orthogonale sur ¢%, on peut encore la caractériser par la relation
suivante :

(75) (x,y>=<{x%y> pourxeX, yeuxi;

(74) résulte alors directement de (72).

Montrons maintenant comment on peut étendre la relation (74) a
d’autres éléments. Tout d’abord, on peut introduire dans I’ensemble
des éléments bornés de J€ une structure d’algébre; il suffit de prendre
pour produit de deux éléments bornés x et y 'élément

(76) v _ X k% ¥y = Uzxy = Vyx;
d’apres (53), cet élément est borné, et 'on a
(77) Usay = UX_ Uy, Vxsy = Vy Vxi:

ces formules prouvent du reste en méme temps qué la multiplication
(76) est associative. Ceci étant, on a le

Lewye 10. — S7 x et y sont bornés, ona
(78). (x % y)i=(y % x)".
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En effet, partons de la.relation (74); pour f donné, chacun des

termes de cetie relation est une fonction continue de g: donc on en -
~ déduit, par passage a la limite, que .

“(79) < (Upy)i=(V,y)?  quels que soient f€L, y€4¢;

siy est borné, ceci s’écrit :

(8) (Vyb)i== (Uyk)4,
d’ou, Uy et Vy étant continus, la relation

(81) (Vyx)i = (Uyx)H

valable, dés que y est borné, pour tout x€J€ : ce qui démontre le
lemme. o ,

Terminons ce paragraphe en montrant comment le théoréme 3
peut se traduire, lorsqu’il s’agit d’éléments bornés, en termes
d’opérateurs : - ‘ :

TrEOREME 4. — Spit x un élément borné de 3¢, et considérons, dans
I'anneau R, le plus petit ensemble convexe faiblement fermé contenant
les opérateurs U, U, U;" ; alors cet ensemble rencontre le cenire RY de R
en un poini unique, d savowr Uygs. ’

Calculons tout d’abord 'opérateur Uy défini par y = U, V,x; il est
donné, pour /€L, par Uyf=V,y, c’est-a-dire par ,
(82)  Ugk=V,U,V,x=U,V,V,x = U, Ve, x = U,UxU,_;

autrement dit, on a ,
(82’) ‘ UU,V‘,K = USUx‘U;l .

Ceci étant, considérons I’enveloppe convexe K; de I’ensemble des
U,V,x, et son adhérence K, dans 5¢; de méme, considérons Penve-
loppe convexe Ky dans R’ de I'ensemble des opérateurs U, U, U;*; et
Padhérence faible K, de celle-ci dans ’anneau R°. Comme on I’a vu
au cours de la démonstration du lemme 7, les éléments de K, sont
bornés, ce qui permet de considérer dans R’ I’ensemble des opéra-
teurs Uy(y€K;); d’aprés (82), y > Uy applique K3 sur Ky ; d’autre
part, celte application est faiblement continue; en effet les Uy sont
uniformément bornés, et pour f, g €L 'expression

(83) <UYf1g>_":<VIYsg>

.
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est une fonction continue de y : d’ou notre assertion. Il suit de la
- que K, étant convexe et fortement fermé— donc faiblement fermé—
donc faiblement compact puisque borné — est transformé, par
I'application considérée,. en un ensemble faiblement compact; cet’
- ensemble contient K et est contenu dans l'adhérence faible de K. :
c’est donc nécessairement K, . o
En définitive, l'application y—> U, transforme K, en K,; les
éléments « centraux » de K, correspondent donc (lemme 7) aux
éléments centraux de Kx, ce qui, avec le théoréme 3, démontre le
théoréme 4.
De tout ce qui précéde, il résulte que, dans l’ensemble R des
opérateurs de la forme Uy, on peut définir une opération possedant
les propriétés suivantes :

a. (Ijx)ki x‘! H

b. A—A%est une application linéaire de l’algebre R sur son centre;
sur ce cenlre, elle se réduit a I'identité;

c. ona -
(AB)i=(BA )4 quels que soient A, BeR};

d. si A est hermitien (resp. hermitien posmf), il en est de méme
de A¥;
e. si A appartient au centre de R}, on a

(AB)i— A .Bf pour tout BeR;.

La propriété b exprime essentiellement le lemme 7; ¢ n’est autre
quelelemme 10; enfin, d et e résultent immédiatement du théoréme 4.

On voit que cette opération posséde toutes les propriétés formelles
d’une trace; a ce titre, on ne peut que la considérer avec sympathie;
malheureusement il existe des cas ot 'ona A'=o quel que soit A,
ce qui limite un peu la portée de nos résultats. :

III. — Anneaux, mesures et groupes de classe finie.

Les n” 1,2, 3 du présent paragraphe ont pour but d’exposer des
propriéiés de certaines catégories d’anneaux d’opérateurs; dans
les n> 4 et B se trouvent les premiéres conséquences de ces propriétés’
pour la théorie des groupes.



MEMOIRE SUR LA THEORIE DES CARACTERES. _ 33

1. ANNEAUX DE CLASSE FINIE. — Nous commencerons par énoncer,
sans démonstration, un résultat fondamental (*°) :

TuioriMe bE Dixmier. — Sozent A un anneau d’opérateurs dans un
espace de Hilbert arbitraire JC, et A, le groupe des opérateurs unitaires
de A. Pour un élément T € A, soit Ky le plus petit sous-ensemble consexe
uniformément fermé de A contenant les UAU*(U€A,); alors pour
tout T € A, I’ensemble K, rencontre le centre de A en au moins un point.

Ceci veut donc dire que, pour tout T€A, il existe T’ dans le
centre de A tel que, quel que soit ¢ >0, on puisse trouver des
opérateurs unitaires U; € A et des nombres a;( ;> 0, Xa;=1) vérifiant

(84) | 2, U, TUF — TV || < .

‘A

Naturellement, ce résullat est loin d’éire trivial; précisons aussi qu’il
est essentiel pour sa validité que A soit un anneau d’opérateurs (c’est-a-
dire que A soit une algébre auto-adjointe avec unité et faiblement
fermée, ou encore que A = A"); notons enfin que, en général, K; con-
tient plusieurs opérateurs appartenant au centre de A. Nous allons
étudier les anneaux pour lesquels, quel que soit T, K; ne contient
qu'un seul opérateur T% appartenant au centre A% de A; nous dirons
avec Dixmier qu’un tel anneau est de classe finie.

Lemyme 44 (*7). — Soiz A un anneau d ‘opérateurs de classe finie; alors
U'application T — T% de A dans son centre Af possede les propriétés
suivantes :

a. Ccest une application linéaire continue de A sur A%, qui se réduit a
Pidentité sur A%,

b. si'T est hermitien (resp. hermiticn positif) il en est de méme de T*;

c. quels que sotent S, T€A on a

- (85) . (ST)i=(TS)A

(21‘.) Cf (10)

(*") Ce lemme est di a Dixmier, et les raisonnements utilisés pour le
démontrer-a J. von Neumann [ Almost periodic functions in a group (Trans.
Amer. Math. Soc., t. 36, 1934, p. 445)]. Les lemmes 12 a 15 sont dus a

I'auteur.

Journ. de Ma.th., tome XXX. — Fasc. 1, 1951, 5
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on a de plus ‘ _ ' _ ,
(86) (ST=S.T4  pour SeAl, T&A.

" Les propriétés b et (86) sont évidentes d’aprés la formule
d apprommatmn (84), de méme ‘que la continuité de l’apphcauon F
ona

(87) o || T4 }[4{1 T quel que soit T.

Il est encore. év1dent que P'opération % se réduit a Pidentité sur le
centre de A (puisque pour-un élément T de ce centre, le convexe K; est
réduit & T), donc que cette application apg)hque A sur son centre. Il
reste_donc & montrer que l'opération 7 est linéaire, et qu’elle
vérifie (85).

"~ Orsoient S, T deux éléments de A; choisissons des a; et des U tels
que I’on ait :
(8) . o 12 USU - S <

comme I’élément S« U, TU;" est dans K, son image par l’operatiOn 4
est T4 (ceci repose essentiellement sur l’umczte), en sorte qu’on peut
réaliser I'inégalité : ..

(89) N V,-(Zc.iniTU;‘)V;‘—'TH "<e
i’ \ i ] .

~ou encore . \

(90) 1 2y VUTUR V= TR < e

mais il est clair que (88) implique
(91) ) : |Iz“zﬁ]VD Suy 1V_ ""Sq | <<e;
en comparant les deux dermeres relatlons, on voit que SH Th peut

étre approché autant qu’on le désire par des éléments de K., e qui -

- prouve que, Si+ T=(S 4 T)% d’ot la linéarité.
1II ne nous reste plus qu'a demontrer (85). Or il est ev1dent par

construction ! que I'on a
“(92). (USU“")h—SH pour SeA, Ueh,;

en rempla(;ant S par SU, ceci montre que (85) est vrai lorsque T est
unitaire, donc aussi, par linéarité, lorsque T est une combinaison
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linéaire d’opérateurs unitaires; or ces combinaisons linéaires cons-
tituent A tout entier; pour le voir on peut supposer que T € A vérifie -
T*=T, 02T L1; si I’on pose alors

(93). U="T+i(1—T2)?,

U est dans A, comme on le voit facilement, et 'on-a
I
(94) T=_(U+U™),
ce qui prouve notre assertion, ainsi par conséquent que (85).

Remarque. — 1l est facile de voir que les propriétés précédentes de
r opératlon 4 sont caractéristiques.

Nous allons maintenant caractériser les anneaux de classe finie par
une propriété « interne » et purement algébrique. Tout d’abord, nous
appellerons trace sur un anneau A (ou plus généralement sur une
algébre involutive) une forme linéaire o(T) définie sur A et vérifiant

(95) ¢(ST)=o(TS), o(S*S)>o0 .

(cf. les ‘mesures centrales et de type positif : ce sont des traces sur
’algébre L !). Nous dirons que A posséde un systéme complet de traces
lorsque, pour tout A €A non nul, il existe une trace ¢ sur A pour

laquelle on a a(A*A) # 0.

Lemme 12. — Pour qu'un anneau d’opérateurs A sott de classe finze, 1l
Jaut et il suffit qu'il possede un systéme complet de traces.

Nécessité de la condition. — Supposons A de classe ﬁme soit f une
forme linéaire positive définie sur.le centre Af et prolongeons la a
tout A en posant

(96) ' f(A):f(A“);
d’aprés les points b et ¢ du lemme 11, on oblient ainsi une trace
sur A, et du reste ce procédé donne toutes les traces définies sur A ; en

effet, une trace o, étant une forme linéaire positive, est nécessairement
continue; de (88) résulte donc une relation de la forme

(97) |0(2e, USUT! ) —o(SH) | < K,
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'~ ce qui s’écrit encore, puisque g est « centrale »,

(e8) O |e(ST— (St | <K,
d’ot finalement o \
(99) . ' a(S)=o-(sh)

K4

comme annonce.
Ceci étant, soit un SE€A, et supposons que l’on ait

(100) ‘  o($'S)=o

pour toute trace o définie sur A; si lon’introduit 'opérateur hermutien
positsf H=(S*S)}, il s’ensuit d’apres ce qui précéde que f(H)=o
pour toute forme linéaire, positive f définie sur AY, donc le spectre
de H est réduit A zéro, c’est-a-dire qu'on a H‘—“O Si donc nous
voulons montrer que A posséde un systéme complet de traces, nous
sommes ramenés i démontrer ceci :

LEMME 11 bzs _ Soient A un annéau de classe fi finie, et H un- element
hermitien positif de A; larelation .

(ro1) _— Hi=o
implique _
(102) : ' : H=o.

'On trouvera une démonstration de cette proprlete dans Particle de
J. DlX!ﬂ]eI‘ : :

Suffisance de la condition. — Supposons que ’anneau A posséde un
systéme complet de ‘traces; supposons que, pour un SEA, le
convexe Ksrencontre le centre de A en deux points distincts au moins,
soient S’ et S; la premiére-partie de la démonstration prouve alors
quona . ,

(r03) : B \O’(S'):O’(S”):O‘(S) . S

pour toute trace o définie sur A.
Or, si H est un élément hermmen posmf du centre de A, et.sig est
une trace sur-A, l’expressmn

by - wS)=eHS)
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est encore une traee sur A’ en effet, c est é’\’udemment une’ i?orme
linéaire; elle est POS'I“IZIVG éar on a :

© (105) - aﬂ(s* )—-a(li‘S* H?),
et elIe est « centrale » car’
('106) n an(ST)—*U(HST)_d(THS):a’(HTS):a’H(TS)

Céci, étan,t, revenons 4 (103 ); l'opérateur A= S'— S est dans le
centre de A, et vérifie c(A)= o pour toute trace ¢; d’aprés ce qui
précéde, on aura plus généralement
(107) o'(HA):/o

pour toute trace ¢ et pour tout élément hermitien positif H du centre; -
mais tout opérateur du centre est une combinaison linéaire d’opéra-
teurs tels que H; donc on aura(107) pour tout Hdu centre — hermi-
tien positif ou non — et en particulier on aura

(x08) o a(A*A)=o;

puisqu’on a par hypothése un systéme ¢omplet de traces, il §’ensuit
que A =o, donc que, pour tout SE€A, le convexe K rencontre le
centre de A en un seul point : A est donc bien de classe finie, ce qui:
termine la démonstration du lemme 12. '

Indiquons en passant que J. Dixmier a donné des anneaux de classe
finie une autre caractérisation.que la précédente, & savoir : pour que A
soit de classe finie, il faut et il suffit que la relation -

(109) ‘ ‘ U'U=I (UeA),
implique ‘ ’ '
[(110) - UU=1;y

le lemme 12 permet de voir facilementla nece551te de cette cond1t10n,~
mais non sa suffisance.

2 - CARACTERES D'UN ANNEAU DE CLASSE FINIE; — Comme nous l’avons vu
plus ou moins implicitement dans le numéro precedent toute forme
linéaire continue et centrale J — C’est-a-dire vérifiant

'(111) . - »‘f(AB):f(BA);' _ '
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- — est parfaitement déterminée, sur un anneau A-de classe finie, par

les valeurs qu’elle prend sur le centre A de-cet anngau : on a de fagon
- précise la formule _ ' o
(112) S f(A)=/f(A%)  pourtout AcA.

I résulte de la que I'ensemble de ces formes s’identifie 4 I'ensemble
des formes linéaires centinues sur 'anneau commutatif A"; par consé-
quent, on peut leur appliquer les résultats connus sur les anneaux
commutatifs (**). o .

En particulier, on sait que A" est isomorphe & I'algébre des fonc-
tions continues définies sur un espace -compact convenable Q, ‘le
« spectre » de A%; on obtient un point y €Q en considérant un homo-
‘morphisme A -y (A) de A" sur le corps complexe — c’est ce que
nous avons appelé un « caractére » de 1’algébre commutative A% On
appellera caractére de I'anneau de classe finie A toute forme linéaire
continue et centrale y définie sur A qui, sur A’ , coincide avec un carac-
tére de AY; il est clair que I'on obtient ainsi une correspondance biuni-
, quue entre les caractéres de A et ceux de Af, c’est-a-dire, entre les
caractéres de A et les points du spectre Q du centre de A. Les carac-
téres de A sont des formes linéaires continues, positives, centrales —
autrement dit, ce sont des traces; et parmi les traces définies sur A,
elles sont caractérisées par le fait qu’on a

(r13) 2(AB)=yx(A)x(B)  pour A, BeAf;

~en fait, on a une propriété un peu plus forte (*°).

~ Lemwe 13 (Equation fonctionnelle des caractéres de A). — Pour
qu'une trace y définie sur A soit un caractére de A, il faut et il suffit
qu'elle vérifie . ‘ ‘

(114) x(AB) =% (A) x(B) pour Ac A, BeA.

* Que la condition soit suffisante est clair; elle est aussi nécessaire,

caron a . .
(115) x(AB)=x[(AB)1]

(?*) RU, Chapitre 1.
(%) Cette propriété exprime que les caractérez de A sont identiques aux
applications % de A sur le corps complexe (cf. Introduction).
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et ceci, combiné avec (86) et le fait que y est muluphcauve sur A%,
conduit immédiatement & (114). ~ :
On voit donc que les caractéres sont définis par des proprletes
« purement algébrlque », & savoir (114) et en outre

(116) _ x(AB)=yx(BA), y(A*A)>o0

- (& vrai dire, il faut ajouter Y 5£0).
Si I'on applique maintenant le théoréme sur la represenlallon inté-
grale des formes lmeaxres contmues sur un anneau commutatif, on
voit immédiatement ceci :

Lemue 14. — A toute forme linéaire continue et centrale f définie
sur A correspond, sur U'espace compact Q formé par les caracteéres de A, -
une mesure'de Radon unique . telle que l’on ait

.

(117) » f(A)Zf(;x(A)a’p(X) pour tout A€A,

et réciproquement; pour que [ sowt une trace, il faut et il suffit que la
mesure . soit positive.

D’autre part, le lecteur n’aura aucune peine 4 démontrer ceci :

- Lemme 14 bis. — Soit K U’ensemble convexe et compact formé par les
traces o qui vértfient o(1) < 1; alors les points extrémaux non nuls de K
sont les caractéres de A

"Voici encore une autre caractérisation des caractéres. Soit ¢ une
trace sur A; il est clair qu’elle permet de définir une « double représen-
tation unitaire » de l'algébre involutive A — bien que nous n’ayons
pas défini explicitement cette notion générale, il serait quelque peu
ridicule, aprés ce qui a été dit dans les paragraphes I et II, d’insister -
lourdement sur ce point. Soit {#, U,, V,, S} cette d. r, u.; alors :
pour que g vérifiant a(1) =1, soit un caractére de A, il faut et il suffit
que la d. 1. u. correspondante soit zrreductzble, ceci signifie, comme on
Pexpliquera en détail plus loin, que le systéme formé par les U, et
les V. est irréductible au séns ordinaire du terme. En ce qui concerne.
la démonstration dela propriété precedente, on peut la faire sans mal
¢n utilisant les idées-de Gelfand et Raikov; tont revient, en raison du
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leme 14 bis, & montrer qu'il existe une correspondance biunivoque
entre les traces « majorées »-par ¢ et les opérateurs hermitiens H
définis dans &€, vérifiant o <~ H <1, et permutables aux U, ezaux V,;
tout ceci ne présente aucune difficulté (il existe, en effet, du fait que A
posséde un élément unité, un « élément générateur » dans la double
représentation en question, ce qui rend 'étude de celle-ci beaucoup
plus simple). Bien enlendu, et en utilisant le théoréme 1 (ou plutét
son analogue pour le cas examiné ici), la condition d’irréductibilité
signifie aussi que I’anneau d’opérateurs engendré par les U, est un
facteur. ‘

~

3. IDEAUX BILATERES MAXIMAUX ET CARACTERES D'UN ANNEAU DE CLASSE FINIE.
— Nous allons étendre maintenant aux anneaux de classe finie les
propriétés de nature, « taubérienne » de )’algébre L d’un groupe
compact. o '

LemMe 15. — Dans un anneau A de classe finie, il existe.des corres-
pondances biunivoques entre : S

a. les idéaux bilatéres mazximaux de A ;

b. les caractéres de A ; :

c. les idéaux mazimauz du cenire A% de A ;

ces correspondances sont les sz_'u'vantes‘ » Uidéal bilatére maximal défint
par-un caractére Y de A est donné par I'équation y(A*A)=o; l'idéal
maximal de A® défini par un idéal bilatére mazximal m de A estm n A_q.

On va démontrer ce lemme en plusieurs étapes.

Considérons tout d’abord un idéal bilatére maximal m de A; sa
trace ni N AY sur le centre de A est évidemment un idéal de A%, lequel
est distinct de AY si m est distinct de A; mn A%est d’autre part ’image
" dem par I'application " [ en effet, m étant maximal est fermé, en sorte
" que, d’aprés la formule d’approximation (88), I'image m? de m par
cette application est contenue dans m, donc dans mn Af; comme m
‘contient trivialement m N A" puisque I'opération ? se réduit 4 'identité -
sur A", on a bien en définitive m?=mn A%]. Il suit de 1 que

(118) . A'ém implique (A'T)hem' quel que-soit Ted; -

en falt, cette propriété .caractérise les A €m; en effet, les A qui la

-
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possedent forment wsablement un idéal bilatére, eui conuent met
n’est pas confondu avec A puisque m? est distinct de A” :.comme m est
maximal, notre assertion s’ensuit. ‘ : .

Il suit de la que deux idéaux bilatéres maximaux dz.ftmcts de A-ren-
contrent le centre de A suivant des idéaux distincts; pour établir exis-

.tence d’une- correspondance blumvoque entre idéaux bilatéres
maximaux de A et idéaux maximaux de A% il nous faut d’abord
montrer que l'idéal m défini plus haut est maximal; or, s’il n’en était
pas ainsi, m? serait contenu dans un idéal maximal u de A” lesAe€A
- tel que l’on ait " L C
(1r19) . - (AT)ien  quel que soit T€A’
formeraient dans A un idéal bilatére m' distinct de A, contenant & la
“fois m et n donc distinct de nt si n est distinct de m?, ce qu1 est absurde
puisque m est maximal.

TInversement, si n est un idéal maximal de AY il existe un idéal
bilatére maximal mde A telque n=mn A’: c’est’ensembledes A€ A
qui vérifient (119); en effet, (119) définit un idéal .bilatére non .
trivial ', lequel est contenu dans-un idéal maximal m; comme mN Af
contient l’1deal maximal n, on a n=mn A" en sorte que, d’ apres la
premiére partie de la démonstration, il vient m=m'.

~ Ilnousreste maintenant a montrer I'existence d’une correspondance _
entre idéaux bilatéres maximaux ‘et caraciéres de A; pour cela,
partons d’un tel idéal m; puisqué m? est maximal dans Aq, il ex1ste un
caractére et un seul x de Al tel que :

(1x0) - Aemi  équivauta X(A)‘: 0;

sil'on prolonge. y en un caractére de A, on 'voitier‘x utilisant (118) que ’
(121) '.Aelit‘ ; équivauté X((AT)“):Eb ~ pour tout TéA ‘
¢ ‘est-a-dire 2 x(AT)_o done ﬁnalement (Cauchy-Schwarz) que
(122) . ‘Aem  équivaut a x(A*A)——o,

inversement, soit X, un caractére de A, et considérons I’idéal bilatére m
défini par (122); #® est aussi défini par (121); si donc on 1ntrodu1t
I'idéal n de AY défini par .

‘ Aen équivaut & X(A).._o
Journ. de Math tome XXX — Fasc. 1, 1951. : )
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" on voit d’une part que ,
C(123) : Aem - equwaut a (AT)hen quel que soit T

et d’autre part que u est max1mal puisque, sur Ah la forme hnealre e
est multiplicative : par conséquent, m est max1mal et le lemme 15
est entiérement démontré. . -

On sait, comme Pont démontré Gelfand et Neumark (3") que
si.a est un idéal & gauche d’une algébre auto adjointe uniformément
fermée A, on peut toujours trouver une forme linéaire posmve fsurA
telle que I'on ait f(A*A)=o0 pour tout A € ¢; le lemme 15 présente
une analogie visible avec ce résultat, tout en étant beaucoup plus

“précis (et beaucoup moins général). '

COROLLAIRE DU LEMME 15. — Dans un anneau de classe finze, l’mtelsec-

tion des idéaux bilatéres maximauzx est réduite a zéro.

En raison du lemme 15, cette propriéié est en effet équivalerte a
I'existence sur l’anneau considéré d’un systéme complet de traces.
- On notera que, la démonstration du lemme 15 étant mdependante
du lemme 11 b5, on obtiendrait une démonstration algébrique de ce
dernier si 'on pouvait prouver directement le corollaire ci-dessus.

Une autre conséquence évidentée du lemme 15 est que, pour qu’un

anneau de classe finie soit une algébre simple, il faut et il'suffit que son .

centre soit de dimension un (*'), autrement dit que ’anneau en ques-
tion soit un facteur au sens de J. von Neumann et F. J. Murray; on
verra une conséquence importanté de ce fait au paragraphe IV', n° 2.

4. DEFINITION ET CABACTERISATION DES MESURES DE CLASSE FINIE. — INous
revenons maintenant aux considérations des paragraphes [ et II.

Dérinirion 4. — Soient i une mesure centrale et de type positif surle
groupe G, {#€, U,, Vo, S} lad. r. u. de G gu'elle définst; on dit que p

' est de classe finte lorsque | ’anneau d opemteurs R*.engendré dans & par '

les U, est de classe Jfinie. .

(%) On the imbedding of normed rings into the ring of operators in Hllbert
space (Mat. Sb., t. 12, 1943, p. 197-212).
(1) Ce resultat est dit & Gelfand et Neumark; cf. (¥).
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1l 1mporte peu de considérer R’ ou R¢. puisque ‘ces anneaux sqnt :
anti-isomorphes par S. On va maintenant donner une caractemsauon :
: plus pratique des mesures.de classe: ﬁme. ' o

TrtorEME 5. — Soit (&, U, V,, S } la d.r. u. de Gr deﬁnze par une
mesure. |1;. pour que |x soit de classe finie, il Saut et il suffic que le - plus
petit sous-espace fermé de. 3, invariant & gauche et contenant les ele—
menis centraux de 3¢ (§ 11, déf. 3) sott identique & ¥. 4

Nécessité a’e la cona’z’tz'on — Soient‘ él(’,“ le sous- espace des éléments
centraux de 4, et ¥ le sous-espace fermé engendré par les .
Ux(seG, xeg{’ﬁ) il faut montrer c que si ’anneau R° est de classe
finie, on a ¥ = &¢. :

Or si I'anneau R° est de classe ﬁme, on peut y définir une opéra-
tion %; en particulier, on pourra: définir une telle opération dans
Tensemble des operateurs de la forme Uy ou x est un élément borné
de #¢. Nous allons voir que cette opération coincide nécessairement
avec celle qu'on a introduite a la ﬁn du paragraphe 1, et qui était
alors définie par .

(124) ‘ . (U%)4= Usxy,

ot x, rappelons-le, est la projection orthogonale de x sur le sous-
espace Jeh. ' -

Pour cela, considérons l’operateur U etlensemble convexe qui lui
est associé dans R’ : celui-ci est 'ensemble des opérateurs de 1 forme -
20; U, U, U* (> 0, Za;=1, U; unitaires appartenant -2 R’) et de.
leurs limites uniformes; comme on I'a vu au n° 1 de ce paragraphe,
(Uy)? est 'élément de ce convexe qui appartient au centre de R¢. Or,
dans R’, les opérateurs définis par les éléments bornés de #¢ forment
un 1deal bilatére (lemme %); donc tous les éléments de 'enveloppe
convexe des UU, U (U er;, U unitaire) sont de la forme Uy — on a
du reste de facon précise, comme ‘il résulte des calculs. fa1ts pour
demontrer le lemme 4, la formule

(125 o UUxU"1 Uy,

. dvec .
(26) yzsusux,,
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0y

"en sorte qu é\ I'enveloppe convexe des UU U correspond dans
Iensemble des éléments bornés de 5¢, I'enveloppe convexe des SUSU,,
ot U parcourt I’ensemble des éléments unitaires de R°. De li résulte,

“ par un raisonnement analogue a celui qu’on a utilisé dans la démons-

tration du théoréme 4, que (U, ) est lui-méme de la forme Uy; yest
dans #¢* puisque Uy est « central » et de plus appartient a l'enveloppe
convexe fermée dans ¥ de I'ensemble des SUSUx, donc vérifie en
partlcuher

(ag) - | Iyl < izl

Ceci étant, nous. pouvons de cette facon définir une application
linéaire x - x' =1y de I’ensemble des éléments bornés de #¢ dans 5¢%,
en posant . ;

(128) - Uw= (Ux)f,

- et il est clair que tout revient & montrer que ceite application coincide
nécessairement avec 'application ¥ qu’on a définie dans #€; c’est ce
que nous allons montrer en comparant les propriétés algebnques des

- deux opérations ainsi obtenues.

Or d’aprés les propriétés de P’opération * dans R’, on a néces-
sairement.
(12g) ) (U, Vex) =x' quel que soit se G

.pour tout x borné [en effet, a I'élément y=U,V,x=U,SU,Sx est

associé daps R’ l’operateur Uy=U,U,U;" : ¢f. (125) et (126); on a

donc (Uy )h—(Ux)lq c’est-a- dlre x'=y']; si alors nous appliquons
'opération ’ 4 I'inégalité .

(130) , | Ze; Uy, Vo, x — x| <
(¢f. théoréme 3), il vient, en tenant compte de la continuité de ’

[équat. (127)] et du fait de cette opération se réduit évidemment a
l’1dent1te sur les éléments centraux :

(131 - i — x| <
e > o étant arbitraire; on a bien

(132) . Cx'=x% pour tout X borné. .

‘
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"En définitive, nous avons démontré ceci : st l’anneau R* est de classe
finie, I'opération § déﬁ'me dans R’ est compazzble avec celle quz est définie
dans &, en ce sens qu'on a
(133) - (Ux)kl:an

pour tout élément borné x € #.

Ce point étant acquis, il n’y a aucune dlfﬁculte a démontrer la
nécessité de la condition énoncée; considérons en effet le sous-espace
fermé & engendré par les Ux(s€ G, x€#7), et soit FL le sous-
espace orthogonal; pour tout x€5L, on a évidemment xi="0;
d’autre part, soit P 'opérateur de projection sur F1; comme FL est
invariant & gauche (et méme & droite, car on a U;x:V:fx pour
tout x € #"), P appartenant a R'; pour tout x borné, on aura donc
aussit PU,€R’; or on a PU,;= pr, puisque P'opération % est nulle
sur F1, on aura donc en tenant compte de (133)

(134) © (PUx)i=o pour tout X borné;

mais P appartenant au cenire de R’, et les U, formant dans R un idéal
bilatére, il s’ensuivra plus généralement que

(135) {(PUx)*(PUx)Ji=0o,

ce qui exige

(136) - PUg=o  pour toul X borné,

autrement dit Up,= o, c’est-a-dire Px = o pour tout 'z borné : ces x
étant partout denses dans #, il enrésulte P = o, et finalement & = ¢
comme annoncé. ’

Suffisance de la condition. — Supposons que lesU,x(s€ G, xe€ 5¢%)
soustendent J€; il faut montrer qu’alors R‘ est de classe finie, ce
qu’on va faire en construisant expllcugment un systéme complet de
traces sur R’ (lemme 12), systéme que voici : on prend au hasard un x -
central, et 'on pose

(137) : ox(A)=<Ax,x> pourAeRs.

La formule précédente définit évidemment une forme linéaire posi-
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~ tive sur R'; cette forme est centrale (donc est une: trace), en effet,
comme on P'a vu [équat. (68)] on a

(138) ‘ . Upx=Vx pour feL,
) (139) ox(UsUs) = UfUpx, x > =< UpVex, x> =V, Usx, x> -
: _:(fo, Vix > =< Urx, ng_}::(UgUf_x,x>
) =ox(UgUy),
ce qui prouve -
(140) - ' ox(AB) = ox(BA)

lorsque A et B sont de la forme U r3on passe de la au cas général en

observant que o;(A) est une fonction continue de A pour la topologie -

forte, d’une part, et que d’autre part tout A€R’ est limite forte
d’opérateurs Uy(ceux-ci forment en effet une algébre auto-adjointe qu1
engendre R).

Il reste & montrer quel'on abien ainsi un systéme complet de traces; ;
or dire qu ona

(141) ox(A*A)Y=o0 h pour tout x € 24,

c’est dire que I'opérateur A €R’ est nul sur.le sous-espace 5€%; il est
donc nul aussi sur le sous-espace oblenu en soumettant #¢* aux trans-
lations & droite (on a AV,=V,A); mais les translatés & droite d'un
x € #" sont par définition identiques & ses translatés 4 gauche; denc A
est nul sur le sous-espace sous-tendu par les U;x(s € G, x € 5¢%), c’est-
~ a-dire par hypothése sur tout &, ce qui achéve la démonstration du
théoréme 5. '

5. DEFINITION ‘ET CARACTERISATION DES GROUPES DE CLASSE FINIE. —
Comme on le verra par la suite, les résultats de ce Mémoire donnent
une réponse compléte aux problémes I, II,' IV, V, VII et VIII posés

+ dans I'Introduction toutes les fois que I'on'n’a 4 considérer que des
‘mesures de classe finie; il importe donc de caractériser les groupes de

- classe finte, c'est-d-dire ceux sur lesquels Zoute mesure centrale et de
“type positif est de classe finie.

" TakoriMe 6. — Pour qu’un groupe G soit de classe finie, il faut et il
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suffit qu'il existe dans G un systéme fondamental de voisinages de
l’unité invariants par les automorphismes intérieurs de G.
-

Nécessité de la condition. — On va l'obtenir en exprimant que la
d. r. u. réguliére de G est de classe finie; si Z* désigne ’ensemble des
fonctions centrales contenues dans L*, on doit écrire (th.'5) que les
translatées des fonctions de Z* engendrent tout L>.

Il en résulte tout d’abord que, étant donné. un s£e, il existe une
f€Z? telle que U,f£ f (car si U, se réduisait 4 I sur 72, il se
réduirait aussi 4 [ sur L* tout entier, puisqu’il permute aux
translations a droite); si I'on introduit alors la fonction continue,
centrale et tendant vers zéro a Uinfint g(xz)=<{U.f, f>, on a
g(s)s~ g(e) en vertu du cas limite de linégalité de Cauchy-
Schwarz.

Pour un nombre « > o convenable, I'inégalité | g(x)| >« définit
‘alors un voisinage U de ¢, invariant et compact, et ne contenant
pas s. On voit donc déja que P'intersection des voisinages invariants
compacts de e est réduite a e. Il reste 4 montrer que tout voisinage V
de e contient un tel voisinage. On peut évidemment se borner i le
prouver dans le cas oil V est ouvert, et est lui-méme contenu dans un
voisinage invariant compact V, de e. Les points de V, non situés
dans V forment alors un compact K ne contenant pas e. D’aprés ce
qui précéde, pour tout s€K on peut trouver un voisinage invariant
compact U(s) de I'unité ne contenant pas s; les complémentaires de
ces U(s) forment un recouvrement ouvert de K, de sorte que, en
appliquant le lemme de Borel-Lebesgue, on voit que l'on peut
trouver des voisinages invariants compacts U(s,), ..., U(s,) de e .
tels que U=U(s,)n...NU(s,) ne rencontre pas K; il est clair
que U est un voisinage invariant compact de ¢, de méme que UNV,,
qui est contenu dans V, ce qui prouve la propriété annoncée.

Suffisance de la condition. — Montrons d’abord que, si la condition
de I’énoncé est réalisée, on peut, pour tout voisinage V de e, trouver
une fonction centrale /> 0 appartenant & L, nulle en dehors de V,

et telle que ff(:v)dac:r. Pour cela, on choisit un voisinage
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compact U de e tel que U.UcV, puis un voisinage invariant
compact U’ tel que U'c U; et, g désignant la fonction caractéristique
de U’ (laquelle est dans Z* et n’est pas nulle au sens de L?), on pose

S(@)=1£k{U.g, g>, o k est une constante > o convenable : frépond
évidemment aux conditions requises.

Maintenant, soit Z ’ensemble des fonctions centrales contenues
dans L (c'est-a-dire, le centre de I’algébre L); soit L, ensemble des
combinaisons linéaires de translatées de fonctions de Z : nous allons
montrer que toute /€L est limite uniforme de fonctions appartenant
a L, qui restent nulles en dehors d’un compact fixe. C’est évidemment
le cas si f=g % h avec g€L et h€Z; donc, la propriété & démontrer
est vraie pour les fonclions fx g ou g€Z; mais d’aprés ce qui
précéde, on peut s’arranger pour que g € Z soit nulle en dehors d’un
voisinage arbitrairement petit de ¢, en sorte que f est limite uniforme
de fonctions de la forme f% g (g €2Z) qui sont nulles en dehors d’un
voisinage arbitraire du support de / : d’ol notre assertion.

Soient alors p une mesure centrale et de type positif sur G,
{a¢, U,, V., S} lad. r. u. de G qu’elle définit, et /-~ £ application
canonique de L dans J¢. Il est clair que, par cette application, les
éléments du centre Z de L conduisent a des éléments de éfﬁh; d’autre
part, la formule <{f, g>= |u.(é*f) qui définit le produit scalaire
dans ¢ montre que, sil’on se borne a considérer des fonctions nulles
en dehors d’un compact fixe, 'application f—f de L dans #¢ est
continue au sens de la convergence uniforme sur G; puisqu’on a vu
que Z « engendre » L tout entier, il s’ensuit que les éléments de 5
qui sont de la forme XU f(s;€ G, f;€2Z) permettent d’approcher
dans J€ tous les éléments £( f€ L), donc sont partout denses dans ¥ :
par conséqueht, la condition du théoréme 5 est vérifiée, et p est de
classe finie, ce qui achéve la démonstration.

Remarque. — 1l n’est pas invraisemblable que I'on puisse définir les
groupes de classe finie de la fagon suivante : ce sont les groupes dont
tous les caractéres sont de classe finie. Cette conjecture ne pourra
étre vérifiée qu'une fois la théorie générale des caractéres compleé-
tement édifiée. '
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IV. — CGaractéres de classe finie.

4. CARACTERES D'UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT UNIMODULAIRE. —
Derinition 5. — On dit qu’une double représentation unitaire
{8, Uy, Vo, S}

a

d’un groupe G est irréductible lorsque ’algébre autoadjointe engendrée
par les opérateurs U, et V, (x € G) est irréductible. On appelle caractére
de G toute mesure de Radon, centrale et de type positif, définissant une
double représentation unitaire irréductible de G.

Que la définition précédente soit en accord avec les notions
classiques, c’est ce qu’on montrera plus loin. On notera que, pour
nous, un caractére peut fort bien, @ priort, éire une mesure et non pas
nécessairement une fonctiorn; un probléme fondamental de la théorie
est & ce point de vue le suivant : si une mesure p. est un caractére de G,

peut-on trouver une fonction y(x), localement sommable pour la
mesure de Haar, telle que ’on ait

(142) dp(z)=y(x)dz?

On va donner une réponse affirmative a ce probléme dans le cas ou
le caractére p. est de classe finie.

2. FoRME DES CARACTERES DE CLASSE FINIE. — THEOREME 7. — Pour
qu’un caractére . soit de classe finie, il faut et il suffit qu'il soit de la
Jforme '

(143) du(x) =y (z) dz,

ou y est une fonction continue sur G.

Suffisance de la condition. — Si i a la forme (143), la d. r. u.
définie par . posséde un élément générateur u (§ I, n° 1, exemple 3);
u est « central », et comme les U u soustendent #¢, la condition du
théoréme 5 est réalisée. (Noter que ce raisonnement s’applique méme
si i n’est pas un caractére). .

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1451, 7
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Nécessité de la condition. — Considérons lad. r. u. {&¢, U,, V,, S}
engendrée par \.; comme les seuls opérateurs permutables aux U, et
aux V, sont les scalaires, 'anneau RY défini au paragraphe I, n° 3,
est de dimension 1; donc les anneaux R’ et R sont des facteurs, et
cecl caractérise évidemment les d. r. u. définies par les caractéres
de G. :

Si la mesure p. est de classe finie, il résulte de 14, en utilisant le
lemme 15, que ces anneaux sont des algébres simples. Mais nous
connaissons un 1déal bilatére non nul de R® : c’est 'ensemble des
opérateurs définis par les éléments bornés de 3¢ (§ I, lemme 4); par
conséquent, les opérateurs ainsi oblenus forment tout R’, et en
particulier 'opéraleur unité est défini par un élément borné u de 4¢.

Cecti veut dire que, pour toute f€L, on a

(144) I1.i=Uyf=Vsu

(cf. § 1, déf. 2); si I'on tient comple de la définition des V , il vient
donc

(145) i—= [V;u.f(s“)ds pour toute feL,

mais opérateur I étant dans R¥, I'élément u est ceniral, et I'on peut
tout aussi bien écrire '

(146) i:Vfu:Ufu:stu.f(s)ds;
ceci étant on aura, pour f, g€L,
(1) <& g >=C U, Vo> =< Upap, w>= [ Ui, w> G f(5) ds,

et comme on a par définition

(148) Ctgy= [ Fxfs)duis),
il vient
" (149) du(s) =< Usu, u > ds,

ce qui démontre le théoréme.

Remarque. — La démonstration repose uniquement sur le fait que
'opérateur unité est de la forme U,. On aurait pu, pour démontrer
ce point, se passer du lemme 15; il suffisait en effet de remarquer
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ceci : puisque la mesure v est de classe finie, il existe certainement
dans R des opérateurs de la forme en question, et puisque R est
réduit aux scalaires, la propriété annoncée de I'opérateur unité en
résulte. Mais la démonstration que nous avons donnée est plus
intéressante; elle montre en effet que si un caractére n’est pas défini
par une fonction ‘continue, les opérateurs U, forment, dans le
facteur R, un idéal bilatére non trivial; ce facleur n'est donc pas
simple, en sorte que, si le groupe ‘G est séparable (auquel cas
'espace J¢€ Dest aussi, ce qui permet d’appliquer la classification des
facteurs due 4 Murray et von Neumann), R’ ne peut appartenir
qu’aux classes (I,) ou (II,) : on sait en effet (**) que les facteurs de -
classe finie et ceux de classe (III,) sont simples. En définitive, Jes
Sfacteurs définis par les caractéres d’un groupe unimodulaire séparable
ne peuvent pas étre « purement infinis »; on est donc sir de pouvoir
introduire des traces (non nécessairement partout définies) dans ces
facteurs (*°).

3. TRACE ASSOCIEE A UN CARACTERE DE CLASSE FINIE. — So01l
dyu(x)y=y(z)dx

un caractére de classe finie, ou 7 est comme on vient de le voir une
fonction continue, centrale et de type positif sur G. Si l'on consi-
dére la d. r. u. correspondante, il existe comme on I’a vu un élément
u€ & tel que 'on ait )

(150) f=Umu=V;u pour loute feL,

et 'on a en oulre
(151) 1(s)=< Uy, u).

On peut évidemment supposer la fonction y normalisée par la
condition y (e) =1, en sorte qu’alors u est de module 1.

Puisque I'anneau d’opérateurs R’ engendré par les U, est un
facteur, 'opération E y dégénére en une trace : on a de fagon précise

(152) Af=Sp(A).I  pour tout AeR.

32) Cf (*°).
M)

#) On trouvera des résultats plus précis dans le Chapitre II (§ I).

(
(
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Il est facile de déterminer explicitement cette trace. En effet, c'est la
seule et unique forme linéaire positive et centrale sur R’ qui prenne la
valeur 1 sur 'opérateur I; mais comme u est central et de norme 1,
Pexpression { Au, u) posséde les mémes propriétés : on a donc

(133) Sp(AY=<Au,u> pour tout A e Ry,

ce qui montre en passant la continuité faible de la trace, propriété
générale aux facteurs de classe finie comme on sait.

A. PROPRIETE EXTREMALE DES CARACTERES DE CLASSE FINIE. — Dans
I'ensemble des mesures centrales et de type positif définies sur un
groupe G, on peut définir une relation d’ordre de facon évidente : on
‘écrit pour cela que l'on a <€ v lorsque la mesure v — . est de type
positif. Nous allons montrer que cette relation d’ordre permet de
distinguer les caractéres de classe finie par une propriété extrémale;
nous aurons pour cela besoin de la propriété suivante :

Lemme 16. — Soit {#¢, U,, V,, S} la d. r. u. définie par une mesure .
de classe finte; pour que . soit un caractére, il faut et 1l suffit que le
sous-espace 58 formé des éléments centrauz de € soit de dimension 1.

Toul d’abord, si i est un caractére, ’anneau RY est de dimension 1
e_h sorte que, dans 56”, les éléments bornés forment un sous-espace de
dimension o ou 1; or ces éléments sont partout denses dans #¢% (ils
comprennent entre autres les £ oi f€L); donc 4¢% est de dimension o
ou 1, et en fait de dimension 1 puisque, p étant de classe finie,
4¢% n’est pas nul. :

Si réciproquement ¢ est de dimension 1, R? est de dimension 1;
en effet, la relation U/ V,Ax=AU,V,x=Ax (AeR’ xeus")
montre que R conserve 5¢%; chaque A €R¥ se réduit donc a un
scalaire sur 4¢%, donc aussi sur #¢ tout enlier, puisque A permute
aux U, et que les U;x (x € #¢%) soustendent € lorsque . est de classe
finie : d’ott le lemme.

TaiorEME 8. — Pour qu'une mesure centrale et de type.positif u. soit
un caractére de G, il faut que toute mesure, centrale et de type positif,
majorée par . soit proportionnelle & y.; cette condition est aussi suffisante
lorsque . est de classe finie.
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Neécessité de la condition. — Considérons la d. r. u. {5¢, U ws Vi, S
définie par p., et I'application canonique /'~ £ de L sur un sous-espace
partoul dense de J¢; on a par définition

(154) <t gd=[Fxfduts) (S gel;

soit maintenant v une mesure centrale et de type positif majorée
par (x5 pour toute f€L, on a donc

(155) ozv(fxf)Lp(fxf)= L1

on déduit de la, par des raisonnements bien connus, I’existence
dans 4C d’un opérateur hermitien H, vérifiant o =~ H 1, tel que

(156) v(gxf)=<HE g> pour f geL.

Si 'on tient compte du fait que les opérateurs U, et V, proviennent
des translations dans L, on vérifie immédiatement, en tenant compte
de ce que v est centrale, que H permute aux U, et aux V,; si donc
est un caractére de G, H se réduit a un scalaire, et v est propor-
tionnelle & .. comme annoncé. :

Suffisance de la condition. — Supposons maintenant . de classe
finie; on peut alors définir sur I'anneau de classe finie R’ une
opération ¥, et un systéme complet de traces. En particulier, prenons
un élément arbitraire a € 4%, et posons

(157) pa(f) =< (Upfia, a>;

on obtient ainsi, une mesure centrale et de type positif sur G; en effet,
* le premier membre est encore donné, puisque a est central, par

(158) pLa(f):<Ufa,a>:f< Usa, a ) f(s) ds,

en sorte que (., n'est autre que la mesure {U,a, a)ds; que cette
mesure soit de type positif est évident, et elle est centrale en vertu
par exemple de la relation (U, ) = (Ug B

Maintenant, supposons a borné; on aura alors

(159) ;za(f%f):uUfauZ:nvafnzéuvan?-||fn?:nva"’p(f*f)
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en sc}rl;‘e que la mesure y, est, 4 un facteur constant prés, majorée
par p. Si donc la condition de 1'énoncé est remplie, u, est propor-
tionnelle a u, ce qui signifie évidemment que, pour tout élément
borné et central a de #¢, 'opérateur V, est un scalaire. Comme V,
dépend biunivoquement de a, il s’ensuit que les a en question forment
un sous-espace de dimension 1 de € : or ce sous-espace est partout
- dense dans #¢% comme on 1’a vu en démontrant le lemme 16; dounc 5¢"
lui-méme est de dimension 1, ce qui montre que . ést un caraclére
de G d’aprés le lemme 16. '

CororLaire 1 pu THEOREME 8. — Soit K [l'ensemble (convexe et
compact) formé par les fonctions continues, centrales, de type positif;
prenant en e une valeur =1, alors les points extrémaux non nuls
de K ne sont autres que les caractéres y de G, de classe finic et

vérifiant y(e)=1. .

Ce corollaire se démontre identiquement comme la propriété
analogue des fonctions « élémentaires » de type positif (**).

CoROLLAIRE 2 pU THEOREME 8. — Tout groupe G de classe finie possede
un systéme complet de caractéres, c’est-a-dire, pour tout s = e, il existe

un caractére y de G vérifiant y (s) = y(e).

En effet, s’il n’en était pas ainsi pour un s€G, la translation
@ — s conserverait tous les caractéres de G, donc aussi (corollaire 1
combiné avec le théoréme de Krein et Milman) toute fonction
continue, centrale et de type positif sur G, ce qui est évidemment
absurde sur un groupe de classe finie, puisqu’on peut toujours
trouver une telle fonction qui soit nulle en dehors d’un voisinage
arbitrairement petit de I'unité.

Remarque. — Le corollaire 1 du théoréme 8 montre que, sur un
groupe abélien, la définition que nous avons donnée des caractéres
est celle qu’on connait déja; il en est de méme sur un groupe compact
(en effet sur un tel groupe, une fonction continue, centrale et de type

4

(*) FTP, p. 40, prop. 6.
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positif, est développable en une série a coefficients positifs de carac-
téres, ce qui met en évidence la propriété extrémale de ceux-ci).

5. KQuATION FONCTIONNELLE DES CARACTERES DE CLASSE FIME. — Soit ¥ (s)
une fonctlion continue, centrale et de type positif sur G, et considérons
la mesure (centrale et de type positif)

(160) . dp(x)y =y (z) dx;

comme on I'a vu en démontrant le théoréme 7, celle-ci est de classe
finte. Rappelons encore que, si l'on considére la d. r. u. corres-
pondante {#, U,, V,, S}, il existe (§ I, n° 1, exemple 3) un ue s
vérifiant les condilions suivantes : :

(161) U, V,;u=mu pour tout s € G;
(162) Sua=mu;
(163) X(s):{Usu,u>:<u, Vsu>;

enfin, les U;u(s€ G) sous-tendent J¢€ tout entier.

Pour parvenir a4 l’équation fonctionnelle des caractéres, bien
connue dans les cas classiques, nous allons introduire ’espace de la
fonction vy, et y définir, une fois de plus, une opération “.

Nous appellerons espace de y I’ensemble C(y) des fonctions qui
sont combinaisons linéaires de translatées de 7, ou limites uniformes
sur G de telles fonctions : c’est donc le plus petit espace vectoriel de
fonctions définies sur G qui vérifie les conditions suivantes :

a. il conlient y ;
b. il est invariant par translation; -

c. 1l est fermé pour la topologie de la convergence uniforme sur G.

On notera que, y étant centrale, il importe peu de distinguer les
translations a gauche des translations a droite; donc, toute fonclion
appartenant a C(y) est limite uniforme sur G de fonctions de la
forme
(164) ¢(s)=Boauy(a;'s),

et réciproquement.

v
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Si I'on utilise la formule (163), on peut écrire (164) sous la forme
(165) ) 9(s) =< Usu, x),

ou l’élément x est donné par
(166) . o x=Xq,U,u;

si 'on suppose comme nous le ferons y(e)=1, on a donc
(167) | EIOIEESE

comme les x de la forme (166) sont partout denses dans ¢, on v01t
que C(y ) contient toutes les fonctious

(168) . Xx(s):<[}.»‘uy X),

ou cette fois x est arbitraire dans JC; et les y, sont partout denses
dans C(y).

Nous allons maintenant chercher comment l’opération 4 peut
s’'interpréter quand on passe du vecteur x a la fonction y,. Rappelons
tout d’abord que x7 est le seul élément central de € contenu dans le
convexe fermé K, engendré par les U,V x.

Par ailleurs, remarquons que, sil’on pose
(169) - y =U,V,x,
on a :

(170) yy(x)=<U,un,y>=<U,u, U,V;x >=<V,, U, U,u, x>,

d’ot, en tenant compte de (161) et du fait que les V permutent
aux U :
(171) xy (%) = yx (5" s).

Ceci étant, disons pour abréger que deux fonctions définies sur G
sont conjuguées sil’on passe de 'une a 'autre par un automorphisme
intérieur de G; nous voyons alors que, aux éléments de I’enveloppe
convexe K de 'ensemble des U, V,x correspondent les fonctions qui
appartiennent 4 l’enveloppe convexe de l'ensemble des fonctions
conjuguées de yy. ' 7

Il s’ensuit, en raison de la relation (167), que les fonctions y,
associées aux y€ K, (adhérence de K3) sont contenues dans I’enve-
loppe convexe fermée de I’ensemble des conjuguées de y4; en fait, on
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oblient foute 'enveloppe convexe fermée des conjuguées de y,; car si
celte enveloppe contient une fonclion ¢, on peut lrouver une suile
de points y, €K, telle que y, converge uniformément sur G vers o;
mais K, étant fermé et borné est faiblement compact, en sorte qu’on
peut supposer que y, converge faiblement vers un y,€K,, auquel
cas y, converge en chaque point de G vers 7y, qui est donc néces-
sairemenl égale a 9, d’oli notre assertion.
Maintenant, il est clair qu’on a les propriétés suivantes :

a. la correspondance entre le vecteur x et la fonction y, est
biunivoque (puisque les U,u sous-tendent tout 4¢);

b. pour que x soit un élément central de J¢, il faut et il suffit que
la fonction ¥, soit centrale (c’est-a-dire invariante par les automor-
phismes intérieurs de G).

Si donc I'on combine ce qui précéde avec le théoréme 3 du para-
graphe II, on parvient au résultat suivant : pour toute fonction ¢ de la
Sforme y, (x€8C), lenveloppe [fermée convexe de [!'ensemble des
fonctions conjuguées de o contient une Jfonction centrale et une seule.

Nous désignerons cette fonction centrale par q:h; on a ainsi définl
une opération % dans un sous-espace partout dense de C(y ), etil est
clair que celte opération est donnée par

(172) (rx)i=yx_.

X"

pour tout x€ 4(;

maintenant, on peut prolonger celte opération par conlinuité a C(y)
tout entier, puisque o — o7 est évidemment une application linéaire
continue pour la topologie de la convergence uniforme sur G. On va
voir que la propriété caractéristique de I'opération * a encore lieu
dans C(y):

Lemue 17. — Pour toute fonction ¢ &€ C(y), o% est la seule fonction
centrale contenue dans l'enveloppe convexe fermée de [’ensemble des
conjuguées de .

1

Montrons tout d’abord que ¢? appartient effectivement a cette
enveloppe convexe fermée. Soit ¢ >> 0; on peut trouver un x € JC tel
que
(173) o= xxll <e,

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1951. 8
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d’ou
(174) 98— ()1l < e

d’autre part, on peut trouver des @,€ G et des nombres x;(x;> o,
Xa;=1) tels que I'on ait

(175) IEociXx(aixai“l)—Xi(x)|<s pour lout x€ G;
il vient alors avec les relations précédentes :
(176) |Zaicp(aixai“);-<ph(m)l<3£ pour tout z€G,

ce qui est la propriété annoncée.

Reste & montrer que ¢ est la seule fonction centrale possédant cette
propriété; or soit ¢ une fonction centrale située dans I'enveloppe
fermée convexe des conjugées de ¢; pour tout ¢ > 0, on peut réaliser
la condition ~
(177) [ Zas0(amzar') —Y(x) | <<e pour tout z

(avec a;>. 0, Za;=1); tenons compte alors du fait que Popération ¥
est continue, et que 0% ne change pas si 'on remplace une fonction 0
par. ses conjuguées, et appliquons cette opération a I'inégalité (177);
il vient '

(178) '|cph(x)—np'q(.’v)l <e pour tout z,

et comme $#={ puisque ¢ est centrale, on parvient a

(179) ~ 9% (2) — $(2) | <s,

ce qui, € > o étant arbitraire, achéve la démonstration.
Nous sommes maintenant en mesure de généraliser ’équation
fonctionnelle des caractéres (**) :

(%) Sur un groupe compact, on a visiblement d’aprés le lemme 17
#i(2) = [ o(uzu) du;
la relation (181) se réduit donc bien a ’équation fonctionnelle classique’

[ xtuwuts) du=y (@) (s).
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Tutorime 9. — Soit 4 une fonction continue, centrale, de type posiiif
et vérifiant y (e) =13 posons

N

(180) xs(x) =y (xs) pour s€G;

alors la condition nécessaire et suffisante pour que y, soit un caractére
de G est que Uon ait ‘

(181) ) (X.\')q:X(S)X pour tout s€G.
Nécessité de la condition. — De
(182) vs(z) = Uz, u > =< U, Uyu, u

=<{U,V,mu,u>=<U,u, Vou)
résulte, d’aprés (192) :
(183) (7:)8(2) =< Uy, (Vaw);

si y est un caractére, le sous-espace #¢% des éléments centraux de ¢
ne contient que les multiples de u (lemme 16); par conséquent, la
fonction (y,)" est proportionnelle 4 y, et en lenant compte de la rela-
tion évidente

(184) 0% (e) = 0(e),

on voit immédiatement que le facteur de proportionnalité est ().

Suffisance de la condition. — Puisque la correspondance entre les
éléments x € J¢ et les fonctions y, est biunivoque, la relation (180)
exprime que, pour tout s € G, le vecteur (V,u)?est proportionnel a u;
comme ces vecteurs soustendent tout #¢% il s’ensuit que le sous-
espace J% est de dimension 1, donc que y est un caractére de G
(lemme 16).

V. — Décomposition spectrale des mesures de classe finie.

Le but de ce paragraphe est de montrer que toute mesure centrale,
de type positif et de classe finie peut étre décomposée en une somme
continue de caractéres de classe finie (au moins si G est séparable).
Nous désignerons par p. une telle mesure; par{ &, U,, V,, S}lad.r. u.
correspondante; par /' — f I’application canonique de L sur un sous-
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espace partout dense de #¢; par R° et R? les anneaux (de classe ﬁnle)
engendrés dans & par les U et les V, respectivement.

On aura par ailleurs & considérer en méme temps des fonctions y -
'contmues, centrales et de type posmf pour éviter toute confusmn
on emp101era les notations #€(y), U, (s V(s i(x), e

1. CONSTRUGTION pu spectRE. — Considérons I'anneau de classe »
“finie R’; il posséde un systéme complet de traces, donc de caractéres
(§ 1L, n° 2), ceux-ci étant les traces qui, sur le centre Rf de R, sont

multlphcatlves ‘

Soient Q I’ensemble des caractéres de R*; comme on1’a vu au para-
graphe IlI, c’est un espace compact homeomorphe au spectre de
I’anneau commutatif R%. Soient ¢ un element de .Q comme R’ contient
les opérateurs de composition

(85 U,r:fU‘sf(s)ds (feL),
G

on peut considérer I’expression o(U;); c’est évidemment une forme
. linéaire positive et centrale (autrément dit, une trace) sur I’algebreL
comme de plus o est de norme 1 sur R, on a

(186) 10'~(Uf)|é|lUflléflf(S)IdS; S

par suite, on peut associer & ¢ une fonction y,(s), mesurable et bornée
pour la mesure de Haar, telle que ’on ait

(1875 » a(Uy) :jnf(s)xc(s),ds pour toute feL;
. : G

comme ¥, est évidemment de type positif, on peut la supposer
continue (*¢), ce qui la détermine parfaitement. :

Comme le premier membre de (187) est, pour toute f, une fonction
- continue de ¢ sur Q, 'application ¢ > X est continue pour la topo-
logie faible des fonctions %5 donc les x,; ainsi obtenues forment, dans

(3%) FTP, p.-26, prop. k.
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I'espace L°(®7), un ensemble faitblement compact; si I'on 6te de cet
ensemble éventuellement la fonction O, il reste donc un ensemble
localement compact; nous le noterons X, et nous ’appellerons le spectre
de . '
Tout point i de X étant une fonction continue, centrale et de type .
positif sur G, permet de définir une d. r. u. de G que nous noterons

{ae(x), Us(x), Vi(y), S}; pour f, g€L, on a par définition
(188) CE, 00> = [ Ex ) (s ds
G

si donc on associe a chaque y lespace tangent 5¢(y), et i
chaque fe€L le champ de vecteurs £(y), ces champs de vecteurs
forment un espace vectoriel, leurs images dans chaque espace tangent
sont partout denses dans cet espace, et le produit scalaire de deux tels
champs ‘de vecteurs est une fonction continue sur X (puisqu’on a
muni X exactement de la topologie nécessaire pour que cette propriété
ait lieu); par suite, les champs de vecteurs () (i€ L) forment une
Sfamille fondamentale de champs de vecteurs continus (**), que nous
noterons A. On remarquera que, si le point y € X s’¢loigne & I'infini
sur X (c’est-a-dire, converge faiblement vers zéro dans L=), le module
du vecleur £(z7 ) tend vers zéro pour toute f€L.

Comme on le verra, le champ de vecteurs £(yy ) joue unréle analogue
a celui de la transformée de Fourier de la fonction f; notre but mainte-
nant est de généraliser le théoréme de Plancherel sous la forme
suivante :

Tatorime 10. — I existe sur Uespace localement compact X une
mesure de Radon positive {J: possédant les propriétés suivantes :

a. quels que soient f, g €L, la_fonction {£(y), g() > est sommable
pour @L etlona

(189) (1, g>:f<f<x>, g(2) > di(x);
X

(*7) Cet espace est comme on sait le dual de I'espace normé obtenu en intro-
duisant sur L la norme f]f(x) | dz. Voir FTP, p. 39.
(**) RU, Chap. III, § 1, n° 1.
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~b. lespace 3 est isomorphe & lespace L) des champs de vecteurs de
carré sommable sur X relativement & . et a la_famille Jondamentale A ;

cet isomorphisme associe - @ lélément 1€ H(f€ L) le champ de
vecteurs £(y ) ;

c. st le groupe G est séparable, presque tout XEX est un caractére
de G.

La démonstration de ce théoréme est assez longue et compliquée,
sinon dans son principe, tout au moins dans le détail; ’auteur n’est
du reste pas certain d’avoir trouvé la meilleure méthode.

2. ConstructioN DEs OPERATEURS Up(F continue tendant vers zéro a
Pinfini sur X). — Reprenons’anneau commutatif R? et son spectre Q;
comme on le sait d’aprés la théorie spectrale commutative (**), tout
couple x, y d’éléments de J¢ définit sur Q une mesure de Radon Vx,y de.
telle sorte que 'on ait

(190) { Ax, y>_fa'(A)dvx,y(a') pour tout AeRh

de plus, & toute fonction continue ¢ ‘définie sur Q correspond un
opérateur unique U, € R tel que I'on ait '

(191) Uk, y):f@(a) dvx, y(7) quels que soient X, ¥,
o) .

et la correspondance entre ¢ et U, est un isomorphisme pour toutes
les structures que 1’'on peut env1sager sur RY.

Maintenant, soit X 'espace compact obtenu en adjoignant a X le
point O; c’est 'image de Q par I'application continue ¢ — ¥, définie
au n° 1 ; par suite, on peut associer aux mesures spectrales vy, y leurs
images (1, y par cette application; comme pour f€L on a

(192) o (W)=e(Up= f 15 4o(s) ds,
la formule (1go) se transforme en
(193) CUim,y >= [ 70 dite. 5 (0,

(3*) RU, Chap. L.
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ou ’on pose pour simplifier -

(194) B }'(x>=fcf<s>x(s>ds.

Mais la fonction continue f(y) étant nulle pour y =o0, on peut
remplacer dans (193) la mesure p, y par la mesure py, y qu’elle induit
sur I’espace X ; par conséquent, il vient .

(195)  <CUix,y>=[Fo)duxy(x)  pourfelix yest.
- X ’ : o

Ceci étant, désignons par F une fonclion complexe définie et
continue sur X, et tendant vers zéro a I'infini(ou encore : une fonction
conlinue sur X nulle pour y = o), c’est 'image d’une fonction définie
sur Q, ce qui permet de lui associer un opérateur U €R", donné par -
la formule

(196)  <Usx,y)>= [ F()dpyx(z)  pour %, yeur;
X » ‘ v

comme on le voit en remontant. 4 Q, 'application F — Uy est une
représentation unitaire de I’algébre involutive formée des fonctions F
en question; il est clair d’aprés (195) que I'opérateur associé ainsiala
fonction f(f€L) n’est autre que Us.

Nous allons maintenant demontrer que, si la fonction F est a
support compact, I'opérateur Uy est deﬁm par un élément borne Xp
de #€% (cf. §1, déf. 2).

En effet, supposons F nulle en dehors d’un compact KCX,pour
. chaque point y, €K, il existe une /€L telle que £(y,) ne soit pasnul;
la fonction continue (£(y), £(%)>=g(%) (ot g = f'x f) est donc non
nulle au voisinage de 7, ; elle est au surplus positive partout; en utili-
sant le lemme de Borel-Lebesgue, on en déduit la possibilité de
trouver un élément €L tel que % soit partout positive sur X, et soit
par exemple > 1 sur K ; il est clair que I'on a alors

(197) ) F=Gh
ot G est une fonction continue nulle en dehors de K ; parsuite il vient

(198) Up=UeU¥;
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“comme

(199) . .~ o U=y,

on voit, puisque les Uy(x borné) forment un idéal bilatére dans R’,
que Uy est bien défini par un élément borné x; de #¢, lequel est
dans #¢* puisque Uy est dans Rf : d’ou la propriété annoncée.

3. CONSTRUCTION DE (; STRUCTURE DE #¢%. — Nous allons maintenant

construire la mesure {;. en la définissant comme forme linéaire positive
sur I'algébre L(X) des fonctions continues et a support compact
définies sur X. Pour cela, considérons une fonction F € L(X), et soit
une fonction réelle G€L(X) telle que FG =I; posons

(200) o L(F) =< xr, X¢; ‘

cette expression ne dépend que de F, car si G’ est une autre fonction
réelle vérifiant FG’= F, on aura FG =FG’' =FGG’, d’ou

(201)  Xp—= UgxXp= Ug Xr,
ce qui donne

(202) {Zp, X> =< UeXr, Xs> = Xr, UgXg) =< Xr, Xee')

et ce résultat, étant symétrique en G et G’, prouve nolre assertion.
Ceci étant, il est clair que I(F') est une forme linéaire sur L(X);

celte forme est positive, car si F est du type HH, on a _
(208) T(HA)=< %us, Xs> = UnXu, ¥ > =< Xn, UnXe) = X, UsX>

et comme on peut évidemment supposer G positive — auquel cas U
est hermitien positif — la propriété annoncée s’ensuit. -

De ce qui préceéde résulte 'existence sur X d’une mesure de Radon
positive unique [ telle que I'on ait

(204) ‘ I(F):fF(X)dﬁ(X) pour toute FeL(X);
X .

mais un raisonnement analogue a (203 ) montre que ’'on a

(205) 1(FG)=<x, %, > pourF, GeL(X);
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il vient donc

(206) < Xy xc>=fF<x>'GTx>dﬁ<x>. .
x - .

Par conséquent, le plus petit sous-espace fermé de €% contenant
les x;[ F€L(X)] est isomorphe a ’espace L des fonctions complexes

de carré sommable pour la mesure ﬁ.; nous allons montrer que ce
sous-espace n’est autre que J¢% autrement dit, que les x; soni pariout
denses dans 5¢%. On vale démontrer en prouvant que, pour toute f€ L,
on peut approcher 1’élément £ par des x;.

Pour cela, reprenons la formule (195), qui s’écrit encore

(207) <Uf=y,"z>=ff'<x) dpg, (1)
. , . X

puisque la fonction continue f tend vers zéro a l'infini sur X, on peut
trouver une suite croissante de fonctions F,€L(X), dont les valeurs

sont toutes comprises entre o et 1, de telle sorte que f soit limite
uniforme sur X des fonctions F, f'; I'opérateur U4 sera alors limite
uniforme des opérateurs Uy, U= U,_ ot on pose G, = F, f. Mais G,
étant a support compact, Ug_est défini par un élément borné

(208) x¢,= Up £4;
comme les I, sont comprises entre o et 1, on voit déja sur cette rela-

tion que les x; restent dans une boule fixe de 4¢; d’autre part, quels
que soient y et z€ ¢, on aura, d’aprés (196) et (207),

(209) Uy, x> =1lim{ Uy, 2,
ce qui s’écrit, sl y est borné,

(210) .  Uyfl, §>=1iT<nyG;, z)>
ou enfin

(211) (H, Uyz>=lim{x6,, Uz 3;

ceci étant vrai pour tout z€ #¢ dés que y est borné, et les U%z corres-
pondants engendrant € tout entier, on en conclut que £ est limite
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1g51. 9
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faible des x;, ce qui prouve comme annoncé que les x sont partout
denses dans €.
~En ‘définitive, on peut identifier 38" & lespace L des foncnons de

" carré sommable pour p.; si 'on fait cette identification, 'élément x; se
transforme en la fonction F, et I'élément £ se transforme en la fonc-
tion f: en effet, la démonstration précédente prouve que f est limite
uniforme sur X d’une suite G, de fonctions de L* qui est en méme
temps faiblement convergente dans L*.

4. DimonsTRATION DU THEOREME 10 : PARTIE @. — Nous sommes
maintenant en mesure de démontrer le point a du théoréme 10. »

Puisque I’on peut identiter 5¢% 4 L? de la facon qu’on vient d’expli-
'quer, on a la formule

(212) R <, xF>:ff(x)lTx)dﬁ(x)
X

pour toute feL et toute F€L(X); mais i1 étant la projection de'f
sur #¢% ceci donne aussi ‘

(213) <t xp>:ff(x)f_"mdﬁ(x);
7 X

en remplaqaﬁt dans ceite relation fpar g f, et en tenant compte du
fait qu’alors £ est remplacé par Ujf, et j(x) par <i(x), g([‘)>, 1

vient

(216) <8, ngF>:f<f<x>, g(0) > Fl i),
X

ou enfin, sil’on se sduvient de la définition de x; :
(215) <8 Urg>= [ <100, 800 >F0) di(¥),

. Uk |
Si 'on compare cette relation avec (196), quis’écrit en particulier
(216) <Ust, g>= [ Flx) it o),

) X

on voit que la mesure spectrale i, ; est donnée par

(217) - dpr () = <) 80> du(y):
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comme le premier membre est une mesure bornée sur X, on en conclut
déja que quels que soient f, g la fonction <£(X), g(s)) est sommable

pour 1; pour achever de démontrer le pomt a du théoréme 10, il nous
reste & montrer que l'on a ‘

(218) (1, g>:fdm,g(x)
: X

[car alors (217) conduira immédiatement & (189)]; nous allons plus
généralement prouver qu'on a

(219) {x, y}:fdpx,y(x) quels que soient X, y €4¢C.
X .

‘Pour cela, observons tout d’abord que, de toute évidence, on a
(220) fdptx,y(x):<Ex,y>,

ou E est un opérateur continu dans #¢; cet opérateur est dans R’
comme on le voit soit sur (217), soit en utilisant le fait qu’il est limite
faible d’opérateurs Ug[F e L(X)].

Par ailleurs, si I'on reprend la construction des mesures py y &'
partir des mesures spectrales de RY, on constate immédiatement que

(221) Apofix, y (2) =7 (x)dpx,y(x)  pour feL; x, yee;

combinant ceci avec (220), il vient

(222 RO D= [ Fo dem s ()
d’ou, d’ apres (195) ,
(223) <EU§x,y>:<U§x,y>;

‘par conséquent, on a

(224) '  (I— E) U'q =o0 pour toute feL,

et comme le premier membre de (224) est l’operateur associé a
Pélément (I — E)# de #¢,.0n voit que

(225) : , (I—E)fh: pour toute feL;
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ilen resulte plus généralement que
>(226) (I—E)x=0O  pour tout xe#ch,

donc aussi, puisque (I — E) permute aux U,, pour tout x obtenu en
translatant des éléments de #€%; mais puisque . est de classe finie ces x
soustendent J¢ tout entier, ce qui prouve que I —E est nul, et la
relation (219) est démontrée. "’

5. DimoNSTRATION DU THEOREME 10 : PARTIE b. — Reprenons la famille
fondamentale A de champs de vecteurs continus formée par
les £(y) (f€L), et soit L} 1'espace des champs de vecteurs de carré

sommable pour. g construit a partlr de A; d’aprés la partie a du

théoréme, on peut identifier € & un sous-espace ¥ de L} en asso-

ciant aux f (qui sont partout denses dans 9’6) les champs de

vecteurs £(y ). Nous avons maintenant & prouver qu’on a § = Lj.
Pour cela, considérons le sous-espace I de J€ formé des éléments

de la forme

(227) x =Ugf +...+ Ugf, [f;eL; F;eL(X)],

et associons & un tel x le champ de vecleurs ‘
(228) x(0) =Fi00 & (1) +- -+ Fa () ]al0);

ce champ de vecteurs est évidemment continu et & support compact
sur X, et il résulte de la formule (215) combinée avec le fait que
Papplication F — Uy est multiplicative, que 'on a_ ‘

(229) (3, y>= f CR(0: Y00 d(x)  quels que sofent %,y €01

mais tout champ de vecteurs continus sur X est limite umforme sur
tout compact de champs de vecteurs de la forme (228) (*°), qu ‘on
peut évidemment supposer nuls en dehors d’un compact fixe si le
champ de vecteurs donné est lui-méme a support compact; par consé-
quent, les champs de vecteurs (228) sont partout denses dans L3, et
d’aprés (229) on obtient ainsi unisomorphisme entre L} et 'adhérence
de It dans #€; il nous reste maintenant & montrer que JN est partout -

(*) RU, Chap. III, prop. 6.
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" dense dans #, et que d’autre part I’ 1somorphlsme que nous venons de
définir transforme bien £ en £(y).

Le premier point est évident, car si une FeL(X) converge unifor-
mément sur tout compact vers 1, en restant comprlse entreoet1,0ona

lim { Upx, y > =lim fx F(x) dim, () = fx (1) =< %, ¥ >

quels que soient x, y € 4, en sorte que chaque élément de la forme £
est limite faible d’éléments de la forme U,f. Ce raisonnement prouve
aussi le second point; car pour les F considérées, on voit que : '

a. I'élément U f de & converge faiblement vers £;
b le champ de vecteurs F(y) £(y) converge umformement sur X
vers le champ de vecteurs £(y ) :

c’est donc bien que Pisomorphisme considéré transforme £ en £( (),
. et ceci achéve la démonstration de la partie b du théoréme 10,

~ 6. Dimonstration pu THEOREME 10 : PaRTIE ¢. — Nous supposons
maintenant G séparable; il en résulte tout d’aberd que l'on peut
trouver une suite f, dans L telle que, pour toute mesure v centrale et
- de type positif sur G, les images de ces f, soient partout denses dans
" I'espace #(v) correspondant; il suffit pour cela de s’arranger pour
que toute f €L soit limite uniforme d’une suite partielle formée de
- fonctions f, qui restent nulles en dehors d'un compact fixe de G, ce
qui est posmble comme on le voit facilement..

Ceci étant, on voit que, pour chaque y € X, les vecteurs £ (X) sont
partout denses dans #¢(y ) : autrement dit, la famille fondamentale A
vérifie 'axiome de dénombrabilité (A,) (**). Il 0’y a donc pas 4 faire
de dlstmctlon entre champs de vecteurs « fortement » et « falblement »
 mesurables.- ‘

Maintenant les d. r. u. defmles par les fonctions contmhes 1 (s)
admettent comme on a déja dit des « éléments générateurs » u(y),
de telle sorte que I'on ait’ :

(230) 1(8) =< Uy() w)s ulx) s

(*1) RU, Chap. IIl, § 3, n° 11.-
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il résulte de la que

(a31) 70 = [ 170 ds=<Us 0y, mix)>
‘et donc S
(a3a) Fo =<1, ux)>  pour toute fel;

le premier membre étant une fonction continue de %o 11 s’ensuit que le
champ de vecteurs u(y ) est faiblement continu sur X, donc est locale-
- ment mesurable (**); il en est donc de méme par exemple du champ

de vecteurs £(y)u(y). :
Ceci étant, considérons I’ élément # de 8€; 9¢ étant isomorphe.a Ly

" cet élément peut étre identifié a un champ de vecteurs £ (y ) déter-
miné presque partout; on va montrer qu’on a

(234) B(x)=F(x)u(x)  presque partout.

Pour cela, on remarque que,. d’aprés les relations (207) et (217),
on a '

(235) . Ui )= f <&, B0 >F ) di(x)

quelles que soient f, g, h€L; mais comme qug = U £, le premier
membre de (235) vaut encore '

(236) CKH, Uphy=(H, g% £

comme la y —composante de g*f est U- (L)h(,{): on a donc en
- définitive

(237) f <800, h(x) > 70 dis(y) = f Cu(y), U (x)h(x) 5700 di )
| :f<f”(x), Uz R(p) Ddp(x)
X

par suite, le champ de vecteurs mesurable #1(0) —F (0 u(y) est
orthogonal aux champs de vecteurs “associés aux fonctions de la
forme gx h, et comme les images de celles-ci sont évidemment
partout denses dans &, donc dans Lj aussi, on en conclut que le_
champ de vecteurs en question est nul presque partout, ce qui
prouve (234).
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Nous allons maintenant démontrer que les diverses operatlons B
définies dans J€ et dans.les #(y ) se « raccordent » entre elles de
fagon précise, on va prouver que l'on a :

(238) ) iq(x) :f(x)q " presque partout

pour toute f€L. En effet, £ est limite forte dans #¢ de vecteurs de la
forme Zo; U, V, f(a; >0, Zo;=1, 5;€ G); il en résulte évidemment,
en passant aux composantes, que pour presque chaque y €X le vec-
teur () appartient au convexe fermé engendré parles U,(x) V.(;)£(%),
et comme d’apreés (234)i”(x) est pour presque tout y un élément
central de #€( ), notre assertion résulte de I'unicité de Popération . J

Ceci étant, considérons les fonctions f,; d’aprés (234) et (238), on
peut trouver des ensembles N, de mesure nulle dans X tels que

(239) ,l(x)bl :fn(x)u(x) pour X¢ N,;

en dehors de I’ensemble de mesure Iiulle N, réunion des N,, ces
relations sont réalisées simultanément; comme les £,(y ) sont partout
denses dans les J¢(y), on voit que, pour tout y N, le sous-espace
#€(y )" est de dimension 1 : par suite, tout y €N est un caractére de G
(lemme 16), et le théoréme 10 est entiérement démontré.

Remarque. — Soit X,, I'ensemble des caractéres contenus dans X;

pour un y € X,, on a[§ 4, équat. (154)]:
(260) <CE(x), 8(x) >=< Us(x)uly), Us(x) w(x) >:Sp[Uf<x‘> Us(n) s

la formule_de developpement (189) peut donc s’écrire sous la forme
suivante :

(261) <t g>= Sp[Us(x) U;(x)]dﬁ(x).'
Un des problémes fondamentaux de la théorie des caractéres est de
- savoir si une formule analogue est encore valable lorsque 1d mesure s
considérée n'est pas de classe finie.
On remarquera que, dans le cas delad. r. u: reguhere du groupe
complexe unimodulaire (groupe auquel nos procédés ne sont pas
applicables), c’est sous la forme (241) que Gelfand et Neumark (**)

(*2) Voir leur Mémoire sur le groupe de Lorentz [1zvestyia. Akad. Nauk.
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énoncent l¢ théoréme de Plancherel, la seule différence, d’ailleurs
inessentielle comme le montrera le Chapitre II, étant que les traces
- utilisées par eux sont relatives, non & des d. r. u. irréductibles, mais
a des représentations unitaires irréductibles au sens habituel de ce
terme.

Il est d’autre part utile de préciser que, sauf dans des cas trés
particuliers, le « spectre » de la d. r. u. réguliére, si elle est de classeé
finie, ne fait pas intervenir tous.les caractéres du groupe; c'est aussi
ce qu’on constate sur le groupe complexe unimodulaire, et il y ala
un fait probablement trés général, qu’on n’avait pas apergu (et pour
cause !) dans Ies cas classiques.

Autre remarque. — Dans les cas classiques (groupes abéliens et
groupes compacts), tous les y € X sans exception sont des caractéres;
on montrera dans un article ultérieur que ce résultat est encore vrai
pour d’autres catégories de. groupes (par exemple, les groupes
discrets donc chaque élément ne posséde qu’un nombre fini de
conjugués distincts). La raison en est que, dans ces groupes parti-
culiers, on peut définir une application ? de I’algébre L sur son centre
de telle sorte que toutes les operations % définies dans les diverses
d. r. u. de G se déduisent de celle qu'on a définie dans L — ce qui
n’est pas le cas dans les groupes généraux, méme de classe finie.

VI. — L’espace des représentations unitaires irréductibles
' de dimension n d'un groupe.

On se propose de montrer ici comment I'on peut définir, sur
ensemble G, des classes de représentations unitaires irréductibles de
dimension n< -+ de G, une topologie naturelle et localement’

compacte.
Soit pour cela s—>T, une telle représentation, a laquelle correspond

S.S.8.R., Série Math., 11, 1947, p. 411-504; voir en particuiier équation (138),
p- 44o]. On trouvera aussi des résultats analogues dans le Chapltre II (§ 3) du
present article.
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une représentation unitaire irréductible de Palgébre L, & savoir celle
qui associe 4 f&€L 'opérateur

(242) ' Tf_—_f'l‘sf(s) ds.

Considérons maintenant le caractére
(243) x(s) = Sp(Ty)

de cette représentation; poﬁr toute f€L on a
(264) - [roueds=sp(y),

en sorte que, si 'on introduit la d. r. u. {JL U,, V,, S} définie par y
et Uapplication canonique f— f de L dans ¥, il vient

(245) ‘ 1, g>~Sp(Tng),

par conséquent, I'espace J€ est isomorphe a I'espace des T, —c’est-

a-dire, puisque les T/ forment un systéme irréductible, a I’algébre M

de tous les opérateurs définis dans l'espace de la représentation

considérée— muni du produit scalaire (A, B>= Sp(AB*). De plus,

si 'on identifie & et M, les opérateurs U, et V, peuvent étre réalisés

comme suit : '
(246) Uy(T)) =TTy,  Vo(Ts)=T,T5",

comme on !’a dit dans I'introduction.

Il résulte de la que, si la représentation unitaire 1rreduct1ble T, est
de dimension r, 'espace J€ est de dimension n*, 'anneau R* engendré
par les U, étant en outre une algébre simple, donc étant un facteur

~(¢f. Introduction); on a done le résultat suivant : st s T, est
une  représentation unitaire irréductible de dimension n de G la
Jfonction Sp(T ) est un caractére de G, deﬁmssant une d. r. u. de
dimension n*

Soit re(:lproquement y, un caractére de G, définissant une d. r. u.
(irréductible) de dimension n?, soit {#¢, U, V,, S} : on va montrer
qu’il existe une représentation unitaire irréductible s—T, de G, et une .
seule 4 une équivalence prés, de dimension n, telle que % (s) = Sp(T,)
[il en résultera 'existence d’une correspondance biunivoque entre les

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1g51. - ) . 10
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classes de représentations unitaires irréductibles de dlmenswn n et
les caractéres de dimension (**) n*]. En effet, considérons 'anneau R*
engendré par les U, (c’est I'ensemble des combmalsons linéaires de
ces U,, puisqu’on est dans un espace de dimension finie); c’est un
facteur, c’est-a-dire une algebre simple ; sa dimension est r?, car si u
est I’élément « générateur » de la d. r. u., et si 'on associe & tout
A €R’ I'élément Au==x de 4, on obtient une application linéaire
biunivoque de R* sur 4¢, pour la raison que I'on a, avec les notations
du paragraphe I, A=U,. Soit alors A — T, une représentation
unitaire irréductible de R°; puisque R’ est simple, cette représentation
est un zsomorphisme de R° sur I’algébre de toutes les matrices d’un
espace dont la dimension est nécessairement n; si 'on pose T,=T,,
on obtient évidemment une représentation unitaire irréductible de G.
Par ailleurs, 'expression { Au, u ), considérée comme fonction de T,,
posséde toutes les propriétés formelles d’une trace (c’est en effet une ‘
trace sur R*:cf. § IV, n° 3), donc c’est la trace définie sur l'algébre
dés T,, ce qui prouve que I'on a

(247) X(s) =< Usu, u > =Sp(T,).

Il reste 4 voir-que la correspondance entre X et la représentation T,
est biunivoque, en d’autres termes que deux représentations unitaires
irréductibles de dimension finie qui ont le méme caractére sont équi-
valentes; c’est 1a une propriété classique (**), qu'on peut démontrer
par exemple comme suit : soient T, et T’ les deux representauons en
question, M et M’ les algébres de matrices correspondantes; a tout
élément A = Zo; T, de M associons I’élément-A’ = Za; T, de M'; ; en
vertu de la relation Sp(AT,) =Sp(A'T,), on obtient ainsi un iso-
morphisme de M sur M/, ce qui montre que 'on peut tout d’abord
identifier les espaces dans lesquels s’effectuent les représentations en’
question; cette identification étant faite, 'équivalence des deux
représentations considérées résulte du fait que tout automorphisme
de l’algebre de matrices M est intérieur.

(*3) Cette expression signifie : la dimension de Pespace de Hilbert dans lequel
“s'effectue la d. r. u. définie par le caractére considéré. :

(**) Cette propriéié n'a du reste rien & voir avec le fait qu'il s’agit de repré-
sentations unitaires. -
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Nous avons donc en .définitive le résultat suivant : i existe- une
correspondance biunivoque entre les classes de represenmtzon unitaires
irréductibles de dimensions n de G et les caractéres de G qui définissent
des d. r. u. de dimension n® de G.

Dans ces conditions, le probléme posé au début de cet appendlce
introduire une topologie naturelle.dans G,, se réduit au suivant
introduire une topologie naturelle dans ’ensemble des caractéres de
dimension n? de G. -

Or rien n’est plus facile, et il s’'impose de munir ’ensemble de ces
caractéres, comme toujours, de la topologie faible : y converge versy,
si, pour toute f€L, 'ff(s)x(s)ds converge vers ff(s)xo(s)ds.
Puisque les caractéres considérés prennent tous la valeur 1 ene, cette
topologie faible est du reste équivalente (**) & celle de la convergence
uniforme sur toute partie. compacte de G. En revenant aux classes de
‘représentations, on peut donc définir comme suit la topologie de G,
une classe variable de représentations T, converge vers une limite T si ~
la fonction Sp('T,) converge unzformement sur tout compact vers la
fonction Sp(T}).

Nous allons maintenant montrer que, muni de ceite topologie,
G, est localement compact. Le principe de cette demonstratlon a déja
été exposé dans RU (Chap. II, th. 2).

Soit en effet K l’ensemble.des fonctions X continues, centrales, de -
type positif, vérifiant X(e).;/_l et, pour tout entier p, soit K I'en-
semble des xGK telles que [a d.r. u. correspondante soit de dimen-
sion £ p; muni de la topologie faible, K est compacs; par ailleurs,
on voit comme dans RU (démonstration du théoréme 2) que le
complémentaire de K, est ouvert dans K, donc que K/, est lui-méme
compact; par suite, les K €K pour lesquels la d.r. u. correspondaute
_ est exactement de dimension p forment un ensemble K, localement
compact. Maintenant, soient y €K,, et {#(x), U,(%), V,(X), }la

d. r. u. définie par y ; posons comme toujours

(208) U= [Ufe)ds, Vo= f Vo) f(s) ds

(*3) D. Raikov, Sur divers types de convergence des Jonctions de type posztzf
(Doklady, t. 58, 1947, P. 1279-1282). .
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pour f€L; dire que y est un caractére, c’est dire que le systéme
formé par les Us(y) et'les V() est irréductible, autrement dit, que
les opérateurs U,(y) V,(3).et leurs combinaisons linéaires constituent
une algébre de dimension p?; pour cela, il faut et il suffit que
I'on puisse trouver 2 p2 éléments f; et g:(1 L7 Zp?) de L, tels que
les U,(%)V,(y) soient linéairement indépendants. Or, si l'on
choisit p-fonctions 4;€L dont les images h;(y ) soient linéairement
indépendantes dans J€(y), la condition précédente s’écrit en expri-
mant que le déterminant d’ordre p* de terme général

(249) <Ug () Vi () By () > () >=f72k * fik Iy xgis) x(s) ds

n’est pas nul; ce déterminant étant, quand les f;, g;, A; restent fixes,
une fonction continue de y, on en conclut que les caractéres contenus
dans K, forment un ensemble ouvert, donc localement compact, ce
qui démontre, en prenant p = n?, que l’espace G, est lui-méme loca-
lement compact.

On aurait pu, pour définir une topologle sur G, employer une
méthode quelque peu différente de la précédente, et qui conduit au
méme résultat (c’est-a-dire, 4. la méme topologie). Pour cela,
désignons par P,l’ensemble des fonctions élémentaires normées de type
positif qui définissent des représentations unitaires (irréductibles) de
dimension n de G; comme il résulte de RU, I'espace P,, muni de la
topologie faible ou, ce qui revient au méme, de celle de la conver-
gence uniforme sur tout compact, est localement compact. Dans P;,
on peut d’autre part définir une relation d’équivalence en écrivant
@ ~ ¢ toutes les fois que les représentations unitaires de G définies
par ¢ et sont équivalentes; on peut alors établir une correspondance
biunivoque entre les éléments de G, et les classes d’équivalence ainsi
définies dans P,, et 'on peut dés lors se demander si la topologie
qu’on a introduite tout & ’beure dans G, est identique 4 celle qu’on
déduit de P, par passage au quotient modulo la relation d’équivalence
en question; comme on va le montrer, c’est effectivement ce qui a

lieu (**).

(*¢) Ces questions sont visiblement en étroit rapport avec la théorie des
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Considérons en effet une fonction ¢ €P,, la représentation unitaire
irréductible { #¢(0), T,(9)} qu’elle définit, et 'application canonique

f— i(p) de L dans # (o) [noter que #€ (o) est réalisé en introduisant
le produit scalaire ;
(350) CHo), 8(9) >= [ §% f(5) () ds |
On peut encore définir I'élément de G, qui correspond & ¢ par son
~ caractére, & savoir la fonction

(251) M) =Sp(Tu(e));

on peut tout aussi bien le caractériser par la trace qu’il permet de
définir sur L, a savoir la forme linéaire

(252) of(f) = Sp(Ts(9))-

Par définition, on a introduit sur G, la topologie la moins fine qui,
pour chaque f €L, rend continue I’expression précédente par rapport
i I'élément o€ G,; d’autre part, les classes d’équivalence définies
dans P, sont les ensembles sur lesquels toutes ces fonctions sont
constantes; si donc on veut montrer que la topologie de G, est iden-
tique & la topologie quotient de P,, il suffit de prouver que, pour
chaque f €L, ¢"(f) est une fonction continue de ¢ sur P,,.

Or soit ¢, un élément de P,; on peut trouver n éléments f; €L tels
que les £;(¢,) forment une base de #(9,); puisque les « champs de
vecteurs » £(¢) sont continus sur P, les {;(¢) forment aussi une base
de 4¢(9) pour les ¢ appartenant & un voisinage U de ¢, dans P,.
Pour f €L, posons alors

(253) Tr(o)Ei(9) = Za;(9)E(9);

“espaces fibrés. I serait intéressant d'étudier de prés la structure de G, au point
de vue de la topologie algébrique, dans le cas d’un groupe possédant .« beaucoup »
de représentations unitaires de dimension finie, par exemple le groupe modulaire
arithmétique, pour lequel on peut définir G, d'une facon tout a fait explicite;
pour parler de facon heuristique, il n’y a pas moins de raisons d'étudier la

“structure topologique du « dual » d'un groupe que celle du groupe lui-méme !
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puisque le « champ d’opérateurs » T,(¢) est continu, les fonc-
tions a;;(9) sont continues dans U} il en est donc de méme de

(254) 5 Zau(9) =Sp(Ty(e) = (),

ce qui démontlre notre assertion.

CHAPITRE II.

SUR LES CARACTERES DE cLAssE (I.).

I. — « Weight function » associée 4 une d. r. u.

Soit R un anneau d’opérateurs dans un espace de Hilbert 5.
D’aprés J. von Neumann (*7), on appelle sweight function sur R toute
fonction A(E) définie sur I'ensemble des opérateurs.de projection
appartenant & R, prenant ses valeurs dans [0, + o], et vérifiant les
trois conditions suivantes :  *

(1) A(E)=oéquivaut 4 E =o;

(i1) siE;, Es, ... sont deux & deux orthogonaux, on a

(253) VAE, 4 By ) = A(Ey) + A(Ey) +...;

(iii) si UE€R est unitaire, on a, pour tout projecteur E€R,
(256) A(UEU—) = A(E).

“En outre, on dit que la « weight function » A est purement infinie si

I'on a A(E)=+ oo dés que Es£ 0.

Tueorime 11. — Soit { K, U, 'Vx, St lad. r. u. d’un groupe G
définie par une mesure y.centrale et de type positif; pour un projecteur E
appartenant a I’anneau d’opérateurs R° engendré par les U, posons

[|x 2 si E=Ug (x _élément borné de 7¢);

(257) A(E)= + o dans le cas contraire;

(*") Voir Reduction theory, p. 461.
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alors A est une « weight function » sur [’anneau R, et cette « weight
Jfunction » n’est pas purement infinie.

On va démontrer ce théoréme en plusieurs étapes.

Tout d’abord, puisque les opérateurs de la forme U,(x élément
borné de JC) forment unidéal bilatére non nul (Chap. I, § 1, lemme 4),
il existe certainement, parmi les opérateurs de cette forme, des
projecteurs non nuls; comme d’aprés (257) la condition (i) est
évidemment vérifiée, on voit bien que la fonction A n’est pas purement
infinie.

Il nous reste donc a prouver les propriétés (ii) et (iii) des « weight
functions ».

DémonStration de (iii). — Supposons d’abord E = U,; comme on
I’a vu au Chapitre I (§ 1), on aura pour tout A €R’ les formules
(258) AUx=Us,  UxA = Uspss;
s1 A est unitaire, il en résulte évidemment que AEA-'= Uy, avec
(259) y = ASASx,

ce qui prouve (256); si maintenant on a A(E) = -+, on aura aussi
ACAEA™" )= pour A unitaire, car on a E==A~"(AEA~*)A, en
sorte que A(AEA™) <4~ o0 implique A(E) <+ d’aprés ce qu’on
a vu a l'instant. '

Démonstration de (ii). — Elle va reposer sur plusieurs lemmes.

Lemme a. — Soit x un élément borné de 3¢; alors le plus petit sous-
espace fermé de JC contenant les vecteurs U,y(y € J¢) content x.

En effet, soit f-f I'application canonique de L dans 3¢; le sous-
espace en question contient les vecteurs U,f= V x; puisque I'opé-
rateur [ est limite forte d’opérateurs de la forme V,( f€L), le lemme «
est démontré.

Lewme 6. — St E, F € R sont des projecteurs orthogonaux, on a

(260) A(\E—a—F):A(E)—FA(F).
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Supposons tout d’abord que E=U,, F =U,, d'ou E + F=Us.y;
d’aprés le lemme a, x et y sont orthogonaux, de sorte que

(261) AE+F)=[x+yit=|x{+ ||y [*=A(E)+A(F); -

simaintenant on a par exemple A(E)=+o0, on a aussi A(E—+ F)=-oo;
en effet, E appartient visiblement & I'idéal bilatére engendré par E+-F;
si donc E 4 F était de la forme Uy, il en serait de méme de E : d’ou
le lemme b. : |

On déduit du lemme b que la relation (255) est vraie pour un
nombre fini de termes; il nous reste maintenant a passer au cas d’une
somme infinie; en considérant les sommes partielles de cette suite, on
est évidemment ramené a prouver le '

L]
Lemve ¢. — Si (E,),», est une suite croissante de projecteurs dont la
borne supérieure est E, on a :

(262) A(E)=sup A(E,).

Tout d’abord, on peut se limiter & examiner le cas ou tous les E,
sont de la forme Uy, car de E, -ZE résulte (lemme ) A(E,) =ZA(E),
en sorte que si 'un des A(E, ) vaut + =, la relation (262)est triviale.
On peut méme supposer que les nombres A(E,) ont une borne
‘supérieure finie, puisque A(E), d’aprés ce qu’on vient de dire, est au
moins égal a cette borne supérieure.

Supposons donc que

(263) sup A(E,) < +o0;

si 'on pose E,= U, on voit que les x, sont tous contenus dans une
boule de 5¢.
Pour tout z€ ¥¢, on a, d’autre part,

(264) Ez—=1limE,z;

en particulier, pour f, g€L, la suite de terme général
< Enf7 g >:<I~TX"f7 g>:<vfxli, g>:<xlu g* f/\)

converge vers {Ef, g>; comme les éléments de la forme £ g sont

~
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partout denses dans #€, on en conclut que la suite x, converge faible-
-ment vers une limite x, qui vérifie nécessairement

(265) (Ef g>=(xg*xE>={V,x, 8>

il s’ensuit que xest borné et que E = U, ; comme les nombres || x,|| vont
en croissant, on a de plus :

(266) A(E) =l x|} ZLsup|| X, |*=sup A(E,);

comme Vinégalité opposée est évidente, la relation (262) est démon-

trée, ainsi par conséquent que le lemme c et le théoréme 11.

Exemple: cas de la d. r. u. réguliére. — Dans I'espace L* construit
sur la mesure de Haar, les éléments bornés sont évidemment les
fonctions ¢ € L.* telles que I’on ait

(267) lex fll.ZM|[ fil.  pour toute feL,

ou M est une constanle finie convenable (c’est par exemple le cas
sige L*NL"). L’opérateur U, correspondant est alors donné par

(268) Usf=o % f  pour toute fel2
Si U, est un projecteur, on aura donc les relalions
(269) . =9, 9*ko=o,

et réciproquement; la fonction ¢ est alors continue et de type positif,
et c’est une unité au sens que nous avons donné & ce mot dans un
travail antérieur (**); comme on a alors d’apreés (26q)

(270) . . cp(e):f|cp(x){’-’dx,

on voit que la « weight function » associée 4 la d. r. u. réguliére peut
encore étre définie comme suit :

a. st E="U, ot ¢ est une unité, on pose A(E) = o(e);
b. dans le cas contraire, on pose A(E) = + co.

(**) FTP, p. 7.

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1951. II
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Cas ot 1. est un caractére. — Dans ce cas, 'anneau R° est un facteur;
par conséquent, la « weight function » A n’est pas autre chose que
la dimension relative que l'on peut associer, d’aprés F. J. Murray
et J. von Neumann, & ce facteur. Comme celte dimension relative
n’est pas purement infinie, on retrouve le fait que les facteurs R’
(ou R*) associés aux caractéres ne sont jamais purement infinis. Il
~suit de la que, sur un groupe séparable, les caractéres ne peuvent
appartenir qu’aux classes suivantes : (L), (II,), (L,), (IL,). Nous
allons dans les deux prochains paragraphes étudier les caractéres de
classe (1.); auparavant, montrons que tous les cas énumérés & I'instant
peuvent se produire.

- a. Cas (I,) : ce sont les caractéres associés aux repx.‘ésentations
unitaires irréductibles de dimension » de G (¢f. Chap. I, §6);
b. Cas (II,) : on prend par exemple un groupe discret infini G, tel
que lout x =~ e posséde dans G une infinité de conjugués distincts
(par exemple, on peut prendre pour G le groupe modulaire arithmé-
tique); alors, les seules fonctions centrales contenues dans L* sont les
fonctions de la forme ke, en sorte que la mesure ¢ est alors un carac-
tére de classe (I, ); c’est du reste de cette facon —entre autres— que
F. J. Murray et J. von Neumann (*°) ont formé des exemples de
facteurs de classe (II,); ‘

c. Cas (1) : voir § Il et 1115 .

d. Cas (II,) (*°) : on prend deux groupes G et H, possédant
respectivement un caractére A de classe (I.) et un caractére p. de
classe (II,); sur le groupe produit G ><H, on considére la mesure
produit di(x)du.(y) : alors celle-ci est un caractére de classe (II.)
de G><H. En effet, la d. r. u. de G><H qu’elle définit s’obtient,
comme on le voit facilement, en effectuant le produit tensoriel des
d.r.u. de G, H définies par A et . respectivement; or on sait (°') que
lorsque 'on « compose » de la sorte un facteur de classe (I.) et un

(**) On rings of operators, v (Annals of Math., t. b, 1943, p. 716-808;
voir en particulier p. 785-793). _ .
(3°) La construction qui suit a été indiquée a I'auteur par G. W. Mackey.
(51) F. J. Murray et J. vox NEUMANN, On rings of operators, 1; voir p. 192 de
ce Mémoire la remarque qui termine la Partie III.
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facleur de classe (II,), on obtient un facteur de classe (II.) : notre
assertion est donc démontrée.

I1. — Garactéres de classe (I..).

1. Enonct ov tacorime. — Considérons le groupe compleaxe unimo-
dulaire de degré 2; soit { F, T, } une représentation unitaire irréduc-
tible quelconque. de ce groupe; comme 'ont démontré I. Gelfand et
M. Neumark (%), on a les propriétés suivantes :

a. pour toute /€L, 'opérateur
(271) | T,-:fTa,.f(xj(zx

est dans la classe d’Hilbert-Schmidt;
b. il existe une fonction y (), sommable sur tout compact pour
dz, telle que I'on ait

(272) fé;'*f(x)x(a:) dz ="Tv(T,Ty) pour f. g€L.

Il est clair que la mesure 4 (x)dz est centrale et de type positif;
nous allons prouver que c’est un caractére de classe (L) : I'existence
de tels caractéres sera donc établie.

En fait, on va démontrer beaucoup plus, a savoir le

TrEoriME 12. — Soient G un groupe localement compact unimodulaire
et séparable, et y. une mesure centrale et de type positif sur G; pour que
| sott un caractére de classe (1) de G, il faut et il suffit que I'on puisse
trouver une représentation unitaire uréductible {F, T.} de G, de
dimension infinie, possédant les propriétés suivantes :

a. pour toute f€L, Uopérateur (271) est du type d’Hilbert-Schmidt;

b. quelles que soient f, g€L, on a

(273) - f%*f(x)rzy(x>=Tr<T;Tf>;

(%2) Voirl'article cité dans la Note (*?). On notera que, selon toute probabilité,
et comme Gelfand et Neumark ’ont eux-mémes annoncé en partie, tous les
groupes de Lie semi-simples complexes possédent des propriétés analogues.
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dans ces conditions, la représentation { &, T} est entiérement déterminée
a une équivalence preés. . -

Naturellement, pour éire correct, il faudrait dire que la rela-
- tion (273) n’est valable qu’a un facteur constant prés !

2. PREMIERE PARTIE DE LA DEMONSTRATION. — Dans ce numéro, nous
allons prouver que les conditions énoncées sont kuﬁsante&.

Nous allons tout d’abord construire la d. r. u. de G définie par .
Pour cela, désignons par R, l'ensemble des opéraleurs du type
d’Hilbert-Schmidt définis dans &, et munissons-le du produit
scalaire o
(274) <A, B>=Tr(B*A);

on obtient ainsi un espace de Hilbert [ cet espace est complet en vertu
de la relation bien connue ‘

(275) A= Tr(A"A)].

Dans cel espace, on peut définir une d. r. u. {R,, U, V., S} de G de
la fagon suivante : on pose

(276) U (A)=T.A, V.(A)=AT;!, S(A)=A";

nous allons tout d’abord démontrer que celte d. r. u. est irréductible.
Choisissons en effet une base orthonormale e; de %; formons

'espace de Hilbert 2, somme directe d’une infinité dénombrable

d’espaces isomorphes a &F, et associons a tout A €R, I'élément de £

dont les « composantes » sont les vecteurs Ae; [celte construction a

un sens puisque les A €R, sont précisément caractérisés par le fait

que .

(277) ZAe <+ ]

On obtient ainsi un isomorphisme de l'espace de Hilbert R, sur £.
Maintenant, soit R ’anneau de tous les opérateurs de &, et associons

aun A €R l'opérateur A défini dans £ par
(278) A(x, Xoy ... )= (AX,, .sz, )

on obtient ainsi une représentation unitaire de R dans £; il est clair
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que, si I'on identifie 2 et R,, cette représentation transforme T, en
I'opérateur U, défini par (276). Nous allons montrer que ’annedu
d’opérateurs engendré dans £ par ces U, est précisément formé
des A(€R). En effet, cet anneau est 'ensemble des opérateurs qui
permutent & tous les opérateurs permutables aux U,; or si I’on repré-
sente un opérateur A défini dans £ par sa matrice (A;), ce qui
signifie qu’on a . ' ‘

(279) A(x, X, ---):(Y«{Yz, ce )
avec
(280) ' yi=2A,x%;," )

la condition nécessaire et suffisante pour que A permute aux U, est
évidemment que les A;; permutent aux T, donc se réduisent a des
scalaires puisque les T, forment par hypothése un systéme irréduc-
tible dans & ; par conséquenr, I’anneau engendré par les U, contient

tous les A(A€R), et il est facile de voir qu’il ne contient que ces
opérateurs, ce qui démontre notre asserlion (**).

Il résulte de la, si ’on revient a la réalisation de £ au moyen de R,,
que 'anneau d’opérateurs R’ engendré par les U, n’est autre que
I'ensemble des endomorphismes de l'espace R, qui sont de la
forme A -~ BA ou BeR; comme l'involation S transforme les U, en
les V.., 'anneau d’opérateurs R? engendré par les V est donc formé
‘des opérateurs A —~ AB, ou B&R. Par conséquent, les opérateurs
qui permutent a la fois aux U, et aux V, doivent permuter aux opéra-
teurs A —BA et A— AB, ou B est arbitraire dans R : ce qui implique
visiblement I'irréductibilité du systéme des opérateurs U, et V.

Ce point étant démontré, il est facile de prouver que la d. r. u.
définie par la mesure y. est précisément {R,, U,, V., S}; en effet, si
I'on désigne par € 'espace dans lequel s’effectue cette d. r. u., et
par f—f lapplication canonique de L dans 3¢, on doit avoir la
relation

(281)  (f, g>:f§'*f(x)d[,t(x) =Te(T,T)) pour f, g€L,

(**) La démonstration qui précéde est évidemment en rapport avec celle du
théoréme de densité « superforte » de J. von Neumann; voir RU, Chap. IV, § 1,
prop. 15.
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ce qui montre déja qu’on peut identifier J€ & un sous-espace fermé de
Pespace de Hilbert R,, & savoir le sous-espace engendré par les T,; or
ce sous-espace est visiblement invariant par les U, et les V,, donc
coincide avec R, tout entier, et notre assertion découle immédiatement
de cette constatation. ' A .

Il est clair maintenant que la mesure w est un caractére de G;
comme ’anneau R° engendré par les U, —anneau qui a été construit
plus haut— est le prototype méme des facteurs de classe (1,), la
premiére partie de la démonstration est achevée : les conditions
énoncées sont suffisantes pour que p. soit un caractére de classe (I.);
la démonstration donne en outre des renseignements exirémement
précis sur la facon dont on peut construire la d. r. u. définie par he

3. UnicITE DE LA REPRESENTATION { F, T, }. — Nous devons maintenant
montrer que la représentation irréductible { #, T} de G qui nous a
servi est parfaitement déterminée 4 une équivalence prés; on pourrait
le faire rapidement en observant que, si I'on considére la d. r. u.
{#¢, Uy, Vo, S} définie par p, { F, T, } s’obtient en prenant dans &€
un sous-espace fermé appartenant a ’anneau R? et minimal parmi ces
sous-espaces, et en restreignant les U, a ce sous-espace; comme ’on
sait, d’aprés F. J. Murray et J. von Neumann (**), que deux sous-
espaces minimaux d’un facteur de classe (I.) peuvent toujours étre -
appliqués isomorphiquement I'un sur I'autre au moyen d’opérateurs
appartenant a ce facteur, la propriété annoncée s’ensuit.

Nous allons donner une autre démonstration qui, tout en élant plus
élémentaire que la précédente, va nous permettre d’énoncer un
résultat intéressant en soi, a savoir le ‘

TaroriMe 13. — Sotent F un espace de Hilbert séparable, et R,
Ualgébre involutive formée des opérateurs complétement continus dans & ;
toute représentation unitaire irréductible de R, est triviale (c’est-a-dire
semblable & la représentation « identique » de R, dans 7).

(3*Y On rings of operators I (la propriété en question est du reste une consé-
& P prop q
quence de celles de la « dimension relative »).
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Soit en effet {&, T,} une telle représentation; pour tout élé-
ment u £ O de &, I'expression '

(282) ) P(A)=dTru,u>

est une forme linéaire positive sur Ry, et la représentation en question
peut encore se définir en munissant R, du produit scalaire ¢(B*A),
T, étant alors réalisé par les translations B — AB dans.R,; il est clair
alors que tout revient a prouver que I'on a

(283) p(A)y=<Aa.a)

pour un a € & convenable. 4

Or, puisque R, est une algébre normée compléte munie d’une
involution continue, A —T; est une application continue pour la
norme des opérateurs; donc la forme positive ¢(A) est continue; si
on la considére sur I'idéal bilatére R, de R,, on aura donc une relation
de la forme

(284) ]cP(A)]éM.Tr(A"A)“’l pour tout AeR,

[¢f. équat. (275)]; puisque R, est un espace complet pour la norme
ci-dessus il existe donc un He R, pour lequel on a (**).

(285) 9(A)=Tr(HA) quel que soit AeR,

La forme p devant étre positive, I'opérateur H est nécessairement
hermaitien positif, en sorte que I’on peut écrire, en introduisant dans &
une base orthonormale (e;) :

1 1 1 1 N B
(286)  o(A)=Tr(HTART) = X( AH%e, H7e,>= 2 Aa, a; >;

considérons alors la forme ¢;(A) =< Aa;, a;); d’aprés ce qui précéde
on a 0 Z9;(A*A) Z9(A*A) pour tout A€R,, donc aussi, par
raison de continuité, pour tout A €R, ; puisque la forme ¢ définit une

(*%) Ce raisonnement est emprunté & M. Neumark [Anrneaux d’opérateurs
dans les espacés de Hilbert (Uspekhi Mat. Nauk, t. 1V, n° &, 1949, p. 83-147);
voir en particulier le Chapitre I(§ 1)], dans la mesure ou I'on peut le considére®
comme dd a cet auteur.
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représentation urréductible de R,, la forme o; est nécessairement
proportionnelle & ¢ (°*), et ceci démontre le théoréme 13.

Le théoréme 13 étant prouvé, soit p. un caractére de classe (I,), et
supposons que, pour deux représentations unitaires irréductibles
{F, T,) et {&,T.} de G, vérifiant la condition a du théoréme 12,
on ait ' ' :
(287) j * f(@) dp(@) = Tr(T3T/) = Te(T,T));
la correspondance T, — T/ est alors un isomorphisme de I’algébre
des T, sur celle des T',;; d’autre part, si I'on considére, dans lad.r. u.
définie par ., l’algebre formee par les U,, on verlﬁe aisément que
Lon a :

(288) 1U =T/ =], il

(il suffit pour cela de se reporter aux constructions du n°2); par

suite, l’a.ppl.ication T, —T estisométrique; on peut (%on.c la pr?lon ger

par continuité a I’ensemble des opérateurs qui sont limites uniformes

d’opérateurs T,; or il résulte du n° 2 que les T, sont partout denses
P £3 q f P

1

dans R, au sens de la norme Tr(A*A)’, donc a fortiori au sens de la
norme ||A || : par suite, ces T, sont partout denses dans R,. En
définitive, 'application T, — T est prolongeable & I’algébre R, des
opérateurs complétement continus de &, et conduit visiblement a
une représentation unitaire irréductible de celle-ci. D’aprés le théo-
réme 13, on peut donc construire un isomorphisme de & sur ¥’ qui
transforme T, en T/ : il est clair que cet isomorphisme transformera
T.en T, ce qui démontre que les représentations { F, T, } et { &', T, |
de G sont équivalentes. -

4. NECESSITE DES conpITIONS. — Pour achever la démonstration du

théoréme 12, il nous reste ‘4 montrer qu’il n’existe pas d’autres

moyen de former des caractéres de classe (I,) que celui qu'on a
décrit jusqu’ici.

(%¢) On s’appuie ici sur le fait bien connu que les formes positives « élémen-
taires » sont aussi « extrémales ».
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Soit donc 1. un caractére de classe (I.) définissant une d. r. u.
irréductible {J¢, U,, V., S}; les facteurs R* et R“ sont alors de
classe (1), ce qui veut dire : {’ensemble des sous-espaces fermés non
nuls appartenant @ R* posséde des éléments minimauz.

Soit & un tel sous-espace minimal. Puisque les opérateurs de R
sont ceux qui permutent aux U,, il est clair que les restrictions T,
des U, a F forment une représentation unilaire rréductible de G.
"On sait d’autre part d’aprés F. J. Murray et J. von Neumann (*7) que

les restrictions & & des opérateurs de R* constituent I’anneau de tous
les opérateurs de  ; plus précisément, si 'on désigne par A la restric-
tion 4 ¥ d’un A €R, application A — A est un isomorphisme isomé-
trique de R" sur ’anneau R des opérateurs continus de .

Puisque les opérateurs de la forme U,(x élément borné de 4¢),
forment un idéal bilatére non trivial de R* (Chap. I, § 1, lemme 4),
les -restrictions 4 & de ces opérateurs forment de méme un idéal
bilatére non trivial de R; or il est bien connu qu’un tel idéal :

a. contient tous les opérateurs de rang fini; "
b. est contenu dans l'idéal R, des opérateurs complétement
“continus;

nous voyons donc déja que, pour toute Sf€L,opérateur défini dans F
par la relation

(289) T,= [ T.f(z) dze =T,
est complétement continu, ainsi plus généralemer’lt que les U, pour lout
élément borné x € J¢.

En fait, nous allons prouver plus, a savoir que Jes U, sont du type
d’Hilbert-Schmidt et que l'on a

(290) _ <%,y >=Tr(UyUyx)

quels que sotent les éléments bornés x,y € JC. Cetle propriété enlrainera
évidemment le théoréme 12. Naturellement, on suppose p. normé de -

(3"y On rings of operators, 1, lemme 2.3 .4.
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1951, 12
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telle sorte que la « dimension relative » des sous-espaces minimaux
tels que F soit égale a 1.

Pour cela, considérons un élément borné xe J¢, et formons
I'opérateur

1
(291) : H = (U3 Ux)7;

on a H= WU, ot W R’ est partiellement isométrique, et est méme
- 1somélrique sur le sous-espace de JC soustendu par les Uz, sous-
espace qui contient x (lemme a); on a donc

(292) H=Uy, avec [yi=]|xj
puisque y = Wx.
Maintenant, considérons dans & l'opérateur H; il est hermitien
positif et complétement continu, donc posséde une décomposition
spectrale de la forme
(293) . A= 3)\F,

ou les I; sont, dans I'espace de Hilbert &, des projecteurs deux a
deux orthogonaux et de rang fini, et ou les X; sont des nombres > o
tendant vers zéro. Puisque les anneaux R’ et R sont isomorphes, on
peut poser ’

(294) Fi=E,

ou les E;=R’ sont des projecteurs bien déterminés, deux a deux

orthogonaux comme les F;. Puisque la série (293) converge au sens
de la norme des opérateurs (**), et puisque I'on a toujours, comme .

onladit |A| =] A I, on obtient donc la relation
Maintenant, 1'application A -~ A de R* sur R transforme ‘(**) la
notion de « dimension relative » en la notion ordinaire de « rang »; |

puisque les I; sont de rang fini, les E; sont donc de dimension relative
finie; en raison du théoréme 11 du paragraphe I, on peut donc écrire

(296) | E;= Ua,

(*8) Enp raison du fait que les }; tendent vers zéro.
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ot les a; sont des éléments bornés de J€ vérifiant
(297) ||agfi2:A(E,)£rang de F;=Tr (F;).
Sil’on pose b, = 7\v,-a,~, on aura donc en définitive la relation’
(207) : H2=U;Ux=2U"b,Ub;
en raison de (297), il est clair que, pour démontrer (29o), tout revient

a prouver que ’on a
(298) : %= 2] b

Or, les projecteurs E; étant deux 4 deux orthogonaux, il en est de
méme des éléments b; (lemme @); d’autre part, de

(299) H=Uy= 2 Up,
résulte que I'on a, pour tout entier n,

(300) Z Ub,~= WnUy’
) 1éi_<_n .
o W, R’ esl partiellement isométrique‘; donc il vient, en tenant
compte de b,+...-+b,= W,,y et de 'orthogonalité des b; :
(301) - D by

1<ign

par suite, la série de terme général b; converge fortement vers un
élément y' € ¥¢ vérifiant

(302) 1y 112 = 2 Dy ||

Pour f, g€ L il vient alors

(303) (¥, Exkg>=C V¥, £2=(Uyg, £>=CHg 1>=D<Upg £,

:2<vghi, £>=(V,y, o=y, Ex g,

en sorte qu'on a y =y, ce qui, conjugué avec (302)el (292 ), démontre
(298) et donc le théoréme 12.

Remargue. — 1l est facile de voir, au moyen des raisonnements qu’on



92‘ . ROGER GODEMENT.

vient d’exposer, que les U, sont les seuls opérateurs de R’ ayant pour
restriction & & des opérateurs du type d’Hilbert-Schmidt. Il y a tout
lieu de croire que, dans le cas (II,), ces U, sont de méme les opéra-
teurs « normés » au sens de J. von Neumann (*°).

5. STRUCTURE DES CARACTERES DE CLASSE (I.). — Soit p. un caractére
de classe (I, ) assomee comme on I’a vu 4 une représentation unitaire
irréductible { #, T, } de G; sil'on prend dans & une base orthonormale
(e;), el si 'on mtrodm_t les fonctions élémentaires normées de type
positif
(304) o:i(x) =< T.rei»_ei p3
on aura, pour f, g€L:

(305) | f,_.z}*f(x)dp.(;c):Tr(TQ‘T\,-):Z(Tfe,-, T,e.>
et par conséquent -
(306) [ &% (@) dp ()= Z f”*f(w)cpz(z)dw,

on peut donc dire qu’un caractére de classe (1,) est une somme (discréte)
de fonctions élémentaires normées appartenant d une classe de représen-
tations parfaitement déterminée.

On pourrait étre tenté de déduire de la qu’un tel caractére est
nécessairement — comme c’est le cas sur le groupe de Lorentz — de
la forme y () da, ol y est sommable sur tout compact pour la mesure
de Haar dx; mais nous allons précisément montrer dans le prochain
paragraphe que cette conjecture est fausse !

III. — Ou I'on répond au probléme II.

Dans ce paragraphe, on va étudier en détail la d. r. u. regulzere du
groupe G formé des matrices

v ’ : I o o v
(307) . g=| &x1 I O >7
. &3 & 1

(*°) On Fings of operators, 111, Chap. L.
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ot les g;; sont des nombres réels arbitraires. On va voir que, dans ce
groupe, la mesure ¢ qui définitla d. r. u. réguliére se décompose en
une somme continue de caractéres de classe (I,); cette étude va en
méme temps nous fournir un contre- exemple pour lé probléme Il posé
dans I'Introduction.

1. CONSTRUCTION DES TRANSLATIONS BILATERES. — Etant donnés deux
éléments a, b€ G, la translation bilatére g — g'=agb est donnée
explicitement par les formules :

.

o1 = &+ a1+ bay,
(308) - &1 = Ly Ugn &1+ Doy Guo+ Uz + (33 b0+ by,
0 = &ya—+ Gya+ bya;

\

lorsque @ et b varient, on obtient donc exactement l’ensemble des

transformations g — g’ de la forme - ’
é’;1:é’°1+ Ci, )

{309) ) 3,1—o;1+f‘3+%g‘>1+facsv,

é”'- 832 oy

3

ol les ¢; sont des constantes réelles arbitraires.
Il est visible sur ces formules que la mesure

(310) ‘ . dg = dgndgudg:ﬁ

est invariante & droite et & gauche sur G : c’est donc la mesure de
Haar, et G est unimodulaire. L'espace L? dans lequel s’effectue la
d. r. u. réguliére est donc I’ensemble des fonctions F(gu4, 831, 830)
vérifiant

(3i1) » ﬁiF(w,y,z)igdxdydz<+oo.

Dans cet espace, les translations U, et V, sont donnees par les for-
mules suivantes :

(3r2) Uz'F (2, y,5)=F(x —i—‘am YA+ ape, s +‘asg)) )
(313) VbF(x, y, Z):F(x+bgl,y+b31+ b215, z+b32);

si 'on veut décomposer ¢ en une somme continue de caractéres, il faut
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décomposer le systéme formé par les U, et les V,, autrement dit par
les opérateurs U,V,, ou enfin, d’aprés (309), par les opérateurs

(314) T.F (2, y, 2) =F(x+cy, y + s+ aox + ¢33, 5+ c,).
Pour faire cette décomposition, il faut chercher des opérateurs qui

permutent aux T'.; or il est facile d’en trouver, car le sous-groupe Z
formé des matrices

(315) ::(

n’est aulre que le centre de G : on est donc sir que les U.(z€Z)
permutent aux T, (et il se trouve, comme on le constalera, quiln’ya
essentiellement que ces opérateurs qui soient permutables aux T.).

noO
S =~ O
- O 0

2. ConsTRUCTION DES CARACTERES. — Ce qui précéde nous conduit a
effectuer une transformation de Fourier par rapport a g;,. Pour une
F €L, nous poserons donc

(316) Fx(gixyg:z2):/F(g21y 815 .é’h-z))((.é";u)dg:m
ou '
(317) 2 (5) =m0

est un caractére du sous-groupe abélien Z. En utilisant le théoréme
de Plancherel, le produit scalaire (au sens de L.* ) de deux fonctions I,

G €L s’écrit alors ;
(318) (F, G>:ﬁFx(x, )Gy (@, 7) dy dee dy;

si 'on introduit 'espace o des fonctions H (z, y) vérifiant
ﬂ[ H(z, y)Pdzdy <+ o,

on voit que toutes les fonctions F., sont dans 3¢, et la formule précé-

dente s’écrit |
(319) | <F,G>:f<Fx, Gy > dy;

on a ainsi décomposé L* en une somme continue d’espaces de Hilbert
tous isomorphes a #. On va voir que les T, se décomposent aussi.
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Pour cela, il suffit de poéer T.F =F"' et de calculer d’aprés (316)
les composantes de F'; il vient immédiatement la formule’

(320)  Fy(gans &52) =y (34 ciu—+ 5850) Fy(8u—+c1, 3o+ 62);

par conséquent, si I'on introduit dans #¢ les opérateurs unitaires
(321) Tx:cH (z, y)=2x (’H‘F LT 4+ C3)) H (2 + ¢4, Y +C3),

on voit que T, se décompose suivant les T, et I'on peut compléter
(319) en écrivant

(322) ¢T.F, G.>:f< Ty By Gyl

Il n’est pas sans intérét de noler au passage que les « champs de
vecteurs » I, (F€L) forment une famille fondamentale au sens que

nous avons donné a celte expression dans (RU); on laisse au lecteur
le soin de vérifier ce poinl, peu importanl pour.ce qui nous occupe.

Lemme d. — Si le caractére y de Z.n’est pas constant, les opérateurs T,
Jforment un systéme irréductible. '

En effet, ce systéme contient visiblement :

a. les opérateurs H(x, y) > H(x + a, y + b);

b. etsiy n’estpasconstant, lesopérateurs H(z, y) > y'(x,y) H(x, y),
ou y' est un caractére arbitraire du groupe R?;

Pirréductibilité de ce systéme est donc évidente.

Chaque y permet de définir uned. r. u. {3, U,,, V, ., SldeGde
la facon suivante : on pose )

(323) Uyps=Tye, o0t To=Uy
(324) - V= Tyer on T.=Vg
(325) SH (2, y) =T (=2, —y);

d’aprés le lemme d, celte d. r. u. estirréductible poury non constant;
on va montrer qu’on peut la définir au moyen d’une mesure centrale
et de type positif définie sur G, mesure qui sera nécessairement un
caractére de G. :
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Pour cela, calculons a I’aide de (316) le produit scalaire
(396) By G = ([ Ry, T T oy

:.WF (@, 5 ) G (2, &, 7) (&) 1 (#') de dy ds !
: =MF<x; 5 9) 5o B 7)1 (5 — 5) dw dy ds df

:M F(z, 5, 0)G(2, 5 +4, y)y(5") de dy ds ds';

-1l vient visiblement

(327) {Fy, Gy >:J G % F(z) y(5)ds;
considérons alors la mesure p., qui, 8 une FE€L, associe le nombre
(328) [P die)=[F () p()

G z

cette mesure est évidemmenl de type positif; elle est centrale, puisque
son support dans G est le sous-groupe Z, centre de G; d’aprés (327)
lad. r. u. de G définie par u, s’effectue dans le sous-espace fermé de
J€ soustendu par les F, (F€L), et donc, puisque ce sous-espace est
invariant par les T, ., dans J€ tout entier en vertu du lemme 4. Il
résulte immédiatement de 14 que, si y n’est pas constant, lad. r. u.
définie par i, n’est autre que { ¥, U, V..., S}; laformule (319) nous
fournit alors la décomposition cherchée de la mesure < en somme con-
tinue de caractéres de G, puisqu’elle s’écrit

(329) GaFe)= dy [TxF(g)dpy(s)

‘ 71
(on intégre sur I’ensemble des ¥ non ‘constants de fagon & ne faire
intervenir que des caracléres de G — c’est évidemment justifié puisque
le point 1 est de mesure nulle pour dy).

Il nous reste maintenant a4 déterminer la classe & laquelle appar- -
tiennent les caractéres que nous venons de former. Auparavant, il faut
remarquer que la forme des caractéres que nous venons de construire
prouve ceci : IL EXISTE DES GROUPES DONT LES CARACTERES NE SONT PAS TOUS
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ABSOLUMENT CONTINUS PAR RAPPORT A LA MESURE DE Haar. Le probléme II
admet donc une réponse négative.

‘3. DECOMPOSITION pEs U,.,. — Avant de déterminer la classe de T8
nous allons décomposer l’ensemble des opérateurs U, , en une somme
continue de représentations unitaires irréductibles.

Pour cela, il nous faut trouver, dans ’anneau R*( ) des opérateurs
permutables aux U,,, une sous-algébre commutative maximale. Or
cet anneau est engendré — on lesait d’'une maniére générale (Chap. I,
§ I, th. 1) — par les opérateurs V., lesquels sont donnés explicite~
ment par

(330) VieH (2, ) =% ($51+ $27) H(Z + 891, ¥ + &50)

[¢f. (308), (309) et (321)]; il y a tout lieu de croire que I'algébre
engendrée par les opérateurs H(x, y) >H(x, y + b) va convenir.
Par suite, nous allons effectuer une transformation de Fourier par
rapport a la variable y.

Considérons donc deux fonctions continues et & support compact H
et H' définies sur R*, et, pour un caractére {(y) du groupe R, posons

(331) Hg(e) = [ H (@, ) EG)

" d’apres la formule de Plancherel, le produit scalaire dans 4¢ est alors
donné par

(332) <, H’}:ﬂll:(x)m do dz:

si nous introduisons l’espgce 7 des fonctions L (z) telles que
f] L(z)Pdx <+ w0,

on voit que H:€ & poux‘* tout {, et (332) s’écrit

(333) S < ED= [y B

Mamtenant il s’agit de décomposer les U,.,, lesquels sont donnés
explicitement par

(334) UzeH (2, ) = (§31+ $08) H (2 + go, ) + gn2);
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 1, 1951. \13
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pour cela, posons U, H=H/, et calculons les-.composantes de H'; il
vient immédiatement

(335) Hy (2) =2 (832) x (831 + &) Hy(2 + gu1)-

Nous sommes donc conduit & introduire dans 'espace & les représen-
tations unitaires de G définies par

(336) U“Z;'C:g]-‘ (z)y=¢ (&32) X (&1~ Sez) L(z+ &21),

grace & quoi la formule (333) nous donne la décomposition cherchée :

(339) : < Uy H, H ):f( UygHyy Hy D d.
LemMe e. — Si le caractére y n'est pas constant, les représentations
U, ¢ sOnt irréductibles et deux d deux équivalentes.

L’irréductibilité des représentations (336) se démontre comme le
lemme d. Pour voir que ces représentations sont équivalentes, posons

(338) X(;):eﬁﬁﬁ\z’ C(z)zet’.ﬂi,ﬁz’
et comparons la représentation définie par le caractére { a celle qui est

définie par le caractére constant, correspondant donc & « = o; on a les
formules suivantes :

(339) Tl () = et dsn®) L (2 + 831),
(340) UzhisL () = e™dsicrdent L (@ + 8);
il est alors clair que ’automorphisme L (z) - L(w -+ ;‘) del’espace &

transforme la représentation (339) en la représentation (340).

4. CLASSE DES CARACTERES [.,. — Nous allons maintenant montrer
que les caractéres p., sont de classe (I,) 4 I'aide du théoréme 12.

Pour cela, considérons la représentation (340), que nous écrirons
encore, pour simplifier les notations, sous la forme T, ; on a donc

(341\) Ti:igL () =y (&s1+ &ux) L (z 4 gu);

‘et, pour une fonction F(g) continue et 4 support compact sur G, cal-
culons opérateur de composition

(342) . = [ T F (8) d;
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il vient o
(343) TyL (x)=ﬁx(é’u+ &)L (z+ 81) F (821, &1 gz?)vdg‘ndgzidgn
= WX (81 + &x) L) F (&21— 2, &a1, &) AGo1dgn Ay
et par suite |
(344) Tl =LKy, @) dy
ol le noyau K, ¢ est donné par la formule

(345) K-,,;F(x,y):_[[x(g:;1+gszy)l?(x—}" &aty &an) dgsn dgsa.

Lemye f. — Les opérateurs T, (F € L) sont du type d’ Hilbert-Schmudt.

Pour le montrer, il faut prouver que I'on a
(346) ﬂ] Kyr(x, y)2dedy <4  pour toute FeL,.
_ou, ce qui revient évidemment au méme, que

(367) [t 3,901z dy <o,

Pour cela, considérons F comme une fonction définie sur le groupe
abélien R? et calculons sa transformée de Fourier

(348) ) F(u, [N (f()) =ﬁ e‘-’ﬁi(ugax+":‘,'st+wé’se)F(g“, L1, g«”) [Igzl.[]gx“ dgs._,;

en comparant avec (345), il vientla relation

(349) ﬁ'(u, v, ﬂ))»:fe?ﬂ:iu.r Kv;F(w—l— v;v, vg) da

[le symbole K.‘,;F représente K. . pour le caractére y (3) =¢*"**]; par
conséquent, si le caractére y est donné par (338), nous avons

(350) (‘e‘z‘niurKZ;F‘(.ﬁv—i—_}/, y)dx:ls(u. 7\, Xy)

v

Ceci étant, il est clair que K. .(z—+ y, y) est, pour y et y donnés,
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une fonction continue et & support compact en «; la formule (350)
combinée avec le théoréme de Plancherel donne donc

(351) f|KZ¥F(‘” +y, )P (lx:fli\?(u, A, Xy)[“’ du,

et dans ces conditions la démonstration de (347) se trouve ramenée &
celle de la relation

(352) - ﬁlf’(u, LA P dudy < + oo
Or considérons, pour A donné, la fonction
(353) Fi(g:'h g-’»‘l) :fegﬁi\l‘g“‘F(gei; &s1y &12) dg:u§

comme F, c’est une fonction continue et a support compact, donc de
carré sommable sur R?; comme sa transformée de Fourier est

évidemment F(z, A, y), la relation (352) résulte du théoréme de
Plancherel : le lemme f est donc démontré.

D’aprés (351) et (352), on a
(354) Tr(T;;FTZ;F)zﬂW(u, 2,00 1 du (/)':m—_tﬂiﬁ(u, 2\ ) dudy,
d’ou en appliquant unAe nouvelle fois le théoréme de Plancherel,
355 TeTaT =1 [ 1 800 g
d’aprés (353), ceci s’écrit encore [cf. (316) et (326)]
(356) Tr(Te ) = A7 [ F o F(g) ity (8);

par conséquent, il est bien démontré que les caractéres ., sont de
classe (1,). On a, en outre, au lieu de (329), la formule

(357) (F,GO=[ Tr(Ty;eTie)| Al dh,
: AFE0
-formule qu’il y a lieu de considérer comme constituant ’analogue du
théoréme de Plancherel pour le groupe G considéré ici. On pourrait
évidemment, comme le font Gelfand et Neumark pour le groupe de
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Lorentz, en déduire une décomposition dela représentation réguliére
gauche {L?, U, } de G en somme continue de représentations unitaires
irréductibles; mais ce n’est pas notre but ici.

APPENDICE.

UNE OPERATION g LIEE AUX GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES.

Soit G un groupe de Lie & paramétres réels (ce qui n’exclut natu-
rellement pas la possibilité pour G d’avoir une structure complexe).
Désignons par @ I'espace des fonctions indéfiniment différentiables et
a support compact définies sur G; c’est un sous-espace (et méme un
idéal bilatére) de I’algébre L de G.

Soit ¢ - &, un sous-groupe 4 un paramétre de G, plus exactement,
un homomorphisme continu et donc analytique du groupe additif des
nombres réels dans G; pour toute f€ ®, la fonction f(x,) est indéfi-
niment différentiable sur la droite, ce qui permet d’associer au sous-
groupe en question un opérateur linéaire X défini dans @ par la
formule ' .

(358) Xfie) = | g om0 |

(=0

comme il est bien connu, les opérateurs X ainsi obtenus constituent
une réalisation de 'algébre de Lie (réelle) de G, le produit de deux
opérateurs étant leur crochet de Jacobi (*°). ‘

Nous désignerons par D, 'ensemble des combinaisons linéaires a -
coefficients complexes des X en question; si G est de dimension réelle
égale 4 n, D, est de dimension complexe n.

Les ¢éléments de D, étant des endomorphismes de 1'espace vecto-
riel @D, on peut considérer I'algébre associative d’opérateurs qu'’ils
engendrent dans @; cette algébre D est I'ensemble des polynomes
(non commutatifs) par rapport aux éléments de D,, en sorte que D
posséde un nombre fini de générateurs. Il est clair que tout élément
de D peut étre considéré comme un opérateur différentiel sur G,

(°°) Voir le livre de G. CugvaLLeY, Theory of Lie Groups (Princeton, 1946).
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opérateur qui, d’aprés la loi de formation des X €D,, est permutable
avec les translations 4 gauche définies par les éléments de G.

Si par exemple G est le groupe additif des nombres réels, D est
I'ensemble des opérateurs de la forme a,D +a,D*+-...4+a,D",

1 d Al - -
ouD = 7 et ou les a; sont des constantes arbitraires.

Désignons par D, 'ensemble des éléments de D qu’on peut décom-
poser en une sommeé de produits d’au plus n éléments de D, ; D, est
un sous-espace de dimension finie de D, et 'on a

D,cD.,c...cD,c...,

D étant en outre la réunion des D,,.
Pour X, Y €D, posons comme il est habituel de le faire,

[X, Y] =XY — YX;

atout X€D, on peut alors associer un endomorphisme de ’espace
vectoriel D, a savoir Y[ X, Y |; ces endomorphismes prolongent a D
la représentation « adjointe » de I’algébre de Lie D,, et ils conservent
chaque sous-espace D, en vertu de la formule

(359)  [X, X Xo... X ] =[X, Xs]Xe. . . X+ X4 [X, Xo]u . Xptn o

enfin, le centre de D, que nous noterons DY, est I'ensemble des
éléments sur lesquels tous ces opérateurs sont nuls.

Supposons maintenant que G soit semi-simple ; d’aprés une propriété
fondamentale de cette classe de groupes, toute représentation linéaire
de l’algébre de Lie D, dans un espace de dimension finie est complé-
tement réductible : en particulier, la représentation adjointe qu’on

“vient de définir sera complétement réductible (°') dans chaque D,.

Nous allons maintenant démontrer un lemme fort probablement

connu :

Lemme. — Sotent & un espace vectoriel sur un corps arbitraire, A une

(*1) Comme c’est uniquement ce fait qu’on va utiliser dans 1a suite, on peut
supposer non pas que G est semi:simple, mais simplement que le quotient de G
par son centre est semi-simple, cas qui couvre tous les groupes de Lie compacts,
par exemple.
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Samille complétement réductible d’endomorphismes de &, &% ensemble
des x € & tels que Ax== O pour tout A € A, &° le sous-espace engendré
par les éléments de la forme Ax(A€A, x€8); alorson a ,

(360) e=&igpe,
c’est-d-dire que tout x € & admet une décomposition unique

(362) x—x1+x', avec xieél, x'ea.

En effet, &% étant invariant par A et A étant complétement réduc-
tible, on peut trouver un sous-espace invariant # de & tel que l'on
ait 6=6P F; il est clair que pour tout x€ & on a Ax € F quel que
soit A, donc que % 56, ce qui montre déja que les sous-espaces &"
et &° ne se rencontrent qu’en O; il nous reste a prouver qu’en fait on

F =6". Pour cela, désignons par 9T un sous-espace invariant
supplémentaire de &°, et pour un x € ¥ posons x =y + z avec y € &°,
z€ IL; pour tout A€A, on a Az= O car Az est & la fois dans 9T
(puisque IT est invariant) et dans &°; donc on a z€ F N &%, et finale-
ment z=0, ce qui prouve comme annoncé que F =§&": d’ou le
lemme. v

Revenons maintenant a I’algébre D; pour chaque n, soit D% =DND,
I'ensemble des_ éléments de D, sur lesquels s’annule la représen-
tation adjointe, et soit D; le sous-espace de D, soustendu par les
[X, Y](XeD,, YED,); d’aprés le lemme on peut écrire

il est clair que les D, forment dans D une suite croissante de sous-
espaces vectoriels; leur réunion est le sous-espace D° soustendu par
les crochets [X, Y](X€D,, YGD), et I'on aboutit finalement au
résultat suivant :

(364) D =DigD.

il est facile de voir qu’en fait D° contient les crochets de tous les
couples d’éléments de D, en sorte que tout opérateur XeD admet une
décomposition et une seule sous la forme

(365) X=X4+3[Y; Z] avec XieDA.
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Il est clair que 'application XX posséde les propriétés suivantes :

a. c’est une application linéaire de 'algébre D sur son centre DA,
qui se réduit a 'identité sur D%;
b. quels que soient X, YED on a

(366) (X.Y) = (Y.X)4;
c. siXeDona '
(367) (X.Y)¥=X.Y"  pour tout YeD;

d. pour qu’une forme linéaire f(X) définie sur D soit centrale,
c’est-a-dire vérifie f(XY) = f(YX), il faut et il suffit que 'on ait .
(368) JF(X) :f(Xh) _ pour tout X.

Ces propriétés sont évidemment remarquables, et présentent une
analogie compléte avec celles des anneaux de classe finie ou des
algébres L des groupes compacts. On va montrer comment on peut,
de méme que dans le cas des groupes compacts, en déduire une
correspondance biunivoque entre les représentations linéaires irré-
ductibles de dimension finie du groupe G et certains « caractéres »
de I’algébre D.

Considérons pour cela une représentation linéaire (**) irréductible
s—T, de G, s’effectuant dans un espace de dimension finie &. Il est
bien connu que cette représentation est définie par des matrices dont
les coefficients sont des fonctions analytiques sur G, et qu’on peut lui
associer une représentation linéaire'de D, que nous noterons X—Ty;
considérons maintenant le caractére

(369) x(s) =3Sp(Ts) ‘

de cette représentation; c’est aussi une fonction analytique sur G,
a laquelle on peut donc apphquer les opérateurs différentiels X € D;
comme il est facile de le voir, on obtient alors le résultat suivant :

(370) Xy (s) =Sp(TxTy).

Il s’ensuit que l'expression Xx(e) est une forme linéaire centrale
sur D, donc que _
(371) Xx(e):th(e) pour toutXeD;

(%) Non nécessairement unitaire.
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mais pour X € Df , 'opérateur Ty permute aux T,, donc est un scalaire
pulsque la représentation considérée est irréductible; ce scalaire est
nécessairement égal a Xy(e), et définit un homomorphlsme du
centre D sur le corps complexe Si donc I'on introduit sur D la forme
linéaire

(372) - 1(X) =Xy(e) =Sp(Tx),
on voit que celle-ci vérifie 'équation fonctionnelle suivante :
(373) Y (XAY) = 5 (X)x(Y) quels que soient X, YeD;

I'analogie avec I’équation fonctionnelle des caractéres d’un groupe
compact : ”

(374) . kattxu—ly)c{u;x(x)x(y)

est ev1dente, etil s 1mpose de dire que la forme linéaire y (X)) est un
caractére de U'algébre D.

Nous allons maintenant montrer que, si le groupe G est connexe,
la correspondance que nous venons de définir entre classes de repré-
sentations linéaires irréductibles de G et caractéres de D est biuni-
coque, en d’autres termes que si deux représentations T, et T de G
définissent le méme caractére de D, elles sont équivalentes. En effet,
“les fonctions '

(375) x(5)=8p(Ts), ¥ (s)=Sp(T})
vérifient alors les relations suivantes :

(376) . x(e)=y'(e)=1, - Xy(e)=Xy (e) pour tout XeD; .

en d’autres termes, la fonction analytique y — ' est nulle ainsi que -

‘toutes ses dérivées successives pour s =e¢, ce qui prouve, puisque G
est connexe, que les caractéres y et ' des représentations en question
sont identiques sur G, et donc que les représentations considérées
sont équivalentes.

Naturellement, toute représentation unitaire irréductible (en
général, de dimension infinie) de ‘G conduit aussi & un homomor-
phisme de Diisurle corps complexe, donc a un caractére de l’algebre D;
on peut se demander si, ici eneore, la correspondance entre classes

Journ. de Math., tome XXX, — Fasc. 1, 1g51. 14
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de représentations et caractéres de D est biunivoque; ce qui est
certain, c’est que le raisonnement qu’on a développé pour le cas des
représentations de dimension finie ne s’applique plus au cas des
représentations unitaires de dimension infinie. De toutes fagons, il
serait probablement utile d’examiner les relations entre les représen-
tations irréductibles de G et I'algébre D correspondante, et nous
pensons que les résultats précédents, malgré leur caractére notoire-
ment insuffisant, sont de nature & éclairer, par exemple, le réle jousé
dans les recherches classiques par 'opérateur de Casimir; cet opérateur,
comme on le sait, appartient & ce que nous désignons par DY, en sorte
que toute représentation linéaire irréductible de G donne naissance a
une fonction propre de cet opérateur; si, dans de nombreux cas, les
valeurs propres correspondantes de l'opérateur de Casimir ne
suffisent pas & « séparer » les classes de représentations, c’est parce
que 'opérateur de Casimir ne suffit pas 4 engendrer le centre D tout
entier; il est facile de voir par exemple que, si G est le groupe linéaire
réel de dimension n, P'algébre D¥ posséde n générateurs algébrique-
ment indépendants, en sorte que, pour séparer les classes de représen-
tations (de dimension finie) on doit prendre en considération, non
seulement 'opérateur de Casimir, mais encore n— 2 autres opérateurs
analogues de degrés 3, 4, ..., n. ' ’

On notera d’autre part que ’on peut définir sur I’algébre D une
involution, de telle sorte que les opérateurs X définis par (358)
vérifient X*=— X [si 'on munit 'espace @ dont il a été question au
début du produit scalaire de L, on obtient un espace « pré-hilbertien »;
on peut alors considérer les éléments de D comme des endomorphismes
« réguliers » de cet espace au sens de RU (Chap. II, n° 1), et I'invo-
lution en question n’est autre que celle qui consiste & passer d’un
opérateur régulier a son adjoint]. Il est facile de voir que I'opération %,
quon a définie dans D est compatible avec cette involution; on
pourrait donc étre tenté de chercher sur D des traces « positives »;
or, sauf dans le cas des groupes compacts, i/ n’en existe pas; car si
T'on pouvait trouver une trace non nulle o, on pourrait former une
représentation unitaire de dimension finie de G en munissant D, du
produit scalaire s(Y*X) et en considérant la représentation adjointe

de G dans D,.
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Tout ce qu'on peut dire en général, c’est qu'une représentation
unitaire irréductible de G permet de définir sur D une trace qui n’est
positive que sur le centre de D.

REMARQUES FINALES

(rédigées en janvier 1951). '

t. La définition que nous donnons des caractéres d’un groupe
unimodulaire n'est pas assez générale; G. W. Mackey a en effet
construit en 1950 des groupes qui, possédant « visiblement » des
caractéres, n’en possédent cependant pas au sens adopté ici; cetle
circonstance profondément triste provient du fait' que, dans une
représentation irréductible, il peut arriver que les opérateurs
U,(f€L) soient du type d’Hilbert-Schmidt, mais non de trace finie;
on peut alors définir seulement Tr(U,U}) pour deux éléments de L.
On est donc obligé de prendre en considération, dans les groupes
généraux, non seulement les mesures centrales de type positif, mais
plus généralement ce que nous appellerons les traces sur L; ce sont
des formes hermitiennes positives o(f, g) vérifiant les axiomes
suivants : i

a(f*g, /z)'::;o'(g, Jxh), - s/, 2)=a(2. J)

[exemple : o(f, g) = 1(/*g), ol p est une mesure centrale de type
positif], ainsi que des propriétés de continuité assurdnt qu’on peut les
utiliser pour définir des d. r. u. continues de G (la nature exacte de
ces propriétés reste encore assez vague). Bien entendu, et dans la
mesure ou ces traces possédent des propriétés non pathologiques,
la démonstration que nous donnons du théoréme 1 subsiste (ce
théoréme et sa démonstration sont du reste valables pour tous les
« H-systémes » de W. Ambrose), ainsi que le théoréme 12 sur les
caractéres de classe (I.). On notera que cette généralisation de la
notion de caractére aurait I’avantage majeur de permettre la réso-
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~

lution — par Paffirmative — du probléme V posé dans1'Introduction;
car si l'on pose (notations évidentes !) ‘

o/, )= g)

et, pour un opérateur hermltlen H(oZH 1) permutable aux U, et -
aux V;:
ou(f; 8)=(Hi, g),

alors oy est une trace « majorée » par ¢ et en correspondance
biunivoque avec H, de sorte que les caractéres sont bien, dans ces
conditions, caractérisés par leur propriété extrémale. On espére
revenir plus en détail sur cette question dans I’avenir.

2. Dans le cas de la d. r. u. réguliére d’un groupe séparable, le
théoréme 1 a été trouvé indépendamment par 1. E. Segal (Arnals of
Math., t. 51, 1950, p. 293-298); dans les mémes circonstances, Segal
a aussi construit la « weight function » correspondante, et obtenu un
théoréeme du type de Plancherel (4Arnals of Math., t. 52, 1950,
pP. 272-292); mais ce théoréme, obtenu comme il était facile de le
‘prévoir a I'aide de la Partie IV de la Reduction theory de J. von
Neumann, est purement « measure theorectic », donc a peu de chances
de constituer un résultat définitif. Notons que des résultats du méme
genre ont aussi été publiés par F. I. Mautner dans les Annals of
Math. de 1950. Au contraire, nos résultats, quoique moins généraux,
se réduisent trivialement aux résultats connus dans les cas classiques
(groupes abéliens et groupes compacts).

3. Concernant le probléme III de l’Intrdduction, voir une réponse
a peu prés satisfaisante dans un article de Mautner (4nnrals of Math.,
. t. 51, 1950, p. 1-25; en particulier le théoréme 1.5).

4. Avec l'aide de G. W. Mackey, nous avons pu construire des
caractéres de classe (II,) autrement que par le procédé décrit a la fin
du Chapitre II (§ 1); il suffit pour en obtenir de décomposer
la d. r. u. réguliére du groupe des transformateurs de la forme

( 5)_>(eza +b eixag! —I-'C‘),
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ou b, ¢ sont des paramétres complexes, @ un paramétre réel, « une
constante réellé irrationnelle. Une analyse détaillée de ce groupe et de
quelques autres exemples sera publiée ailleurs.

. Nous avons dit dans le cours de cet article que, aen Juger par
les resultats de Gelfand et Neumark, les caractéres des groupes -
semi-simples complexes sont de la forme  (s)ds, ou la fonction y est
localement sommable pour ds et de plus (¢’est en tout cas ce qui se
produit sur le-groupe de Lorentz) est partout £ o; autrement dit,
ces caractéres sont des mesures équivalentes 4 la mesure de Haar. -
Il est curieux de constater que, dans le cas du groupe rée/ uni-
modulaire 4 deux variables étudié par V. Bargmann, on obtient
encore des caractéres de la forme y(s)ds; mais ces mesures sont
concentrées soit sur l’ensemble des- matrices elliptiques, soit sur
I’ensemble des matrices hyperboliques du groupe en question.

6. Soit {4, U, V, S} la d. r. u. d'un groupe G définie par une
mesure p; on a montré au Chapitre I (§1) comment on pouvait
construire canoniquement une weight function dans I'anneau R';
J. Dixmier a trouvé entre temps un procédé qui permet de prolonger
cette weight function en une véritable zrace (laquelle sera néces-
sairement la trace relative de von Neumann dans le cas ou p. est un
caractere); le résultat est le suivant : soit HeR’, H hermitien

positif; si H =U, ol x est un élément borné de 4¢, on pose
Tr(H)=(x, x); dans le cas contralre, on pose Tr(H)=-+ .

Il est facile de voir que la fonction ainsi définie sur I’ensemble des
opérateurs hermitiens positifs de R* est complétement additive, et
invariante par les opérateurs unitaires de cet anneau. Dans le cas de
la d. r. u. réguliére, on peut encore l'obtenir comme suit, en vertu
des résultats démontrés précédemment’par lauteur (F. T. P., p. 73,
th. 17) : si H estla forme f— o* f, ol ¢ est continu (et nécessairement
de type positif) on pose Tr(H)=¢(e); sinon, on pose Tr(H) =4 oo.

7. Notre résultat concernant linexistence de caractéres de
classe (IIL,) est & rapprocher du théoréme suivant de I. E. Segal
(4nnals of Math., t. 52, 1950, p. 272-292) : si 'on décompose
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la d. r. u. réguliére d’'un groupe séparable en somme de facteurs,
les composantes qui sont de classe (III,) forment un ensemble de
mesure nulle. Bien entendu, toute la question est maintenant de
“savoir si I’on peut attacher & ces composantes des caractéres !

8. Notons enfin, & propos des résultats que nous démontrons en
Appendice, un article de Harish-Chandra (Arnals of Math., t. 50,
1949, p. 900-915), ainsi qu’un article de I. Gelfand (Maz. Sbornik,
t. 26, 1950, p. 103-112); par ailleurs, des résultats beaucoup plus
‘précis sur la structure de 1’algébre D et de son centre ont été trouvés
en 1950, 4 propos de la cohomologie des espaces homogénes, par
H. Cartan, C. Chevalley, J. L. Koszul et A. Weil; il y a lieu de
croire (et d’espérer) que ces résultats seront publiés; enfin, les
relations entre représentations unitaires irréductibles d’un groupe de
Lie semi-simple complexe et celles de son algébre D ont été étudiées
en 1950 par Harish-Chandra dans un article qui paraitra
prochainement. '




