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La notion de multiplicité en Algebre

et en Géométrie algébrique ;

Par Pierre SAMUEL.

« L’Algébre est une langue
bien faite ct c’est la seule. »

(ConpILLAC. )

INTRODUCTION (").

I. Les querelles d’école ont fleuri de tout temps et dans toutes les
branches des Mathématiques. Comme il s’agit ici de Géométrie
algébrique, le lecteur croira peut-étre qu’il est fait allusion a la
querelle entre ’école italienne et les algébristes modernes; il n’en est
rien. Toute une lignée de chercheurs en effet, depuis Dedekind et
Weber jusqu’a C. Chevalley, A. Weil, O. Zariski et leurs éléves, a
montré qu’il était possible d’appliquer 4 la Géométrie algébrique les
méthodes de I’Algébre abstraite. On s’est également apercu que
maints résultats obtenus par « des éclairs d’intuition d’Italiens privi-
légiés » se pouvaient démontrer par les méthodes rigoureuses de
I’Algébre; ainsi s’est tempérée peu & peu la méfiance éprouvée par les
algébristes vis-2-vis des méthodes italiennes; et le temps n’est peut-

(1) La seconde Partie de ce Mémoire, consacrée aux applications géomé-
triques des notions algébriques exposées ici, paraitra dans un prochain numéro
de ce Journal. L'introduction et la bibliographie publiées ici sont communes
aux deux Parties.
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étre pas si éloigné ol une méthode universelle de traduction per-
mettra, sans en changer les idées générales, de faire rentrer toute
démonstration « italienne » dans le cadre rigoureux de ’Algébre. Ce
temps verra probablement une floraison de Mémoires «d’exploitation »
assez analogue & la surproduction contemporaine des hyperaxioma-
tiseurs en mal de généralisations. :

Il y a dix ans se créait outre Atlantique, sous Iimpulsion de
deux Francais et d’un transfuge de I'Ecole italienne, un centre de
Géométrie algébrique auquel sont dus les plus importants résultats
contemporains dans cette branche. Mais, comme il est coutumier .
dans un groupe de mathématiciens en effervescence de production,
deux tendances opposées se firent jour; il s’agissait de déterminer
quelles portions de I’Algébre moderne étaient nécessaires au déve-
loppement de la Géométrie algébrique. La querelle est récente, mais
il n’est que de lire I'Introduction des Foundations of Algebraic
Geometry de A. Weil et 'analyse qu’en fait O. Zariski dans le
Bulletin de la Société mathématique américaine pour voir qu'elle est
assez animeée. )

Le lecteur s’apercevra bien vite que I'auteur de ce travail a pris
parti dans cette querelle, et qu’il a trouvé prématuré, ou peul-étre
au-dessus de ses forces, de s'interdire maint recours a ’arsenal varié
et séduisant de I’Algébre commutative. Il a donc indifféremment
utilisé, selon les nécessités, et la technique des spécialisations de
A. Weil, et la technique analytique des anneaux locaux de
C. Chevalley: Il est vrai que quelques remarques dans les deux der-
" niers Chapitres de ce travail, les seuls consacrés a la théorie des
intersections excédentaires et singuliéres, les quatre premiers déve-
loppant les préliminaires algébriques et géométriques nécessaires,
montreront au lecteur qu’une partie de cette théorie aurait pu étre
développée en s’en tenant strictement aux méthodes de A. Weil. Si
nous n’avons pas suivi cette voie, c’est d’une part afin de laisser la
porte ouverte a4 une généralisation vers les variétés algébroides,
généralisation qu'une simple comparaison entre ce travail et le
Mémoire des Intersections de C. Chevalley laisse prévoir facile. Cest
d’autre part et surtout que nous pensons que la Géométrie algébrique
moderne est encore en état de gestation, qu’il est prématuré d’en



LA NOTION DE MULTIPLICITE EN ALGEBRE. 161

entreprendre la systémalisation simplificatrice, et qu’il sera utile au
systématisateur futur d’avoir & sa disposition les résultats les plus
variés et les plus complets possibles afin d’en opérer la synthése.

Le travail qui va suivre est donc de nature trés algébrique. Il
trouve sa place dans une « maison pleine a la fois d’anneaux, d’idéaux
et de valuations, et aussi de spécialisations, d’extensions de spéciali-
sations, et de corps linéairement disjoints », en somme dans une
réunion de la maison de Chevalley-Zariski et de la maison de Weil.
Si donc, & en croire Zariski, le géométre classique appellera « a plague
on both these houses », ce travail sera une des premiéres victimes de
sa malédiction.

Le lecteur aura déja compris tout ce que je dois a Claude Chevalley,
André Weil et Oscar Zariski. Sansles contacts que j’ai eu le bonheur
d’avoir avec eux, en France et en Amérique, ce travail n’aurait
jamais vu le jour. Et, malgré les divei'gences qui les séparent, qu’ils
solent unis ici dans la ferveur de ma reconnaissance. '

Je tiens également & remercier M. A. Chételet qui a bien voulu me
faire ’honneur de présider mon jury, M. P. Dubreil qui a apporté &
a son role de rapporteur toute sa compétence el toute sa conscience,
et M. Henri Cartan dont les conseils et I’exemple ont été pour moi,
comme pour tant d’aulres de ma génération, le guide le plus précieux
sur les chemins, souvent étroits et bordés de précipices, de la Mathé-
matique axiomatique.

II. L’objet principal de ce travail est de généraliser aux compo-
santes excédentaires et singuliéres des intersections de variétés algé-
briques la théorie des multiplicités d'intersection due a C. Chevalley
et & A. Well, et relative aux composantes propres. Pour atteindre
partiellement ce but, trois Chapitres préliminaires (I, II, et IV) nous
ont été nécessaires.

Le Chapitre I commence par un rappel de faits bien connus relatifs
aux anneaux el algébres commutalifs. Il contient surtout une théorie
généralisant celle des polynomes de Hilbert, et qui sera notre outil
principal; cette généralisation comprend trois étapes : les idéaux
homogeénes d’un anneau de polynomes sur un anneau d’Artin, les
idéaux primaires pour I'idéal maximal d’un anneau local, les idéaux
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primaires quelconques d’un anneau noethérien. Qutre les théorémes
exprimant que lalongueur de certains anneaux ou modules dépendant
d’un entier n est un polynome en » pour r assez grand, sont démontrés
des théorémes montrant que, & partir d"un certain »n, cerlains trans-
porteurs (ou idéaux quotients) sont exaclement ce que 'on peut
croire 4 premiére vue. Nous constatons ainsi I'existence d’une régu-
larité, assez inattendue sil’on étudie quelques exemples d’idéaux.

Dans les anneaux locaux, qui sont 'objet du Chapitre II, le degré
et le coefficient dominant de ces polynomes en n définissent les notions
de dimension et de multiplicité; ces définitions coincident avec celles
de C. Chevalley lorsque ces derniéres ont un sens; et notre définition
de la multiplicité d’un idéal primaire pour 'idéal maximal s’applique
a tous les cas. Nous avons souvent supposé que nous nous trouvions
dans le cas d’égales caractéristiques et sur un corps de base infini,
hypothéses qui se trouvent vérifiées dans les questions géométriques,
mais dont il serait utile de se passer d’un point de vue d’Algébre pure.
Le paragraphe 3 de ce Chapitre, montre essentiellement que les irré-
gularités observées pour les petites valeurs de n sont dues a la pré-
sence de composantes immergées de certains idéaux, et que, dans de
nombreux cas simples, la multiplicité d’un idéal primaire coincide
avec sa longueur, ce qui explique le succés, au moins partiel, de
théories du genre de celle de Van der Waerden ou les multiplicités
d’intersection sont définies par des longueurs d’idéaux. Notre para-
graphe 4 contient une généralisation de la notion, due a4 C. Chevalley,
d’anneau local géométrique, et permet de simplifier, tout en la géné-
ralisant, la démonstration de son « theorem of transition » qui
permet le passage des variétés algébriques aux variétés algébroides.
Le paragraphe 8 traite des produits kronéckériens d’anneaux locaux
complets, utiles dans I’étude des variétés produits. .Le paragraphe 6

“enfin met sous une forme maniable dans les applications géométriques
un des résultats prmapaux du Chapitre 1I.

Le Chapitre IIT n’est nullement indispensable au déroulement
logique de ce travail. Il donne quelques applications géométriques,
assez élémentaires, des théories algébriques des Chapitres I et II :
multiplicité d’un point sur une hypersurface, certains cas ot I'on peut
définir les multiplicités d’intersection par. des longueurs d’idéaux
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avec, comme application, le théoréme de Bezout dans le plan, et la
notion de degré d’une variété. Le paragraphe 3 montre a prior: que
les définitions des multiplicités d’intersection dues a C. Chevalley et
A. Weil sont équivalentes; ceci est fait en interprétant, dans une
terminologie plus classique, certains passages du traité de A. Weil.

Le Chapitre IV donne les préliminaires géométriques nécessaires
pour les Chapitres suivants. Il y est d’abord montré que certains phé-
nomeénes algébriques et géométriques sont « ceux qui se passent sur un
sous-ensemble algébrique de la variété représentative des données » :
bases non séparantes, éléments non primitifs, projections d’indice > 1,
composantes excédentaires. La plus grande partie du Chapitre est
consacrée aux spécialisations de cycles de dimension arbitraire : la
solution donnée satisfait aux conditions posées par A. Weil dans le
Chapitre IX, n° 6 de son Traité, et permet de mettre le principe de
conservation du nombre sous la forme plus générale d’un principe de
spec1ahsat10n des cycles. La fin du Chapitre donne une démonstration
algébrique d’un théoréme de F. Severi permettant d’exprimer tout
cycle de 'espace projectif comme intersection de diviseurs.

Le Chapitre V traite des composantes excédentaires d’intersection,
c’est-d-dire de dimension strictement supérieure & u—+ ¢ —n, u et ¢
étant les dimensions des variétés intersectées et n celle de I'espace
ambiant. Aprés quelques préliminaires sur des questions de dimen-
sions, nous définissons de facon algébrique la multiplicité d’une
composante excédentaire, et donnons, au moyen de cylindres géné-
riques passant par les variétés intersectées, une interprétation géomé-
trique de ces multiplicités qui montre que notre définition coincide
avec une définition suggérée par F. Severi. Ces résultats sont ensuite
appliqués a la multiplicité d’une sous-variété; nous y traitons aussi
des cones des tangentes et de l'espace tangent de Zariski. Nous
montrons ensuite que nos multiplicités d’intersection satisfont a la
formule des variétés produits et a celle de projection, et sont des
invariants par transformation birationnelle biréguliére ; par contre la
formule d’associativité n’est valable que sous des conditions fort res-
trictives; quant au principe de spécialisation. des cycles il était
absurde a priori de compter sur sa généralisation.

Le Chapitre VI traite des composantes singuliéres : on se place une
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fois pour toutes sur une variété ambiante A et 'on cherche a généra-
liser aux composantes d’intersection M qui sont singuliéres sur A la
théorie des multiplicités des composantes simples. Nous ne donnons
de définition que dans le cas particulier suivant, qui englobe d’ailleurs
celui des composantes simples : les variétés ou cycles intersectés X
et Y sont, au voisinage de M, des sous-multiples d’intersections com-
plétes de A avec des variétés del’espace ayant la dimension qu’il faut.
Ceci nous améne a introduire des multiplicités d’intersection fraction-
naires. Les propriétés fondamentales se généralisent toutes : formule
des variétés produits, associativité, invariance birationnelle, formule
de projection, principe de spécialisation. Nous introduisons enfin les
groupes d’holotomie, groupes quotients (locaux ou globaux) des
groupes des cycles de A par les sous-groupes des cycles intersections
complétes (locales ou globales); nous en donnons quelques propriétés
élémentaires, et en calculons quelques-uns.

III. Nous allons maintenant énumeérer divers problémes qui se
posent a propos de ce travail; certains de ces problémes nous ont été

suggérés oralement par A. Well et C. Chevalley.

1. Etudler si le théoréme 5 (Chap. II) est encore valable avec un
corps ; fini. ‘

2. Supprimer la restriction d’équidimensionalité de F(y) dans le
théoréme 11 (Chap. II).

3. (A propos du Chap. 1V, § 1). Dans la plupart des exemples
donnés est défini un entier /' (degré d’un corps sur un’ autre, dimen-
sion) fonction des données du probléme; le résultat est que les
assertions suivantes « f est strictement supérieur a son minimum »
«les données du probléme sont situées sur certain sous-ensemble
algébrique » sont équivalentes. Il s’agirait d’axiomatiser, au moyen
d’axiomes faciles a vérifier, les fonctions « naturelles » f donnant lieu
a I’équivalence ci-dessus. ‘

4. Trouver un exemple ot 'on soit forcé d’introduire des diviseurs
radiciels sur le corps de base dans I’application du théoréme de Severi
(remarque au th. 3, § 5, Chap. IV).
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- 5. Montrer que la définition dissymétrique proposée en remarque
a la fin du paragraphe 1 (Chap. IV) est cohérente.

6. Etudier les sous-variétés singuliéres M de A telles que, au voisi-
nage de M4, ladiagonale A2 de A >< A soit une intersection compléte;
ceci est-il lié & la locale normalité de A? Une réponse positive au
probléme 7 permettrait alors de généraliser considérablement la
théorie développée au Chapitre VI.

7. Lever les restrictions du théoréme 2 (§ 3, Chap. VI).

8. (A propos de la fin du paragraphe 1, Chap. VI). Montrer que
la multiplicité d’intersection absolue est au plus égale au produit de
la multiplicité d’intersection relative par la multiplicité de la compo-
sante M sur la variété ambiante. ‘

9. Faire de la proposition 1 (§ 4, Chap. VI) une condition néces-
saire et suffisante de locale normalité.

10. Les groupes d’holotomie ont-ils des liens avec les groupes
d’homologie (locaux et globaux) lorsque le domaine universel est le
corps des nombres complexes ?
~ 11. Dans ce dernier cas peut-on munir ces groupes d’holotomie de
topologies naturelles ? Nature topologique de ces groupes ?

12. Etudier si le produit d’intersection local d’un cycle holoto-
mique a zéro avec un cycle quelconque (si le probléme 7 admet une
réponse positive), ou tout au moins avec un cycle dont la classe
d’holotomie est périodique, est un cycle holotomique & zéro; ceci défi-
nirait un produit d’intersection d’éléments périodiques des groupes
d’holotomie; voir si ce produit ne pourrait pas s’élendre aux éléments
quelconques.

IV. Nous allons terminer cette Introduction en indiquant la termi-
nologie et les notations employées. Nous nous sommes en général
conformé a I'usage de M. Bourbaki et de ses collaborateurs; ayant
eu acces a des Notes non encore publiées de cet auteur, nous devons
anticiper quelque peu.

Le nombre de permutations de p objets ¢ a ¢ (g ~_p) sera noté
ici (7) et non CJ.

L’anneau des séries formelles & n variables sur un anneau commu-
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tatif A sera moté A[[X,, ..., X,]] et son corps des quotients-
K({(X,, ..., X3)); le degré de la forme de plus bas degré d’une série
formelle F est appelé 'ordre de F. '

Le mot corps signifiera ici « corps commutatif »; I'exposant caracté-
ristique d’un corps K de caractéristique p est, par définition, I'entier p
si p>o, lentier 1 si p=o0. Les éléments d’une extension E d’un
corps K d’exposant caractéristique p qui satisfont a des équations de
la forme X*— a =o0(a€K) sont dits radiciels sur K. Un corps qui
n’a d’autre extension algébrique que lui-méme sera dit algébriguement
clos; Vépithéte algébriquement fermé est réservé a la notion relative :
K est dit algébriquement fermé dans une extension E si tout élément
de E qui est algébrique sur K appartient a K. La cldture algébrigue
de k est 'extension algébrique algébriquement close de & (définie a un

isomorphisme prés); elle sera souvent notée .

G,
: . G Gy Gi+G: _ Gs
Les isomorphismes G~ _€<G3 cG,cG))et G ~ GG, seront
G,

appelés premier et second théorémes d’isomorphisme.

Un élément « d'un anneau B est dit intégral sur un sous-anneau A
de B s’il salisfait 4 une équation de la forme "+ a, "' +...+a,=o0
avec a;€A; un anneau d’intégrité A est dit intégralement fermé
(«ganz abgeschlossen », «integrally closed ») si tout élément du corps
des quotients de A qui est intégral sur A apparlient a A. SiS estun
ensemble multiplicativement stable d’éléments non diviseurs de zéro
d’un anneau A, nous noterons A et nous appellerons anneau des quo-

tients de A par rapport a S, 'ensemble des classes de fractions % ou

a€A et s€S, avec les identifications et les lois de composition clas-
siques; S sera souvent le complément d’un idéal premier p de A,
auquel cas Ag sera noté Ay est appelé 'anncau des quotients de A par
rapport a I'idéal premier p, ou encore 'anneau des quotients de p.
Si S est ’ensemble de tous les éléments non diviseurs de zéro de A,

A prendra le non d’anneau total des quotients de A. 11 faut se garder

. . A
de confondre cette notion avec celle d’anneau quotient N de A par un
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idéal p; il serait peut-étre préférable de parler d’ « anneaux des frac-
lions » afin d’avoir deux expressions de consonances différentes,
comme les expressions anglaises « factor ring » et « quotient ring ».

Le reste de la terminologie a été, ou bien défini en son lieu, ou
bien, lorsque la traduction était immédiate, traduit de la terminologie .
anglaise correspondante, celle de C. Chevalley [I, LR] pour les
notions algébriques, ou-celle de A. Weil [ WF] pour les notions géo-
métriques : par exemple « systéme de paramétres » est I’équivalent
de « system of parameters », et « spécialisation » celui de « speciali-
sation »; sinon I'équivalent anglais a été indiqueé.

Nous avons suivi la méthode du « domaine universel » de A. Weil,
sans cependant nous conformer a toutes ses conventions; par exemple
les « anneaux des quotients de sous-variétés » seront pris avec le
domaine universel comme corps de base, et sont donc distincts des
« anneaux de spécialisation » de A. Weil (voir Chap. III, § 3).
Lorsque nous avons employé I'épithéte générigue nous nous sommes
parfois permis de ne pas préciser le corps K sur lequel les étres géo-
métriques en queslion sont génériques, étant entendu que K est
n’importe quel corps de définition commun a toutes les variétés
précédemment définies. Une variété linéaire ou une direction de
variétés linéaires (direction d’un cylindre, direction d’une projection)
est dite générique sur £ si cette variété, ou la variété linéaire passant
par l'origine et paralléle 4 la direction donnée, peut étre définiepar un
systéme d’équations linéaires dont les coefficients sont des variables
indépendantes ( c’est-a-dire algébriquement indépendants) sur £; nous
~ parlerons alors de projection générique et de cylindre générique sur k.

CHAPITRE I.

' LONGUEURS D’IDEAUX PRIMAIRES.

Nous entendrons dans tout ce travail par « anneau » un anneau
commutatif ayant un élément unité noté 1. Un anneau A satisfaisant
& la condition maximale pour ses idéaux (c’est-a-dire le « Teilerket-
tensatz» : tout ensemble nonvide d’idéaux de A, ordonné parinclusion,

‘Journ. de Math., tome XXX, — Fasc. 2, 1951. 22
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posséde un élément maximal », qui est équivalent au « Basissatz » :
tout idéal de A posséde une base finie) sera.appelé un anneau
noethérien (*). Un anneau satisfaisant a la condition minimale pour
ses idéaux (tout ensemble non vide d’idéaux de A, ordonné par inclu-
'sion posséde un élément minimal) sera appelé un anneau d’Artin;
tout anneau fini, toute algébre de dimension finie sur un corps est un
anneau d’Artin.

1. StrucTurE DES ANNEAUX D’ARTIN (*). — Soit A un anneau d’Arlin;
tout anneau quotient de A est un anneau d’Artin; d’autre parl un
anneau d’intégrité d’Artin B est un corps, car, pour tout a€B, on a,
pour n assez grand, Ba"= Ba"+*, donc @"=ba"*' et ba =1 par con-
séquent tout idéal premier de A est maximal. Soit R I'intersection de
~ tous les idéaux maximaux de A (le « radical » de A); puisque A est
un anneau d’Artin, § est déja I'intersection d’un nombre fini d’entre
EUX Py, ..., P,; sl v est un idéal premier distinct de ceux-ci, on a
pigv et il existe x;€p; tel que z;v; alors y=w=z,...z,&m,
mais y€ W, ce qui contredit la définition de R; donc A ne posséde
qu’un nombre fini d’idéaux premiers p,, ..., p,, et aj:nv,- est un

idéal distinct du radical H. ”

LemyMe. — Le radical R d’un anneau A est U'ensemble des éléments
a€ A tels que 1+ za soit inversible pour tout x € A..

a. Soit aeR; considérons l'idéal A (14 xa); s'il était contenu
dans un idéal maximal m, on aurait 1 +za€m, za€W Cm, donc
1 €m, ce qui est absurde. Donc A (14 za)= A, et 1 + xa est inver-
sible.

b. Si, réciproquement, 1 za est inversible pour tout x € A, sup-
posons que a n’appartienne pas & un idéal maximal m; alors

(*) Pour la théorie élémentaire des anneaux noethériens, nous renvoyons le
lecteur au Chapitre XII de la Moderne Algebra de Van Der Waerden.

(2) Ce n’est qu'un rappel de résultats bien connus [cf. Jacosson, Theory of
rings et Radical and semi-simplicity for arbitrary rings (Amer. J. Math.,
vol. 67, 1945, p. 300 a 320)].. *
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m—+ Aa= A, et il existe z € A tel que 1 + xa €mn, ce qui est absurde.
Donc a appartient a tout idéal maximal et par conséquent a .

D’apreés l'identité (1 — za)(1+xa—+...+x"a")=1, qui a lieu
sl &"'a"*'=o0, on voit que tout élément nilpotent a appartient a R.
Si, réciproquement, a est un élément du radical d'un anneau d’Artin
A, la considération de la chaine descendante d’idéaux (Aa™) montre
qu’il existe x€ A tel que a"=xa"*'; mais 1— ax est inversible,
soit (1—az)(1~+ y)=1 ou xa(1+ y)— y = o; multipliant par a"
il vient xa"' = a"=o0. Donc, dans un anneau d’Artin, le radical est
U'ensemble des éléments nilpotents. C’est donc le plus grand nilidéal de
A, si l'on entend par nilidéal un idéal dont tous les éléments sont
nilpotents.

TrioriMe 1 (Hopkins). — Dans un anneau d’Artin A tout nilidéal o
est nilpotent.

-La suite d’idéaux, a, a*, ..., a7, ... étant décroissante, on a, a
partir d’un certain exposant n, b= a"=a""'=.... Supposons que
b0 et considérons la famille ® des idéaux v tels que bv £(0);
puisque b*=1b£(0), be® et ® n’est pas vide. Soit v un élément
minimal de ®; il existe c€v tel que be£(0), donc Acedetl’on a
1 = Ac. D’autre part b*» =bv=Dbcs£(0); donc bve® et I'on a
bv=Dbc=Ac. On peut donc écrire c=0bc avec beb; dou
c=bc=0bc=...=b"c=...; mais b est un élément nilpotent;
donc b7==o0 et c = o, en contradiction avec be £ (O).

Soit donc' A un anneau d’Artin et R son radical; on a W= (0).

Exprimons 1 comme intersection n p; d'idéaux maximaux p;. Puis-
i=1
que p;qp;, soit x;; €, tel que x;;€p;; posons w,-:[[:c,~j; on a x;€yp;
j#
tz:€ [y Puisque 2 est il existe ¢, € A tel que c.z=
et x; L P uisque - estun corps, il existec; € telqueciz=1(p,).
. VEX .
Soit N;r=1—(1—(c;2;)"); il est clair que Y],-,.EI(p;)ﬁt‘qi,.EO<I]pf>.

n jZi

Posons ¢;=1;,. On a ¢;¢; € I I p.C ¥, doncee;— 051754 . De méme

k=1 .
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e;(1—e;)=o0, c’est-a-dire ¢;—=¢’, et e, +. ..+ e,=1. L’anneau A est
ainsi composé direct des anneaux Ae;; Ae; a évidemment pour radical
e;pi=e; R, et c’est le seul idéal maximal (et premier) de cet anneau.
Donc, en appelant anneau primaire un anneau ou I'idéal (O) est pri-
maire, on a le résultat suivant :

THEOREME 2. — Tout anneau d’Artin est composé direct d’anneaux
d’ Artin primaires.

Considérons un anneau d’Artin primaire A, d’idéal maximal p tel

que p"=(0), p"~' £ (0). Considérons les A-modules %, 1%, e L;;- '

. , A < qe i

Comme ils sont annulés par p, ce sont des ;-modules, c’est-a-dire des
. A . . . .

espaces vectoriels sur le corps 5 ceux-ci sont de dimension finie

) .
puisque les;:—H satisfont a la condition minimale pour leurs sous-

- modules. Donc A, considéré comme module sur lui-méme, a, d’aprés
le premier théoréme d’isomorphisme, une série de composition finie.
Donc tout ensemble, totalement ordonné par inclusion, d’idéaux de
A est fini d’aprés le théoréme de Jordan-Holder. On obtient donc,
par passage au composé direct, le résultat suivant :

TrioriME 3. — Dans un anneau d’Artin toute chaine d’idéaux est
finie. En particulier tout anneau d’ Artin est noethérien.

Dirmvition. — On appelle longueur d’un anneau d’Artin (resp. d’un
module E) la longueur d’une chaine maximale d’idéaux de A (resp. de
sous-modules de E). '

2. ALGEBRES PRIMAIRES. — Soit A une algébre primaire de dimension
finie sur un corps K, et p son unique idéal premier. Comme on peut
compléter la chaine ADp>p*>...Dp"=(O) en une chaine maxi-
male d’idéaux, la longueur de A est égale 4 la somme des longueurs

i . .
des A-modules 2. Mais ceux-ci sont canoniquement des espaces

. A LA .
vectoriels sur le corps —- Donc longueur A=) [1% : ;]- Mais

L)
A . . , .
comme est une extension finie de K on a le résultat suivant :
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TrioriME 4. — Soit A une algébre primaire de dimension finie sur un
corps K, et soit p son idéal maximal; on a

(longueur A). [% KJ =[A:K].

Soit maintenant L une extension séparable (algébrique ou non) de
K, et soit A I’algébre obtenue & partir de A par extension du corps

de base. L’idéal p A, de A, est nilpoltent; d’autre part ;XTL est isbmorphe
L

Y

A . , . ..
a (;) qui, comme L est séparable, est une algébre semi-simple,
\ /L

composée directe de corps; donc pA; est le radical de A,;. D’aprés
I'étude du paragraphe 1, A, est composée directe des algébres pri-
maires Ape; (ol les e; sont des idempotents orthogonaux), et A e; a
pouridéal maximal pA e;. Considérons une chaine maximale d’idéaux
de A: (O)=wy, 0y, ..., 0 ,=p, 0, =A; u—n—‘: est un espace vectoriel

. . A e aseq,
de dimension 1 sur 3 et’on a pv,Cv,_,; soit v, 'idéal A v,e;de A e;
c’est un module sur A e;; tout élément de pA, e; transporte v,dansv,_,;
1—.\-‘; . ) ALei ’
donc P est un espace vecloriel sur le corps Z;,=— Ao engendré par

: .y A .
n’importe quel générateur <sur ;> del’espace vectoriel

U

;1l est donc
V1 ’

de dimension o ou 1. On a donc
m;= longueur (Ape;) = m = longueur (A).
Mais, d’aprés le théoréme 4, on a

P

},l[é;K]:[.A:K] et mu[ZiL)=[AresL;

d’autre part

E[ALei:L]:[AL:L]:[A;K} et | Z[Zi:L]:Ké)L;L]:[é:K].

i i
On a donc m;= m pour tout ¢. Par conséquent :

Tutorime 5. — L’algébre A, obtenue par extension séparable L du
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corps de base d’une algébre primaire A est composée directe d’algébres
primaires de méme longueur que A.
L]
5. CoOMPOSANTES PRIMAIRES DANS LES ANNEAUX NOETHERIENS. — Rappelons
que, dans un anneau noethérien, A, tout idéal a s’exprime comme

n .
intersection d’idéaux primaires : u:nq,-; soit p; I'idéal premier
i=1
associé a g;. Sil’on suppose que cette représenlation est minimale, les
composantes primaires g; sont déterminées de fagon unique & condition
que p; ne contienne aucun autre idéal p;(j £ ); de telles composantes
sont dites zsolées; si p;Dp;, on dit que la composante ; est immergée.
Rappelons qu’une composante primaire isolée g; de a est ’ensemble
des éléments de A transportés dans a par un multiplicateur n’appar-

tenant pas a p;; rappelons aussi que U p; est 'ensemble des diviseurs

14

de zéro de A, et p; ensemble de ses éléments nilpotents, siles p;
’ 1Y ’

sont les idéaux premiers associés a toutes les composantes primaires
(1solées et immergées) de (O).

On montre par des exemples que, si g est primaire pour p, 9" n’est
pas nécessairement primaire pour p; nous appellerons puissance symbo-
ligue n*= de g et noterons g’ la composante primaire de 4" selon p.
Comme tout idéal premier contenant g" doit contenir p, 4 est la seule
composante isolée de g". A propos de ces puissances symboliques nous
allons démontrer les résultats suivants :

Taeorime 6. — Si g est composante primaire isolée de w selonp, g™
est composante primazire de o" selon p.

Soit v la composante primaire de a" selon p; puisque a"C g", il est
clair que ¥ Cq". Soit inversement y €q"); pour certain t€p, on a
ty €q"; prenons u€p et appartenant au produit des composantes
primaires de a autres que g, etsoitv =u"t;onavgpetey =1yu"€a’".
Donc y €v d’aprés le résultat ci-dessus.

/ —_ .
TakoriMe 7. — Soit 0 un anneau noethérien, 0 un sous-anneau noe-

thérien de o, p un idéal premier de o et § un idéal de o primaire pour p.
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St p est un idéal prenéz'er isolé de op dans o tel que p,0 =P, et si, pour
tout idéal v de o primaire pour p, b désigne la composante primaire de
op selon p, on a ji") = ¢,

D’apreés le théoréme 6, 4 est lacomposante primaire de (0g)"= og"
selon p. D’autre part 4 est ’ensemble des éléments x € o transportés:
dans 0g" par quelque u € p; puisque g est transporté dans g" par un
élément t€ 0, tp, on voitque tug"™ C 09" avec tu € p puisque p0 = P;
cecl montre que q® est la composante primaire de 0g" selon p.

4. ANNEAUX DE POLYNOMES SUR UN ANNEAU D’ArTiIN. — Considérons
I'anneau 0 =A[X,, ..., X,] des polynomes & s indélerminées sur
I'anneau d’Artin A. Soit a un idéal homogéne de o, c’esl-a-dire un
idéal qui, avec tout polynome, contient toutes les composantes homo-
génes de celui-ci; il revient au méme de dire que « peut étre engendré
par des polynomes homogénes, ou formes. Nous noterons a(n)
I'ensemble des formes de degrés n conlenues dans a; a(n) est un sous-
module du A-module de toutes les formes de degré n, f(n); f(n) est

1 . . n—+4+s—1 . . , . E
un A-module libre a ( . > générateurs; sim désigne la longueur

§—1

de A, f(n) a pour Iongueurm<n +s_[>-

TrEorEME 8. — La longueur o, (n) du module a(n) est un polynome
en n pour n suffisamment grand.

Ce théoréme généralise le théoréeme de postulation de Hilbert (*),
qui traite du cas ou l’anneau A est un corps. Nous procéderons a
partir de la par récurrence sur la longueur m de A. Soit m un idéal

minimal de A; d’aprés le second théoréme d’isomorphisme les
a(n) -+ mf(n) a(n)

A-modules mf (72) mi(n)na(n)

sont isomorphes; donc

a{n)—+mf(n)

longueur (a (7)) = longueur < mf (n)

) + longueug (mt (n)n0a (n)).

(1) Uber die Theorie der Algebraischen Formen (Math. Ann., t. 36, 1890,
p. 473-534).
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a(n)+wi(n)
mt(n)

nique de —-module; sa longueur est un polynome en n pour n assez

‘Le module » étant annulé par w, a une structure cano-

grand par hypothése inductive, car il est obtenu & partir de a(n) par
réduction des coefficientsmodulo . Etudions maintenantmf (), a(n);
c’est le module des formes de degré n contenues dans l'idéal mo,u,
qui, comme intersection d’idéaux homogénes, est homogéne; soit
(Fy, ..., F,) une base de cet idéal composée de formes; toute forme
de mf (n),a(n) peut donc s’écrire F=A,F,+...+ A F, ot les A,
sont des formes de degré convenable. Si b est ’annulateur de m dans
A, le module a(n),mf (n) est annulé par b; ¢’est donc canoniquement

un %rmodule; c’est le module des formes de degré n de I'idéal de

%[Xi, ..., X;] engendré par les formes F; obtenues a partir des F;par

réduction des coefficients modb; m étant minimal est principal et
engendré par n’importe lequel de ses éléments non nuls «; sizy €b et
y€b, alors zya = o0; ya £ o, sinon y €b; donc z€b; b est premier,

. A .. A
donc maximal, et ; est un corps. Ainsi la longueur du - module

b
a(n),mf (n) est un polynome en n pour n assez grand d’aprés le
théoréme de Hilbert. C. Q. F.D.

Etant donnés deux idéaux a et b d’un anneau quelconque 0, nous
noterons (a:b) et appellerons transporteur de b dans a ’ensemble des
xz € tels que zbCa. Considérons & nouveau 'anneau o =A[X,,

, X;] ot A est un anneau d’Artin; nous noterons X I'idéal engendré

par X, ..., X, dans o; un idéal g contenant une puissance de X sera
n-+s—1

)m pour n assez
§—1I

dit irrelevant; ceci veut dire que og( n):<
grand. Soit a un idéal homogéne de o, et a :n‘“ une représenta-

tion primaire minimale de a; soit » l'intersection (irrelevante) des g,
qui sont irrelevants, et soit & l'intersection des autres composantes
primaires de a : a =1,%5. Soitb =%5,(r:X);ilest claquueb C(a:X);
soit recnproquement F tel que FX;€a pour tout ; puisque l'idéal
premier de toute composanle non irrelevante de a ne contient pas
tous les X;, on déduit de FX;€a pour tout ¢ que F&€S; puisque
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Fe(r:X), onadonc Febetb=5,(r:X)=(a:X). Le second théo-
réme d’isomorphisme nous donne

¢r(n) + ¢5(n) = Pr+s5(n) + 9a(n),
o(r:xf(n) + 9s(n) = @(cx)+s(n) + ¢(azx)(n).

Mais r, r + %, (r:X) et (r:X)+ S sont irrelevants; donc leurs ¢ (n)
n+s—1

) ) pour n assez grand. On a donc, pour

sont tous égaux a m(

n assez grand, la formule des idéaux irrelevants

(1)

ga(n) = gun (n) = gs(n) |

3. LONGUEURS D’IDEAUX PRIMAIRES DANS LES ANNEAUX LocAUX. — Un
anneau noethérien o est appelé un anneau local (*)siles éléments non
inversibles de o forment un idéal m; tout idéal non trivial de o est
alors contenu dans 'unique idéal maximal m. Rappelons d’abord les
résultats suivants :

a. nm":(O) (théoréme de Krull); les puissances de.m définis-

sent donc sur ¢ une topologie d’anneau séparé; on montre que la
b)

complétion o de 'anneau topologique o est un anneau local, que tout
idéal d’un anneau local est fermé, et que tout élément qui n’est pas

un diviseur de zéro dans o n’est pas un diviseur de zéro dans o.

b. (Théoréme de Cohen). Sil’anneau local complet o contient un

. . . .0 .
corps, il contient un corps K isomorphe a — par I’homomorphisme
m .

~

. 0 ’
canonique de o sur —; un tel corps sera appelé un corps de Cohen de o.
Ce résultat, I'un des plus profonds de la théorie des anneaux locaux,
sera peu utilisé dans la suite de ce travail.

Tout idéal g tel que mD gD m* est primaire pour m; en effet, de
abey, a€m, on déduit, a étant inversible, que b & g; la réciproque

(*) Voir [K], [LR] et [C].
/ Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 2, 1¢51. 23
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. . . 0 . . .
est évidente. Je dis que 7 est alors un anneau d’Artin; il nous suffira

de le montrer pour ;5 soit (@, ..., x,) une base de m; les o-modules
5 m ms—! 1 . d

T qui sont annulés par m, sont canoniquement des
espaces vectoriels sur le corps — dans - les monomes (z} ... &)

(Ji+. .. +Jji=])), réduits modulo mf“ forment un systeme de géné-

rateurs; donc les espaces —ﬁ sont de dlmensmns finies sur —, et notre

assertion est alors une conséquence immédiate du théoréme de
Jordan-Holder.

Soit g un idéal primaire pour I'idéal maximal m d’un anneau local
0; par une q-forme de degré n sur o nous entendrons un élément du

ﬂ+1

module 23— 15 pous noterons F,(q) le groupe abélien —— ; muni de sa

j .
structure canonique de E-module; soit A l'anneau d’Artin 7 Consi-

dérons la somme directe F (3) =, F,(¢); nous munissons F(q) de la
n=0

structure suivante d’anneau : si z€F,(g) et y€F,(y), z et y sont

classés modulo g*** et g#+! d’éléments z € " et y € 4#; on vérifie immeé-

diatement que la classe de y mod g+ ne dépend que de z et y; en

la notant @.y, et en étendant cette multiplication par linéarité, on

obtient, sur F'(g), la structure d’anneau annoncée. La longueur de gin

n—1

est égale a celle du A-module EFJ(q) Soit maintenant (2, ..., Z;)

j=0

une base de g, z; 'image de ; dans F, (1); les MONOMeS €N Ty, . . ., &y
engendreront alors les A-modules F;(g), et nous pourrons écrire
F(g)= A[a,_r',, ey Es], ce qui montre que F(g) est un anneau noe-
thérien. Si nous prenons s indéterminées X,, ..., X, nous voyons
que F(g) est isomorphe au quotient de A[X,, ..., X,] par l'idéal
homogéne «a des relations algébriques entre les ;. Puisque A est un
anneau d’Artin, nous déduisons du théoréme 8§ le résultat suivant :

TaeoriMe 9. — St g est un idéal primaire pour l'idéal mazximal wm d’un
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0 .
anneau local 0, la longueur Py(n) de g ost un polynome en n pour n

‘suffisamment grand.

Remarques. — 1. Au Chapitre II le degré et le coefficient dominant du poly-
nome Pq(n) définiront les notions de dimension et de multiplicité, qui seront
importantes pour les applications a la Géométrie algébrique.

2. Remarquons que la formation de I'anneau F (g) & partir de o et de la-suite
d'idéaux (4”) est un cas particulier de la formation d’un anneau gradué a partir
d’un anneau filtré (ou valué), souvent utilisée par I’Ecole francaise de Topologie
algébrique (1).

3. Soit s la complétion de o; on vérifie sans peine que og" est primaire pour
'idéal maximal m — om de s, et que q—i et ;—n sont isomorphes (4" étant un idéal
ouvert de »); done Pq(n) = Psq(n).

k. La définition, due a Krull des « p-Reihenringe » () signifie que I’anneau

F (m) est isomorphe a 'anneau de polynomes r% (X4, ..., X;]lorsque (x4, ...y &)
est une base minimale de m.
Lorsque ye€m" et ygm ', la classe y de y mod m**! est appelée la forme

initiale de y; si a est un idéal de o, I'idéal a de F (m) engendré par les formes
initiales des éléments de o est appelé Vidéal directeur de a (« Leitideal » de
Krull). }

TutoriMe 10 (théoréme des transporteurs). — St g est primatre pour
l'idéal maximal w de I'anneau local o et st w ne se compose pas unique-
ment de diviseurs de zéro, on a (4"**:q) = g" pour n assez grand.

. . . c g .
Puisqu’il s’agit d’une propriété de =g il nous suffira de démontrer

le théoréme 10 dans le cas d’un anneau local complet o; en effet tout
élément qui n’est pas diviseur de zéro dans un anneau local, n’est pas
diviseur de zéro dans sa complétion. Il est clair que g"C(9"*:q);
nous allons étudier si (g"**:q) est, ou non, strictement plus grand
que g, c’est-a-dire, en passant a F(g)et 4 A[X,, ..., X|], §'ll existe
des formes de degré n—r(r>o0), G(X) telles que GX,;€ a4 X"+

(1) Voir, par exemple, H. CarTaAN, C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 148.
(1) Dimensionstheorie in Stellenringe (J. Reine Angew. Math., . 179, 1938,
p. 209).
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pour tout ¢ (les notations sont les mémes que pour le théoréme 9, et X
désigne I'idéal engendré par les X, ); puisque GX; est de degré n — r -1
et que a est homogene, ceci implique G € (a:X). D’aprés la formule
des idéaux irrelevants [formule (1), § 4] ceci implique, si n — rest.
suffisamment grand, que G €u, c'est-a-dire que la forme correspon-
dante de F,_.(q) est nulle. Nous avons donc démontré que, si n—r
est supérieur a une constante ¢ indépendante de n, on a

(2) ("1 1g)n g = g".

Restent & étudier les éléments de (9"**:q) qui sent en debors de g¢,

(a"g) +-9°
](f

c’est-a-dire le module 3,= »1l est clair que 3,.,C3,;

i . Iy . . ’ . A
puisque est un anneau d’Arlin, la suite décroissante (3,) s’arréte,

et, pour certain p,ona 3,=3,,,=.... Soity €3,; si y £ o il existe
y&g°tel que (¥4 9°),(0"+":9) £ & pour tout n > p, c’est-a-dire qu'’il
existe z,€0° tel que (y+2,)9Ce™"; de (¥ +3,)9Cy™ et de
(¥ + 3pa) 9 C9™*, -on déduit (2,4, — 3,) g C 9", d'ou
By — 3, € (07 19)49°=9"; la suite (z,) est donc une suite de Cauchys;
comme o est complet elle a unelimite z€g¢ et I'on az — zneq” Alors

(¥ +2)0C(y +2)0+ (5 —3,)9C9""", et, puisque nqn—(o)

d apres le théoréme de Krull, on en déduit (y+z)q—(0), mais,
puisque y & q° et 3E€4°, on a y + 3 £ 0; ainsi tout élément de g, donc
de m car w’ C g, est un diviseur de zéro contrairement aux hypothéses.
Ceci veut dire que, pour n assez grand, on a 3,=(0O), donc
(9™*:9)C g et le théoréme 10 en déduit aussitét de la formule (2).

Remarque. — Par applications répétées de la formule (a:b):c = (a:bc) on.
voit que (g***:gq") = g" pour r assez grand.

6. PASSAGE AUX ANNEAUX NOETHERIENS GENERAUX. — Soient 0 un anneau
noethérien, g un idéal primaire pour I'idéal p de 0. On appelle lon-
gueur de U'idéal primaire g la longueur d’une chaine maximale d’idéaux
primaires pour p joignant o & g. L’étude des idéaux primaires pour p,
que, pour d’évidentes raisons géométriques, 'on pourrait appeler la
« localisation » a I'idéal premier p, est facilitée par la considération de
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I’anneau des quotients o, de 'idéal premier p. Rappelons-en les prin-

cipaux résultats (*) : soil 5 l'intersection de tous les idéaux de o pri-
‘maires pour p [ou, ce qui revient au méme, I'intersection des compo-

santes primaires de (O) contenues dans p]; dans l’anneau 5 tout élé-

ment en dehors deg

des fractions %, ou o€ %, Be %; ﬁ¢%; si a est un idéal de o, nous

noterons o, 'idéal engendré dans o, par I'image ¢(a) de a par

n’est pas un diviseur de zéro; soit g, I'anneau

I’homomorphisme canonique ¢ de o sur%; si a*C 0, nous noterons
-1
a0, par abus de langage, I'idéal ¢ (a*). On montre que :

1° (ap0)0,=a".

2° Si l'idéal a de o a pour représentation primaire minimale
C=1"0,n...0a0rein- - -nDs OU V; est primaire pour p;, avec p;Cp pour
iZret p,¢p pour ¢ "> r, alors 1'idéal a0, a v, 05,. . . 0,0, pour repré-
sentation prlmalre minimale.

3° 0, est un anneau local ayant po, pour idéal maximal.

Dong, si g est primaire pour p, go, est primaire pour po,, etily a
correspondance biunivoque monotone entre les idéaux primaires pour
p et les idéaux primaires pour poy,; a g™ correspondra évidemment
I'idéal g"0,= (q0,)". Les théorémes 9 et 10 donnent alors les résultats

suivants :

Tatorime 411. — Soit § un idéal primaire d’un anneau noethérien v;
la longueur Py(n) de la puissance symbolique n**™ g de g est un poly-
nome en n pour n suffisamment grand. St 5 est I'intersection de tous les

idéaux de o qui sont primaires pour l’idéal premier p de q, et % n’est pas

un idéal premier de (O) dans%on a, pour n sufﬁsammént grand,
(q(n+h) :q(h)) — l.I(n)

(*) C. CrevaLLEY, On the notion of the ring of quotients of a prime ideal
(Bull. Amer. Math. Soc., t. 50, 1944, p. 93).
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CHAPITRE II.

ANNEAUX LOCAUX.

1. Notiox pE piMENsION. — Soient a et b deux idéaux primaires
pour l'idéal maximal m d’un anneau local o. Il existe évidemment .
deux entiers a et b tels que b>a* et aDb’; donc a*Db®, b"Da*,
c’est-a-dire Py (n)ZPy(bn) et Py(n)Z P.(an). Ceci prouve que les
polynomes P,(n) et Py(n) ont méme degré d; ce degré commun sera
appelé la dimension de o0 il est clair que 0 a méme dimension que sa
complétion.

Tatorime 1. — Tout idéal q primaire pour w est engendré par au
moins d éléments. i
Soit en effet (x, ,..., #,) une base de g et soit m la longueur de

. 4 N . ’ \
Panneau d’Artin .= A; nous reprenons les notations du théoréme 9

(Chap. I); la longueur du A-module F,(q) des g-formes de degré n
est évidemment inférieure 4 la longueur du A-module des formes de
degré n dans I'anneau de polynomes A[X,, ..., X,]; celle-ci est égale
a m(n ;?_I_ I) - Donc la longueur Py(n) de q—“n est inférieure a

n—1

B3

1=

En comparant les degrés on voit que celui, d, de P4(n) est inférieur
a ¢, ce qui démontre le théoréme 1.

TrEOREME 2. — Sotent o un anneau local, wm son idéal maximal, § un

idéal primaire pour wm, b, . .., b, des idéaux de o ne contenant pas q. St
.. o . . . .

le corps résiduel K = — estinfini(*), dl existea €1, agb;, (i=1,...,?)

tel que (4" : 0a)q°=9""", pour n assez grand et c indépendant de n.

(1) Cette condition sera toujours vérifiée dans les applications géométriques.
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LemMe. — Soit o un idéal homogéne de l'anneau de polynomes
A[X,, ..., X,], A étant un anneau d’Artin primaire d'idéal premier p
tel que K = % soit un corps infini. Il existe une forme linéaire F telle
que 9.(n) et ¢o:v)(n) sotent égaux pour n asses grand, et ’on peut
prendre ¥ en dehors d’un nombre fini de sous-modules propres du
A-module £ des formes linéaires de A[X,, ..., X,].

D’aprés la formule des idéaux irrelevants [formule (1)§ 4, Chap. I]
nous pouvons remplacer a par sa composante non irrelevante 5;

soit S = n q; avec g; primaire pour p; et X p;; pi, £ est alors un sous-

module propre de £. Nous chercherons ainsi a prendre I en dehors
d’un nombre fini de sous-modules propres 3, de £, les p;, £ et les
sous-modules donnés. De M+ p£ = £ on déduirait, pour 1 Zr_s,

X, eM,+pL, donc X,= Z Pou X+ 21 X, avec Xp, X, €A,
u=1 =
et 1,€p; on a donc, pour 1 ZrLs, Y, = X——d'rc X, et Y, e M,;; le
déterminant des s formes Y, est donc de la forme 1 4+ © avec ne€yp; il
est par cdnséquent inversible dans A puisque A est un anneau d’Artin
primaire; donc X, € M, et #1,= £, contrairement aux hypothéses.
Onendéduit donc que 3+ p £ =<4 £. Sinous réduisonsles coefficients

E
Md V___sont

modp, les sous-espaces vectoriels V,= T
. . A
propres; comme V est un espace vectoriel sur le corps infini K =

il existe Fg 'V qui n’appartient 4 aucun sous-espace V,. Nous pren-

drons pour F un représentant de la classe F.
Ceci étant, soit P un polynome tel que FP€%5; alors FP eg,,
Fé¢p;, doncPegetPeS. AinsiS=(5:F) et

- ga(n)=95(n)=9(5:F)(n);

mais comme a¢C%, on a (a:F)cC(%5: F), d’autre part a C (a: F)
Donc ¢(u:r)(n)=¢u(n)=@(s:r)(n), ce qui démontire le lemme.

Pour démontrer le théoréme 2 nous prendrons A= K=2,
q m



182 P. SAMUEL.
Al -0 Xy
a
ayant la forme linéaire F du lemme pour forme initiale. Nous aurons

.. . 24 b;
en effet & éviter les images dans F (1) des modules 2 :; -; or le lemme

pour ‘anneau de formes F'(q), et pour a un élément de g

le permet car, si 'on avait 4>+ b;Dq, on en déduirait g2Cq*—+ b;q
d’ott 4°C9*+b;q+ b;=g°+ b;, et, par récurrence, 4Cq" -+ b; pour

tout 7; comme n(h,:—}— 9") =b;, on en déduirait g C b; contrairement
=1
aux hypothéses. Il est clair que g"~*C(9":0a); soit xgq"* tel que
ax € 1" et soit & un représentant dans A[X,, ..., X,] de la forme ini-
tiale de = dans F(y); le degré p de G est Zn—2. On a alors
FGe X"+ a; comparant les degrés on voit que FGeua, donc
Ge(a:F). Sidonc, d’aprés le lemme, p est supérieur a un entier ¢ ne
dépendant que de g4, on a GEa; ceci montre que si » >c—+1, on

a(guioa),g-=qg"".

Remarque. — En considérant les formes de degré 4 au lieu des formes’
linéaires, on voit qu'il existe b & g% tel que (47:0b) 9= g"* pour n>c -+ k.

Un élément a € g tel que (9":0a),09°= g** sera appelé un élément
superficiel par rapport a g. Un élément b € g*tel que (4":00),¢°=9g"*
sera dit superficiel de degré £.

COROLLAIRE. — S7 m ne se compose pas uniquement de diviseurs de zéro,
il existe un élément superficiel a, non diviseur de zéro, et Uon a, pour
n>c+1(grioa)y=q"".

Nous pouvons en effet prendre a en dehors des idéaux premiers
de (O) car aucun ne contient 4. La démonstration du fait que
(9*:0a) C g° se fait exactement comme a la fin du théoréme 10

(Chap. I).

Exemple d’élément superficiel. — Soit o l'anneau de séries formelles
K[[@1, ..., as]], et soit g un idéal (non nécessairement primaire pour I'idéal
maximal) de s; on montre facilement que 'on a (g"+!:0a,) = 4" pour tout n,
lorsque g contient a;.

. . » . o
Nous allons maintenant considérer un anneau quotient — de o,
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et donner une formule reliant les polynomes Py(n) et Py (n).

uz

Soit = - (z€q). On a
Pi(n)= longueur (g™ + sz);

donc

B - q"—l—-ux _ R o
Pq(n)—Pq(n)—longueur( Iz )—"’”g“e“‘<q‘nnm>

d’apres le second théoréme d’isomorphisme. Considérons I’homomor-
phisme de (0-modules)p:y - yx. On a

S, »
. s =9 (sx) et (g*:vx) =@ (g"nox);
donc

(1) Pa(n):Pq(n)——longueur(q":nx).

CoROLLAIRE 1. — Pour tout x €m, on a dim ¢ > dim %é dimo —1.

La premiére inégalité vient du fait que longueur (g":02)> 0.
D’autre part on a (g*:02)D 4", donc

longueur (g*:0x) <L Pg(n —1) et Py(n)> Pg(n) — Pg(n—1)

ce qui démontre la seconde inégalité.

CoRrOLLAIRE 2. — St est un élément superficiel par rapport a g, on a

Pqg(n) — Pg(r —1) Z P§(n) £ Pg(n) — Pq(n —1) + Pq(e),

et donc dim n—‘; =dimo —1.

~On aen effet (¢":0x),9°=g"""; donc
Pg(n — 1) > longueur (¢*:02) > Pq(n —1) — Pq(c);
comme Pg(c) est une constanté, le polynome Pg(n) est de degré

dimo —1.

Treorkme 3. — Si d est la dimension d’un anneau local o, il existe un
~idéal g primaire pour 'idéal maximalw de v, et engendré par d éléments.
Journ. de Math., tome XXX, — Fasc. 2, 1g51. 24
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Nous procéderons par récurrence sur d. Si d=0 on a longueur
m"= const, pour n assez grand, donc m"=(O) et (O) est primaire

pour m. Prenons, dans le cas général, un élément z,€m tel que
o
0 Xq

dim n—;—d =d—i [corollgire 2 de la formule (1)]. Soit, dans —, 4 un

1, . . — m , Y - =

idéal primaire pour m = et engendré pard — 1 éléments z,...,244;
d

soit g D m"; si @; est un représentant de la classe ;, on a

MPCOL ...+ SXg_q+ 024;

donc I'idéal engendré par (,, ..., 2,) est primaire pour .

Les théorémes 1 et'3 montrent que notre définition de la dimension
d’un anneau local coincide avec celle de C. Chevalley (« nombre mini-
mum de générateurs d’un idéal primaire pour I'idéal maximal »).
Rappelons que cette définition est équivalente 4 la définition suivante,
due a Krull : augmentée d’une unité la dimension d’un anneau local o
est égale a lalongueur d’une chaine maximale d’idéaux premiers de 0.
Avec C. Chevalley nous appellerons systéme de paramétres de o tout
ensemble de d éléments engendrant un idéal primaire pour I'idéal
maximal m de 0. Il est clair que les éléments z de o que I'on peut
introduire dans un systéme de paramétres sont ceux tels que

~
dim -~ = dimos — 1.
s

Remarque. — Le théoréme 3 est encore valable si K:%est un

corps fini. Nous reprenons les notations du lemme au théoréme 2; une
forme F de degré k prise en dehors des idéaux premiers non irrele-
vants p; de a provient d’éléments x superficiels de degré k; pour ceux-
ci un raisonnement analogue au corollaire 2 de la formule (1) montre
que

P (n)— Pa(n — /{)éP;(n) <P (n)— Pq(n‘-— k) + Py (e),

done dim -2 — dimo — 1; et Ia démonstration du théoréme 3 peut se
s

faire. Il s’agit. donc de montrer ’existence d’une telle forme. Or on
a p; D X; nous pourrons supposer, en supprimant certains p;, que l'on
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ap;dp, pour £5£7. Soit A, tel que A, €p,, A, &p;; si Bi:[[ A, on
iEi

a B;&p;, B;€yp, pour />£7. Nous prendrons pour éléments A, des
formes, ce qui est possible car les p; sont des idéaux homogénes;
puisque p; D X, il existe une forme linéaire F; telle que F;¢p;; en rem-
placant éventuellement A,, par A;F;“", nous pourrons supposer que
toutes les formes A, ont méme degré. Alors les formes B; ont toutes

méme degré, et la forme B ZEBL' est telle que B ¢ p; pour tout ¢.

13

Nous supposerons désormais que, sauf mention expresse du

. Iy . .
contraire, K = — est un corps infini.

Takorkme 4. — Tout idéal g engendré par un systéme de paramétres
(¥1> -+ Ya) peut étre aussi engendré par un systéme de paramétres
(24, ..., x,) ayant la propriété suivante : posant

§i== 0Ly ...+ 02; (i=o,...,d—1),
o

0= —
4

et ;= classe de x; mody;, on a

() e (3)= )

pour n > c;, c; étant un entier fixe, et i=o0, 1, ..., d.

Un tel systéme de paramétres (z,, ..., x,) sera appelé un sys-
téme superficiel de paramétres.
Reprenons les notations du théoréme 2 et de son lemme. En évitant

les formes linéaires dont le coefficient de Y, appartient a % on peut

trouver un élément superficiel z, € g de la forme

Ty = u_yi"!‘agyvz—‘—.v. e adyd

avec u inversible; alors (z,, y,, ... »Ya)estun systéme de paramétres
engendrant 4, et'on a(q":02,),9°= q*~* pour n > ¢,. Le théoréme 4
s’en déduit par applications successives aux anneaux quotients suc-

. Iy
cessifs - .

i



186 P. SAMUEL.

2. Norion pE muLTIPLICITE. — Soit g un idéal primaire. pour l'idéal
maximal w d’un anneau local o. Considérons le terme de plus haut
degré du polynome P,(n); comme ce polynome ne prend que des

valeurs entiéres (pour 2 > ¢, et donc pour tout n), ce terme est de la
(u)

forme

oue(q) est un entier. L'entier e(q) est appelé la multi-

plicité de l idéal q; e(m) est aussi appelé la multiplicité de I’anneau
local o.

TatoriME 5. — Soit 0 un anneau local de dimension d; st g est un
tdéal primaire pour son idéal maximal w, il existe un idéal § Cy,
engendré par un systéme de paramétres, et de méme multiplicité que q.

Sid=0, o est un anneau d’Artin de longueur m; on a 4"=(0)

our n assez gran onc n)=m pour n assez grand; mais
P grand, donc P, p grand;
I'idéal (O) est engendré par un systéme vide de paramétres, et
P (n)=m; ceci montre que le théoréme 5 est vrai pour d=0O.

(© ) C q p \
Procédons maintenant par récurrence sur d; prenant z, superficiel
par rapport a g, le corollaire 2 de la formule (1) montre que,

avec g = -5 P3i(n)=Py(n) — P,(n—1) -+ k[kétant un entier fixe,
puisque c’est un polynome borné par Py(c)], donc que e(q) _e(q)
puisque d > 1. Soit, d’apres I hypothese de récurrence (z,, . .., %4 )
un systéme de paramétres de o = E engendrant un idéal §' Cq tel

que e(q) = e(q'); soit ; un représentant dans ¢ de la classe xj, et
soit g’ 'idéal, primaire pour m, engendré par (&, ..., &) dans g.
On a e(q):e(ﬁ):e(f]’). Comme 9'Cq, on a e(q)>e(g); enfin
comme ' = ;g:—d on a Py(n)>Py(n)—Py(n—1)[corollaire 1 de la
formule (1)], ce qui implique e(§')>>e(q"), d’oti e(g') < e(9).

€. Q F. D.

Remarquons que la condition d’homogénéité imposée dans notre Note AL
n’est pas nécessaire.

A la fin de ce Chapitre nous donnerons un scholie a ce théoréme 3, qui nous
sera de grande utilité dans les applications géométriques.
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Nous allons maintenant montrer que notre définition de la multi-
plicité généralise celle due a C. Chevalley. En effet :

TrEOREME 6. — Soit 0 un anneau local complet contenant un corps L
sur lequel % est finl, et soit (x,, ..., Z,) un systéme de paramétres de o
engendrant l'idéal q. Posons o'= L[, ..., z,]] et supposons que ©

soit un o' — module régulier. Alors [ v:0"]=e(y). [:% : L].

On sait [LR] que (@4, ..., x,) sont analytiquement indépendants
sur L. Les hypothéses montrent que o est équidimensionnel ([I],
prop. 2, p. 13). On entend par[o:0’]lenombre maximum d’éléments
de o linéairement indépendants sur o/, ou, ce qui revient au méme, la
dimension de ’anneau total des quotients de o sur le corps des quo-
tients de o’; o’ est évidemment un anneau de séries formelles sur L.

Il est clair que 'on a |

P :——I— 1 hd 1 —{,—. — n+d .
g(n) E.L dlmL<q"> et dlmL(o’nq"> ( d
-
Donec

dim, < L )
g

~___<—_”_>_>N:e(q)'[§':L] lorsque n— co.
dxmL -

o' A"

On sait [LR] que o est un o' — module de type fini. Soitg=/[0:0']
et soit (1), ..., 1,) un systéme libre maximal de o sur o'; soit enfin
o =08 +...40'E(1>xq). Pour tout & il existe c;€0’ tel que

CjE,EZD"q,-; posons _ﬁ[———z o'n;. Si c=¢...¢, on aura, pour

lout a € 0, ca.€ M, c’est-a-dire ca =2 a;v; avec a;€0’. On a

13

. sc+g"\ _ | o, rt/c—l—q” ’
dlmL< o >_[E.‘L].longueur( v >(th. &k, Chap. I)

:[%:L];(Pq(n)— PEq_c(n));
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mais, comme ¢ n’est pas un diviseur de zéro dans o, ;{-} est de dimen-

sion d —1([LR], prop. 6, p. 702) et P ;(n) est un polynome de
oc

. T ¢+ Nnd .
degré d — 1 ainsi dlmL(—q—q—> commence par un terme en — si

nous avons pris soin de ne pas prendre ¢ inversible.
On a évidemment coC 3 c 0. Donc

dlmL( )kdml‘(ﬂ[—i—q )édim(ﬂc—’_qn).
\ 8" q"

N\

.M n
Mais =2 est 1somorphe a ﬂ—ﬁl— Si pe M g, nous pouvons
écrire
H:}: Pi(x)n,-—_—Zlax’}i. . oxhd (n=ny~4...+ ng, 14 €9);
) j
soit

c)\azZaa/n, (ag;€0").
Alors
2 cP; (-73)1)/22 VY. O LT R

I o,/

comme les v); sont linéairement indépendants sur o’, il vient
cPj(x) :2 Aoj X, . 204,
o .

Si donc £ désigne 'ordre de la série formellec, ona P;(z) € (0'0)" "
Donc M (o' 9y Cc M 9" I (0',9)"*. On en lire

. m n+d . m ] m A

s grar) =7 (" )2 a) = )
o . r—k+d .
—g d )

Comparant avec la double inégalité

% 'n
dlmL<q ) >’dlmL<mJ‘:[‘[qn> édimL<q -I:-HUC>’
N 74

Nn
ou les termes extrémes sont équivalents & ——; on voit que N=g.
C. Q. F D.
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TakoreMe 7. — Tout anneau local régulier est de multiplicité 1, et tout
anneau équidimensionnel de multiplicité 1 est régulier.

Si o est régulier, 'anneau de formes F(m) est isomorphe &
d - oy
K{X,,...,XsJou K = 1%; donc P, (n)= (n; >, sans irrégularités au

début, et e(m)=1. Si o est de multiplicité 1, il existe (th. 5) un sys-
téme de paramétres (x4, ..., ;) engendrant g et tel que e(g)=1;
supposons o complet, et soit L un corps de Cohen de o} si o est équi-
dimensionnel nous pouvons appliquer le théoréme 6 qui montre que
[0:L[[@,, ..., z4]] =L. Comme un anneau de « séries formelles est
intégralement fermé dans son corps des quotients, ceci implique
o =L[[x,, ..., z4]], douc que o est régulier.

Remarques. — 1. La démonstration du théoréme 7 montre aussi que m est le
seul idéal de maultiplicité 1 d'un anneau local régulier.

2. L’équidimensionalité est essentielle, comme le montre I'exemple de
Panneau K[[x]] + K¢ ot £*= tx = O qui est évidemment de multiplicité 1.
3. SYSTEMES DISTINGUES DE PARAMETRES. — Soit (x4, ..., Z,) un sys-

téme superficiel de paramétres engendrant I'idéal q. Nous reprenons
les notations du théoréme 4. Le corollaire 2 de la formule (1) montre

que l'on a
e(q):e(%):‘...:e(aﬁ).

Dans 0 = 0,4, qui est de dimension 1,

d—1

est engendré par le para-

métre £ =, 4_4, et 'on a ‘
(;x":;x)n(;x)c: o1,

La formule (1) montre que, pour tout n, on a

m="P; (rn)— longueur(;x":;x), !

ou m désigne la longueur de 'anneau d’Arlin = =

o ,
-; donc, £ étant
0T q

un entier fixe, on a

m="P5,(n) — P5,(n—1) + k(kLP;.(c));
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on a doncm>>e(q): la longueur d’un idéal engendré par un systéme de
paraméires est supérieure a sa multiplicité.
~ Voyons dans quels cas on a m=e(q). Ceci veut dire que, pour n
assez grand, on a (Ew”:Em) =oa"*; si & était un diviseur de zéro
dans o, on aurait xy = o, avec y 30, donc y€oa? pour certain
entier ¢ ; alors xy € 0 ", mais y 02" pour n > ¢ —1. Ainsi z doit -
ne pas étre un diviseur de zéro; réciproquement on a dans ce cas
(Ew" :Ex) = g™ pour tout 7, car de xs € 02", on déduit xz=a"a
d’ot z = az"* € p—*. Sid’ailleurs’avant-dernier quotientﬁ =044
est tel que (O) n’ait que des composantes primaires isolées (c’est-a-
dire si o est équidimensionnel), le paramétre  ne peut appartenir a
aucun idéal premier p; de (O), sinon, pour tout'y&€m on aurait

y*€oxCyp;, donc y €p; et m=p; contrairement au fait que o est de
dimension 1; ainsi & n’est pas un diviseur de zéro. Un systéme super-
ficiel de paramétres tel que o,_, est équidimensionnel sera appelé un
systéme distingué de paramétres.

TutoriMe 8 (« théoréme de régularité .»). — Si g est engendré par
un systéme distingué de paramétres (x,, . . ., x,), [ anneau de formes F(x)

est isomorphe a I'anneau de polynomes A[X,, ..., X ] o A= % - On

a Py(n)y=m (n _; ) sans irrégularités au début, m désignant la lon-
gueur de 'anneau d’Artin A; en particulier on a e(q) =m, l’anneau

local v est équidimensionnel dans le cas d’égales caractéristiques ;

AlX,y, ..., Xq]
14
est un idéal homogeéne. Soit f, le module des formes de degré n de

En effet 'anneau de formes F(y) est isomorphe a ou a

A[X,, ..., Xgleta, =1, 051, et sont des A-modules de longueurs
respectives m< _;il_ I) et Pg(n)—Py(n—1). Mais, comme le sys-

téme de paramétres envisagé est distingué, Py(n)—Py(n—1)

d—‘ . .
admet (;,nn 7 comme terme de plus haut degré. Si a contenait une
forme P 5£ o de degré ¢, u contiendrait les formes

PX:, ..., Xj (ny~+...+ng=n—c)
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dont les combinaisons linéaires forment un module de longueur au
moins égale au nombre des monomes X/ . .. X)(n,+ ... +ng=n—c);

or celui-ciest égal a (n __;__':d_l>, polynome de degré d —1 en n. Ceci
. . ' fn s
contredit le fait que les longueurs de £, et de - ont méme terme de

d 1

plus haut degre - Donc « =(0) et la premiére assertion est’

(d—nt
démontrée; la seconde s’en déduit aussitét. Quant a 'équidimensio-

nalité, soit L un sous-corps de o sur lequel%soit fini; il s’agit de

montrer que o(&, ..., Z,)xZo0si p(x)5= o0 et a=<£o ([I], prop. 1,
p- 12)avec ¢(x)EL[[2y, ..., 2z.]] et « € 0; or les formes initiales F'(X)
et G(X) de () et de « sont deux formes non nulles & coefficients
dans L et dans A respectivement; il suffit de montrer que I'on a

F(X)G(X) 7 o;

or ceci est évident avec une variable (d =1); le cas général s’en
déduit par récurrence sur d, en considérant le produit des termes de F
et de G qui sont de plus bas degré en X,.

Il peut sembler que la condition « 44, non d1v1seur de zéro »,
pour qu’un systéme superficiel de paramétres soit distingué n’est pas
trés restrictive; il n’en est rien. Le théoréme 8 montre que I’équidi-
mensionalité de o est nécessaire. Mais elle n’est nullement suffisante
comme le montre 'exemple suivant, da 4 Macaulay :

Considérons le cone de représentation paramétrique z=u*,
y=u*e, 3=u’;t=19" et le sous-anneau o0 =K |[[u*, u’v, ue®, ¢*]]
de ’anneau de séries formelles K[[u, ¢]]; la fermeture intégrale o*
de o se compose de toutes les séries formelles en u et ¢ qui n’ont que
des termes de degré total multiple de 4; on a donc 0*= 0 ++ Ku?¢?;
si I'on pose u*¢* = w, on voit aussitdt que ’on a wx = y?, wy =z,
w3z = yt, wt=z". Donc le conducteur de la fermeture intégrale de o
est I'idéal maximal m de p. Pour tout élément a€m on a donc
ad=awe€p; mais a' §oa, sinon a'=ba=wa et w—=>be&p car o est

. , o, o _
un anneau d’intégrité. Donc, dans —> la classe @’ de a’ n’est pas nulle;

: ! o Ry
mais on a @'x, a'y, a’'z, a't€ v a, donc a'c = o pour tout élément ¢ de
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 2, 1951. 25
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° 7., . m 90 . . . 0
'idéal maximal — de —- Ainsi aucun anneau quotient — (¢ € 5, a4 0)
s s o
n’est équidimensionnel, et il n’existe dans ¢ aucun systéme distingué

de paramétres.

Nous allons cependant énumérer cerlaines situations dans les-
quelles on peut affirmer I'existence de systémes distingués de para-
metres.

1° Equidimensionalité des quotients successifs. — Au moyen du
théoréme de Macaulay ([ V.d. W.], Chap. XII, p. 71)ou de sa géné-
ralisation due & I. S. Cohen ([ C], th. 21, p. 99), on peut affirmer dans
certains cas que I’anneau de dimension 10,_, est équidimensionnel.
Pour les applications géométriques nous renvoyons le lecteur au
Chapitre III. Au moyen du théoréme de I. S. Cohen nous pouvons
énoncer le résultat suivant :

TrEoREME 9. — ST 0 est un anneau local de dimension d, quotient d’un
anneau local régulier de dimension d' par un idéal engendré par d' — d
éléments, tout idéal g de o engendré par un systéme de parameétres est
aussi engendré par un systeme distingué de parameires.

Dans ce cas, ou la multiplicité de g est égale a sa longueur m, nous
voyons que notre notion de multiplicité généralise celle de « ramifi-
cation degree » due 4 I. S. Cohen, et que notre théoréme 6 généralise
alors son théoréme 23.

2° Existence d’une base minimale. — Soit v un anneau local com-
plet, fini sur.un anneau de séries formelles o'=K|[[z,, ..., z4]]-
Supposons qu'il existe une « base minimale » de o sur o' c’est-a-dire
que 0 =0'7,~+...4 0’7, ol les v; sont linéairement indépendants
sur o’. Alors o est un o’ — module régulier, et est donc équidimen-
sionnel. Aprés un changement linéaire de variables on peut supposer
que, dans o, le systéme de parameéires (i, ..., Za) est superficiel.

d
Alors, si g zznwi, ona e(q):e(n—g—c—i); ainsi (th. 6)

i=1
el — s, o .
[s:0]= [ox1'u’x1
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Comme les classes (Y_],, cy *qf,) des 1j; mod o0z, forment un systéme de

. elles constituent une base minimale

. o o
générateurs de — sur —
) v 7% ) Uy 2%

de —o—sur,u—/- Ainsi les quotients successifs 0, 0, = — ., ..., 04 so0Dt
0, o' x4 02y
équidimensionels et le systéme de paramétres (x,, ..., xq) est dis-
tingué.
Soit g un idéal primaire pour l'idéal maximal m d’un anneau
local 0. Au lieu de ’anneau de formes F(g) on peut considérer

sa comple’tion F(q) par rapport a la topologie déﬁnie par les

idéaux 2 2. F(q) est I’ensemble des sommes infinies Z‘x" d’élé-
n=p n=o
ments «,€ = . La théorie développée au Chapitre I s’applique

aF(g) sans y changer un mot. F(q) est un anneau local complet dont

les éléments inversibles Ean sont ceux tels que «, soit inversible

n=0

dans l’anneau d’Artin primaire A = -
P r

Tutorime 10. — Soit q un idéal primaire pour l'idéal maximal w d’un
anneau local o, et a un élément de q tel que dim oid =dimo —1, par

exemple un élément non diviseur de zéro. St F(q) est équidimensionnel,
il existe un entier k tel que (q":0a)C 9" pour tout n.

Ce théoréme correspond au résultat 4° de notre Note [ AL], avec cependant
des hypothéses plus restrictives, et la connaissance préalable du fait queles défi-
nitions de la dimension d’un anneau local dues a Krull et a C. Chevalley sont
équivalentes. Sous la forme énoncée le résultat 4° de | AL] est erroné.

Reprenons la démonstration du théoréme 2. On obtient des él¢é-
ments superficiels d’ordre s par rapport a4 ¢ comme éléments dont la
forme initiale n’est contenue dans aucun idéal premier p; de (O)
dans F(q); par hypothése a n’a, dans A [[X,, . .., X,]], aucune com-
posante irrelevante; si donc & est un de ces éléments superficiels
d’ordre s particuliers, on a (9":0b)=4g""*. D’aprés 1'équidimensio-

nalité de F(q), —= (q) a méme dimension d que.o; si ¢;(s) désigne la
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différence des longueurs du module f, de toutes les formes de degré s
de F(q) et du module p; ; de celles qui appartiennent a p;, ,(s) est un

polynome de degré d —1 en s pour s assez grand. D’autre part F (:—a)

est un anneau quotient P_‘_(h"_). de F(q), o b est I'idéal homogéne

engendré par les formes initiales des multiples de a; par hypotheése
si b, désigne le module des formes de degré s appartenant a b,

%.(s) =longueur ({—‘) est un polynome de degré d —2 en s pour s

assez grand. Par conséquent, si s est assez grand, les modules b, p;,
sont des sous-modules propres de b,. Employant laméthode du lemme
au théoréme 2 (c’est-a-dire en considérant b, comme un module quo-
tient d’'un module libre), nous voyons qu’il existe un élément B €f,,
Be&v;, Beb; B estla forme initiale d’'un élément b€ o0 a, soit b= ad’,
superficiel d’ordre s. On a donc (9":06) = ¢"~, s étant un entier fixe;
puisqu’on a évidemment (9":0a)C(9":0aa’)=(9":0b), le théoréme
est démontré. ‘

4. ANNEAUX A NOYAU ET ANNEAUX LOCAUX GEOMETRIQUES. — Nous allons
maintenant étudier certains types d’anneaux locaux qui comprennent
tous ceux rencontrés en Géométrie algébrique et algébroide. Nous
allons suivre une méthode trés voisine de celle employée par
C. Chevalley dans [1] (§ 1), et nous renverrons le lecteur a ce
Mémoire pour les démonstrations de nombreux résultats que nous
allons rappeler. D’autres résultats, notés [CCP ], ont été extraits
d’un cours fait 4 Princeton par C. Chevalley en 1946-1947.

Soit K un corpsinfini d’exposant caractéristique p, et tel que[K : K”]
soit fini. Nous noterons r(n, K)’anneau des quotients de I'anneau
des polynomes K[z, ..., x,] par I'idéal premier engendré par
(@, ..., x,); c’est un anneau local régulier de dimension r; si p; est

. » . B y T
I'idéal premier de r=r(n, K) engendré par (x, ..., Z.), 5. st
isomorphe a r(, K), et r, est isomorphe a r(n — i, K(@n—is1, --+, Z0));
ainsi dimr = dim :—;-_ + dimr,. Nous noterons r(n, m, K)(m=n)

I’anneau de séries formelles K((,, ..., ) [[Zmi1, - . -, %n]]; Cest
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un anneau local régulier et complet de dimension n — m. Les anneaux

du type r(n, K) et r(n, m, K) recevront le nom de noyauz. Si I'on
pose r =r(n, K), on ales relations suivantes :

t=1(n, 0, K), =1t(, 0, K);

Elal

r; n’est pas complet; sa complétion est t(n, 7, K).

Soit 0 un anneau local, m son idéal maximal, r un sous-anneau
local de o ayant m,r comme idéal maximal, et tel qu’aucun élément
de r ne soit diviseur de zéro dans o. Nous dirons que o est quast fin
sur r sl existe un anneau intermédiaire 3(rCIC o) tel que F soit
un r-module de type fini, et que o soit I’anneau des quotients de 3
par un idéal maximal 1.

() 3 est un anneau semi-local; si v est complet, J est complet.

Démonstration : voir | LR], prop. 3, p. 694.
(B) (Transitivité). Si o est quasi fini sur t/ et si t’ est quasi fini
sur r, alors o est quasi fini sur r.

Démonstration [CCP]. — Soient 5 et 3 les anneaux intermé-

n
diaires : rCc S Ct'CcICo; écrivons I :zr’xi et soit x,'xj:Zc;jkx,,‘

i=1 k

avec ¢;;, €',
Comme 1’ est un anneau de quotients de & par un idéal premier,
soit Y € 5 un dénominateur commun tel que yc;; € S pour tous 7, 7, 4.

On a

VXX :E Y Cijk Y ks
k

donc 3’=2 vx;5 est un anneau, fini sur 5, donc surr. Tout z€ o
t
, . a . . N
s'écrit x= 5, a€S, bES; soient b:ZP"x"’ a=291wi avec

\

So, € S pour tous 7; alors bYa:2(39i>(Y9¢i>ez" et ayc€d; ainsi

i €1, ¢;€1'; on peut trouver ¢ inversible dans t/, tel que dg;€ B,
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ayd . . . . L .
T = ;s ou by3 est inversible dans 0. Ceci montre que, si m désigne
i ~

'idéal maximal de 0, on a 0= (3 )uno-
(v) sl o est quasi fini surr, et sip est un idéal premier de o, alors
0, est quasi finl sur 1y ;.

Démonstration : voir [I], lemme 7 (premiére partie), p. 8.
(8) si o est quasi fini sur r, et si a est un idéal équidimensionnel

0 . . T .
de o, alors — est quasi fini sur — lorsque a,r est premier.
. « ant 7 n

Démonstration (inspirée de [1], lemmes 6 et 9, p. 7 et 9). — Il s’agit

7 2 T « .
d’abord de montrer qu’aucun élément de 1'= — n’est un diviseur de

nt

zéro dans o' = % Passons aux complétions, et soit 3 un anneau
intermédiaire ; on a r € 3 ([LR], prop. 7, p. 699) et o est isomorphe
4 e ol ¢ est un idempotent de 3 ; comme r — re est un isomorphisme
de r dans lui-méme (aucun élément de r n’est en effet diviseur de zéro
dans 5), re est isomorphe a r; donc o est fini sur r. Par conséquent

o’ est fini sur v’ ; nous supposerons, ce qui est toujours le cas en vertu

du théoréme de Cohen que, t’ contient un corps L sur lequel% est
fini, m’ désignant l'idéal maximal de ' ; alors r’ est fini sur
L[z, ..., @]] ou (@1, ..., x,) désigne un systéme de paramétres
de F; ainsi ¢’ est fini sur L{[zi, - .., «]], et [LR] (corollaire de la
proposition 7, p. 703), montre que o’ et 1’ ont méme dimension s.

v

a méme dimension que

=] 9

Siu est un idéal premier de zéro dans o/,

!

T . . — , . g .
—— puisque l'un est fini sur l'autre ; comme o' est équidimensionnel,
ran

ceci prouve que 1’ u est un idéal premier de zéro dans t'; ainsi
L . ) . e A

' n=(0) puisque a,r est premier, et aucun élément de t’' n’est
diviseur de zéro dans o’.

. . . L qe 3 . r
Soit maintenant 3 un anneau intermédiaire; 5 est fin1 sur D
(8]

et % est évidemment l'anneau des quotients de —5 par lidéal
n

mad

and

maximal
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Nous avons monteé en cours de roule que :

() si o est quasi fini surt, on a dim o =dimr (au moins dans le
cas d’égales caractéristiques).

() si o est quasi fini sur r, et si 3 est un anneau intermédiaire,
J est un r — module régulier de type fini; si R et R sont les corps
des quotients de r et T, et si Z et Z sont les anneaux totaux des
quotients de o et ] (c’est-a-dire aussi de 3 et §), on a 7= 7z,
algébre par extension en R du corps de base R de Z.

Démonstration : voir 1], lemme 8, p. g.

Un anneau local o est appelé anneau a noyau s'il existe un sous-
anneau r de o, qui est un noyau, et sur lequel o est quasi fini. L’étude
de la structure des noyaux et les résultats précédents montrent que la
classe des anneaux & noyau est fermée par rapport a I'opération de
complétion. Nous allons montrer qu’elle est aussi fermée par rapport
aux opérations de quotient par un idéal équidimensionnel et de formation
de l'anneau des quotients d’un idéal premier. Tenant compte de la
transitivité (B), de () et de (2), il nous suffira de montrer que, sirt
est un noyau, o un idéal équidimensionnel de r et p un idéal premier

T )
der, — et ry sont des anneaux & noyau.

Lemme 1 (lemme de normalisation de E. Noether généralisé). —
Soit K un corps infini, b un idéal de [’anneau de polynomes
K[z, ..., x,]; il existe n polynomes y., ..., y, de K[xy, ..., ,]
tels que :

1° K[z, ..., 2,] est un module de type fini sur K[y, ..., ¥.];
2° b K[y, ..., ¥a] est engendré par [ yis, - .y ¥n]-

Nous appellerons systéme d’intégrité tout systéme de » polynomes
satisfaisant a la premiére condition. Montrons d’abord que tout
polynome non constant y peut étre inclus dans un systéme d’inté-
grité; soit y =P(x,, ..., x,) et soit I sa forme de plus haut degré;
nous pouvons trouver, comme 'K est infini, des éléments a,, ..., a,
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de K tels que F(1, a,, ..., a,)2O; posons y, =y, y,=x,—a,z,;
alors y=P(x,, y.+a,2,, ..., y»+a,x,) a pour terme de plus
haut degré en x, le terme #}F(1, a,, ..., a,); donc @, est intégral
sur K[y, ¥s, ..., ¥a], et par conséquent les autres x; aussi; ceci
prouve que (¥;, ..., ¥,) est un systéme d’intégrité. Considérons
maintenant, parmi les parties finies de b que 'on peut inclure dans
un systéme d’intégrité, une partie maximale (¥,.y, ..., ¥,) incluse
dans (y,, ..., ¥.); considérons b,K[y,, ..., y.]; s'll contient
¥y, 0, ¥, ne peut étre constant en tant qu’'élément d’un idéal non
trivial b, donc peut étre inclus dans un systéme d’intégrité
s ooy de K[yy, oo oy ¥m]; ainst K[z, ..., x,] est fini sur
K[y - 5o Ymers -5 ¥n] €t b contient (¥, ¥me1, - - -, ¥n) contrai-
rement a la maximalité de (yYmsw, ..., ¥»); ainst b K[y, ...,
Ym]=(0), et la condition 2° est vérifiée.

Remarque. — Lorsque K est parfait et b premier, on peut ajouter la condi-
tion (S) que K(xy, ..., x,) est séparable sur K(y,, ..., »,). On montre d’abord
que tout élément y non constant et non puissance p*”¢ peut étre inclus dans un
systéme d’intégrité ayant la propriété (S); en effet la non-séparabilité de x, sur

K(¥, ¥2 ..., ¥a) entrainerait, pour tous a,, ..., «, tels que F(1, a,, ...,
a,) # 0O, donc pour tous (&, ..., a,), que l'on ait
JpP oP ‘ oP —0
'a;:‘t‘ﬂgz);n;’ﬁ*...—r'anm.— B

JgP . . . s
d’ot — = O pour tous f, et P serait une constante ou une puissance p’e"¢

dxi
puisque K est parfait; comme un idéal premier b contient = avec ¢”, on peut
continuer la démonstration.

Lemme 2. — Soit b un idéal non trivial de I’anneau de séries formelles
r=K[[z, ..., @.]]; on peut trouver un systéme de paramétres (y,

evy yn) de x tel que b K[[y., ..., ya]] sout U'idéal engendré par
(ym+1) "'7.}’71)'

Remplagant les mots « systéme d’intégrité » par « systéme de para-
métres » il suffit de remarquer que tout élément non nul y de o peut
étre inclus dans un systéme de paramétres car il n’est pas diviseur de
zéro; la démonstration est alors identique a celle du lemme 1.
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(n) si r est un noyau et si a est un idéal équidimensionnel de r,

%est un anneau a noyau.

Soit d’abord r=1(n, K) et soit b=a,K[z,, ..., ,]. Prenons
(¥iy -+, ¥.) comme dans le lemme 1; soit X l'idéal engendré par
(1, ..., 2,) dans K[z, ..., z,], 1) I'idéal engendré par (y,, ...,
yo)dans K[y, ..., y.] et t'=(K[y1, ..., ¥x])y; a5t’ est engendré
PAr (Yimrry ooy Ya). Soit I=1'[x,, ..., x,]; T est fini sur ' et r est

n

I'anneau des quotients de I par I'idéal maximal Eﬁxi; ainsl r est.

i=1
. . \ t . . t
quasi fini sur . D’aprés (¢) —-sera quasi fini sur — car a1’ est
a anT

. t’ .. _ . . '
premier dans ; et —; est évidemment un noyau. Sir est de la forme
. N

K[[z:, ..., 2,]], onprend b=, t'=K[[y, ..., ya]] 00 (¥y, ...,
¥n), sont choisis comme dansle lemme 2, et I’on applique (2).

(6) sip est un idéal premier du noyau r, r, est un anneau a noyau.
Sir=r(n, K), on prend b =p,K[z,, ..., x,], et Pon utilise les
mémes notations que dans (7); alors r, est quasi fini sur r,, d’aprés
(7) et vy est évidemment un noyau. De méme si r est un anneau de
séries formelles.

Remarque. — D’aprés (¢) nous voyons immédiatement que, si p est un idéal
. , . . .0 . ,
premier d'un anneau a noyau o, on a dimgs = d~1m;—|~ dim op; les anneaux a

noyau sont donc homogénes; (3) montre qu’ils sont aussi équidimensionnels, ce
qui est plus restrictif.

On appelle anncaux locaux géométfiques les anneaux que l'on
obtient a partir des noyaux par répétition des trois opérations
suivantes : complétion, formation de l'anneau des quotients d’un
idéal premier, formation de ’anneau quotient par un idéal premier.
L’étude précédente montre que tout anneau local géométrique est un
anneau @ noyau. La réciproque est fausse & cause de la restriction
aux idéaux premiers, et non plus seulement équidimensionnels, dans
la formation des anneaux quotients.

LeyMe 3. —= Soit v un noyau, r sa complétion, R et R les corps des
quotients de v et v 5 alors R est une extension séparable de R.
Journ, de Math., tome XXX. — Fasc. 2, 1951. 26

’
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Démonstration : vour [I], milieu de la page 10.

Nous allons maintenant démontrer une généralisation du « theorem
of transition » de C. Chevalley ([I], th. 4, p. 22). Soient 0 un anneau

a noyau et g un idéal de o primaire pour un idéal premier p; E est un

anneau a noyau puisque j est équidimensionnel. Soient o la complé-
tion de o, p un idéal premier de op, g la composante primaire de o

. . 0 - 0
suivant p. Soient r un noyau de ot le noyau de — obtenu par

og
complétion de r, R et R les corps des quotients de r et r, Z et Z les

anneaux totaux des quotients de -3 et 2. D’apreés ({) Z est I'algébre
8

étendue Zg. Siyp,, .. .,;n sont les idéaux premiers de op, et gy, ..., "

les idéaux primaires respectifs de og, lalgébre Z est composée

directe (Chap. I, th. 2) des algébres primaires <_1><;>' Comme R
L *

est séparable sur R, ces algébres primaires ont méme longueur que
'algébre Z — (%)O) (Chap. I, th. 5). Nous avons donc prouvé la
q

formule suivante ( « formule de transition ») :

Longeur 9= Longueur g.

Nous en déduisons les conséquences suivantes :

1° Sig=yp, on a longueur p = longueur p = 1; donc p est compo-
sante primaire de op, et op est intersection d’idéaux premiers. Ainsi
tout anneau local géométrique sans diviseurs de zéro est analytiquement
non ramifié.

2° Prenons pour g une puissance symbolique, g=1". Puisque
3" =™ (Chap. L, th. 7) nous en déduisons :

(3) " Longueur »® — Longueur 3"

En d’autres termes : soit 0 un anneau & noyau, o sa complétion,
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p un idéal premier de v, p un idéal premier de op, et g un idéal primaire
pour p; on a alors P, (n)= anﬁ(n). En particulier les multplicités
des idéaux engendrés par g dans o, et o5 sont égales; c’est en cette
derniére affirmation, appliquée dans le cas ol go, est engendré par

un systéme de paramétres, que consiste le « theorem of transition »
de C. Chevalley.

3. MULTIPLICITES DANS LES PRODUITS KRONECKERIENS D’ANNEAUX LOCAUX.
— Soient o et o’ deux anneaux locaux complets de corps de base K
et K’ et soit M un corps contenant K et K'. Rappelons ([I], p. 15
et suiv.) que le produit kronéckérien de o et o’ sur M est un anneau
semi-local complet A. A sera un anneau local si, et seulement si le
produit kronéckérien sur M des algébres I% et ]i:, est un corps.
TreoriMe 12. — Si q et g sont des idéaux primaires pour les idéaux
mazximaux w et w' de o et o' I'idéal b engendré par q et ¢ dans le
produit kronéckérien A de g et de ', est, lorsque A est local, primaire
pour U'idéal maximal de A et l'on a e(b)=-e(g)e(y).
q!

i+1
q

La premiére assertion est évidente. Soit f(7) la longueur de

g(J) celle de A sidet J sont assez grands f(7) et g(j) sont des

ql/’+1 ?

e(g)it e(q').j4t /
e @ g oprdetd
les dimensions de o et de o’; les dimensions de ces deux modules

sur K et K’ sont donc »#(7) et Pg(j), ou r= [i : K] et 7' = [:{,:_K’}

m

(Chap. 1, th. 4); puisque b=Ag 4+ Ay, on a

polynomes de termes dominants désignant

b —=Ag" 4+ Ag" 19’ 4+ ...+ Ag'".

On voit donc que la dimension sur M de I'espace vectoriel % est
égale a

Yr)=rr' ¥ f(0)8())-

i+/'_<n

Cdmme Pidéal maximal 1 de A est engendré par m et w/, on a
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A
[_ M]—n'([l], lemme 3, p. 18); donc la longueur gy(n) de 2 est

égale a
ou(m)= X f(D)g(j)-
i+j<n
Comme il s’agit seulement de calculer le terme dominant du poly-
nome ¢y(n), nous pouvons remplacer f(7) et g(J), — soit par les

quantités équivalentes e(q)(' +il > et e(y )< {/,12_1) et appli-

quer une formule d’Analyse combinatoire, — soit par leurs termes
dominants et remplacer la somme finie 6(“)3(',') 2‘ gt =t
(d—1)y! (d'—1)!
i+jn

Y

par une intégrale double. Nous sommes ainsi ramené a calculer

f yé- ‘dyf e Ydx, c’est-a- _dire ~f Yy *(n—y)'dy que nous

s 0
poserons I(d, d'—1); l'intégrale 1(s, s') se calcule en intégrant par
parties, ce qui donne

(5 +1)I(s, sY=sl(s—1, 8 +1),
d’ou, par applications répétées,
(s +s4+1)! I(s, s')=s!.s! . nsiv1y

e(q) ¢(q). n*

icis=d, s =d' — 1, donc gy(n) a pour terme dominant TEa)

’

ce qui prouve notre seconde assertion.

Remarque. — Dans le cas o1 g et ¢’ sont engendrés par des systémes de
paramétres, nous déduisons immédiatement le lemme 4, I, p. 19 du théoréme
précédent.

6. SchoLie Av THEOREME 5. — Les anneaux locaux que nous considé-
rerons ultérieurement seront les anneaux des quotients 6 =Qy(U)
d’une sous-variété U* sur une variété V. Nous entendrons ceci au
sens de C. Chevalley, c’est-a-dire que Qy(U) sera construit sur le
«domaine universel » algébriquement clos Q. o contient alors iso-
morphiquement une extension transcendante pure de Q soit Q(X,,...,

X,_.), qui est un corps de base pour la complétion o de g3 soit g un
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idéal primaire pour I'idéal maximal m de o, engendré par (y4, ...,
¥»). Soit k& un sous-corps de Q sur lequel U, V et les y; soient
définies; la construction paralléle a celle de o et de g, menée cette
fois sur £ au lieu de Q, nous fournit un sous-anneau local o’ de o et
un idéal g’ de o', primaire pour I'idéal maximal w’, et engendrant g
dans o; comme Q(X,, ..., X,_,) est une extension de k(X,, ...,

/ —
X._.) linéairement disjointe de —;; o s’obtient 4 partir de o par
¢ m
extension du corps de base k(X,, ..., X,_,) en Q(X,, ..., X,_,).

En vertu du théoréme 2 on obtiendra un élément z superficiel par

rapport a g sous la forme ::2 a;y; (a;€0), les restes des a;

des a; mod m évitant un nombre fini de sous-espaces vecto-

riels V,(j=1, 2, ..., s). Du fait que o se déduit de v’ par extension

~du corps de base, les V;s’obtiennent & partir de leurs analogues V’,
on . o 5 . Ry

relatifs & v/, par extension de —7en Sotent (c¢;) n éléments de Q

n

linéairement indépendants sur £; siZc,-yi appartenait a Vj, les ¢;
i=1

satisferaient aux équations Z?ch.-zo- définissant V;; mais

. , s o’ A
comme V;, extension de V), est défini sur —, les A, peuvent étre

.0 o . . e .
supposés appartenir & —; or —; et k(c) sont linéairement disjoints
sur k; ceci prouve que les c; ne peuvent satisfaire qu’a des équa-
tions Zlmciz.o qui sont conséquences d’équations linéaires a

coefficients dans %, ce qui n’est pas possible. Par conséquent 1’élé-

n

ment s :—_Zc;yi sera superficiel par rapport a g. En procédant de

i=1
. 0 . P .
méme dans —, avec cette fois k(c) pour corps de définition au lieu
de k, nous voyons que :
ScroLiE Au TREOREME 5. — Soit 0 = Q,(U) l'anneau des quotients
d’une sous-variété U d’une variété V, et § un idéal primaire pour l'idéal
maxzimal m de o et engendré par (y,, ..., ¥.); st k est un corps de
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définition de U, de V et des (y;), les éléments 3, _—_—2 ciyi(r=ru, .

. e
i=1
¢—u, c;€Q) forment un systéme de paramétres de o engendrant un
idéal o de méme multiplicité que , ceci @ condition que les c,; sotent
linéairement indépendants sur k, les c,; sur k(c,,, ..., c,,), et les ¢,
sur k(cy) ot s< r. En particulier on pourra prendre pour coeffi-
ctents (c,;) n(v— u) variables indépendantes sur k.
(A suivre.)
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La notion de multiplicité en Algebre
et en Géométrie algébrique ;

(ﬁute et fin).

Par Pierre SAMUEL.

CHAPITRE 1II (%).

PREMIERES APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

Le but de ce Chapitre est de donner, 4 la lumiére des considérations
algébriques de nos deux premiers Chapitres, quelques compléments
a la théorie, maintenant classique, des multiplicités d’intersections
telle qu’'elle a été développée par C. Chevalley [I] et A. Weil [WF].
Le paragraphe 1 nesuppose du lecteur que la connaissance des notions
géométriques les plus élémentaires; le paragraphe 2 demande la
connaissance des méthodes de C. Chevalley; enfin le paragraphe 3,
qui montre le lien entre les méthodes de C. Chevalley et de A. Weil,
suppose connues du lecteur les méthodes de ces deux auteurs.

4. MuLTIPLICITE D’UN POINT SUR UNE HYPERSURFACE. — Solent V une
variété algébrique et W une sous-variété de V. Nous verrons au Cha-
pitre V que la multiplicité de ’anneau des quotients de W dans V
donne une définition raisonnable de la multiplicité de W sur V. Dans
ce paragraphe nous nous bornerons a constater que cette définition
coincide avec la définition la plus élémentaire dans le cas ot V est

une hypersurface et W un point que nous pouvons supposer étre
I'origine O des coordonnées.

() Ceci est la suite d'un Mémoire publié dans ce Journal de Mathématiques
(30, fasc. II, 1951, p. 159). L’introduction, la bibliographie et '’explication de la
terminologie et des notations employées se trouvent dans le premier Mémoire.

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1951. 27
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Soit F(‘Xi, vy X)) =ol'équation de V; dans K[X,, ..., X,,]
I'idéal (F) est premier; considérons 'anneau de coordonnées

K[Xy, ..., X
(F)

ol x; désigne la classe de X; modF; I'idéal engendré par («,, .'.., Lops)
est maximal dans cet anneau. L’anneau des quotients o de cet idéal
maximal est, par définition, I'anneau des quotients de O sur V;
soit m son idéal maximal, engendré par (z,, ..., 2, ). Nous dési-
gnerons par /m la multiplicité « élémentaire » de O sur V, ¢’est-a-dire
le degré de la forme non nulle de plus bas degré du polynome F.
Si g est unidéal primaire pour I'idéal maximal m d’un anneau local o,
nous appellerons exposant de g le plus petit entier o tel que m°Cy;
nous avons alors le résultat suivant :

=K[zy, ...y Zeia]

TukorkME 1. — Le plus petit exposant ¢ d’un idéal de o engendré par
un systéme de parameétres est égal a la multiplicité m de O sur V.

Soit F=F,,+ F,..+. .., Fn. étant une forme de degré m + h;
nous pouvons supposer, aprés changement linéaire de coordonnées
(K, étant algébriquement clos, est un corps infini), que F,, contient
un terme en 27". On a donc '

s+1

x’l”(i—‘—P(x)):zxiQi(fL‘) et zyl ey :20.7:1.

i—=2 i=2

Comme o est de dimension s, g est engendré par le systéme de para-

métres (&,, ..., &,,,); comme l'exposant de g est évidemment m,
onaagm.
Supposons réciproquement que (yy, ..., ),) engendre un idéal

g primaire pour m et d’exposant ¢ < m; nous pouvons supposer que
les (y;) sont des polynomes Y;(x). Si nous désignons par (M,(x))
’ensemble des monomes de degré m—1 en x,, ..., x,,, ceux-ci
appartiennent 4 g par hypothése, et 'on a, en prenant un commun
dénominateur P non dans m,

$

M, (2) (1 + P(2)) = ¥, Qui(a) Yi(2),

i=1
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les Q,i(x) étant des polynomes; ou encore

Mo (X) (14 P(X)) = 2, Qar(X) Yi(X) + G(X) F(X);

i=1

écrivons 1'égalité des termes de degré m—1, et soit X l'idéal de
K[[X4, ..., X,s,]] engendré par (X,, ..., X,,,); comme P(O)=o

il vient

Mo (X)= ¥ Qul(X) Yi(X)  (modXm).

i=1

Soit 1) I'idéal engendré par (Y,, ..., Y,)dans K[[X,, ..., X.1]]
On VOit que xm—i Cl[] + xm; d’Ol‘l xmf1 Cl]x_i_ xm—i—l -+ 11]___ m -+ xm+1 ;
par applications répétées on voit que X"~* 1) 4 X"+, donc

Xm— C n(n’ -+ xm—f»n) — 11’.
n=1

Ceci montre que 1) est primaire pour I'idéal X, contrairement aux
faits qu'il est engendré par s éléments et que K[[X,, ..., X, ]] est
un anneau local de dimension s 41 :

Tatorime 2. — La multplicité m de U'origine sur I’hypersurface V
est égale a la multiplicité e(w) de I'idéal maximal w de I’anneau des
quotients v de O sur V.

Il existe dans o (Chap. II, th. 5) un idéal g engendré par un sys-
téme superficiel de paramétres et tel que e(m) =e(g). Nous pouvons,
aprés changement linéaire de coordonnées [scholie au théoréme 5,
(Chap. II)] supposer que g est engendré par («., ..., x,.,); alors,
comme lidéal (F, X,, ..., X|) de K[X,, ..., X,,,] est équi-
dimensionnel en vertu du théoréme de Macaulay, donc aussi

N 0 . . o« v, y 1
I’anneau (st la multiplicité e(q) est égale a la longueur

de 'anneau d’Artin % (th. 8, Chap. II). Comme ;I =K, la longueur

de % est égale & sa dimension sur K (th. 4, Chap. I). Il est clair
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~m—

o ) -
que _ est engendré sur K par les m monomes (1, Tyy oo, T, car,

comme dans le théoréme 1, on peut supposer que x}'€y. 1l nous
suffira donc de montrer que (1, @,, ..., 2"") sont linéairement
indépendants sur K modg; s’il n’en était pas ainsi on aurait

P71+ P(x))eq  avec i1,

donc” &€ qcequimontre, contrairement au théoréme 1, quem™ ' g.

2. Intersecrions poncrueLLEs. Decri p'une varigte. — Nous adopte-
rons dans ce paragraphe le point de vue géométrique de C. Chevalley.
Soit V une variété de dimension d plongée dans un espace projectif
de dimension n, L. une variété de dimension n — d, intersection com-
plete de d hypersurfaces (F;=o0); ce sera en particulier le cas si L~
est linéaire. Nous supposerons que toutes les composantes de L,V
sont propres, c'est-a-dire ici des points (M;). Soient p et v les idéaux
premiers associésa Vet Ldansl’anneaude polynomes 0=K[X,,...,X,]
les «; étant les coordonnées non homogeénes de Pespace.

Les composantes de V,L correspondent aux idéaux premiers
minimaux, m,, ..., n, de I'idéal p + v, m; étant associé au point M;.
Soient g; la composante primaire de p + » selon m; et r; 'anneau des
quotients <%> <%,-> de M; dans V. D’apreés [I] (prop. 4, p. 35), la
multiplicité d’intersection {(M;; V.L) est égale a

\

. P+
e(rj; FY, ..., ‘Vl):e(rl- ” )

Comme g; est composante isolée de p 4 v, on a

o ) i
r/qa—i—n:ﬁ, donc z(M;;V.L):e(——’—ﬂ)
» ¥ »

Si nous supposons que V est aussi intersection compléte de n—d
hypersurfaces, le théoréme d’équidimensionalit¢ de Macaulay
s’applique et I'on a

e (rj %’) — longueur ——’i/--> (th. 8, Ghap. II).

9
%
»
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Ainsi i(M;; V.L) est égale a la longueur de I'idéal primaire ;.
n

Comme p 4+ 1= nqj, et que lesidéaux m; sont maximaux dans o,
j=1

0 . . . . . ,
est une algébre de dimension finie sur K, isomorphe au composé

y+m
direct des algébres primaires ;%(th' 2, Chap. I). K étant algébrique-

0 . . o . 1. Vd
ment clos on a —— K pour tout j, donc longueur <I17> = [‘T/‘ : I\]
(th. 4, Chap. ). On en déduit le théoréme suivant :

TreoriME 3. — S7 V et L sont des variétés de dimensions d et n — d,
d'idéauzx premiers p et v, toutes deux intersections complétes de n—d
et d hypersurfaces, et si toutes les composantes de VL sont des
points (M;) a distance finie, on a

s

Zi(Mj;V.L):dimK<

=1

K[X,, X]>
Pt

Nous allons, comme premiére application du théoréme 3, donner
une démonstration du théoréme de Bezout dans le plan. Soient V et L
deux courbes planes d’équations F=o0 et G =o0 et de degrés m et n.
Nous supposerons que V et L n’ont pas de point commun a l'infini,
c’est-a-dire que les formes de plus haut degré F, et G,, de F et G
n’ont pas de facteur commun. D’aprés le théoréme 3, il nous suffira

K[X, Y]
(F)+(G)
allons le démontrer sans supposer que F et G sont irréductibles, sous -
la seule condition que I, et G, n’ont pas de facteur commun. Nous
supposerons, avec des axes convenables, que X ne divise pas F,.

de montrer que I'algébre est de dimension mn sur K. Nous

a. Soit, par exemple m n. Je dis que dim,&%) =n. Il

s’agit de montrer que B=(G, YG, ..., Y"'G) est une base de ce
module. Comme F contient un terme non nul en Y*, on peut, modF,
réduire tout polynome & ne contenir d’autres puissances de Y que Y,
Y?, ..., Y*'. Ainsi tout polynome Pe&(F)+ (G) peut s'écrire
P=AF+ (B,(Y)+ XB,(X,Y))Goulesdegrésde B,etde B, en Y
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sont =Zn—1; donc, mod(F, XG), P sera congru a B,(Y)G, combi-
naison linéaire d’éléments de B. Si d’autre part on a

n—1
EaiGYie(F,XG) (a;eK),
i=0

cela s’écrit

n—1
GE a;Yi= AF + CXG.
i—o

Mais, F et G n’ayant pas de facteur commun, cela implique que

n—1t

XC —E a; Y’ est un multiple QF de I; d’ou

i=0
n—1

Y aY'=Q(0, Y)F(0, Y);

i=0

mais F(O, Y) est de degré n, ce qui implique a;= o pour tous 7, et B
est la base cherchée.

b. Par multiplication de G par X" nous sommes donc ramenés &
montrer que, si I et Gsont des polynomes de degré n dont les formes
de plus haut degré n’ont pas de facteur commun, on a

. (K[X, Y
dlmﬂ<—(—[F,—G)—]) —=n?;
nous allons d’abord former les polynomes de degré —Z2n—2 qui
appartiennent a (F, G). Soit P=AF+ BG de degré Z2n—2;
si A et B sont de degrés supérieurs & n—1, ils sont de méme
degré n—1+4 h(h>o0) afin que AF 4+ BG n’ait pas de termes de
degré > 2n — 2; soient A, et Bj, les formes de plus haut degré de A
et B; on doit avoir A,F,+ B,G,=o0; comme F, et G, n’ont pas de
facteur commun, cela implique A,=CG, et B,=—CF,; on a
alors P=(A — CG)F + (B+ CF)G avec A—CG et B+ CF de
degrés < n—1- h. Par applications répétées de ce procédé nous
pourrons écrire P—=AF 4+ BG ou A et B sont des polynomes de
degrés —~n—2. Si AF+BG=A'F+B'G, les degrés de A, B,
A’, B’ étant Zn—2, on en déduit (A—A)F=(B—DB)G;
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comme F et G n’ont pas de facteur commun, cela implique que
A — A’ est multiple de G et B— B’ de F; I'hypothése sur les degrés
montre donc que A = A’ et B=B’. La représentation

P —=AF + BG (d°A =Zn—2,d'B=Zn—2)

est donc unique, et l'espace vectoriel W des polynomes de
degré ~Z2n—2 qui appartiennent a (F, G) est de dimension n(n—1);
comme ’espace vectoriel de tous les polynomes dé degré —Z2n—2
est de dimension n(2rn—1), il est somme directe de W et d’un
espace W' de dimension n®.

c. Il reste alors a montrer que W’/ (F, G) est I’anneau K[X, Y]
tout enlier, c'est-a-dire que W + (F, G)=K[X, Y]. Or W 4-(F, G)
conlient tous les monomes de degré ~an—2; supposons, par
induction, qu’il contienne tous les monomes de degré =ZA(f>>2n—2).
Comme F, et G, n’ont pas de facteur commun, tous les monomes de
degré 2n—1 sont dans (F,, G,) d’aprés I'identité de Bezout; donc
tout monome M de degré A + 1 est dans (I, ;) et s’écrit

M = AF,+ BG,,

ou A et B sont des formes de degré A+ 1— n. Alors M —.(AF + BG)
est de degré —Zh, donc appartienta W + (I, G); ainsiM € WH-(F, G)

et le théoréme est démontré.

Comme seconde application du théoréme 3, nous allons voir com-
ment la définition du degré d’une variété V (') se relie a la théorie de
C. Chevalley. Soit V une variété de dimension d dans l'espace
projectif de dimension s, et soit p 'idéal homogéne associé a V
dans 0 =K[X,, ..., X,]. La théorie des polynomes de Hilbert
montre que le nombre de relations linéaires indépendantes que
doivent satisfaire les coefficients d’une forme F de degré n afin qu’elle
appartienne a p est un polynome y,(n) pour n assez grand ; le degré
de y,(n) est égal a la dimension de V; si son terme de plus haut

(1) VanpeEr WAERDEN, Eine Verallgemeinerung des Bezoutschen Sats (Math.
Ann., 1. 99, 1928, p. 497); KruLL, /dealtheorie (Ergebnisse 1V, 3, Berlin, 1935).
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mn?

degré est —» on appelle m le degré de la variété V. Si ¥ désigne

I'idéal de o engendré par (X,, ..., X,), il est clair que I'on a

- . p + X»
xp(n) :d1m5<;:—im>.

Soit r 'anneau des quotients de I'idéal maximal 3 dans s; comme >
. ) 1, X Xxr
est maximal tous les idéaux entre = et ik,

sont primaires pour 3
Comme d’autre part % =K, on déduit du théoréme 4 (Chap. I), que,
si Py (n) estla longueur de la puissance n*® de 'idéal maximal m=r ;:i
der,on a

Pu(n) — Pu(n—1)=y*(n).

Mais [scholie du théoréme 5 (Chap. II)] I'idéal g engendré par les
fonctions induites sur V par d—+1 formes linéaires génériques
(Fo, ..., Fy) des X; a méme multiplicité que m. Si v est I'idéal

de K[X,, ..., X,] engendré par celles-ci, on aura m=e<r” 4; n>.

Nous voyons ainsi ([I], prop. 4, p. 35) que m est égale a la multi-
plicité de l'origine O dans l'intersection du céne V! représentatif
de la variété projective V¢ et d’une variété linéaire L~ générique.
Soit L' une variété linéaire passant par L+ et intersectant pro-
prement V. Alors V.L%"' se compose d’'un nombre fini de droites D;

passant par O; soit V.Ls‘d“:Z m;D;. Nous pouvons d’autre part

J
écrire Ls—¢=H.Ls*  H étant un hyperplan convenable. Le prin-
cipe d’associativilé des intersections donne alors

mO =V L= (V.Ls—4+1) H :(ijD/>.H :(Z mi>0.

j \

Ainsi le degré m de V¢ est égal au nombre de points d’intersection,
comptés chacun avec sa multiplicité, de V¢ avec une variété linéaire Lo~
générique.
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3. Liex entrE LES METHODES DE A, WeIL Et pE C. ChEvaLLey ('), — 11
est montré dans 'appendice Il de [ WF | que les deux définitions des
multiplicités d’intersection coincident. Mais ceci est une vérification
a posteriori; nous allons chercher une raison a priori de cette coinci-
dence. Nous avons déja remarqué que notre théorie algébrique du
Chapitre II ne fait que généraliser et préciser celle de C. Chevalley.
Il s’agit donc seulement de traduire dans notre terminologie les
résultats de A. Weil. Le cas général des intersections se déduisant
d’un cas particulier par des opérations géométriques (changement de
coordonnées, passage au produil, prise de paramétres uniformisants)
qui sont essentiellement les mémes chez Weil et chez Chevalley,
nous nous bornerons a ce cas : soit (x, y) un poinl générique de V
sur un corps k, les (x) élant des variables indépendantes sur £, et
les (y) étant algébriques sur k(x); si (2, y') est une spécialisation
de (x, y) sur k telle que les (') soient algébriques sur k(2’) [ c’est-
a-dire st P = (&', y") est une composanteisolée de l'interseclion L.. V,
L élant la variété linéaire X = '], alors la multiplicité /(P; L.V)
est définie comme étant la multiplicité de la spécialisation (y') de (y)
sur (x) — (&) avec référence a k. Cette derniére notion est définie au
début du paragraphe 4 (Chap. III) de | WF]; nous ne reviendrons
pas sur les Chapitres I et II de [ WE]; notre travail se borne donc &
traduire dans notre langage les paragraphes 1, 2 et 3 de [ WF].

Le paragraphe 1, composé de divers lemmes de théorie générale
des idéaux ne nécessite ni traduction, ni commentaires. Au para-
graphe 2 le lemme 5 veut dire que, si p, idéal premier de () sur £,
est associé a4 une composante primaire isolée ¢ de l'idéal a, g est
I'ensemble des éléments de #[ X ] transportés dans a par un multipli-
cateur qui n’apparlient pasa p; ceciest un cas particulier d’un résultat

rappelé au Chapitre I (§3). Au lemme 6, («) = () est algébrique
sur k, donc p est un idéal maximal de £[X] tel que Zf% =k(a); o

est Panneau des quotients (#[X}),; I'idéal g'= ao’ est primaire pour

(*) Les résultats de ce paragraphe ont été trouvés indépendamment par
M. Iausa (Proc. Royal Acad. Tokyo, 1949).

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1951. 28



216 P. SAMUEL.

I'idéal maximal po’ d’aprés le lemme précédent; et notre théoréme 4
(Chap. I), précise un peu le lemme 6 en montrant que

L;_’/ : k.|: [k(a):k).longueur (g').

Passons maintenant au paragraphe 3 de Weil. Soit Q le corps des
quotients de 'anneau de séries formelles o0 = £[[x]], et soit (1) un
ensemble de quantités d’'un corps Q, DQ. Se donner une spécialisa-
tion finie de () au centre de o revient 4 se donner un homomor-

2[n]

phisme canonique de I'anneau o[v] sur un anneau quotient ——,

v étant un idéal premier de o[v] tel que o, v soit 'idéal maximal m
[engendré par (@, ..., x,)] de . Dire que cette spécialisation est
isolée, donc propre, équivaut a dire que v est unidéal premier minimal
de o[n]m dans o[n]. Soit o’ 'anneau des quotients de I'idéal pre-
mier v dans o[ ], m’ son idéal maximal; la spécialisation donnée est

. . . . o./

induite par ’homomorphisme canonique de o’ sur —; on a o ,m' =m;
m n !

comme la spécialisation est isolée, m’ est un 1déal premier minimal

de o’m; donc g'= o’m est primaire pour m’. Si (v)— (a) est la spé-

cialisation donnée, supposons que (v) est algébrique sur Q, donc

que (o) est algébrique sur £, ce qui est implicitement supposé

dans [ WF]; on a alors 10;’, = ol—:] = k(a); comme k(o) est fini sur k
et que (@,, ..., ;) sont analytiquement indépendants sur £, ils

forment un systéme de paramétres de o’ ([LR], corollaire de la pro-
position 7, p. 703). La premiére partie de la proposition 3 est alors
une conséquence de notre théoréme 4 (Chap. I) :

liu—: : If] = [ PL,: /(‘} .longueur (g') = | k() :k].longueur(q’);

q m

la seconde partie de cette proposition 3 montre, au moyen de notre
théoréme 6 (Chap. II), que e(y')= [/{[(DZT:;,]/(—] est inférieur a la lon-
gueur de g/, ce que nous savions (§ 3, Chap. II). L’affirmation
« [Q(71):Q] est multiple de [ £(2): k] » (théoréme 2, p. 57 de [WF])
est une conséquence de notre théoréme 6; Weil la démontre d’abord
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en dimension 1 (prop. 4), ou l'existence d’une base minimale de o’
sur o lui permet de montrer que e(g') = longueur (') [¢/f. notre
paragraphe 3 (Chap. II)]; il passe ensuite au cas général (th. 2) en

injectant 0 = k[[z,, ..., #,]] dans ’anneau o, = k(a% ceeey f;—”) (1]

des séries formelles 4 une seule variable sur un corps plus grand. Les
propositions 5 et 6 de [ WF], relatives aux conjugués et aux automor-
phismes ne nécessitent aucun commentaire.

Les hypothéses du théoréme 3 veulent dire qu’il existe un homo-
morphisme ¢ de k[z, y] sur k[y] tel que ¢(z)=0 et o(¥)=1y;

klz, y]

considérant 4| y | comme un anneau quotient » » étant un idéal

premier, nous obtenons cette spécialisation comme induite par I’ho-
momorphisme canonique de ’anneau des quotients ¢’ de v dans k[, y]
( « Panneau de spécialisation ») sur son quotient par son idéal
maximal m. L’idéal v ,k[«] est évidemment engendré par (x4, ..., x,);
soit r = (k[@])onrai; * est un sous-anneau de 1/, et est muni de la
topologie induite par celle de t‘ si I’on munit 1’ et t/ de leurs topo-
logies classiques d’anneaux locaux. La méthode employée par Weil
consiste alors essentiellement en une complétion simultanée de r et t';
la complétion o de r est ’anneau £[[«]], celle o’ de +' un anneau local

fini sur 0; la spécialisation donnée () — (¥ ) est alors au centre de o
puisque o ,m’ est engendré par (x4, ..., x,). Ainsi la multiplicité m
de la spécialisation () de () sur (z)— (o) avec référence a k est
égale a e(q'), g’ désignant l’idéalE o'z, de 0’. Si nous revenons ar’,
i=1
qui est 'anneau des quotients du point PO, y) sur V [de point géné-
rique (x, y) sur £] (4 une extension du corps de base prés, ce qui ne
change pas les multiplicités (¢f. [1], lemme 4, p. 19), nous voyons -
que :

m:e<r1;zt’xi>: e(Qv(P); 2y, ..., 2,)=i(P; V.L) ([I], prop. &, p. 35),

multiplicité d’intersection définie par la méthode de C. Chevalley.

Nous avons ainsi montré le lien entre les méthodes de A. Weil et
C. Chevalley.
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CHAPITRE 1V.

PRELIMINAIRES GEOMETRIQUES.

Avant d’aborder, aux Chapitres V et VI, lathéorie desintersections
excédentaires et des intersections singuliéres, divers préliminaires
géométriques nous seront nécessaires, qui vont étre exposés dans ce
Chapitre I'V. Les résultats algébriques des deux premiers Chapitres
ne seront pas utilisés avant le Chapitre V. Nous supposerons désor-
mais connus du lecteur la terminologie et les résultats de [ WF].

1. QueLques ENSEMBLES ALGEBRIQUES. — Nous entendrons par
ensemble algébrique ce que A. Weil appelle « a bunch of varieties »,
c’est-a-dire la réunion d’'un nombre fini de variétés algébriques, ou
encore ’ensemble des zéros d’un idéal de polynomes. Nous allons
montrer que certains phénoménes algébriques ou géométriques
peuvent s’interpréter comme étant ceux qui se produisent si les
données du probléme sont placées sur certains ensembles algébriques.

a. Bases non séparantes. — Soit k un corps, k(x,, ..., x,) une
‘extension séparable de %t de degré de transcendance r. Si (a;)
(1ZiZr, 1] n)sont nr éléments de %, cherchons 4 déterminer

s yi=2 a,-jxj> est une base de transcendance séparante k(x)sur£.
j=t '

S’il n’en était pas ainsi il existerait ([ WF], Chap. I, th. 1) une déri-

vation non triviale de 4(x) sur £ qui induirait la dévialion triviale

sur £(y). Celle-ci D est déterminée par les éléments Dx;=u; &

condition qu’ils satisfassent ([ WF], prop. 15, Chap. I) aux relations -

2’% OF,
1 = U;,=—0,
() P d.Z'/' 7

ot (F,) est une base de l'idéal des relations algébriques satisfaites
par (x) sur k. On devrait donc avoir

(2) Dyi:Z al-,-D:c/-::Zal-,-uj: o.

j=1 j=1
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(1 ) et (2) constituent un systéme d’équations linéaires entre les u;,
qui, pour que (y;) ne soit pas une base séparante, doit avoir une
solution non nulle. Ceci s’exprime par I'annulation de certains

JF
mineurs d’ordre n extraits de la matrice (<d_:;’ a,-,->> . Ces conditions
]

s’écrivent 2 P.(a) Gy, (x)=o0 ol les P,(a)sont les mineurs d’ordre r

* :
extraits de ((a;)) et les G,,(«) des fractions rationnelles des .
Exprimant les G,,(z) au moyen d'une base linéaire (¢,) de k(x)

sur £, Gy, () :wa e,(by,, € k), ondéduit du fait que.les a;; appar-

tiennent a £ la condition sz(a)bxppz o pour tous les indices s et p.

p.
Donc :

TaeoriMe 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que les r

éléments yi:Z aijxj(a,-je k) ne forment pas une base séparante de k(x)
j=1

sur k est que les éléments a;; annulent un certain nombre (fint) de poly-

nomes homogénes de degré r a coefficients dans k.

Nous voyons ainsi que les bases séparantes de £(«) sur & « sont situées » en
dehors d’un ensemble algébrique de I'espace projectif de dimension nr —1. Le
théoréme d’existence d'une base séparante extraite de A (z) montre que cet
ensemble algébrique n’est pas I'espace entier.

Remarque. — Prenons maintenant pour éléments (a;;) des variables
mdependantes sur k(x). Le théoréme 1 montre que, si 'on pose

‘—Z a;x;, (y) est une base séparante de k(x, @) sur k(a); en effet

j=1

k(x, a) est séparable sur £(a) ([ WF], prop. 16, Chap. I).
b. Eléments primitifs. — Soit <y,-':z a,-jxj>(a,-je k) une base

=1

séparante de k(x) sur k, et posons z :Ebjxj(bje k); nous nous pro-
j=1
posons de voir si £(y, z) est égal ou non a k(x), c’est-a-dire si 5 est,
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ou non, un élément primitif de k() sur k(y). Si ¢=[4(x):k(y)]il
faut et il suffit pour cela que z ait ¢ conjugués distincts sur £(y);
d’aprés la séparabilité de k() sur £(y), (@, ...,2,) a ¢ conjugués
distincts (&}, ..., ) )(1LsLq); donc les ¢ formes linéaires
2.1;}" B; sont toules distinctes. Le fait pour 5 d’étre élément primitif
j=1

s’exprimera donc par

11 <E (2 — @) b,~> Zo.

sES' j=1
Ceci est une forme de degré g(g—1) en (b;) a coefficients non tous
nuls dans £(y), d’aprés la théorie de Galois. Soit

(4) Euﬂrl(b)¢0,

t

ou u,€k(y) et ou les m,(b) sont les monomes de degré g(g—r)
en by, ..., b,. Or on a b;€k pour tous j; soit donc (e,) une base

o, . 9 \ 1
linéaire de £ (y) sur £, et soit u[:Z Cr €, OU les ¢y, sont des éléments

(O]

de % nuls sauf un nombre fini d’entre eux. (4) s’écrit alors

Ec,mﬂ,(b)ew# 0, ou encore Zc,mm(b)yé o pour certain indice w.

t,w t

Les (b) tels que z ne soit pas élément primitif de £(z) sur £(y) satis-
font donc a toutes les équations

(5) ZCzU)TEt(b):O.

t

Ceci montre lorsque £ est un corps infini, 'existence d’un élément

primitif z de k() sur £() de la forme z =2 bx;.

j=1

Remarques. — 1. Si 'on prend pour @, ) (n(r -+ 1) variables indépendantes
sur k(z), on voit que l'on a k(x, a, b) = k(a, b, y, z). Ceci nous sera fort utile
au paragraphe 2.
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2. 11 est clair que les coefficients («) de (4) sont des fonctions rationnelles
des z et des a, a coefficients dans k; il en est de méme des (¢) a condition de
prendre pour (e, ) une base linéaire de A (x) sur £.

c. Projections d'indice >>1. — Soit V une variété de dimension d

n

dans un espace de dimension n. Si EGUXJ': o(i=1,...,d+1)
: =1 :

sont les équations d’une variété linéaire L"~¢+), et si () est un point

générique de V sur un corps k contenant les (@), les coordonnées

d'un point générique sur £ d’une projection de V selon la direction

n
de L seront, avec des axes convenables, les y,—:Z a;;x;. Rappelons
. j=1
que, si k(y)=~Fk(x), on dit que la projection est d’indice 1. Cher-
chons les directions de L@+ telles que cet indice ne soit paségal & 1.
Nous pourrons toujours supposer que (¥, . . ., ¥4) forme, ou contient,
une base séparante de £(y) sur k. Alors les (a4, ;) devront salisfaire
a toutes les équations (5) ci-dessus, qui sont des polynomes en (a;;)
a coefficients dans £. Donc les (@) donnant lieu 4 une projection
d’indice > 1 constituent un ensemble algébrique B. Si nous projetons
_sur la Grassmannienne des directions de L") nous voyons que
ces directions exceptlionnelles de projection constituent un ensemble
algébrique.

d. Composantes excédentaires. — Solent V" et W” deux variétés de
dimensions r et 7/ dans I'espace affine S*, ou projectif P~. Rappelons
que toule composante M de V ;' W a aumoins la dimensionr+ ' — n;
une composante de dimension 747 — n est dite propre; une compo-
- sante est dite excédentaire dans le cas contraire. Nous nous proposons
de montrer que P’existence de composantes excédentaires est « un
phénoméne algébrique et exceptionnel ». Plus précisément nous
supposerons que W' parcourt une famille algébrique de variétés,
c’est-a-dire que, dans I'espace produit S¥>< S”, il existe une variété U,
de projection U’ sur S et telle que pour certain point P, € U’, la pro-
jection de (P,>< 3%),U soit W ainsi W est plongée dans la famille
de variétés (et cycles) Wy=pr.((P ><5").U) ou P e U'. Il s’agit de
montrer la propriété suivante :
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TukoriME 2. — Les points PeU’ tels que V n W, ait au moins une
composante excédentaire forment un sous-ensemble algébrique de U'.

Comme dans la plupart des cas nous saurons que V,Wp n’a que des compo-
santes propres lorsque P est un point générique de U’ sur certain corps de défi-
nition, nous voyons donc bien que l'existence de composantes excédentaires est
« un phénomeéne algébrique et exceptionnel ».

Soit k un corps de définition commun de U, U’ et V. Nous ne con-
sidérerons que les points P € U’ dont les coordonnées sont dans une
extension K de £, algébriquement close et de degré de transcendance
infini sur £, mais telle que le domaine universel Q soit de degré de
transcendance infini sur K. Alors les composantes de W,,V sont
toutes définies sur K quel que soit P ([ WF], prop. 1, Chap. V).
Nous supposerons que W, est de dimension r/ pour P génériquesur £,
et que V', Wy n’a que des composantes propres, c’est-a-dire de
dimension r—+1 —n. Soit Lr-tu+r'—u-t = [2—0+"=' yne variété
linéaire de 5" générique sur K. Il résulte de[ WEF ] (prop. 2, Chap. V),
que V.L est défini et est un cycle de dimension n —r'— 1, que L \M
est vide st M est une composante propre de V,, W, et que L ;M n’est
pas vide si M en est une composante excédentaire. Les points PeU’
donnant lieu a4 des composantes excédentaires sont donc ceux tels
que L.V, W, ne soit pas vide, donc tels que W,,C;5 ¢ pour au
moins une composante C; de L, V. Considérons donc, dans S¥>< §*
I’ensemble algébrique « cylindrique » B=S">< (L,V). Les points P
en question seront évidemment ceux qui appartiennent a 'ensemble

algébrique pry,(B,U).

Remarquons que toute composante de ce dernier ensemble est définie sur le
corps k(a, b), cloture algébrique de k(a, &) ou les (a) et les (b) sont les coeffi-
cients, algébriquement indépendant sur %, des équations de L. En faisant varier
les (a) et les (&) nous voyons que toute composante de pry:(BU), dont la défi-
nition est indépendante de (a, &), est algébrique sur k.

Q. SPECIALISATIONS DE DIVISEURS. — Le reste du présent Chapitre va
étre consacré a la solution du probléme des spécialisations de cycles
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de dimension arbitraire, probléme posé par A. Weil (') ([ WF],
Chap: IX, n° 6). Nous allons d’abord nous préoccuper des spéciali-
sations de diviseurs, c’est-a-dire de cycles de dimension n—1 de
'espace projectif P*, dans lequel nous nous placerons pour le reste de
ce Chapitre. D’autre part, comme tout cycle se représente comme
différence de deux cycles positifs, nous nous bornerons aux cycles
positifs, laissant au lecteur la généralisation, d’ailleurs triviale, aux
cycles quelconques.

Soit X_—_Z n;V; un diviseur de P*, c’est-a-dire une combinaison

linéaire d’hypersurfaces V; d’équations (irréductibles) F;(X)=o.

Nous ferons correspondre au diviseur X I’équation H (F{(X))Yi=o,

que nous appellerons ’équation du diviseur X. 1l y a ainsi un homo-
morphisme du monoide multiplicatif des formes en (X) sur le
monoide additif des diviseurs positifs, deux formes ne différant que
par un facteur constant donnant le méme diviseur. Considérons plus
particuliérement les diviseurs de degré d, c’est-a-dire représentés par
des formes de degré d, et soit (7,(X)) I’ensemble des monomes de
degré d en (X,, ..., X;,). Soit C la variété de P">< P" représentée
N

par 'équation G :2 Ay, (X)=o0;si(a,)est 'ensemble des coeffi-
p=0
cients de I’équation du cycle X et si () est un point de P, les rela-

tions « (x)EX » et « (x, a)€C » sont équivalentes. On a I'égalité
suivante :

(1) (Prx (a)).C=X x («);
en effet les composantes du cycle du premier membre sontles V,>< (a)
si 'on pose X:Z n;V;; et la multiplicité de V; est égale a v G)

si G est la fonction induite par G sur P*>< (a) ([ WF], Chap. VIII),
nombre qui est égal & n; puisque ¢(F;) =1.

(*) Le probléme a été résolu indépendamment par MM. Matsusaka, Barsotti
et Chow, par des méthodes analogues & la nétre.

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1951. 29
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Soit X un diviseur de degré d, (a) les coefficients de son équation.
Un cycle X' ne saura étre spécialisation de X que s’il est aussi un
diviseur de degré d, comme il résulte des conditions naturelles
imposées dans [ WE]; soient (a’) les coefficients de 1'équation du
cycle X' spécialisé de X sur 4. Si nous supposons que les conditions
de A. Weil sont satisfaites, nous pouvons prolonger X — X' en
une spécialisation (a”) de (a); (1) montre alors que l'on a
(Pr><(a").C=X'><(a")) puisque la spécialisation des cycles doit
étre compatible avec le produit d’intersection et que C est définie sur
le corps premier; ceci exprime que les points (a') et (@") sont iden-
tiques. Nous dirons donc que le diviseur X’ de coefficients (a') est une
spécialisation du diviseur X de coefficients (@) si (a’) est proportionnel
a une spécialisation de (a) sur kj; cette définition est la seule qui soit
susceplible de satisfaire aux conditions de [ WEF]. Nous remarquons
aussitdt les propriétés suivantes :

1° Cette notion de spécialisation de diviseurs est transitive.

2° Un diviseur rationnel sur % n’a d’autre spécialisation que lui-
méme sur k.

3° Toute spécialisation d’un diviseur positif est un diviseur positif.

4° Le théoréme d’extension des spécialisations s’applique aux spé-

cialisations de diviseurs ([ WF'], prop. 10, Chap. II).

Soit maintenant V une hypersurface de degré d et de coeffi-
cients (a), et () un point générique de V sur un corps K contenant £.
Soit X' une spécialisation de V sur £, et (a’) les coefficients de X/,
(a') étant une spécialisation de (a) sur k. Utilisant les notalions
de [WF], (Chap. VII), la formule (1) donne V=C((a)) et
X'=C((a")). Donc si (x') est une spécialisation isolée de (x) sur
(@) - (a") avec référence a k, (') est un point générique sur la cloture
algébrique de K(a') d’une des composantes du diviseur X', et
réciproquement.

3. PROJECTIONS GENERIQUES. SPECIALISATIONS DE CYCLES DE DIMENSION
ARBITRAIRE. — Soit X un cycle positif de dimension r dans 'espace

projectif P”; posons X =Z n;V;, les V, étant des variétés de dimen-

H
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sion r. Soit K un corps de définition commun des V;, et soit £ un
sous-corps de K ; supposons que X' soit une spécialisation de X sur £,
quel que soit le sens que 1'on puisse attribuer a ces mots. Posons

ijz ¢;Xi(j=o, ..., r=+1), les ¢;; étant tels que £(c) et K soient
i=1

linéairement disjoints sur k. Alors X' doit étre aussiune spécialisation
de X sur £(c). Considérons les projections de X et X' selon la direc-
tion d(Z;=0); si les (¢) ne sont pas sur certain ensemble algébrique
(§ 1) les cycles pr,X et pryX’ sont définis et sont des diviseurs de
I’espace projectif Pr+*. D’aprés les conditions de [WF], pr.X’ doit
étre une spécialisation de pr,X sur £(c). Prenons maintenant pour(c)
un ensemble de (n—+1)(r—+ 2) variables indépendantes sur K. La
projection ci-dessus sera alors appelée projection générique de X.
Toute variété V;du cycle X est alors projetée sur une hypersurface H,

de P+* avec indice de projection 1 (§1, c¢); ainsi pr,X ZZ”iHi-

Raisonnons pour simplifier sur un cycle réduit a une variété V;

I’hypersurface Hprojectionde V auraune équation G(Z)= 2 d, 7, (Z),

les m,(Z) étant les monomes de degré d en les 1ndeterm1nees Z;; les

coefficients d, sontdansK(c); d’aprés’homogénéité nous pouvons les
prendre dans K[ c]. Si nous spécialisons sur £ les (¢) en (¢’) de fagon
que k(¢") soit linéairement disjoint de K sur £ (cette spécialisation
est alors aussiune spécialisation sur K ), les d, se spécialisent de facon
unique en d,. Soit () un point générique de V sur K; alors H admet

i=1 i=1

<zj=20jixi pour point générique sur K(c); et z; :Zc}ixi est
point générique sur K (¢') de la projection 1’ de V suivant la direc-
tion (¢'). L’équation G'(Z')= Zd Ty (2 )<Z _2 > est alors

satisfaite par les (3'); rec1proquement toute spe01ahsat10n isolée (u)
de (3)sur (¢) - (c') avec référence 4 K se prolonge, puisque l'indice
“de projection est supposé fini, en une spécialisation isolée (') de (&)
~sur K, et () est donc la projection suivant (¢') d’un point générique
de V sur K. Ceci montre que tout point qui satisfait & G'(Z’) =o est
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sur la projection de V et réciproquement. Si donc G,=o est
'équation de cette projection H' on a G'=(G,)’; en complant les
Interseclions de H* avec une droite générique D de P, et de V avec
la variété linéaire projetant D, la considération des degrés de V (égal
a celul de G ou de G') et de H' (égal & celui de G,), montrent que s
est égal & I"indice de projection de V. Donc G’ = o représente le diviseur
Prie) V. Le cas d’un cycle X (au lieu de V) s’en déduit par linéarité.
Comme [ WF] la spécialisation des cycles doit étre compatible avec
la projection algébrique, nous sommes amenés a poser la définition
suivante :

Dérmvition 1. — Un cyele X! est dit spécialisation d’un cycle X sur un
corps k, st et seulement si, le diviseur projection générique de X' (sur un
corps de définition de X et X') est spécialisation sur k(c) du diviseur
projection générique de X [les (c) désignant les coefficients de la pro-
jeclion générique]. '

1

Passant & lespace affine, considérons les r—+1 hyperplans

Lj<20j,-X,-——zj= 0>. La relation G(Z)=o veut dire que V a un
i=1

point commun avec l'intersection L' des hyperplans L;. Expli-
citant G(Z) en écrivant ses coefficients comme des polynomes en (c),
soit G(Z;, c;i), nous voyons donc que G(z, ¢) est la zugeordnete Form
de V(ou du cycle X) selon Chow et Van der Warden. Des résultats
de ces auteurs nous déduisons (*): -

1° La condition nécessaire et suffisante pour que les b,(c) soient
les coefficients de la projection générique d’une variété V™ (ou d’un
cycle X") s’exprime par un nombre fini de relations algébriques enlre
les b,, ou encore entre leurs coefficients en fonctions des c;;; ces
relations algébriques ont leurs coefficients dans le corps premier.

2° Ceci montre donc qu’en spécialisant les b, sur k on obtient effec-
tivement 1’équation de la projection générique d’un cycle X'". Ainsi
le principe de prolongement des spécialisations est vrai pour les cycles.

(") Van per WERDEN, Algebraische Geometrie (§ 36, 37, p. 155-162).
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3° Les cycles positifs de dimension 7 et de degré d se répartissent
donc en unnombre fini de systémes algébriquesirréductibles. Ceux-ci
forment donc un ensemble algébrique défini sur le corps premier. Les
cycles posilifs de dimension r de I'espace projectif se répartissent
donc en une infinité dénombrable de systémes algébriques irréduc-
tibles, tout cycle appartenant au moins a un et au plus a un nombre
infini de ces systémes.

4° Silon considére maintenant les cycles portés par une variété U
définie sur £, les résultats de Chow-Van der Weerden montrent que
les (b,) doivent satisfaire & un nombre fini de relations algébriques.
Celles-ci sont & coefficients dans £, ou, sil'on veut, dans le plus petit
corps de définition déf (U) de U. Le cycle spécialisé X’ de X sera
alors automatiquement porté par U et le théoréme de prolongement
des spécialisations s’appliquera encore.

Le fait que X’ est porté par U pouvait se déduire aussi des considérations
terminant le paragraphe 2). :

Une analyse analogue a celle de 3> montre que les cycles positifs de
dimension r porlés par U se répartissent en une infinité dénombrable
de systémes algébriques irréductibles, tout cycle appartenant au
moins a un et au plus & un nombre fini de ces systémes. Ces systémes
sont définis sur la cloture algébrique de déf (U); qu'ils ne soient pas
nécessairement définis sur déf (U ) est montré par 'exemple des géné-
ratrices rectilignes de la sphére X*+ Y*4- 72— T*=o0, chacun des
deux systémes étant défini sur Q(¢) et non sur Q.

5° Tout cycle est déterminé de fagon unique par sa projection
générique. Ceci résulte des résultats cités. Nous allons cependant
établir directement un résultat un peu plus fort. Nous avons vu que
la connaissance de la projection générique de V détermine toutes les
projections de V suivant des diviseurs d’espaces P"**.-Aprés un chan-
gement éventuel de la numérotation des coordonnées nous pourrons
supposer que (X,=0) ne contient pas V, passer aux coordonnées
affines et supposer que (@, ..., #,) est une base séparante de K ()
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sur K, (x) étant un point générique de V sur K. Si alors (a,4, ..., a,)
sont n — r variables indépendantes sur K(z), on a

n

K(Cl, .Z’):K(Cl)(.z‘“ cey xmy)) ou Yy = 2 a;x; (§1)

j=n+1

Laprojectionde V selonladirection <X. =o,...,X,=o0, 2 anj=o>

j=n+1

est alors d’indice 1; nous’appellerons projection semi-générique de V.
Nous allons alors montrer que V est déterminée de facon unique par
sa projection semi-générique. Soient donc V et V' deux variétés
définies sur K et ayant la méme projection semi-générique H. Tout
point générique (x,, ..., x.) de H sur K(a) est projection de points
génériques (Ty, ..., Try Lpysy vy Ty de Vel (xy, ..., @y 2, ..., o,

de V' sur K; les (x;) et (x;) sont algébriques sur K(=z,, ..., x,)

(J=1+r,...,n)etl’ona 2 a;(x;— x;)=o0;comme les (a;)sont
j=n+1 7

des variables indépendantes surla cloture algébrique de K (x4, ..., z,)

ce sont des quantités linéairement indépendantes sur ce corps; on voit

donc que x;=x; et que V=1V'.

Voici maintenant quelques conséquences immédiates de la
définition 1 : :

a. Au moyen d’'un K-automorphisme o, nous voyons que cette
définition est indépendante des variables indépendantes (¢) choisies.

b. Elle est compatible avec I’addition des cycles.

c. Elle est indépendante du corps de définition K de X choisi; il
suffira en effet, d’aprés a, de prendre les (c) algébriquement indé-
pendants sur le corps composé des deux corps de définition de X
considérés.

d. En prenant les (c¢) algébriquement indépendants sur un corps
de définition commun de trois cycles X, X', X”, nous voyons que la
notion de spécialisation des cycles est transuve.

e. Si X est rationnel sur k, pri, X est rationnel sur £(c) ([ WF],
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Chap. VII, th. 14), donc n’a d’autre spécialisation que lui-méme
sur k(c) (§2); comme tout cycle est déterminé par sa projection
générique, X n’a d’autre spécialisation que lui-méme sur £. ‘

f. Laphase « X’ est spécialisation générique de X sur £ » voudra
dire par définition que les coefficients de la projection générique de X’
se déduisent de ceux de la projection générique de X par un
k(c)-automorphisme. Par prolongement des automorphismes nous
voyons que ceci veul dire que X’ est un conjugué de X sur £.

8. L’analyse précédant la définition 1 montre que la spécialisation
des cycles est compatible avec la projection algébrigue lorsque celle-ci
donne des diviseurs. On peut lever cette restriction en appliquant
aux cycles prX et prX’ une projection générique dans la variété
linéaire qui les contient (« principe des trois perpendiculaires »).

h. La méme analyse montre également que la notion de spéciali-
sation des cycles ne dépend pas de I’espace projectif P danslequel ils
sont plongés puisque tout cycle est déterminé de fagon unique par sa
projection générique.

. Pour les cycles de dimension zéro la notion de spécialisation
définie ici coincide avec celle de [ WE']; en effet, pour un point P(z), la

n
. . . e ~ L e g .
projection générique est.z c;xi=3; unespécialisation z’ de z sur k(c)

i=1
n

se prolonge en une spécialisation (2') de («); comme on az’:z cx,,
i=1

s’ est la projection générique du point (&), et notre affirmation est

une conséquence de la détermination unique d’un cycle par sa projec-

tion générique.

4. CoOMPATIBILITE DE LA SPECIALISATION DES CYCLES AVEC LE PRODUIT DIRECT
ET LE PRODUIT D'INTERSECTION. — Proposition 1. — Si(Y', Z/) est une spé-
cialisation de (Y, Z) sur k, le cycle Y' <7’ est 'unique spécialisation
de Y ><Zsur(Y, L)~ (Y', Z') avec référence a k.

Nous nous bornerons au cas ot X =Y >< Z est une variété, le cas
général s’en déduisant par linéarité ([ WF], Chap. VII, p. 203);
Y et Z seront donc des variétés de dimensions r et r; soit K un corps
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de définition commun de Y et Z contenant £, et soient (x) et (z ) deux
. points génériques indépendants sur K de Y et Z; X admet alors (z, z )

pour point génériquesur K. Si(z,, ..., z,) el (x,, ..., ) sontdes
bases séparantes de K(x) et K(%) sur K, (az., ey Topy Ty 5:—7_)

n

est une base séparante de K(x, x) sur K. Soient y— Z a;x;,
j=n+1

y= 2 ayxy, les (a, a) étant des variables indépendantes sur
k=n+1
K(x, x ). Lescoefficients del’équation de la projection semi-générique
de X (resp. Y, Z) sont proportionnels aux fonctions symétriques élé-
mentaires des conjugués de y 4+ y surK(a,a,z,, ..., 2, 2y, ..., x;)
[resp. de y sur K(a, a, x,, ..., ac,.>, de y sur K(a, a,z,, ..., 57)];
mais ces premiéres fonctions symétriques sont des polynomes, a coeffi-
cients dans le corps premier, des autres. Ainsi les coefficients (B) de
’équation de la projection semi-générique de X sont des polynomes,

a coefficients dans le corps premier, en les coefficients (b) et (5) des
équations des projections semi-génériques de Y et Z. D’aprés le prin-
cipe de prolongement des identités algébriques ces expressions des ({3)
en fonction des (b, b ) sont encore valables si X, Y et Zsont des cycles
(de mémes degreés respeclifs). Or se donner des spécialisations Y’
et Z/ de Y et Z sur krevient a se donner des spécialisations (5') et (4')
de (b)et (&) sur k(a)et k(a), c’est-a-dire une spécialisation (b, &')
de (b, ) sur k(a, a); en effet (5') et (¥') sont des spécialisations
de (b)et(b)surk(a, a)d aprés| WF](cor. du théoréme 5, Chap. I);
d’autre part comme K () et K (z) sont linéairement disjointssur K,
k(x) et Ic(g) le sont sur £, donc /i‘((l, a, ?:) et Ic(a, a, 5) le sont
sur /f(a, Z); a fortz'orz'k(a, a, b) et If(a, a, 5) sont linéairement dis-
joints sur lc(a, 5), et notre affirmation résulte de [ WET] (Chap. I,
th. 4). Donc les (3) se trouvent spécialisés, et de fagon unique en (#3'),
et, d’aprés la premiére partie du raisonnement, les (') sont les coeffi-
ficients de I’équation de la projection semi-générique du cycle Y' >< 7.

C. Q. F. D.
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Proposition 2. — Sotent Z et Y deux cyles positifs portés par une
variété U définie sur k; si (Y', 1) est une spécialisation de (Y, L) sur k
telle que Y'. 7! soit défini (1), alors Y .Z est défini et Y'. 1/ est 'unique
spécialisation de Y . Z sur (X, L) - (Y', 1) avec référence a k.

Le fait que X.Y soit défini se voit ainsi : si Z.,Y avait une compo-
sante excédentaire C, une spécialisation C’ de Csur (Z, Y) - (Z/, Y')
avec référence a k appartiendrait a Z',Y’, et Z'. Y’ ne serait pas
défini. Si une composante C de Z,Y appartenait a ’ensemble
singulier de U, C’ appartiendrait a cet ensemble, qui est défini sur £,
et Z/.Y' ne serait pas non plus défini. .

Pour le reste de la proposition 2, nous examinerons d’abord le cas
ou U est Vespace projectif. Par utilisation des cycles produits et de la
diagonale, nous sommes d’abord ramenés au cas ou Z est une variété
linéaire L, définie sur le corps premier (prop. 1). Si K est un corps
de définition commun de Y et Y’, soit L, une sous-variété linéaire
de L,; générique sur K, et ayant une intersection propre et de
dimension zéro avec Y et Y’; L, est définie sur 4 linéairement

disjoint de K sur £; ([ WF], th. 4, Chap. V), montre que, si
Y'L2:Z ng Py et Y’.L.Z:E mp Qg,
@ 8

on a
Y.L1:Z n,Vy, et Y’.L1:2 mg Wg
o

ol V, (resp. Wy) est la variété ayant P, (resp. Qg) pour point géné-
rique sur K; il nous suffira donc de montrer que Y'.L, est 'unique
spécialisation de Y.L, sur Y — Y’ avec référence a &'. Nous sommes
ainsi ramenés & des intersections de dimension zéro. Par projection
générique sur #'(K) nous sommes ensuite ramenés, d’aprés la défi-
nition 1, a I'intersection d’un diviseur H et d’une droite D, cas ou la

compatibilité se déduit aussitot de [ WE] (Chap. II, prop. 9).

(*) Conformément a [1], et contrairement & [WF], nous disons que le cycle
intersection Y'.Z' est défini si toutes ses composantes sont simples et d’excés
nul sur U.

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1951. 3o
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Reste maintenant le cas ou les cycles Y.Z et Y'.Z’ sont définis sur
une variélé ambiante U® définie sur k. Par passage au produit et 4 la
diagonale, nous pouvons supposer que Z=7Z' est une sous-variété
simple de U définie sur 4. Parallélement a une direction de dimen-
sion n— w et générique sur K, faisons passer par Z un cylindre H;
celui-ci est défini sur un corps 4 linéairement disjoint'de K sur #
([1], th. 6, p. 72); il est clair (§1) que H.U est défini et que Z est
une composante de multiplicité 1 de ce cycle. Toute aulre compo-
sante T de H.U ne peut étre algébrique sur £; en effet un K-auto-
morphisme quelconque o laisserait T invariante; T serait donc une
composante de tous les cycles U.H®; mais chaque cylindre He est
contenu dans un hypercylindre C° projetant Z sur une de ses projec-
tions génériques; le fait que Z est déterminé de facon unique par

I'une de celles-ci (§ 3) entraine en particulier que 'on a Z :n Ce

d’ou Zzn H°. Donc le cycle H.U est somme de Z, algébrique

sur £, et d’un cycle A transcendant sur k.

Considérons maintenant les cycles (Z.Y ) et H.Y [resp. (Z.Y"),
et H.Y']. [T} (th. 6, p. 72) montre que H.Y est somme de (Z.Y),
et d’un autre cycle positif B; le raisonnement ci-dessus montre que
toute composante de B n’est définie que sur une extension transcen-
dante de K; on adonc H.Y =(Z.Y);+(A.Y);ou B=(A.Y);est
transcendant sur K; et de méme H.Y'=(Z.Y');4-(A.Y’), ou
B’'=(A.Y’), est transcendant sur K. La partie du raisonnement
relative a4 'espace projectif montre que H.Y’ est 'unique spéciali-
sation de H.Y sur Y — Y’ avec référence a 4. Soit (Z.Y );— R’ une
extension de cette spécialisation; c’est une spécialisalion sur £’ mais
elle est déterminée par une spécialisation sur k puisque £’ est linéaire-
ment disjoint de K sur k. Ceci montre que R’ est invariant par
tont K-automorphisme o, et par conséquent R'-Z(Z.Y'),. Mais
comme les cycles (Z.Y )y, (Z.Y"), et R’ sont posilifs et de méme
degré, on en déduit R'=(Z.Y'); et la proposition 2 est démontrée.

‘8. Lk tatoriME bE SeEvErl. — Nous allons maintenant donner une
démonstration d’un théoréme dti 4 F. Severi. Notre démonstra-
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tion suit de prés le raisonnement géométrique de F. Severi (*), mais
insiste sur certains points de nature plus algébrique laissés de coté
par cet auteur. Ce théoréme nous donne d’ailleurs une seconde
démonstration du fait que le principe de prolongement s’applique
aux spécialisations de cycles. ‘

Tuiorime 3 (Severi). — Soit X" un cycle de dimension r de 'espace
‘projectif P; il existe n—r dwiseurs Uy, ..., U,,, sintersectant
proprement dans P*, et tels que X =U,...U,_,.

1° Supposons d’abord que X soit une variété V, définie sur un
corps infini K; nous supposerons, ce qui est toujours possible au
moyen d’un changement d’axes (§ 1), que le point a I'infini sur OX,
n’est pas sur V, et que le cylindre C+* paralléle 4 OX,, et s’appuyant
sur V projette V sur ’hyperplan (X,=o0) avec un indice de projec-
tion égal a 1. Soit alors () un point générique de V sur K; on a

K(zy, ..., z,)=K(x,, ..., x,,)et'on peut écrire
- Pz, ..., 2ny) _
Fn= Q(&yy « ooy ZTner) =R(=2),

P et Q étant des polynomes, et Q(x)z£0. Soit M le monoide
d’équation X,Q(X)—P(X)=o, et N I'hypercylindre Q(X)=o,

ce dernier n’étant pas nécessairement irréductible; s1 Q = I I (Qp)*

B
les Qg étant irréductibles, nous conviendrons (§ 2) que Q(X)=o
représente le diviseur XSBNﬁ, Ng étant ’hypercylindre irréductible

d’équation Qg(X)=o. Considérons l'intersection C.M; toutes ses
composantes sont propres car CqEM; V" en est une composante. En
un point générique de V ’hyperplan H tangent & M est engendré par

oR
les vecteurs|( 1, o, .. >,---,<o,o,.

30 G PR EY -
linéaire tangente & C contient la parallele & OX,; comme H ne
contiént pas cette droite, ces variétés linéaires tangentes sont trans-
versales, ce qui montre que V a multiplicité 1 dans C.M. Les autres

>, et la variété

o

(*) F. Severi, Sistemi di equivalenza, p. 62 (Rome, 1941).
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composantes de C.M sont des cylindres paralléles 8 OX,,, obtenus

lorsque —E% se présente sous la forme g - Il suffit pour cela que Q (§)=0;

en effet un point générique de V sur K a pour coordonnées homo-
geénes (-'L'a Q(.:v), ceey Tnoy Q(x)7 P(x)7 Q(.Z‘)), si I’on avait Q(E):O
sans avoir P(§) = o, cela voudrait dire que le point a I'infini de OX,
est sur V contrairement aux hypothéses. Donc les composantes A,
de C.M autres que V sont identiques a celles de C.N; ces derniéres
sont toutes propres car Q(X) ne s’annule pas sur C par hypothése.
Il nous reste & montrer que 'on a V=C.M —C.N; or C.N est,
sur G, le diviseur (Q(X)), des zéros de Q(X) ([WF], Chap. VIII,
n° 2), et C.M le diviseur (P(X) — X, Q(X)),. Nous supposerons, ce

qui est possible par changement d’axes, qu'aucune des A; n’est a

Pinfini; C.M—C.N est le diviseur <X — g—%

ne peut figurer dans ce diviseur; en effet, si ¢ est une valuation de

P(X)" e o
A N 1 1 N ,
Q(k))—fo car le point a Uinfini de OX,, ne se

P(X)

trouve passur V (¢f. ci-dessus), et’on déduirait de v(X,, — W) >o

) ; aucun cylindre A,
0

centre A,, on a v<

une contradiction, car, si (¢) est un point générique de A,, &, est

transcendant sur K (&, ..., £,_,). On a donc v(X,,—- g%) =o0
pour toute valuation ¢ de centre A,; comme, par application de la
formule de projection a4 C et a un modéle normal de C, on voit
que (Ay; C.(M—N)) est combinaison linéaire de ces nombres,
on a /(Ay; C.(M—N))=o0. Comme le point a I'infini de OX,, ne se
trouve pas sur V, C.M — C.N est un diviseur positif; donc on a

V=C.(M—N).

2° Considérons maintenant un cycle X":Z n, V,. Nous ferons les
o

mémes hypothéses relatives 4 la situation du point a I'infini de OX,,
et ceci par rapport a toutes les V,. On a alors V,=C,.(M,—N,).
Nous allons nous arranger pour que le méme monoide M et & méme
hypercylindre N puissent servir pour zoutes les V,. Soit K un corps
de définition commun des V,, (z*) un point générique de V, sur K.
Soit p, l'idéal premier de K[X,, ..., X,,_,] associé & la projection
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de V, sur (X,=o0); avec des axes convenables nous pourrons les
supposer tous distincts; alors pgp, si o< . Soil Seg un polynome
de K[X,, ..., X,_.] tel que S,z€pa, S,3E€ps; posons Tazl]Sag;
BA«
alors T,&p, et T,€ps pour B==a. Si T:ZTa, on a T&p, quel

P, (2%, ....2®,)

ue soit c et T=T . Ecrivons /¥ = "'’ et consi-
q a(pa) " Qa(‘z‘(ia)» ] ‘z'(n*—)l)
o 1o Py

dérons la fraction rationnelle R= %T 0.
car Tg(x®)=o0 si B=£a, T.(2®)=T(2x*)>£0; si nous écri-

P(x@
vons R:%, nous avons &Y= Q((J;c\“))) pour tout a. Donc le

monoide M (X,Q(X)—P(X)=0) et le cylindre N (Q(X)=0)
pourront servir pour tous les V,:V=C,.(M —N). Donc
Xr= (2 IZaC;H) (M —N)=Y".U, U étant un diviseur.

;on a R(z®)=a

3° 11 suffit alors d’appliquer le méme raisonnement a Y™**, et ainsi
de suite, pour obtenir le résultat annoncé.

Remarque. — Si X est un cycle rationnel sur le corps infini K, il est clair

que Z”WC“ sera aussi rationnel sur K, car on prend un point de vue a coor-
" !
données dans K. Nous pourrons décomposer X en une somme de cycles premiers
' NT, Py
T, ’
[*4
soit () un point générique sur la cléture algébrique K de K d’une des com po-
santes de ce cycle; les autres s’en déduisent par des automorphismes o, :
¥ =0, (2¥). On pourra alors prendre P,—0,(P:), Qu=04(Q¢); si nous
prenons T.gp. et Tc€py pour a;2¢, et Ty—o,(T:), on aura Ty dp,,
Toepg (B ). Alors R aura ses coefficients invariants par les automor-
phismes o,, donc contenus dans une extension radicielle de K. Ainsi M et N
seront définis sur une extension radicielle de K. Par conséquent, si X" est
rationnel sur un corps infini-K, on aura X="U,...U,_,, les U; étant des
diviseurs radiciels sur K; ils seront rationnels si K est un corps parfait.

rationnels sur K, et former pour chacun d’eux la somme partielle R =

Nous allons maintenant donner quelques compléments sur les
monoides (X,Q(X)—P(X)=o0) passant par la variété V" (ou le
cycle X7).
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Lemme. — Soit v un élément intégral et séparable sur k[u,, ..., u,],
les u; étant des variables indépendantes sur k. Si s € k(u, ¢) est intégral
sur k[u, ¢], et st F(¢) =o'+ P (u)? ' ...+ P.(u) est le polynome
minimal de v sur k(u), alors sF'(¢)€ k[ u, ¢] (autrement dit F'(¢) est
un élément du conducteur de la fermeture intégrale de £[u, ¢]).

Les P;(u) sont des polynomes d’aprés le lemme de Gauss.
Soient (¢;) (0 £Zid — 1) les conjugués de ¢ sur £(u), et (5;) ceux
de z. Posons

d—1

5F’(o*):2r,~(u)c>/', ou rj(u)ek(u).

i=0

Prenant les conjugués il vient
d—1

54 Ff(v,-):E ri(u)ei. i

j=0
Le déterminant de ce systéme linéaire en (r;(u)) est le déter-

minant de Vandermonde D :H(c*i— ¢;). Le mineur S;; de ¢} aen

1<)
facteur H (¢x— ¢.), 'autre facteur T;; étant intégral sur k[ u].
k<LkZEj ] '
La régle de Cramer donne
d—1 .
Dri(u):ZZjT,-,( 1T um)> F'(¢)).
j=0 k<m, k#j, m#j /
Or F'(¢)) :H(vj—— ¢,); d’olt
S#]
Dri(u)= z;TyD et ri(u)=">2Y 3Ty
i j

est intégral sur k[u]. Donc r;(u)€k[u] el zF' (v) €[ u, ¢].

Prorosition 3. — Si V" est une variété de degré d définie sur un
corps infini k, on peut écrire, (x) étant un point générique de V

P,'(LLL, ooy ur+1)

- sur k, x;= Qe o P; et Q; sont des polynomes de degrés
i )

ey ur+1)
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inférieurs a d et d — 1 respectivement, et ou les (u;) appartiennent d k(x)
et sont liés par une relation irréductible F(u,, ..., u,,,)=odedegréd.

Nous pi'endrons pour (u;) des combinaisons linéaires des (z;) a
coefficients dans & telles que (§ 1) :

a. (Uyy <.y Upiy, T4y «. -5 Tara) sont linéairement indépendants
sur £.
b. La variété linéaire a I'infini L' dans la direction
U1:. . .:U7-+-1: (o)

ne rencontre pas V.

c. La projection de V #partir de L est d’indice 1.

d. (uy, ..., u,) est une base séparante de k(x) sur £, et u,,, est
intégral sur £[u,, ..., u.] (ce qui veut dire que la projection W de V
sur 'espace des U}, qui est une hypersurface, ne contient pas le point
a I'infini de OU,,). "

Le fait que F est de degré d est alors évident. Appliquons le raison-

nement du théoréme de Severi a la projection V de V sur I’espace
des (U,, ..., Uy, X;), X; jouant le role de X, et (U,, ..., U,,,)

celui de (X,, ..., X,_,). On a alors z; = % mais x; est finl sur

toute spécialisation (u)— (#') avec référence a k£ d’aprés b; il est
donc intégral sur A[u] ([ WF], prop. 22, Chap. II), et par consé-
P;(u)
. Q:(u)
ou Q; est un polynome de degré d —1. Maisalors V= C+'.(M —N)

quentx;F, _(v)€k[u]d’apréslelemme. Onpeutdoncécrirex;—

d’aprés le raisonnement du théoréme de Severi; V est de degré d
ainsi que le cylindre C; donc le diviseur M — N doit étre de degré 1
d’aprés le théoréme de Bezout. Or M est le monoide d’équation
X;Q:{(U)—Py(U)=o, et N le cylindre Q,(U)=o0; comme Q; est
un polynome de degré d —1, ceci montre que le degré de P; est au
plus égal a d.

Remarque. — Considérons maintenant un cycle positif X de degré d, et soit

X :2 ny Vo, les V, étant des variétés définies sur 4 et de points génériques z*)

-1
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sur £, satisfaisant a toutes les conditions a, &, ¢ et d. Posons G (u)= % (u);
r+1

-1
d’aprés la proposition 3 on a z{*'G e k[u], soit z*1G = P;(u). Posons d’autre

part Ty = 1] FgetT _Z Ty; Ty(u) est nul sur toutes les Vg sauf V,, et I'on
Bza «
a T(u)=T,(u)sur V4. On aura donc 2™ GT :2 P*'Fy = §;(u) pour tout a.

Soit Sa le degré de V,; on a Enasa_d Le degré de G est Z(s‘a— 1), celui

de T, est 2‘53, donc le degre de GT est E(SQ— 1)+ max<2.sg>. Si 5o est
B P~
le plus petit des s, le degré de GT est égal a E(zsa— 1) — 5. Le cas le pire

est celui ot ;=1 pour tout a, et ou I'’ensemble des o posséde deux éléments
(0, 1); alors le degré de GT est égal & 2d — 2 —5,; il est donc en tous cas au

plus égal & 2d — 3. Et I'on peut écrire X{* g((u)) ou P; et Q; sont des poly-
nomes de degrés au plus 2d — 2 et 2d — 3. l
CHAPITRE V.

INTERSECTIONS EXCEDENTAIRES.

Soient U* et V* deux variétés de dimensions u et ¢ de Pespace
affine A" (ou projectif P*); on sait [ WF, I] que toute composante M
de leur intersection est de dimension m>u—+¢—n; le nombre
posilif e=m — (u -+ ¢ —n) est appelé l'excés de la composante M;
une composante d’excés nul (resp. >o0) est dite propre (resp.
excédentaire). Nous allons indiquer une généralisation aux compo-
santes excédentaires de la théorie de Weil-Chevalley relative aux
composantes propres.

1. QUELQUES PROPRIETES DES DIMENSIONS. — Proposition 1. — Soient U
et V deux variétés de dimensions r et s; 1l existe une variété A de dimen-
ston sup (u, v) +1 contenant U et V.

Supposons par exemple rs; soit K un corps infini de définition



LA NOTION DE MULTIPLICITE EN ALGEBRE. 239

de U et de V. Considérons la famille des variétés linéaires L"~" paral-
leles & une L' donnée, définie sur K et prise de telle sorte que les
intersections de U et V avec une L~ générique de la famille soient
propres (th. 2, §1, Chap. IV); soient (u) les seconds membres des
équations d'une L* générique; L,U est un ensemble fini de
points (P,) et de L.V est un ensemble fini de variétés (W;™"); soit Qy
un point générique de W, sur K(u), et posons P, = (x;) et Q1= (y:)-
Soit ¢ une variable indépendante sur K(u, x, y); la variété A
ayant (¢x;+ (1 —¢t)y;) pour point générique sur K est de dimen-
sion ~Zs—+1; comme (z) est un point générique de U sur K et (y)
de V sur K ([WF], prop. 2, Chap. V), et comme (x) [resp. (y)]
est une spécialisation de (tz -+ (1 —1t)y)surz—1 (resp. £ —>0) avec
référence a K, il s’ensuit que U et V sont contenues dans A. Sil’on
suppose que UgV (sinon la proposition 1 est triviale), on a
dim A =s+1.

Supposons maintenant que U” et V* contiennent une variété M™, et
cherchons les variétés A contenant U et V et sur lesquelles M est
simple. Considérons I’anneau des quotients Q(M) de M dans I'espace
affine A"; c’est un anneau local régulier; soient a et b les idéaux

premiers de Q(M) correspondant a U et V, et soient aet b leurs
idéaux directeurs dans I'anneau de formes F(m); rappelons que F(m)
est isomorphe a I’anneau de polynomes Q%\E[X“ ooy Xam] et que

« et b sont des idéaux homogeénes.

LemMe. — Une condition nécessaire et suffisante pour que M soit simple
sur une variété W' d'idéal p dans Q(M) est que p sowt U'idéal d’une
variété linéaire. Tout idéal p de F () qui représente une variété linéaire
est d’ailleurs idéal directeur d’un 1déal premier.

Le fait que M est simple sur W équivaut au fait que ,Q(% est un

anneau local régulier, donc au fait que le polynome 9n(j) est de la

. P
forme (th. 7, Chap. II) go%,(i)z </ :L_t_;m> La fonction caracté-
ristique de I'idéal directeur p est donc X;(j) — (i '*t'i""n’iT ! ); ilya

Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1951. 31
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donc m — ¢ formes linéaires linéairement indépendantes dans p; elles
engendrent un idéal premier p,, contenu dans p, et ayant méme fonc-
tion caractéristique; donc p, = p et la premiére partie du lemme s’en
déduit. Pour la seconde partie nous pouvons supposer que p est

engendré par (X,, ..., Xm_t); soit a; un élément de w ayant X; pour
forme initiale, et soit g I'idéal de Q(M) engendré par (ay, ..., a,_.);
m—¢

I'idéal directeur g de q contient évidemment p; soit & :Z c;a; un élé-
i=1

ment quelconque de g; je dis que, si b€m’, on peut prendre les ¢;

dans m'~*; ceci est en effet vrai si m —t=1 car a, est superficiel par

rapport a m; procédons par récurrence et considérons ’anneau local

, . M s , .

régulier Q(Ez )); la classe de b est dans % et I'on peut écrire
1 1

n—t n—t

b EZ ciai(mod(a,)); c’est-a-dire b —2 cia;—=c,a,; on a alors
i—2 i=2

c,a, e’ dqnc cy€m*. Si nous supposons que begm™* et si nous

n—t¢

prenons les formes initiales nous voyons que w(b):Z w(c)w(a;)
i=1

car, dans un anneau local régulier, la forme initiale d’'un produit est

, . o e M
égale au produit des formes initiales des facteurs; comme Q(_q__l

est un anneau local régulier, ceci prouve la seconde partie du lemme.

Remarque. — On peut déduire de ce lemme la proposition 9, page 705
de [LR].

Revenons maintenant a la question posée. Si p est I'idéal premier
dans Q(M) de la variété cherchée A, on doit avoir pCa, pCh,etp
doit représenter une variété linéaire L. Si B et B’ sont les ensembles
algébriques projectifs représentés par a et b, I’analyse du Chapitre 1
montre qu’ils sont de dimensions 7=r—m—1 et s = s — m — 1 dans
un espace projectif de dimension n—m —1. Supposons maintenant

que M soit simple sur U et V, donc que B et B’ soient des variétés
linéaires; si a+b=m (nous verrons que ceci exprime que M est

de multiplicité 1 dans U.V), alors a+b est I'idéal irrelevant et
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B,B'’=g. Un théoréme classique d’Algébre linéaire montre que
p = a,b représente une variété linéaire L de dimension r+ s+ 1. Soit
(o4 « ., %p_,) une base de p composée de formes linéaires linéaire-
ment indépendantes, et soient ;€ a et b;€b de formes initiales égales
4 o;; on a @;,— b;€m?; comme m est engendré par la réunion d’une
base () de a et d’une base () de b, on a

a;— bi"-_—‘ RI(CU) -+ Sz(}’) -+ Tz(x,)’)

ou R; et S; sont des formes quadratiques, et T; une forme bilinéaire 4
coefficients dans Q(M); on a donc

a;— Ri(z) — (bi— Si(y)) € ab,

et par c.onséquent a;— Ri(z) appartient a b. Nous prendrons donc
pour idéal p I'idéal engendré par les (a;— R;(x)), lequel est contenu
dans a et b. Ainsi:

Prorosition 2. — Si M™ est simple sur U* et Vv, et si sa multiplicité
dans U.V est égale a 1,1l existe une variété A, de dimensionr—+ s —m
contenant U et V et sur laquelle M est simple.

)

Remarques. — La proposition 2 n'est pas vraie si M n’est pas de multiplicité 1
dans U.V. Prenons pour M lorigine, pour U la courbe (X=1¢, Y=, Z—=1¢%)
et pour V la courbe (X =1¢, Y =2, Z=1¢). Soit P(X, Y, Z) = o0 une surface
passant par U et V; écrivons

P=Fo(X, Y)+ F(X, Y)Z+...4+ F,(X, Y)Z»;

Péquation Fo (¢, ) +4-...4+ Fo(t, 2)Z»=0 a coefficients dans K(¢) a pour
racines ¢’ et £*; son premier membre est donc divisible par (Z — #) et (Z — %),
donc par leur produit Z2 — (2 + ¢8)Z -+ £1%; soit Go(2) 4+ ZG,(¢) +... autre
facteur, les G; étant des polynomes; F,(¢, 2) est donc divisible par ¢, et
Fo(X, Y) ne contient pas de termes de degrés o ou 1; on a d’autre part

Fi(t,‘t‘l) =Gy (8) + (8 + £3)Gy(8)

et F, ne peut avoir de terme constant. Ainsi P(X, Y, Z) ne peut contenir que

des termes de degré > 2, et la surface ne peut avoir O pour point simple.
Treorime 1. — Soiz M une composante excédentaire d’excés e de

U\ V¥; il existe deux cylindres U' DU et V' D'V de dimensions r+ e, et
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S+ e, tels que e, +e,=e et que M soit composante propre de U’ \V'.
On peut prendre leurs directions génériques et indépendantes sur un corps
de définition k commun ¢ U, V et M.

En procédant par récurrence il nous suffira de trouver U’ de
dimension 71 tel que U’V admette M pour composante; soit D
une direction générique sur £, de paramétres directeurs (u;) algébri-
quement indépendants sur £, et soit U’ le cylindre de dimension r+1
passant par U et de direction D). Soit M’ une composante de U’V
contenant M. Supposons M’>£ M. Si M’ contient le cylindre de direc-
tion D passant par M, un point générique de 'espace se trouve sur V,
et M = U est une composante propre de U,V. Il existe donc un point
générique P de M’ sur £(u) dont la projection Q sur U-selon D
n’appartient pas a M; soit Q = (p;), P = (&) =(pi+tu;);onat==o
sinon tout point de M’ serait dans U et M ne serait pas composante de
U,V. Comme la paralléle & D passant par P n’est pas dans M/, ¢ est
algébrique sur £(u, p), donc aussi (). Comme la projection de M’
sur U contient M et en est distincte, la dimension de (p) sur £(u) est
> m—+1. Soient 7/ et s’ les dimensions algébriques de (p) et ()
sur k; comme Qe U et PeV, on a7 ~Zrets_s. La dimension de
k(v, u, t)sur k(x) est =7+ 1 puisque k(p, u, t)=4k(x)(p,t);ona
donc ¥+ s+ 1> n-+m-+1, c'est-a-dire r- s> m -+ n, contraire-
ment au fait que M est une composante excédentaire.

Remarques. — 1. Le théoréme 2 (§ 1, Chap. IV), montre que les couples de
direction telles que e, + e;—= e et que M ne soit pas composante de U’ V' forment
un ensemble algébrique.

2. e, et e, peuvent étre pris arbitrairement de facon que l'on ait e; > o0,
e >0 ete; e —e.

2. MULTIPLICITES DES COMPOSANTES EXCEDENTAIRES. — Solent U et V¢
deux variétés de l'espace affine A" (ou projectif P"), u et v leurs
idéaux premiers associés. Rappelons qu’une composante M de U,V
est une des variétés, en nombre fini, ayant pour idéal associé un des
idéaux premiers minimaux, c’est-a-dire relatifs 4 des composantes
1solées, de u + v.

Nous formerons, comme d’habitude, deux copies de A" et consi-
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dérerons leur produit A”>< A"; les variétés de ce produit correspon-
dront aux idéaux premiers de Q[X,, .., X,, X, ..., X,]; I'idéal
D=(X,—X, ..., X,—X,) est premier, et il lui correspond la
diagonale A, variélé linéaire de dimension n. Si U C A”, nous noterons
souvent U’ la copie de U dans le second facteur, et U2 la sous-variété
de A dont la projection sur le premier facteur est U; U2 et U sont en
correspondance birationnelle partout biréguliére. Sin est'idéal de U
dans Q[X], nous noterons n’ I'idéal de U’ dans Q[ X']; par abus de
langage nous noterons encore u et v les idéaux engendrés par net v
dans Q[X, X']; u est alors I'idéal du cylindre U >< A", v’ celui du
cylindre A" >< U’. La variété produit U > V' a alors u + v’ pour idéal
premier; U* a pour idéal 1= u —+ D qui contient u + n’. Considérons
u—+v +D; c’est aussi 'idéal w 4 v -+ D; si m est un idéal premier
minimal de w4-v, m*=m4- D est un idéal premier minimal de
nt+0-+D=u-+v+ D et réciproquement. Donc les composantes
de (U >< V"), A sont les variétés M2 ou M esL composante de U, V.
Counsidérons Panneau des quotients 0 = Q,(M2) de M2 dans
U < V. Soient z; et x, les fonctions induiles par X; et X; sur U
et V/, et soil X I'idéal engendré par les (x;— x; )dans 0; comme m?
est un idéal premier minimal de w 4 v’ D, I'idéal X, quiest engendré
u+o'+ D
1+ v
poserons donc la définition suivante :

dans o, est primaire pour l'idéal maximal de 0. Nous

Derrxition 1. — Nous appellerons multiplicité d’intersection de U et 'V
en M et nous noterons i(M; U.V) Uentier naturel e(X) multiplicité de
Uidéal X engendré par les (x;— x; ) dans l'anneau local = Qg (M»).

Notons que (M; U.V) est égale 4 la multiplicité, dans 'anneau

Q[X, X/ . n—+ v 4+ B . ., mhd
[—’,] de la composante primaire de ———— relative & ——.
w+ 0 n—+ 0 w-+ v’

Notons aussi que, comme dimo=r—+s—m, on a n>>xr-4s—m,
donc m>.r--s— n; dire que (2;,— ) est un systéme de paramétre
de o revient a dire que la composante M de U,V est propre. Notons
enfin que la définition 1 est syméiriqgue en U ¢t V.

Provosirion 3. — S'il existe unevariété A telle que M soit simple sur
Aetquem=r—s—w (ce qui veut dire que M est composante
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propre de U,V sur A), la multiplicité absolue (M ; U.V) est égale a la
multiplicité relative 1,(M; U. V) définie en 1], (p. 67, déf. 3).

Soit en effet (X,, ..., X,,) un ensemble de variables uniformi-
santes sur A le long de M, et soient (Xg) les autres variables; si Fy

parcourt une base de I'idéal de A dans Q[ X ], la matrice <@> arang

0Xg
n—w sur M; soient donc (F,) (1% < w) tels que ‘% # o sur M.

Puisque U< V'CA < A/, on a Fi(x)=F(2')=o0 sur M2. Mais,
par développement de Taylor, il vient

S OF; , ,
o=F(x) -1—2 (z; — &) d_Xi () —1-2 bij(x; — xi) (2 — xj).

i=1 ij

Ainsi 2 (x,— x,-)%%(x)exg; donc si g est 'idéal engendré par les

(x,— x,) dans 0, on a X = g+ X*; on en déduit
x:q—f—x(q—kx?):q—l—x” et X=qg+ %

par récurrence; cecl montre que X = g et notre asserlion résulte du

théoréme 6 (Chap. II).

Remarque. — Dans la démonstration du fait que X =g nous ne
nous sommes pas servi du fait que w =r-+s— m. Si donc nous
définissons #,(M;U.V), M élant simple sur A, par la formule
,(M; U.V)=e¢e(g), nous voyons que 7, (M; U.V)=:M; U.V).
En particulier si A est une variété linéaire, ceci montre que le sym-
bole {(M; U.V) ne dépend pas de I'espace affine dans lequel U, V etM

sont considérées comme plongées.

TukoriMe 2. — Soit k un corps de définition commun & U", V* et d une
composante excédentaire M™ de U.V et soit W™ un cylindre de direc-
tion (u) générique sur k, et passant par V ; alors M est une composante
de U\W, (th. 1) etlon a

{(M; U.V)=i(M; U.W,).

Soit e 'excés de M dans U. V, et soit W un cylindre de direction
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D¢ générique sur £ et passant par V; comme W est un cylindre de
direction D5 générique sur k(u) et passant par Wy, il nous suffira
de démontrer /(M; U.V)=/(M; U. W) et d’appliquer ce résultat

W,, et W. Soit ch:z uuyX;=o(a=1, ..., n—e) un systéme
i=1

d’équations de D, les (u) étant des variables indépendantes sur £, et
soient (X, ..., Xg,) tels que (Y,, Xg) soit un systéme de n formes
linéairement indépendantes sur le domaine universel. Soit o’ I’anneau
des quotients Qy,..(M?) et £, &5, 7, les fonctions induites sur W' par
X, X% Yi; 0= Q. (M?) est un anneau quotient :, de o’; 0’ est de
dimension n, et o est de dimension n—e. D’aprés le scholie au
théoréme 5 (Chap. II, § 6) la multiplicité de I'idéal X dans o est égale
a la multiplicité de I'idéal engendré par le systéme de paramétres
(Yo—Ya)- D’autre part /(M; U. W) est égale a la multiplicité de
I'idéal de o’ engendré par le systéme de paramétre (&, —xy), ou par
le systéme équivalent (n,— y., &s— x3). Par définition I'idéal w’
de W* dans Q[X'] est engendré par Q[Y,],»’. Nous noterons U,,
Ve, ..., M; les projections de U, V, ..., M’ sur les espaces des
variables Y, et Y,; comme les indices de projection de U, V et M
sont égaux a 1, on a

L(M; U.W): l(Mp, Up.Vp)
d’aprés la formule de projection; ainsi

L(Ma UW) :e(QUpXVi>(Mlé); .7'1"}’1, LS }/n—e_"_yn—c>-

D’aprés les hypothéses I'anneau o est intégral et fini sur -
o= Qupxvp, (Mp),

et o et 0, ont méme corps des quotients (le corps des fonctions ration-
nelles sur U >< V') et des corps résiduels n% et ;—P isomorphes (en tant
P

qu’isomorphes aux corps des fonctions rationnelles sur M2 et M2).

Soit ¢ _—:Z a,0p;0na([LR], prop. 3, p. 694) E:Z aaﬁp; donc les
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complétions o et o, ont méme anneau total des quotients. Par consé-
quent, si L est un corps de base de 0,, et si 'on pose

r—= L[[J/II X1y o0y }”n—e—‘yn—c]];
on a

[ore]=[0n:e];

d’autre part, m et m, désignant les idéaux maximaux de o et 0p,

Z et 2® sont isomorphes. On déduit alors du théoréme 6 ( Chap. IT)
m mp

que 'on a
i(M; UUW)=i{(M; U.V). C. Q. F. D.

Remarque. — Nous aurions pu éviter toute la théorie algébrique développée
aux Chapitres I et I en définissant géométriquement et de facon symétrique Ia
multiplicité {(M; U.V), pour une composante M d’excés e, par la formule
t(M; U.V)=1¢(Mp; Up.Vyp) ou Up, Vp et M, sont les projections'de U, Vet M
selon une direction D¢ générique sur un corps de définition commun a U, V
et M. On démontrerait alors le théoréme 2 au moyen de la formule de projection,
et 'on déduirait la proposition 3 de [I], (th. 6, p. 72), ou de [WF], (th. 2,
Chap. VI). Les principaux résultats qui vont suivre dans ce Chapitre V seraient
susceptibles d'un traitement analogue, a I'exception toutefois de la formule des
variétés produits (th. &) et de I'invariance birationnelle (th. 6).

Par applications répétées du théoréme 2, on en déduit le corollaire
suivant :

CorovLLARE. — St M.est une composante d'exces e de UV, si D et
D* sont deux directions génériques et indépendantes sur un corps de
définition commun @ U.V et M, de dimensions e, et e, telles que
e,+e,—e, et si U et V sont les cylindres de directions D et D passant
par U et V, M est une composante de U,V et l'on a

(M; U.V)y=i(M; U.V)

Nous allons maintenant donner des critéres de multiplicité 1. Nous
reprenons les notations de la définition 1.

1° {(M; U.V)=¢e(X)=1 veut dire, a fortiors, que 'anneau o est
de multiplicité 1; comme il est équidimensionnel, il est régulier
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(Chap. II, th. 7) et X est son idéal maximal. Ceci exprime que M*
est simple sur U ><V' et que, m® est une composante primaire de

nw—+v -+ 0.

2° Nous passons maintenant de Q[ X, X'] et des anneaux dérivés de
celui-ci, 4 Q[X] et aux anneaux dérivés correspondants; ceci veul
dire que nous identifions X; et X;, ou encore que nous réduisons
mod D ; alors w — u, v’ — v, m* - m. Nous voyons ainsi que m est une
composante primaire de n-+v, ou, ce qui revient au méme, que
wQ(M) +vQ(M) est P'idéal maximal de Q(M) (A). D’autre part on
déduit par projection du fait que M2 est simple sur U >< V', que M est
simple sur U et V (B). La condition « (A) et (B) » est évidemment
suffisante pour que (M; U.V) soit égale a 1.

Remarque. — Contrairement au cas des composantes propres (|I], corollaire
du théoréme 2, p. 38) (A) n'entraine pas (B) dans le cas des composantes excé-
dentaires. Considérons en effet dans 'espace a trois dimensions la cubique plane
U(Z=o0,73+Y*— XY =o0) et la droite V(X =Y =o); l'origine M est com-
posante d'excés 1 de U.V. L'idéal 1 Q (M) + » Q(M), qui contient X, Y et Z, est
évidemment I'idéal maximal de Q(M); cependant M est un point double de U;
on voit aisément que 'on a {(M; U.V) =2,

Nous allons maintenanl montrer un moyen permettant de ramener
tout probléme d’intersections a un probléme dans lequel une des
variétés est linéaire. Si L"— est une variété linéaire d’équations
(F;(X)=o0)(j=1,2,...,5), les F; étant des polynomes du premier
degré, et s1 M est une composante de U",L d’excés

e=m—(r+n—s—n)=m— (r—s),

M est une composante propre de U,L, ot L est une variété linéaire
générique de dimension n—s—+e¢=n—r-+m passant par L, et
I'on a

i(M; U.L)=i¢(M;U.L) (th.2).

B
\ Y, . T N
Or un systéme d’équations de L est (Yoc:Z F;(X)ejp=0 ) ou
j=1
1Zar—m, et ol les (c) sont des variables indépendantes sur un
Journ. de Math., tome XXX. — Fasc. 2, 1951. 32
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corps de définition commun & U, L et M. D’aprés [I], (prop. 4,
p- 35), on a

i(M; UT) =e(Qu(M); ¥4, « vy Jrem)

ol y. est la fonction induite par Y, sur U. Mais si g est I'idéal de
Qu(M) engendré par les (F;(2)), on a e(q)=:(M; U.L) [scholie
au théoréme 5, § 6, Chap. II)]. En particulier on a

{(MA; (U x V). A) = e(Quscy (MA); Yi— X1y ooy Yome— Ynee)=1i(M; U.V),

Donc :

Prorosition 4. — St M est une composante de U,V on a

i(M; U.Vy={(M3; (U x V).A).

St M est une composante de U,L, ot L est une variété linéaire d’équa-
tions (F;(X)=0), on a, si g est l'idéal engendré par les F;(x) dans
Qu(M) («; étant la fonction induite par X, sur U) ¢(M; U.L)=e(g).

Voici enfin un résultat permettant de se ramener a une intersection
ponctuelle (cf. [ WF], th. %4, Chap. V). Nous considérerons une com-
posante M™ de I'intersection de U" avec une variété linéaire L*; soit
e=m— (r+s—n) l'excés de M. On sait que M est définie sur une
extension algébrique d’un corps de définition commun K a L et U;
si D¢ est une direction de dimension e générique sur K et si L= est la
variété linéaire passant par L et paralléle a D, on a (corollaire du
théoréme 2) :

i(M; U.L)=i(M; U.T).
Soit K () un corps de définition de L. Soit maintenant 57 un ensemble
de m équations linéaires, générique sur K(u), et définissant une
variété linéaire W, D’aprés [ WEF], (th. 4, Chap. V), tout point P
de W,M est un point générique de M sur K(u), et est un point
d’intersection propre de U et de L .W;ona

i(M; U.L)=:i(M; UT)=:i(P; U.(T,W)).

Mais, comme PeM, on a P€L; donc L,W n’est pas vide, et P est
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une composante excédentaire de (L, W),U; on voit aussit6t que son
exces est e. La projection, suivant une paralléle a L, de D sur W est
une direction D, de dimension ¢; comme D est générique sur K et W
sur K(u), la direction D¢ est générique sur un corps de définition
commun 4 U et L, W. D’autre part L, W est le cylindre de direction
D, passant par L, W3 on a donc, d’aprés le corollaire du théoréme 2,

i(P; U (LaW))=i(P; U.(L,W)).

On en déduit le résultat suivant :

Prorosition 5. — Soiz M™ une composante excédentaire d’excés e de
Ur L, ot L est linéaire, et soit W= une variété linéaire générique sur
un corps de définition K de L., U et M; tout point P de W M est un
poznt générique de M sur K, et un poznt d’intersection dexces e de

U,(L, W), etlon a

i(M; U.L)=i(P; U.(LAW)).

3. MOULTIPLICITE D’UNE SOUS-VARIETE SUR UNE VARIETE. — DErFinITION 2. —
Soit U une sous-variété d’'une variété V. Nous appellerons multiplicité
de U sur V, et nous noterons m(U; V) la multiplicité de I anneau des

quotients Qy(U) de U dans V.

Comme Qy(U) est un anneau équidimensionnel, dire que

m(U; V)=1

revient a dire (th. 7, Chap. II) que Q,(U) est un anneau local
régulier, c’est-a-dire que U est simple sur V.

TreorkMe 3. — Si U’ est une sous-variété de V°, la multzplzczze
m(U; V)de U surV est égale a la muluplicité d'intersection

i(U; U.V)y=4é(U; T.V),

U étant un cylindre générique passant par U.
Comme U est 51mp]e sur U, [I], prop. 4, p. 35 s’applique, et

I'on a 4
i(U; U.V)=i(U; T.V)=e(Qy(U); GY, .

A y—l')’
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ou les (G7) sont les fonctions induites sur V par des polynomes (G;)
qui forment un systéme régulier de paramétres de Q(U) et qui
peuvent étre inclus dans un systéme de paramétres de Q(U). Ceci
nous montre d’abord que, quelle que soit la variété W=t conte-
nant U comme sous-variété simple et telle que U soit composante de
W,V ona .
i(U; W. V) m(Qy(U)) = m(U; V).
/ n
Soit KYQ:Z U X;i=o, Iéaén——e:s) un systéme d’équations
= ,

de D; nous reprenons les notations du théoréme 2, c’est-a-dire que
nous prenons les Y, et les X3 pour nouvelles variables. Nous allons
étudier I'anneau local 3 = Q(U); si p est I'idéal premier de 3 corres-
pondant 4 U, on a Q(U) =3,. Comme nous pouvons supposer U=V
et r>£s[si U=V, le théoréme 3 est trivial, m(U; V)et 7/ (U; U.V)
étant égaux a 1], U est projeté sur I'espace des coordonnées Y,
avec indice de projection égal a 1 (Chap. IV, § 1, ¢). D’aprés [I]
(prop. 1, p. 60), la complétion 3 de 3 conlient un corps isomorphe au
corps £, des fonctions rationnelles sur U, auquel nous I'identifierons;
si xg et y, sont les fonctions induites par Xg et Y, sur U, ona

23 €Q, = Q(y), et 3 est isomorphe 4 'anneau de séries formelles
g(}/aﬂ R .)/o‘r)[[Y“r—i»x-_.)/arLﬂ MR Y—o‘s_.},aﬂ Xst_— xﬁi’ cre Xﬁn—s_ 'z‘ﬁn—s]]'

Mais Q(ﬁ) est 'anneau des quotients de 3 par I'idéal p engendré par
les polynomes de 3= Q(U) qui ne dépendent que des (Y,). Or on
peut identifier (yo, ..., ¥s,) @ (Yo, - -5 Yo, ); les (v, ) sont algé-
briques sur Q(y,, e Y); donc les éléinents (Yo, —Ya,.,) se
trouvent dans I'idéal 3p engendré par p dans J; comme ils engendrent
un idéal premier de dimension n—s, et que p est de dimension n— s
également, I'idéal Jp est engendré par les (Y,  —y, ). Passons
maintenant & I’anneau Q{U), qui est un anneau quotient j—jn de 3; sa

complétion est un anneau quotient de 3, dont I'idéal maximal est
engendré par les classes des X;— x;; un systéme de paramétres

de Q,(U) ayant méme multiplicité que cet anneau sera formé [scholie
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au théoréme 5, (§ 6, Chap. II)] de r—s combinaisons linéaires
génériques des classes des (X;—a;); cecl sera réalisé par les

(Yo,,,— s, ;). Donc m(U; V) est égal a la multiplicité de I'idéal
2 ;D'% dans Q(U); d’apreés la premiére partie du raisonnement cet

idéal est celui engendré par les (G)), ce qui démontre le théoréme 3.

Remarques. — 1. Dans le cas ot U est un point P (a;), il n’est pas besoin de
passer aux compleuons : 'idéal maximal m de Qy(P) est engendré par les
(z,_'rl—al) ol £; est la fonction induite par X; sar V¢; alors s combinaisons
linéaires des (z), par exemple celles provenant des Y,, engendrent un idéal g de
méme multiplicité que m; mais e(q) est la multiplicité d’intersection de V
avec la variété lindaire parallele 4 D"—s passant par P, ce qui montre que
m(P; Vy=1i(P; P.V) (prop. &). Dans le cas ou V est une hypersurface ce
résultat a déja été obtenu au Chapitre 111 (§ 1).

2. En reprenant les notations de la définition 1, on a ici » Cn; donc I'idéal
w -+ o + I est identique a n + ' 4+ B, c’est-a-dire a u>. Nous voyons donc que
les multiplicités des anneaux locaux Qy(U) et Qyusxy, (U3) sont égales.

Provrosition 6. — La multiplicité de U” sur V* est égale a la mulu-
plicité sur V d’un point P de U générique sur un corps de définition
commun K a U et V.

Considérons toujours une direction D"~ générique sur K(P)et le
cylindre U de direction D et passant par Uj; soit L la paralléle 8 D
passant par P. Puisque P est générique sur K(u), les («) désignant
les coefficients d’un systéme d’équations de D, U est la seule compo-
sante de U,V a contenir P. Soit M"— une variété linéaire générique
sur K(u, P) passant par L; les composantes de M,U sont alors des
cylindres paralléles 4 D; comme M est générique sur K(u, P), elles
sont propres, et sont donc de.dimension n—s; ce sont donc des
variétés linéaires paralléles 4 D, et la seule composante de MU a
contenir P est L. Appliquons maintenant le principe local d’associa-
tivité des intersections aux composantes contenant P et aux variétés

U, Vet M; il vient
(U; U.V)i(P; U.M)=i(L; U.M){(P; L.V).

Ori(P; M.U)est égal a 1, puisque M est transversal 4 U en P ;. de
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méme (L; U.M) est égal a1, puisque M est transversal a U en L.
On a donc

‘ i(U; U.V)=1i(P; L.V),
c’est-a-dire m(U; V)=m(P; V) d’aprés le théoréme 3.

Remarque. — Si P est un point quelconque de U, i(L; U.M) est égal
a m(P;U)d’apres les théorémes 2 et 3 et la formule des projections; i(P; U.M)
est aussi égal a la mﬁltiplicité de P sur U. Mais U n’est pas nécessairement la
seule composante de U,V a contenir P; on a donc, si les W; sont les autres
composantes de U.V qui contiennent P,

m(P; Uym(P; V)= m(P; Uym(U; V) —1—25(“’;; U.V)i(P;\V,.M).
j
Ceci montre que m(P; V) m(U; V) et qu’il y a égalité lorsque P ne se trouve

sur aucune autre composante de U,V que U.

Nous allons maintenant nous intéresser aux points multiples d’une
variété V de dimension ¢. Soit P un point de V et £ un corps de
définition de V contenant les coordonnées de P; soit D une droite
passant par P, (u;) ses paramétres directeurs; posons K = k(u). Soit
L une direction générique sur K de dimension n—(¢+1), d’équa-

N

tions (Y“ZZ%X,: 0, 1o v 1); V est alors projeté généri-
quement selon la direction L sur I'espace des Y, ; soit V| sa projection;
I'indice de projection de V est égal & 1 (Chap. IV, §1). Comme P a
- ses coordonnées dans K, et que L ne rencontre pas V a l'infini, P est
le seul point de V ayant pour projection la projection P, de P. Soit
enfin N la variété linéaire projetant D selon la direction L, et
soit D, la projection de D (L ne contient pasla direction D). Comme N
est un cylindre passant par D et générique sur K, on a (th. 2)
{(P;D.V)=¢(P; N.V); d’autre part, d’aprés la formule de pro-
jection, on a
{(P; N.Vy=i(Pr. D..Vy).

Soit ¢ la multiplicité de P sur V; si D est générique sur £, on a
(th. 3) e=i(P; N.V); ceci montre que la multiplicité de P, sur
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Phypersurface V, est égale & e. Si D a avec V une multiplicité
d’intersection >>e¢ en P, il en est de méme de D, avec V. en P;;
comme V; est une hypersurface dans 'espace des (Y.), la considé-
ration de son équation F(Y)= o montre immédiatement que D, doit
alors se trouver sur un hypercoéne H, de sommet P, non nécessai-
rement irréductible, et purement ¢-dimensionnel; si 'on améne P &
l'origine, une équation de Hy s’obtient en annulant la forme de plus
bas degré de F(Y). Si nous appelons tangentes @ V en P les droites D
ayant en P une multiplicité d’intersection avec V strictement supé-
rieure 4 ¢, nous voyons donc que 'ensemble H des tangentes a V en P
se projette en H; suivant L; soit H; le cylindre de direction L passant
par H; ; on a donc, st o parcourt ’ensemble des £-automorphismes du

domaine universel, HC nH’LG. Si réciproquement D € nH'M,, un
au moins L, des L, est gé;érique sur £(D), et'on a ’
I(P; D.VY=¢(Py; D,. Vi) >e,
" ce qui veut dire que D est une tangente a V en P; ainsi H:n H.,;
s

H est donc un cdne algébrique, non nécessairement irréductible;

d’aprés le théoréme de la base finie on peult écrire H = n H, ;ainsiH
. j=1

est définissable sur la colture algébrique de £(L,, ..., L,); appliquant

les automorphismes ¢ nous voyons que H est algébrique sur #£.

Comme toutes les projections génériques de H sont de dimension ¢,

et qu'un cyele est déterminé par la donnée de sa projection générique

(Chap. IV, § 3), H est purement ¢-dimensionnel. Donc :

Prorosition 7. — L’ensemble des tangentes en un point P d’une
variété V' est un ensemble algébrique purement ¢-dimensionnel, qu’on
appelle le cone des tangentes a V en P.

Remarques. — 1. Nous appellerons variété linéaire tangente 2 V en P toute
variété linéaire L contenant une tangente a V en P. Le théoréme 2 montre que,
si P est composante de LnV, les variétés linéaires tangentes L sont caractérisées
par la relation {(P; V.L) >e.

2. On peut considérer Hy, comme un cycle; c’est alors la projection générique
d'un cycle positif de support H.
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3. Supposons pour simplifier que P soit & I'origine des coordonnées; soit z; la

R . 1. . o
fonction induite par X; sur V; et soit m I'idéal maximal de o = Qv(P); - estun
T

. e . m
corps isomorphe au domaine universel. Nous appellerons le module — ’espace
m-

tangent de Zariski a V en P; c’est un espace vectoriel sur Q de dimension d
telle que v d —n. Si U est une sous-variété de V contenant P, son espace tangent
en P est un quotient de celui de V en P. L'espace tangent de Zariski est le

quotient de I'espace des formes linéaires 2(‘,-Xl- par le sous-espace des
i
formes 2 d;X; telles que Za’ixie m?; si T est la variété linéaire définie par les
l i
. . , m . .
équations ZdiXi: 0, les d; étant tels que Zd,-x,-em‘l, e est isomorphe a T.
e
i

Soit () une direction D n’appartenant pas 2 T; un systéme d’équations de D
est (X;u, — X, u;=o0, 2 j < n); soit g I'idéal de » engendré par les (x; u;— ; u;);
puisque D n’appartient pas & T il existe des (d;) non tous nuls tels que

EdixiEm‘l et 2(1;-%-#0;
i

i

alors 1'élément Z di(xriuy— xyu;) = U‘Z dix; — x.E d;u; appartient a g;
[ i i
N .
comme Zdiui¢o, on ax; €4+ m?, et de méme x; € g+ m* pour tout 1 £ j < n,
;
On a ainsi m —= g -+ m? el, par un raisonnement maintenant classique, 4 —=m. Les
droites qui n’appartiennent pas a I'espace tangent de Zariski sont donc « celles
dont les équations engendrent l'idéal m ». En particulier toute tangente
a V en P, engendrant un idéal g tel que e(q) £ e(m), appartient a lUespace
tangent T de Zariski. Mais I'exemple du point de rebroussement de la cubique
plane (Y*— X?—o0), ot T est le plan toul entier, montre que T peut étre
strictement plus grand que I’espace vectoriel engendré par le cone des tangentes
aVenP.

Nous allons maintenant voir comment les tangentes 4 V en P
peuvent, en un certain sens, étre considérées comme des limites de
sécantes. Soit P (@) un point de V*; par une sécante a V menée par P
nous entendrons I'ensemble (u, y) d’une direction D (u) et d’un
point Q (y) de V distinct de P tels qu’il existe ¢ tel que

Yi=ai+tu(1 i Zn).
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Par une sécante généralisée a V menée par P nous entendrons toute
spécialisation, sur un corps de définition K de V conilenant (a),
(«', y') d’une sécante (u, y), telle que les («") ne soient pas tous nuls.
Il est clair que les sécantes généralisées sont les spécialisations sur K
d’une sécante « générique » (u, y), c’est-a-dire telle que () soit un
point générique de V sur K. Nous dirons qu’une sécante géné-
ralisée (u', y') est une sécante limite si (y') = (a).

Il est clair que toutes ces notions sont conservées par projection.
Si nous supposons donc que K contienne un corps de définition £ de V
conlenant (a), et les coefficients d’une direction de projection géné-
rique sur £, nous sommes ramenés a éludier les sécanles limites 4 une
hypersurface V,; pour simplifier nous les supposerons menées par
'origine; supposons que V, ne soit pas un cdne, sinon le probléme
est trivial, et soit FIY)=F.(Y))+F...(Y)+...4+F,(Y)=o0une
équation de V, F; étant une forme de degré ;. Une sécante (u, y)
satisfait & « y;=1wu; et t"Fp(u)+...+vF(u)=o0 », c’est-a-dire,
comme 30, a « y;=tu; et F,(u)4... 471 (u)=0 »; une’
sécante limite sera une spécialisation (u/, o) de (u, y), donc telle
que F,(u") = o et réciproquement. Donc :

Provosition 8. — Les sécantes limites menées a V en P sont identiques
aux tangentes a Ven P. V

Cororrae 1. — La projection d’une tangente D (resp. d’une
variété linéaire tangente L) est une tangente (resp. une variété linéaire
tangente) a condition que D ne soit pas contenue dans (resp. que L soit
transversale @) la direction de projection.

CoroLLAIRE 2. — Le cone des tangentes @ V >< V' en P ><P’ est iden-
tique au produit des cones des tangentes a V en P ct ¢ V' en P,

Ceci résulte immédiatement du corollaire 1 et de la caraclérisation
des tangenles comme sécantes limites.

4. Propurrs. ProJECTIONS. INVARIANCE BIRATIONNELLE. — Soient M et M’
des composantes d’excése et¢’ de U,V et U'\V'; nous nous proposons
de comparer les entiers

(M; UVY, i(M; ULV et (MM ; (UxUY).(VxV)).
Journ, de Math., tome XXX. — Fasc. 3, 1g51. 33
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Remarquons ([I], p. 41, haut) que Qu.(M><M’) est un produit
kroneckérien de Qu(M) et de Q,(M') et que lidéal b déterminé
par V<V’ dans Q. (M><M') est engendré par les idéaux g et o
déterminés par V etV’ dans Qu(M) et Qu(M'); en tenant compte de
la proposilion 4 nous nous ramenons au cas o V et V' sont des
variétés linéaires. Appliquant alors le théoréme 12 (Chap. II), nous
obtenons le résultat suivant.

TaEoREME 4. — St M et M sont des composantes excédentaires de UV
etde U V', on a

IM < M5 (U< U) (Vi V) == i(M; UV)i(M; U7 V).

CoroLLAIRE 1. — St U et U’ sont des sous-variétés de V et V', on a

m(Ux U VxV)y=m(U; V)ym((U'; V).

CoROLLAIRE 2. — S M est une composante de UV, on a

(M; UV > m(M;U)ym(M; V).

En effet, le second membre est égal & la multiplicité de M><M' sur
U><V’; d’autre part {(M;U. V) est la multiplicité d’un idéal primaire
de Qyu..v(M3), donc i(M; U.V)>m(M2; Ux< V'); comme M* est
une sous-variété de M ><M’; on a m(M?;U >< V') > m(M><M'; U< V')
(remarque a la proposition 6).

Treorime 5 (formule de projection). — Soizt U une variéié de
l'espace produit Ar>< A", se projetant en U, sur A" avec indice de
projection fini [U:U,; sotent V une variété de A" et M une compo-
sante excédentaire de V.U,. St U ne contient pas la variété a 'infini de
M >< A" et si My, ..., M, sont les composantes de U,(V><A™") se proje-
tant en M, on a

[U:U,Ji(M; U, V) = X [MiME(M;5 UL (V < A)).
Faisons passer par V><A™ un cylindre générique W de dimension
dim(V><A")+ e, e étant 'excés de M dans V,U, qui est évidemment
aussi celui de M; dans U,(V><A"); comme V><A" est déja un



LA NOTION DE MULTIPLICITE EN ALGEBRE. 257

cylindre paralléle 4 A*, la direction de W pourra étre engendrée pare
directions de droites génériques, indépendantes et contenues dans A”".

Si donc V est un cylindre de A" de direction générique, de dimension

dimV +e¢, et passant par V, on a W = V >< A”. Les composantes
de W,U qui se projettent en M sont évidemment les M;. La formule

de projection relative aux composantes propres ([I], th. 8, p. 77 ou
[ WF], th. 8, Chap. VII) s’écrit alors

[U:U, }i(M; U,. V) ZE[Mj:M]z'(M,; (V< A7), U).

j=1
Il suffit d’appliquer le théoréme 2 pour obtenir le résultat annoncé.

Remarques. — 1. La restriction relative aux composantes a I'infini peut étre
levée en se placant dans un produit d’espaces projectifs, et en changeant de
coordonnées dans le second facteur.

2. 1l aurait été possible de faire passer un cylindre générique U par U au lieu
de V. La démonstration, plus compliquée, se serait déroulée comme suit.
Si U, est la projection de U sur A», on montre d’abord, par récurrence sur
dimU —dim U, que les indices de projection [U:U,] et [TJ :ﬁi] sont égaux,
ceci par des considérations de disjonction linéaire. On montre ensuite que les M;
sont les seules composantes de U (V < A”) se projetant sur M, ceci au moyen
de [WF | (prop. 13, Chap. VII), du théoréme 2 et du corollaire 1 au théo-
réme 4. Et I'on applique enfin la formule de projection relative aux composantes
propres. On constate qu’ainsi on laisse échapper le cas ou VU, qui n’était pas
exclu par la démonstration précédente.

Tucorime 6. — St M est une composante de U,V et st U et V sont
contenues dans une variété A, en correspondance birationnelle et biré-
guliére le long de M avec une variété A’, on a, U', V' et M’ désignant
les sous-variétés de A’ correspondant réguliérement a U, V et M,

((M; U.V)y=i(M'; U".V").

L'entier {(M; U.V) est la multiplicité de I'idéal X engendré par
les (@;— y;) dans Qu,(M?), les () étant les fonctions induites par
les coordonnées (X) sur U, et les () les fonctions induites par les
coordonnées (Y) sur V (nous prenons ici U><V dans l'espace des
variables X; et Y;); soient (&) et (n) les fonctions induites par (X)
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et (Y )sur A etsur sa copie dans le second facteur; z; et y; sont les
classes de §;et dev; dans Qu.y(M2) considéré comme anneau quotient
de Q,..,(M%). Nous définirons de méme (&), (1), (&) et (')
pour A’. Comme M et M’ se correspondent réguliérement sur A et A/,
il en est de méme pour M2 et M’ sur A><A et A’><A’; en effet, les
correspondances M2 —~ M, M — M, M’ -~ M'% sont réguliéres. Les
anneaux de quotients Q,. (M) et Q,.,(M'®) sont donc identiques
([WF], th. 17, Chap. IV), et évidemment aussi Qu.(M?*) et
Qusey (M), Par définition on a & =R;(§) et v; =R;(v)), ot les R;
sont des fractions rationnelles dont les dénominateurs ne s’annulent
pas sur M; on peut donc écrire z; =R;(x) et y;=R;(y); ainsi

’ = ‘eeri Pz, y) (m—y0)
x; —y; = R;(x) — R;(y) peul s’écrire 2 D DGy O D est

est un polynome non nul sur M et P;un polynome; ceci veut dire que
les («; — ¥;) appartiennent a X. En échangeant les réles nous voyons
que les (z;— y;) et les (x; —y;) engendrent le méme idéal X dans
Quv(M*)= Qoo (M'Y). €. Q. F. D.

Si nous nous souvenons que la multiplicité d’une sous-variété U
d’une variété V est la multiplicité de Q,(U), et qu’une correspondance
biréguliére conserve les anneaux de quotlients, nous obtenons le
résultat suivant :

-

Prorosition 9. — S7 U est une sous-variété de V, et st V est, avec V',
en correspondance biréguliere le long de U, on a, U' désignant la sous-
variété de V' correspondant ¢ U, m(U; V)=m(U’; V').

3. ASSOCIATIVITE DES COMPOSANTES EXCEDENTAIRES. — Soient U“, V¢ et
W+« trois variétés, et M™ une composante de U,V,W d’exces
e=m—(u—+ ¢+ w)-+2n Nous supposerons qu'une condition
d’homogénéité est satisfaite, c’est-a-dire que les composantes A4, ...,
A, de U,V .contenant M ont Loutes méme dimension a, et donc méme
excés f=a—(u-+v—n) et que les composantes B,, ..., B,
de V, W contenant M ont toutes méme dimension b et donc méme
excés g=0b — (¢v+w—n); alors M est composante d’excés f'=—e— f
de A;. W, et composante d’excés g'=¢ — g de U.B;. Soit £ un corps
de définition commun & U, V, W, M, (A;) et (B;). Nous allons faire



LA NOTION DE MULTIPLICITE EN ALGEBRE. 259
passer par U, V, W des cylindres U, V, W de directions génériques
sur £, et de dimensions u+x, ¢y, w -+ 3, en nous efforcant de
trouver x, y el s lels que A; soit composante propre de U,V, Bj,
de V,W, M de A;,,W et de U,B;; ceci s’exprime par les conditions
(x+y=f,s=f,y+s5=8,x=g'). Onentire(x=g', 5= f"et
y=g—/f'=/—g'),cequiestcompatible,carona f+ /= g+ g'=e;
d’ou y = f-+ g —e. Mais, afin que notre construction ait une réalité
géoméltrique, il faut que y = f+ g — e soit positif.

Nous verrons plus loin un exemple dans lequel le calcul donne y <o, et ou
le principe d’associativité des intersections n’est pas vrai.

Nous supposerons donc f/+ g — e>> o0 (un cas particulier impor-
tant sera indiqué plus loin). Nous exclurons également les cas ott I'un
des nombres u -+ x, ¢+ y, w -+ 5 serait égal & n (dans un tel cas,

U par exemple remplirait tout 'espace, et I'on aurait V.c U). Nous
allons considérer comment M intervient dans les cycles ﬁ(VVV)

et (U.V):W; les composantes de U,V contenant M sont toutes
propres et de dimensions a; parmi elles figurent les (A;); nous
supposerons que ce sont les seules. De méme pour les (B;). Le
principe local d’associativité pour les composantes propres ([1], th. 4,
p. 69) ou ([ WF, th. 5, Chap. VI) donne alors '

Zi(Ai; U.V)i(M; Ai.W):Ei(M; U.B;)i(B;; V.W).
i j
D’apres notre théoréme 2 et en vertu du choix de @, y et z, ceci s’écrit
Zi(Ai; U.V)i(M; A,».\V):Zz‘(M; U.B))i(B;; V.W);
i i

nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Proposition 10. — Soient M une composante d’exces e de U,V W,
A; les composantes de U,V contenant M, B; les composantes de V , W
contenant M ; nous supposons :

a. Les A; ont toutes méme dimension et donc méme excés f; les B, ont
toutes méme dimension et donc méme excés g;
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b. Ona f+ g>se.

c. StU, V, W sont des cylindres génériques et indépendants sur un
corps de définition commun ¢ U, V, W, M, A,, B;, passant par U, V¢,
W et de dimensions u+e— g, ¢+ f+ g — e, w + e — f, les compo-
santes de U,V contenant M sont les A, celles de V W contenant M
sont les B;. '

d. Ona
) u-+e—g<<n, t’+f+g‘—e<lz, w-e—f<<n.
On a alors

21’(Ai; U.V)i(M; A,-.W):zi(M; U.B;)i(B,; V.W).

i 7

Nous voyons donc que, pour les composantes excédentaires, le
principe d’associativité des intersections n’est applicable que sous des
conditions trés restrictives. Des contre-exemples variés seront donnés
plus loin.

Remarques. — 1. Si M est simple sur V, A; et B; le sont aussi. On a donc
m>~a+b—v—=u-+v-+w—2n-+ f+ g; ainst eX.f+ g; si la condition ¢

est vérifiée, on a donc f+- g—e et V=V.

2. Si U, V et W sont plongées dans une variété % et que toutes les variétés
envisagées ont sur & la « bonne dimension », c’est-a-dire que, dans I'espace,
elles ont le méme excés n—w, on a e—=2(n—w), f=n—o0, g—=n— w;

ainsi c est vérifiée;ona V=V, etx=5—=n— o.

3. Supposons que u + ¢ — g = n, c’est-a-dire que U remplisse tout l'espace,
et donc que Vc U; M est alors composante de VAW et I'on a A;—=V, B,—M.
Les deux membres de la formule d’associativité sont donc m(V; U)i(M; V.W)
et m(M; U)i{(M; V.W), et peuvent étre différents si m(V; U) << m(M; U).
De méme si w + e — f=n. Si V remplit tout I'espace, ceci veut dire que UcV
et WcV; onaalors A;,=U et B;—= W ; les deux membres de la formule d’asso-
ciativité sont m (U; V)i{(M; U.W) et m(W; V)i(M; U.W)qui peuvent étre
différents.

k. Si nous passons au produit de trois copies de I'espace A" et a sa diagonale A,
et si (¢f. [I], p. 45, haut) nous définissons /(M; U.V.W) comme étant la mul-
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tiplicité de I'idéal X de Quscycw-(M8) engendré par les éléments (x;— «; , xi—x;),
on montre, comme dans notre théoréme 2, que I'on a

(M; U.V.W)= i(M; U.V.W).

Si seules les conditions a, & et d sont vérifiées, le fait qu'il peut y avoir d’autres

composantes de UnV et de VW contenant M que les A, et By, et la démons-
tration de [I] (th. 6, p. 45) montrent que l'on a

Zl’(A,-; U.V)i(M; A W) <i(M; U.V.W)
Ei(M; U.B))i(B;; V.W) < i(M; U.V.W).

i
Voici maintenant quelques contre-exemples :

1° Cas ou le calcul impose y < 0. — Prenons dans A? un cylindre
quadratique U, un plan tangent V 4 U selon une génératrice A, et
une normale W 4 U en un point M de A. On a

e=1, f=o, g=o, xr—=1, s=—1, y=-—1;

U.V=24, (U.V).W=2aM; V.W=M, U.(V.W)=M,

car M est simple sur U.
Un autre exemple est le suivant : U est une droite de A%, A un

cercle tangent 4 U en M, W une droite passant par M et non contenue
dansle plande Uet V. On a

e=3, f=r, g= , ‘)':—1.;
U.V=2aM, (U.V). W =2M; V.W=M, U.(V.W)=M.

I, Xx =2, =2

~

2° Cas ot il y a d’autres composantes de U,V (ou VnVV) que les A
(ou Bj). — Soient U un plan de A?, V un cone quadratique de
sommet Me U et W une génératrice de V non contenue dans U.

On a

e—1, f=o, g=1, xr—=o, y =o, 3=1;

ainsi U=U, V=V et W est un plan générique passant par W. Les
composantes de VW contenant M sont ici W ez une autre généra-
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trice B; soient A, et A, les génératrices de V contenues dans U. On a

U V=A,+A4A, (U.V).W=2M; V.W=W e U.(V.W)=M.

Un autre exemple, ou cependant M est simple sur V, estle suivant :
nous construisons dans A* un cercle U,, une droite V, le rencontrant
en A, et non contenue dans le plan de U,, et une droite W, rencon-
trant V, en B, et rencontrant U, en un autre point; nous prenons un
point M de A* non contenu dans A?, et nous construisons les cones U,
V, W, A et B projetant U,, V,, W,, A, et B, de M; U est un cone
quadratique de dimension 2, V et W des plans, A et B des droites.
Onae=2, f=1,8=1,doncx=r1,y=0,z=1; W est un hyper-
plan générique contenant W, U un hypercylindre générique conte-
nant U et ayant pour base dans A® un cylindre générique U, conte-
nant U,. Ici U, recoupe V, en un point A’ £ A,; donc les compo-
santes de U,V sont A et la projetante A’ de A’,. On a

U.V=4, (U.V).W=M; V.W=B, U.(V.W)=U.B=2M,

car M est point double de U. Dans ce dernier exemple U, V et W
sont portées par un hypercéne Q projetant de M une quadrique
de A° non singuliére contenant U,, V, et W,; et sur Q® toutes les
intersections considérées ont la « bonne dimension », c’est-a-dire
qu’elles sont toutes d’excés 1 = 4 — 3 = n— » dans 'espace A*.

Pour terminer ce Chapitre donnons des traductions de la formule
de projection (th. 5) et de la formule des variétés produits (th. 4)
dans le langage des cycles. Un cycle sera pour nous une combinaison

1

linéaire formelle & coefficients entiers de variétés non nécessairement

de la méme dimension : X—_—Z n,V,. Etant donné deux variétés U

o

et V, nous poserons U.V:E z'(M;; U.V)M,, la sommation étant

étendue a toutes les composantes M, de UV, quelles que soient leurs
dimensions; on définit le produit d’'intersection X.Y dedeux cycles X
et Y par linéarité. La formule des variétés produits s’écrit alors

(X < X). (Y x Y) = (X.Y) x (X".Y).
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Si U est une variété de A“>< A" d’indice de projection fini sur A",
nous poserons pr. U= U:U,]U, et nous étendrons cette définition
par linéarité aux cycles; la formule de projection s’écrit alors, si ’on -
tient compte des éléments 4 l'infini,

Y.pr. X =pr.(X.(Y < A¥)).

La formule d’associativité (prop. 10) se traduit par

XAY.Z) =(X.Y).Z,

mais avec des conditions de validilé trés restrictives.

Nous avons donc, dans ce Chapitre, étudié la généralisation aux
composantes excédentaires des propriétés des composantes propres.
Nous avons vu que, des quatre premiéres propriétés de celles-ci, trois
se généralisent : celle des variétés produits, celle des projections, et
celle d’invariance birationelle; par contre, la propriété d’associativité
ne se généralise pas. Quant a la derniére propriété fondamentale des
composantes propres, celle de spécialisation des cycles (prop. 2,
Chap. 1V), qui généralise le principe de conservation du nombre,
Iexemple de deux droites non sécantes de A* que I'on spécialise en
deux droites sécantes, — ou celui d’une droite D et d’un cercle de A3,
_ se coupant en un seul point, ott D est spécialisée en une droite du plan
du cercle, — montrent que toute tentative de généralisation est vouée
al’échec.

CHAPITRE VI.

INTERSECTIONS SINGULIERES.

Nous nous intéresserons, dans ce Chapitre, aux variéiés et cycles
portées par une variété Q” (la « variété ambiante » ), elle-méme plongée
dans 'espace affine A" (ou projectif P*); soient U*et V" portées par Q,
et soit M™ une composante de U ,V; le nombre e,— m —(u+¢—w)
est appelé Vewcés relatif de M dans U,V; on a e,=e—(n— ),
e étant I'exceés absolu de M; rappelons que e, peut étre négatif, mais
que, si M est simple sur Q, on a ¢,> 0. Les composantes propres,
auxquelles s’applique la théorie de Weil-Chevalley, sont celles qui

Journ. de Math., tome XXX.— Fasc. 3, 1951. 34
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sont simples et d’excés relatif nul sur Q. Nous nous intéresserons ici
aux composantes d’exces relatif nul, qu’elles soient simples ou singu-
liéres sur Q.

A. DEFINITION ET PROPRIETES LOCALES DU PRODUIT D'INTERSECTION. —
Soient X et Y deux cycles de Q; supposons qu’au voisinage d'une sous-
variété A de Q (en général contenue dans X et Y) X et Y soient des
intersections complétes : X =X,.Q, Y =Y, .Q modulo des cycles ne
contenant pas A. Par définition nous poserons localement, c’est-
a-dire modulo un cycle ne contenant pas A, X.Y =X,.Q.Y,. Cette
définition ne dépend pas de X,etde Y, :siX=X,.Qet Y=Y,.Q,

on a
Xo .Y, =X.Y,=X,.2.Y,=X,.Y =X,.2.Y,,

en vertu du principe local d’associativité appliqué en A. Dans le cas
ou A est simple sur Q, X et Y sont localement des intersections
complétes, et [1] (th. 6, p. 72) montre que notre définition généralise
a certaines composantes singuliéres la définition de C. Chevalley rela-
tive aux composantes simples.

Lorsque des multiples entiers @, X et 4, Y de X et Y sont,en A, des
intersections complétes (¢, X =X,.Q, 5, Y =Y, .Q), nous poserons
par définition a,5,X.Y =X,.Q.Y, (localement). Ceci nous améne
aintroduire des multiplicités d’intersection fractionnaireset des cycles
a coefficients rationnels. Cette définition ne dépend pas des mul-
tiples @, X et 0,Y choisis:si ¢, X=X,.Qet 6,Y=Y,.Q, on en
déduit

1, X,.Q = a,X,.8 et 0,Y,.Q=56,Y,.2,
d’ou par associativité
(a10,)(Xs.R.Ys) = (a:5,)(X,.Q.Y)).

Si M est une composante de X.Y nous noterons io(M; X.Y) son
coefficient dans X.Y.

Soient X, Y et Z trois cycles qui soient intersections complétes
en A: X=X,.0,Y=Y,.Q,Z=7,.Q, X,, Y, et Z, étant des cycles
a coefficients rationnels. On a, localement,

(X.Y).Z = (X,.Q.Y,).Z,= (X,. Y,). .2, = X,.Q.(Y,.Z,) = X.(Y.Z),
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en verlu du principe d’associativité local appliqué dans ’espace affine.
Ceci montre que nos cycles intersections relatives satisfont au principe
“d’assocrativité, local et global.
Soient X et Y deux cycles de Q, intersections complétes en A
(X=0.X,, Y=0.Y,), et X' et Y' deux cycles de Q' intersections
complétesen A’ (X'=Q'. X, YY=0Q'.Y}). On a alors,en A < A/,

XxX'=(QxQ).(X;xX)) e YxY=(QxQ).(Y,xY],

d’aprés la formule des variétés produits appliquée dans l'espace
affine. On a donc

(X =< X). (Y < Y)=(X.Y) < (X'.Y),

et la_formule des variétés produits s'applique 4 nos cycles intersections
relatives.

Considérons le produit de I’espace affine par lui-méme et sa diago-
nale A. Le cycle X,.Y, est la projection sur le premier facteur du
cycle Z=(X,><Y,).A de la diagonale. Donc le cycle

X.Y = (X,.Y,).Q

est, localement, la projection du cycle Z. QA (intersection prise sur A);
comme A® est simple sur A, nous pouvons appliquer notre définition
a ce cycle; il est donc égal &

(X; < Y)).A.(Q x< An), car QA=A .(Q x An);

X.Y est donc localement égal a la projection de (X, >< Y,).QA.

Soit (' une variété en correspondance birationnelle avec Q, corres-
pondance que nous supposons biréguliére en A ; soient X', Y'et A’ les
cycles de Q' correspondant réguliérement a X, Y et A. D’aprés le
théoréme de Severi (Chap. IV, th. 3) le cycle X, tel que Q. X, =X
(en A) est intersection compléte de diviseurs; par linéarité nous
sommes ramenés au cas ou ceux-ci sont positifs; soit X, =U,. ..U,
et soit F;(X) = o 'équation du diviseur U;. Soit o I'anneau des quo-
tients Qo(A) et f; I'élément de o induit par F;(X); les idéaux pre-

miers minimaux p, dez‘.of[ sont ceux des composantes X, de X

i=1
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contenant A, — et, d’aprés [I] (th. 7, p. 51), le coefficient de X,

dans X est égal a la multiplicité de I'idéal E 0, f: dans ’anneau

i=1
op, = Qa(Xy).

S1 'V est une composante du cycle Y et si v est son idéal premier

C 1. . .. c . — 0
dans o, les idéaux premiers minimaux pg de l'idéal Ef,-; sont ceux

i=1

des composantes Zs de V.X, contenant A, — le coefficient de Zg
dans V.X, étant égal a4 la multiplicité de I'idéal Z<%) /i dans
Si=1 Ps

’anneau (£> = Qy(Z3). Mais I'anneau des quotients Qq.(A’) est

v/
identique a n:,pen multipliant éventuellement les f; par des éléments
inversibles de o, on peut supposer qu’ils sont induits par des poly-
nomes F'(X’), les X’ étant les coordonnées del'espace affine de Q'; si U;,
est le diviseur d’équation F;(X')=o0, et si X/, est le cycle U, ... U,
la premiére partie du raisonnement montre que, en A’, on a

X'=X,.Q,

et que les cycles X, .Y et X|.Y’se correspondent sur Q et Q'. Nous
avons ainsi prouvé I'invariance birationnelle des cycles intersections
relatives.

Remarque. — Si seul 'un des cycles X ou Y est intersection compléte (frac-
tionnaire) en A, on peut encore définir localement le cycle X.Y par X.Y =X,.Y;
on peut montrer dans certains cas (notamment si  est normale en A et si X est
un diviseur) que c’est indépendant de X;. On voit alors que les propriétés des
produits et d'invariance birationnelle sont encore valables. 11 en est de méme de
la formule de projection et du théoreme de spécialisation. Par contre la formule
d’associativité ne se généralise pas, comme le montre '’exemple de I’hypercone
quadratique de A* donné au Chapitre V.

Soit M une composante de X.Y contenant A, et soit X un cylindfe
passant par X, de direction générique sur un corps de définition des
données, et de dimension n — w; nous supposerons les cycles X et Y

positifs. Le cycle X.Q est, en M, somme de X et d'un cycle Z positif;
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Z = o caractérise les composantes simples M. Ainsi la multiplicité
relative r de M dans X.Y est au plus égale i sa multiplicité absolue a
(Chap. V), avec égalité pour les composantes simples.

Voici maintenant quelques exemples :

1° Soit Q un céne du second degré de sommet M, X et Y deux
génératrices de Q; les cycles 2X et 27Y sont intersections complétes
de Q avec les plans tangents T, et T, le long de X et Y; on a donc

4X.Y=T,.Q.Ty,=2X.T,=2M;
donc r—_—%et a=I.

2° Si I'on pose m =m(Mj; Q), les nombres mr el a sont en général
distincts. Prenons pour Y la section du céne Q par une sphére S
tangente 8 X en M; on a

2X.Y=T,;.Q.S=2X.S=4M, d’ou r—a=2;

’

par contre, X étant la tangente de rebroussement de Y, on a a =3
et a<mr.

2. La rormuLE DE PROJECTION. — Soit X un cycle du produit Q >< Q'
de deux variétés et soit Z la projection algébrique de X sur le premier
facteur; soit Y un cycle de Q et M une composante d’excés relatif nul
de Z,Y; supposons que Y soit une intersection compléte en M :
Y=Q.Y,. Soient M,, ..., M, les composantes de X (Y >< Q') se
projetant en M; nous supposerons qu’aucune d’entre elles n’est a
'infini (ce qui est le cas si Q' est une variété projective). En M >< Q/,
et en toute composante M;, Y >< Q' est interseclion compléte :

Y x Q= (Q x Q).(Y,x P,
d’aprés la formule des variétés produits. Par définition on a, en M,
XL (Y < Q) = (Y, < Pn').X.

Si nous appliquons la formule de projection relative a Pespace il
vient :

(M Z.Y1) = 3 [M; s M].i(Mg; X. (Y, x Pm)), _

i=1
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i (M; Z.Y):Z[M,. : M).i0 0 (M X (Y < ).

i=1
De cette formule locale nous déduisons le théoréme global suivant:

Tutorime 1. — Sotent X un cycle du produit Q > Q' et 'Y un cycle
de Q tels qu’en toute composante M de Y \prX, Y et prX sowent inter-
sections completes, et tels qu’en toute composante de X ('Y > Q') X soit
intersection compléte; alors Y >< Q' est intersection compléte en toutes ces

composantes et ’on a
Y. prX =pr((Y x €).X).

3. LE THEOREME DE SPECIALISATION. — Soit £ un corps de définition
de Q; nous supposerons d’abord que X et Y sont globalement des
intersections complétes : X=X,.Q, Y=Y,.Q. Soit (X', Y') une
spécialisation de (X, Y) sur & (Chap. I'V); nous la prolongeons en
une spécialisation (X, Y)de (X,, Y,). De X=X,.QetY=Y,.Q
nous déduisons X'=X.Q et Y'=1Y.Q (Chap. IV, prop. 2). Donc
le cycle intersection relative X'.Y'= X' .Q.Y est une spécialisation
de X.Y=X,.Q.Y, sur (X, Y)—> (X', Y') avec référence a #&.
‘L’unicité du prolongement se démontre comme au Chapitre IV.

Passons maintenant & un cas un peu plus général. Supposons que,
en toutes composantes de XY, X et Y soient des intersections
complétes, X =X,.Q et Y=1Y,.Q, avec les mémes cycles X, et Y,
en chacune de ces composantes [ condition (C)]; on a alors globa-
lement X,.Q=X—+X et Y,.Q=Y+Y, X et Y ne contenant
aucune composante de X, Y. Soit (X’, Y’) une spécialisation de
(X, Y) sur £, telle que X'.Y’ soit globalement défini; nous la
prolongeons en une spécialisation (X,, Y,)—> (X, Y)); celle-ci se
prolonge, et de facon unique, en une spécialisation

(X+X)(Y+Y) > (X+X)(Y+Y).
En ajoutant éventuellement & X et a Y des cycles intersections

complétes globales, nous pouvons supposer que tous les cycles en
question’ sont positifs. Comme la spécialisation des cycles préserve
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les dimensions et les inclusions des cycles [nous disons qu’un cycle Z
est conlenu dans un cycle Z, si toute composante de Z est contenue
dans une composante de Z,(¢f. Chap.IV,§3)], une spécialisation A’
sur (X, Y) (X, Y'), avec référence a k de toute composante A de
X.Y est conlenue dans le cycle X'.Y’; or il est clair que A’ figure
dans X'.Y’ avec un coefficient au moins égal a celui de A dans X.Y,;
la méme inégalilé est vraie a forwori pour les coefficients de A et A’
dans X.Y et X'. Y’ en vertu de la condition (C) appliquée a Y. On a
donc les inégalités

XY (X.YY, o, XY (XY);
de Végalité

(X +X)-(¥ + V)Y = ((x = )Y+ 1))

nous déduisons ainsi que ’on a

XY = (X.YY.

Remarquons que nous n’avons utilisé la condition (C) que pour le cycle Y

(et aussi pour Y, mais ca s’en déduit immédiatement ); notre résultat est donc
encore valable pour la définition donnée en remarque au paragraphe 1.

La condition (C) sera automatiquement vérifiée si X.Y posséde au
plus une composante singuliére A; soit en effet X=X,.Q en Aj;

en toute autre composante A, de X.Y, soit X,.Q= X—I—E npLin,
IS

les Z,, étant des variétés contenant A,; soit C, un cylindre de
dimension convenable de I'espace, passant par Z,, et de direction
générique sur les données; alors C,) ne contient ni A, ni aucune A,,

distincte de A,; il suffit alors de remplacer X, par X,—E Ny G
@, A

pour que la condition (C) soit vérifiée par X et X, en toute

‘composante de X.Y. Remarquons que, dans la plupart des appli-

cations, le cycle général X.Y ne contiendra aucune composante

singuliére. Par conséquent :

Tatorive 2 (« théoréme de spécialisation »). — Soit k un corps
de définition de Q, X et Y deux cycles de Q tels que, en toutes les
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composantes (supposées d’excés relatif nul) de leur intersection X et Y
sotent des iniersections complétes, et qu’au plus une de ces composantes
sout singuliere [ou plus généralement que la condition (C) soit satis-
faite par X ou Y]; soit (X', Y') une spécialisation de (X, Y) sur k
telle que X'.Y' soit défini; alors X'.Y' est l'unique spécialisation de
XY sur (X, Y) - (X!, Y') avec ré férence a k.

4. GROUPES D’HOLOTOMIE. — Soit A une sous-variété de Q; dans le
groupe gradué I' des cycles portés par Q nous avons, dans la
premiére partie de ce Chapitre, identifié deux cycles qui ne différent
que par des variétés ne contenant pas A; nous avons utilisé impli-
citement le fait que cette relation d’équivalence est compatible avec -
la structure de groupe gradué de I', et nous avons opéré dans le
groupe gradué quotient I',. Nous appellerons ce groupe I', le groupe
des cycles locaux relatifs & A, et ses éléments des cycles locaux
(relatifs a A). Lorsque BC A, T', est un groupe quotient de I';.

Nous dirons qu’un cycle local X“™ est une intersection compléte s'il

existe un cycle X de la classe X et un cycle X"~ de I’espace tels que
X =X,.Q. Nous avons surtout considéré jusqu’ici des intersections
complétes; celles-ci forment un sous-groupe stable H du groupe
gradué I',; le raisonnement du paragraphe 1 montre que H est univo-
quement déterminé par la donnée de 'anneau des quotients Qo(A.);
deux cycles locaux dont la différence est une intersection compléte
sont dits holotomiques. Nous allons maintenant nous intéresser au

groupe quotient H(Q, A)= que nous appellerons le groupe d’holo-

tomie de Q en Aj; sa structure ne dépend que de celle de I’anneau
Qq(A); c’est donc un invariant birationnel birégulier. C'est un groupe
gradué, somme directe des sous-groupes H;(Q, A) (dimA </~ w);
Hina(Q, A) et H,(Q, A) sont triviaux. Si BC A, on voit aisément
que H(Q, A) est un groupe quotient de H(LQ, B). Nous pourons
aussi considérer le groupe global d’holotomie H(Q) de Qj c’est le
quotient de I' par le sous-groupe des intersections compleétes;
H(Q, A) est un quotient de H(Q) quelle que soit la sous-variété A
de Q.

Si A est une sous-variété simple de Q, toute variété V contenant A
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est, en A, intersection de Q avec un cylindre générique passant
par V; H(Q, A) est donc trivial.
Tout cycle local est holotomique & un cycle positif; si, en effet,

X=Y—Z, Y>o0,Z>o0,etsi Z:Z n, V., nous ferons passer par V,

un cylindre générique de dimension convenable C,; alors C,. Q> V,;
posons C=2nr,C,; ainsi C.Q7Z, d'ou X+ C.Q>Y>o0. Ainsi
H(Q, A) est un quotient du semi-groupe des cycles locaux positifs.

ProrosiTion 1. — St Q est normale le long de A, tout diviseur local
posittf X, qui est intersection compléte, est intersection compléte de £
avec un diviseur ) positif de U'espace.

Soit o I'anneau des quotients de A dans Q et soit X:Z n,V,un

diviseur local positif. Soient X =0Q.(U,—U,), ou U, et U, sont
deux diviseurs positifs d’équations (Chap. IV,§2) F,(X)=o0 et
F.o(X)=o0, — f. et f, les fonctions induites sur s par F,(X) et
F,(X), — et p, I'idéal premier minimal de o correspondant & V,;
comme o est intégralement fermé, o f, et 0/, sont des produits de
puissances symboliques des p, :

nflznpga)’ "'.f:l:I nga.);
« «

et 'on a

sz.Ui:—}_“‘raVa et Q.ngxsaV“;
o

o
on a donc r,—s,=n,>>o0; 'idéal of, f;' est égal a prf“’, et est
o

donc entier; ainsi f, f,”" appartient a4 o et, en le multipliant éven-
tuellement par un élément inversible de o, nous voyons que U, — U,
est un diviseur positif.

Remarques. — 1. Cette proposition 1 est a rapprocher du théoréme (global)
de Muhly : pour que & soit normale il faut et il suffit que le systéme linéaire
découpé sur & par les hypersurfaces d’ordre n soit complet quel que soit 7.

2. On peut avoir H(R, A)={O0} sans que A soit simple sur Q; il en est

Journ. de Math., tome XXX. — Fase. 3, 1951. 35



272 P. SAMUEL.

ainsi si A est un point double ordinaire d’une courbe plane £ : A=Q.(T — D)
ot T est une tangente & & en A et D une droite générique passant par A. Si Q
est normale le long de A et si H(£, A)=={ O}, on voit aussitdt que le théoréme
d’unique factorisation s’applique aux éléments de o.

Remarquons que nous avons défini les multiplicités d’intersection
relatives pour les cycles dont la classe est un élément périodique de
H(Q, A). Nous allons, pour terminer, calculer quelques groupes
d’holotomie.

Proposition 2. — Sur un céne Q de degré 2 ou 3 de Uespace A®, tout
cycle est globalement holotomique d une somme de génératrices.

Soit V une courbe tracée sur un céne du second degré Q; par une
génératrice D de Q nous tracons le conoide U lieu des droites
paralléles a un plan donné et s’appuyant sur D et V; V figure avec
multiplicité 1 dans Q.U si 'on prend D et le plan génériques et
indépendants sur les données; le reste de I'intersection se compose de
multiples de D et des génératrices de Q paralléles au plan donné.

Si Q est du troisiéme degré, soient O son sommet, D une géné-
ratrice et C une section plane (génériques); par tout point P de la
courbe donnée V on fait passer le plan contenant D celui-ci coupe C
en trois points, dont I'un a@ est sur D, et un second & sur la géné-
ratrice de P; soit E la droite joignant P au troisiéme c¢; on prendra
pour U la surface lieu de la droite E. Le diviseur Q.U est somme
de V (avec coefficient 1), d’'un multiple de C (qui est intersection
compléte), d’un multiple de D, et de multiples des génératrices OP
telles que b et ¢ se trouvent confondus. Ces derniéres correspondent
aux points P qui se trouvent sur les génératrices des points de contact
des tangentes menées par a a la cubique plane C.

Prorposition 3. — Sout Q un céne de A* de sommet O et normal en O,
et soit X un diviseur de Q composé de génératrices; si X est intersection
compléte en O, on a X =X, .Q ot X, est cdne de sommet O.

On peut supposer, en ajoutant éventuellement une intersection
compléte avec un céne de sommet O, que X est positif, et que 'on a
X =0Q.X, ou X, est un diviseur positif de A* (prop. 1). Soit F(X)=o0
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I'équation de Q, et G(X)=G,(X)+...+ Gumn(X)=0 celle du
diviseur X,, G, étant une forme de degré s; 'anneau des quotients o
de O sur Q admet une notion de degré. L’idéal sg, ou g est la
fonction induite par G(X) sur Q, est, puisque o est intégralement
fermé, produit de puissances symboliques d’idéaux premiers corres-
pondant & des génératrices, c’est-a-dire d’idéaux homogénes; o g est
donc un idéal homogeéne et contient les éléments g, ..., gum; ceci
n’est possible que si tous les g,,; sont des multiples de g;; on a donc
0g=0g, et la proposition 3 est démontrée.

CoroLLaRE 1. — S Q est un cone du second degré de sommet O, le
groupe d’holotomie H,(Q, O) est cyclique d’ordre 2.

En effet, une génératrice D n’est pas intersection compléte, mais la
somme de deux génératrices I'est; ainsi deux génératrices quelconques
sont holotomiques.

CoroLLAIRE 2. — Soit Q un cone elliptique de sommet O sur le corps
des nombres comolexes; le groupe H,(Q, O) est isomorphe au produit
d’un groupe cyclique d’ordre 3 par le groupe des paraméires elliptiques
uniformisant une base de Q.

Soit X un diviseur de Q composé de génératrices, X:ZnaDa;
[+4

soit 7, le paramétre elliptique de D, ; pour que X soit holotomique
a zéro, il faut et il suffit que les points P,, ou les D, rencontrent une

. A . n
base de Q, soient sur une méme courbe d’ordre 2 —3“, compte tenu
2

des multiplicités; ceci veut dire que :

a.

2”«50 mod. 3
o

Z nety=o0 (modulo périodes).

«

Soit alors ¢ la classe d’une génératrice d'inflexion D, (3¢,= 0 modulo
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périodes) et F le sous-groupe, cyclique d’ordre 3, engendré par
celle-ci; soit E le groupe des classes de diviseurs composés de géné-

ratrices et de degré zéro; il est clair que H,(Q, O) est somme directe
de E et de F. C. Q. F. D.

Les génératrices de Q dont la classe est périodique sont donc les génératrices
d’inflexion (3¢ = o), les génératrices sextactiques (6¢=0), et ainsi de suite.

Remarquons que dans les deux cas étudiés les groupes H () et H(L, O)
sont isomorphes.

ProrosiTion 4. — S¢ Q est une quadrigue sans singularités de
lespace A*, H,(Q) est un groupe cyclique infini.

Soient o et 3 les classes, dans H,(Q), de deux génératrices de
systémes différents; on a « + = o, donc deux génératrices de méme
systéme sont holotomiques. Toute courbe V de Q est holotomique &
une combinaison linéaire de génératrices (mener, par un point de Q,
le cone s’appuyant sur V). Si S est une surface intersectant { selon
des génératrices, nous écrirons S.Q =X, + X,, ou X; est une combi-
naison linéaire de génératrices de méme systéme. Si D (resp. D') est
une génératrice générique du premier (resp. second) systéme, on a
D.S=D.X, (resp. D'.S=D'.X,); ceci montre que les cycles X,
et X, ont méme degré, égal a celui de S, donc qu’il n’y a d’autre
relation entre a et § que a + 3 =o.



