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La notion de multiplicité en Algèbre 
et en Géométrie algébrique ; 

PAR PIERRE SAMUEL. 

« L' Algèbre est une langue 
bien faite et c'est la seule. » 

( CONDILLAC. ) 

INTRODUCTION ( 1 ). 

1. Les querelles d'école ont fleuri de tout temps et dans toutes les 
branches des Mathématiques. Comme il s'agit ici de Géométrie 
algébrique, le lecteur croira peut-être qu'il est fait allusion à la 
querelle entre l'école italienne et les algébristes modernes; il n'en est 
rien. Toute une lignée de chercheurs en effet, depuis Dedekind et 
Weber jusqu'à C. Chevalley, A. Weil, O. Zariskf et leurs élèves, a 
montré qu'il était possible d'appliquer à la Géométrie algébrique les 
méthodes de l'Algèbre abstraite. On s'est également aperçu que 
maints résultats obtenus par « des éclairs d'intuition d'italiens privi-
légiés >) se pouvaient démontrer par les méthodes rigoureuses de 
l' Algèbre; ainsi s'est tempérée peu à peu la méfiance éprouvée par les 
algébristes vis-à-vis des méthodes italiennes; et le temps n'est peut-

( 1) La seconde Pntie de ce Mémoire, consacrée aux applications géomé-
triques des notions algébriques exposées ici, paraîtra dans un prochain numéro 
de ce Journal. Vintroduction et la bibliographie publiées ici sont communes 
aux deux Parties. 
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être pas si éloigné où une méthode universelle de traduction per-
mettra, sans en changer les idées générales, de faire rentrer toute 
démonstration « italienne >) dans le cadre rigoureux de l'Algèbre. Ce 
temps verra probablement une floraison de Mémoires« d'exploitation)) 
assez analogue à. la surproduction contemporaine des hyperaxioma-
tiseurs en mal de généralisations. 

Il y a dix ans se créait outre Atlantique, sous l'impulsion de 
deux Français et d'un transfuge de l'École italienne, un centre de 
Géométrie algébrique auquel sont dus les plus importants résultats 
contemporains dans cette· branche. Mais, comme il est coutumier 
dans un groupe de mathématiciens en effervescence de production, 
deux tendances opposées se firent jour; il s'agissait de déterminer 
quelles portions de l' Algèbre moderne étaient nécessaires au déve-
loppement de la Géométrie algébrique. La querelle est récente, mais 
il n'est que de lire l'introduction des Foundations of Algebraic 
Geometry de A. Weil et l'analyse qu'en fait O. Zariski dans le 
Bulletin de la Société mathématique américaine pour voir qu'elle est 
assez animée. 

Le lecteur s'apercevra bien vite que l'auteur de ce travail a pris 
parti dans cette querelle, et qu'il a trouvé prématuré, ou peut-être 
au-dessus de ses forces, de s'interdire maint recours à l'arsenal varié 
et séduisant de l' Algèbre commutative. Il a donc indifféremment 
utilisé, selon les nécessités, et la· technique des spécialisations de 
A. Weil, et la technique analytique des anneaux locaux de 
C. Chevalley; Il est vrai que quelques remarques dans les deux ·der-
niers Chapitres de ce travail, les seuls consacrés à la théorie des 
intersections excédentaires et singulières, les quatre premiers déve-
loppant les préliminaires algébriques et géométriques nécessaires, 
montreront au lecteur qu'une partie de cette théorie aurait pu être 
développée en s'en tenant strictement aux méthodes de A. Weil. Si 
nous n'avons pas suivi cette voie,. c'est d'une part afin de laisser la 
porte ouverte à une généralisation vers les variétés algébroïdes, 
généralisation qu'une simple comparaison entre ce travail et le 
Mémoire des Intersections de C. Chevalley laisse prévoir facile. C'est 
d'autre part et surtout que nous pensons que la Géométrie algébrique 
moderne est encore en état de gestation, qu'il est prématuré d'en 
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entreprendre la systématisation simplificatrice, et qu'il sera utile au 
systématisateur futur d'avoir à sa disposition les résultats les plus 
variés et les plus complets possibles afin d'en opérer la synthèse. 

Le travail qui va suivre- est donc de nature très algébrique. Il 
trouve sa place dans une « maison pleine à la fois d'anneaux, d'idéaux 
et de valuations, et aussi de spécialisations, d'extensions de spéciali-
sations, et de corps linéairement disjoints », en somme dans une 
réunion de la maison de Chevalley-Zariski et de la maison de Weil. 
Si donc, à en croire Zariski, le géomètre classique appellera« a plague 
on both these houses >>,·ce travail sera une des premières victimes de 
sa malédiction. 

Le lecteur aura déjà compris tout ce que je dois à Claude Chevalley, 
André Weil et Oscar Zariski. Sans les contacts que j'ai eu le bonheur 
d'avoir avec eux, en France et en Amérique, ce travail n'aurait 
jamais vu le jour. Et, malgré les dive~gences qui les séparent, qu'ils 
soient unis ici dans la ferveur de ma reconnaissance. -

Je tiens également à remercier M. A. Châtelet qui a bien voulu me 
faire l'honneur de présider mon jury, M. P. Dubreil qui a apporté à 
à son rôle de rapporteur toute sa compétence et toute sa conscience, 
et M. Henri Cartan dont les conseils et l'exemple ont été pour moi, 
comme pour tant d'autres de ma génération, le guide le plus précieux 
sur les chemins, souvent étroits et bordés de précipices, de la Mathé-
matique axiomatique. • 

II. L'objet principal de ce travail est de généraliser aux compo-
santes excédentaires et singulières des intersections de variétés algé-
briques la théorie des multiplicités d'intersection due à C. Chevalley 
et à A. Weil, et relative a~x composantes propres. Pour atteindre 
partiellement ce but, trois Chapitres préliminaires (1, Il, et IV) nous 
ont été nécessaires. 

Le Chapitre I com.mence par un rappel de faits bien connus relatifs 
aux anneaux et algèbres commutalifs. Il contient surtout une théorie 
généralisant celle des polynomes' de Hilbert, et qui sera notre outil 
principal; cette généralisatüm comprend trois étapes : les idéaux 
homogènes d'un anneau de polynomes sur -un anneau d' Artin, les 
idéaux primaires poùr l'idéal maximal d'un anneau local, les idéaux 
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primaires quelconques d'un anneau noethérien. Outre les théorèmes 
~xprimant que la longueur de certains anneaux ou modules dépendant 
d'un entier n est un polynome en n pour n assez grand, sont démontrés 
des théorèmes montrant que, à partir d''un certain n, certains trans-
porteurs ( ou idéaux quotients) sont exactement ce que l'on peut 
croire à première vue. Nous constatons ainsi l'existence d'une régu-
larité, assez inattendue_ si l'on étudie quelques exemples d'idéaux. 

Dans les anneaux locaux, qui sont l'objet du Chapitre II, le degré 
et le coefficient dom'inant de ces polynomes en n définissent les notions 
de dimension et de multiplicité; ces définitions coïncident avec celles 
de C. Chevalley lorsque ces dernières ont un sens; et notre définition 
de la multiplicité q'un idéal primaire pour l'idéal maximal s'applique 
à tous les cas. Nous avons souvent supposé que nous nous trouvions 
dans le cas d'égales caractéristiques et sur un corps de base infini, 
hypothèses qui se trouvent vérifiées dans les questions géométriques, 
mais dont il serait utile de se passer d'un point de vue d' Algèbre pure. 
Le paragraphe 5 de ce Chapitre, montre essentiellement que les irré-
gularités observées pour les petites valeurs de n sont dues à la pré-
sence de composantes immergées de certains idéaux, et que, dans de 
nombreux cas simples, la multiplicité d'un idéal primaire coïncide 
avec sa longueur, ce qui explique le· succès, au moins partiel, de 
théories du genre de celle de Van_ der Waerden où les multiplicités 
d'intersection sont définies par des longueurs d'idéaux. Notre para-
graphe 4 contient une généralisation de la notion, due à C. Chevalley, 
d'anneau local géométrique, et permet de simplifier, tout en la géné-
ralisant, la démonstration de son « theorem of transition >> qui 
per!Ilet le passage des variétés algébriqu~s aux variétés algébroïdes. 
Le paragraphe a traite des produits kronéckériens d'anneaux locaux 
complets, utiles dans l'étude des variétés produits . .Le paragraphe 6 

• enfin met sous une forme maniable dans les applications géométriques 
un des résultats principaux du Chapitre Il. -

Le Chapitre III n'est nullement indispensable au déroulement 
logique de ce travail. Il donne quelques applications géométriques, 
assez élémentaires, des· théories algébriques des Chapitres I et II : 
multiplicité d'un point sur une hypersurface, certains cas où l'on peut 
définir les multiplicités d'intersection par. des longueurs d'idéaux 
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avec, comme application, le théorème de Bezout dans le plan, et la 
notion de degré d'une. variété. Le paragraphe 5 montre a priori que 
les définitions des multiplicités d'intersection dues à C. Chevall~y et 
A. Weil sont équivalentes; ceci est fait en interprétant, dans une 
terminologie plus classique, certains passages du traité de A. Weil. 

Le Chapitre IV donne les préliminaires géométriques nécessaires 
pour les Chapitres suivants. Il y est d'abord montré que certains phé-
nomènes algébriques et géométriques sont« ceux qui se passent sur un 
sous-~nsemble algébrique de la variété représentative des données » : 
bases non séparantes, éléments non primitifs, projections d'indice> 1, 

composantes excédentaires. La plus grande partie du Chapitre est 
consacrée aux spécialisations de cycles de dimension arbitraire : la 
solution donnée satisfait aux conditions posées par A. Weil dans le 
Chapitre IX, n° 6 de son Traité, et permet de mettre le principe de 
conservation du nombre sous la forme plus générale d'un principe de 
spécialisatio·n des cycles. La fin du Chapitre donne une démonstration 
algébrique d'un théorème de F. Severi permettant d'exprimer tout 

. . 
cycle de l'espace projectif comme intersection de diviseurs. 

Le Chapitre V traite des composantes excédentaires ~'intersection, 
c'est-à-dire de dimension strictement supérieure à u + "' - n, u et e,, 

étant les dimensions des variétés intersectées et n ·celle de l'espace 
ambiant. Après quelques préliminaires sur des questions _de dimen-
sions, nous définissons de façon algébrique la multiplicité d'une 
composante excédentaire, et donnons, au moyen de cylindres géné-
riques passant par les variétés intersectées, une interprétation géomé-
trique de ces multiplicités qui montre que notre définition coïncide 
avec une définiÙon suggérée par F. Severi. Ces résultats sont ensuite 
appliqués à la multiplicité d'une sous-variété; nous· y traitons aussi 
des cônes. des tangentes et- de l'espace tangent de Zariski. Nous 
montrons ensuite que nos multiplicités d'intersection satisfont à la 
formule des variétés produits et à celle de projection, et sont des 
!nvariants par transforma~ion birationnelle ·birégulière; par contre la 
formule d'assoèiativité n'est valable que sous des conditions fort res-
trictives; quant au principe de spécialisation. des cycles il • était 
absurde a priori de compter sur sa généralisation. 

Le Chapitre VI traite des·composantes singulières: on se place une 
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fois pour toutes sur une variété ambiante A et l'on cherche à généra-
liser aux composantes d'intersection M qui sont singulières sur A la • 
théorie des multiplicités des composantes simples. Nous ne donnons 
de définition que dans le cas particulier suivant, qui englobe d'ailleurs 
celui des composantes simples : les variétés ou cycles intersectés X 
et Y sont, au voisinage de M, des sous-multiples d'intersections com-
plètes de A avec des variétés de l'espace ayant la dimension qu'il faut. 
Ce.ci nous amène à introduire des multiplicités d'intersection fraction-
naires. Les propriétés fondamentales se généralisent toutes : formule 
des variétés produits, associativité, invariance birationnelle, formule 
de projection, principe de spécialisation. Nous introduisons enfin les 
groupes d'holotomie, groupes quotients (locaux ou globaux) des 
groupes des cycles de A par les sous-groupes des cycles intersections 
complètes (locales ou globales); nous en donnons quelques propriétés 
élémentaires, et en calculons quelques-uns. 

III. Nous allons maintenant énumérer divers problèmes qui se 
posent à propos de ce travail; certains de ces problèmes nous ont été 
suggérés oralement par A. Weil et c·. Chevalley. 

f. Étudier si le théorème 5 ( Chap. II) est encore ~al able avec un . 
corps :__ fini. 

Ut. 

2. Supprimer la restriction d'équidimensionalité de F( q) dans le 
théorème H (Chap. Il). 

3. ( A propos du Chap. IV, § l ). Dans la plupart des exemples 
donnés est défini un entier/ ( degré d'un corps sur un' autre, dimen-
sion) fonction. ·des données du problème; le résultat est que les 
assertions suivantes « / est strictement supérieur à son minimum >> 

(( les données du problème sont situées sur certain sous-ensemble 
algébrique >) sont équivalentes. Il s'agirait d'axiomatiser, au moyen 
d'axiomes faciles à vérifier, les fonctions (< naturelles »/donnant lieu 
à i'équivalence ci-dessus. 

4. Trouver un exemple où l'on soit forcé d'introduire des diviseurs 
radiciels sur le corps de base dans l'application du théorème de Severi 
( remarque au th. 3, § a, Chap. IV). 
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- 5. Montrer que la définition dissymétrique proposée en remarque 
à la fin du paragraphe f ( Chap. IV) est cohérente. 

6. Étudier les sous-variétés si~gulières M de A telles que, au voisi-
nage de M~, la diagonale A~ de A X A soit une intersection complète; 
ceci est-il lié à la locale normalité ... de A? Une réponse positive au 
problème 7 permettrait alors de généraliser considérablement la • 
théorie développée au Chapitre VI. 

7. Lever les restrictions du théorème 2 (§ 5, Cha p. VI). 
8. (A propos de la fin du paragraphe f, Cha p. VI). Montrer que 

la multiplicité d'intersection absolue est au plus égale au produit_ de 
la multiplicité d'intersection relative par la multiplicité de la compo-
sante M sur la variété ambiante . 
. 9. Faire de la proposition 1 (§ 4, Chap. VI) une condition néces-

saire et suffisante de locale normalité. 
1.0. Les groupes d'holotomie ont-ils des liens avec les groupes 

d'homologie ( locaux et globaux) lorsque le domaine universel est le 
corps des nombres complexes? 

.11. Dans ce dernier cas peut-on munir ces groupes d'holotomie de 
topologies naturelles? Nature topologique de ces groupes? 

1.2. Étudier si le produit d'intersection local d'un cycle holoto-
m1que à zéro avec un cycle quelconque ( si le problème 7 admet une 
réponse positive), ou tcmt au moins avec un cycle dont la classe 
d'holotomie est périodique, est un cycle holotomique à zéro; ceci ~éfi-
nirait un produit d'intersection d'éléments périodiques des groupes 
d'holotomie; voir si ce produit ne pourrait pas s'étendre aux éléments 
quelconques. 

IV. Nous allons terminer cette Introduction en indiquant la termi-
nologie et les notations employées. Nous nous 'Sommes en général 
conformé à l'usage de M. Bourbaki et de ses collaborateurs; ayant 
eu accès à des Notes non encore publiées de cet auteur, nous devons 
anticiper quelque peu. 

Le nombre de permutations de p objets q à q ( q L p) sera noté 
ici(;) et non c;. 

L'anneau des séries formelles à n variables sur un anneau commu-
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tatif A sera noté A[[X1 , ••• , Xn]] et son corps des quotients-
K( (X0 ... , Xn) ); le degré d~ la forme de plus bas degré d'une série 
formelle Fest appelé l'ordre de F. • 

Le mot corps signifiera ici« corps commutatif)); _l'exposant caracté-
ristique d'un corps K de caractéristique p est, par définition, l'entier p 
si p > o, l'entier I si p == o. Les éléments d'une extensio:'1 E d'un 
corps K d'exposant caractéristique p qui satisfont à des équations de 
la forme XP1 - a== o(aeK) sont dits radiciels sur K. Un corps qui 
n'a d'autre extension algébrique que lui-même sera dit algébriquement 
clos; l'épithète algébriquement fermé est réservé à la notion relative : 
K est dit algébriquement fermé dans une extension E si tout élément 
de E qui est algébrique sur K appartient à K. La clôture algébriqae 
de k est l'extension algébrique algébriquement close de k ( définie à ùn 
isomorphisme près); elle sera souvent notée k. 

G1 
• L • h" G1 G~ (G G G ) G1 + G., G., es 1somorp 1smes G

2 
G~ 3 C 2 C T I et G1 - G1nG

2 
seront 

G:: 
appelés premier et second théorèmes d'isomorphisme. 

Un élément x d'un anneau B est dit intégral sur un sous-anneau A 
de B s'il satisfait à une équation de 1~ forme xn+ a1 xn-1 + ... +an= o 
avec a; e A; un anneau d'intégrité A est dit intégralement fermé 
(«ganz abgeschlossen», «integrally closed») si tout élément du corps 
des quotients de A qui est intégral -sur. A appartient à A. Si S est un 
ensemble multiplicativement stable d'éléments non diviseurs de zéro 
d'un anneau A, nous noterons As et nous appellerons anneau des quo-

tients de A pàr rapport à S, l'ensemble des classes de fractions; où 

a e A et se S, avec les identifications et les lois de composition clas-
siques; S sera souvent le complément d'un idéal premier p de A, 
auquel cas As sera noté Ap est appelé l'anneau des quotients de A par 
rapport à l'idéal premier p, ou encore l'anneau des quotients de p. 
Si S est l'ensemble de tous les éléments non diviseurs de zéro de A, 
As prendra le non d'anneau total des quotients de A. Il faut se garder 

de confondre cette_notion avec celle d'anneau quotient t de A par un 
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idéal p; il serait peut-être préférable de parler d' « anneaux des frac-
tions » afin d'avoir deux expressions de consonances différentes, 
comme les expressions anglaises « factor ring» et « quotient ring>>. 

Le reste de la terminologie a été, ou bien défini en son iieu, ou 
bien, lorsque la tradu~tion était immédiate, traduit de la terminologie . 
anglaise correspondante, celle de C. Chevalley [I, LR] pour les 
notions algébriques, ou-celle de A. Weil [WFJ pour les notions géo-
métriques : par exemple « système de paramètres >> est l'équivalent 
de « system of parameters », et « spécialisation » celui de « speciali-
sation »; sinon l'équivalent anglais a été indiqué. 

Nous él.vons suivi la méthode du« domaine universel» de A. Weil, 
sans cependant nous conformer à toutes ses conventions; par exemple 
les « anneaux des quotients de sous~variétés >> seront pris avec le 
domaine universel comme corps de base, et sont donc distincts des 
« anneaux de spécialisation » de A. Weil ( voir Chap. I~I, § 3). 
Lorsque nous avons employé l'épithète générz·que nous nou·s sommes· 
parfois permis de ne pas préciser le corps K sur lequel les êtres géo-
métriques en question sont génériques, étant entendu que K esf 
n'importe quel corps de définition commun à toutes les variétés 
précédemment définies. Une variété linéaire ou une direction de 
variétés linéaires ( direction d'un cylindre, direction d'une projection) 
est dite générique sur k si cette variété, ou la variété linéaire passant 
par l'origine et parallèle à la direction donnée, peut être définie par un 
·système d'équations linéaires dont les coefficients sont des variables 
indépendantes (c'est-à-dire algébriquement indépendants) sur k; nous 
parlerons alors de pmjection générique et de cylindre générique sur k. 

CHAPITRE I. 
• LONGUEURS D'IDÉAUX PRIMAIRES. 

Nous entendrons dans tout ce travail par « anneau >> un anneau 
commutatif ayant un élément unité noté 1 .- Un anneau A s~tisfaisant 
à la condition maximale pou_r ses idéaux ( c'est-à-dire le « Teilerket-
tensatz »: tout ensemble non vide d'idéaux de.A, ordonné par inclusion, 

'Journ. de Math., tome XXX. - Fasc. 2, 1951. 22 
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possède un élément maximal», qui est équivalent au « Basissatz >) : 

tout idéal de A· possède une base finie) sera. appelé u:ri anneau 
noethérien (1 ). Un anneau satisfaisant à la condition minimale pour 
ses idéaux ( tout ensemble non vide d'idéaux de A, ordonné par inclu-

. sion possède un élément minimal) sera appelé un anneau d'Artin; 
tout anneau firii, toute algèbre de dimension finie sur un corps est un 
anneau d'Artin. 

1. STRUCTURE DES ANNEAUX n'ARTIN (2)~ - Soit A un anneau d'Artin; 
tout anneau quotient de A est un anneau d'Artin; d'autre part un 
anneau d'intégrité d' Artin B est un corps, car, pour tout a E; B, on a, 
pour n assez grand, Ban=== Ba11+\ donc a11 === ba11+ 1 et ba == 1; par con-
séquent tout idéal premier de A est maximal. Soit 1{ l'intersection de 
tous les idéaux maximaux de A (le « radical >> de A); puisque A est 
un anneau d' Artin, 11 est déjà l'intersection d'un nombre fini d'entre 
eux .p1, ... , Pn; si 11 est un idéal premier distinct de ceux-ci, on a 
p;4-u et il existe xiEP; tel que X;~u; alors y==xi'·· .xn~ll, 
mais y e lrl, ce /qui contredit la définition de lt; donc A ne possède 
qu'un nombre fini d'idéaux premiers Pt, ... , Pn, et ll1== n Pi est un 

i·f:.1 

idéal distinct du radiéal lî. 

LEMME. - Le radical lt d'un anneau A est l'ensemble des éléments 
a e A tels que 1 + xa soit im'ersible pour tout x E A. 

a. Soit a e llt; considérons l'idéal A ( 1 + xa ); s'il était contenu 
dans un idéal maximal m, on aurait 1 + xa E m, xa E ll Cm, donc, 
1 e m, ce qui est absurde. Donc A ( 1 + xa) === A, et 1 + xa est inver-
sible. 

b. Si, réciproquement, 1 + xa est inversible pour tout xe A, sup-
posons que a n'appartienne pas à un idéal maximal m; alors 

( 1) Pour la théorie élémentaire des annea·ux noethériens, nous renvoyons le 
lecteur au Chapitre XII d'e la Moderne Algebra de Van Der Waerden. 

(2) Ce n'est qu'un rappel de résultats bien connus [cf. JACOBSON, Theory of 
rings et Radical and semi-simplicity for arbitrary rings (Amer. J. Math., 
vol. 67, 1945, p. 300 à 320 )]. • k 



LA NOTION DE MCLTIPLICITÉ EN ALGÈBRE. 169 
ut+ Aa = A, et il existe x e A tel que 1 + xa e m, ce qui est absurde. 
Donc a appartient à tout idéal maximal et par conséquent à lt 

D'après l'identité (1-xa)(1+xa+ .. . +xnan)=1, qui a lieu 
si xn+t an+i == o, on voit que tout élément nz"lpotent a appartient à li. 
Si, réciproquement, a est un élément du radical d'un anneau d' Artin 
A, la considération de la chaîne descendante d'idéaux ( Aan) montre 
qu'il existe xe A tel que an= xan+1 ; mais 1 - ax est inversible, 
soit (1-ax)(1+y)==1 ou xa(1+y)-y==o; multipliant par an 
il vient xan+ 1 == an= o. Donc, dans un anneau d'Artin, le radical est 
l'ensemble des éléments nilpotents. -C'est donc le plus grand nilidéal de 
A, si l'on entend par nilidéal un idéal dont tous les éléments sont 
nilpotents. 

THÉORÈME 1 (Hopkins). - Dans un anneau d' Artin A tout nilidéal a 
est nilpotent. 

• La suite d'idéaux, a, a2, ... , art, . . . étant décroissante, on a, à 
partir d'un certain exposant n, b == a"== an+ 1 == .... Supposons que 
b o et considérons la famille <I> des idéaux u tels que bu~ (0 ); 
puisque b2 == b ( 0), be <I> et <I> n'est pas vide. Soit u un élément 

,minimal de <I>; il existe ce u tel que be~ ( 0 ), donc Ace <I> et l'on a 
u===·Ac. D'autre part b2 u==bu==bc~(O); donc bue<I> et l'on a 
bu==bc==Ac. On peut donc écrire c==bc avec beb; d'où 
c ==be== b2 c = ... == bnc == ... ; mais b est un élément nilpotent; 
donc br1 = o etc== o, en contradiction avec b c ( 0 ). 

Soit donc· A un anneau d'Artin et lî son radi_cal; on a tïs== ( 0). 
n, 

~xprimons lî comme intersection {) Pi d'idéaux maximaux p;. Puis-

que pjq:p,., soit xije pj tel que x,°J"El=Pi; posons xi== II xij; on a x,-.El:Pi 
j;f::. i 

et x;E Il li,;• Puisgue est un corps, il existe c;E A tel que c;x;=I(ll;). 
j;(::.z • 

Soit YJ;r . 1-( 1-( cixi)")"; il est clair que YJir== 1(pn et YJi,.== o(Q li/). 
, I ;f::. l 

n 

Posons ei= YJis• On a eieie II Pi C lls, donc eiej== o si i j:D~ même 
k=1. 
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e;( 1 - ei) == o, c'est-à-dire ei= e~, et ei + ... +en== 1. L'anneau A est 
ainsi composé direct des anneaux Ae;; Ae; a évidemment pour radical 
e;pï== e/lt, et c'est le seul idéal maximal ( et premier) de cet anneau. 
Donc, en appelant anneau primaire un anneau où l'idéal ( 0) est pri-
maire, on a le résultat suiv·an t : 

THÉORÈME 2. ·- Tout anneau d'Artin est composé direct d'anneaux 
d' Artin primaires. 

Considérons tin anneau d' Artin primaire A, d'idéal maximal p tel 

que ir= ( 0), p"-' ( 0 ). Considérons les A-modules t, ~• .. •• 1;~
1 

• 

Comme ils sont annulés par p, ce sont des t-modules, c'est-à-dire des 

espaces vectoriels sur le corps ~; ceux-ci sont de dimension finie 
. :p 

puisque les,;~, satisfont à la condition minimale pour leurs sous-
modules. Donc A, considéré comme module sur lui-même, a, d'après 
le premier théorème d'isomorphisme, une série de composition finie. 
Donc tout ensemble, totalement ordonné par inclusion, d'idéaux de 

· A est fini d'après le théorème de Jordan-Hôlder. On obtient donc, 
par passage au composé direct, le résultat suivant : 

THÉORÈME 3. - Dans un anneau d'Artin toute chaîne d'idéaux est 
fini'e. En particulier tout anneau d' Artin est noethérien. 

DÉFINITION. - On appelle longueur d'un anneau d'Artin (resp. d'un 
module E) la longueur d'une chaîne maximale d'idéaux de A (resp. de 
sous-modules de E). 

2. ALGÈBRES PRIMi\IRES. - Soit A une algèbre primaire de dimension 
•· fini~ sur un corps K, et p son unique idéal premier. Comme on peut 

compléter la chaîne A::, p::, p2::, ••• ::, p11 == ( 0) en une chaîne maxi-
male d'idéaux, la longueur de A est égale à la somme des longueurs 

des A-modules • Mais ceux-ci sont canoniquement des espaces :pz+l -

vectoriels sur le corps ! • Donc longueur A = [,;~, : ~} Mais 

' i 

comme est une extension finie de K on a le résultat suivant : 
:p 
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THÉORÈME 4. - Soit A une algèbre primaire de dimension finie sur un 
c01ps K, et !oit p son idéa~ maximal; on a 

[
A .] ( longueur A). P : K ==[A: K]. 

Soit maintenant L ·une extension séparable ( algébrique ou non) de 
K, et soit AL l'algèbre obtenue à partir de A par extension du corps 

de base. L'idéal p AL de AL est nilpoltent; d'autre part AAL est isomorphe 
p L 

à ( ~) qui, comme L est séparable, est une algèbre semi-simple, 
'p , L 

composée directe de corps; donc pAL est le radical de AL. D'après 
l'étude du paragraphe 1, AL est composée directe des algèbres pri-

- maires ALei ( où• les ei sont des idempotents orthogonaux), et ALei a 
pour idéal maximal pALei. Considérons une chaîne maximale d'idéaux 

de A : ( 0) === u0 , ui, ... , llt-1 === p, llz === A; est un espace vectoriel 
Us-1 

de dimension I sur et l'on a Plls C lls_
1

; soit Vs l'idéal ALu.1.ei de ALei; p 

c'est un module sur ALei; tout élément de pALei transporte iis dans iis_1 ; 

d »s • 1 • 1 Z ALei d , one -u - est un espace vector1e _ sur e corps ;===-A, engen re par 
s-1 P Lei 

n'importe quel générateur (sur t) de l'espace vectoriel ~; il est donc 
p Us-1 

de dimension o ou 1. On a donc 

Mais, d'après le théorème 4, on a 

et mi[Zi:L]==[ALe,:Ll; 
I 

d'autre part 

On a donc mi=== m pour tout i. Par conséquent : 

THÉORÈME 5. - L'algèbre AL obtenue par extension séparable L du 
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c01ps de base d'une algèbre primaire A est composée directe d'algèbres 
primaù·es de même longueur que A. 

• 
5. COMPOSANTES PRIMAIRES DANS LES ANNEAUX NOETHÉRIENS. - Rappelons 

que, dans un anneau noethérien, A, tout idéal ,t s'exprime comme 

intersection d'idéaux pr1ma1res : a== n ll;; soit Pi l'idéal premier 

associé à •li• Si l'on_suppose que cette représentation est minimale, les 
composantes primaires -'li sont déterminées de façon unique à condition 
que Pi ne contienne aucun autre idéal p /.i i); de telles composantes 
sont dites isolées; si Pi:::> p 1' on dit que la composante qi est immergée. 
Rappelons qu'une composante primaire isolée 'Îi de ,t est l'ensemble 
des.éléments de A transportés dans a par un multiplicateur n'app~r-
tenànt pas à Pi; rappelons aussi que U Pi est l'ensemble des diviseurs 

i 

de zéro de A, et {) Pi l'ensemble de ses éléments nilpotents, si les Pi 
i 

sont les idéaux premiers associés à toutes les composantes primaires 
( isolées et immergées) de (0 ). 

On montre par des exemples que, _si q est primaire pour p, qn n'est 
pas nécessairement primaire pour p; nous appellerons puissance symbo-
lique nième de q et noterons qt11 l la composante primaire de ,r selon p·. 
Comme tout idéal premier contenant _qn doit contenir p, •l(nl est la seule 
composante isolée de q/l. A propos de ces puissances symboliques nous 
allons démontrer les résultats suivants : 

THÉORÈME 6. - Si q est composante primaire isolée de a selon P, q(II) 

est composante primaire de ,in selon p .. 

Soit tJ la -composante primaire de ail selon p; puisque an C _qn, il est 
clair que u c q(nJ. Soit inversement y E qllll; pour certain. tEf: p, on a 
ty e qn; prenons u Ef= p et appartenant au produit des composantes 
primaires de a autres que q, et soit·ç == unt; on a vEf:p et çy == tyune an. 
Donc y e tJ d'après le résultat ci-dessus. 

/ -
THÉORÈME 7. - Soit .o un anneau noethérien, D un sous-anneau noe-

thérien de o, p un idéal premier de .o et q un idéal de o primaù·e pour p. 
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Si p est un idéalpre~ier ùolé de op dans D tel que Pn·O == P, et si, pour 
tout idéal 11 de o primaire pour p, ii désigne la composante primafre de 
DP selon p, on a q(")== ~l. 

D'après le théorème 6, q(ll) est la composante primaire de (oq)" == Dqll 
selon p. D'autre part qî7i'l est l'ensemble des éléments xe o transportés· 
dans oqU1

) par quelque ll ~p; puisque q(") est transporté dans •r par un 
élément te t.l' t~ P, on voit que tu q~) C oq 11 avec tll p puisque Pnt.l == p; 
ceci montre que qTul est la composante pri~aire de oqn selon p. 

4. ANNEAUX DE POLYNOMES SUR UN ANNEAU o'ARTIN. - Considérons 
l'anneau .o == A [X1 , ••• , X.1.] des polynomes à s indéterminées sur 
l'anneau d' Arlin A. Soit a un idéal homogène de .o, c'est-à-dire un 
idéal qui, avec tout polynome, contient toutes les composantes homo-
gènes de celui-ci; il revient au même de dire que a peut être engendré 
par des polynomes homogènes, ou formes. Nous noterons a(n) 
l'ensemble des formes de degrés n contenues dans a; a(n) est un sous-
module du A-module de toutes les formes de degré n,-f ( n ); f ( n) est 

un A-module libre à (n + s - 1) générateurs; si m désigne la -longueur 
S-I 

de A, f ( n) a pour longueur m ( n + s - 1 ) • 
S-I 

THÉORÈME 8. - La longueur (fla ( n) du module a ( n) est un polynome 
en n pour n suffisamment grand. 

Ce théorème généralise le théorème de postulation de Hilbert ( i ), 
qui traite du cas où l'anneau A est un corps. Nous procéderons à 
partir de là par récurrence sur la longueur m de A. Soit m un idéal 
minimal de A; d'après le second théorème d'isomorphisme les 

d n ( n) + mf ( n ) a ( n ) . 
A-mo ules f ( ) et f ( ) ( sont isomorphes; donc m n m· n no n) 

( 
ll ( Il ) + mf ( Il ) ) • longueur (a (n)) == longueur ----- + longueuc.,(mf (n)nll (n)). 

mf(n) 

(1) Über die_ Theorie der Aîgebraischen Formen (Math. Ann., t. 36, 1890, 
p. 473-53~). 
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L d 1 ll ( n) + mf ( n) , l . e mo u e f ( ) , etant annu e par m, a une structure cano-m n . 
A . 

nique de m-module; sa longueur est un polynome en n pour n assez 

grand par hypothèse inductive, car il est obtenu à partir de a ( n) par 
réduction des coefficients modulo nt. Étudions maintenant mf ( n )na( n ); 

• c'est le module des formes de degré n contenues dans l'idéal ttt.On a, 
qui, comme intersection d'idéaux homogènes, est homogène; soit 
(Fi, ... , Fq) une base de cet idéal composée de formes; toute forme 
dentf(n)na(n) peut donc s'écrire F==AiF1 + .. . ·+AqFq où les A; 
sont 

1

des formes de degré convenable. Si b est !'annulateur de 1tt dans 
A, le module ll ( n )n mf ( n) est annulé par b; c'est donc canoniquement 
un ~-module; c'est le module d.es formes de degré n de l'idéal de 

i [Xi, ... Xs] engendré par les formes Fi obtenues à partir des Fi par 
réduction des coefficients modh; 1tt étant minimal est principal et 
engendré ·par n'importe lequel de ses éléments non nuls (X; si xy eh et 
y$b, alors xy a=== o; y(X o, sinon ye .b; donc XE b.; b est premier, 

donc maximal, et} est un corps. Ainsi la longueur dut module 

a ( n )n ntf ( n) est un pol ynome en n pour n assez grand d'après le 
théorème de Hilbert. c. Q. F. o. 

Étant donnés deux idéaux a et b d'un anneau quelconque .o, nous 
noterons (a: b) et appellerons transporteur de b dans a l'ensemble des 
x E o tels que xh Ca. Considérons à nouveau l'anneau .o == A [X 1 , 

... , Xs] où ,A est un anneau d' Artin; nous noterons X l'idéal engendré 
par X 0 ... ·, Xs dans .o; un idéal .q contenant une puissance de X sera 

d • • l • d" ( ) ( n + s - 1 ) 1 t zrre eçant; ceci veut 1re que SD ,q . n == , s _ 
1 

m pour n assez 

grand. Soit ll un idéal homogène de o, et ll == n,qi une représenté;l-
i 

tion primaire minimale de a; soit tJ l'intersection ( irrelevan te) des ,q; 
qui sont irrelevants, et soit ,6 l'intersection des autres composantes 
primaires de a : a=== rn.S. Soit h === .Sn( r: X); il est clair que h C ( rë: X); 
soit réciproquement F tel que FX; e a pour tout i; puisque l'idéal 
premier de toute composante non irrele-vante de a ne contient pas 
tous les Xi, on déduit de FXi e a pour tout i que FE .S; puisque 
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Fe ( r :1), on a donc Fe b et b = 6,/r: 1) == ( a: 1). Le second théo-
rème d'isomorphisme nous donne 

cpt(n) + cps(n) == cpr+s(n) + cpa(n), 

cp(r:x)'(n) + cps(n) == <:p(c:x)+s(n) + <:p(a:x)(n). 

Mais r, r + 5, ( r: 1) et ( r: 1) + ,S sont irrelevants; donc le~rs ({) ( n) 
, , (n+s-1) d O d sont tous egaux am s _ 

1 
pour n assez gran . n a one, pour 

n assez grand, la formule des idéaux irrelerants 

\ <pa(n)=<p(a:x)(n)=<ps(n) I· 
a. LONGUEURS o'IDÉAUX PRll\lAIRES DANS LES ANNEAUX LOCAUX. - Un 

anneau noethérien o est appelé un anneau local ( 1) si les éléments non 
inversibles de o forment un idéal m; tout idéal non trivial de .o est 
alors contenu dans l'unique idéal maximal m. Rappelons d'abord les 
résultats suivants : 

00 

a. n mn== ( 0) ( théorème de Krull); les puissances de. m définis-

sent donc sur .o une topologie d'anneau séparé; on montre que la 
complétion o de l'anneau topologique .o est un anneau local, que tout 
idéal d'un anneau local est fermé, et que tout élément qui n'est pas 
un diviseur de zéro dans .o n'est pas un diviseur de zéro dans o. 

b. (Théorème de Cohen). Si l'anneau local complet .o contient un 

corps, il contient un corps K isomorphe à; par l'homomorphisme 

canonique de .o sur ; ; un tel corps sera appelé un c01ps de Cohen de .o. 
Ce résultat, l'un des plus profonds de la théorie des anneaux loçaux, 
sera peu utilisé dans la suite de ce travail. 

Tout idéal .q tel que m::, q::, ms est primaire pour m; en effet, de 
ab e .q, a e m, on déduit, a étant inversible, que be .q; la réciproque 

( 1) Voir [K], [LR] et [Cl. 
Journ. de Math., tome XXX. - Fasc. 2, 1gS1. 
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est évidente. Je dis que~ est alo'rs un anneau d'Artin; il nous suffira 
1l 

de le montrer pour ;s; soit (x0 ... , xs) une base de m; les .o-modules 
.0 m ms-1 . , . • 
-, ----;; , • • ·, -s, qm sont annules par m, sont canomquement des mm- m . 

espaces vectoriels sur le corps ~; dans ~i les mono mes (x{1 
••• x~s) m m1+1 

(jt + ... + js == j), réduits modulo mJ+t forment un système de géné-

rateurs; donc les espaces sont de _dimensions finies sur ii; ~t notre 

assertion est alors une conséquence immédiate du théorème de 
Jordan-Hôlder. 

Soit .q un idéal primaire pour l'idéal maximal m d'un anneau local 
.o; par une q-forme de degré n sur .o nous entendrons un élément du 

qn n : 
module qn+i; nous noterons Fn(CJ) le groupe abélien 

4
!+1 muni de sa 

structure canonique de !-module; soit A l'anneau d' Artin ! • Consi-
q 1l 

00 

dérons la somme directe F ( •1) == !i F,i(q ); nous munissons F ( q) de la 
n=O 

structure suivante d'anne_au : si xe Fn(q) et ye Fp(11), x et y sont 
classés modulo •ri+i et qP+i d'éléments xeqn etye llP; on vérifie immé-
diatement que la classe de xy mod 1f1+P+1 ne dépend que de x et y; ea 
la no tarit x .y, et en étendant cette multiplication par linéarité, on 

obtient, sur F(q), la structure d'anneau annoncée. La ~ongueur de~ .q 
n-1 

est égale à celle du A-module !i FJ(q ). Soit maintenant ( x 11 ••• , Xs) 
i=O 

une base de q, Xt l'image de Xt dans Ft ( q ); les monomes en X1, ... , X.5 

engendreront ~lors les A-modules F/ q ), et nous pourrons écrire 
.F (.q) == A [x1 , ••• , xs], ce· qui montre que F ( q) est un anneau noe-
thérien. Si nous prenons· s indéterminées X 0 ... , Xs, nous voyons 
que F (q) est isomorphe au quotient de A [X1 _, ••• , Xs] par l'idéal 
homogène a des relations algébriques entre les xi. Puisque A est un 
anneau d' Artin, nous déduisons du théorème 8 le résultat suivant : 

THÉORÈME 9. - Si q est un idéal primaire pour l'idéal maximal m d'un 
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anneau local ,0, la longueur P q( n) de fn est uli polynome en n pour n 
• suffisamment grand. 

• Remarques. - 1. Au Chapitre Il le degré et le coefficient domi_nant du poly-
nome Pq(n) définiront les notions de dimension et de multiplicité, qui seront 
importantes pour les applications à la Géométrie algébrique. 

2. Remarquons que la formation de l'anneau F ( tJ) à partir de a et de la- suite 
d'idéaux (qn) est un cas particulier de fa formation d'un anneau gradué à partir 
d'un anneau filtré ( ou valué ), souvent utilisée par l'Ecole française de Topologie 
algébrique ( 1 ). 

3. Soit ; la complétion de .o; on vérifie sans peine que .oqn est primaire pour 

l'idéal maximal m == Dm de ; et que_!_ et,:.._ sont isomorphes (qn étant un idéal 
' qn gqn 

ouvert de .o); donc Pq(n) == Poq(n). 

4. La définition, due à Krull des « p-Reihenringe » ( 1 ) signifie que l'anneau 

F ( m) est isomorphe à l'anneau de polynomes l X1, ... J Xs] lorsque ( X1, •• •, Xs) 
. m 

est une base minimale de m. 
Lorsque y e mn et y Ef: mn+1 , la classe y de y mod mn+t est appelée la forme 

initiale de y; si a est un idéal de .o, ridéal a de F ( m) engendré par les formes 
initiales des éléments de a est appelé l'idéal directeur de a ( « Leitideal » de 
Krull). 

THÉORÈME 10 ( théorème des transporteurs). - Si .q est primaire pour 
l'idéal maximal m de l'anneau local ,0 et si m ne se compose pas unique-
me nt de diriseurs de zéro, on a ( qn+1 : q) == qn pour n assez grand. 

Puisqu'il s'agit d'une propriété de /+1, il nous suffira de démontrer 

le théorème 10 dans le cas d'un anneau local complet ,0; en_effet tout 
élément qui n'est pas diviseur de zéro dans un anneau local, n'est pas 
diviseur de zéro dans sa complétion. Il est clair que ,f C (.qn+i :q); 
nous allons étudier si ( qn+1 : q) est, ou non, strictement _plus grand 
que .qn, c'est-à-dire, en passant à F ( q) et à A [X 1 , ••• , Xs], s'il existe 
des formes de degré n - r( r > o ), G (X) telles que GXt E a+ ,Xn+1 

(1) Voir, par exemple, H. CARTAN, C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 148. 
(1) Dimensionstheorie in Stellenringe (J. Reine Angew. Math., t.179, 1938, 

p. 209 ). 
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pour tout i (les notations sont les mêmes que pour le théorème 9, et X 
désigne l'idéal engendré par les Xi); puisque GXi est de degré n - r + 1 

et que a est homogène, ceci implique Ge(a:X). D'après la formule 
des idéaux irrelevants [formule ( 1 ), § 4] ceci implique, si n - r est. 
suffisamment grand, que Ge a, c'est-à-dire que la forme correspon-
dante de Fn-r(q) est nulle. Nous avons donc démontré que, sin - r 
est supérieur à une constante c indépendante den, on a 

Restent à étudier les éléments de ( 1t71+1 : q) qui s~m en. dehors de qc, 
( ,qn+1 • ,q) + ,qc 

c'est-à-dire le module ln== • . , il est clair que ln+t c ln·, 
ile 

puisque ac est un anneau d'Artin, la suite décroissante (ln) s'arrête, ,q 

et, pour certain p, on a lp== 3p+t == .... Soit y e lp; si y~ oil existe 
y*qc. tel que (y+ qc)n( qn+i: .q) 0 pour tout n ~p, c'est-à-dire qu'il 
existe Zn e qc tel que (y+ Zn) q C qn+i; de (y+ Zn) q C qn+i et de 
( + ) C n+2 d , d • t ( ) C n+i d' , y Zn+t t1 tî , ' On e Ul Zn+! - Zn q q , OU 

Zn+t - Zn e (qn+i: tî)nqc== q/l; la suite (zn) est donc une suite de Cauchy; 
comme .0 est complet elle a un~ limitez e qc et l'on a z - Zn e qn. Alors 

00 

(y+z)qc(y+zn)t1+(z-zn)t1ct1n+t, et, puisque n qn==(û) 

d'après le théorème de Krüll, on en déduit (y+ z) q == ( 0 ); mais, 
puisque y* qc et z e qc, on a y+ z o; ainsi tout élément de q, donc 
de m car ms C q, est un diviseur de zéro contrairement aux hypothèses. 
Ceci veut dire que, pour n assez grand, on a ln== ( 0 ), donc 
( qn+1 : .q) c qc et le théorème f O en déduit aussitôt de la formule ( 2 ). 

Remarque. - Par applications répétées de la formule (a:h):.c == (a:b.c) on. 
voit que (,qn+h:,qh) == ,qn pour n assez grand. 

6. PASSAGE AUX ANNEAUX NOETHÉRIENS GÉ~ÉRAux. - Soient .o un anneau 
1 noethérien, ,q un idéal primaire pour l'idéal p de .o. On appelle lon-

gueur de l'idéal primafre ,q la longueur d'une chaîne maximale d'idéaux 
primaires pour p joignant .o à ,q. L'étude des idéaux primairès pour p, 
que, pour d'évidentes raisons géom~triques, l'on pourrait appeler la 
« localisation >> à l'idéal premier p, est facilitée par la considération de 
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l'anneau des quotients o1l de l'idéal premier p. Rappelons-en les prin-
cipaux résultats ( 1.) : soit ,S l'intersection de tous les idéaux de o pri-
maires pour p [ ou, ce qui revient au même, l'intersection des compo-

santes primaires de ( 0) contenues dans p ]; dans l'anneau i tout élé-

ment en dehors dei n'est ·pas un diviseur de zéro; soit o1l l'a~neau 

des fractions ; , où ri. e i, e ,i_, E:1:;; si a est un idéal de o, nous 
noterons ao1l l'idéal_ engendré dans o1l par l'image cp (a) de a par 
l'homomorphisme canonique cp de .o sur ,i; si a* C o1l nous noterons 

-1 

a~o, par abus de langage, l'idéal cp ( a*). On montre que : 

1° (a~o)o1l==a*. 
2° Si l'idéal a de o a pour représentation primaire minimale 

a== 11, n . .. ntlrnllr+tn ... nlls o_ù llz est primaire pour Pi, avec Pi C p pour 
.i L r et Pi q: p .pour i > r, alors l'id.éal ao1l a 11 i OM ... n11r01l pour repré-
sentation primaire minimale. 

3° Oµ est un anneau local ayant po1l pour idéal maximal. 

Donc, si q est primaire pour p, qo1l est primàire pour p.oll, ~t il y a 
correspondance biunivoque monotone entre les idéaux primaires pour 
p et les idéaux pr~maires pour po1l;, à q(nJ correspondra évidemment 
l'idéal qnoll== (qo1lyi. Les théorèmes 9 et 10 donnent alors les résultats 
suivants : 

THÉORÈME 11. - Soit ,q un idéal primaire d'un anneau noethérien o; 
la longueur P q( n) de la puissance symboliqu~ nième q(n) de q est un poly-
nome en "! pour n suffisamment grand. Si ,6 est l'intersection de tous les 

idéaux de .o qui sont primaires pour l'idéal premier p de q, et ; n'est pas 
.o· un idéal premier de ( 0) dans Z on a, pour n suffisamment grand, 

( q(n+h) : q(h)) == ll(n). 

(1) C. CHEVALLEY, On the notion of the ring of quotients of a prime ideal 
(Bull. Amer. Math. Soc., t. 50, 1944, p. 93). 
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CHAPITRE Il. 
ANNEAUX LOCAUX. 

f. NoTION DE DIMENSION._ - Soient tl et h de~x idéaux primaires 
pour l'idéal maximal m d'un anneau local .o. Il existe évidemment , 
deux entiers a et b tels que h :> aa . et a:> bb; donc an:> b1Jlt' bll :> aan' 
c'est-à-dire Pa( n )~ Pb( bn) et Pb ( n )L Pa( an). Ceci prouve que les 
polynomes Pa( n) et Pb( n) ont même degré d; ce degré commun sera 
appelé la dimension de .o; il est clair que .o a même dimension que sa 
complétion. 

THÉORÈME i. - Tout idéal q primaire pour tn est engendré par au 
moins d éléments. 

Soit en effet ( x 1 , ••• , Xq) une base de q et soit m la longueur de 

l'anneau d'Artin ! == A; nous reprenons les notations du théorème 9 if . 

(Chap. I); la longueur du A-module Fn(,q) des ,q-formes de degré n 
est évidemment inférieure à la longueur du A-module des formes de 
degré n dans l'anneau de polynomes A[X 1, ••• , Xq]; celle-ci est égale 

à m ( n ; '!_--:-- 1
) • Donc la longueur P q( n) de f. est inférieure à 

En comparant les degrés on voit que celui, d, de P q ( n) est inférieur 
à q, ce qui démontre le théorème 1. 

THÉORÈME 2. - Soient .o un anneau local, tn son idéal maxlmal, q un 
idéal prùnaù·e pour m, b 1 , ••• , b t des idéaux de .o ne contenant pas q . . Si 

le corps résiduel K = ; est inini ( 1 ), il existe a e q, a El: b;, (i = 1, ... , t) 
tel que ( ,qn : .o a) 11 qc = qn-1 , pour n assez grand et c indépendant de n. 

( 1) Cet_te condition sera toujours vérifiée dans les applications géométriques. 
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LEMME. - Soit a un idéal homogène de l'anneau de polynomes 
A [Xi, ... , Xs], A étant un anneau d' Artin primaù·e d'idéal premier p 

tel que K = soit un c01ps infini. Il existe une forme linéaire F telle 
p . 

que (f)a( n) et (f)( a: F )( n) soient égaux pour n assez grand, et l'on peut 
prendre F en dehors d'un nombre fini de sous-modules propres du 
A-module,€ des formes linéaires de A[X1., ... , Xs]• 

D'après la formule des idéaux irrelevants [formule ( 1) § 4-, Chap. I] 
nous pouvons remplacer a par sa composante non irrelevante ,S; 

soit S = n tît aveG tlï primaire pour Pï et X ci Pi; Pin,€ est alors un sous-
• i 

module propre de,€. Nous chercherons ainsi à prendre F en dehors 
d'un nombre fini de sous-modules propres ..ftlk de Jr, les Pin,€ et les 
sous-modules donnés. De ..ftl1r+ p,€ =,€on déduirait, pour I LrLs, 

Xremk+PJ!, donc Xr= ~pwuXu+ ~1tUXll avec LpwuXueJll,( 

et 1tù.EP; on a donc, pour I L.rLs, Y,.= Xr- ~1tuXu et Yre..ftl,(; le 
déterminant des s formes Y r est donc de la forme 1 + 1t avec 1t E p; il 
est par conséquent inversible dans A puisque A est un anneau d' Artin 
primaire; donc Xre.JH1.: et Jnk= ,€, contrairement aux hypothèses. 
On en déduit donc que JHk+ p,€ ,€. Si nous réduisomdes coefficients 

· . Jlh+pE E modp, les sous-espaces vectoriels V k= P E de V= P E sont 

propres; comme V est un espace vectoriel sur le corps infini K = ~, 
p 

il existe FE$V qui n'appartient à aucun sous-espace Vk. Nous pren-
drons pour F un représentant de la classe F. 

Ceci étant, soit P un polynome tel que FP e ,S; alors FP e tlï, 
FE$Pi, donc Peqi et PeS. Ainsi,S ==(S:F) et 

cpa(n) == <ps(n )== cp(s:F)(n); 

mais comme acS, on a (a:F)c(S:F); d'autre part ac(a:F). 
Donc (f)( a:F/n )= (f)a:( n )= (f)(s:F>(n ), ce qui démontre le lemme. 

Pour démontrer le théorème 2 nous prendrons A=!., ·K = !.._; 
tT m 
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A[X1, ••• , Xs] l' d f F( ) pour a anneau e ormes ,q , et pour a un élément de .ll 
ayant la forme linéaire F du lemme pour forme initiale. Nous aurons 
en effet à éviter les images dans F ( q) des modules 112

; b,; or le lemme 

le permet car, si l'on avait ,q2 + b;:, ,q, on en déduirait 112 c ,q 3 + bi,q ' 
d'où ,q 2 C ,q 3 +bi,q + hz= ,q 3 + bi, et, par récurrence·, ,q C _qr + bi pour 

tout r; comme {)(bï+ ,q'') == bi, on en déduirait ,qCb; contrairement 
z=1 

aux hypothèses. Il est clair que •1'1-r C ( 11'1: .o a); soit xEI: 1l71-1 tel que 
ax E ,qn et soit G un représentant dans A [X1 , ••• , Xs] de_ la forme i_ni-
tiale de X dans F(,q); le degré p de G est L.. n - 2. On a alors 
FGeXn+ lt; comparant les degrés on voit que FGe a, donc 
GE (a: F). Si donc, d'après le lemme, p est supérieur à _un entier c ne 
dépendant que de ll, on a GE a; ceci montre que si n > c + 1, on 
a ( ,qn: .0 a )n_qc = ,qn-i. 

Remarque. - En considérant les formes de degré k au lieu des formes· 
linéaires, on voit qu1il existe be.qk tel que (.qn:.ob)n'lc==.qn-k pour n>c+k. 

Un élément a E ,q tel que ( ,q11
: .o a) n ,qc = ,qn-i sera appelé un élément 

supe1:ficiel par rapport à ,q. Un élément b E ,qk tel que (,qn: .o b) n qc = ,qn-k 
sera dit superficiel de degré k. 

COROLLAIRE. - Sim ne se compose pas uniquement de diviseurs de zéro, 
il existe un élément superficiel a, non diviseur de zéro, et l'on a, pour 
n > C + I ( ,qn : .0 a) = 1l71-1

• 

Nous pouvons en effet prendre a en dehors des idéaux premiers 
de ( 0) car aucun ne contient ,q. La démonstration du fait que 
(,qn:oa) c ,qc se fait exactement comme à la fin du théorème 1.0 
(Chap. 1). 

Exemple d 1élément superficiel. - Soit .o ranneau de series formelles 
K[[a1, ... , asJ], et soit .q un idéal (non nécessairement primaire pour l'idéal 
maximal) de .o; on montre facilement que ron a (.qn+1 :.oai)==-.qnpour tout n, 
lorsque .q contient a1. 

• .O' 
Nous allons maintenant considérer un anneau quotient de .o, 

.O'X 
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et donner une formule reliant les polynomes P q( n) et P.!. ( n ). 

Soit q = _!_(xeq). On a 
tJX 

donc 

d'après le second théorème d'isomorphisme. Considérons l'homomor-
phisme de ( o-modules )cp : yx. On a 

-1 
et (.qn;tJx) == <p (qnntJX); 

donc 

ÇoROLLAIRE 1.. - Pour tout x e m, on a dim o dim t1:: dim o - 1. 

La première inégalité vient du fait que longueur ( qn: o x) ~o. 
D'autre part on a (1r:ox)::,qn-1

, donc 

longueur (.qn;tJx) L Pq(n - 1) et 

ce qui démontre la seconde inégalité. 

COROLLAIRE 2. - Six est un élément superficiel par rapport à .q, on a 

P q ( n) - P q ( n - 1 ) L Pq( n) L P q ( n) - P q ( n - 1 ) + P q ( c), 

et donc dim ~- == dim o - 1 . .o·tc 

On a en effet (qn: ox) 11 qc= .qn--1; donc 

Pq(n- 1)~longueur (qn:.o-x)~Pq(n-1)- Pq(c); 

comme P q( c) est une constante, le polynome Pq( n) _est de degré 
dimo-1. 

THÉORÈME 3. - Si d est la dimension d'un anneau local o, il existe ult 
idéal q primaire pour l'idéal maximal m de o, et engendré par d éléments. 

Journ. de Math., tome XXX. :-- Fasc. 2, 1951. 24 
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Nous procéderons par récurrence sur d. Si d = 0 on a longueur 
tnn= const, pour n assez grand, donc mn= (0) et (0) est.primaire 
pour tn. Prenons, dans le cas général, un élément xd e tn tel que 

dim = d- 1 [ corollaire 2 de la formule ( 1) ]. Soit, dans~, q un a~ . . a~ 

idéal primaire pour fil= D':d et engendré par d - 1 éléments X1 •.• ,xd-i; 

soit q :::> lltn; si Xi est un repr~sentant de la classe xi, on a 

donc l'idéal engendré par (xi, ... , xd) est primaire pour m. 
Les théorèmes f et '3 montrent que notre définition de la dimension 

d'un anneau local cofncide açec celle de C. Chemlley ( « nombre mini-
mum de générateurs d'un idéal primaire pour l'idéal maximal >> ). 
Rappelons que cette définition est équivalente à la définition suivante, · 
due à Krull: augmentée_ d'une unité la dimension d'un anneau local o 
est égale à 1 a longueur d'une chaîne maximale d'idéaux ·premiers de o. 
Avec C. Chevalley nous appellerons système de paramètres de o tout 
ensemble de d éléments engendrant un idéal primaire pour l'idéal 
maximal tn de o. Il est clair que les éléments x de o que l'on peut 
introduire dans un système de paramètres sont ceux tels que 

dim __!_ == dim,0· - 1. 
DX 

Remarque. - Le théorème 3 est encore valable si K = !... est un m 
corps fini. Nous reprenons les notations du lemme au théorème 2; une 
forme F de degré k prise en dehors des idéaux premiers non irrele-
vants :Pi de a provient d'éléments x superficiels de degré k; pour ceux-
ci un raisonnement analogue au corollaire 2 de la formule ( 1) montre 
que 

P JJ ( n) - pq ( n - k) L P;( n) L P q ( n) - P q ( n k) + P q ( c), 

donc dim _!__ = dim o - 1 ; et la démonstration du théorème 3 peut se 
DX 

faire. Il s'agit- donc de montrer l'existence d'une telle forme. Or on 
a :p;~X; n~us pourrons supposer, en supprimant certains Pi, que l'on , 
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a Pi et Pl' pour i i'. Soit Ali' tel que Au, e Pt,, Aii'Ef:p;; si Bz== [f At, on 
i;t: i 

a B; Ef: Pt, B; e p,, pour i i'. Nous p~endrons pour éléments Au, des 
formes, ce qui est possible car les Pi sont des idéaux homogènes; 
puisque Pï:PX, il existe une forme linéaire Fi telle que FzEf:P;; en rem-
plaçant éventuellement Ali' par AuF;'t,v\ nous pourrons supposer que 
toutes les formes Ali' ont même degré. Alors les formes Bt ont toutes 

même degré, et la forme B == ~Bi est telle que B Ef:Pt pour tout i~ 

Nous supposerons désormais que, sauf mention expresse du 
contraire, K =.!.est un corps infini. 

tn 

THÉORÈME 4. - Tout idéal ,q engendré par un système de paramètres 
(y f., ••• , y d) peut être aussi engendré par un système de paramètres 
( xf, ... , xd) ayant la propriété suiMnte : posant 

-'Tt== D'X1 -t-- ••. + tlXt 

,O' 
D't==-

-'Ti 

et Xji= classe de xi mod.q;, on a 

(i _.:_ o, ... 'd- I ), 

pour n > ci, ci étant un entier fixe, et i = o, 1, ... , d. 

Un tel système de paramètres (x0 ..... , xd) sera appelé un sys-
tême superficiel de paramètres. 

Reprenons les notations du théorème 2 et de son lemme. En évitant 

les formes linéaires dont le coefficient de Y t appartient à~, on peut 
.q 

trouver un élément superficiel Xt e ,q de la forme 

avec u inversible; alors (xi, y 2 , ••• , y d) est un système de paramètres 
engendrant ,q, et l'on a (.q11

: 0 Xt) n1lc0 = .qn-i pour n > Co. Le théorème 4 
s'en déduit par applications successives aux anneaux quotients suc-
cessifs _a_ • 

'li . 
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2. NoTION DE MULTIPLICITÉ. - Soit q un idéal primaire. pour l'idéal 
maximal m d'un anneau local .o. Considérons le· terme de plus haut 
degré du polynome P q( n); ?omme ce polynome ne prend que des 
valeurs entières (pour n > c, et donc pour tout n ), ce terme est de la 
f e ( 1f) 

nd ' ( ) • • L' • ( ) l ' l l • orme -----a-roue q est un entier. entier e q est appe e a mu tt-
plicité de l'idéal q; e( m) est aussi appelé la multiplicité de l'anneau 
local .o. 

THÉORÈME 5. - Soit .o un anneau local de dimension d; si q est un 
idéal primaire pour son idéal maximal m, il existe un idéal q' C q, 
engendré par un système de paramètres, et de même multiplicité que q. 

Si d = 0, .o est un anneau d' Artin de longueur m; on a qn = ( 0) 
pour n assez grand, donc P q( n) === m pour n assez grand; mais 
l'idéal ( 0) est engendré par un système vide de paramètres, et 
P(o/ n) == m; ceci montre que le théorème 5 est vrai pour d = O. 
Procédons maintenant par récurrence sur d; prenant xd superficiel 
par rapport à .q, le corollaire 2 de la formule ( 1) montre que, 

avec q == - 4-, Pq( n) = P q ( n) P q ( n - 1) + k [ k étant un entier fixe, 
0Xd 

puisque c'est un polynome borné par P q( c )], donc que e(q) == e(q) 
puisque d~ 1. Soit, d'après l'hypothèse de récurrence (x1, • .. , xd-t) 

un système de paramètres de D = 
0
.;a engendrant un idéal q' C q tel 

que e(q) == e(q'); soit xi un représentant dans .o de la classe xh et 
soit q' l'idéal, primaire pour m, engendré par ( x 1, ... , xd) dans .o. 
On a e(q)=e(q)==e(q'). Comme.q'Cq, on a e(q')~e(q); enfin 

q' comme :ij' == oxd on a Pq1( n) P q'( n )- P q'( n - I) [ corollaire f de la 
formule (.1 )], ce qui implique e(q') e(q'), d'où e(q')L e(q). 

C. Q F. D. 

Remarquons que la condition d'homogénéité imposée dans notre Note AL 
n'est pas nécessaire. 

A la fin de ce Chapitre nous donnerons un scholie à ce théorème 5, qui nous 
sera de grande utilité dans les applications géométriques. 
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Nous allons maintenant montrer que notre définition de la multi-
plicité généralise celle due à C. Chevalley. En effet : 

THÉORÈME 6. - Soit o un anneau local complet contenant un corps L 
sur lequel~ est fini, et soit ( x 1 , ••• , xd) un système de paramètres de D m 
engendrant l'idéal q. Posons o' = L[[ x 1 , ••• , xd]] et supposons que .D 

soit un o' - module régulier. Alors [ D: o'] = e(q} [i~ : L J. 
On sait [ LR] que (x1 , ..• , Xct) sont analytiquement indépendants 

sur L Les hypothèses montrent que o est équidimensionnel ([I J~ 
prop. 2, p. 13). On entendpar[.o:o']lenombremaximum d'éléments 
de D linéairement indépendants sur .o', ou, ce qui revient au même, la 
dimension de l'anneau total des q1:1otients de .o sur le corps des quo-
tients de .o'; o' est évidemment un anneau de séries formelles sur L. 

Il est clair que l'on a 

et • ( o' ) (n + d) d1mL o' () .q"n == d • 

Donc 

lorsque Ji-+ ao. 

On sait [ LR] que .o est un .o' - module de type fini. Soit q = [.o-: .o'] 
et soit ( Y}1, ••• , Y}q) un système libre maximal de .o sur .o'; soit enfin 
D==D'~1+• •• +o'~t(t~q). Pour tout ~j il existe cjED' tel que 

Cj~jE I·D1Yji; posons .Jll = I D''fli• Si c = c1 •.. et, on aura, pour 

tout a E .o, ca.e Jll, c'est-à-dire ca = ai'fli avec aie .o'. On a 
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mais, com~e c n'est pas un divise~r de zéro dans o, ic est de dimen-

sion d- 1 ( [LR ], prop. 6, p. 702) et P...!.. ( n) est un polynome de 
oc 

d , · • • d" (Dc+.qn) Nnd • egre d - 1 ; ams1 1mL -
4
-n- commence par un terme en d! , s1 

nous avons pris soin de ne pas prendre c inversible. 
On a évidemment CD Cm CD. Donc 

dimL ( !_) dimL (.Al+ .qn) "- dim ( DC + .qn) • \ .qn - .qn . - , .q-n 

M . JH + .q-n • h , Jll s· 411:l' • ais .q-n est 1somorp e a ',JH(\.q-n • 1 ~e ~~1-n.qn nous pouvons 
écrire 

j 
soit 

Alors 

(X 

CÀa.==. Cla_fY}j 

j 

C pi (X) "tlj == aa_jX11 • •• x:}d"flj; 

rx,j 

comme les 'li sont linéairement indépendants sur o', il vient 

(X 

Si donc k désigne l'ordre de la série formelle c, on a P / x) E ( .o' n .q')n-k. 
Donc Jll(o'n.qlCJlln.qncJll(o'n.q/-1

•• On en tire 

Comparant avec la double inégalité 

dimL(;n) ~dimL(~~n) ~dim{'n;. "c) • 
,. , . , 'Nnd •. 

où les termes extremes sont eqmvalents a df' on v01t que N = q. 
C. Q. F D. 
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THÉORÊME 7. - Tout anneau local régulier est de multiplicité I, et tout 

anneau éqlll"dùnensionnel de multiplicité I est régulier. 

Si .o est régulier, l'anneau de formes F ( m) est isomorphe à 

K[X,, ... , Xd] où K =;;donc Pm(n)= (n; d), sans irrégularités au 

déhut, et e( m) = 1. Si .o est de multiplicité 1, il existe (th. 5) un sys-
tème de paramètres ( Xt, ... , xd) engendrant ,q et tel que e( ,q) = 1 ; 

supposons .o complet, et soit L un corps de Cohen de .o; si .o est équi-
dimensionnel nous pouvons appliquer le th_éorème 6 qui montre que 
[ .o: L[[ x 1 , .•• , xd]]] = L. Comme un anneau de x séries formelles est 
intégralement fermé dans son corps des quotients, ceci implique 
.o = L[[x1 , •.. , xd]], donc que .o est régulier. 

Remarques. - 1. La démonstraÜon du théorème 7 montre aussi que m est le 
seul idéal de multiplicité I d'tm anneau local régulier. 

2. L'équidimensionalité est essentielle, comme le montre l'exemple de 
l'anneau K[[ x ]] + Kt où ·t"· == tx == 0 qui est évidemment de multiplicité 1. 

3. SYSTÈMES DISTINGUÉS DE PARAMÈTRES. - Soit (x1, ... , xd) un sys-
tème superficiel de paramètres engendrant l'idéal 11. Nous reprenons 
les notations du théorème 4. Le corollaire 2 de la formule ( 1) montre 
que l'on a • , 

e(.q)==e(.!)-· ... ==e(-4 )· 
41 4d-t 

Dans o = Dcl-1 ,_ qui est de dimension 1, -
4 - est engendré par le para-

4d-1 
mètre x=xd,d-1' et l'on a 

("oxn:-:0:x ),/;x Y== gxn-1. 

La formule ( 1) montre que, pour tout n, on a 

m - P- (n) - lon°ueur(gxn•".ox) ' - o:r b • , 

où m désigne la longueur de l'anneau d'Artin _a =!;donc, k étant 
• DX .q 

un entier fixe, on a 
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on a donc m e( q) : la longueur d'un idéal engendré par un système de 
paramètres est supérieure à sa multiplicité. 

V oyons dans quels cas on a m == e(q ). Ceci veut dire que, pour n 
assez grand, on a (o xn: 0 X) = D xn-i; si X était un diviseur de zéro 
dans o, on aurait xy == o, avec y~ o, donc y e o xq pour certain 
entier q; alors xy E o x 11

, mais y* D x,i-t pour n. > q - 1. Ainsi x doit 
ne pas être un diviseur de zéro; réciproquement on a dans ce cas 
(o xn: o x) == o xn--t pour tout n, car _de xz e o xn, on déduit xz == xna 
d'où z == ax11--1 E .o xn-t. Si d'ailleurs l'avant-dernier quotient o = .od--t 
est tel que ( 0) n'ait que des composantes primaires isolées ( c'est-à-
dire si o est équidimensionnel), le paramètre x ne peut appartenir à 
aucun idéal premier Pi de ( 0 ), sinon, pour tout, y e m on aurait 
f E o x C Pi, donc y E Pi et m === Pi contrairement au fait que o est de 
dimension 1; ainsi x n'est pas un diviseur de zéro. Un système super-
ficiel de paramètres tel que .od-t est équidimensionnel sera appelé un 
système distingué de paramètres. 

THÉORÈME 8 ( << théorème de régularité .» ). - Si q est engendré par 
un système distingué de paramètres (xt, ... , xd), l'anneau de formes F(q) 
est isomorphe à l'anneau de polynom_es A [X1 , ••• , Xd] où A= • On 

a P q( n) = m ( n; d) sans irrégularités au début, m désignant la lon-

gueur de l'anneau d' Artin A; en particulier on a e( q) == m, l'anneau 
local .o est équidimensionnel dans le cas d'égales caractéristiques; 

En effet l'anneau de formes F(q) est isomorphe à AfXi, ·a··' Xd] où a 
est un idéal homogène. Soit 'f n le module des formes de deg_ré n de 

A[X,, ... , Xd] et an= fnn a; fn et~ sont des A-modules de longueurs 

respectives m(n: d-; 
1) et Pq(n)-Pq(n-1 ). Mais, comme le sys-

tème de paramètres envisagé est distingué, P q ( n) - P q( n - 1) 
admet :;nd

-
1 

1 
comme terme de plus haut degré. Si a contenait une 

( -1). 
forme P o de degré c, a contiendtait les formes 
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dont les combinaisons linéaires forment uq module de longueur au 
moins égale au nombre des monomes X~ ... X;(n1+ ... +nd=n-c); 

1 • • , l' (n-c+d-1) 1 d d , d C • or ce m-c1 est ega a_ . d-
1 

, po ynome e egre -1 en n. ec1 

contredit le fait que les longueurs de fn et .de fn oµt même terme de 
llu 

. . 
plus haut degré ( d _ 1 ) 1 • Donc ll = ( 0) et la première assert10n est" 
démontrée; la seconde s'en déduit aussitôt. Quant à l'équidimensio-

nalité, soit L un sous-corps de .o sur lequel ; soit fini; il s'agit de 

montrer que cp(xt ... , xd)<X o si cp(x) o et <X~ o ([I], prop. 1., 
p. 12) avec cp( x) e L[[ x 0 ... , xd]] et <Xe .o; or les formes initiales F(X) 
et G(X) de cp( x) et de <X sont deux formes non nulles à coefficients 
dans L et dans A respectivement; il suffit de montrer que l'on a 

F(X)G(X) o; 

or ceci est évident avec une variable ( d = 1); le cas général s'en 
déduit par récurrence sur d, en considérant le prodnit des termes de F 
et de 0- qui sont de plus bas degré en Xd. 

Il peut sembler que la condition « xd,dr-t non diviseur de zéro », 
pour qu'un système superficiel de paramètres soit distingué n'est pas 
très restrictive; il n'en est rien. Le théorèm.e 8 montre que l'équidi-
mensionalité de .o est nécessaire. Mais elle n'est nullement suffisante 
comme le montre l'exemple suivant, dû à Macaulay : 

Considérons le cône de représentation paramétrique x == u4 , 

y= u 3 r, z = uv3
; t = () 4 et le sous-anneau .o == K [[ u 4

, u 3 r, uv3
, "'

4 

]] 

de l'anneau de séries formelles K[[ u, v ]] ; la fermeture· intégrale .o* 
de .o se compose de toutes les séries formelles en u et r qui n'ont que 
des termes de degré total multiple de 4; on a donc .o* == .o + Ku 2 v2 ; 

si l'on pose 1t'-" "' 2 = w, on voit aussitôt que l'on a wx = f\ wy == xz, 
wz == yt, wt == z 2

• Donc le conducteur de la fermeture intégrale de .o 
est l'idéal maximal m de .o. Pour tout élément a e tn on a donc 
a'= awe .o; mais a' El: .OQ, sinon a'= ba == wa et w ==be .o car .o est 

un anneau d'intégrité. Donc, dans.!_, la classe a' de a' n'est pas nulle·, • aa 

mais on a a' x, a' y, a' z, a' te .o a, donc a' c == o pour tout élément c de 
Journ. de Math., tome XXX. - Fasc. 2, 1951. 25 
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l'idéal maximal~ de_!_• Ainsi aucun anneau quotient (a e .o, a -.Lo) oa oa oa 
n'est équidimensionnel, et il n'existe dans o aùcun système distingué 
de paramètres. 

Nous allons cependant énumérer certaines situations dans les-
quelles on peut affirmer l'existence de systèmes distingués de para-
mètres. 

1° Équidimensionalité des quotients succe.mfs. -:- Au moyen du 
théorème de Macaulay ([V. d. W.], Chap. XII, p. 71) ou de sa géné-
ralisation due à 1. S. Cohen ([ C], th. 21, p. 99 ), on peut affirmer dans 
certains cas que l'anneau de dimension 1 . .od-t est équidimensionnel. 
Poûr les applications géométriques nous renvoyons le lecteur au 
Chapitre III. Au moyen du théorème de 1. S. Cohen nous pouvons 
énoncer le résultat suivant : 

THÉORÈME 9. - Si o est un anneau local de dànension d, quotient d'un 
anneau local régulier de dimension d' par un idéal engendré par d' - d 
éléments, tout idéal ,1 de .o engendré par un système de paramè~res est 
aussi engendré par un système distingué de paramètres. 

Dans ce cas, où la multiplicité de lf est égale à sa longueur m, nous 
voyons que notre notion ·de multiP.licité généralise celle de << ramifi-
cation degree >> due à 1. S. Cohen, et que notre théorème 6 généralise 
alors son théorème 23. 

2° Existence d'une base minimale. - Soit o un anneau local com-
plet, fini sur. un anneau de séries formelles .o' === K[[ x1, ... , xd]]. 
Supposons qu'il existe une « base minimale» de _o sur .o' c'est-à-dire 
que .o = .o'Y) 1 + ... + .O'Y)q où les Y)ï sont linéairement indépendants 
sur .o'. Alors .o est un o' - module régulier, et est donc équidimen-
sionnel. Après un changement linéaire de variables on peut supposer 
que, dans .o, le système de paramètres ( xt, ... , xd) est superficiel. 

d 

Alors, si q = ~Dx;, on a e(q)=e( 0:.); ainsi (th. 6) 
i=1 
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Comme les classes (~, ... , ri~) dès 'f)i modo xi forment un système de 
" "' • b • • 1 générateurs de - sur -,-·, elles constituent une ase mm1ma e 

t1X1 t1 X1 

" 
111 A" • 1 • ·r 11 t de - sur-, - • ms1 es quotients success1 s o, o i == - , ... , .od-1 son 

t1X1 t1 X1 t1X1 

équidimensionels et le système de paramètres ( x 0 .- .. , xd) est dis-
tingué. 

Soit q un idéal primaire pour l'idéal maximal tn d'un anneau 
lo~al o. Au lieu de l'anneau de formes F(11) on peut considérer 
sa complétion F( q) par rapport à la topologie définie par les 

idéaux q!:
1

; F(q) est l'ensemble des sommes infinies Irtn d'élé-
n=p 

ments an e q!:1 • La théorie développée au Chapitre I s'applique 
à F(q) sans y changer un mot. F(q) est un anneau local complet dont 

a:, 

les éléments inversibles I an sont ceux tels que a 0 soit inversible 
n=O 

dans l'anneau d'Artin primaire A==!. 
q 

THÉORÈME 1.0. - Soit q un ·idéal primaire pour l'idéal maximal tn d'un 

anneau local .0' et a un élément de 11 tel que dim ,,:l • dim O - I' par 

exemple un élément non diviseur de zéro. Si F(q) est équidimensionnel, 
il existe un entier k tel que (qn: o a) C qn--t.: pour tout n. 

Ce théorème correspond au résultat 4° de notre Note l AL l, avec cependant 
des hypothèses plus restrictives, et la connaissance préalable du fait que les défi-
nitions de la dimension d,un anneau local dues à Krull et à C. Chevalley sont 
équivalentes. Sous la forme énoncée le résultat 4° de l AL] est erroné. 

Reprenons la démonstration du théorème 2. On obtient des élé-
ments superficiels d'ordres par rapport à ll comme éléments dont la 
forme initiale n'est contenue dans aucun idéai premier Pi de ( 0) 
dans F(q); par hypothèse a n'a, dans A [[X1, ... , Xs]], aucune com-
posante irrelevante; si donc b est un de ces éléments superficiels 
d'ordre s particuliers, on a ( qn: o b) == qn-s. D'après l' équidimensio-

nalité de F(q), F~~) a même dimension d que ,.o; si cp;( s) désigne la 
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différence des longueurs du module f s de toutes les formes de degré s 
de F( tf) et du module Pï,s de celles qui appartiennent à Pi, cpi( s) est un 

polynome de degréd- 1 en s pour sassez grand. D'autre part F(.,:) 
est un anneau quotient F ~") de F( q ), où b est l'idéal homogène 

engendré par ·les formes initiales des multiples de a; par hypothèse 
si bs désigne le module des formes de degré s appartenant à b, 

z(s)=longueur (~) est un polynome d,e degré d-2 en s pour s 

assez grand. Par conséquent, si s est assez grand, les modules bsnPis 
sont des sous-modules propres de bs. Employant' la méthode du lemme 
au théorème 2 ( c'est-à-dire en considérant hs comme un module quo-
tient d'un module libre), nous voyons qu'il existe un élément e fs, 

4$ Pï, e b ; est la forme initiale d'un élément be ll a, soit b = aa', 
superficiel d'ordres. On a donc ( lt: o b) = qn-s, s étant un entier fixe; 
puisqu'on a évidemment ( lln: .ll a) C (tl": o aa') = ( qn: o b ), le théorème 
est démontré. 

4. ANNEAUX A NOYAU ET ANNEAUX LOCAUX GÉOMÉTRIQUES. - Nous allons 
maintenant étudier certains types d'anneaux locaux qui comprenne~t 
tous ceux rencontrés en Géométrie algébrique et algébroïde. Nous 
allons suivre une méthode très voisine de celle employée par 
C. Chevalley dans [ I] (§ 1 ), et nous renverrons le lecteur à ce 
Mémoire pour les démonstrations de nombreux résultats que nous 
allons rappeler. D'autres résultats, notés [CCP], ont été extraits 
d'un cours fait à Princeton par C. Chevalley en 1946-1941. 

Soit Kun corps infini d'exposant caractéristique p, et tel que [K: KP] 
soit fini. Nous noterons r( n, K) l'anneau des quotients de l'anneau 
des polynomes K[ x 1, ._ •• , xn] par l'idéal premier engendré par 
( x 1 , ••• , xn); c'est un anneau local régulier de dimension n; si Pi est 

l'idéal premier de r = r( n, K) engendré par ( x 11 ••• , Xn-ï), est 

isomorphe à r(i, K), et rµi est isomorphe à r(n- i, K(x~-i+1, ... , xn)); 
ainsi dimr=dim~+dimrµi• Nous noteronsr(n,m, K)(mLn) 

l'anneau de séries formelles K((x1, ... , Xrn)) [[ Xm+1, ... , Xn]]; c'est 
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un anneau local régulier et complet de dimension n - m. Les anneaux 
du type r( n, K) et r( n, m, K) recevront le nom de noyaux. Si l'on 
pose r = r ( n, K ), on a les relations suivantes : 

r==r(n, 0, K), r - . 0 K -~ == t' ( l, , ) ;· 
Pt 

r;i n'est pas complet; sa complétion est r( n, i, K ). 
Soit o un anneau local, m son idéal maximal, r un sous-anneau 

local de o ayant mnr comme idéal maximal, et tel qu'aucun élément 
de r ne soit diviseur de zéro dans o. Nous dirons que .o est quasi fini 
sur r s'il existe un anneau intermédiaire 3 ( r C 3 Cil) tel que 3 soit 
un r-module de type fini, et que o soit l'anneau des quotients de 3 
par un idéal maximal Jll. 

( c1.) .3 est un anneau semi-local; si r est complet, 3 est complet. 

Démonstration : voù· [ LR ], prop. 3, p. 694. 
( ~) (Transitivité). Si o est quasi fini sur r' et si r' est quasi fini 

sur r, alors o est quasi fini sur r. 

Démonstratz·on [CCP]. - Soient 5 et 3 les anneaux intermé-

diaires : r C 5 Cr' C 3 Co; écrivons 3 = !, r' xi et soit xix1= !, ciJkx, .. 

avec C;jt, Er'. 
Comme r' est un anneau de quotients de 5 par un idéal premier, 

soit 1 E .6 un dénominateur commun tel que -yc;1k e 5 pour tous i,j, k. 
Ona 

.. ,X . .. ,x, - )'f"-·k 'YX • j l. 1 J - • lj •• 1 k ' 

k 

donc 3' = !, 1xt5 est un anneau, fini sur .6, donc sur r. Tout xe .o 

s'écrit x=i, ae.6, be.6; soient b=!,pix;, a=!,p;xi avec 

Pie r', p; e r'; on peut trouver o inversible dans r', tel que opi e $, 

op; e $ pour tous i; alors byo = ~( opi) ( "(Xi) e 3' et ayo e 3'; ainsi 
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ayo ' b • "hl d C • • d • x = bvo ou yo est mvers1 e ans .o. ec1 montre que, s1 m és1gne 
1 " 

l'idéal maximal de o, on a .o = (l')mnl'• 
(-y) si .o est quasi fini sur r, et si p est un idéal premier de .o, alors 

.Oµ est quasi fini sur r11 ";. 

Démonstration: voù· [I], lemme 7 (première partie), p. 8. 
( ô) si o est quasi fini sur r, et si n est ·un idéal équidimensionnel 

de .o, alors .!_ est quasi fini sur_:_ lorsque a"r est premier. 
a ant _ 

Démonstration (inspirée de [I], lemmes 6 et 9, p. 7 et 9). - Il s'agit 
d'abord de montrer qu'aucun élément de rz ==_:_n'est un diviseur de 

nn-r 
zéro dans .o' ==; · Passons aux complétions, et soit .2l un anneau 

intermédiaire; on arc j ([ LRJ, prop. 7, p. 699) et o est isomorphe 
à l ë où E est un idempotent de l; comme r r E est un isomorphisme 
der dans lui-même ( aucun élément der n'est en effet diviseur de zéro 
dans 3), ;E est isomorphe à r; donc o est fini sur r. Par conséquent 
.o' est fini sur r'; nous supposerons, ce qui est toujours le cas en vertu 

• - -, 
du théorème de Cohen que, r' contient un corps L sur lequel r est 

m' 
fini, m' désignant l'idéal maximal de r' ; alors r"ï est fini sur 
L[[x1 , ••• , xs]] où (x1 , ••• , xs) désigne un système de paramètres 
de r'; ainsi .o' est fini sur L[[ x 0 ... , xs]], et [LR] ( corollaire de la 
proposition 7, p. 703 ), montre que D' et r' ont même dimensiÔn s. 

- J 
Si u est un idéal premier de zéro dans o', ; a même dimension que 
-; -

puisque l'un est fini sur l'autre; comme o' est équidimensionnel, 
-r'nn -
ceci prouve que r' nu est un idéal premier de • zéro dans r'; ainsi 
r' "n == ( 0) puisque a"r est premier, et aucun élément de r' n1 est 
diviseur de zéro dans .o'. 

Soit maintenant j un anneau intermédiaire; 
11

~ 3 est fini sur ~• 

et : est évidemment l'anneau des quotients de 
11

~ 1 par l'idéal 
• 1 mnl maxima--· nnl 
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Nous avons montFé en cours de roule que : 

( E) si o est quasi fini sur r, on a dim .o = dim r ( au moins dans le 
cas d'égales caractéristiques). 

(~) si o est quasi fini sur r; et si 3 est un anneau intermédiaire, 
l est un r - module régulier de type fini; si R et R sont les corps 
des quotients de r et r, et si Z et Z sont les anneaux totaux des 
quotients de o et o ( c'est-à-dire aussi de 3 et 3), on a Z • Zn, 
algèbre par extension en R du corps de base R de Z. 

Démonstration : voir [I], lemme 8, p. g. 

Un anneau local .o est appelé anneau à noyau s'il existe un sous-
anneau r de o, qui est Ûn noyau, et sur lequel .o est quasi fini. L'étude 
de la structure des noyaux et les résultats précédents montrent que la 
classe des anneaux à noyau est fermée par rapport à l'opération de 
complétion. Nous allons montrer qu'elle est aussi fermée par rapport 
aux opérations de quotient par Uf!, idéal équidimensionnel et de formation 
de l'anneau des quotients d'un idéal premier. Tenant compte de la 
tramitivité ( ), de ( 1 ) et de ( ô ), il nous suffira de montrer que, si r 
est un noyau," a un idéal équidimensionnel der et p un idéal premier 

der, -=- et rµ sont des anneaux à noyau. 
ll 

LEMME 1 ( lemme de normalisation de E. Noether généralisé). -
Soit K un corps infini, b un idéal de l'anneau de polynomes 
K[x1 , ••• , Xn]; il existe n polynomes Yo ... , Yn de K[x1 , ... , Xn] 
tels que : 

1° K[x1 , ••• ,xn]estunmoduledetypefinisurK[y1, ··•,Yn]; 
2° bnK[y1 , ••• , Yn] est engendré par [Ym+ 1 , ••• , Yn]· 

Nous appellerons ·système d'intégrité tout système den polynomes 
satisfaisant à la première condition. Montrons d'abord que· tout 
polynome non constant y peut être inclus dans un système d'inté-
grité; soit y= P.( X1, ••• , xn) et soit F sa forme de plus haut degré; 
nous pouvons trouver, comme \K est infini, des éléments a2 , ••• , an 
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de K tels que F( 1, a2 , ••• , an)~ 0; posons y 1 =y, Yi= xj-ajxi; 
alors y=P(x1, y 2 +a2 x1, ... , Yn+anx1) a pour terme de plus 
haut degré en xi le terme x: F( 1, a2 , ••• , an); donc x 1 est intégral 
sur K [Y1, y~, ... , Yn], et par conséquent les autres xi aussi; ceci 
prouve que (y O ... , y n) est un système d'intégrité. Considérons 
maintenant, parmi les parties finies de b que l'on peut inclure dans 
un système d'intégrité, une partie maximale (Ym+q ... , Yn) incluse 
dan? (Y1, ... , Yn); considérons bnK[y1 , • _., Yn]; s'il contient 
y'1 0, y'1 ne peut être constant en tant qu'élément d'un idéal non 
trivial b, donc peu~ être inclus dans un système d'intégrité 
(y'i, ... , Y:n) de K[yi, ... , J'm]; ainsi K[x1 , ••• , xn] est fini sur 
K[y'1 , ••• ,Y:n,Ym+t, ... ,Yn] et b contient (y'i, Ym+1, ... , Yn) contrai-
reme"nt à la maximalité de (Ym+t, ... , Yn·); ainsi bnK[y1, ... , 
y m] = ( 0 ), et la condition 2° est vérifiée. 

Remarque. - Lot·sque K est parfait et b premier, on peut ajouter la condi-
tion (S) que K(xi, ... , Xn) est séparable sur K(y1 , ... , )'n)· On montre d'abord 
que tout élément y non constant et non puissance pit:me peut être inclus dans un 
système d'intégrité ayant la propriété ( S); e~ effet la non-séparabilité de X1 sur 
K(y, y 2 , ••• , )'n) entraînerait, pour tous a2 , ••. , an tels que F( 1, a"l.o, ... , 
an)~ 0, donc pour tous ( a 2 , ••• , an), que ron ait 

d'où ùP == 0 pour tous i, et P serait une constante ou une puissance pi~me 
dXt 

puisque K est parfait; comme un idéal premier b contient avec :::P, on peut 
continuer la démonstration. 

LEMME 2. - Soit b un idéal non tririal de l'anneau de séries formelles 
r = K[[x0 ... , xn]]; on peut trourer un système de paramètres (y1 , 

... , Yn) de r tel que bnK[[Yo ... , Yn]] solt l'idéal engendré par 
(Ym+1, • • •, Yn)• 

Remplaçant les mots « système d'intégrité>> par « système de para-. 
mètres» il suffit de remarquer que tout élément non nul y de D peut 
être inclus dans un système de paramètres car il n'est pas diviseur de 
zéro; la démonstration est alors identique à celle du lemme 1.. 
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(Y}) si r est un noyau et si a est un idéal équidimensionnel de r, 

r ' a est un anneau a noyau. 
Soit d'abord r = r( n, K) et soit h = an K [xi, ... , xnJ Prenons 

(y0 ... , Yn) comme dans le lemme 1; soit X l'idéal engendré par 
( x 1 , .•. , xn) dans K[ x 0 ... , xn], lJ l'idéal engendré par (y i, ••• , 

Yn) dans K[yt, ... , ·yn] et rz == (K[y1 , ••• , Yn])lJ; anr' est engendré 
par (Yrn+1, ... , Yn)· Soit _3 == r'[ x,, ... , Xn]; _3 est fini sur r' et f est 

l'anneau des quotients de ,3 par l'idéal maximal I Jx;; ainsi r est. 
i=1 

quasi fini sur r'. D'après ( o) sera quasi fini sur car ttnr' est a anr 
I , 

premier dans r'; et~ est évidemment un rioyau. Sir est de la forme 
. anr 

K[[ xt, ... , xn]], on prend h == a, r' == K[[Y1, ... , Yn]] où (y,, ... , 
Yn), sont choisis comme dans le lemme 2, et l'on applique ( ô). 

( 0) si p est un idéal premier du J?Oyau r, rµ est un anneau à noyau. 
Si r == r( n, K ), on prend b == Pn K[ x 1 , ••• , xn], et l'on utilise les 
mêmes notations que dans ( 11); alors rµ est quasi fini sur r~nr' d'après 
( 1 ) et r~nr' est évidemment un noyau. De même sir est un anneau de 
séries formelles. 

Remarque. - D,après ( ê) nous voyons immédiatement queJ 'si v est un idéal 

premier d'un anneau à noyau .o, on a dim ,o == d-im + dim o:p; les anneaux à 
V , 

noyau sont donc homogènes; (à) montre qu'ils sont aussi équidimensionnels, ce 
qui est plus restrictif. 

On appelle anneaux locaux géométriques les anneaux que l'on 
obtient à partir des noyaux par répétition des trois opérations 
suivantes : complétion, formation de l'anneau des quotients d'un 
idéal premier, formation de l'anneau quotient par un idéal premier. 
L'étude précédente montre que tout anneau local géométrique est un 
anneau à noyau. La réciproque est fausse à cause de la restriction 
aux idéaux premiers, et non plus seulement équidimensionnels, dans 

la formation des anneaux quotients. 

LEMME 3. _;_ Soit r un noyau, r sa complétion, R et H. les corps des 
quoâents de r et r; alors R est une extension séparable de R. 

Journ. de Math., tome XXX. - Fasc. 2, 1951. 
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Démonstration: voir [I], milieu de la page 10. 

Nous allons maintena_nt démontrer une généralisation du « theorem 
of transition» de C. Chevalley ([IJ, th. 4, p. 22 ). Soient o un anneau 

à noyau et q un idéal de o primaire pour un idéal premier µ; est un 
.q 

anneau à noyau puisque q est équidimensionnel. Soient.o la complé-
tion de .o, p un idéal premier de op, q la composante primaire de oq 

s_uivant p. Soient r un noyau de~, r le noyau de _0 obtenu par 
q oq 

complétion de r, R et R les corps des quotients de r et r, Z et Z les 

anneaux totaux des quotients de~ et • D'après (0 Z est l'algèbre 
.q 0 

étendue ZR. Si Pt' ... 'Pn sont les idéaux premiers de op, et qi' : .. ' qn 
les idéaux primaires respectifs de oq, l'algèbre Z est composée 

directe (Chap. I, th. 2) des algèbres primaires (~J(f) · Comme R 

est séparable sur R, ces algèbres primaires ont même longueur que 

l'algèbre Z = ( f) (~) ( Chap. I, th. 5 ). Nous avons donc prouvé la 

formule suivante («formule de transition») : 

1 Longeur ;j = Longueur q.1 

Nous en déduisons les conséquences suivantes : 

1° Si ,q = p, on a longueur p = longueur p = 1; donc p est compo-
sante primaire de op, et op est intersection d'idéaux premiers. Ainsi 
tout anneau local géométrique sans di()iseurs de zéro est analytiquement 
non ramifié. 

2° Prenons pour ,q une puissance symbolique, ,q = u(nl. Puisque 
ii(nJ === u(nl ( Chap. 1, th. 7) nous en déduisons : 

(3) ) L -(n) • Longueur :u(n == ongueur :u • 

En d'autres termes : soit o un anneau à noyau, D sa complétion, 
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p un idéal premier de D, p un idéal premier de op, et q un idéal primaire 
po~r p ; on a alors P qo/ n) = P qoP ( n ). En particulier les multiplicités 
des idéaux engendrés par tl dans Dp et 013 sont égales; c'est en cette 
dernière affirmation, appliquée dans le cas où qtlp est engendré par 
un système de paramètres,_ que consiste le « theorem of transition» 
de C. Chevalley. 

a. MULTIPLICITÉS DANS LES PRODUITS KRONÉCKÉRIENS D'ANNEAUX LOCAUX. 

- Soient 1l et o' deux anneaux locaux complets de corps de base K 
et K' et soit M un corps contenant K et K'. Rappelons ([I], p. 15 
et suiv.) que le produit kronéckérien de 1l et o' sur M est un anneau 
semi-local complet A. A sera un anneau local si, et seulement si le 

produit kronéckérien sur M des algèbres et est un corps. 
m m 

THÉORÈME f 2. - Si .q et q' sont des z·déaux primaires pour les idéaux 
maximau:p nt et nt' de .o et o' l'idéal b engendré par q et q' dans le 
produit kronéckérien A de q et de q', est, lorsque A est local, primaire 
pour l'idéal maximal de A et l'on a e(b) = e(q)e( q'). 

La première assertion est évidente. Soit/( i) la longu~ur de 
11
t, 

g(i) celle de 
11
t~,; si i et j sont assez grands /( i) et g(j) sont des 

polynomes de termes dominants ~~q)id-: et e(;;).jd'~• d et d' désignant 
C. -1). ( -1). 

les dimensions de 1l et de .o'; les dimensions de ces deux modules 

sur K et K' sont donc rf( i) et r' g(j), où r= [ ï;,: K] et 1 1 = [~,: K' l 
(Chap. I, th. 4); puisque b = Aq + Aq', on a 

0 . d A-n voit one que la dimension sur M de l'espace vectoriel F est 
égale à 

(f(n) == rr' f(i) g(j) • 
i+j<n 

Comme l'idéal maximal Jll de A est engendré par m et m', on a 
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[,!.: M] =nJ ([I],lemme 3, p. 18); donc la longueur (jlb(n) de 1.- est 
égale à 

9b(n) == I /(i)g(j) • 
i+i<n 

Comme il s'agit seulement de calculer le terme dominant du poly-
nome ~b( n ), nous pouvons remplacer /( i) et g'(j), - soi_t par les 

• , , • ( i + li - I ) (i + d' - I) • quanti tes eqmvalentes e(q) d _ l et e( ll') d' _ 
1 

. et appli-
quer une formule d' Analyse combina_toire, - soit par leurs termes 
dominants et remplacer la somme finie e(,l) e(,l') id- 11·t1'- 1 

( ri - I ) ! ( d' - I ) ! . 
i+j<n 

par une intégrale double. Nous sommes ainsi ramené à calculer 

f ,,yd'-idy r,, ___ ,.xd-1 dx, c'est-à-di~e -'-f \d'-i(n-y)"dy que nous 
o • o d o 

poserons I ( d, d' - , ) ; l'intégrale I ( s, s') se calcule en intégrant par 
parties, ce qui donne 

( s' + 1 ) I ( s, s' ) == s J ( s - I , s' + 1 ) , 

d'où, par applications répétées, 

( s + s' + I ) ! 1 ( s' s') == s '. . s' l . ns+s -'- 1 ; 

e(q)e(q) rë+'1 
ici s === d, s' === d' - 1, donc (fb(n) a pour terme dominant ( d + d') ! , 

ce qui prouve notre seconde assertion. 

Remarque. - Dans le cas où ·q et q' sont engendrés par des systèmes de 
paramètres, nous déduisons immédiatement le lemme t,., I, p. 19 du théorème 
précédent. 

6. ScHOLIE AU THÉORÈME 5. - Les anneaux locaux que nous considé-
rerons ultérieurement seront les anneaux des quotients o = Qv(U) 
d'une sous-variété LJu sur une variété V". Nous entendrons ceci au 
sens de C. Chevalley, c'est-à-dire que Qv(U) sera construit sur le 
« domaine universel)) algébriquement clos !l. o contient alors iso-
morphiqueinènt une extension transcendante pure de !l soit !l(X1 , ••• , 

Xv-u), qui est un corps _de base pour la complétion o de tl; soit q un 
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idéal primaire _pour l'idéal maximal nt de o, engendré par (y., ... , 
Yn)• Soit k un sous-corps de .Q sur lequel U, V et les Yi soient 
définies; la construction parallèle à celle de o et de ,q, menée cette 
fois sur k au lieu de .a, nous fournit un sous-anneau local o' de o et 
un idéal q' de o', primaire pour l'idéal maximal nt', et engendrant ,q 
dans o; comme ü(X11 .•. , X,._11 ) est une extension de k(X., ... , 

Xv-u) linéairement disjointe de ;',, o s'obtient à partir de· o' par, 

extension du corps de base k(X1 ,, ••• , Xv-u) en ü(X1 , ... , Xv-11)• 
En vertu du théorème 2 on obtiendra un élément z superficiel par 

rapport à tl sous la forme == I a;yi ( a; e ll ), les restes des a~. 
des ai mod ttt évitant un nombre fini de sous-espaces vecto-
riels Vif== 1, 2, ... , s). Du fait que ose déduit de o' par extension 

. du corps de base, les Vi s'obtiennent à partir de leurs analogues v;, 
relatifs à .o', par extension de en • Soient ( c;) n éléments de .Q m m , 

linéairement indépendants sur k; si I c;y; appartenait à Vh les ci 

satisferaient aux équations I Àµ.ici == o • définissant V i ; mais 
o' comme V h extension de v;, est défini sur m', les Àµi peuvent être 

supposés appartenir à.;; or.; et k( c) sont linéairement disJ· oints 
nt 1ll 

sur k; ceci prouve que les ci ne peuvent satisfa~re qu'à des équa-

tions I Àµici = o qui sont conséquences d'équations linéaires à 

coefficients dans k, ce qui n'est pas possible. Par conséquent l'élé-
n 

ment z == I c;yi sera superficiel par rapport à •r'. En procédant de 

même dans 
0
°z, avec ce~te fois. k( c) pour corps de définition au lieu 

de k, nous voyons que : 

ScHOLIE AU THÉORÈME 5. - Soit .o == Qv(U) l'anneau des quotients 
d~une sous-variété V d'une varz·été V, et ,1 un z"déal primaire pour l'idéal 
maximal nt de D et enljendré par (Y1, ... , .Yn); si k. est un corps de 
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définitz·on de U, de V et des (Yi), les éléments z,. = Ic,.;yï(r= 1, ... ' 
()-u, c,.ieü) forment un système de paramètres de o engendrant un 
Méal q' de même multiplz'cité que ,1, cecz· à condÜl·on que les c1 i soient 
linéaù·ement indépendants sur k, les c2 i sur k( c10 ... , c,n), et les c,.i 
sur k( csi) où s < r. En particulier on pourra prendre pour coeffi-
cients ( c,.i) n( ~, - u) variables indépendantes sur k. 

BIBLIOGRAPHIE. 

Les résultats des Chapitres I, II, V et Vl ont été annoncés dans les quatre 
Notes suivantes : 

[PH] Une généralisation des polynomes de Hilbert ( C. R. Acad. Sc., t. 225, 
1 94 7, p • 1 1 1 1 - 1 I 1 3 ) . 

[AL] Sur les anneaux locaux (Ibid., p. 1244-1245). 
[CE] Multiplicités des composantes excédentaires d'intersection ( C. R. Acad. 

Sc., t. 228, 1949, p. 158-159). 
[CS] Multiplicités des composantes singulières d'intersection ( Ibid., p. 292-

294 ). 

Po.ur la théorie des anneaux locaux : 

[K] KRULL, Dimensionstheorie in Stellenringen (J. Reine Angew. Matit., 
t. 179, 1938, p. 209 et suiv. ). 

[LR] CHEVALLEY, On the theory of local rings (Ann. of Math., t. la.la., 1943, 
p. 690-708). 

[I) CHEVALLEY, lntersections of algebraic and algebroïd varieties ( Trans. 
Amer. Math. Soc., t. 57, 1945, p. 1-85). 

[C] I. S. CoHEN, On the structure and ideal theory of complete local rings 
( Trans. Amer. Math. S~c., t. 59, ·1946., p. 54-rn6 ). 

Pour les notions géométriques et la théorie classique des multiplicités d'inter-
section : 

' [I] et [WF] WEIL, Fundations of Algebraic Geometry (Amer. Math. Soc. 
Coll. Publ., New-York, 1946). 



LA NOTION DE MULTIPLICITÉ EN ALGÈBRE. 

Pour les notions générales d'Algèbre commutative : 

VAN DER WAERDEN, Moderne Algebra (Chap. XII), New-York, 1946. 
KRULL, ldealtheorie (Ergebnisse, IV, t. 3, 1935, Berlin). 

Enfin les travaux suivants ont été occasionnellement utilisés : 

205 

Jl1LBERT, Über die Theorie der algebraischen Formen (Math. Ann., t. 36, 
1898, p. 473-534). 

MACAULAY, The algebraic theory of modular systems ( Cambridge Tract., 
t. 19, 1916 ). 

SPERNER, Über einen kombinatorischen Satz von Macaulay (Hamb. Abh., 
t. 7, p. 1q9 et suiv·. ). 

VAN DER WAERDEN, Der Multiplizitâtsbegrij/ der algebraischen Geometrie 
(Math. Ann., t. 97, 1927, p. 756); Eine Verallgemeinerung des Bezoutschen 
Satz (Math. Ann., t. 99, 1929, p. 497) 

Cuow et VAN DER "\VAERDEN, Zur algebraischen Geometrie IX (Math. Ann., 
t. 113, 1937). 

DuBREIL, Quelques propriétés des variétés algébriques (Exposés Herbrand, 
Paris-Hermann, 1935 ). 

SEVERI, Über die Grundlagen der algebraischen Geometrie (Hamb. Abh., 
t. 9, 1933, p. 335 et suiv.); Serie, sistemi di equivalenza e corrisponden::.e 
algebriche sulle variete algebriche (Rome, Cremonese, 1941). 

VAN DER WAERDEN, Algebraische Geometrie (New-York, Dover, 1945). 
CHEVALLEY, On the notion of the ring of quotients of a prime ideal .(Bull. 

Amer. Math. Soc., t. 56, 1944, p. 93 et suiv. ). 
JAcoBSON, Theory of rings ( New-York, 1943 ). 
ZARISKI, A lgebraic varieties oPer ground .fields of characteristic zero (Amer. 

J. Math., 1940, p. 187-221); Foundations of a general theory of bira-
tional correspondences (Trans.Amer. Math. Soc., t. 53, 1943, p. 490-542); 
On the concept of a simple point of an abstract algebraic variety ( Trans. 
Amer. Math. Soc., t. 62, 1947, p. 1-52 ). 

--o-





/Ja notion de multiplicité en Algèbre 
et en Géométrie algébrique ; 

( suzte et fin). 

PAR PIERRE SAMUEL. 

CHAPITRE III (1 ). 
PREMIÈRES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

Le but de ce Chapitre est de donner, à la lumière des considérations 
algébriques de nos deux premiers Chapitres, quelques compléments 
à la théorie, maintenant classique, des multiplicités d'intersections 
telle qu'elle a été développée par C. Chevalley [I] et A. Weil [WFJ. 
Le paragraphe t ne suppose du lecteur que la connaissance des notions 
géométriques les plus élémentaires; le paragraphe 2 demande la 
connaissance des méthodes de C. Chevalley; enfin le paragraphe 5, 
qui montre le lien entre les méthodes de C. Chevalley et de A. Weil, 
suppose connues du lecteur les méthodes de ces deux auteurs. 

t. MuLTIPLICITÉ n'uN POINT SUR UNE HYPERSURFACE. - Soient V une 
variété algébrique et ,v une sous-variété de V. Nous verrons au Cha-
pitre V que la multiplicité de_ l'anneau des quotients de W dans V 
donne une définition raisonnable de la multiplicité de W sur V. Dans 
ce paragraphe nous nous bornerons à constater que cette définition 
coïncide avec la définition la plus élémentaire dans le cas où V est 
une hypersurface et W un point que nous pouvons supposer être 
l'origine O des coordonnées. 

( 1) Ceci est Ïa suite d,un Mémoire publié dans ce Journal de Mathématiques 
(30, fasc. II, 1951, p. 159). Vintroduction, la bibliographie et Pexplication de la 
terminologie et des notations employées se trouvent dans le premier Mémoire. 

Journ. de Math., tome XXX. - Fasc. 3, 1951. 
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Soit F(X1, ... , Xs+1)=0 l'équation de V; dans K[X1, ... , Xs+t] 
l'idéal (F) est premier; considérons l'anneau de coordonnées 

Kf X1, ... , Xs+i] _ K[ ] 
(F) - X1, • • •, Xs+t 

où X; désigne la classe de X; modF; l'idéal engendré par(x,, .• .. , Xs+t) 

est maximal d_ans cet anneau. L'anneau des quotients o de_ cet idéal 
maximal est, par définition, l'anneau des quotients de O sur V; 
soit nt son idéal maximal, engendré par ( x 1 , ••• , Xs+ 1 ). Nous dési-
gnerons par m la mulliplicité « élément aire >> de O sur V, c'est-à-dire 
le degré de la forme non nulle de plus bas degré du polynome F. 
Si ,q est un idéal primaire pour l'idéal maximal nt d'un anneau loca] o, 
nous appellerons exposant de ,q le plus petit entier cr tel que ntcr C .q; 
nous avons alors le résultat suivant : 

THÉORÈME i. - Le plus petit exposant cr d'un idéal de o engendré par 
un système de paramètres est égal à la multiplicité m de (? sur V. 

Soit F ==Fm+ F m+1 + • .. , F m+h étant une forme de degré m + h; 
nous pouvons supposer, après changement linéaire de coordonnées 
( K, étant algébriquement clos, est un corps infini), que Fm contient 
un terme en x7z. On a donc 

s+t ,n 

et 

Comme o est de dimensions, q est engendré par le système de para-
mètres (x2 , ••• , Xs+i ); comme l'exposant de q est évidemment m, 
on a cr.L-m. 

Supposons réciproquement que (y1, ... , Y:,) engendre un idéal 
,q primaire pour nt et d'exposant ·cr< m; nous pouvons supposer gue 
les (y;) sont des polynomes Yt(x). Si nous désignons par (Mix)) 
l'en:;emble des mono mes de degré m- 1 en x,, ... , Xs+1, ceux-ci 
appartiennent à q par hypothèse, et l'on a, en prenant un commun 
dénominateur P non dans nt, 
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les Qix;( x) étant des polynomes; ou encore 

écrivons l'égalité des termes de degré m - 1, et soit X l'idéal de 
K[[Xt, ... , Xs+dJ engendré par (X1 , ••• , Xs+t); comme P( 0) = o 
il vient 

Soit l1J l'idéal engendré par ( Y0 ... , Ys) dans K [[Xi, ... , Xs+t]]. 
On voit que ,Xm-t C llJ + xm; d'où ,XnH C lJX + ,Xm+I + llJ= llJ + ,Xm+i; 

par applications répétées on voit que ,Xm-t c lJ + ,Xm+n, donc 
00 

,Im-1 c n ( 11J + ,Xm+n) == 11J. 
n=1 

Ceci montre que l} est primaire pour l'idéal 1, contrairement aux 
faits qu'il est engendré pars éléments et que K[[Xi, ... , Xs+, ]] est 
un anneau local de dimension s + 1 : 

THÉORÈME 2. - La multiplicité m de l'origine sur l'hypersurface V 
est égale à la multiplicité e( m) de l'idéal maximal m de l'anneau des 
quotients o de O sur V. 

Il existe dans o ( Cha p. II, th. 5) un idéal ,q engendré par un sys-
tème superficiel de paramètres et tel que e( m) = e(,q). Nous pouvons, 
après changement linéaire de coordon-nées [ scholie au théorème 5, 
( Chap. 11)1 supposer que ,q est engendré par ( x 2 , ••• , Xs+t); alors, 
comme l'idéal (F, X2, ... , Xs) de K[X 1 , •.. , Xs+t] est équi-
dimensionnel en vertu du théorème de Macaulay, donc aussi 

l'anneau ( 0 
) , la mùltiplicité e(,q) est égale à la longueur 

.OX2+• .. +gxs 

de l'anneau d'Artin ! (th. 8, Chap. Il). Comme!!.= K, la longueur 
4 m 

de ! est _égale à sa dimension sur K ( th. 4, Cha p. 1). Il est clair 
4 . 
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que~ est engendré sur K par les m monomes ( 1' xi, ... 'x';-l ), car, 

comme dans le théorème 1, on peut supposer que x~i e 11. Il nous 
suffira donc de montrer que ( 1, xi, ... , x't-1) sont linéairement 
indépendants sur K mod.q; s'il n'en était pas ainsi on aurait 

x';i-i ( 1 + P ( x)) E q avec i 1, 

donc x~i- e q ce qui montre, con traire ment au théorème 1, que mm-i C q. 

2. INTERSECTIONS PONCTUELLES. DEGRÉ n'uNE VARIÉTÉ. - Nous adopte-
rons dans ce paragraphe le point de vue géométrique de C. Chevalley. 
Soit V une variété de dimension d plongée dans un espace projectif 
de dimension n, L une variété de dimension n - d, intersection com-
plète de d hyperswf aces (Fi=== o); ce sera en particulier le cas si J./t-d 

est linéaire. Nous supposerons que toutes les composantes de Ln V 
sont propres, c'est-à-dire ici des points (Mi)• Soient pet 11 les idéaux 
premiers associés à V el L dans l'anneau de polypomes .o===K[Xi, ... ,Xn] 
fes xi étant les coordonnées non homogènes de l'espace. 

Les composantes de V n L correspondent aux idéaux premiers. 
minimaux, tn,, ... , ms de ridéal p + 11, mi étant associé au point Mi. 
Soient qi la composante primaire de p + 11 selon mi et ri l'anneau des 

quotients G) (~;) de Mi dans V. D'après [I] ( prop. 4, p. 35 ), la 

multiplicité d'intersection i( Mi; V. L) est égale à 

.. FV F'v - ( . ll + :u ') e(r1 , u ... , d)-e r1 -ll- • 

. Comme-qi est composante isolée de p + 11, on a 

(
r·.q·) donc i(Mi; V.L)==e 1/ • 

Si nous supposons que V est aussi intersection complète de n - d 
hypersurfaces, le théorème d'équidimensionalité de Macaulay 
s'applique et l'on a 

(th. 8, Chap. II). 
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Ainsi i( Mi; V. L) est égale à la longueur de l'idéal primaire ,Qj. 
n 

Comme p + u = n,qh et que les idéaux mi sont maximaux dans .o, 
j=1 

_t1_ est une algèbre de dimension finie sur K, isomorphe au composé 
p+u 

direct des algèbres primaires t ( th. 2, Cha p. I). K étant algébrique-

ment clos on a = K pour tout j, donc longueur (;) = [~: K] 
( th. 4, Chap. I). On en déduit le théorème suivant : 

THÉORÈME 3. - Si V et L sont des variétés de dimensions d et n - d, 
d'idéaux premiers p et u, toutes deux intersections complètes de n- d -
et d hypersurfaces, et si toutes les composantes de V nL sont des 
poz'nts (Mi) à distance.finie, on a 

Nous allons, comme première application du théorème 3, donner 
une démonstration du théorème de Bezout dans le plan. Soient V et L 
deux courbes planes d'équations F = o et G = o et de degrés met n. 
Nous supposerons que V et L n'ont pas de point commun à l'infini, 
c'est-à-dire que les formes de plus haut degré Fn et Gm de F et G 
n'ont pas de facteur commun. D'après le théorème 3, il nous suffira 

de montrer que l'algèbre(~;~ 0) est de dimension mn sur K. Nous 
allons le démontrer sans supposer que F et G sont irréductibles, sous · 
la seule condition que Fn et Gm n'ont pas de facteur commun. Nous 
supposerons, avec des axes convenables, que X ne divise pas F n· 

a. Soit, par exemple mL.n. Je dis que dimK(S:):(~Gd)) =n. Il 
s'agit de montrer que B = ( G, YG, ... , yn-t G) est une base de ce 
module. Comme F contient un terme non nul en Yn, on peut, modF, 
réduire tout polynome à ne contenir d'autres puissances de Y que Y, 
Y 2 , ••• , yn-i. Ainsi tout polynome P E ( F) + ( G) peut s'écrire 
P = AF + (Bo(Y) + XBi(X, Y))G où les degrés de B0 et de B1 en Y 
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sont Ln- 1; donc, mod(F, XG ), P sera congru à Bo(Y)G, combi-
naison linéaire d'éléments de B. Si d'autre part on a 

n-1 

cela s'écrit 
11-1 

Mais, F et G n'ayant pas de facteur commun, cela implique que 
n-t 

XC-~ a;Yi est un multiple QF de F; d'où 

n-1 

mais F( 0, Y) est de degré n, ce qui implique ai-== o pour tous i, et B 
est la base cherchée. 

b. Par multiplication de G par Xn-m nous sommes donc ramenés à 
montrer que, si F et G sont des polynomes de degré n dont les formes 
de plus haut degré n'ont pas de facteur commun, on a 

d.• (K rx, YJ) 2 
1mn_ (F, G) == n ; 

nous allons d'abord former les polynomes de degré L2n-2 qui 
appartiennent à (F, G). Soit P-==AF+BG de degré L~n-2; 
si A et B sont de degrés supérieurs à n - 1, ils sont de même 
degré n-1+h(h~o) afin que AF+BG n'ait pas de termes de 
degré~ 2 n - 2; soient Ah et Bh les formes de plus haut degré de A 
et B; on doit avoir AhFh+BhGn . o; comme Fn et Gn n'ont pas de 
facteur commun, cela implique Ah==- CGn et B1i-==-CFn; on a 
alors P-==(A-CG)F+(B+CF)G avec A-CG et B+CF de 
degrés < n - 1 + h. Par applications répétées de ce procédé nous 
pourrons écrire P-== AF + BG où A et B sont des polynomes de 
degrés Ln-2. Si AF+BG-==A'F+B'G, les degrés de A, B, 
A', B' étant ~n-2, on en déduit (A-A')F-==(B-B')G; 
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comme F et G n'ont pas de facteur commun, cela implique que 
A- A' est multiple de G et B - B' de F; l'hypothèse sur les degrés 
montre donc que A= A' et B == B'. La représentation 

P==AF+ BG ( d0 A n - 2, d 0 B L -n - 2 ) 

est donc unique, et l'espace vectoriel W des polynomes de 
degré L2n-2 qui appartiennent à (F, G) est de dimension n(n-1); 
comme l'espace vectoriel de tous les polynomes dê degré L 2n - 2 

est de dimension n( 2 n - 1 ), il est somme directe de W et d'un 
espace W' de dimension n2

• 

c. Il reste alors à montrer que W' + (F, G) est l'anneau K[X, Y] 
tout entier, c'est-à-dire que W + (F, G)==K[X, Y]. Or W + (F, G) 
contient tous les mono mas de degré L 2 n - 2; supposons, par 
induction, qu'il contienne tous les monomes de degré Lh(h~2n-2). 
Comme Fn et Gn n'ont pas de facteur commun, tous les monomes de 
degré 2n- 1 sont dans (Fn, Gn) d'après l'identité de Bezout; donc 
tout monome M de degré h + 1 est dans (Fn, G~) et s.'écrit 

où A et B sont des formes de degré h + 1 - n. Alors M-(AF + BG) 
est de degré Lh, donc appartient à W +(F, G); ainsi M e·w +(F, G) 
et le théorème est démontré. 

Comme seconde application du théorème 3, nous allons voir com-
ment la définition du degré d'une variété V ( 1) se relie à la théorie de 
C. Chevalley. Soit V une variété de dimension d dans l'espace 
proj_ectif de dimension s, et soit p l'idéal homogène associé à V 
dans .o == K[X 0 , ••• , Xs]• La théorie des polynomes de Hilbert 
montre que le nombre de relations linéaires indépendantes que 
doivent satisfaire les coefficients d'une forme F de degré n afin qu'elle 
appartienne à p est un polynome x,/ n) pour n assez grand; le degré 
de X:P( n) est égal à la dimension de V; si son terme de plus haut 

( 1 ) V ANDER WAERDEN, Eine Verallgemeinerung des Bezoutschen Sat.z (Math. 
Ann., t. 99, 1928, p. 497); KRULL, ldealtheorie (Ergebnisse IV, 3, Berlin, 1935). 
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degre est dl, on appelle m le degré de la variété V. Si X désigne 

l'idéal de .o engendré par ( X0 , ••• , Xs ), il est clair que l'on a 

.. ( ) d. ( P + ,In ) X:P n == 1mK --:r- • p +- ~n-1 

Soit r l'anneau des quotients de l'idéal maximal! dans~; comme! 
" p p p 

. 1 l . d . X Xn + P • • X est maxima tous es i eaux entre - et -- sont primaires pour-· p p • p 

Comme d'autre parti== K, on déduit du théorème 4 (Chap. 1), que, 

si Pm(n) est la longueur de la puissance nième de l'idéal maximal m===r ! p 
der, on a 

Pm(n) - Pm(n - 1) == xll(n). 

Mais [ scholie du théorème 5 ( Cha p. II)] l'i<léal ,q engendré par les 
fonctions induites sur V par d + 1 formes linéaires génériques 
( F 0 , ••• , Fd) des Xi a même multiplicité que m. Si u est l'idéal 

de K[X0, ••• , X,] engendré par celles-ci, on aura m = e( r P: u )-

Nous voyons ainsi ([I], prop. 4, p. 35) que m est égale à là multi-
plicité de l'origine O dans l'intersection du cône Vd+i représentatif 
de la variété projective Vd et d'une variété linéaire Ls-d générique. 
Soit V,-d+i une variété linéaire passant par v-d et intersectant pro-
prement V. Alors V. v-d+i se compose d'un nombre fini de droites Di 

passant par O; soit V. v-d+i == I miD i• Nous pouvons d'autre part 
j 

écrire v-d == H. V,-d+i, H étant un hyperplan convenable. Le prin-
cipe d'associativité des intersections donne alors 

Ainsi le degré m de Vd est égal au nombre de points d'intersection, 
comptés chacun açec sa multiplicité, de Vd a(,'ec une van.été linéaù·e V,-d_ 

générique. 
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3. L1EN ENTRE LEs MÉTHODES DE A. ,v EIL ET DE c. CHEVALLEY ( • ). - n 
est montré dans l'appendice III de [WF J que les deux définitions des 
multiplicités d'intersection coïncident. Mais ceci est une vérification 
a posteriorz·; nous allons chercher une raison a priori çle cette coïnci-
dence. Nous avons déjà remarqué que notre théorie algébrique· du 
Chapitre Il ne fait que généraliser et préciser celle de C. Chevalley. 
Il s'agit donc seulement de traduire dans notre terminologie les 
résultats de A. Weil. Le cas général des intersections se déduisant 
d'un cas particulier par des opérations.géométriques ( changemen_t de 
coordonnées, passage au produit, prise de paramètres uniformisants) 
qui sont es~entiellement les mêmes chez Weil et chez Chevalley, 
nous nous bornerons à ce cas; soit (x, y) un point générique de V 
sur un corps k, les ( x) étant des variables indépendantes sur k, et 
les (y) étant algébriques sur k( x); si ( x', y') est une spécialisation 
de (x, y) sur k telle que les (y') soient algébriques sur k(x') [ c'est-
à-dire si P == (x', y') est une composante isolée de l'intersection L. V, 
L étant la variété linéaire X== x'], alors la multiplicité i(P; L. V) 
est définie comme étant la multiplicité de la spécialisation (y') de (y) 
sur ( x) ( x') avec référence à k. Cette dernière notion est définie au 
début du paragraphe 4 ( Chap. III) de [ WF]; nous ne reviendrons 
pas sur les Chapitres I et II de [WF]; notre travail se borne donc à 
traduire dans notre langage les paragraphes 1, 2 et 3 de [WF]. 

Le paragraphe 1, composé de divers lemmes de théorie générale 
des idéaux ne nécessite ni traduction, ni commentaires. Au para-
graphe 2 le lemme 5 veut dire que, si p, idéal premier de (y) sur k, 
est associé à une composante primaire isolée 11 de l'idéal a, .q est 
l'ensemble des éléments de k[X] transportés dans a par un multipli-
cateur qui n'appartient pas à p; ceci est un cas particulier d'un résultat 
rappelé au Chapitre I (§ 3). Au lemme 6, ( 0() == (y) est algébrique 

surk, donc p est un idéal maximal de k(X]telque k[X] ===k(a); .o' 
p 

est l'anneau des quotients ( k(X])µ; l'idéal q' == ao' est primaire pour 

( 1) Les résultats de ce paragraphe ont été trouvés indépendamment par 
M. IousA (Proc. Royal Acad. Tokyo, 1949). 

Journ. de Math., tome XXX. - Fasc. 3, 1951. 
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l'idéal maximal p.o' d'après le lemme précédent; et notre théorème 4 
( Chap. I ), précise un peu le lemme 6 en montrant que 

l?: kJ= [k(oc):k].longueur(q'). 

Passons maintenant au paragraphe 3 de Weil. Soit .Q le corps des 
quotients de l'anneau de séries formelles .o == k[ [ x J ], et soit ( Yl) un 
ensemble de quantités d'un corps !l1 ::> !l. Se donner une spécialisa-
tion finie de ( Yl) au centre de ,0 revient à se donner un homomor-
phisme canonique de l'anneau .o [ Yl] sur un anneau quotient .o- [ Yl], 

l) 

u étant un idéal premier de ,0 [ Yl] tel que .o (\ t1 soit l'idéal maximal m 
[ engendré par ( xt, ... , x,. )] de ,0. Dire que cette spécialisation est 
isolée, donc propre, équivaut à dire que u est un idéal premier minimal 
de of Yl]m dans ,0[ Y}]. Soit .o' l'anneau des quotients de l'idéal pre-
mier u dans .o [ Yl ], m' son idéal maximal; la spécialisation donnée est 

induite par l'homomorphisme canonique de .o' sur 
01

,; on a o (\ m' == m; 
ll\ 

comme la spécialisation est isolée, nt' est un idéal premier minimal 
de ,0' nt; donc ,q' == o' nt est primaire pour nt'. Si ( Yl) -+ (ex) est la spé-
cialisation donnée, supposons que ( Yl) est algébrique sur n, donc 
que (a) est algébrique sur k, ce qui est implicitement supposé 

o' .o-lY)J dans [ WF]; on a alors , === - == k( a); comme k( a) est fini sur k 
tn l) 

. et que ( x 1, ••• , x,.) sont analytiquement indépendants sur k, ils 
forment un système de paramètres de .o' ([LR ], corollaire de la pro-
position 7, p. 703 ). La premiÙe partie de la proposition 3 est alors 
une conséquence de notre théorème 4 ( Chap. 1) : 

- : k == -,: k .longueur(q')==lk(:x):k].longueur(q'); [ .o-' ] ·[- u' ] 
,q' .m 

la seconde partie de cette proposition 3 montre, au moyen de notre 

théorème 6 ( Chap. Il), que e(q') = [ };:\0J l est inférieur à la lon-
gueur de ,q', ce que nous savions (§ 3, Chap. Il). L'affirmation 
« [!l( Yl): Q] est multiple de [ k (a): k] >> ( théorème 2, p. 57 de [WF]) 
est une conséquence de notre théorème 6; Weil la démontre d'abord 
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en dimension 1 (prop. 4 ), où l'existence d'une base minimale de o' 
sur o lui permet de montrer que e(,q') = longueur (,q') [ cf. notre 
paragraphe 3 (Chap. II)]; il passe ensuite au cas général (th. 2) en 

injectant j) = k[ [ Xi, ••• ' x,. ]] dans l'anneau j) j = k( ~· .... , ~_é) r [ t]] 
des séries formelles à une seule variable sur un corps plus grand. Les 
propositions 5 et 6 de [WF], relatives aux conjugués et aux automor-
phismes ne nécessitent aucun commentaire. 

Les hypothèses du théorème 3 veulent dire qu'il existe un homo-
morphisme g; de k[ x, y] sur k[y] tel que g;( x) == o et (f (Y)== y; 
considérant k[y] comme un anneau quotient k[ x~ Y l, tJ étant un idéal 

premier, nous obtenons cette spécialisation comme induite par l'ho-
momorphisme canonique de l'anneau des quotients r' de tJ dans k[x, y] 
( « l'anneau de spécialisation ») sur son quotient par son idéal 
maximal m. L'idéal tJ r/c[ x] est évidemment engendré par (x1 , ••• , xr); 
soit r == ( k[ x ])u('\k[:rJ; r est un sous-anneau de r', et est muni de la 
topologie induite par celle de rz si l'on munit r' et r' de leurs topo-
logies classiques d'anneaux locaux. La méthode employée par Weil 
consiste alors essentiellement en une complétl·on simultanée der et r'; 
la complétion o de r est l'anneau k [[ x ]], celle o' de r' un anneau local 
fini sur D; la spécialisation donnée Cr) est alors au centre de .0 

puisque o ('\m'est engendré par ( x 1, ••• , x,.). Ainsi la multiplicité m 
de la spécialisation (.r) de (y) sur ( x)-+ ( o) avec référence à k est 

r 

égale à e( q'), q' désignant l'idéal I o' x 1 de o'. Si nous revenons à r', 
i=1 

qui est l'anneau des quotients du point P ( 0, y) sur V [ de point géné-
rique (x, y) sur k] ( à une extension du corps de base près, ce qui ne 
change pas les multiplicités ( cf. [I], lemme 4, p. 19), nous voyons 
que 

m e(,•; t r' .r)= e(Qv( P); .r,, ... , .rr) = i( P; V. L) ([I], prop. fi., p. 35), 

multiplicité d'intersection définie par la méthode de C. Chevalley. 
Nous avons ainsi montré le lien entre les méthodes de A. Weil et 
C. Chevalley. 
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CHAPITRE IV. 
PRÉLIMINAIRES GÉOMÉTRIQUES. 

Avant d'aborder, aux Chapitres V et VI, la théorie des intersections 
excédentaires et des intersections singulières, divers préliminaires 
géométriques nous seront nécessaires, qui vont être exposés dans ce 
Chapitre IV. Les résultats algébriques des deux premiers Chapitres 
ne seront-pas utilisés avant le Chapitre V. Nous supposerons désor-
mais connus du lecteur la terminologie et les résultats de [WF]. 

f. QuELQUES ENSEMBLES ALGÉBRIQUES. - Nous entendrons par 
ensemble algébrique ce que A. Weil appelle « a bunch of varieties ))' 
c'est-à-dire la réunion d'un nombre fini de variétés -algébriques, ou 
encore l'ensemble des zéros d'un idéal de polynomes. Nous allons 
montrer que certains phénomènes algébriques ou géométriques 
peuvent s'interpréter comme étant ceux qui se produisent si les-
données du _problème sont placées sur certains ensembles algébriques. 

a. Bases non séparantes. - Soit k un corps, k( x 1 , ••• , xn) une 
·extension séparable de k de degré de transcendance r. Si ( aii) 
( 1 Li L r, 1 Lj Ln) sont nr éléments de k, cherchons à déterminer 

si (y; i~ aijxj) est une base de transcendance séparante k( x) sur k. 

S'il n'en était pas ainsi il existerait ([WF], Chap. I, th. 1) une déri-
vation non triviale de k( x) sur k qui induirait la déviation triviale 
sur k( y). Celle-ci D est déterminée par les éléments· Dxi== u i à 
condition qu'ils satisfassent ([WF], prop. 15, Chap. 1) aux relations 

où ( F1) est une base de l'idéal des relations algébriques satisfaites 
par ( x) sur k. On devrait donc avoir 

n n 

Dyi== au Dxi == aii ui == o. 
j=l j=l 
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( 1) et ( 2) consiituent un système d'équations linéaires entre les Ù h 

qui, pour que (y;) ne soit pas une base séparante, doit avoir une 
solution non nulle. Ceci s'exprime par l'annulation de certains 

• d • d l • • ((aFÀ )) C • d •• mmeurs 'ordre n extraits e a matrice axi, au . es con 1t10ns 

s'écrivent I P µ.(a) Gµ.p( x) === o où les P µ.(a) sont les mineurs d'ordre r 
µ. 

extraits de ( ( aij)) et les Gµ.p( x) des fractions rationnelles des x. 
Exprimant les Gµp( x) au moyen d'une base linéaire (es) de k( x) 

sur k, Gµ.p(x)===Ibsµ.pes(bsµpEk), on déduit du fait que.les au appar-

tie"nnent à k la condition !,P µ.( a )bstJp === o pour tous les indices set p. 

Donc: 

THÉORÈME 1. Une condition nécessaire et su lfisante pour que les r 
m 

éléments Yt=== I aijx/aije k) ne forment pas une base séparante de lc(x) 
i=t 

sur k est que les éléments aij annulent un certain nombre (fini) de poly-
nomes homogènes de de8ré r à coefficients dans k. • 

Nous voyons ainsi que les bases séparantes de k(x) sur k << sont situées )> en 
dehors d'un ensemble algébrique de l'espace projectif de dimension nr -- 1. Le 
théorème d'existence d'une base séparante extraite de k (x) montre que cet 
ensemble algébrique n'est pas l'espace entier. 

Remarque. - Prenons maintenant pour éléments (aij) des variables 
indépendantes sur k( x ). Le théorème 1 montre que, si l'"ün pose 

n 

Yi= I aijxj, (y) est une base séparante de k( x, a) sur k( a); en effet 
j=l 

k( x:, a) est séparable sur_k( a) ([ WF], prop. 16, Chap. I). 

b. Éléments primitifs. - Soit (y;= Îa;1x 1)(aijek) une base 
1=1 

n 

séparante de k( x) sur k, et posons z === I b jX i b je k) ;_ nous nous pro-
i=1 

posons de voir si k(y, z) est égal ou non à k( x ), c'est-à-dire sis est, 
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ou non, un élément primitif de k( x) sur k(y ). Si q • [ k( x): k(y )] il 
faut et il suffit pour cela que z ait q conjugués distincts sur k(y); 
d'après la séparabilité de k( x) sur k(y ), ( x~, ... , xn) a q conjugués 
distincts ( x~s>, ... , x~>) ( 1 L s L q); donc les q formes linéaires 

n 

IxtBi sont-toutes distinctes. Le fait pour z d'être élément primitif 
j=1 

s'exprimera donc par 

n(±(x}'l-xr)b1)~0. 
s-:j:.s' j-==1 

Ceci est une forme de degré q( q - 1) en ( bi) à coefficients non tous 
nuls dans k(y ), d'après la théorie de Galois. Soit 

(4) 

où llt e k(y) et où les nz( b) sont les monomes de degré q( q - 1) 
en b1, ... , bn. Or on a bie k pour tous j; soit donc ( ew) une base 

linéaire de k (y) sur k, et soit Ut-==~ Ctw ew où les Ctw sont des éléments 
ù) 

de k nuls sauf un nombre fini d'entre eux. (4) s'écrit alors 

Ictw nt( b) ew o, ou encore c,w ni( b) o pour certain indice w. 
t, ù) t 

Les ( b) tels que z ne soit pas élément primitif de k( x) sur k(y) satis-
font donc à toutes les équations 

(5) 

Ceci montre lorsque k est un corps infini, l'existence d'un élément 
n 

primitif z de k( x) sur k(y) de la forme z -== I b ix i· 
j-==1 

Remarques. - 1. Si l,on prend pour a, b) (n(r + 1) variables indépendantes 
sur k(x), on voit que l'on a k(x, a, b) == k(a, b, y, z). Ceci nous sera fort utile 
au pàragraphe 2. 
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2. Il est clair que les coefficients ( u) de ( 4) sont des fonctions rationnelles 
des x et des a, à coefficients dans k; il en est de même des ( c) à condition de 
prendre pour ( ew) une base linéaire de k ( x) sur k. 

c. Projections d'indice > 1. - Soit V une variété de dimension d 
n 

dans un espace de dimension n. Si aijXj-== o( i = 1, • ..• , d + I) 

. i=1 
sont les équations d'une variété linéaire Ln-(d+tl, et si ( x) est un point 
générique de V sur un corps k contenant les (a), les coordonnées 
d'un point générique sur k d'une projection de V selon la direction 

n 

de L seront, avec des axes convenables, les Yt== !i aijxj. Rappelons 
i=1 

que, si k(y) == k( x ), on dit que la projection est d'indz'ce 1. Cher-
chons les directions de Ln(d+i l telles que cet indice ne soit pas égal à 1. 

Nous pourrons toujours supposer que (y1 , ••• , yd) forme, ou contient, 
une base séparante de k(y) sur k. Alors les ( ad+t J) devront satisfaire 
à toutes· les équations ( 5) ci-dessus, qui sont des polynomes en ( aij) 
à coefficients dans k. Donc les (a) donnant lieu à une projection 
d'indice > 1 constituent un ensemble algébrique B. Si nous projetons 

, sur la Grassmannienne des directions de L11-(d+ 1
J nous voyo~s que 

ces directions exceptionnelles de projection constituent un ensemble 
algébrique. 

d. Composantes excédentaires. - Soient V" et Wr' deux variétés de 
dimensions r et ,J dans l'espace affine Sn, ou projectif pn_ Rappelons 
que toule composante M de V(') W a au moins la dimension r + r' - n; 
une composante de dimension r+ ,., - n est dite propre; une compo-

. sante est dite excédentaire dans le cas contraire. Nous nous proposons 
de montrer que l'existence de composantes excédentaires est « ·un 
phénomène algébrique et exceptionnel )). Plus précisément nous 
supposerons que Wr' parcourt une famille algébrique de variétés, 
c'est-à-dire que, dans l'espace produit SN x Sn, il existe une variété U, 
de projection U' sur SN, et telle que pour certain point P O e U', la ·pro-
jection de (P O X Sn)(')U soit W; ainsi W est plongée dans la famille 
de variétés ( et cycles) WP== pr8n( (PX Sn). U) où PEU'. Il s'agit de 
montrer la propriété suivante : 
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THÉORÈME 2. Les points PEU' tels que V n W P ait au moins une 
composante excédentaire forment un sous-ensemble algébrique de V'. 

Comme dans la plupart des cas nous saurons que V n W p n'a que des compo-
santes propres lorsque P est un point générique de U' sur certain corps de défi-
nition, nous voyons donc bien que l'existence de composantes excédentaires est 
« un phénomène algébrique et exceptionnel ». 

Soit k un corps de définition commun de U, U' et V. Nous ne con-
sidérerons que les points PEU' dont les coordonnées sont dans une 
extension K de k, algébriquement close et de degré de transcendance 
infini sur k, mais telle que le domaine universel !l soit de degré de 
transcendance infini sur K. Alors les composantes de W Pn V sont 
toutes définies sur K quel que soit P ( [ WF], prop. 1, Chap. V). 
Nous supposerons que W Pest de dimension r1 pour P générique sur k, 
et que V,.n ,v;' n'a que des composantes propres, c'est-à-dire de 
dimension r + r' - n. Soit L 11-(l+r'-,1J-1 == L 2 n-(r+r'i- 1 une variété 
linéaire de Sn générique sur K. Il résulte de [WF] (pro_p. 2, Cha p. V), 
que V.Lest défini et est un cycle de dimension n - r' - 1, que LnM 
est vide si M ·est une composante propre de V n WP, et que LnM n'est 
pas vide si Men est une composante excédentaire. Les points PEU' 
donnant lieu à des composantes excédentaires son_t donc ceux tels 
que Ln vn wp ne soit pas vide, donc tels que VVP('\cj~0 pour au 
moins une composante Ci de Ln V. Considérons donc, dans SN X Sn 
l'ensemble algébrique «cylindrique>> B == SN x ( Ln V). Les points P 
en question seront évidemment ceux qui appartiennent à l'ensemble 
algébrique pr0,(B n U). 

Remarquons que toute composante de ce dernier ensemble est définie sur le 
corps k(a, b), clôture algébrique de k(a, b) où les (a) et les (b) sont les coéffi-
cients, algébriquement indépendant sur k, des équations de L. En faisant varier 
les (a) et les (b) nous voyons que toute composante de pr0,(Bn U), dont la défi-
nition est indépendante de (a, b), est algébrique sur k. 

2. SPÉCIALISATWNS DE DIVISEURS. - Le reste du présent Chapitre va 
être consacré à la solution du problème des spécialisations de cycles 
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de dimension arbitraire, problème posé par A. Weil C) ( [WFJ, 
Chap: IX, n° 6 ). Nous allons d'abord nous préoccuper des spéciali-
sations de diviseurs, c'est-à-dire de cycles de dimension n - 1 de 
l'espace projectif pn, dans l~quel nous nous placerons pour le reste de 
ce Chapitre. D'autre part, comme tout cycle se représente comme 
différence de deux cycles positifs, nous nous bornerons aux cycles 
positzfs, laissant au lecteur la généralisation, d'ailleurs triviale, aux 
cycles quelconques. 

Soit X==~ n; V; un diviseur de pn, c'est-à-dire une combinaison 

linéaire d'hypersurfaces Vi d'équations (irréductibles) Fi(X) == o. 

Nous ferons correspondre au diviseur X l'équation Il (Fi(X) r== o, 

que nous appellerons l'équation du dz.viseur X. Il y a ainsi un homo-
morphisme du monoïde multiplicatif des formes en (X) sur le 
monoïde' additif des diviseurs positifs, deux formes ne différant que 
par un facteur constant .donnant le même diviseur. Considérons plus 
particulièrement les diviseurs de degré d, c'est-à-dire représentés par 
des formes de degré d, et soit (1tµ.(X)) l'ensemble des monomes de 
degré den (X0 , ••• , Xn)• Soit C la variété de pn X PN représentée 

N 

par l'équation G == A1J-1ttJ-(X) == o; si ( aµ.) est l'ensemble des coeffi-
µ.=o 

cients de l'équation du cycle X et si ( x) est un point de pn, les rela-
tions « (x)eX >>et« (x, a)e C >> sont équivalentes. On a l'égalité 
suivante : 

( pn X (a) ) . C == X X (a) ; 

en effet les composantes du cycle du premier membre sontles Vix (a) 

si l'on pose X==~ n,.Vi; et la multiplicité de V,. est égale à Vv;x(a/ G) 
si Gest la fonction induite par G sur P11 x (a) ([ WF], Cha p. VIII), 
nombre qui est égal à n; puisque v( Fi)== 1. 

( 1) Le problème a été résolu indépendamment par MM. Matsusaka, Barsotti 
et Chow, par des méthodes analogues à la nôtre. • 

Journ. de Math., tome XXX. - Fasc. 3, 1951. 
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Soit X un diviseur d~ degré d, (a) les coefficients de son équation. 
Un cycle X' ne saura être spécialisation de X que s'il est aussi un 
diviseur de degré d, comme il résulte des conditions naturelles 
imposées dans [ WF]; soient (a') les coefficients. de l'équation du 
cycle X' spécialisé de X sur k. Si nous supposons que les conditions 
de A. Weil sont satisfaites, nous pouvons prolonger X' en 
une spécialisation ( a") de (a); ( 1) montre alors que l'on a 
( pn X (a"). C == X' X (a")) puisque la sp~cialisation des cycles doit 
être compatible avec le produit d'intersection et que C est définie sur 
le corps premier; ceci exprime que les points (a') et ( a") sont iden-
tiques. Nous dirons donc que le diviseur X' de coefficients ( a') est une 
spécialisation du diviseur X de coefficients (a) si ( a') est proportionnel 
à une spécialisatl·on de (a) sur k; cette définition est la seule qui soit 
susceptible de satisfaire aux conditions de [WFJ. Nous remarquons 
aussitôt les propriétés suivantes : 

1 ° Cette notion de spécialisation de diviseurs est transitù,.e. 
2° Un diviseur rationnel sur k n'a d'autre spécialisation que lui-

même sur le. 
3° Toute spécialisation d'un diviseur positif est un diviseur positif. 
4° Le théorème d'extension des spécialisations s'applique aux spé-

cialisations de diviseurs ([WF], prop. fO, Chap. Il). 

Soit maintenant V une hypersurface de degré d et de coeffi-
cients (a), et ( x) un point générique de V sur un corps 'K contenant k. 
Soit X' une spécialisation de V sur k, et ( a') les coefficients de X', 
(a') étant une .spécialisation de (a) sur k. Utilisant les nota lions 
de [WF], ( Chap. VII), la formule ( 1) donne V== C( (a)) et 
X'== C( ( a')). Donc si ( x') est une spécialz~ation isolée de ( x) sur 

( a') avec référence à k, ( x') est un point générique sur la clôture 
algébrique de K( a') d'une des composantes du diviseur _X', et 
réciproquement. 

3. PROJECTIONS GENERIQUES. SPÉCIALISATIONS DE CYCLES DE DIMENSION 

ARBITRAIRE. - Soit X un cycle positif de dimension r dans l'espace 

projectif P11
; posons X=!, nt Vt, les Vi étant des variétés de dimen-
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sion r. Soit K un corps de définition commun des Vi, et soit k un 
sous-corps de K; supposons que X' soit une spécialisation de X sur k, 
quel que soit le sens que l'on puisse attribuer à ces mots. Posons 

n 

Zj= cjiXi(j = o, ... , r + 1 ), les cij étant tels que k( c) et K soient 
i=t 

linéairement disjoints ~ur k. Alors X' doit être aussi une spéciaiisation 
de X sur k( c ). Considérons les projections de X et X' selon la direc-
tion d( Zj • o); si les ( c) ne sont pas sur certain ensemble algébrique 
(§ f) les cycles prdX et prdX' sont définis et sont des diviseurs de 
l'espace projectif pr+i. D'après les conditions de [WF], prr1X' doit 
être une spécialisation de prdX sur k(c). Prenons maintenant pour(c) 
un ensemble de (n+1)(r+2) variables indépendantes sur K. La 
projection ci-dessus sera alors appelée projection générique de X. 
Toute variété Vi du cycle X est alors projetée ~ur une hypersurface Hi. 
de pr+i avec indice de projection 1 (§ f, c); ainsi prc1X =~ni Hi. 

Raisonnons pour simplifier sur un cycle réduit à une variété V; 
l'hypersurface H projection de V aura une équation G(Z)= dµTCµ(Z), 

- µ 
les 1tµ( Z) étant les mono mes de degré d en les indéterminées Z j; les 
coefficients dµ sont dans K( c); d'après l'homogénéité nous pouvons les 
prendre dans K [ c]. Si nous spécialisons sur k les ( c) en ( c') de façon 
que k( c') soit linéairement disjoint de K sur k ( cette spécialisation 
est alors aussi une spécialisation sur K ), les dµ se spécialisent de façon 
unique end~. Soit ( x) un point générique de V sur K; alors H admet 

(zj=tcj;x) pour point générique sur K(c); et z;=tc;,x; est 

point générique sur K( c') de la projection H' de V suivant la direc-

tion (c'). L'équation G'(Z')=;d~nµ(Z')(z;=~c;,x) est alors 

satisfaite par les ( z'); réciproquement toute spécialisation isolée ( u) 
de ( z) sur ( c) --+ ( c') avec référence à K se prolonge, puisque l'indice 

-de projection est supposé fini, en une spécialisation isolée ( x') de ( x) 
sur K, et ( u) est donc la projection suivant ( c') d'un ·point générique 

• de V sur K. Ceci montre que tout point qui satisfait à G' ( Z') == o est 
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sur la projection de V et réciproquement. Si donc G 0 = o est 
l'équ~tion de cette projection H' on a G' == ( G0 /; en comptant les 

_ intersections de H'- avec une droite générique D de pr+i, et de V avec 
la variété linéaire projetant D, la considération des degrés de V ( égal 
à celui de G ou de G') et de H' ( égal à celui de G0), montrent que s 
est égal à l'indice de projection de V. Donc G' == o représente le dù,,isew: 
pr(c'l V. Le cas d'un cycle X ( au lieu de V) s'en déduit par linéarité. 
Comme [ WF] la spécialisation des cycles doit être compatible avec 
la projection algébrique, nous sommes amenés à poser la définition 
suivante : 

DÉFINITION ,J . - • Un cycle X' est dit spécialisation d'un cycle X sur un 
corps k, sl· et seulement si, le diviseur projectz·on générique de X'_( sur un 
corps de définition de X et X') est spécz"alisaûon sur le( c) du diviseur 
projection générique de X [les ( c) désignant les coefficients de 1~ pro-
jection générique]. 

Passant à l'espace affine,_ considérons les r+ 1 hyperplans 

Lj(~cj;X;-Zj=o)- La relation G(Z)=o ve~t dire que V a un 

point commun avec l'intersection L'H-t des hyperplans Lj. Expli-
citant G ( Z) en écrivant ses coefficients comme des polynomes en ( c ), 
soit G( Zj, cji ), nous voyons donc que G( ~, c) est la zugeordnete Form 
de V ( ou du cycle X) selon Chow et V an der W rerden. Des résultats 
de ces auteurs nous déduisons ( i) : 

1 ° La condition nécessaire et suffisante pour que les bp.( c) soient 
les coefficients de la projection générique d'une variété V,. ( ou d'un 
cycle X1') s'exprime par un nombre fini de relations algébriques entre 
les bp., ou encore entre leurs coefficients en fonctions des Cjï; ces 
relations algébriques ont leurs coefficients dans le corps premier. 

2° Ceci montre donc qu'en spécialisant les bµ sur k on obtient effec-
tivement l'équation de la projection générique d'un cycle X',.. Ainsi 
le principe de prolongement des spéàalisations est vraipour les cycles. 

( 1) VAN DER W .ERDEN, Algebraische Geometrie (§ 36, 37, p. 155-16'.1 ). 
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3° Les cycles positifs de dimension r et de degré d se répartissent 
donc en un nombre .fini de systèmes algébriques irréductibles. Ceux-ci 
forment donc un ensemble algébrique défini sur le corps premier. Les 
cycles positifs de dimension r de l'espace projectif se répartissent 
donc en une infinité dénombrable de systèmes algébriques irréduc-
tibles, tout cycle appartenant au moins à un et au plus à un nombre 
infini de ces systèmes. 

4° Si l'on considère maintenant les cycles portés par une variété U 
définie sur 'k, les résultats de Chow-Van der W rerden montrent que 
les ( bµ) doivent satisfaire à un nombre fini de relations algébriques. 
Celles-ci sont à coefficients dans k, ou, ~i l'on veut, dans le plus petit 
corps de définition déf ( U) de U. Le cycle spécialisé X' de X sera 
alors automatiquement porté par U et le théorème de prolongement 
des spécialisations s'appliquera encore. 

Le fait que X' est porté par U pouvait se déduire aussi des considérations 
terminant le paragraphe 2 ). 

Une analyse analogue· à celle de 3° montre que les cycles positifs de 
dimension r portés par U se répartissent en une infini té dénombrable 
de systèmes algébriques irréductibles, tout cycle appartenant au 
moins à un et au plus à un nombre fini de ces systèmes. Ces systèmes 
sont déJinis sur la clôture algébrique de déf ( U); qu'ils ne soient pas 
nécessairement définis sur déf ( U) est montré par l'exemple des géné-
ratrices rectilignes de la sphère X 2 + Y 2 + Z2 

- T:i == o, chacun des 
deux systèmes étant défini sur Q ( i) et non sur Q. 

5° Tout cycle est détermfoé de façon unique par sa projection 
générique. Ceci résulte des résultats cités. Nous allons cependant 
établir directement un résultat un peu plus fort.· Nous avons vu que 
la connaissance de la projection générique de V détermine toutes les 
projections de V suivant des diviseurs d'espaces pr+i. ·Après un chan-
gement éventuel de la numérotation des coordonnées nous pourrons 
supposer que (Xo ==- o) ne contient pas V, passer aux coordonnées 
affines et supposer qu~ ( x1, ... , x,.) est une base séparante de K( x) 
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sur K, (x) étant un point générique de V sur K. Si alors (a,.+t, ... , an) 
sont n - r variables indépendantes sur K( x ), on a 

n 

K(a, x) == K(a) (x1, ... , x,., y), où y== I aixi (§ 1 ). 
i=n+1 

~a projection de V selon la direction (x, =o, ... , X,.=o, _ ± ajXj=o) 
. 1=n+1 

est alors d'indice 1 ; nous l'appellerons projection semi-géné~·ique de V. 
Nous allons alors montrer que V est déterminée de façon unique par 
sa projection semi-générique. Soient donc V et V' deux variétés 
définies sur K et ayant la même projection semi-générique H. Tout 
point générique (xi, ... , x,.) de H sur K( a) est projection de points 
génériques (xi, ... , x,., x,.+ 1 , ••• , x,i) de V el (xi, ... , x,., x;.+1' ... , x:,) 
de V' sur K; les ( Xj) et ( x~) sont algébriques sur K( xi, ... , x,.) 

n 

(.j === 1 + r, ... ; n) et l'on a a/ x j - x~) === o ; corn me les ( a j) sont 
j=n+1 

des variables indépendantes sur la clôture algébrique de K(xi, ... , xn) 
ce sont des quantités linéairement indépendantes sur ce corps; on voit 
donc que xr== x~ et que V=== V'. 

Voici maintenant quelques conséquences immédiates de la 
définition 1 : 

a. Au moyen d'un K-automorphisme cr, nous voyons que cette 
définition est indépendante des variables indépendantes ( c) choisies. 

b. Elle est compatible arec l'addition des cycles. 
c. Elle est indépendante du corps de- définition K de X choisi; il 

suffira en effet, d'après a, de prendre les ( c) algébriquement indé-
pendants sur le corps composé des deux corps de définition de X 
considérés. 

d~ En prenant les ( c) algébriquement indépendants sur un corps 
de définition commun de trois cycles X, X', X", nous voyons que la 
notion de spécialisation des cycles est transitive. 

e. Si X est rationnel sur k, pr(cl X est rationnel sur k( c) ([WF], 
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Chap. VII, th. 1.4 ), donc n'a d'autre spécialis~tion que lui-même 
sur k( c) (§ 2); comme tout cycle est déterminé par sa projection 
générique, X n'a d'autre spécialisation que lui-même sur le. 

f. La phase « X' est spécialisation générique de X sur k >> voudra 
dire par définition que les coefficients de la projection générique de X' 
se déduisent de ceux de la projection générique de X -par un 
k( c )-automorphisme. Par prolongement des automorphismes nous 
voyons que ceci veut dire que X' est un conjugué de X sur k. 

g. L'analyse précédant la définition 1. montre que la spécialisation 
des cycles est compatible arec la projection algébrique lorsque celle-ci 
donne des diviseurs. On peut lever cette restriction en appliquant 
aux cycles pr X et pr X' une projection générique dans la variété 
linéaire qui les contient ( « principe des trois perpendiculaires » ). 

h. La même analyse" montre également que la notion de spéciali-
sation des cycles ne dépend pas de l'espace projectif pn dans lequel ils 
sont plongés puisque tout cycle est déterminé de façon unique par sa 
projection générique. • 

i. Pour les cycles de dimension zéro la notion de spécialisation 
définie ici coïncide avec celle de [WFJ; en effet, pour un point P(x), la 

n 

projection générique esticix;=== z; une spécialisation z' de z sur k(c) 
n 

se prolonge en une spécialisation (x') de (x); comme on a z' == I cix;, 
i=1 

z' est la projection générique du point ( x'), et notre affirmation est 
une conséquence de la détermination unique d'un cycle par sa projec-
tion générique. • 

4. ·coMPATIBILITÉ DE LA SPÉCIALISATION DES CYCLES AVEC LE PRODUIT DIRECT 

ET LE PRODUIT D'INTERSECTION. - PROPOSITION L - Si (Y', Z') est une spé-
cialisation de (Y, Z) sur k, le cycle Y' X Z' est l'unique spécialisation 
de Y X Z sur(Y, Z) (Y', Z') arec référence à k. 

Nous nous bornerons au cas où X=== Y X Z est une variété, le cas 
général s'en déduisant par linéarité ([WFJ, Chap. VII, p. 203); 
Y et Z ser~nt donc des variétés de dimensions r et,:; soit K un corps 
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de définition commun de Y et Z contenant k, et soient (x) et (X:) deux 
points génériques indépendants sur K de Y et Z; X admet alors ( x, x) 
pour point générique sur K. Si ( Xu ... , x,.) el (x1, ... , x,:) sont des 
bases séparantes de K( X) et K ( x) sur K, ( X1, .... , x,., ~, • .. , x-,.) 

n 

est une base séparante d·e K ( ;, x) sur K. Soient y== !, ajxj, 

y== !, {hXk, les (a' a) étant des variables indépendantes sur 
k=n+1 

K.( x, x). Les coefficients de l'équation de la projection semi-générique 
de X ( resp. Y, Z) sont proportionnels aux fonctions symétriques élé-
mentaires des conjugués de Y+ Y s_ur K( Q, a, X1, ... , x,., X1, ... , x,.) 
[resp. dey sur K(a, a, Xo , .. , x,.), de .Y sur K(a, a, X1, ... , x,.J]; 
mais ces premières fonctions symétriques sont des polynomes, à coeffi-
cients dans le corps premier, des autres. Ainsi les coefficients ( ~) de 
l'équation de la projection semi-générique de X sont des polynomes, 
à coefficients dans le corps premier, en les coefficients (b) et (b) des 
équations des projections semi-génériques de Y et Z. D'après le prin-
cipe de prolongement des identités algébriques ces expressions· des(~) 
en fonction -des ( b, b) sont encore valables si X, Y et Z sont des cycles 
( de mêmes degrés respectifs). Or se donner des spécialisations Y' 
et Z' de Y et Z sur k revient à se donner des spécialisations ( b') et ( b') 
de ( b) et ( b) sur k( a) et k (a), c'est-à-dire une spécialisation ( b, b') 
de ( b, b) sur k( a, a); en ~ffet ( b') et (b') sont des spécialisations 
de ( b) et ( b) sur k( a, a) d'après [WFJ (cor.du théorème 5, Chap. Il); 
d'autre part comme K(x) et K(~) sont linéairement disjoints sur K, 
/r(x) et k(x) le sont sur k, donc k(a, a,x) et k(a, a,x) l_e sont 
sur k( a, a); a fortiori k( a, a, b) et k( a, a, b) sont linéairement dis-
joints sur k( a, a), et no.tre affirmation résulte de [WFJ (Chap. I, 
th. 4 ). Donc les (~)se trouvent spécialisés, et de façon unique en (W), 
et, d'après la première partie du raisonnement, les ( W) sont les coeffi-
ficients d~ l'équation de la projection semi-générique du cycle Y' X Z'. 

C. Q •. F. D. 
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PROPOSITION 2. - sô/ent Z et Y deux cyles positzfs portés par une 
variété U définie sur k; si (Y', Z') est une spécialùatl·on de (Y, Z) sur k 
telle que Y'. Z' soz"t défini ( i ), alors Y. Z est défini et Y'. Z' est l'unique 
spécialùatùm de Y .z sur(Y, Z)-~ (Y', Z') a~ec référence à k. 

Le fait que X. Y soit défini se ·voit ainsi : si Zn Y avait une compo-
sante excédentaire C, une spécialisation C' de C sur (Z, (Z', Y') 
avec référence à k appartiendrait à· Z' n Y', et Z'. Y' ne serait pas 
défini. Si une composante C de Zn Y appartenait à l'ensemble 
singulier de U, C' appartiendrait à cet ensemble, qui est défini sur k, 
el Z'. Y' ne serait pas non plus défini. , 

Pour le reste de la proposilion 2, nous examinerons d'abord le cas 
où U est l'eJpace projectif. Par utilisation des ~ycles produits et de la 
diagonale, nous sommes d'abord ramenés au cas où Z est une variété 
linéaire L~ définie sur le corps premier (prop. 1. ). Si K est un corps 
de définition commun de Y et Y', soit L2 une sous-variété linéaire 
de Li; générique sur K, et ayant une intersecti_on propre et de 
dimension zéro avec Y et Y'; L2 est définie sur k' linéairement 
disjoint de K sur k; ([WF], th. 4, Chap. V), montre que, si 

Y. L2 == I n(J.P(J. et Y'.L2 == I ,n~Q~, 
ex 

on a 

Y.L1 ==In':I. Va et Y'.L1==I m~ w~ 
a 

où V a ( resp. v\1 î3) est la variété ayant P (1. ( resp. Q~) pour point géné-
rique sur K; il nous suffira donc de montrer que Y'. L2 est l'unique 
spécialisation de Y. L 2 sur Y Y' avec référence k'. Nous sommes 
ainsi ramenés à des intersections de dimension zéro. Par projection 
générique sur k' (K) nous sommes ensuite ramenés, d'après la défi-
nition 1., • à l'intersection d'un diviseur H et d'une droite D cas où la 

• • ' 
compatibilité se déduit aussitôt de [ WF] ( Chap. II, prop. 9). 

(4') Conformément à [ I ], et contrairement à [WF], nous disons que le cycle 
intersection Y'. Z' est défini si toutes ses composantes sont simples et d,excès 
nul sur U. 

Journ. de Math., tome XXX. - Fasc. 3, 19Sr. 3o 
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Reste maintenant le cas où les cycles Y. z· et Y'. Z' sont définis sui: 
une variété ambiante Ut) définie sur k. Par passage au produit et à la 
diagonale, nous pouvons supposer que Z == Z' est une sous-variété 
simple de U définie sur k. Parallèlement à une direction de dimen-
sion n - w et générique sur K, faisons passer par Z un cylindre H; 
celui"""'.ci est défini sur un corps k' linéairement disjoint· de K sur k 
([I], th. 6, p. 72 ); il est clair(§ t) que H. U est <léfini et que Z est 
une composante de multiplicité 1 de ce cycle. Toute autre compo-
sante T de H. U ne peut être algébrique sur k; en effet un K-auto-
morphisme quelconque cr laisserait T invariante; T serait donc une 
composante de tous les cycles U. ffcr; mais chaque cylindre Hcr est 
contenu dans un hypercylindre ccr projetant Z sur une de ses projec-
tions génériques; le fait que Z est déterminé d~ façon unique par 
l'une de celles-ci (§ 5) entraîne en particulier que l'on a Z =={)Ca-

o-

d'où Z=={)Hcr. Donc le cycle H.U est somme de Z, algébrique 
cr 

sur k, et d'un cycle A transcendant sur k. 
Considérons maintenant les cycles (Z. Y)u et H. Y [resp. (Z. Y')u 

et H. Y']. [I] (th. 6, p. 72) montre que H. Y est somme de (Z. Y)u 
et d'un autre cycle positif B; le raisonnement ci-dessus montre que 
toute composante de B n'est définie que sur une extension transcen-
dante de K; on a donc H. Y== (Z. Y)u+ (A. Y)u où B ==(A. Y)0 est 
transcendant sur K; et de même H.Y'==(Z.Y')u+(A.Y')u où 
B' == (A. Y')u est transcendant sur K. La partie du raisonnement 
relative à l'espace projectif montre que H. Y' est l'unique spéciali-
sation de H. Y sur Y-+ Y' avec référence à k'. Soit (Z. R' une 
extension de cette spécialisation; c'est une spécialisation sur k' mais 
elle est déterminée par une spécialisation sur k puisque k' est linéaire-
ment disjoint de K sur k. Ceci montre que R' est invariant par 
tout K-automorphisme cr, et par conséquent R' L ( Z. Y')u· Mais 
comme les cycles (Z.Y)0 , (Z.Y')u et R' sont positifs et de même 
degré, on en déduit R' == ( Z. Y')u et la proposition 2 est démontrée. 

·a. LE THÉORÈME DE SEVERI. - Nous allons maintenant donner une 
démonstration d'un théorème dû à F. Severi. Notre démonstra-
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tion suit de près le raisonnement géométrique de F. Severi ( 1 ), mais 
insiste sur certains points de nature plus algébrique laissés de côte 
par cet auteur. Ce théorème nous donne d'ailleurs une seconde 
démonstration du fait que le principe de prolongement s'applique 
aux spécialisations de cycles. 

THÉORÈME 3 (Severi). - Soit X,. un cycle de dimension r de l'espace 
projectlf pn; il existe n - r dù,,i'seurs U 1 , .•. , U n-n s'intersectant 
proprement dans pn, et tels que X== L\ ... Un_,.. 

1° Supposons d'abord que X soit une variété V, définie sur un 
corps infini K; nous supposerons, ce qui est toujqurs possible au 
moyen d'un changement d'axes(§ l ), que le point à l'infini sur OXn 
n'est pas sur V, et que le cylindre c,·+1 parallèle à OXn et s'appuyant 
sur V projette V sur l'hyperplan (Xn === o) avec un in.dice de projec-
tion égal à 1. Soit alors ( x) un point générique de V sur K; on a 
K(x1 , ... , xn) == K(x 0 ..• , Xn-t) et l'on peut écrire 

P(x1, ... , Xn-1) R( 
Xn== Q == X), (x1, ... , -Xn-1) 

P et Q étant des .polynomes, et Q(x) r- o. Soit M le monoiâe 
d'équation XnQ(X)- P(XY=== o, et N l'hypercylindre Q(X) = o, 

ce dernier n'étant pas nécessairement irréductible; si Q = TI_ ( Q~ y~ • 
les Q'1 étant irréductibles, nous conviendrons (§ 2) que Q(X) == o 

représente le diviseur Is~N~, N~ étant l'hypercylindre irréductible 

d'équation Q~(X) == o. Considérons l'intersection C. M; toutes ses 
composantes sont propres car C <t M; yr en est une composante. En 
un point générique de V l'hyperplan H tangent à M est engendré par 

les vecteurs ( 1, o, ... , o, J!), • • •, ( o, o, ... , 1, a!~,), et la variété 
linéaire tangente à C contient la parallèle à OXn; comme H ne 
conti~nt pas cette droite, ces variétés linéaires tangentes sont trans-
~ersales, ce qui montre que V a multiplicité I dans C. M. Les autres 

(1) F. SEVERI, Sistemi di equivalenza, p. 62 (Rome, 1941 ). 
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composantes de C. M sont des cylindres parallèles à OXn, obtenus 
1 P (E) , o . t orsque Q li> se pres_ente sous la forme O• Il suffit pour cela que Q( c;)===o; 
en effet un point générique de V sur K a pour coordonnées homo-
gènes (xt Q(x), ... , Xn-i Q(x), P(x), Q(x)); si l'on avait Q(ç)==o 
sans avoir P(ç) == o, cela voudrait dire que le point à l'infini de OXn 
est sur V contrairement aux hypo-thèses. Donc les composantes A), 

de C. M autres que V sont identiques à celles de C. N; ces dernières 
sont toutes propres car Q(X) ne s'annule pas sur C par hypothèse. 
Il nous reste à montrer que l'on a V=== C. M - C. N; or C. N est, 
sur C, le diviseur (Q(X))0 des zéros de Q(X) ([':VFJ, Chap. VIII, 
n° 2), et C. M le diviseur (P(X)- Xn Q(X))0 • Nous supposerons, ce 
qui est possible par changement d'axes, qu'aucune des AÀ n'est à 

l'infini; C. M- C. N est le di viseur ( Xn - ~j) 
0

; aucun cylindre A,. 
ne peut figurer dans ce diviseur; en effet, si v est une valuation de 

centre A1, on a v(~i~D:::::,,,o car le point à l'infini de OX" ne se 

trouve pas sur V (cf.ci-dessus), et l'on déduirait de v( X,,- >o 
une contradiction, car, si (ç) est un point générique de AÀ, çn est 

• ( P(X)) transcendant sur K ( çt, ... , çn-i ). On a donc v Xn- Q (X) === o 
pour toute valuation v de centre AÀ; comme, par application de la 
formule de projection à C et à un modèle normal de C, on voit 
que i( A),; C. ( M - N)) est combinaison linéaire de ces nombres, 
on a i(AÀ; C.(M- N)) === o. Comme le point à l'infini de OXn ne se 
trouve pas sur V, C. M - C. N est un diviseur positif; donc on a 
V=== C.(M- N). 

2° Considérons maintenant un cycle X,.=== I nrx V a· Nous ferons les 
r.t. 

mêmes hypothèses relatives à la situation du point à l'infini de OXn, 
et ceci par rapport à toutes les V rx• On a alors Va=== Crx. (Mrx- Nrx)· 
Nous allons nous arranger pour que le même monoïde M et lé même 
hypercylindre N puissent servir pour toutes les V rx· Soit Kun corps 
de- définition commun des V a, ( x(a)) un point générique de V a sur K. 
Soit Pa l'idéal premier de K[X1, ... , Xn-1 J associé à la projection 
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de VïJ. sur (Xn=o); avec des axes convenables nous pourrons les 
supposer tous distincts; alors p~ q: pïJ. si a~ ~- Soit Scx~ un pol;rnome 
de K[Xq ... ' Xn-d tel que s(X~~Pcx, Scx~Ep~; posons Tex= l]Scx~; 

~:;z=cx 

alors TïJ.~pïJ. et TcxEP~ pour ~~-a. Si T=~Tcx, on a T~Pcx quel 

• É • (ex) Pœ(X11cx), • • •. X~:x-2_1) • que s01t a et T == T cx(Pcx)· crivons xn == Q (cxJ _1.,.J-) et cons1-
rJ.tx 1 , • • ·, Xn-1 

d ' · l f • • 11 R X, T œ Pcx R( (""l) (cx) erons a ract10n rat10nne e = ,,,(,,.,J T Qcx; on a x ..,,. = xn 
(X 

car T~(x(ïJ.J)==o si ~~a, Tcx(x(cq)==T(x(:xJ)~o; si nous écri-
- p (ïJ.)_ P(x(cxl) D 1 vons R- Q' nous avons xn - Q(xi:xJ) pour tout a. one e 

monoïde M (XnQ(X)-P(X)===o) et le cylindre N (Q(X)==o) 
pourront servir pour tous les V i-' : V == Co:. ( M - N ). Donc 
X'={~>~c~+I )-(M - N) = yr+t. u, u étant un diviseur. 

3° Il suffit alors d'appliquer le même raisonnement à yr+t, et ainsi 
de suite, pour obtenir le résultat annoncé. 

Remarque. - Si X est un cycle rationnel sur le corps in.fini K, il est clair 

que ncx C:x sera aussi rationnel sur K, _ car on prend un point de vue à coor-
cx 

données dans K. Nous pourrons décomposer X en une somme de cycles premiers 

rationnels sur K, et former pour chacun d'eux la somme partielle R = 
(X 

soit ( x 1El) un point générique sur la clôture algébrique K de K d~une des corn po-
santes de ce cycle; les autres s'en déduisent par des automorphismes r:,cx : 
x(o:)==r:,a(x·El). On pourra alors prendre Po:==r:,a(Pê), Qa==r:,ïJ.(Qi::); si nous 
prenons TsEf:Pe et TEEP:x pour a~ ê, et To:== r:,:x(Ts), on aura T:xEl:P:x, 
T œ E p~ ( j3 ~a). Alors R aura ses coefficients invariants par les automor-
phismes r:,œ, donc contenus dans une extension radicielle de K. Ainsi M et N 
seront définis sur une extension radicielle de K. Par conséquent, si Xr est 
rationnel sur un corps infini· K, on aura X== U1 .•. Un-n les Ui étant des 
diviseurs radiciels sur K; ils seront rationnels si K est un corps parfait. 

Nous allons maintenant donner quelques compléments sur les 
monoïdes (XnQ(X)- P(X) == o) passant par la variété V,. ( ou le 
éycle Xr). 
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LEMME. - Soit v un élément intégral et séparable sur k[ u1 , ••• , uq], 
les u; étant des variables indépendantes sur k. Si z e k( u, r) est intégral 
sur k[ u, P], et si F( ,,) = ,>'L + P 1 ( u )rd-t + ... + Pet( u) est le polynome 
minimal de v surk(u), alors zF'(,')Ek[u, <'] (autrement dit F'(r) est 
un élément du conducteur de la fermeture intégrale de k[ u, r J ). 

Les P ;( u) sont des pol ynomes d'après le lemme de Gauss. 
Soient ( r;) ( o L i,,é. d - 1) les conjugués de r sur k( u ), et ( z;) ceux 
de z. Posons 

d-1 

z F'(v) == rj(u)vi, 
i=O 

Prenant les conjugués il vient 
d-1 

Zt F' ( Vt) ==~ri ( u) P{. 

j=O 

Le déterminant de ce système linéaire en ( ri u)) est le déter-

minant de Vandermonde D = IJ ( (Ji- vj ). Le mineur Su de rJ a en 
t<j 

facteur II ( '-'k- '-'e ), l'autre facteur Tij étant intégral sur k[ u ]. 
k<l,k-:,t:.j, l-:,t:.j 

La règle de Cramer donne 
d-1 

Drt(u)== IzjTij( Il (vk~ Vm).)F'(vj)-
j=o k<m,k-:j:.j,m-:j:.j / 

et rt(u) == ~ziTij 
j 

est intégral sur k[u]. Donc rt(u)ek[u] el zF'(r)ek[u, v]. 

PROPOSITION 3. - Si V,. est une variété de degré d définie sur un 
corps infini k, on peut écrire, ( x) étant un point générique de V 

k Pi ( Ut, • • • , Ur+t ) , p Q d l d d ' sur , X;= Q ou ·; et i sont es po ynomes e egres 
i ( U1, •• •, Ur+i) 
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in/ érieurs à d et d - 1 respectirement, et où les ( u j) appartiennent à k( x) 
et sont liés par une relation irréductible F( u 1 , ••• , u,.+1) =ode degré d. 

Nous prendrons pour ( llj) des combinaisons linéaires des ( xi) à 
coefficients dans k telles que (§ 1) : 

a. ( ll1, ... , Ur+i, X1, ... , Xn-r-i) sont linéairement indépendants 
sur k. 

b. La variété linéaire à l'infini Ln-r-t dans la direction 

ne rencontre pas V. 
c. La projection de V àtpartir de Ln-r,1. est d'indice 1. 

d. ( U1., ... , Ur) est une base séparante de k( x) sur k, et u,.+ 1 est 
intégral sur k[ u1 , ••• , u,.] ( ce qui veut dire que la projection W de V 
sur l'espace des Uh qui est une hypersurface, ne contient pas le point 
à l'infini de OU,.+1 ). • 

Le fait que Fest de degré d est alors évident. Appliquons le raison-
nement du théorème de Severi à la projection V de V sur l'espace 
des (U 1 , ••• , U,.+1., Xi), Xt jouant le rôle de Xn et (U1., ... , U,.+-1) 

l • d (X X ) 0 l - 9 ( u) • • fi • ce ui e O ••• , n--1 • n a a ors xi - t ( u), mais Xt est m1 sur 
toute spécialisation ( u)--+ ( u') avec référence à k d_'après b; il est 
donc intégral sur _k[ u J ([WFJ, prop. 22, Cha p. Il), et par consé-

quentx;F~,+, (u) E k[ u] d'après le lemme. On peutdoncécrirex;= ~;,i :: 
où Q; est un polynome de degré d - 1. Mais alors V = C,-+1 • ( M - N) 
d'après le raisonnement du théorème de Severi; V est de degré d 
ainsi que le cylindre C; donc le diviseur M - N doit être de degré 1 

d'après le théorème de Bezout. Or M est le monoïde d'équation 
X;Qz(U)-Pi(U)==o, et N le cylindre Qi(U)==o; comme Q; est 
un polynome de degré d - 1_, ceci montre que le degré de P; est au 
plus égal à d. 

Remarque. - Considérons maintenant un cycle positlf Xr de degré d, et soit 

X==~ nrx V rx, les V o: étant des va~iétés définies sur k et de points génériques x(cx l 
oc. 
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k • f • ' l d~ • Il àFo: sur ,sat1sa1santatoutes escon 1t1onsa,b,cetd.PosonsG(u)== --(u); 
àll,.+1 

0(, 

d'après la proposition 3 on a x~o:) GE k[ u ], soit x1oc.)G == I\( u ). Posons d'autre 

part T()'== J] F~ et T ==I T:x.; T:x.(u) est nul sur toutes les V~ sauf Vœ, et l'on 
/3:,t:a CX • 

a T(,u) ==To:(u) sur V;_. On aura donc X}O:)GT. IprlTo:== S,(u) pour tout a. 
CX 

Soi~ sO: le degré de V o:; on a I no:so: == d. Le degré de G est I ( so: - 1 ), celui 
(X (X 

de T o: e~t I s~; donc le degré de GT est I (so:- 1) + m;x( I s~)· Si s0 est 
~;t:o: 0: ~;z=o: 

le pl us petit des so: le degré de GT est égal à }; ( 2 so: - 1) - s0 • Le cas le pire 
(X 

est celui où n:x. == 1 pour tout a, et où l'ensemble des oc possède deux éléments 
( o, 1); alors le degré de GT est égal à 2 d - 2 - s0 ; il est donc en tous cas au 

plus égal à 2d- 3. Et l'on peut écrire Xfl== QPt( u) où P, et Q, sont des poly-
. t( u) 

nomes de degrés au plus 2 d - 2 et 2 d - 3. 

CHAPITRE V. 
INTERSECTIONS EXCÉDENTAIRES. 

Soient vu et V" deux variétés de dimensions u et "' de l'espace 
affine _An ( ou projectif Pn); on sait [WF, I] que toute composante M 
de leur iniersection est de dimension m·~ u + "' - n; le nombre 
positif e === m- ( u + v - n) est appelé l'excès de la composante M; 
une composante d'excès nul ( resp. > o) est dite propre ( resp. 
excédentaire). Nous allons indiquer une généralisation aux compo-
santes excédentaires de la théorie de Weil-Chevalley relative aux 
composantes propres. 

f. QUELQUES PROPRIÉTÉS D~S DIMENSIONS. - PROPOSITION L - Soient u 
et V deux variétés de dimensions r et s; il existe une variété A de dimen-
sion sup ( u, "') + 1 con-tenant U et V. 

Supposons par exemple r L s; soit K un corps infini de définition 
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de U et de V. Considérons la famille des variétés linéaires L'z-r paral:-
lèles à une L~-,. donnée, définie sur K et prise de telle sorte que les 
intersections de U et V avec une L'i-r générique de la famille soient 
propres (th. 2, § 1, Chap. IV); ·soient (u) les seconds membres des 
équations d'une Ln-r générique; Ln U est un ensemble fini de 
points ( P ex) et de L. V est un ensemble fini de variétés (W{-,.); soit QÀ 

un point générique de W), sur K( u ), et posons P ex== (xi) et QÀ === (Yz ). 
Soit t une variable indépendante sur K( u, x, y); la variété A 
ayant ( txi+ ( 1 - t)yi) pour point générique sur K est de dimen-
sion L s + 1; comme ( x) est un point générique de U sur K et (y) 
de V sur K ([WF], prop. 2, Chap. V), et comme (x) [resp. (y)] 
est une spécialisation de ( tx + ( 1 - t)y) sur t I ( resp. t ->-- o) avec 
référence à K, il s'ensuit que U et V sont contenues dans A. Si l'on 
suppose que U <t V ( sinon la proposition 1 est triviale), on a 
dim A -=--- s + 1. 

Supposons maintenant que U,. et vs contiennent une variété M"t, et 
cherchons les variétés A contenant U et V et sur lesquelles M est 
simple. Considérons l'anneau des quotients Q(M) de M dans l'espace 
affine An; c'est un anneau local régulier; soient a et b les idéaux 
premiers de Q( M) correspondant à U et V, et soient a et b leurs 
idéaux directeurs dans l'anneau de formes F( m); rappelons que F( m) 

est isomorphe à l'anneau de polynomes Q(M) [X 1 , ... , Xn-m] et que 
m a et b sont des idéaux homogènes. 

LEMME. - Une condition nécessaire et suffisante pour que M soit simple 
sur une variété Wt d'idéal p dans Q(M) est que p sozt l'idéal d'une 
variété linéaù·e. Tout z"déal p de F ( m) qui représente une variété linéaire 
est d'ailleurs idéal directeur d'un idéal premier. 

Le fait que M est simple sur W équivaut au fait que Q(M) est un 
• 

anneau local régulier, donc au fait que le polynome ~~(j) est de la 
ll 

forme ( th. 7, Chap. II) qi~(i) = (1: 1 mm)· La fonction caracté. 
ll . 

ristique de l'idéal directeur P est donc x·/j) = (1 -:-~: m -:-- 1); il y a 

Journ. de Math., tome· XXX. - Fasc. 3, 1951. 3 I 
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donc m - t formes linéaires linéairement indépendantes dans p; elles 
engendrent un idéal premier Pt., contenu dansµ, et ayant même fonc-
tion caractéristique; donc Pt.= pet la première partie du lemme s'en 
d_éduit. Pour la seconde partie nous pouvons supposer que p est 
engendré par (Xt., ... , Xm-t); soit ai un élément de m ayant Xi pour 
forme initiale, et soit q l'idéal de Q ( M) engendré par ( at., ... , am-t); 

m-t 

l'idéal directeur q de q contient évidemment p; soit b = I ciai un élé-

ment quelconque de q; je dis que, si be ms, on peut prendre les ci 

dans ms-t.; ceci est en effet vrai si m - t = 1 car a-1.. est superficiel par 
rapport à m; procédons par récurrence et considérons l'anneau loGal 

régulier 1~~~); la classe de b est dans (::) et l'on peut écrire 
n-t n-l 

n-l 

prenons les formes initiales nous voyons que w( b) = !, w( cï)w( ai) 

car, dans un anneau local régulier, la forme initiale d'un produit est 

égale au produit des formes initiales des facteurs; comme Q (M) 
.q 

est un anneau local régulier, ceci prouve la seconde partie du lemme. 

Remarque. - On peut déduire de ce lemme la proposition 9, page 705 
de[LR]. 

Revenons maintenant à la question posée. Si p est l'idéal premier 
dans Q(M) de la variété cherchée A, on doit avoir p c a, p c b, et p 
doit représenter une variété linéaire L. Si B et B' sont les ensembles 
algébriques proje_ctifs représentés par a et li, l'analyse du _Chapit,re I 
montre qu'ils sont de dimensions == r- m - 1 et s == s - m - 1 dans 
un espace projectif de dimension n - m - 1. Supposons maintenant 
que M soit simple sur U et V, donc que B et B' soient des variétés 
linéaires; si a + b = m ( nous verrons que ceci exprime que M est 
de multiplicité I dans u. V), alors a+ b est l'idéal irrelevant et 
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BnB'_= 0. Un théorème classique d' Algèbre _linéaire montre que 
p = a(\b représente une variété linéaire L de dimension r + s + I. Soit 
( <Xo ... , <Xm-t) une base de p composée de formes linéaires linéaire-
ment indépendante.s, et soient a; e a et bi e b de formes initiales égales 
à <Xï; on a ai- bi e m2 ; comme m est engendré par la réunion d'une 
base (x) de a et d'une base (y) de b, on a 

ai- bi·==- Ri(x)-+- Si(y) + Ti(xy) 

où ·R; et Si sont des formes quadratiques, et Ti une forrlie bilinéaire à 
coefficients dans Q(M)"; on a donc 

aï- Ri(x) - ( bï- Si(y)) E ab, 

et par conséquent âi- Ri(x) appartient à b. Nous prendrons donc 
pour idéal p l'idéal engendré par les ( ai- Rï( x) ), lequel est contenu 
dans a et b. Ainsi : 

PROPOSITION 2. - Si Mm est simple sur vu et V", 'et si sa multiplicité 
dans U. V est égale à 1, il existe une variété A, de dimension r+ s -m, 
contenant U et V et sur"laquelle M est simple. 

Remarques. - La proposition 2 n'est pas vraie si M n'est pas de multiplicité 1 

dans U.V. Prenons pour M l'origine, pour U la courbe (X== t, Y== t 2 , Z ==- t:i) 
et pour V la courbe (X==- t, Y== t2, Z == t5). Soit P ( X, Y, Z) :=. o une surface 
passant par U et V; écrivons 

l'équation F 0 (t, t 2 )+ ... + Fn(t, t 2 )Zn==.o à coe~ficients dans K(t) a pour 
racines t3 et ti); son premier membre est donc divisible par ( Z - t 3 ) et ( Z - t 5 ), 

donc par leur produit Z2 - (t1 + t 5 )Z+ t 15 ; soit G0 (t) + ZG1 (t) + ... l'autre 
facteur, les G, étant des polynomes; F0 (t, t 2 ) • est donc divisible par t15, et 
F 0 ( X, Y) ne contient pas de termes de degrés o ou 1; on a d'autre part 

F 1 (t, i2) == t15 Go (t) + ( t3 + is ) G i (t) 

et F 1 ne peut avoir de terme constant. Ainsi P ( X, Y, Z) ne peut contenir que 
des termes de degré 2, et la surface ne peut avoir O pour point simple. 

THÉORÈME 1. - Soit M une composante excédentaire d'excès e de 
Ur n Vs; il existe deux cylindres U':, U et V':, V de dimensions r+ e:1 et 
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s + e2,- tels que e1 + ~2 = e et que M soit composante propre de U' n V'. 
On peut prendre leurs dù·ectz'ons génériques et l·ndépendantes sur un c01ps 
de d1finition k commun à V, V et M. 

En procédant par récurrence il nous suffira de trouver U' de 
dimension r+ 1 tel que U'n V admette M pour composante; soit D 
une direction générique sur k, de paramètres directeurs ( ui) algébri-
quement indépendants sur k, et soit U' le cylindre de dimension r + 1 

passant par U et de direction D. Soit M' une composan Le de U' n V 
contenant M. Supposons M' M. Si M' contient le cylindre de direc-
tion D passant par M, un point générique de l'espace se trouve sur V, 
et M = U est une composante propre de Un V. U existe donc un point 
générique P de M' sur k( u) dont la projection Q sur U • selon D 
n'appartient pas à M; soit Q == (pi), P =(xi)== (pi+ tui); on a t~ o 
sinon tout point de M' serait dans U el M ne serait pas composante de 
Un V. Comme la parallèle à D passant par P n'est pas dans M', test 
algébrique sur k( u, p ), donc aussi ( x ). Comme la projection de M' 
sur U contient M et en est distincte, la dimension de (p) sur k( u) est 

m + 1. Soient r' et s' les dimensions algébriques de (p) et ( x) 
sur k; comme QeU et PeV, on a r'Lrets'Ls. La dimension de 
k( v, u, t) sur k( x) est L + 1 puisque k(p, u, t) == k( x) (p, t); on a 
donc 1~n+m+ 1, c'est-à-dire r+s~m+n, contraire-
ment au fait que M est une composante excédentaire. 

Remarques. - 1. Le théorème 2 ( § 1, Cha p. IV)) montre que les couples de 
direction telles que e1 + e2 == e et que M ne soit pas composante de 0' f'\ V' forment 
un ensemble algébrique. 

2. ~1 et e2 peuvent être pris arbitrairement de façon que l'on ait e1 o, 
e2~ o et e1 + e2 == e. 

2. MoLTIPLICITÉS DES COMPOSANTES EXCÉDENTAIRES. - Soient Ur et ys 
deux variétés de l'espace affine An ( ou projectif P 11 ), u et 1l leurs 
idéaux premiers associés. Rappelons qu'une composante M de Un V 
est une des variétés, en nombre fini, ayant pour idéal associé un des 
idéaux premiers minimaux, c'est"'."à-dire relatifs à des composantes 
isolées, de u + tJ. 

Nous formerons, comme d'habitude, deux copies de An et consi-



LA NOTION DE MULTIPLICITÉ EN ALGÈBRE. 

dérerons leur produit An x An;. les variétés de ce produit correspon-
dront aux idéaux premiers de ü[X 1 , -••• , Xn, X'1 , ••• , x:J; l'idéal 
J:D === (Xt - X'1 , ••• , Xn- X~) est premier, et il lui correspond la 
dl·agonale d, variété linéaire de dimension n. Si U C An, nous noterons 
souvent U_' la copie de U dans le second facteur, et Ull la sous-variété 
de Li dont la projection sur le premier facteur est TJ; Uil et U sont en 
correspondance birationnelle partout birégulière. Sin est l'idéal de U 
dans ü[X ], nous noterons u' l'idéal de U' dans !l[X']; par abus de 
langage nous noterons encore n et u les idéaux engendrés par tt et n 
dans n[X, X']; n est alors l'idéal du cylindre U X A 1i, u' celui du 
cylindre An x U'. La variété produit U x V' a alors u + n' pour idéal 
premier; U a pour idéal n~ = n + ID qui contient tt + n'. Considérons 
n + n' + JD; c'est aussi l'idéal u + n +,il); si m est un idéal premier 
minimal de n + n, m~== m + ID est un idéal premier minimal de 
n + n +ID== u + n' + }1J et réciproquement. Donc les composantes 
de (U x V')()Li sont.les variétés Mil où M est composante de U() V. 

Considérons l'anneau des quotients ll == Quxv·(Ma) de Ma dans 
U x V'. Soient xi et x; les fonctions induites par Xi et X~ sur U 
et V', et soit X l'idéal engendré par les ( xi- x;) dans o; comme ma 
est un idéal premier minimal den+ u' + 1D, l'idéal X, qui est engendré 

u+:u'+Jll d • • l'"d' 1 • l d N par n + :u' ans o, est primaire pour i ea maxima e D. ous 
poserons donc la définition suivante : 

DÉFINITION i. - Nous appellerons multtplicité d'intersection de U et V 
en M et nous noterons i(M; U. V) l'entier naturel e(X) multiplicùé de 
l'idéal X engendré par les ( xi- x; ) dans l'anneau local = Quxv·( M ). 

Notons que i(M; U. V) est égale à la multiplicité, dans l'anneau 
a[X, X'] d l . . d n + :u' + D l . , ma ---,- e a composante primaire e , re ative a --, . tt+u tt+u n+u 
Notons aussi que, comme dimo=r+s-m, on a n~r+s-m, 
donc m r + s - n; dire que ( xi- x; ) est un s.rstème de paramètre 
de .o revient à dire que la composante M de U() V est propre. Notons 
enfin que la définition i est symétrique en U èt V. 

PROPOSITION 3. - S'il existe une variété Aw telle que M soit simple sur 
A et que m = r+ s - w (ce· qui veut dire que M est composante 
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propre de Un V sur A), la multiplz"cité absolue i( M; U. V) est égale à la 
multiplicité relatÜ'e iA ( M ; U . V) définie en [ I ], (p. 61, déf. 3 ). 

Soit en effet (Xo:
1

, ••• , XaJ un ell8emble de variables uniformi-
santes sur A le long de M, et soient (X~) les autres variables; si FÀ 

parcourt une base de l'idéal de A dans !l[X ], la matrice ( ~i~) a rang 

n - w sur M; soient donc (Fk) ( 1.---:::'. k Lw) tels que 1 !i; 1 o sur M. 
Puisque UxV'cA xA', on a F1;(x)=Fk(x')=o sur Mll. Mais, 
par développement de Taylor, il vient 

Ainsi !. ( x; - x;) :i: ( x) el'; donc si q est l'idéal engendré par les 
i 

( x~ - xa) dans 1l, on al= 11 + 1 2
; on en déduit 

.X == q + X ( q + .X2) == q + x:i et ,X== q + ,Xs 

par récurrence; ceci montre que X= q et notre assertion résulte du 
théorème 6 ( Cha p. Il). , 

Remarque. - Dans la démonstration du fait que X= q nous ne 
nous sommes pas servi du fait que w == r + s - m. Si donc nous 
définissons i/ M; U. V), M étant sùnple sur A, par la formule 
iA(M; U.V)=e(q), nous voyons que i_/M; U.V)=i(M; U.V). 
En particulier si A est une variété linéaire, ceci montre que le sym-
bole i( M; U. V) ne dépend pas de l'espace affine dans lequel U, V et M ., 
sont considérées comme plongées. 

THÉORÈME 2. - Soit k un corps de définàion commun à Ur, ys et à une 
composante excédentaire Mm de U. V et soit w:+ 1 un cyhncfre de direc-
tion ( u) générz·que sur k, et passant par V; alors M est une composante 
de Un W 1 (th. 1) et l'on a 

i(M; U.V)==i(M; U.Wi). 

Soit e l'excès de M dans U. V, et soit we+s un cylindre de direction 
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De générique sur k et passant par V; comme W est un cylindre de 
direc:tion 0:- 1 générique sur k( u) et passant par W O il nous suffira 
de démontrer i( M; U. V)== i( M; U. W) et d'a~pliquer ce résultat 

n 

W1, et W. Soit Y o:== !, uo:;X;== o ( (J.. = 1, ... , n- e) un système 

d'équations de D, les ( u) étant des variables indépendantes sur k, et 
soient (X~,, ... , X~J tels que (Y o:, X~) soit un système de n formes 
linéairement indépendantes sur le dom.aine universel. Soit o' l'anneau 
des quotients Quxw,(M~) et~~, Yj~ les fonctions induites sur W' par 

x;, X~, Y~; o == Quxv'( M~) est un anneau quotient .o: de D'; D'est de . p 

dimension n, et o est de dimension n - e. D'après le scholie au 
théorème 5 (Chap. II, § 6) la mulLiplicité de l'idéal X dans D est égale 
à la multiplicité de l'idéal engendré par le système de paramètres 
(y~-Yo:)· D'autre part z"(M; U.W) est égale à la multiplicité dè 
l'idéal de .o' engendré par le système de param_ètre ( ç; - Xt), ou par 
le système équivalent (YJ~ - y o:, ~r:1- X~). Par définition l'idéa~ tu' 
de W 1 dans ü[X'] est engendré par !l[Y~]('\11'. Nous noterons UP, 
V P, ••• , M~ les projections de U, V, ... , M' sur les espaces des 
variables Y o: et Y~; comme les indices de projection de U, V et M 
sont égaux à I', on a 

d'après la formule de projection; ainsi 

D'après les hypothèses l'anneau D est intégral et fini sur 

O-p== QupxYp (M~), 

et o et Op ont même corps des quotients (le corps des fonctions ration-

nelles sur U X V') et d-es corps résiduels~ et '°'P isomorphes ( en tant 
m mp 

qu'isomorphes aux corps des fonctions rationnelles sur M et M~ ). 

Soit D = acr.OP; on a ([LR], prop. 3, ,.p. 694) o =!, acrOp; donc les 
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complétions o et Op ont même anneau total des quotients. Par consé-
quent, si Lest un corps de base de Op, et si l'on pose 

t•== L [ [J'1
1 - )'1, • • •, )'111-c- J'n-c] ], 

on a 
[o :r] == [op:t]; 

d'autre part, m et lltr désignant les idéaux maximaux de o et Or, 

.o .op • h O d = et =- sont 1somorp es. n dé uit alors du théorème 6 ( Chap. Il) 
nt lltp 

que l'on a 
i(M; U.W)==i(M; U.V). C. Q. F. D. 

Remarque. - Nous aurions pu éviter toute la théorie algébrique développée 
aux Chapitres I et II en définissant géométriquement et de façon symétrique la 
multiplicité i(M; U. V), pour une composante M d'excès e, par la formule 
i(M; U.V)==i(Mp; Up.Vp) où Up, Vr et Mr sont les projections.de U, Vet M 
selon une direction fr: générique sur un corps de définition commun à U, V 
et M. On démontrerait alors le théorème 2 au moyen de la formule de projection, 
et l'on déduirait la proposition 3 de l l j, ( th. 6, p. 72 ), ou de [ WF], ( th. 2, 
Chap. VI). Les principaux résultats qui vont suivre dans ce Chapitre V seraient 
susceptibles d 1 un traitement analogue, à rexception toutefois de Ja formule des 
variétés produits ( th. lt.) et de l'invariance birationnelle ( th. 6 ). 

Par applications répétées du théorème 2, on en déduit le corollaire 
suivant : 

COROLLAIRE. - Si ~L.est une composante d'excès e de u(\ V, si De1 et 
De2 sont deux directions génériques et indépendantes sur un corps de 
définition_ commun à U .V et M, de dimensions e1 et e2 telles que 
e1 + e2 L e, et si U et V sont les cylindres de directions De1 et ne, passant 
par U et V, M est une composante de Un V et l'on a 

i(M; U.V) == i(M; U. V} 

Nous allons maintenant donner des critères de multiplicité 1. Nous 
reprenons les notations de la définition 1. 

1° z"(M; U. V)= e(X) = 1 veut dire, a fortiori, que l'anneau o est 
de multiplicité 1; comme il est équidimensionnel, il est régulier 
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( Chap. II, th. 7) et X est son idéal maximal. Ceci exprime que Ma 
est simple sur U x V' et que, ma est une composante prùnaz·re de 
tt+n'+lD. 

2° Nous passons maintenant de !l[X, X'] et des anneaux dérivés de 
celui-ci, à !l(X] et aux anneaux dérivés correspondants; ceci veut 
dire que nous identifions Xi et x; , ou encore que nous réduisons 
modJlJ; alors u u, n' n, m'.l m. Nous voyons ainsi que m est une 
composante prz·maire de tt + u, ou, ce qui revient au même, que 
ttQ(M)+nQ(M) est l'z'déal maximal de Q(M) (A). D'autre part on 
déduit par projection du fait que MLi est simple sur U X V', que M est 
simple sur V et V ( B ). La condition (< (A) et (B) » est .évidemment 
suffisante pour que i( M; U. V) soit égale à 1. 

Remarque. - Contrairement au cas des composantes propres ( l I ], corollaire 
du théorème 2, p. 38) (A) n'entraîne pas (B) dans le cas des composantes excé-
dentaires. Considérons en effet dans l1espace à trois dimensions la cubi'lue plane 
U ( Z == o, za + Y3 - XY == o) et la droite V (X== Y== o); l'origine M est com-
posante d 1excès Ide U.V. L'idéal uQ(M) +uQ(M), qui contient X, Y et Z, est 
évidemment l'idéal maximal de Q ( M); cependant M est un point double de U; 
on voit aisément que l'on a i(M; U.V)==2. 

Nous allons maintenant montrer un moyen permettant de ramener 
tout problème d'intersections à un problème dans lequel une des 
variétés est linéaire. Si Ln-s est une variété linéaire d'équations 
( FJCX) == o) (j == 1, 2, ... , s ), les F1 étant des polynomes du premier 
degré, et si Mm est une composante de Ur ('\L d'excès 

e==m-(r+n-s-n)==m-(r-s), 

M est une composante propre de U ('\L, où L est une variété linéaire 
générique de dimension n - s + e == n - r + m pa~sant par L, et 
l'on a 

i ( M ; U . L) == i ( M ; U . L ) (th. 2). 

Or un système d'équations de L est ( Y œ-'--i* FiCX)cjœ= o) où 

1 oc L r- m, et où les ( c) sont des variables indépendantes sur un 
Journ. de Math., tome XXX. - Fasc. 2, 1951. 32 
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corps de définition commun à U, L et M. D'après [ I], (prop. 4, 
p. 35 ), on a 

i ( M ; U . L ) == e ( Qu ( M ) ; y 1, .•. , y,. __ rn) 

où Yœ est la fonction induite par Y œ sur U. Mais si 11 est l'idéal de 
Qu( M) engendré par les ( F/ x) ), on a e( q) == i( M; U. L) [ scholie 
au théorème 5, § 6, Cha p. Il)]. En particulier on a 

i (Mil; ( U X V') -~) == e ( QuxV' (Mil) ; y'1 - y 1, ••• , )'~i-e - )' n-e) == i ( M ; U . V). 

Donc: 

PROPOSITION 4. - Si M est une composante de Un V on a 

i ( M; U. V) == i ( M Ll; ( U x V').~). 

Si M est une composante de U nL, oû L est une variété linéaire d' équa-
tions (FiCX)==o), on a, si •1 est l'idéal engendré parles FJx) dans 
Qu( M) ( xi étant la fonction induite par X; sur U) l'( M; U. L) == e( q ). 

Voici enfin un résultat permettant de se ramener à une intersection 
ponctuelle ( c/. [WF], th. '1, Cha p. V). Nous considérerons une com-
posante Mm de l'intersection de U,. avec une variété linéaire U; soit 
e == m-(r+s-n) l'excès de M. On sait que M est définie sur une 
extension algébrique d'un corps de définition commun K à L et U; 
si De est une direction de dimension e générique sur K et si [s+e est la 
variété linéaire passant par L et parallèle à D, on a ( corollaire du 
théorème 2) : 

i(M; U.L)==i(M; U.L). 

Soit K( u) un corps de définition de L. Soit mainte_nant ,Sm un ensemble 
de m équations linéaires, générique sur K( u ), et définissant une 
variété linéaire Wn-m. D'après [ WF], ( th. 4, Chap. V), tout point P 
de W nM est un point générique de M sur K( u ), et est un point 
d'intersection propre de U et de Ln W; on a 

i(M; U.L)==i(M; U.L)==i(P; U.(LnW)). 

Mais, comme P e M, on a P e L; donc Ln vV n'est pas vide, et P est 
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une composante excédentaire de (Ln W)n U; on voit aussitôt que son 
excès este. La projection, suivant une parallèle à L, de D sur \V est 
une direction D 1 de dimension e; comme D est générique sur K et W 
sur K( u ), la direction o: est générique sur un corps de définition 
commun à U et Ln W. D'autre part Ln West le cylindre de.direction 
D 1 passant par Ln W; on a donc, d'après le corollaire du théorème 2, 

i(P; U.(LnW))==i(P; lï.(LnW)). 

On en déduit le résultat suivant : 

PROPOSITION 5. - Soit Mm une composante excédentaù·e d'excès e de 
urnu, Oil Lest linéaz·re, et soli wn-m une variété hnéaù·e générique sur 
un corps de définition.K de L, U et M; tout point P de W nM est un 
point générique de M sur K, et un point d'intersectz·on d'excès e de 
Un( Ln W), et l'on a 

i ( M ; U . L) == i ( P ; U . ( Ln W) ) . 

3. MULTIPLICITÉ D'UNE SOUS-VARIÉTÉ SUR UNE VARIÉTÉ. - DÉFINITION 2. -
Soit U une sous-variété d'une variété V. Nous appellerons multiplicité 
de U sur V, et nous noterons m( U; V) la multiplicùé de l'anneau des 
quotients Qv(U) de U dans V. 

Comme Qv( U) est un anneau équidimensionnel, dire que 

m(U; V)==1 

revient à dire (th. 7, Chap. Il) que Qv(U) est un anneau local 
régulier, c'est-à-dire que U est simple sur V. 

THÉORÈME 3. - Si U,. est une sous-variété de Vs, la multiplicité 
m(U; V) de U sur V est égale à la multiplicité d'intersection 

i ( U; U. V)== i( U; 'D. V), 

U étant un cylindre générique passant par U. 

Comme U est simple sur U, [I], prop. 4, p. 35 s'applique, et 
l'on a • 

i ( U ; U. V) == i ( U ; U. V) == e ( Qv ( U) ; Gy, ... , G f_,.), 
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où les ( G7) sont les fonctions induites sur V par des polynomes ( G;) 
qui forment un système régulier de paramètres de Q ( Ü) et qui 
peuvent être inclus dans un système de paramètres de Q ( U ). Ceci 
nous montre d'abord que, quelle que soit la variété W 11-(s-r1 conte-
nant U comme sous-variété simple et telle que U soit composante de 
W('\ V, on a 

i(U; W. V)~ m(Qv(U)) == m(U; V). 

Soit ( Ya=;illa;X;=o, tLO(Ln-e=s) un système d'équations 

de D; nous reprenons les notations du théorème 2, c'est-à-dire que 
nous prenons les Y (X et les X~ pour nouvelles variables. Nous allons 
étudier l'anneau loca] 3 == Q ( U); si µ est l'idéal premier de ) corres-
pondant à U, on a Q ( 0) ==3µ. Comme nous pouvons supposer U~V 
et r~ s [ si U = V, le théorème 3 est trivial, m(U; V) et i (U; U. V) 
étant égaux à 1 ], U est projeté sur l'espace des coordonnées Y o: 

avec indice de projection égal à 1 (Chap. IV, § 1, c). D'après [I] 
(prop. f, p. 60 ), la complétion l de 3 contient un corps isomorphe au 
corps !lu des fonctions rationnelles sur U, auquel nous l'identifierons; 
si x~ et y (X sont les fonctions induites par X~ et Y ex sur U, on a 
x~E!lu == !l(.y), et j est isomorphe à l'anneau de séries formelles 

Mais Q ( U) est l'anneau des quotients de 3 par l'idéalµ engendré par 
les polynomes de 3 === Q(U) qui ne dépendent que des (Ycx)· Or on 
peut identifier (y 0:1, • • •' y oJ à (Y CX1' • • •' y (XJ; les (.y O:r+j) sont algé-
briques sur !l(ycx

1
, •• • ,yo:J; donc les éléments (Yo:r+j-Ycxr+) se 

trouvent dans l'idéal)µ engendré par p dans 3; comme ils engendrent 
un i~éal premier de dimension n- s, et que p est de dimension n - s 
également, l'idéal lp est engendré par les ( Y (X,.+i - y (X,.+J Passons 

maintenant à l'anneau Qv(U), qui est un anneau quotient:» de); sa 

complétion est un anneau quotient de .l, dont l'idéal maximal est 
engendré par les classes des X;- xi; un système de paramètres 
de Qv(U) ayant même multiplicité que cet anneau sera formé [scholie 
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au théorème 5, (§ 6, Chap. II)] de r-s combinaisons linéaires 
génériques des class~s des ( X;- x;); ceci sera réalisé par les 
( y CXr+j -y CXr+ )- Donc m( u; V) est égal à la multiplicité de l'idéal 
P ;}lu dans Qv(U); d'après la première partie du raisonnement cet 

idéal est celui engendré par les (Gi), ce q·ui démontre le théorème 3. 

Remarques. - 1. Dans le cas où Gest point P (at), il n,est pas besoin de 
passer aux complétions : ridéal maximal m de Qv ( P) est engendré par les 
(zt==-~t- at) où ~t est la fonction induite par Xt Sùr vs; alors s combinaisons 
linéaires des (z ), par exemple celles provenant des Y ex, engendrent un idéal .q de 
même multiplicité que m; mais e(.q) est la multiplicité d,intersection de V 
avec la variété linéaire parallèle à Dn-s passant par P, ce qui montre que 
m(P;V)==i(P; P.V) (prop. f&.). Dans le cas où V est une hypersurface ce 
résultat a déjà été obtenu au Chapitre Ill(§ 1). 

2. En reprenant les notations de la définition 1, on a ici u c u; donc l,idéal 
u + u' + JI) est identique à u + u' + JIJ, c'est-à-dire à u.l. Nous voyons donc que 
les multiplicités des anneaux. locaux Qv ( U) et Quxv, ( U~) sont égales. 

PROPOSITION 6. - La multiphcùé de u,· sur vs est égale à la multi-
plicité sur V d'un point P de U génén"que sur un corps de définition 
commun K à U et V. 

Considérons toujours une direction Dn-s générique sur K ( P) et le 
cylindre U de direction D et passant par U; soit L la parallèle à D 
passant par P. Puisque P est générique sur K ( u ), les ( u) désignant 
les coefficients d'un système d'équations de D, U est la seule compo-
sante de CT('\ V à contenir P. Soit Mn-r une variété linéaire générique 
sur K(u, P) passant par L; les composantes de M('\U sont alors des 
cylindres parallèles à D; comme M est générique sur K ( u, P ), elles 
sont propres, et sont donc de. dimension n - s; ce sont donc des 
variétés linéaires parallèles à D, et la seule composante de M('\U à 
contenir P est L. Appliquons maintenant le principe local d'associa-
tivité des intersections aux composantes contenant P et aux variétés 
U, V et M; il vient 

i(U; U.V)i(P; U.M)==i(L;U.M)i(P; L.V). 

Or i(P; M. U) est ·égal à 1, puisque M est transversal à U en P ;. de 
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même i( L; U. M). est égal à 1, puisque M est transversal à U en L. 
On a donc 

i(U; Ü.V)==i(P; L.V), 

c'est-à-dire m(U; V) ==m(.P; V) d'après le théorème 3. 

Remarque. - Si P est un point quelconque de U, i(L; U.M) est égal 
à m(P; U) d'après les théorèmes 2 et 3 et la formule des projections; i(P; U.M) 
est aussi égal à la mtiltiplicité de P sur U. M:1is U n,est pas nécessairem~nt la 
seule composante de Un V à contenir P; on a donc, si les ,vi sont les autres 
composantes de U. V qui contiennent P, 

m(P; U)m(P; V)==m(P; U)m(U; V)+ ~i(Wi; U.V)i(P;Wi.M). 
j 

Ceci m_ontre que m( P; V)::::::,. m( U; V) et qu'il y a égalité lorsque P ne se trouve 
sur aucune autre composante de Un V que U. 

Nous allons maintenant nous intéresser aux points multiples d'une 
variété V de dimension ~- Soit P un point de V et k un corps de 
définition de V contenant les coordonnées de P; soit D une droite 
passant par P, ( u;) ses paramètres directeurs; posons K == k( u ). Soit 
L une direction générique sur K de dimension n-( + 1), d'équa-

tions ( Y Œ = ~aŒ;X; Û, 1 a L;, + 1} V est alors projeté généri-

quement selon la direction L sur l'espace des Y ex; soit V L sa projection; 
l'indice de projection de V est égal à i- ( Chap. IV, § f ). Comme P a 
ses coordonnées dans K, et que L ne rencontre pas V à l'infini, P est 
le seul point de V ayant pour projection la projection PL de P. Soit 
enfin Nn-v la variété linéaire proje!ant D selon la direction L, et 
soit DL la projection de D (L ne contient pas la direction D). Comme N 
est un cylindre passant par D et générique sur K, on a ( th. 2) 
i(P; D. V)= z"(P; N .V); d'autre part, d'après la forml:).le de pro-
jection, on a 

i(P; N.V)==i(PL. DL.VL). 

Soit e la multiplicité de P sur V; si D est générique sur k, on a 
( th. 3) e = i(P; N. V); ceci montre que la multiplicité de PL sur 
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l'hypersurface V L est égale à e. Si D a avec V une multiplicité 
d'intersection > e en P, il en est de même de DL avec V L en PL; 
comme V L est une hypersurface dans l'espace des (Y~), la considé-
rati'on de son équation F(Y) == o montre immédiatement que DL doit 
alors se trouver sur un hypercône HL de sommet Pu non nécessai-
re.ment irréductible, et purement ('-dimensionnel; si l'on amène P à 
l'origine, une équation de HL s'obtient en annulant la forme de plus 
bas degré de F(Y). Si nous appelons tangentes à V en P les droites D 
ayant en P une multiplicité d'intersection avec V strictement supé-
rieure à e, nous voyons donc que l'ensemble H des tangentes à V en P 
se projette en HL suivant L; soit li~ le cylindre de direction L passant 
par HL; on a donc, si cr parcourt l'ensemble des k-automorphismes du 
domaine universel, H C {) H~rr• Si réciproquement DE {) H~cr, un 

au moins L0 des La est générique sur k(D ), et l'on a 

i(P; D. V)== i(PL
0

; DL0 • VL
0

) > e, 

• ce qui veut dire que D est une tangente à V en P; ainsi H == {) H~rr; 
(J 

H est donc un cône algébrique, non nécessairement irréductible; 

d'après le théorème de la base finie on peut écrire H == {) H~i; ainsi H 
j=l 

est définissable sur la côlture algébrique de /ê(L 1 , ••• , Ls); appliquant 
les automorphismes cr _nous voyons que H est algébrique sur k. 
Comme toutes les projections génériques de H sont de dimension r, 
et qu'un cycle est détermin~ par la donnée de sa projection générique 
( Cha p. IV, § 3 ), H est purement v-dim_ensionnel. Donc : 

PROPOSITION 7. - L'ensemble des tangentes en un point P d'une 
variété yv est un ensemble algébriql!,e purement r-dimensionnel, qu'on 
appelle le cône des tangentes à V en P. 

Remarques. - 1. Nous appellerons variété linéaire tangente à V en P toute 
variété linéaire L contenant une tangente à V en P. Le théorème 2 montre que, 
si P est composante de Ln V, les variétés linéaires tangentes L sont caractérisées 
par la relation i( P; V. L) > e. 

2. On peut considérer HL comme un cycle; c'est alors la projection générique 
d'un cycle positif de support H. 



P. SAMUEL. 

3. Supposons pour simplifier que P soit à l'origine des coordonnées; soit Xt la 

fonction induite par Xi sur V; et soit m l'idéal maximal de o == Qv ( P); .! est un 
·m 

corps isomorphe au domaine universel. Nous appellerons le module l'e~pace 
m2 

tangent de Zariski à V en P; c'est un espace vectoriel sur Q de dimension d 
telle que r,,L..d L..n. Si U est une sous-variété de V contenant P, son espace tangent 
en P est un quotient de celui de V en P. L'espace tangent de Zariski est le 

quotient de l'espace des formes linéaires I ciXi par le sous•espace des 

formes dt Xi telles que dixi e m2 ; si T est la variété linéaire définie par les 

équations ~dtXi==o, les dt étant tels que ~dixiEm2, 11
~ est isomorphe à T. ""-' 4'.. m2 

i 

Soit (u) une direction D n'appartenant pas à T; un système d'équations de D 
est (Xi u1 -_X1 ur==· o, 2L..jL..n); soit ,q l'idéal de .o engendré par les (xJ u1- x 1 Uj); 

puisque D n'appartient pas à Til existe des (dt) n<:rn tous nuls tels que· 

et 

comme I diui~o, on a x 1 E q+ m2, et de mème XjE q +m2 pour tout I LjL..n. 

On a ainsi m == q + m2 et, par un raisonnement maintenant classique, q == m. Les 
droites qui n'appartiennent pas à l'espace tangent de Zariski sont donc « celles 
dont les équations engendrent Cidéal m ». En particulier toute tangente 
à V en P, engendrant un idéal q tel que e(q) e(m), appartient à l'espace 
tangent T de Zariski. l\lais l'exemple du point de rebroussement de la cubique· 
plane (Y2- x:i==o), où Test le plan tout entier, montre que T peut être 
strictement plus grand que l'espace vectoriel engendré par le cône des tangentes 
à V en P. 

Nous allons maintenant voir comment les tangentes à V en P 
peuvent, en un certain sens, être considérées comme des limites de 
sécantes. Soit P (a) un point de Vv; par une sécante à V menée par P 
nous entendrons l'ensemble ( u, y) d'une direction D ( u) et d'un 
point Q (y) de V distinct de P tels qu'il existe t tel que 
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Par une sécante généralisée à V menée par P nous entendrons toute 
spécialisa Lion, sur un corps de définition K de V contenant (a), 
(u', y') d'une sécante (u, y), telle que les (u') ne soient pas tous nuls. 
Il est clair que les sécantes généralisées sont les spécialisations sur K 
d'une sécante «générique>> ( u, y), c'est-à-dire telle que (y) soit un 
point générique de V sur K. Nous dirons qu'une sécante géné:-
ralisée ( u', y') est une sécante lùnite si (y')== ( a). 

Il est clair que toutes ces notions sont conservées par projection. 
Si nous supposons donc que K contienne un corps de définition k de V 
contenant (a), et les coefficients d'une direction de projection géné-
rique sur le, nous sommes ramenés à éludier les sécantes limites à une 
hypersurface V L; pour simplifier nous les supposerons menées par 
l'origine; supposons que VL ne soit pas un cône, sinon le problème 
est trivial, et soit F(Y) == Fm(Y) + F m+t (Y)+ ... +Fs(Y) • o une 
équation de Yu F1 étant une forme de degré j. Une sécante ( u, y) 
satisfait à « y;=== tui et tmF m( u) + ... + tsF( u) == o )), c'est-à-dire, 
comme t o, à « yi== tui et F,,t( u) + ... + is-m J~\( u) == o >>; une· 
sécan.te limite sera une spécialisation ( u', o) de ( u, y), donc telle 
que Fm( u') === o et réciproquement. Donc : 

PROPOSITION 8. - Les sécantes limites menées à V en P sont identiques 
aux tangentes à V en P. 

COROLLAIRE L - La projection d'une tangente D (resp. d'une 
variété linéaire tangente L) est une tangente ( resp. une variété lz'néaire 
tangente) à condition qu; D ne soit pas contenue dans ( resp. que L soz·t 
transrersale à) la directz'on de projection. 

COROLLAIRE 2. - Le cône des tangentes à V x V' en Px P' est iden-
tique au produit des cônes des tangentes à V en P et à V' en P'. 

Ceci résulte immédiatement du corollaire i et de la caractérisation 
des tangentes comme- sécantes limites. 

4. PRODUITS. PRO.JECTIONS. INVARIANCE BIRATIONNELLE. - Soient M et M' 
des composantes d'excès e et e' de Un V et U' n V'; nous nous proposons 
de comparer les entiers 

i(M; U.V), i(M'; U'.V') et i(MxM'_; (UxU').(VxV')). 
Journ. de Math., tome XXX. - Fasc. 3, 1951. 33 
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Remarquons ([Il, p. 41, haut) que Quxu:(MxM') est un produit 
kroneckérien de Qu( M) et de Qu,( M') et que l'idéal b déterminé 
par VxV' dans Quxu,(MxM') est engendré par les idéaux tl et q' 
déterminés par V et V' dans Qu( M) et Qu,( M'); en tenant compte de 
la proposition 4 nous nous ramenons au cas où V et V' sont des 
variétés linéaires. Appliquant alors le théorème 12 ( Cha p. Il), nous 
obtenons le résultat suivant. 

THÉORÈME 4. - Si M et M' sont des composantes excédentaz·res de Un V 
etdeU'riV',ona 

i(MxM'; (L~xl').(VxV'))==i(M; U.V)i(M'; U'.V'). 

COROLLAIRE L - Si U et U' sont des sous-variétés de V et V', on a 

m(l1xU'; VxV')==m(U; V)m(U'; V'). 

COROLLAIRE 2. - Si M est une composante de l) ri V, on a 

i(M; U.V)~m(M;U)m(M; V). 

En effet, le second membre est égal à la multiplicité de MX M' sur 
UxV'; d'autre part i(M;U. V) est la multiplicité d'un idéal primaire 
de Quxv,(MÂ), donc i(M; U.Vf:~:~m(MÂ; UxV'); comme MÂ est 
une sous-variété de MxM', on a m(MÂ;U xV')~m(MxM'; UxV') 
( remarque à la proposition 6 ). 

THÉORÈME 5 ( formule de projection). - Soz"t U une variété de 
l'espace produit An X An', se projetant en U 1 sur An a()ec indice de 
projection fini [ U : U 1 l; soient V une variété de An et M une compo-
sante excédenta~·re de V. U 1 • Si Une contient pas la variété à l'infini de 
Mx An' et si M1, ... , Ms sont les composantes de Un(VxAn') se proje-
tant en M, on a 

[U:Ut]i(M; U 1 .V)== !,[Mi:M]i·(Mi; U.(VxAn')). 
i=1 

Faisons passer par V x An' un cylindre générique W de dimension 
dim(VxAn')+ e, e étant l'excès de M dans V nU 1 qui est évidemment 
aussi celui de Mjd_ans_Ur/VxA!t'); comme VxAn' est déjà un 
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cylindre parallèle à An', la direction de W pourra être engendrée pare 
directions de droites génériques, indépendantes et contenues dans An. 
Si donc V est un cylindre de An de direction générique, de dimension 
dim V+ e, et passant par V, on a W == V x Ail'. Les composantes 
de W n U qui se projettent en M sont évidemment les Mj. La formule 
de projection relative aux composantes propres ([IJ, th. 8, p. 77 ou 
[ WF], th. 8, Chap. VII) s'écrit alors 

[ U : U 1 J i ( M ; U 1 . V) == [ Mi : M ] i ( Mi ; ( V x An') . U ) . 
j=l 

Il suffit d'appliquer le théorème 2 pour obtenir le résultat annoncé. 

Remarques. - 1. La restriction relative aux composantes à l'infini peut être 
levée en se plaçant dans un produit d'espaces projectifs, et en changeant de 
coordonnées dans le second facteur. 

2. Il aurait été possible de faire passer un cylindre générique U par U au lieu 
de V. La démonstration, plus compliquée, se serait déroulée comme suit. 
Si U1 est la projection de U sur An, on montre d'abord, par récurrence sur 
dirnlJ-dimU, que les indices de projection fU:U1] et [U:U1] sont égaux, 
ceci par des considérations de disjonction linéaire. On montre ensuite que les Mi 
sont les seules composantes de Un(V 0 An') se projetant sur M, ceci au moyen 
de [ WF J (prop. 13, Cha p. VII), du théorème 2 et du corollaire 1 au théo-
rème 4.. Et l'on applique enfin la formule de projection relative aux composantes 
propres. On constate qu'ainsi on laisse échapper le cas où V c U 1 , qui n'était pas 
exclu par la démonstration précédente. 

THÉORÈME 6. - Si M est une composante de Un V et si U et V sont 
contenues dans une variété A, en correspondance birationnelle et biré-
gulière le long de M a(,)ec une variété A', on a, U', V' et M' désignant 
les sous-variétés de A' correspondant régulièrement à U, V et M, 

i(M; U.V)==i(M'; U'.V'). 

L'entier i(M; U. V) est la multiplicité de l'idéal X engendré par 
les (xi-Yi) dans Quxv(MLi), les (x) étant les fonctions induites par 
les coordonnées (X) sur U, et les (y) les fonctions induites par les 
coordonnées (Y) sur V ( nous prenons ici U X V dans l'espace des 
variables X; et Yz); soient (0 et ( YJ) les fonctions induites par (X) 
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et (Y) s'ur A et sur sa copie dans le second facteur; xi et Yi sont les 
classes de çi et de YJi dans Quxv( Mû) considéré comme anneau quotient 
de QAxA(Mù). Nous définirons de même (ç'), (YJ'), (x') et (y') 
pour A'. Comme M et M' se correspondent régulièrement sur A et A', 
il en est de même pour Mû et M'ù' sur AxA. et A'xA'; en effet, les 
correspondances M, M M', M' M'ù' sont régulières. Les 
anneaux de quotients QAxA ( l\P) et QA'xA'( M'ù') sont donc identiques 
([WFJ, th. 17, Chap. IV), et évidemment aussi Quxv(l\P) et 
Qu•xv'( M'.l'). Par définition on a ç; _ R/ ç) et Y1~ === R/ Yj ), où les Ri 
sont des fractions rationnelles dont les dénominateurs ne s'annulent 
pas sur M; on peut donc écrire x; ===Rix) et y;=== Ri(Y); ainsi 

, , R ( ) R ( ) , , . Pi(x, y) (xi- J'i) , D xi - Yi=== i x_ - i y peut s ecrire D(x) D(y) , ou est 
est un polynome non nul sur M et P; un polynome; ceci veut dire que 
les ( x; - y;) appartiennent à X. En échangeant les rôles nous voyons 
que les (xi-Yi) et les ( x~ - y;) engendrent Je même idéal X dans 
Quxv(Mù)=== Qu,xv,(M'.l'). C. Q. F. D. 

Si nous nous souvenons que la multiplicité d'une sous-variété U 
d'une variété V est la multiplicité de Qv(Ll), et qu'une correspondance 
birégulière conserve les anneaux de quotients, nous obtenons le 
résultat suivant : 

PROPOSITION 9. - Si U est une sous-variété de V, et si V est, açec V', 
en correspondance biréguhère le long de U, on a, U' désignant la sous-
varz"été de V' cori·espondant à U, m(U; V)=== m(U'; V'). 

a. AssOCIATIVITÉ DES COMPOSANTES EXCÉDENTAIRES. - Soient U11
, VI' et 

ww trois variétés, et Mm une composante de U ()V() W d'excès 
e===m-(u+('+w)+2n. Nous supposerons qu'une condition 
d'homogénéité est satisfaite, c'est-à-dire que les composantes At, ... , 
As de U() V.contenant Mont toutes même dimension a, et donc même 
excès f == a - ( u + v- n) et que les composantes B1 , ••• , Be 
de V() vV contenant M ont toutes même dimension b et donc même 
excès g== b - ((,' +w-n); alors M est composante d'excès f' == e-f 
de Ai. W, et composante d'excès g' == e - g de U. Bi• Soit k un corps 
de définition commun à U, V, W, M,. (A;) et (Bi)• Nous allons faire 
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passer par U, V, W des cylindres U, V, W de directions génériques 
sur k, et de dimensions u + x, ~+y, w + z, en nous efforçant de 
trouver x, y el z tels que Ai soit composante propre de Un V, B j, 
de V n W, M de Ain W et de UnB1 ; ceci s'exprime par les conditions 
(x+ y==f, z ==/',y+ z == /5, x ==g'). On en tire (x== g', z ==/' et 
y==g-f' ==/ -/d'), ce qui est compatible, caron a/+/' ==g+g'==e; 
d'où y== f + g- e. Mais, afin que notre construction ait une réalité 
géométrique, il faut que y== f + g - e soit positif. 

Nous verrons p1 us loin un exemple dans lequel le calcul donne y< o, et où 
le principe d'associativité des intersections n'est pas vrai. 

Nous supposerons donc f + g- e o ( un cas particulier impor-
tant sera indiqué plus loin). Nous exclurons également les cas où l'un 
des nombres u + x, c)+ y, w + z serait égal à n ( dans un tel cas, 
U par exemple remplirait tout l'espace, et l'on aurait V CU). Nous 
allons considérer comment M intervient dans les cycles U. (V. W) 
et (D. v): \V; les composantes de u ('\ V contenant M sont toutes 
propres et de dimensions a; parmi .elles figurent les (Aï); nous 
supposerons que ce sont les seules. De même pour les (B 1 ). Le 
principe local d'associativité pour les composantes propres ([l], th. li, 
p. 69) ou ([WF, th. 5, Chap. VI) donne alors • 

~i(Ai; lJ.V)i(M;At.W)==!ii(M; U.Bj)i(B1; v.w). 
j 

D'après notre théorème 2 el en vertu du choix de x, y et z, ceci s'écrit 

nous pouvons donc énoncer le résultat suivant : 

PROPOSITION 10. - Soient M une composante d'excès e de Un V n W, 
Ai les composantes de V n V contenant M, B1 les composantes de V n W 
contenant M; nous supposons : 

a. Les Ai ont toutes même dimension et donc même excès j; les B 1 ont 
toutes même dimension et donc même excès g; 
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b. Onaf+g~e. 

c. Si U, V, W sont des cylindres génériques et indépendants sur un 
corps de définition commun à U, V, W, M, Ai, Bh passant par U 11

, V1
·, 

Ww et de dimensz·ons u + e - g, <' + f + g - e, w + e - /, les compo-
santes de On V contenant M sont les Ai, celles de V n W contenant M 
sont les Bj. 

d. Ona 
u+e-g<n, v+f +g-e<n, w+e-f<n. 

On a alors 

!,i(At; U.V)i(M; At.W)==!,i(M; U.Bi)i(Bi; V.W). 
j 

Nous voyons donc que, pour les composantes excédentaires, le 
principe d'associativité des intersections n'est applicable que sous des 
conditions très restrictives. Des contre-exemples variés ser~nt donnés 
plus loin. 

Remarques. - 1. Si M est simple sur V, At et Bi le sont aussi. On a donc 
m ~a+ b - v == u + v + H-' - 2 n + f + g; ainsi e ~-J + g; si la condition c 
est vérifiée, on a donc f-1- g == e et V== V. 

2. Si U, V et W sont plongées dans une variété gw et que toutes les variétés 
envisagées ont sur g la « bonne dimension », c,est-à-dire que, dans Pespace, 
elles ont le même excès n-w, on a e==2(n-w), f==n-w, g==n-w; 
ainsi c est vérifiée; on a V== V, et x == z == n - w. 

3. Supposons que u + e - g == n, c'est-à-dire que U remplisse tout l'espace, 
et donc que V c U; M est alors composante de V n W et l,on a At== V, Bi== M. 
Les deux membres de la formule d'associativité sont donc m(V; U)i(M; V.W) 
et m(M; U)i(M; V.W), et peuvent être différents si m(V; U) < m(M; ll). 
De même si w + e-:- f == n. Si V remplit tout l'espace, ceci veut dire que U CV 
et W c V; on a alors At== U et B1== W; les deux membres de la formule d,asso-
ciativité sont m(U; V)i(M; U.W) et m(W; V)i(M; U.W);qui peuvent être 
différents. 

lt,. Si nous passons au produit de trois copies de l'espace An et à sa diagonale~' 
et si ( cf. [ I ], p. 45, haut) nous définissons i( M; U.V. W) comme étant la mul-
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tiplicité de l'idéal l de Quxv,xw"(Mll) engendré par les éléments (xt-x;, Xt-x;), 
on montre, comme dans notre théorème 2, que l'on a 

i(M; U.V.W)==i(M; u.v.w). 

Si seules les conditions a, b et d sont vérifiées, le fait qu'il peut y avoir d'autres 
composantes de Ur\ V et de V r\ W contenant M que les Al et Bj, et la démons-
tration de [ I] ( th. 6, p. 45) montrent que I1on a 

Voici maintenant quelques contre-exemples: 

1° Cas où le calcul impose y< o. - Prenons dans A 3 un cylindre 
quadratique U, un plan tangent V à U selon une génératrice A, et 
une normale W à U en un point M de A. On a 

e == i, 
U.V==2A, 

f==o, g==o, 
(U.V).W==2M; 

car M est simple sur U. 

V.W==M, 
y==-1; 

U.(V.W)==M, 

Un autre exemple est le suivant : U est une droite de A 3, A un 
cercle tangent à U en M, W une droite passant par Met non contenue 
dans le plan de U et V. On a 

e == 3, 
U.V==2M, 

/==1, g==1, 
(U.V).W==2M; 

x== 2, ,.:; == 2, 

V.W==M, 
y==-1; 

U.(V.W)==M. 

2° Cas où il y a d, autres composantes de U (\ V ( ou V(\ \V) que les Ai 
( ou Bi). - Soient U un plan de A 3 , V un cône quadratique de 
sommet MEU et W une génératrice de V non contenue dans U. 
Ona 

f== o, x==o, y== o, 

ainsi U == lJ, V=== V et ·vV est un plan générique passant par W. Les 
composantes de V(\ W contenant M sont ici W et une autre généra--
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trice B ;_ soient A 1 et A2 les génératrices de V contenues dans U. On a 

V.W==W et 

Un autre exemple, où cependant M est simple sur V, est le suivant: 
nous construisons dans A 3 un cercle Ut, une droite V i le rencontrant 
en A1 et non contenue dans le plan de U i, et une droite W i rencon-
trant V 1 en B1 et rencontrant U 1 en un autre point; nous prenons un 
point M de A 4 non contenu dans A 3 , et nous construisons les cônes U, 
V, ,iV, A et B projetant U 1 , Vi, ,iV 1 , Ai et 8 1 de M; U est un cône 
quadratique de dimension 2, V et W des plans, A et B des droites. 
On a e == 2, f == 1, g == 1, donc x == 1, y== o, z == 1; W est un hyper-
plan générique contena.nt \V, U un hypercylindre générique conte-
nant U et ayant pour base dans A 3 un cylindre générique. U i conte-
nant U 1 • Ici U 1 recoupe V i en un point A'1 ~Ai; donc les compo-
santes de U "V sont A et la projetante A' de A'1 • On a 

U. V==A, V.vV==B, 

car M est point double de U. Dans ce dernier exemple U, V et W 
sont portées par un hypercône ü projetant de M une quadrique 
de A 3 non s~ngulière contenant U 1 , V 1 et W i; et sur nw toutes les 
intersections considérées ont la « bonne dimension », c'est-à-dire 
qu'elles sont toutes d'excès 1 == 4-:-- 3 === n - w dans l'espace A 4 • 

Pour terminer ce Chapitre donnons des traductions de la formule 
de projection ( th. 5) et de la formule des variétés produits ( th. 4) 
çlans le langage des cycles. Un cycle sera pour nous une combinaison 
linéaire formelle à. coefficients entiers de variétés non nécessairement 

de la même dimension : X=== In~ V o:· Étant donné d~ux variétés U 

et V, nous poserons U.V==~i(M~; U.V)Mo:, la sommation étant 
0G 

étendue à toutes les composantes Mo: de U "V, quelles que soient leurs 
dimensions; on définit le produit d'intersection X. Y de deux cycles X 
et Y par linéarité. La formule des variétés produits s'écrit alors 

(X x X'). (Y x Y')== (X. Y) x (X'. Y'). 



LA NOTION DE MULTIPLICITÉ EN ALGÈBRE. 

Si U est une variété de A.Il x A_n' d'indice de projection fini sur An, 
nous poserons pr. U == [ U: U1JU 1 et nous étendrons cette définition 
par linéarité aux cycles; la formule de projection s'écrit alors, si l'on 
tient compte des éléments à l'infini, 

Y.pr.X==pr.(X.(Y x A 11
')). 

La formule d'associativité (prop. 10) se traduit par 

X.(Y.Z) ==(X.Y).Z, 

mais avec des conditions de validité très restrictives. 
Nous avons donc, dans ce Chapitre, étudié la généralisation aux 

composantes excédentaires des propriétés des composantes propres. 
Nous avons vu que, ~es quatre premières propriétés de celles-ci, trois 
se généralisent : celle des variétés produits, celle des projections, et 
celle d'invariance birationelle; par contre, la propriété d'associativité 
ne se généralise pas. Quant à la dernière propriété fondamentale des 
composantes propres, celle de spécialisation des cycles (prop. 2, 
Chap. IV), qui généralise· le principe de conservation du nombre, 
l'exemple de deux droites non sécantes de A 3 que l'on spécialise en 
deux droites sécantes, - ou celui d'une droite D et d'un cercle de A 3 , 

se coupant en un seul point, où D est spécialisée en une droite du plan 
du cercle, - montrent que toute tentative de généralisation est vouée 
à l'échec. 

CHAPITRE VI. 
INTERSECTIONS SINGULIÈRES. 

Nous nous intéresserons, dans ce Chapitre, aux variétés et cycles 
portées par une variété nw (la« variété ambiante»), elle-même plongée 
dans l'espace affine An ( ou projectif pn); soient uu et y,, portées par n, 
et soit M'm une composante de U ('\V; le nombre er=== m -( u + v - w) 
est appelé l'excès relatif de M dans U f'\ V; on a e,.=== e - ( n - w ), 
e étant l'excès absolu de M; rappelons que er peut être négatif, mais 
que, si M est simple sur n, on a e,.~ o. Les composantes propres, 
auxquelles s'applique la théorie de \t\T eil_-Chevalley, sont celles qui 
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. sont simples et d'excès relatif nul sur n. Nous nous intéresserons ici 
aux composantes d'excès relatif nul, qu'elles soient simples ou singu-
lières sur n. 

f. DÉFINITION ET PROPRIETES LOCALES DU PRODUIT D'INTERSECTION. -

Soient X et Y deux cycles den; supposons qu'au voisinage d'une sous-
variété A de n ( en général contenue dans X et Y) X et Y soient des 
intersections complètes : X • Xi. n, Y=== Yi. n modulo des cycles ne 
contenant pas A. Par définition nous poserons localement, c'est-
à-dire modulo un cycle ne contenant pas A, X. Y=== Xi .n. Y 1 • Cette 
définition ne dépend pas de X 1 et de Yi : si X=== X 2 • net Y=== Y 2 • n, 
on a 

X2 . .Q. Y 2 == X. Y 2 === X1 • .Q. Y:!== X 1 • Y == X1 . .9.. Y 1, 

en vertu du principe local d'associativité appliqué en A. Dans le cas 
où A est simple sur n, X et Y sont localement des intersections 
complètes, et [ I] (th. 6, p. 72) montre que notre définition généralise 
à certaines composantes singulières la définition de C. Chevalley rela-
tive aux composantes simples. 

Lorsque des multiples entiers a 1 X et bi Y de X et Y sont, en A, des 
intersections complètes ( a 1 X=== Xi. n, b,, Y=== Y" . n ), nous poserons 
par définition aib 1 X. Y=== Xi .n. Y,, (localement). Ceci nous amène 
à introduire des multiplicités d'intersection fractionnaires et des cycles 
à coefficients rationnels. Cette définition ne dépend pas des mul-
tiples ai X et bi Y choisis : si a2 X=== X 2 • ü et b2 Y=== Y 2 • !l, on en 
déduit 

et 

d'où par associativité 

( a1 b1) ( X2 . .Q. Y 2) == ( a2 b2) ( X1 • .Q. '\\ ). 

Si M est une composante de X.Y nous noterons in(M; X.Y) son 
coefficient dans X. Y. 

Soient X, Y et Z trois cycles qui soient intersections complètes 
en A: X== X1 .ü, Y== Yi .!l, Z === Z1 .n, Xi, Y1 et Zi étant des cycles 
à coefficients rationnels. On a, localement, 

(X. Y). Z == ( X 1 . .Q. Y 1 ). Z1 == ( X1. Y 1). Q. Z1 == X1 . .Q. ( Y 1. Z1) == X. (Y. Z), 
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en vertu du principe d'associativité local appliqué dans l'espace affine. 
Ceci montre que nos cycles intersections relatives satisfont au principe 
d' assoàativùé, local et global. 

Soient X et Y deux cycles de n, intersections complètes en A 
(X== .Q. X1_, Y == .Q. Y 1 ), el X' et Y' deux cycles de !l' intersections 
complètes en A' (X'== !l'. X'1 , Y'== !l'. Y'1 ). On a alors, en A x A', 

X X X'== (.Q X .Q').(X1 X X\) et 

d'après la formule des variétés. produits appliquée dans l'espace 
affine. On a donc 

(X x X').(Y x Y')== (X. Y) X (X'. Y'), 

et la/ ormule des variétés produits s'applique à nos cycles intersections 
relatives. 

Considérons le produit de l'espace affine par lui-même et sa diago-
nale .1. Le cycle X1 . Y 1 est la projection sur le premier facteur du 
cycle Z ==(Xt x Y1 ).Li de la diagonale. Donc Je cycle 

X.Y==(X1.Y1) . .Q 

est, localement, la projection du cycle Z. n~ ( intersection prise sur Li); 
comme A~ est simple sur Li, nous pouvons appliquer notre définition 
à ce cycle; il est donc égal à 

X. Y est donc localement égal à la projection de ( Xt x Y 1). n~. 
Soit !l'une variété en correspondance birationnelle avec !l, corres-

pondance que nous supposons birégulière en A; soient X', Y' et A' les 
cycles de !l' correspondant régulièrement à X, Y et A. D'après le 
théorème de Severi ( Cha p. IV, th. 3) le cycle X 1 tel que .Q. X.1 == X 
( en A) est intersection complète de diviseurs; par linéarité nous 
sommes ramenés au cas où ceux-ci sont positifs; soit X 1 == U 1 ••• Us 
et soit Fï(X) == o l'équation du diviseur U i· Soit .o l'anneau des quo-
tients Qn( A) et fi l'élément de .o induit par F;( X); les idéaux pre-

s 

miers minimaux P~ de!. .of sont ceux des composantes X~ de X 
i=1 
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contenant A,-et, d'après [I] (th. 7, p. 51), le coefficient de Xa. 

dans X est égal à la multiplicité de l'idéal~ Oµ"fi dans l'anneau 

gµ~== Qo(X~)-

Si V est une composante du cycle Y et si 11 est son idéal premier 

dans o, les idéaux premiers minimaux p~ de l'idéal ~_7~ sont ceux 

des composantes Z~ de V. X 1 contenant A, - le coefficient de Z~ 
s 

dans V. X 1 étant égal à la multiplicité de l'idéal ,t, (; \/ dans 

l'anneau(;\~ =Qv(Z~)- Mais l'anneau des quotients Q0 .(A') est 
identique à o; en multipliant éventuellement les/; par des éléments 
inversibles de o, on peut supposer qu'ils sont induits par des poly-
nomes F' (X'), les X' étant les coordonnées de l'espace affine den'.; si U~ 
est le diviseur d'équation F; (X')== o, et si X'1 est le cycle U'1 ••• u:, 
la première partie du raisonnement montre que, en A', on a 

et que les cycles X 1 • Y et X'1 • Y' se correspondent sur U et !l'. Nous 
avons ams1 prouvé l'inMriance birationnelle des cycles intersections 
relatives. 

Remarque. - Si seul l'un des cycles X ou Y est intersection complète ( frac-
tionnaire) en A, on peut encore définir localeme.nt le cycle X. Y par X. Y== X1 . Y; 
on peut montrer dans certains cas ( notamment si Q est normale en A et si X est 
un diviseur) que c'est indépendant de X1 • On voit alors que les propriétés des 
produits et d'invariance birationnelle sont encore valables. 11 en est de même de 
la formule de projection et du théorème de spécialisation. Par contre la formule 
d'associativité ne se généralise pas, comme le montre l'exemple de l'hypercône 
quadratique de A,.. donné au Chapitre V. 

Soit M une composante de X. Y contenant A, et soit X un cylindre 
passant par X, de direction générique sur un corps de définition des 
données, et de dimension n - w; nous supposerons les cycles X et Y 
positifs. Le cycle X. ü est, en M, somme de X et d'un cycle Z positif; 
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Z = o caractérise les composantes simples M. Ainsi_ la multiplicité 
relative r de M dans X. Y est au plus égale à sa multiplicité absolue a 
( Chap. V), avec égalité pour les composantes simples. 

Voici maintenant quelques exemples : 

1° Soit !l un cône du second degré de sommet M, X ~t Y deux 
génératrices de !l; les cycles 2X et 2 Y sont intersections complètes 
de !l avec les plans tangents T I et T 2 le long de X et Y; on a donc 

4X. Y== T1 .Q. T2== 2X. T2== 2 M; 

donc r == 2 et a == 1 . 2 • 

2° Si l'on pose m == m(M; !l ), les nombres mr et a sont en général 
distincts. Prenons pour Y la section du cône !l par une sphère S 
tangente à X en M; on a 

2X.Y==T1 .Q.S==2X.S==4M, d'où r==2; 

par contre, X étant la tangente de rebroussement de Y, on a a=== 3 
et a<mr. 

2. LA FORMULE DE PROJECTION. - Soit X un cycle du produit !lx !l' 
de deux variétés et soit Z la projection algébrique de X sur le premier 
facteur; soit Y un cycle de !let M une composante d'excès relatif nul 
de Z ri Y; supposons que Y soit une intersection complète en M : 
Y== !l. Y 1• Soient M1, ... , Ms les composantes de Xri(Y x !l') se 
projetant en M; nous supposerons qu'aucune d'entre elles n'est à 
l'infini ( ce qui est le cas si !l' est une variété projective). En M x !l', 
et en toute composante Mi, Y X !l' est intersection complète : 

Y X !2'== (Q X Q').(Y1 X pm'), 

d'après la formule des variétés produits. Par définition on a, en Mi, 

X.(Y X !2') == (Y1 x pm').X. 

Si nous appliquons la formule de projection relative à l'espace il 
vient 

i(M; Z. Y1) ==I[Mi: Ml,i(Mi; X.(Y1 X pm')), 
i=1 
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d'où 

De cette formule locale nous déduisons le théorème global suivant: 

THÉORÈME 1. - Soient X un cycle du produà .0 X .ü' et Y un cycle 
de .0 tels qu'en toute composante M de Y n pr X, Y et pr X soient inter-
sectwns complètes, et tels qu'en toute composante de Xn(Y x .ü') X soit 
intersection complète.: alors Y x .ü' est intersecûon complète en toutes ces 
composantes et l'on a 

Y . p r X == p r ( ( Y x !2' ) . X). 

3. LE THÉORÈME DE SPÉCIALISATION. - Soit k un corps de définition 
de .O; nous supposerons d'abord que X et Y sont globalement des 
intersections complètes : X=== Xi . .0, Y=== Y 1 . .O. Soit (X', Y') une 
spécialisation de (X, Y) sur k (Chap. IV); nous la prolongeons en 
une spécialisation (X'1 , Y'1 ) de (X1 , Yi). De X= X 1 . .0 et Y== Y 1 • .0 
nous déduisons X'===X'1 • .0 et Y'== Y'1 • .0 (Chap. IV, prop. 2). Donc 
le cycle intersection relative X'. Y'== X'1 • il. Y'1 est une spécialisation 
de X.Y==X 1 • .0.Y1 sur (X, Y)-+(X', Y') avec référence à k. 

· L'unicité du prolongement se démontre comme au Chapitre IV. 
Passons maintenant à un cas un peu plus général. Supposons que, 

en toutes composantes de Xn Y, X et Y soient des intersections 
complètes, X== X 1 • .0 et Y== Y 1 . ü, avec les mêmes cycles X 1 et Y 1 

en chacune de ces composantes [ condition ( C)]; on a alors globa-
lement X 1 . .0 ===X+ X et Yi . .0 ==Y+ Y, X et Y ne contenant 
aucune composante de Xn Y. Soit (X', Y') une spécialisation de 
(X, Y) sur k, telle que X'. Y' soit globalement défini; nous la 
prolongeons en une spécialisation (X 1 , Y 1 )-+ (X'u Y'1); celle-ci se 
prolonge,_ et de façon unique, en une spécialisation 

(x + x).(Y + (X'+ X').(Y' + Y'). 

En ajoutant éventuellement à X et à Y des cycles intersections 
complètes globales, nous pouvons supposer que tous les cycles en 
question· sont positifs. Comme la spécialisation des cycles préserve 
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les dimensions et les inclusions des cycles [ nous disons qu'un cycle Z 
est contenu dans un cycle Z1 si toute composante de Z est contenue 
dans une compos_ante de Zi ( cf. Chap. IV,§ 5)], une spécialisation A' 
sur (X, (X', Y'), avec référence à k de toute composante A de 
X. Y est contenue dans le cycle X'. Y'; or il est clair que A' figure 
dans X'. Y'1 avec un coefficient au moins égal à cehii de A dans X. Y 1; 

la même inégalité est vraie a fortiori pour les coefficients de A et A' 
dans X. Y et X'. Y' en vertu de la condition ( C) appliquée à Y. On a 
donc les inégalités 

X'. Y'~ (X. Y)', ... ' X'.Y'~(x.Y)'; 
de l'égalité 

((x + x).(Y + Y))' ==((X'+ X').(Y' + Y')) 

nous déduisons ainsi que l'on a 

X'. Y'== (X. Y)'. 

~emarquons que nous n'avons utilisé la condition ( C) que pour le cycle Y 
( et aussi pour Y, mais ça s'en déduit immédiatement); notre résultat est donc 
encore valable pour la définition donnée en remarque au paragraphe 1. 

La condition ( C) sera automatiquement vérifiée si X. Y possède au 
plus une composante singulière A; soit en effet X== X 1 . (l en A; 

en toute autre composante Acx de X. Y, soit X 1 • n ==X+_!. ncx1 Zcx1, 
A 

les Zû étant des variétés contenant Ao:; soit CcxÀ un cylindre de 
dimension convenable de l'espace, passant par Zo:À, et de direction 
générique sur les données; alors Ccx1 ne contient ni A, ni aucune Acx, 

distincte de Ao:; il suffit alors de remplacer X 1 par X 1 - .!, ncx1 C:x1-
cx, J, 

pour que la condition ( C) soit vérifiée par X et X 1 en toute 
composante de X. Y. Remarquons que, dans la plupart des appli-
cations, le cycle général X. Y ne contiendra aucune composante 
singulière. Par conséquent : 

THÉORÈME 2 ( « théorème de spécialisation >> ). - Soit k un corps 
de définition de !l, X et Y deux cycles de (l tels que, en toutes les 
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composantes ( supposées d'excès relatif nul) de leur intersection X et Y 
soient des intersections complètes, et qu'au plus une de ces composantes 
soit singulière [ ou plus généralement que la condition ( C) soit satis-
faite par X ou Y]; soit (X', Y') une spécz"alùau'on de (X, Y) sur k 
telle que X'. Y' soit défini; alors X'. Y' est l'unz·que spéàalùation de 
X. Y sur (X, Y)-+- (X', Y') avec référence à k. 

4. GROUPES o'noLOTOMIE. - Soit A une sous-variété de .Q; dans le 
groupe gradué r des cycles portés par .Q nous avons, dans la 
première partie de ce Chapitre, identifié deux cycles qui ne diffèrent 
que par des variétés ne contenant pas A; nous avons utilisé impli-
citement le fait que cette relation d'équivalence est compatible avec -
la structure de group@ gradué de r, et nous avons opéré dans le 
groupe gradué quotient rA. Nous appellerons ce groupe rA le groupe 
des cycles locaux relatifs à A, et ses éléments des cycles locaux 
( relatifs à A). Lorsque B CA, rA est un groupe quotient der n· 

Nous dirons qu'un cycle local X(t)-s est une intersection complète s'il 
existe un cycle X de la classe X et un .cycle x;-s de l'espace tels que 
X== X 1 • n. Nous avons surtout considéré jusqu'ici des intersections 
complètes; celles-ci forment un sous-groupe stable H du groupe 
gradué rA; le raisonnement du paragraphe t montre que H est univo-
quement déterminé par la donnée de l'anneau des quotients Qn(A); .._.. 
deux cycles locaux dont la différence est une intersection complète 
sont dits holotomiques. Nous allons maintenant nous intéresser au 

groupe quotient H ( .0, A)== que nous appellerons le groupe d' holo-

tomie de .Q en A; sa structure ne dépend que de celle de l'anneau 
Qn(A); c'est donc un inMriant birationnel bù·égulier. C'est un groupe 
gradué, somme directe des sous-groupes Hi( .0, A) ( dim AL i Lw); 
HdimA(.O, A) et Hw(.O, A) sont triviaux. Si Be A, on voit aisément 
que H ( n, A) est un groupe quotient de H ( n, B ). Nous pourons 
aussi considérer le groupe global d'holotomie H(.O) de .O; c'est le 
quotient de r par le sous-groupe des intersections complètes; 
H(.O, A) est un quotient de H(.O) quelle que soit la sous-variété A 
de .O. 

Si A est une sous-variété simple de .O, toute variété V contenant A 
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est, en A, intersection de .Q avec un cylindre générique passant 
par V; H(ü, A) est donc trivial. 

Tout cycle local est holotomique à un cycle positif; si, en effet, 

X= Y-Z, Y~o, Z~o, et si Z= I nix Vix, nous ferons passer par V (X 
(X 

un cylindre générique de dimension convenable C(X; alors C(X. ü~ V (X; 
posons C=l:n(XC(X; ainsi C.ü~Z, d'où X+C.ü~ Y~o. Ainsi 
H( ü, A) est un quotient du semi-groupe des cycles locaux positifs. 

PROPOSITION 1. - Si Q est normale le long de A, tout di~iseur local 
positlf X, qui est l0ntersection complète, est intersectl"on complète de ü 
a~ec un dùùeur À positlf de l'espace. 

Soit .o l'anneau des quotients de A dans ü et soit X=== I nix V (X un 
(X 

diviseur local positif. Soient X=== ü,. ( U 1 - U 2 ), où U 1 et U 2 sont 
deux diviseurs positifs d'équations (Chap. IV,§2) F 1 (X)===o et 
F2(X) == o, - /i et fJ les fonctions induites sur .o par Fi (X) et 
F 2 (X), - et Px l'idéal premier minimal de .o correspondant à V (X; 
comme .o est intégralement fermé, .o / 1 et .o / 2 sont des produits de 
puissances symboliques des Pcx : 

et l'on a 

et 

.o. I' -II tt,s(/J. J2- r<X , 

(X 

Q,U2==IscxVcx; 
(X 

(X 

donc entier; ainsi /i/~-1 appartient à .o et, en le multipliant éven-
tuellement par un élément inversible de .o, nous voyons que U 1 - U 2 

est un diviseur positif. 

Remarques. - 1. Cette proposition 1 est à rapprocher du théorème (global) 
de Muhly : pour que Q soit normale il faut et il suffit que le système linéaire 
découpé sur g par les hypersurfaces d'ordre n soit complet quel que soit n. 

2. On peut avoir H ( !2, A) == { 0 } sans que A soit simple sur Q; il en est 
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ainsi si A est un point double ordinaire d,une courbe plane .Q : A.== .Q. (T - D) 
où T est une tangente à .Q en A et D une droite générique passant par A. Si Q 
est normale le long de A et si H ( !l, A ) == { 0 } , on voit aussi tôt que le théorème 
d,unique factorisation s,applique aux éléments de tl. , 

Remarquons que nous avons défini les multiplicités d'intersection 
relatives pour les cycles dont la classe est un élément pério_dique de 
H( ü, A). Nous allons, pour terminer, calculer quelques groupes 
d'holotomie. 

PROPOSITION 2. - Sur un cône Q de degré 2 ou 3 de l'espace A 3 , tout 
cycle est globalement holotomique à une somme de génératrices. 

Soit V une courbe tracée sur un cône du second degré !l; par une 
génératrice D de !l nous traçons le conoïde U lieu des droites 
parallèles à un plan donné et ·s'appuyant sur D et V; V figure avec 
multiplicité I dans n. U si l'on prend D et le plan génériques et 
indépendants sur les données; le reste de l'intersection se compose de 
multiples de D et des génératrices de !l parallèles au plan donné. 

Si Q est du troisième degré, soient O son sommet, D une géné-
ratrice et C une section plane (génériques); par tout point P de la 
courbe donnée V on fait passer le plan contenant D; celui-ci coupe C 
en trois points, dont l'un a est sur D, et un second b sur la géné-
ratrice de P; soit E la droite joignant P au troisième c; on prendra 
pour U la surface lieu de la droite E. Le diviseur !l. U est somme 
de V ( avec coefficient 1 ), d'un multiple de C ( qui est intersection 
complète), d'un multiple de D, et de multiples des génératrices OP 
telles que b et c se trouvent confondus. Ces dernières correspondent 
aux points P qui se trouvent sur les génératrices des points de contact 
des tangentes menées par a à la cubique plane C. 

PROPOSITION 3. - Soit Q un cône de A3 de sommet O et normal en 0, 
et soit X un di()iseur de !l composé de génératrices; si X est intersection 
complète en O, on a X == X1 • !l oû Xi est cône de sommet O. 

On peut supposer, en ajoutant éventuellement une intersection 
complète avec un cône de sommet O, que X est positif, et que l'on a 
X=ü.X1 où X 1 est un diviseur positif de A 3 (prop. f ). Soit F(X)==o 
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l'équation de .a, et G(X)=Gt(X)+ ... +Gt+m(X)=o celle du 
diviseur X1 , G.s étant une forme <le degrés; l'anneau des quotients .o 
de O sur .Q admet une notion de degré. L'idéal .o g, où g est la 
fonction induite par G( X) sur ü, est, puisque .o est intégralement 
fermé, produit de puissances symboliques d'idéaux premiers corres-
pondant à des génératrices, c'est-à-dire d'idéaux homogènes; .o g est 
donc un idéal homogène et contient les éléments gt, ... , gt+m; ceci 
n'est possible que si tous les 8t+i sont des multiples de gt; on a donc 
.o g = .o 8t et la proposition 3 est démontrée. , 

COROLLAIRE 1.. - Si .Q est un cône du second degré de sommet 0, le 
groupe d'holotomie H 1 (ü, 0) est cyclique d'ordre 2. 

En effet, une génératrice D n'est pas intersection complète, mais 1 a 
somme de deux génératrices l'est; ainsi deux génératrices quelconques 
sont holotomiques. 

COROLLAIRE 2. - Soit .Q un cône elliptique de sommet O sur le c01ps 
des nombres comolexes; le groupe H 1 (!l, 0) est isomorphe au produit 
d'un groupe cyclique d'ordre 3 par le groupe des paramètres elliptiques 
uniformisant une base de ü. 

Soit X un divis~ur de .Q composé de génératrices, X=!. naD(X; 

soit t(X le paramètre elliptique de D(X; pour que X soit holotomique 
à zéro, il faut et il suffit que les pqints Po:, où les D(X rencontrent une 

base de !l, soient sur une même ·courbe d'ordre !. '~o:, compte tenu 

des multiplicités; ceci veut dire que : 

a. 

b. 

!. na.== o mod. 3 
(X 

!. na t(X == o ( modulo périodes). 
(X 

0: 

Soit alors (f) la classe d'une génératrice d'inflexion D 0 (3t0 =:o modulo 
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périodes) et F le sous-groupe, cyclique d'ordre 3, engendré par 
celle-ci; soit E le groupe des classes de diviseurs composés de géné-
ratrices et de degré zéro; il est clair que Ht ( ü, 0) est somme directe 
de E et de F. c. Q. F. n. 

Les génératrices de Q dont la classe est périodique sont donc les génératrices 
d,inflexion ( 3 t == o ), les génératrices sextactiques ( 6t == o ), et ainsi de suite. 

Remarquons que dans les deux cas étudiés les groupes H 1 ( Q) et H ( Q, 0) 
sont isomorpht:s. 

PROPOSITION 4. - Si ü est une quadrique sans singularités de 
l'espace A 3 , H t ( ü) est un groupe cyclique infini. 

Soient ex et les classes, dans Hi ( ü ), de deux génératrices de 
systèmes différents; on a ex+ === o, donc deux génératrices de même 
système sont holotomiques. Toute courbe V de ü est holotomique à 
une combinaison linéaire de génératrices ( mener, par un point de ü, 
le cône s'appuyant sur V). Si S est une surface intersectant ü selon 
des génératrices, nous écrirons S. n == X1 + X2 , où Xi est une combi-
naison linéaire de génératrices de même système. Si D ( resp. D') est 
une génératrice générique du premier ( resp. second) système, on a 
D. S === D. X 2 ( resp. D'. S == D'. X1); ceci montre que les cycles Xi 
et X 2 ont même degré, égal à celui de S, donc qu'il n'y a d'autre 
relation entre ex et que ex+~=== o. 

-Q-


