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Reniarque.s sur L'homologie .filtrée; 

PAR ARlUAND BOREL. 

Cet article, publié à la demande de J. Leray, a pour but de 
préciser et compléter quelques points du Mémoire récent de J. Leray 
sur l'homologie filtrée ( 1 ), cité dans la suite par L., auquel nous 
renvoyons pour les définitions des notions et notations utilisées ici. 

Le n° 1 explicite quelques homomorphismes jouant un rôle 
important dans la théorie, afin de mettre en évidence certaines 
compatibilités, implicitement utilisées à plusieurs reprises dans L., 
et en donne des conséquences. Au n° 2 nous énonçons et établissons 
une condition suffisante pour l'isomorphisme de deux anneaux 
Zfè( JC O œ,' ), Zfe( e-K O 03) ( JC complexe fin, œ,', ci3 faisceaux propres 
définis sur un même espace X). Comme application nous donnons 
au n° 3 ( théorèmes 5b et 6 ), une démonslration peut-être plus 
naturelle que celle de L. du théorème 56. 1 a, b de L.; nous y 
ajoutons le théorème 5 a, d'énoncé et de démonstration voisins, qui 
affirme entre autres l'isomorphie des anneaux de cohomologie 
de Cech à supports compacts d'un espace X localement compact et 
de son image Y par une application propre, lorsque l'image réci-
proque de chaque point de Y est cohomologiquement triviale (pour 
l'anneau de coefficient~ considéré). Cette dernière proposition, 
dans le cas où X est compact, est l'objet d'un travail réceni de 
E. G. Begle (2). 

(1) J. LERAY, Journ. math. pur. appl., 9e série, t. 29, 1950, p. 1-139. 
( ~) E. G. BEGLE, The Vietoris mapping theorem for bicompact spaces [Ann . 

.Jlath., ( 2 ), 31, 1950, p. 534-543, 
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1. Dans ce numéro, JC désigne un anneau canonique sans torsion 
(L.,p. 25, 3o). 

LEMME 1. - l",'oit J{, un anneau dijférentze(-filtré; si J{, a une d(/f é-
rentielle nulle, on a 

({. 

b. 

a. On a, tout d'abord, 

en effet, le premier membre est visiblement contenu dans le deuxième. 
Pour obtenir l'inclusion contraire, on remarque comm~ dans L. p. 31 
(preuve du lemme 17. 1 ), qu'il suffit de l'établir si J{,lsJ === Z === groupe 
des entiers, mais dont les éléments ont ici le degré sl. Dans ce cas, 
m 0 a ma est un isomorphisme de JC[s]l 0 e~~-Sl ét sur e~~-S[ ét 
diminuant la filtration de sl et a 1 0 ét un isomorphisme de t~ 
sur J{,[sJ' 0 ét augmentant la filtration de sl, d'où 

En combinant ces isomorphismes on voit que l'injection de 
J{,[s]l0 e~~-sl (.,~danse~~( J{,[s]l 0 c:1,) est un isomorphisme sûr. 

a est une conséquence 
1

immédiate de ( 1); la démonstration de b 
est analogue. 

LEMME 2. - Soit tl, un anneau différentiel-filtré. On a 

a. (rLL); 

(r L. L); 

c. 

C;) En remontant à la définition du produit dans ae1( JCJ © t1) et J() © a-e1tt, 
on voit qu1il est conservé par;· 
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SoiL ô la différentielle de tfC 0 cl.; on en définit une deuxième o' 

par Ô' ( k 0 a)=== k 0 Ôa; alors/( ô - Ô') = l; a et b sont conséquences 
du lemme 10.7, p. 23 (égalités 10.2, 10.3) de L. el du lemme 1; 
c s'en déduit immédiatement. 

Soit c E ei' (:JC' 0 c:t) de filtration p. En lui faisant correspondre son 
image h E {itt1('-K./ 0 c:t) par l'homomorphisme canonique de e1 sur 
son quotient ;JC~''1, on définit une application a de U P q' ( JC'@c:'t) sur 
;1c,( '-1C1@t't); on définit aussi de façon évidente une application 
de UPJC'@ej'd, sur JC'@~K,L't; vu le lemme 2, peut être 
envisagé comme application de e~' ( JC'@c:t) dans JC'@[IC,L~ ayant 
e~,~-i' ( JC'@c:1.) et co;~_ 1 ( O'CLQS)L~) dans son noyau (p quelconque), d'où 
un homomorphisme I de ;JC1( JC'@c:t) dans JC'@DC1c:t C ). On a 
évidemment a.QÔ === Ô1Oa; soit, d'autre part, 0 la différentielle du 
produit tensoriel des anneaux d~flérentz"els J{1 et M,tt. Les définitions 
de Ô (L. p. 26) et de~ montrent que ~Oo===8o~, d'où 1 QÔ1=Ô01 . 

Du lemme 2 et de ce qui précède on tire le 

LEl\lME 3. - 1 est un isomorphisme de ;Jè1( J(l@ c:t) sur JC'@JCttl. 
On a le dz·agramme de compatibilùés suù·ant : . 

J{J@ d 

(Y. t t 
Dè1 ( JC 1 Q9 d) JC1 Q9 Jè1d. 

/Je plus, 1 0Ôt=60 1, oû Ô est la différentielle du produù tenso-
riel JCt@ aeztl, donc I z"nduit un isomorphùme de ;1(~1+ 1 ( J{1Qs) c:t) 
sur ;JC( J{l QS) dftC:1-) C ). 

THÉORÈME 1. - ,Soùmt d', C::'t deux anneaux différenûels, '{ un homo-
m01phisme de t't' dans d, introduisant un isomorphisme de ;Jèt't' sur ;Jètt. 

5,i _le degré de JC a une borne supéneure finie, À z"nduit un ùomor-
phisme de ae( JC@ ét') sur ae( JC@ L~ ). 

Ce sera une conséquence du 

THÉORÈME 1 '. - ,\'oient L~', • d deux anneaux différentiels-filtrés, 

('I· ) C j. L., Pro p. , 17 . 5, p. 3 1. 
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À un homomorplâsme de cl' dans ct, de jiltratz'on o; on suppose que 
pour un certain indice l, À Ùi-duit un isomorphisme de Zlè 1d' sur c"lt1c1.,. 

a. À induit un isomorphisme de {fè,.(JC'@ct,') sur Zlè,.(JC'@cl) 
(r~l) et un lwmomorphisme de Je(c.1C1@cl) dans ae(JC'@L'l) 
conser'-'ant la filtration. 

b .. Si les .filtraJz·ons de c.K10 et' et J{J 0 et, ont des bornes supérieures 
jinz'es(5) À définit un ùomorphisme de Zlè(JC'@ct,') sur [Jt(JC'Q9cl) 
respectant la filtration. 

Démonstraâon. - Soient rx', W, 1' les homomorphismes relatifs 
à cl' analogues à rx, ~' y; on a le diagramme de compatibilités 
suivant : 

/, 

~·,et 0 d.' -+ Jet 0 d. 
?' ta' t t P 

1y')-1 /, V 
:tè1(XtQ9d1

) ;1è1(X10d) X 1Q9Jè1d, 

Le produit tensoriel de l'application identique de J{ et de ), : 
Zlètct,' -~ Zlètct, est un homomorphisme p. de c.)C1@Zlt,cl' dans JCL@Zlètcl 
qui est un isomorphisme sûr par suite de l'hypothèse. Or, il est 
immédiat que p.== ~OÀO(W)- 1

; donc yoi.c('y')-1 est un isomor-
phisme sur el il en est de même de À: Zlèt( :,et 0 cl')-+ é1Ct( JC1@ ct, ). 
Les autres affirmations du théorème 1' résultent alors de la propo-
sition 10. 6, p. 22, de L. 

Démonstratz'on du théorème i. - On donne à c'l' et et, la filtration 
nulle, d'où Jè 1 cl'== JCct,', X, c'l == aec't; on applique le théorème i' 
au cas l == 1. 

THÉORÈME 2. - Soz·ent et,', et, deux anneaux différentiels-filtrés, ), un 
homomorphisme de et,' dans et, de jiltrall°on o; on suppose que pour 
un indù:e l, À induit un ùomorphzjme de aet+i et,' sur JCt+1 L't. 

a .. 5i le degré de [J{, a une borne supé1ùure finie, À z·nduit un isomor-
phisme de Jè,.(JCL@e:t,') sur ae,.(JCL@ct,) (r~l+1) et un homomor-
phisme de Jt(JCL@e:t,') dans Jè(JCL@ct,) conser()ant la.filtration. 

b. Si, en outre, les jiltraâons de JCl 0 c'l' et J{} 0 L't ont des bornes supé-

( 5) On dit que la filtration/ de da une borne supérieure finie k sij(a)Lk 
pour tout a~ o (L., p. 12). 
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rie ures finies, À induü un isomorphisme de ae ( X/@L't') sur Jè ( J{/@L't) 
conserMnt la filtration. • 

Ôémonstration. - On applique le théorème 1 à À : JetL't' Jt1L't; 
l'homomorphisme p. de la démonstration précédente .donne donc un 
isomorphisme de JC( c:1ct@Je1L't') sur Je( c'.1Ct@JetL't ); par consé-
quent l'homomorphisme y O ) .. O ( y')- 1 de la démonstration du théo-

. rème '1' induit un isomorphisme de Zfè(c:1C1@Jftêt') sur J'è(JCt@attL't), 
d'où l'on tire que À: ae/+i ( c:1C1@L't')--+ [ftl+l ( c:K'@tt,) est un isomor-, 
phis me sûr; on applique ensuite la proposition '10. 6 de L. 

2. Dans ce numéro ae, u?,, u?,' désignent respectivement un complexe 
canonique-fin sans torsion ( L., p. 47, 4g, 53) et des faisceaux propres 
( L., p. 43) définis sur un espace localement compact X. 

Dans les parties III et IV _du Chapitre II de L., on peut distinguer 
deux catégories principales de théorèmes : d'une part, des théorèmes 
« locaux >> qui traitent des sections par un point de complexes ou de 
faisceaux; ils per~ettent en particulier, sous des hypothèses conve-
nables, de remplacer les sections par un point d'iI_ltersections de 
complexes et de faisceaux par des produits tensoriels. D'autre part, 
on a des théorèmes de « passage du local au global >> affirmant 
sous certaines conditions que si les sections par chaque point de deux 
complexes sont isomorphes ou ont même anneau d'homologie, 
il en est de même pour les complexes eux-mêmes (par exemple 
prop. 32. 2, 36 c, 37. 6 ). On peut ranger dans cette catégorie 
les théorèmes 3, 3' et 4 ci-dessous; 3 et 3' ont déjà été indiqués par 
Leray dans sa Conférence au Colloque de Topologz·e algébrique 
de Paris, 1947 \ 6). 

LEMME 4. - Soit 03 un faùceau dijférentzd-jiltré-propre _; si JC a une 
d~ff érentielle nulle : 

a. 

h. 

( (j) Ils ne figurent plus dans le texte remanié de cette Conférence publiée par 
le C. N. R. S. ( Topologie algébrique, Paris 1947, p. 61-82 ). 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 4, 1950. 
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Les deux membres a· sont des complexes fins à supports compacts. 
Le deuxième est contenu dans le premier et son injection dans 
ce complexe induit un isomorphisme de leurs sections par tout 
point xe X, en vertu des formules 

X ( l JC[.,JI O è;:-·'1 03) = I .,. ( Jfil 1 0 è/'.-·'1 ,,:, ) =~X :1{ [.,j 1 0 è/'. <I ,;:, (X) 

s s 

xê'j ( .)(/ O o3) == êf I" x ( .K' O œ, )] == C'/ [(xJC )' 0L'?,(x) l, 

( cf. L., prop. 36. 1 b, 32. 1 c) et du lemme i. L'injection est donc 
un isomorphisme sur d'après la proposition 32. 2, p. 56 de L. 

Même démonstration pour b. 
On procède ensuite comme au n° i et l'on établit des égalités 

qui s'écrivent à partir de celles du lemme 2 en remplaçant e't par o3, 
@ par O et ;1c1ct par 5'tci3, d'où la définition d'applications o:, 
de er(c:K1Qcî3) sur ZIC1(JC/Q(i3), resp. :JC'O:!f1(i?> et d'un isomor-
phisme I de aet( :JC1 O 63) sur [J(l O ~7't63 vérifiant 

JC 1 0 03 
a t t 

:!èt(JC1QcG) XJQ:Y,Œ. 

THÉORÈME 3. - Soz·ent 63', 63 deux faisceaux dijférentt"els-propres 
et ).. un homomorphisme de 63' dans ci?, induisant • U7! ùomorphisme 
de aeci?>' ( x) sur ae63( x) pour tout x EX . 

. \'i le degré de ;J{, a une borne supérieure fim·e, À induit un isomor-
phisme de Je( [J(,l O ci?,') sur Jt( :J{/ 0 c6 ). 

Ce sera une conséquence du 

THÉORÈME 3'. - Soient o?/, 63 deux Jaisceaux différentiels-filtrés-
propres, ), un homomorphùme de 63' dans 63 de filtration~ o; on suppose 
que pour un indt·ce l et pour tout x EX, ) .. z·nduit un ùomo,phùme 
de dtz63' ( x) sur aet63( x ). 

a. À induit un isomoruhisme de ae,.( :J{,I O 63') sur ae,.( :JC' O 63) (r l) 
et un homomorphisme de tlè( :JC1 O 63') dans JC( oct O ci?>) conserrant 
la filtration. 

b. 5,i les filtratz·ons de :JCL O o?,1 et [f{,l O 63 ont des bornes supérieures 
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finùs, }. induit un isom01phisme de ae(J{/Qâ3') sur :JC(JCQu3) 
respectant la .filtration. 

Démonstraûon. - Le diagramme 

J{/ 0 63' JC/ 0 cG 

montre que p.=== 1 01 .. Q(,')- 1
_ est l'homomorphisme produit tensoriel 

de l'identité de :JC et de À : 5'Ji3' §i 16!,; comme §i tû3' et 5'1 œ, sont 
propres et que À est un isomorphisme de ffet63' (x) == Jt1c13' ( x) sur 
::F,(B( x) === JC1o3( x) pour tout x EX, p. est un isomorphisme de 
:K/QtFt63' sur [Jt,LQffe163 (L., prop. 36. 1 c) et ainsi) .. : 

JC1( :JCJQ Ci!/)~ Jè1( JC1 Q 03) 

est un isomorphisme sur. On utilise ensuite la proposition 10. 6 de L. 

Démonstratz"on du théorème 3. - On donne à 63' et 63 la filtration 
nulle. Alors 5' 63' === ffe 1 63, ffe 63 ===ffe, c'B et l'on applique 3' au cas l == 1. 

De la même façon que nous- avons déduit 2 à partir de i et i', 
on démontre en utilisant 3 et 3' le 

THÉORÈME 4. - Soient 63', 63, deux faisceaux dijférentiels-.filtrés-
propres, ).. un homomorphisme de c'B' dans 63 de .filtraÎion o; 
on suppose que pour un indice l et pou, tout x EX, )1. induit un isomor-
phisme de ael+i 63' ( x) sur ael+i 63 ( x). 

a .. '-,i' le degré de :JC a une borne supérieure .finz·e, /1. l·nduit un ùomor-
phisme de Je,,( :J{,l O 63') sur ae,.( :;cz-o u3) (r l + I) et un homomor-
phisme de JC( :J{/ O LW) dans Je( :JC1 O 63) conserMnt la .filtration. 

b. Si, en outre, les.filtrations de :J{/063' et :Jf/Q63ontdesborne supé-
rieures finies, À induit un isomorphisme de ae( J{/ O o?J') sur tlC ( :;et O cB) 
conserc;ant la .filtration. 

Remarque. - Si X est de dimension finie ( et est séparable 
métrique), il possède un complexe canonique-fin sans torsion, 
et même une couverture fine dont le degré a une borne supérieure 
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finie L dimension X C) ( L., ne 110 ). Le théorème 3 signifie alors 
que les anneaux de cohomologie de X, relatifs à deux faisceaux diffé-
rentiels-propres 63\ œ, sont isomorphes quand il existe un homomor-
phisme de @' dans 63 induisant un isomorphisme de tfe(f!,' ( x) 
sur tlC03( x) pour tout x EX. Il s'agit ici de faisceaux propres, 
c'est-à-dire de cohomologie à supports compacts; on ne sait pas 
si un théorème correspondant vaut dans la théorie de H. Cartan 
des faisceaux et complexes à supports fermés non nécessairement 
compacts ( 8 ). 

3. Soit X localement compact, u l'unité d'une couverture fine 
de X; si l'homomorphisme rc de Zlùî3(X) d·ans aC(c:-rQci3) [ de tlt,.03(X) 
dans Zlè,.( c:-r1 O 03)] induit par b u Ob est un· isomorphisme sur, 
on écrit Zlt03(X) == ZJt(XQ03) [ ZJè,.cî3(X:) == aè,.(X'Qcî3)] (L., défi-
nition 48. 2, p. 87 ). En particulier, si u?, est un faisceau constant, 
de différentielle nulle, isomorphe à un anneau d,, :IC(XQcî3) 
est l'anneau de cohomologie de Cech-Alexander à supports compacts 
(coefficients dans d.) de X. La condition [lt03(X)==t!e(XQci3) 
signifie alors que X a une cohomologie nulle s'il est non compact et 
qu'il a une cohomologie triviale s'il est compact [ c"fèl 01 (X O {i3) = C:1., 
[Jf_[Pl (XQ03) == o pour p > o]. 

THÉORÈME 5. - Soz"ent X, Y des espaces localement compacts, ç une 
applz"cation continue de X dans Y, œ, un f ai"sceau d~fférentz'el-propre sur X. 

-1 

On suppose ç 03 propre ( u) et ae03( §,)==ac(§, Q cB) sz· ffe == ç ~I (y E Y). 
-1 

Alors ç est un isomorphùme de Jè( "}JO çcî3) sur ZJè( c:EQcî3) si l'une 
des deux conditions sui()antes est réalisée : 

a. 63 a une dzff érentielle nulle. 

( ï) Même si X n'est pa_s séparable métrique, il possède une couverture fine 
pour la structure additi~e dont le degré est borné par dim X ( cf. H. CARTH, 
~otes polycopiées du Séminaire de topologie algébrique de l'E. :V. S., 
1948-1949, Exposé XVI, p. 16"). 

( 8) H. CARTAN, loc. cit., Exposé XVI, p. 8. 
( !J) C'est en particulier le cas, si est une application propre, c'est-à-dire si 

I1image réciproque de tout compact de Y est un compact de X. 
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b. Y est de dimens,'on finie ( 10 
). 

Remarque. - Si 363 == o, si 63 est constant et isomorphe à 
l'anneau L't et si ç est une application propre sur Y, ç 63 est le faisceau 
constant sur Y, isomorphe à ét; JC(XQCi3), JC(YQ03) sont les 
anneaux de cohomologie de Cech à supporls compacts, à coefficients 
dans tl-, de X et Y; le théorème 5 a est bien alors la généralisation du 
théorème de Begle, mentionnée à la fin de l'introduction. 

Démonstration du théorème 5 a. - Soient 3-:, des couvertures fines 
de X, resp. Y et œ,* le faiseau associé au complexe X O â3; ç 03• est 
associé à ç( 3-:Q d3) et "}JO ç63* =="}JO~( 3-:Q 63) ( L., prop. :35. I, 
p. 63), 3-:Qo?, étant à supports compacts,&,* est continu (L., prop. 
28. I ), donc propre, et il en de même pour~~*. (L., p. 44). Soit u 
l'unité de X; la correspondance associant à b E 63(F) l'élément FuQ-b 
de 03*(F)==F(XQ63)==(FX)Q63 (cf. L., prop. 36.ie) est un 
homomorphisme À de 63 dans 63*. Donnons à 63 la filtration nulle et 
à zf-Qci3 la filtration 3.:-1 QCi3; de oU1==o on tire que §1063==63==§163 
et que §1 0 63* == ~7' o ( x- 1 O 63) == ffe ( t_r,-t O 63 ). L'hypothèse devient : 

-1 

) .. induit un isomorphisme de ZJCCi3(F) sur Je&,* (F) quand F == çy; 
).. induit aussi un homomorphisme de ç 63 dans ç 63* qui, pour 

toutyE Y, est un isomorphisme-de §t 0 ~u?,(y)==çffe0 u?>(y)== ffe 0 ci3(fy) • 
sur §i' 0 çâ3*(y)== ç§i' 0 (tE-iQCi3)(y). D'après le théorème 3', ) .. donne 
un isomorphisme de ZJC(~J 0 Q~ci3) sur JC(~J 0 Qçc13*). Or, 

:1C( L}r Qçu3*) == Jè_( '}}
0 0~ ( x-1 0 (Îj )) == Jè (Y L}J 0 0 x-1 0 û3) == Jè ( X O Ll3) 

(L., n° ;jQ) et l'on voit sans peine, en remontant aux définitions, que 
. -t 

l'isomorphisme ainsi obtenu de JC(Y Qçu?,) sur JC(XQ03)estbien ç. 

Démonstraûon du théorème 5b. - Nous avons ici :IF, 63 == :J:F63, 
5'1 (3.:- 1 Qc6)==~'(t.-r-1 QCi3)(Ci3 a toujours la filtration nulle). On 
déduit alors du théorème 3' l'isomorphisme de Je( "}li O ç ci?>) sur 
Je("}J 'Qçâ3*), donc aussi sur JC(3.:Qc6), d'après les égalités rappelées 

( 10 ) Cf. L., Théorème 56. 1 a, b, p. 101. 
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plus haut, où l'on remphlce zéro par 1. On prend naturellement une 
couverture fine~ dont le degré a une borne supérieure finie. 

THÉORÈME 6. - Soient X, Y localement compacts, ç une application 
continue de X dans Y, {i?, un faisceau différentiel-filtré-propre sur X. On 
suppose ç03 propre, tle03(F) == JC(F O 03) et l'existence de l tel 

que Jel+l <J~(F).== è'1e1+1(PQ63) (si F ==-~y). 
-l 

Si Y est de dimension jinz"e, est un isomorphisme de ;1e,. (Y I O c8) 
sur Jer(X1Q03) (r~l + 1) et de ;1e(Y1Q~63) sur Jè(X1Q03) conser-
mnt la filtration C" 0 

). 

Soit CP.,* associé à (~'003). A l'aide du théorème 4a, on montre 
que À ( démonstralion · précédente) est un isomorphisme de 
Je,.c·WQç63) sur ;,e,.(l,}VQ~03*) (r~l + 1) et un homomorphisme 
de ;1e ( 1.}f O ç 63) dans Zlè( 1.}Ji O 03*) conservant la filtration; par 
ailleurs, on sait que ce dernier est un isomorphisme sûr ( démonstration 
du théorème 5b). 

L'isomorphisme de Je,.(~'0~03*) sur Jt,.(X'Q03) (r~l+ 1) 
impliqué par les égalités ( L. ,. n° 50) 

JC..(~1Qçô3*) == :ie.(·},Ji O~(~' Q03) == Je. (f ·}J' Q&:'Qo3) == JeJX'OcJ:~), 

conserve le degré et celui de Je( '}JI O œ,*) sur Je( X1 O d3) conserve 
la filtration, d'où le théorème 6. 


