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Remarques sur ’homologie filtrée;

Par Armano BOREL.

Cel article, publi¢ a la demande de J. Leray, a pour but de
préciser et compléter quelques points du Mémoire récent de J. Leray
sur ’homologie filtrée (*), cité dans la suite par L., auquel nous
renvoyons pour les définitions des notions et notations utilisées ici.

Le n° 1 explicite quelques homomorphismes jouant un role
important dans la théorie, afin de metire en évidence certaines
compatibilités, implicitément utilisées a plusieurs reprises dans L.,
et en donne des conséquences. Au n° 2 nous énoncons et établissons
une condition suffisante pour lisomorphisme de deux anneaux
H(KOB), (KO ®B) (K complexe fin, @', & faisceaux propres
définis sur un méme espace X). Comme application nous donnons
au n° 3 (théorémes 5b et 6), une démonstiration peul-étre plus
naturelle que celle de L. du théoréme 56.1a, b de L.; nous y
ajoutons le théoréme 5 a, d’énoncé et de démonstralion voisins, qui
affirme entre autres lisomorphie des anneaux de cohomologie

de Cech a supports compacts d’un espace X localement compact et
de son image Y par une application propre, lorsque 'image réci-
proque de chaque point de Y est cohomologiquement triviale (pour
I'anneau de coefficients considéré). Cette derniére proposition,
dans le cas ou X est compact, est I'objet d’un travail récent de

E. G. Begle (*).

(1) J. Leray, Journ. math. pur. appl., g° série, t. 29, 1930, p. 1-139.
(*) E. G. BeGLg, The Vietoris mapping theorem for bicompact spaces [Ann.
Hath., (2), 51, 1950, p. 534-543.
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1. Dans ce numéro, K désigne un anneau canonique sans torsion

(L., p. 25, 30).

Lemme 1. — Soit K un anneau différentiel-filiré; st X a une diffé-
rentielle nulle, on a
«. er(KIQA) :Z (K er—a)y,
$
b. @A (KR V) :2 (K Q@ ).

a. On a, tout d’abord,
(1) QL A = (KR A),

en effet, le premier membre est visiblement contenu dans le deuxiéme.
Pour obtenir I'inclusion contraire, on remarque comme dans L. p. 31
(preuve du lemme 17.1), qu’il suffit de I’établir si &K'= Z = groupe
des entiers, mais dont les éléments ont ici le degré si. Dans ce cas,
m@a—-ma est un isomorphisme de HK¥'Q@E A sur €A
diminuant la filtration de s/ et @ > 1@ @ un isomorphisme de &
sur K@ @ augmentant la filtration de s/, d’ou

erlacer(KNQa).

En combinant ces isomorphismes on voit que linjection de
KW 2@ dans C/(HKL'RQ L) est un isomorphisme sar.

a est une conséquence immédiate de (1); la démonstration de &
est analogue.

Lemme 2. — Soit A un anneau différentiel-filtré. On a

a. CL(H' Q) :Z (HKV @ ertay (r<0);
. .

b (€ L) (K @A) = W[ K Qe+ drshal  (r £

r—1

s

c. (K Q@A) = KIRQ I (*).

(*) En remontant a la définition du produit dans 2¢,(K!@ @) et K/ Q 5¢,A,
on voit qu'il est conservé par 7.
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Soil ¢ la différentielle de & L5 on en définit une deuxiéme ¢’

par o' (k® a) =k & ca; alors f(2—¢')=1[; a et b sont conséquences
du lemme 10.7, p. 23 (égalités 10.2, 10.3) de L. el du lemme 1;
¢ s’en déduit immédiatement.

Soit c€ &/ (K'Q @) de filtration p. Iin luifaisant correspondre son
image h € 3¢/ (K' Q Q) par 'homomorphisme canonique de &} sur
son quotient JC/', on définit une application o de U,C} (K Q Q) sur
IC(K'QA); on définit aussi de facon évidente une application 3
de U,K'Q€C/@ sur K'QK,A; vu le lemme 2, B peut élre
envisagé comme application de €/(HK'Q Q) dans K'Q I, ayant
(K RQA) el @) (K'QEA) dans son noyau (p quelconque), d’olt
un homomorphisme y de J¢(K' Q) dans K'QIC,E (*). On a
évidemment «O¢ = 2,0a; soit, d’autre part, 5 la différentielle du
produit tensoriel des anneaux différentiels K et 3¢,¢L. Les définitions
de ¢ (L. p. 26) et de B montrent que 302 =808, d’ot yO2,=207.

Du lemme 2 et de ce qui précéde on tire le

Lemme 3. — v est un isomorphisme de 3¢,( K QL) sur K'Q I, L.
On a le diagramme de compatibilités suivant :
KR a
%ty vB
90, (KLQ Q) 5 K¢,

De plus, YO, = gOy, ol ¢ est la différentielle du produit tenso-
riel. K'QICA, donc y induit un isomorphisme de IC..,(K'QA)
sur K(K'QFe,A) (*).

Tueorime 1. — Sotent ', A deuxw anneauwx différentiels, v un homo-
morphisme de @' dans A, introduisant un isomorphisme de JCE sur JCE.

St le degré de I a une borne supérieure finie, ) induit un isomor-
phisme de 3C(HKQA') sur JC(HK K Q).

Ce sera une conséquence du

THeorEME 1'. — Sotent @', QU deux anneaux différentiels-filtrés,

(*) Cf. L., Prop.,17.5, p. 31.
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A un homomorphisme de Q' dans & de filtration > o; on suppose que
pour un certain indice l, A irduit un isomorphisme de 3¢, sur 3¢,EL.

a. A induit un isomorphisme de IC.(K'Q@') sur I, (K'KQA)
(r>x?) et un homomorphisme de 3(K' Q) dans I(K'Q @t)
conservant la filtration.

b. Siles filtrations de K'Q et K'Q @ ont des bornes supérieures
Jinies (*) A définit un isomorphisme de IC(K'Q ) sur H(HK' Q)
respectant la filtration.

Démonstration. Soient o', @', yv' les homomorphismes relatifs
a @' analogues a «, 3, v; on a le diagramme de compatibilités
suivant : ‘ : ,

K O® 4 X ® A
2 val 1y B

" . o=t W . v o
IR IV ——— 30 (KR V) — 30, (KR ) = KR 3¢ L.

Le produit tensoriel de I’application identique de K et de 7 :
I, — I, AL estun homomorphisme p.de K/ IC, A’ dans K Q) IC, A
qui est un isomorphisme sir par suite de I’hypothése. Or, il est
immeédiat que p.=[30A0O(f)"; donc YO~ C(y')™" est un isomor-
phisme sur et il en est de méme de A : 9, (K' Q) — H, (K Q).
Les autres affirmations du théoréme 1’ résultent alors de la propo-
sition 10.6, p. 22, de L.

Démonstration du théoréme 1. — On donne & @' et ¢ la filtration
nulle, d’ou J¢, =, I, A = IHA; on applique le théoréme 1’
au cas [=1.

TreoriME 2. — Sotent &', & deux anneaux différentiels-filtrés, ) un
homomorphisme de @' dans & de filtration >~ 0; on suppose que pour
un indice [, ) tnduit un z'somorphz'fme de 3, €U sur 9¢,., @.

a. St le degré de K a une borne supérieure finie, A induit un isomor-
phisme de IC(K'QA) sur I, (K QA) (r>l+1) et un homomor-
phisme de (K'Q ) dans IC(K'QEL) conservant la filtration.

b. Si,enoutre, les filtrations de K'Q L' et K'Q A ont des bornes supé-

(*) On dit que la filtration f de d a une borne supérieure finie £ si f(a) =<k
pour tout @ 2o (L., p. 12).
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rieures fintes, \ induit un isomorphisme de JC(K' QA ) sur IC(K'QA)
conservant la filtration. '

Démonstration. — On applique le théoréme 1 & A : 3¢,&" — I, A
’homomorphisme 1. de la démonstration précédente donne donc un
isomorphisme de JC(HK'QIC,A’) sur H(HK'QIC,EA); par consé-
quent ’homomorphisme yOXO(y')™" de la démonstration du théo-
- réme 1’induit unisomorphisme de JC(K' R 5, A") sur JC(K'Q H,A),
d’ou l'on tire que A : 3¢, (K' QA) — Iy (K'QA) est un isomor-
phisme stir; on applique ensuite la proposition 10.6 de L.

2. Dans ce numéro JC, 03, 33’ désignent respectivement un complexe
canonique-fin sans torsion (L., p. 47, 49, 53) et des faisceaux propres
(L., p. 43) définis sur un espace localement compact X.

Dans les parties III et IV du Chapitre Il de L., on peut distinguer
deux catégories principales de théorémes : d’une part, des théorémes
« locaux » qui traitent des sections par un point de complexes ou de
faisceaux; ils perniettent en particulier, sous des hypothéses conve-
nables, de remplacer les sections par un point d’intersections de
complexes et de faisceaux par des produits tensoriels. D’autre part,
on a des théorémes de « passage du local au global » affirmant
sous certaines conditions que si les sections par chaque point de deux
complexes sont isomorphes ou ont méme anneau d’homologie,
il en est de méme pour les complexes eux-mémes (par exemple
prop. 32.2, 36¢, 37.6). On peut ranger dans cette catégorie
les théorémes 3, 3’ et 4 ci-dessous; 3 et 3’ ont déja été indiqués par
Leray dans sa Conférence au Collogue de Topologie algébrique
de Paris, 1947 (°).

LeMME 4. — Soit 63 un faisceau différenticl-filtré-propre; st K a une
différentielle nulle : ‘

a. (K QB) = ¥ (KO € )5

b. @ (KO B) :Z (KO DI B

(*) Lls ne figurent plus dans le texte remanié de cette Conférence publiée par
le C. N. R. S. (Topologie algébrique, Paris 1947, p. 61-82).

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 4, 1950. —III
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Les deux membres a sont des complexes fins & supports compacts.
Le deuxiéme est contenu dans le premier et son injection dans
ce complexe induit un isomorphisme de leurs sections par tout
point z € X, en vertu des formules

””( ZJCM’OGf-”’"‘g) = X (KA O B) = W 2KV ()

At
s

xCl (K Qb)) = éﬁ’[':z (K'Qa@)] :C&’[(xﬁ(ﬁ)’@&(w)],

(¢f. L., prop. 36.1b, 32.1¢) et du lemme 1. L'injection est donc
un isomorphisme sur d’aprés la proposition 32.2, p. 56 de L.

Méme démonstration pour b. :

On procéde ensuite comme au n° 1 et P'on établit des égalités
qui s’écrivent & partir de celles du lemme 2 en remplacant & par @,
& par O et I, par F,d3, d’ou la définition d’applications a, {
de C/(K'Q®B) sur I (K'Q®B), resp. K'OF,#3 et d'un isomor-
phisme y de 8¢,(K'Q ®B) sur K'O F,@ vérifiant

KO B
ay B

(K QB) = KO TF .

TuiorEME 3. — Sotent B, B deux faisceaux différentiels-propres
et & un homomorphisme de @' dans ® induisant un isomorphisme
de 30 () sur 3B (x) pour tout x € X.

St le degré de K a une borne supérieure finie, A induit un isomor-
phisme de 3¢(K'QB') sur K(K' O #B).

Ce sera une conséquence du

TutorimMe 3'. — Soient B', B deux faisceaux différentiels-filtrés-
propres, k. un homomorphisme de &' dans 03 de filtration >>0; on suppose
que pour un indice l et pour tout x € X, ) induit un isomorphisme
de 3,03 (x) sur 8¢,03(x).

a.  induit un isomorvhisme de 3¢, (K'Q B sur I, (K' QO B) (r>1)
et un homomorphisme de IC(K'Q®B') dans I(K'Q®B) consercant
la filtration.

b. St les filtrations de K'Q B et K'(Q U3 ont des bornes supérieures
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Jintes, » induit un isomorphisme de H(I'QB') sur K(KO®B)
respectant la filtration.

Démonstration. — Le diagramme
IS
KO & - KO B
¥l e al 1P

- e -t “ n " AT Y - T
"(,/O F .0 ‘——-> QCZ(JC/O @) > ’JL/(J\,/O 73) — J\,/O NI

montre que .=y~ (y")~' est’homomorphisme produit tensoriel
de I'identité de K et de A : F,3'— F,03; comme F,B' et F,d sont
propres et que A est un isomorphisme de F,B' ()= J,® (x) sur
F,B(x)=,0B(x) pour tout x€X, u est un isomorphisme de
K OQF 0 sur K'OF,05 (L., prop. 36.1¢) et ainsi A :

S (KEQB) — 3 (KLQ )

est un isomorphisme sur. On utilise ensuite la proposition 10.6 de L.

Démonstration du théoreme 3. — On donne & @' et & la filtration
nulle. Alors 7' =&, 3, 73 =% , 7 et 'on applique 3’ au cas [=1.

De la méme fagon que nous avons déduit 2 & partir de 1 et 1/,
on démontre en utilisant 3 et 3’ le

Tutorkme 4. — Sotent &', B, deux faisceaux différentiels-filtrés-
propres, . un homomorphisme de ®' dans 0 de filtration > o;
on suppose que pour un indice [ et pour tout x € X, X induit un tsomor-
phisme de 3¢, ' (x) sur 3., B(x).

a. SU'le degré de K a une borne supérieure finie, 1. induit un isomor-
phisme de 3¢.(IHK' Q) sur I (K'Q®B) (r>1+1) et un homomor-
phisme de 3¢(K' O B") dans IC(HK' O B) conservant la filtration.

b. St, enoutre, les filtrations de IC QO & et HK' (O B ont des borne supé-
rieures finies, \ induit un isomorphisme de 3C(K'Q GB') sur I (K O®B)
conservant la filtration.

Remarque. — S1 X est de dimension finie (et est séparable
métrique), il posséde un complexe canonique-fin sans torsion,
et méme une couverture fine dont le degré a une borne supérieure
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finie -~ dimension X (") (L., n° 40). Le théoréme 3 signifie alors
que les anneaux de cohomologxe de X, relatifs a deux faisceaux diffé-
rentiels-propres @', @ sont isomorphes quand il existe un homomor-
phisme de @ dans @ induisant un isomorphisme de H®B'(x)
sur J@B(x) pour tout z€X. Il s’agit ici de faisceaux propres,
c’est-a-dire de cohomologie a supports compacts; on ne sait pas
si un théoréme correspondant vaut dans la théorie de H. Cartan
des faisceaux et complexes & supports fermés non nécessairement
compacts (*).

5. Soit X localement compact, « I'unité d’une couverture fine T
de X; si 'homomorphisme = de J¢d3(X) dans J(XO@B)[ de #¢,B(X)
dans ('O ?B)] induit par &> u(b est un'isomorphisme sur,
on écrit HAB(X)=I(XO®B)[I,B(X)=d,(X'OBR)] (L., défi-
nition 48.2, p. 87). En particulier, si @3 est un faisceau constant,
de diftérentielle nulle, isomorphe a un anneau A, H(XO®B)
est I’anneau de cohomologie de Cech-Alexander & supports compacts
(coefficients dans ) de X. La condition #H@B(X)= (XD ®B)
signifie alors que X a une cohomologie nulle s’il est non compact et
qu’il a une cohomologie triviale s’il est compact [ 4!

HP(XOGB)=opourp >o].

~

Tukorime 5. — Sozent X, Y des espaces localement compacts, & une
application continuede X dans'Y , B un faisceau différentiel-propre sur X.

—=a,

On s‘uppom EG propre () et B(F )= H(F OB s F = ——}1 Y(yeY).

Alors & q est un isomorphisme de IC(NQE®R) sur I(XOB) st L'une
des deux conditions suivantes est réalisée :

5

a. 0 a une différentielle nl(lle.

(7) Méme si X n’est pas séparable métrique, il posseéde une couverture fine
pour la structure additive dont le degré est borné par dim X (cf. H. Cartay,
Notes polycopiées du Séminaire de topologie algébrique de U'E. N. S.,
1948-1949, Exposé XVI, p. 16).

(*) H. Cartaxn, loc. cit., Exposé XVI, p. 8.

(*) C'est en particulier le cas, si £ est une application propre, c’est-a-dire si

I'image réciproque de tout compact de Y est un compact de X.
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b. Y est de dimension finie ('°).

Remarque. — Si @ =o, si 03 est constant et isomorphe a
Ianneau @ et si £ est une application propre sur 'Y, £ est le faisceau
constant sur Y, isomorphe & &; (X O ®B), J¢(Y O @) sont les
anneaux de cohomologie de Cech a supporls compacts, & coefficients
dans @, de X et Y; le théoréme 5 @ est bien alors la généralisation du

théoréme de Begle, mentionnée a la fin de 'Introduction.

Démonstration du théoréme 5 a. — Soient &, Y des couvertures fines
de X, resp. Y et 3" le faiseau associé au complexe LOB; E@* est
associé 4 E(XO®B) et YOLIBR =YOLXO®B) (L., prop. 35.1,
p- 63), LO® étant a supports compacts, 3" est continu (L., prop.
98. 1), donc propre, et il en de méme pour £@*. (L., p. 44). Soit u
'unité de &; la correspondance associant a b € 3 (F) I'élément Fu(Od
de &*(F)=F&O®)=(F2)O® (c¢f. L., prop. 36.1¢) est un
homomorphisme A de ¢ dans @*. Donnons a @ la filtration nulle et
A O ?la filtration L1 B; de cB==o0 on tire que F,B=B=TF 0
et que F,B*'=F,(T'OB)=F (X *O®B). L’hypothése devient :
7 induit un isomorphisme de JC@B(F) sur #d3* (F) quand F:_éy;
% induit aussi un homomorphisme de £@ dans £@3* qui, pour
touty € Y, est unisomorphismede F,EB(y)=E.F ,B(y)= 57011'5(—5[3/)'
sur 7 ,EB*(y)=EF,(T 'O ®B)(y). D’apres le théoréme 3, % donne
un isomorphisme de J¢(Y'OE®B) sur (Y OE®B*). Or,

. 1 :

(Y OiR) =2 (P QLR 0?B)) =1 (ZPO0XT106) = 1 (TO?)
(L., n°50) et 'on voil sans peine, en remontant aux définitions, que
- . . . - S
I'isomorphisme ainsi obtenu de #¢(Y O&®) sur (X (O B)estbien .

Démonstration du théoréme 5b6. — Nous avons icl F,B = F®B,
F(T'OB)=F(X*O®B)( a toujours la filtration nulle). On

déduit alors du théoreme 3’ I'isomorphisme de JC(‘}I’QEJ&) sur
H(Y'OL®BY), donc aussi sur (LT O @), d’apres les égalités rappelées

(") Cf. L., Théoréme 56.1 «, b, p. 101.
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plus haut, ot I'on remplace zéro par 1. On prend naturellement une
couverture fine ¢ dont le degré a une borne supérieure finie.

Taeorime 6. — Sotent X, Y localement compacts, & une application
continue de X dans Y, B un faisceau différentiel-filtré-propre sur X. On
suppose £33 propre, H@B(F)=3¢(F O ®B) et lexistence de 1 tel
que ¥ B(F)= 3, ,(F'O®B) (sz' F _—_ﬂéy).

St Y est de dimension finie, _El est un isomorphisme de {IL’,‘(Y’QE @)
sur A(X!O®B) (r>=1l+1) et de (Y OQEB) sur 3 (X' O B) conser-
cant la filtration (**). ‘

Soit B* associé a ('O ®B). A I'aide du théoréme 4a, on montre
que * (démonstration - précédente) est un isomorphisme de
I(YOEB) sur K, (W OLEB*) (r>I+1) et un homomorphisme
de J(YOE®B) dans (Y OEB*) conservant la filtration; par
ailleurs, on sait que ce dernier est un isomorphisme sir (démonstration
du théoréme 55).

L’isomorphisme de (Y OE@B*) sur JC,.(X’OGB) (r>I+1)
impliqué par les égalités (L., n* 50)
20,(Y Q1) = 26, (Y OLT O = ¢, (T YO OB ) = #,(NO@),

conserve le degré et celui de 9¢(Y OL@B*) sur (X' dB) conserve
la filtration, d’ou le théoréme 6.



