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Ellipses ayant deux sommets consécutifs donnés;

Par B. GAMBIER er A. HOCQUENGHEM.

1. Istrobucrion. — Nous nous proposons d’éludier les oo ' ellipses
(E) du plan Oy dont deux points donnés A, B sont sommets
consécutifs; elles admettent pour enveloppe une courbe (&) de
degré 8, classe 4, paralléle a une ellipse d’excentricité 1 V23 paf
chaque point du plan passent quatre ellipses, réelles ou imaginaires;
il existe quatre ellipses, réelles ou non, tangentes a une droite donnée;
nous indiquerons le nombre de ces ellipses réelles, suivant la position
du point ou de la droite. Nous discuterons le nombre d'inlersections
réelles d’une ellipse (E) avec la courbe (&); en dehors des points
limites et de A, B, il y a six intersections dont deux au plus sont
réelles. Nous indiquerons le lieu du point de contact de deux
ellipses (E), (E,) tangentes. Deux des ellipses (C) sont circulaires et,
par rotation autour de Oz, engendrent un tore (T) dont I'élude
permet de donner, géoméiriquement, de nombreux résultats.

2. Eoquatioxs poxctueLLe et TANGENTIELLE DE (E). — Nous supposons
que Ox est porté par BA, Oy par la médiatrice du segment BA;
A et B ont pour coordonnées (R, o), (— R, 0); le centre w de (E)
décrit évidemment le cercle (C) de centre O et rayon R; nous

e
appelons o I'angle (Oac, Ow); en raison des symétries Ox, Oy, O,

. , . T .
il suffit d’étudier le cas 0 =~ .~ —: si nous prenons pour nouveaux
Zo pour 1

—— —> > - .
axes : wX prolongement de Bw et wY prolongement de A w, un point
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de coordonnées (z, y) par rapport 4 Oy a pour coordonnées (X, Y)
relativement 4 w XY :

¢ <?

X:(m—R)cosg—l—ysings Y:—(x—%—l)\)‘ch‘*—) cos 7

Les demi-axes de (E) portés par wX, oY sont égaux 4 2Rcos?

lv

2Rsin—§, de sorte que, posant t = tgj, Péquation de (E) est
(E) (x—R+yt)2+(x+R y) 4R

Par tout point du plan, autre que A ou B, passent quatre ellipses; V'élude
de I'enveloppe (&) permettra d’indiquer le nombre d’ellipses réelles :
4, 2, 0, suivant la position du point.

Les tangentes a4 (E) en A, B concourent au poinl «’ diamétralement
opposé a w sur C; les équalions tangentielles de o', A, B sont
respeclivement '

uRcosy + ¢Rsing — ww =o, uR+w=o, uR—w=o,
de sorte que (E) a.une équation tangentielle de la forme
1R — w?) + (uRcosg + vRsino — w)>=o.

Les coordonnées du centre sont (— Rcosp, —Rsino, 1 —7\)
d’une part et (Rcosg, Rsing, 1) d’aulre part;
I’équation tangentielle

(E) 2(w?R2— ?) + (uRcoso + ¢Rsing — w)>=o.

1l existe quatre ellipses, réelles ou imaginaires, tangentes & une
droite (D) arbitraire du plan; on les oblient, avec la régle et le compas ;

’équation (E) s’écrit, si I'on veut,
(1) uRcosg + ¢Rsing — w === y/a (w2 — w2 R?)

et exprime que le point w'(—Rcosp, —Rsing) s’obtient en cou-
pant (C) par chacune des paralléles & (D) menées a la distance

/22 de ®)

u* 4+ v*
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Ceci peut s’obtenir géométriquement : une tangente (D) mobile

’ ..aA BB

4 (E) coupe les tangentes fixes A, o'B en a, b et le produit =— =
aw ®

reste constant quand la tangente varie; si A’, B, " sont les projec-

tions de A, B, ' sur (D), on a

dA AN LB BW
0w o e b o
. . BB .
et, par suite, le produit ——~ reste constant quand la droite (D)
' "

varie en restant tangente 4 (E); en prenant le cas ot (D) est paralléle

B
b w’
B
(D”
Al
“ (D)
ai-
A
&)

a »'B, on voit que cetle valeur constante est (1:2); c’est justement ce
qu’exprime I’équation (1) ou, si 'on préfére, c’est le moyen d’obtenir
géométriquement cetle équation. Si donc (D) est donnée, les
distances AA’, BB’ sont connues, de sorte que ' s’obtient en
coupant (C) par l'une des paralléles & (D) menées a la distance

szw.ﬁde cette droite ( fig. 1).

5. Exverorre (&) pEs ELLieses (E). -— Pour obtenir Péquation
ponctuelle de (&) nous adjoignons a (E) I'équation dérivée en ¢;
Journ. de Ma ., tome XXIX. — TFasc. 4, 1950. 36
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en supprimant le facteur y =o correspondant 2 O, nous, avons

(2) x——R—n—g't—i—;—_)(m—&-R—%’):o.

La sécante commune, variable, i (E) et a U'ellipse infiniment voisine est

donc un diamétre de (E); elle a pour pente » moitié de la pente

1— ¢
de Ow, de sorte que si Q et Q' sont les projections sur Oz des deux
points », ' diamétralement opposés, la sécante commune est portée
par wQ'; la pente m de la tangente a (E) en chaque point limite

. L, . d)' .
s’oblient en dérivant (E) en « et remplacant 7, par m, ce qui donne

(e — R+ y6)(1+ mt)—l—<x+ R—%)(I_—IEL.):O

r—1
2t
a (E) sont paralléles a la tangente 4 (C) en .

Nous allons obtenir ces propriétés de diverses facons; utilisons une
propriété projective facile a établir : si deux coniques (E), (E,) ont
une corde commune AB, les péles de AB par rapport 4 (E), (E,)sont
sur le coté du triangle conjugué commun contenant les sommets du
triangle conj ugué commun autres que celui porté par AB [il suffit de
considérer le cas ou (E) et (E,) sont deux cercles et o1 AB est oul’axe
radical ou la droite de I'infini]. Donc si (E), (E, ) sont deux ellipses
de notre étude, et w, w, leurs centres, les poles de AB sont les
points ', w, diamétralement opposés a », w, sur (C); o’ o/ est donc
P’un des cotés du triangle conjugué commun (fig. 2) el perce AB en
un point V, dont le conjugué harmonique U par rapport a A, B est le
sommet du triangle conjugué commun situé sur AB; si (E,) tend
vers (E), w, tend vers w, w, vers ', le point V devient le point
commun a4 AB et 4 la tangente a (C) en ', et le point U devient la
projection Q' de o' sur AB.

D’autre part, la corde limile est la méme pour (E) que pour la
conique dégénérée

(x,—R+yl)2—|—(x+ R—y) =o

ou, tenant compte de (2), m= » de sorte que les tarigentes limites
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représentant les asymplotes de (E) : la corde limite de cette nouvelle
conique passe toujours par le point double, v, centre de (E); cette
corde limite est donc w .

‘Nous allons arriver au méme résultat d’une facon encore plus
précise; parmi les coniques (E) figurent deux cercles obtenus pour w
coincidant avec I'un ou I'autre des points (o, R), (0o, — R); en faisant
tourner ces cercles autour de AB, ils engendrent le tore T (& points
coniques réels) qui va nous étre précieux; prenant Oz comme axe

complétant le triédre trirectangle Ozyz, considérons la méridienne
particuliére (M) située dans le plan O s

(3) y=o, 22+ 52— 2Rs — R*—=o.

Joignons son centre H (0, 0, R) au point w centre de (E); le cylindre
de base (M) et de génératrices paralleles & Ho a pour trace
horizontale (I2), car le carré formé par HA, HB et les tangentesen A,
B 4 (M) a pour projection le rectangle formé par wA, wB et les
tangentes w'A, o'B a(E); le cylindre analogue relatif 4 w, donne
pour trace (E,) et les points communs a (E), (E,) autres que A, B
sont ceux ot le plan Oy coupe la conique complétant I'interseclion
des deux cylindres; la trace horizontale du plan de cette conique est
la corde commune a (E), (E,); cherchons ce plan; on doit couper les
deux cylindres par un plan paralléle aux génératrices, donc paralléle

au plan How,; st ww, coupe AB au point V’(W—f—OV’:o), les



280 B. GAMBIER ET A. HOCQUENGHEM.

plans auxiliaires ont leur trace sur xOs parallele 8 HV' (fig. 3):
a3 étant une telle trace, nous menons par « et 3 les paralléles aux
axes Hw, Hw, des deux cylindres, et nous avons ainsi un parallélo-
gramme ay{3y', dont les diagonales a8, Yy’ se coupent en leur milieug;
v et ¥’ sont deux points de la conique commune nouvelle, le plan H2yy/
est le plan de cette conique; He coupe AB au point U déja indiqué,
car on doit avoir, He étant perpendiculaire & 23 ou HV’,

V. OU=—Oll=—— R?

2

et nous avons vu que OU.OV = R2, tandis que OV'=—0V; les

Q

=

<
53
ws

direclions y¢ et a3 sont conjuguées par rapport a yz, v3ouHow, Ho';
si donc 2 vient en H, la droite ¢y devient une droite issue de H, située
dans le plan Hww', conjuguée de HV' par rapporl a Hw, Ho, : elle
perce ww, en un point W conjugué harmonique de V'’ par rapport
4w et w, et UW est la corde commune a (E) et (E,); siw, tend vers o,
le point W tend vers w, et le point U tend vers Q'; nous avons
retrouvé le résultat annoncé. D’autre part les deux cylindres étudiés
ont deux plans tangenls communs, les points de contact étant ceux
ou les deux coniques communes se coupent; les traces horizontales
de ces deux plans tangents sont paralleles a ww, {(car les plans
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tangents sont paralléles au plan Hww, des deux axes) et tangentes
simultanément a (E) et (E, ), de sorte que les deux coniques (E), (Ei)
ont un ombilic qui est le pornt & U'infini de o'w' : I’autre ombilic porté
par ce cdté ' o', du triangle conjugué commun est donc le milieu du
segment w'«w, [on a en effet la proposition projective suivante
AB étant une corde commune & deux coniques (E), (E,), o' et /| les
poles de AB par rapport a ces coniques, la droite w’w, est coté du
triangle conjugué commun et porte deux ombilics conjugués harmo-
niques par rapport & o’ et | : il suffit de supposer que (E), (E,) sont

e

Fig. 4.

deux cercles et que AB est la droite de 'infini; «’, ' sont alors les
centres des cercles, et les ombilics sont les centres de similitude]. En
supposant que , tende vers w, on a le résultat annoncé pour la
direction des tangentes a (E) aux points limites.

Mais alors ce résultat va établir géométriquement que (8) se compose
de deux branches de courbe paralléles entre elles; en effet considérons
les ellipses (E), (E’) dont les centres sont w, ' diamétralement
opposés sur (C) (fig. 4). L’ellipse (E) donne deux points limites /, m
et Uellipse (E') les points limiles /, m' symétriques de /, m par rapport

— —_— -
a 0; w'm=—owm=wl, de sorte que la figure ww'm'/ est un
parallélogramme; par suile =o', Lalongueur o’ est constante,
égale 4 2R; de plus-les tangentes en /, m, 7, m' sont paralléles aux
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tangentes en ® et o’ a (C), de sorte que m'/ est normale a (&) en /
—

et m/, ce qui démontre le théoréme; en menant 07— wl, le point 4
est le milieu du segment m'l et X décrit une courbe paralléle aux deux
branches de & décrites par / et m' respectivement, la distance paralléle
étant R; nous allons voir que le licu de 7. est une ellipse.

Considérons en effet le tore (T) défini plus haut; le lieu des centres
des méridiennes est le cercle égal & (C) d’équation

Y=o, x4+ 3t — Ri=o.

Ce cercle et (C) sont symétriques par rapport au plan x 4- 5 = o,
de sorte que, si nous effectuons une projection paralléle 4 la direction
(1, 0, 1), chaque méridienne de (T) se projette horizontalement
suivant une ellipse (K), d’aprés un raisonnement déja fait, relativement
aux rayons de la méridienne terminés en A et B et aux tangentes en
ces points; enceloppe des ellipses (E) est donc le contour de I'ombre
portée par (T) sur xOy, quand les rayons lumineux sont paralléles a
la direction (1, 0, 1); mais cette ombre est aussi I'enceloppe des ombres
portées sur £ Oy par les diverses sphéres inscrites dans (1) le long d’une
méridienne; chacune de ces nouvelles ombres portées est une ellipse
dont le centre w est 'ombre du centre de la sphére, donc situé sur (C),
et ces diverses ellipses se déduisent les unes des aulres dans un
mouvement de translation ou leur centre décrit (C); on arrive
4 la méme enveloppe en considérant l'ellipse fixe (E’) d’équation
x*+2y*=4R* du plan Oy et déplacant d’'un mouvement de
translation un cercle de rayon R dont le centre décrit (E) : cela
donne la courbe (&), composée de deux ovales distincts (&), (&,),

paralléle a(E)ala distance parallele R [des constdérations simples de

géométrie descriptive permettent d’obtenir le résultat relatif al’ombre
du tore; des considérations classiques de la théorie des enveloppes
donnent analytiquement le résultat; on sait en effel que silon ales
équations &= f(a, ), y=g(a, 3) définissant x et y en fonction
de o et B, 'enveloppe des courbes « = const. est la méme que celle

des courbes {3 == const., et s’obtient en ¢liminant «, § entre les deux

, . . . . . df Jdo  df do.
équations qui précédent et la nouvelle équation 97 0% = 03 05
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les deux mouvements de translation en jeu dans la démonstration
reviennent a écrire

w=[f(2)+/i(B),  ¥y=0¢(2)+o(B)

et a chercher l'enveloppe des courbes « =const. ou des courbes
B = const., ce qui conduit a ajouter I’équation

S (@):9'(0) = J1(B):9W(B)

dontlinterprélation géométrique est facile] - Pour obtenir I'ellipse (E")

nous avons pris la sphére d’équation
at+ Y+ 32— 2RP=o0

égale aux sphéres inscrites dans une méridienne et considéré I'ellipse
section par Oy du cylindre circonscrit a cette sphére parallélement
a la direction (1, o, 1), ce qui donne

a? - 2),-2: 4R2_

Pour obtenir les expressions, en fonclion de ¢, des coordonnées des
points limites, nous résolvons les équations (E) et (1) en 2, y, ce qui
conduit a écrire avec une inconnue ¢ auxiliaire

_<x+R_z>

z— R4yt ¢

I . Ia

=0, p2(1+ ) =4R?

et 'on peut écrire, avec e =1,

x—R—i—]’l:—,Qi! r= R [1*[: —+- QE(I;I'J)],
(4) Vit s i
‘ — ey
x+1{fy,:,9—l, y—oRy| — . &
/‘—_ & 1 t_ /
Vit I Vit
P v, o 1 e(1-+22)

(5) WZZR(I—lz)M([_,_[z)z

(1+¢)
Un point de la courbe n’est déterminé d’une fagon unique que si, outre t,
on précise la valeur de €; quand ¢ est réel ou imaginaire pure, on peut

convenir d’adopter systématiquement pour \/1+ ¢* la détermination
posttive; pour t réel, le lieu des points (t, + 1) est un ovale (&,) qui
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entoure Uellipse x*+2y*=4R* et le lieu des pornts (¢, —1) un
ovale (&,) qui est compris & I'intérieur de cette ellipse. D’aulre part, si
I'on parle d’un point connu («, y) de (&), si I'on a aussi la valeur

e x—R+4yt
Vi o 2R
courbe, la détermination du radical ¢,/1 -+ ¢* s’obtient rationnellement
au moyen de x, y, ¢, ce qui est conforme & la théorie de I’élimination.
On doit compléter ce résultat en montrant que, si 'on connait seule-
ment les coordonnées («, y) d’un point de (&), la valeur z correspon-
dante s’obtient rationnellement au moyen de x, y. Reportons-nous a
la figure 4 et raisonnons, par exemple, sur un point / de (&,);
le raisonnement est le méme pour un point m de (&,) et I'on a pas
besoin de savoir a I’avance si le point appartient a (&,) ou (&,). Nous
donnons plus loin I’équation entiére rationnelle de (&), f(x, y)=o,
tangente et la normale en / ont pour équation

(X =) o2y y) = (Y =) /i (x, y) =0

det, on a » de sorte que, pour chaque point de la

et
X =2)f\ (2, 0) = (Y =) [alz, y)=0.

On obtient donc % par intersection de la normale en [avec le diamétre
de (E') conjugué de la direction de tangente a (&) en [; le

> - . .
vecteur AO est donc connu et le vecteur /w, équipollent, fournit le
point w, dont les coordonnées (£, v) sont ainsi obtenues rationnelle-

£

. : P ] : ]
ment en (x, y). La valeur ¢ est donc égale a Roy) ¢S obtient ensuite

comme plus haut.
Si l'on égale & zéro, I'expression qui est la valeur commune des
rapports (5), on a I’équation, rendue rationnelle

(6) , 358—}616+[oz'~+6ﬁ+3:o

quti fournit Auit pornts de rebroussement imaginaires (on la résout en

écrivant

4 = u, 3ur4+-6u+ f=o;

les deux valeurs de u sont imaginaires). On conclut de 1a, en se
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bornant au quart de (&) correspondant & 0 ¢_1, que chacun des
quarts de (&,) ou (&,) ainsi obtenu, ayant au point (¢, + 1) pour (&),
(t, —1) pour (&,) une tangente paralléle & la tangente au point ¢
de (C), du moment qu'il n’y a pas de rebroussement, que (&), (&,)
sont deux ovales ayant chacun Oz, Oy pour axes, el cela dispense de
dresser un tableau de variations pour z el y (fig.5). D’aprés ce qui a

été expliqué, si 'on prend le point (¢, +1) et le point <_TI, — 1>,
le milieu de leur distance décrit Vellipse (E’) & laquelle (&,), (&.)

Fig. 5.

2R(1— ¢2) 2R¢
Vi+ e ’ Vie o
et 'on vérifie aussitét que ce point est sur l'ellipse annoncée,
x*+2y*=4R?; les points A,(2R, 0), C,(o, Ry2) sont deux
sommets de cette ellipse et les foyers réels sont sur Oz, & la dis-

sont paralléles; on a ainsi le point de coordonnées

tance R\/2 de O, de sorte que ces deux foyers et les deux sommets
du petit axe forment un carré. On remarquera que A est le cenlre de
courbure de (E") en A, et que le centre de courbure de (E') en C, est
le point (0, — R /2) qui est le sommet diamétralement opposé de (E').

La courbe (&) est de degré 8, car I’équaltion aux 7 des points communs
4 (8) et aladroite ux 4oy +w =o est

(7) 8[[L(I—lz)+205+g(1;i—[z)J V14 ¢+ 2(1+ ) [u(r— ) +vt]=o

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 4, 1g50. 37
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ou, en chassant le radical
7" [u(l — )+ 200+ %i([ —+ l"’)J;(I + ) =41+ &P lu(1— )+ el]P=o,

équation de degré 8; quand on a obtenu une racine de I'équation ('),
I’équation (7) fournit e,/1 - ¢* rationnellement au moyen de u, ¢, v, ¢,
de sorte qu’on a, conformément a la théorie de I’élimination, les
coordonnées des points d’intersection rationnellement au moyen

de u, ¢, w, t et que le degré est 8 exactement. [Ce calcul met en

évidence o' droites remarquables : ce sont les droites.joignant les
points (¢, +1) et (¢, —1); pour chacune de ces droites on a simul-
tanément

v
z¢(1*t2)+2vl+l={(1+t'1):o el w(1— ) +vt=o,

de sorte que le calcul indiqué pour obtenir a\/l——w est en défaut;
I’équation (2) donne ces droites, qui sont chacune la corde commune
a l'ellipse (E) obtenue pour la valeur ¢ du parameétre et a l'ellipse
infiniment voisine; I’équation (7') admet alors comme racine double
la valeur correspondante de 7, mais la droite n’est pas tangente a la
courbe (&) : autrement dit, si I'on exprime que 'équation (') admet
une racine double, on trouve une condition en u, ¢, w qui se

décompose; I'un des facteurs est I’équation tangentielle de (&), 'autre
N 4 R2 .

se réduit a ui—i—‘J' — 5 =0 et fournit la courbe de classe 4,

unicursale, enveloppe des droites (2); il est intéressant de signaler

que cette enveloppe des cordes limites est la développée de I'ellipse de

. . , R , .
centre O, de demi petit axe égal & 5 porté par Oz et de demi grand

R , . X . 2 R2
axe 2—3— porté par Oy : celte ellipse a pour équation x* 4 T = 5]
L’équation tangentielle de (&) s’obtient en prenant I'équation
irrationnelle (1) écrite plus haut pour I'ellipse (E)
uRcoso + ¢Rsing — w ==\/2 (¢ — R2u?),
et écrivant la condition bien connue pour que cetle équation en ¢ ait
une racine double, d’ou

(w+ oy Re=[w+ 2 (0 — Rou) |
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ou, rendant rationnelle, I'équation
(8) : @t — (1o ut -+ 6¢2) R2w?+ (3u?+ )Rt =o.
L’¢quation tangentielle de la conique 2*+ 2 y*= 4R* est
R2(fu*+ 2¢?) —w*=o0
et ’équation tangentielle
R2(4ur+ 2 (r’i)‘ = [(V -+ I)\\"IZEE:I'z

des droites paralléles aux tangentes de (E’), a la distance R de ces
tangentes, coincide, rendue rationnelle, avec (8). La courbe (&) est
de classe 4; le probléme qui consiste & mener d’un point du plan, M,
les tangentes 4 (&) peut se ramener au suivant : déterminer les
tangentes communes a l'ellipse (') d’équation 2* + 2y* = 4R* et au
cercle de centre M et rayon Rj; les paralléles menées par M a ces
tangentes communes sonl tangenles a (&).

Les formules (4) prouvent que (&) est de genre 1, puisque x, ¥

s'expriment rationnellement en ¢ et /1 ¢*, cette représenlation

paramétrique étant propre [en passant, remarquons que la représen-
. 2R(1— ¢ 2R¢ .

tation de (E") par les formules x — %, y= est impropre,

Vit \/1—{-1/'

car, du moins en se bornant aux valeurs réelles de ¢, nous avons vu,

a la fois géomélriquement el analytiquement, que le changement de ¢

— 1. . 3, . . . m .
en —- joint au changement de détermination prise pour /1 + ¢* fournit

de nouveau le méme point.] Une courbe de classe 4 et genre 1 admet

deux tangentes doubles; I'équation (8) les met en évidence; elles'sont
définies par w=o0, 3u*+ ¢>=o0; pour avoir, aussi géométrique-
ment que possible, les points de contact avec (&) de la droite (D)
x -+ 2i\/3y =0, on méne a (E') les tangentes paralléles a cette droite
et 'on projette sur D les points de contact obtenus; cela revient a
couper (E') par le diamétre d’équation iz /3 = 2 y¢; le calcul est aisé
et n’offre plus aucun intérét. :

La courbe est de degré 8; elle doit donc avoir I’équicalent de
20 points doubles. Nous avons déja signalé les huit points de rebrous-
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sement imaginaires fournis par I'équation (6) : comme la courbe (&)
et l'ellipse (E’) donnent, aux points correspondants dans le paral-
lélisme, le méme centre de courbure, les huit points en jeu sont huit
points ot le rayon de courbure de (E’) est égal 4 R; en chacun de ces
points la tangente de rebroussement a (&) est, comme de juste,
paralléle a la tangente de (E’); or, aux sommets A,(2R, o),
B.(— 2R, o) de (E") le rayon de courbure est aussi égal & R, de sorte
que les points A, B de Ox sont aussi, pour la méme raison jointe a la
symétrie autour de Owx, des singularités, mais d’un ordre plus élecé
qu’un rebroussement, bien que le graphique ne les mette pas en évidence
a ce titre; un développement suivant les puissances croissanles de ¢
va nous donner lanature des points (¢=o0,e =—+1)et(t=0,e=—1 )
qui ont pour coordonnées (3R, o) et (—R, o).
On a, pour ¢ compris entre —1 et -1,

1+t

:R[I——Ql“—k 2l 4. .+ 25(1—[—— % —y—...>-ls
)':zl{t[l—t'—’+ o+ s<1— % +>_]

Donc pour ¢ =1 on a le point régulier (3R, o) :

x:R[IA—__Qi.z_;_ge(l_[_’)(l_‘_/a)_%]

, r
x=R[3 -4+ +...], y=2Rtj2— 1+ ‘)—+...]-
Pour ¢ = —1 on a le point singulier (— R, 0) :
, o, 3
z=R[—1+3"+...], Vul:zlil(—/-—;——z—ﬁ—... .
. \

Du point de vue ponctuel, ce point est triple et de méme espéce que
'origine sur la courbe z=1*, y =1"; I'équation de la tangente & celte
courbe de comparaison est 3X — 4¢Y 4 #*=o0, de sorte que la-classe
pour cette derniére courbe est 4 comme le degré : ce point triple, qui
représente I'équivalent de trois points doubles, diminue la classe, non pas
de six unités, mais de huit, aussi bien sur la courbe de comparaison que
sur (&); nous allons voir un peu plus loin que ce point triple équivaut
a 'ensemble d’un point double et'de deux rebroussements. Les deux
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points triples spéciaux A(R, o) et B(—R, o) forment avec les
points (3R, o) et (—— 3R, o) le total des huit points communs a (&)
et Ox. .

Les points communs a (&) et Oy sont fournis par I'équation

(r— 21+ —4(1+ 2=
qui fournit les points (¢===1, e===1) en nombre quatre, tous

sxmples sommets de (&,) et (&,) sur Oy, ala distance R(==1-4/2)
de I'origine, puis deux points doubles imaginaires fournis par

. +
30'+82+3=o0 ou t—= < V7t >

V6

Le calcul de y se fait trés aisément, car 'équation qui donne ¢ peut se
mettre sous les diverses formes

I 3 5
—_— = 1+ )2+ 202=0
—— g’ 3(r+2)y+

(cette derniére forme ou 1—|—l'~’iit\/§ est celle qui est la plus

\

commode pour calculer t); en remarquant que x est nul, les

2¢ I

fi 1 d t
ormules (4) donnen == + —F

=o0, et cela permet de

2¢t

; +

e i

2t t
remplacer — r ——» de sorte que la valeur de y se

2
réduit & =R¢ \/—:

Nous avons enfin comme derniers poz'nts doubles ceux ot (&) coupe
la droite de l’in/inl'. L’ellipse (E’) a deux points a l'infini dans la

direction% ;en chacun de ces points la normale & (E) estla

\/2
droite de linfini, de sorte que chacun donne pour (&) deux
asymptotes paralléles; si uz 4 ¢y 4+ & = o est une tangente de (E’),

Péquation ux + ey w =R u*+v*=o0 représente une tangente
de (&); ici chaque asymptote 1x + y \/2 = o0 donne I’asymptote de (&)
d’équation ix 4+ y /2= R=o0. D’autre part, les foyers réels de (E')
sont les points (iR\/;, 0) et les isotropes issues de ces points sont
-tangentes, ou si l'on préfére normales 4 (E'), donc aussi normales ou
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tangentes a (&) : on.a ainsi deux nouveauzx points doubles, qui sont |
et J, points cycliques du plan et comme ensemble des asymplotes
correspondantes

[(&—Rya)+ ] [(2+Rya)+ y2 ] =o;

les asymptotes de (E"), correspondent & 1+ ¢' = o, les points cycliques
correspondent & 1+ = o.

Nous avons ainsi obtenu tous les points multiples : hutt points de
rebroussement ordinaires, imaginarres, dont le total abaissera la classe
de 24 unités, deux points doubles imaginaires sur Qy, quatre points
doubles, imaginaires sur la droite de I'infini; ces six points doubles
abaissent la classe de 12 unités, enfin les deuxr points triples
spéciauz (R, o) et (— R, o) comptant pour I'équivalent de trots points
doubles chacun et abaisssant la classe chacun de 8 unités; le total équi-
vaut a 8+ 6+ 6 ou 20 points doubles, ce qui donne bien 1 comme
genre; ['abaissement total de la classe est 24 + 12 + 16 ou 52, de sorte
que, comme vérification on trouve bien 56 — 52, c’est-a-dire 4.

- Pour bien comprendre le réle des deux points triples, imaginons

. y _* .Til ).2 .
une ellipse, d’ailleurs quelconque, -5 %3 —1=o ct prenons, en la

courbe paralléle, a la distance p; le carré du rayon de courbure au
«?sin®*o + b2cos’q
a’b?

point (acoso, bsino, est R*= <

3
) :en légalant a¢

. 1— 22 21 . .
et remplacant cos ¢, sin ¢ par T T pona I'équation

aib2p2(l+ tz)n:[4a2t2+ 1)2(1 _ l‘z)zJ;.')

qui fournit les 12 points de rebroussement réels ou imaginaires de la

courbe paralléle, points coincidant avec les centres de courbure de

. . . 9 .
Iellipse aux points de paramétre = tg * que nous venons d’obtenir;
2

2 2

. . a- . . .
st p est compris entre — et --» minumum et maximum de R, quatre de ces
rebroussements sont réels, les auires imaginaires; si ¢ est inférieur a —

2

.. .ol . . . . ..
ou supérieur G --» tous sont umaginaires. Envisageons le cas limite g = -

on constate alors, puisque ab ¢ = b que le terme constant de I'équation
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en ¢, ainsi que le terme en ¢'> disparaissent; autrement dit, deux des
dousze rebroussements viennent se réunir en chaque centre de courbure,
porté par Ox, relatif a Uellipse; d’autre part, le carré du segment
compris sur la normale entre un point M de l'ellipse et Oz est

bz Tain?
(;(b?cos?cp + a’*sin%¢);

en I'égalant a p* on a I'équation

9

bcosy + a’sin@ = Z_? o

qui donne, pour la courbe paralléle a I'ellipse, deux points doubles
a&-oﬁ-
o
devient sin*¢c =o, de sorte que les deux points doubles deviennent

chacun lun des centres de courbure. On constate ainsi que, si p est

., , . ~ b2 , .
situés sur Ox, réels s16*+ a* > or pour p.= = cetle equation

: b a b .
d’abord compris entre - - et %- et tend vers - deux points de rebrousse-

ment ordinaires et un point double ordinaire se réunissent au point lr[ple
spécial, que nous avons indiqué : cela justifie 'abaisscment, 3, du
genre et, 8, de la classe, obtenue pour un point triple de cette nature.

Il est facile de trouver [’ équation ponctuelle de la courbe & : elle est
de la forme

(x2+yl)2(xl_‘l_ 2‘}/1)2_‘_R2(A‘rﬁ+ Bx’v.}/‘2+ Cx‘ly$_{__I))»li)
+ RV (Ezt +Fa? )2+ Gy*) + R (Ha? + K)2) + LR¢ = o,

ot les coefficients A, ..., L sont des constantes numériques; en
coupant par Oz, nous écrivons
o8+ ARz + ER' &b -+ HR 22 4 LRS = (22 — R2)? (22 — g R?),
d’ou
A=—12, E = 3o, H = — 28, L=q.
En coupant par Oy, nous écrivons
[(p? — R — 4 R2y2] (292 + 3R =4 y%+ R2Dy® + R'G )t + ROK y* 4 LRs,
d’out
D=— 19, G =— 59, K=—4}2.
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Exprimons que la droite # =iy + R /2 est asymplote : I'¢quation
aux y des points communs ne doit pas avoir de lerme en y*; on a

22+ yr=20y Ry2 + 2R, a2+ 012=)2+ aiy Ry2 + 2 RY;

on a donc
—8—A4+B—-C+D=o;

de méme, la droite x = z'(}’ \/E -+ R) est asymplote; on a
2+ ayr=— (2 Ryy2-+ R?), 2+ =— (3 + 2Ry a2+ R2),

et, en annulant le terme en y® dans 'équation aux y des points
communs, on a
8§ —8A+4B—2C+D=o;

A et D étant remplacés par leurs valeurs, on a

B— C=8, 4B —2C=— 92, B=— 54, C = — 6a.

On n’a plus que I'inconnue F; utilisons ce fait que le point (R, o) est
triple; donc f.(R, o) est nul; pour calculer f/.(R, o), il suffit de
conserver le terme en y* et d’annuler son coefficient; on a ainsi

6+B+F+K=o;
on en conclut F' = go; ’équation est donc

(9) (2242 (ar+ 2y — R (12 2°+ 54 a2t )2+ 62 22yt + 12 )°)
+ R+ (302" + goz2)?— 56 y*) — R(28 22+ 42 y*) + g R¥=o.

4. Eiupeses reeLLes (E) TANGENTES A UNE DROITE DONNEE OU
PASSANT PAR UN POINT DONNE. — Si M est un point de ellipse (E),
on a OM < O w + oM et a fortiors, puisque o M < 2R, OM < 3R;
donc toutes les ellipses (E) sont contenues a Uintérieur du cercle de
centre O et rayon 3 R et méme, comme cela est presque évident, a I'inté-
rieur de l'ovale (&,).

Pour évaluer le nombre précis d’ellipses réelles tangentes a une
droite (D) donnée, 1l y a lieu de revenir a I’équation tangentielle des
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ellipses (E) pour arriver a former I'équation tangentielle compléte de
I'enveloppe (&) : or I'équation

(tRcosg + ¢ Rsino —a)2— 2(sw?— w2R*) —o

montre que I'enveloppe compléte se compose non pas seulement de
I’ensemble des deux ovales (&,), (&,), mais aussi des deux points A, B
représentés langentiellement par (w + uR) (iw — uR)=o. Ceci nous
conduitintuitivement au résullat suivant: soit unedirectionAarbitraire
el supposons qu’une droite (D) se déplace paralléelement a A :il existe
deux tangentes (T,), (T') a l'ovale (&,), deux tangentes (T.), (T,)
a l'ovale (&,), toutes quatre paralléles a A; supposons, pour fixer les
idées, que la pente de A soit positive; nous désignons par (T,), (T)
les paralléles 4 A menées par A et B etsupposonsles notations choisies
de sorte que, si (D) vient d’une posilion trés éloignée [a gauche du
plan Ozy orienté de la fagon usuelle et se déplace parallélement &
(A) vers la droite], I'ordre de succession est T, T',, T',, T;, T,, T, :
quand (D) est & gauche de T', il n’existe pas d’ellipse réelle tangente
a(D); quand (D) passe dans la bande limitée par (T, T,), il y a deux
ellipses réelles, puis quatre quand (D) est dans la bande (T, T",) puis
z¢ro pour la bande (T, T,), quatre pour la bande (T, T, ) deux pour
la bande (T,, T,) etenfin zéro quand (D) a dépassé (T,). La discussion
purement analylique des deux équations en ¢

uRcoso -+ ¢ Rsing — w=+\2(n*— «w*R?)

wRecoso+ ¢ Rsino —w=— 2w — u2R1,

est aisée et confirme les résultats annoncés; il faut que w*— u*R?
soit positif, donc que (D) ne traverse pas le segment AB, quand (D)
passe en A ou en B, les deux équalions se confondent, de sorte qu’ily
a non seulement deux racines qui deviennent égales, mais deux
couples, ce qui explique que le nombre de tangentes réelles varie de
quatre unités et non seulement de deux unités. La bande (T). T,) est
d’épaisseur nulle si la droite A est paralléle &4 O .

Si 'on cherche les ellipses réelles issues d’un point donné M, c’est
encore 1’équation del’enveloppe (&) quiintervient, équation ponctuelle
cette fois; la droite Oz est bien un morceau, singulier toutefois, de

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 4, 1g950. 38
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I'enveloppe et n’intervient plus. Si M est extérieur a (&,), il n’y a
aucunc ellipse. Si M est sur (&,), il existe une seule ellipse réelle
comptant pour deux unités : le point M correspond & un certain

point u. de Pellipse auxiliaire (E') et I’égalité vectorielle lu.ﬁ = OZ
fournit le centre de cette ellipse. Toutes les ellipses (E) sont contenues
a lintérieur de (&,). St M vient entre (8,) et (8,), il y a deux ellipses
réelles seulement; st M vient a I'intérieur de (&, ), le nombre d’ellipses
réelles varie de deux unités; il ne devient pas nul, puisqu’en A ou B
chaque ellipse passe de I'intérieur de (&,) a 'extérieur ou réciproque-
ment, donc il y a quatre ellipses issues de tout point intérieur a (&,). On
remarque d’ailleurs que si M est pris sur le segment AB, ces quatre
ellipses se confondent : deux avec le segment de milieu A el
longueur 4 R, deux avec le segment analogue de milieu B.

Il reste maintenant a indiquer les points (autres que A, B et les
points limites) communs a une ellipse E(T) quelconque et a I'enve-
loppe (&); A, B comptant chacun pour 3, chaque point limite pour 2,
1l reste six points communs, réels ou imaginaires, que nous caractériserons
par leur paramétre t (et <) sur (&). L'ellipse E(T ) a pour équation

(x—R+fDH«T+R—%y:4W.

Cette derniére équation étant écrite sous la forme

. T— 72
[(x-—R—\—)'t)+)’(T—t)]2+l<x—|— P—?E> +}( Tr”J — 4R,

I'identité

, \

(x—R+yw+(x+R~€yzﬁw,

quand les coordonnées d’un point (z, y) de (&) sont remplacées par
leur valeur en ¢, permet de supprimer le facteur y (T — ¢) et il reste

1 . . 1
z(;v—R+]t)+z<x+H—«%>ﬁ—|—y(”l—t)<1+ FlT__;):O;

3

2e R —a2e¢Re
Vit Vi1t
que T — ¢ disparait encore une fois et 'on a, pour obtenir les points
autres que A, B (fournis par le facteur y'supprimé) et que les points

, on voit

enremplacant x — R+ ytpar et :v—|—R—‘); par
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de contact de E(T) avec son enveloppe [ fournis par le facteur (T — )
supprimé] I'équation trés simple

e(¢T+1)? \/I—&—'l‘_o
1+ 2712 1+

(10)

ou les variables ¢ et (¢T) sont séparées. Cetle équalion rendue entiére
et rationnelle représente, dans un plan auxiliaire (O zT) une courbe :
si ’on se donne ¢, on cherche les intersections de cette courbe avec une
paralléle & Paxe OT et 'on voit que cette recherche se raméne & deux
équations du second degré en T suivant que 'on prend e =—+1 ou —1;
si 'on se borne aux valeurs de ¢ et T réelles, e =41 donne deux T
imaginaires, ce qui est conforme au résultat obtenu plus haut, asavoir
que, par chaque point réel (t, + 1) de (&, ) passent, outre U'ellipse E(¢)
correspondante, deux ellipses E toujours imaginaires; si 1'on

prend ¢ =—1, au contraire les deux valeurs de T sont réelles.
Ecrivons cette équation (avec ¢ =— 1) sous la forme
. T 20 [1+ ¢+
(11) tT=—vy, 1———,‘:\
I+ p* 141

Si l'on pose v = 1g . celle-é 1on s’écri
St l'on pose ¢ = g - celle-équation s'écrit
Vit

12 sinV —1 — L
(12) 1+ 3

Le second membre (il est convenu de prendre /1 + ¢* positif, si ¢
est réel) reprend la méme valeur quand ¢ est remplacé par 1:¢; ce
second membre est une quantité positive, inférieure a 1, de sorte que,
quel que soit t, nous oblenons pour V une valeur positive V,, inférieure

T I . , . T
4, et une valeur posilive V, égale & = — V, comprise entre - et 73
2

\' Vv, o . , o
g ;‘ eL g sont positives, et leur produit est égal a l'unité; nous voyons
ainsi, conformément aux résultats déja annoncés, que par chaque
point (¢, — 1) de (&,) passent deux ellipses réelles autres que E(2),
correspondant a des centres situés sur ( C), par rapport au centre de E(t),
du coté opposé relativement @ Ox; ces deux ellipses sont toujours
distinctes, car sin V est toujours différent de 'unité. Il va étre commode
pour nous de supposer — oc < ¢< o, de sorte que le centre w(¢)
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de E(2) est situé du coté des y négatifs et que T,, T, sont positifs;
e o / . \

posons t=—10; la dérivée logarithmique de Vir¥ est égale

102
Vi+ 0
1+ 02

. 20(02—1) , .
L et de sorte que, pour o< 0< 1 l'expression

-

- — ~
2 i+ 0 . . 2

Ve el 1— ¥ —croit de 0 4 1 — ¥=; nous avons donc
2 1+ (2 2

le tableau de variation suivant ou ¢,, ¢, sont les déterminations de ¢

correspondant a V, et V,; le produit ¢, ¢, est égal a I'unité; nous

décroit de 1 &

y—

’ . 2 .
avons posé W = arc sin (x — \—)>, deux valeurs de z(ou 0) inverses

I'une de I'autre font reprendre a chaque quantité V,, V,, ou ¢, ¢, la
méme valeur.

h(=—1¢) o . 1 o

Vi o N Wy o

s +oo N\ cotg — S+
On a
— 2 2
\/2:1,41421...; %:0,70710...; 1*\/7:0,29289...;

W est un arc assez pelit, égal & 17°1'52". Nous avons a étudier la

variation de T, = % et de Ty= %, pour T, il est clair que § variant

3, les

de o 4 1, T, va en décroissant de + o a colg 1}; appelons §, |
sommets de (&,) situés sur Oy, la cote de (3, étant négative, égale
a R(I—-\/E), celle de 5 égale a R(y2—1); quand 6 varie de 0 a1,
¢ varie de 0 4 —1, le centre w(¢) de D'ellipse E(¢) est situé sur I’arc
de (C) du quatriéme quadrant et part de A pour venir sur Oy au

point (o, — R); pour =1, 1=—1, la quantité ¢, prend la
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valeur tg — ainsi que T, la quantité ¢, prend la valeur cotg —- ainsi
que T,; d’aprés la signification du paramétre T on voit que si 'on
marque sur le cercle (C) les points L, L/ de cote R ( 1— \/72) » L étant

du c6té des > o, L’ du c6té des < o, le point w(T,), quand ¢ varie
de 0 & —1, s’est déplacé sur (C) depuis B jusqu'en L’ (fig. 6); pour
le point w(T,), la discussion est plus malaisée, parce que ¢, et 0
croissent tous les deux; opérons un développement en série suivant les

puissances croissantes de ¢ : on a le droit d’écrire I'équation (11)sous

la forme 2"_‘:1_@0“
I+ 1+ 02
(13) - 2V—zv3+..‘.:02—37(y—k...,
d’ol
62 3 6+ 0 303 dT T 02
4 —_—— ..., Ti=—- — — +... —1:—*&——‘
(‘4)" p 4 -+ 1 9 A -+ ’ 20 5 4 —+...3

donc T,, pour § = o, est nul et d’abord croissant, de sorte que sa dérivee
est d’abord positive : mais & partir de t=1 jusqu’'a = 0, ¢, décroit
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et 6 croit de sorte que, a partir de =1, T, est décroissant, donc a
une dérivée négative pour § =1; la dérivée de T, parrapport a t change
donc de signe pour une valeur 0, comprise entre 0 =o0 et 0 =1; la
discussion serrée qui suit prouvera que cette dérivée ne s'annule qu'une
fozs, pour unc certaine valeur 6, ; de la sorte, le centre (T, ) partde A
et s’avance sur (C) dans le premier quadrant jusqu’a un point M qui
dépasse la position L et est atteint pour § =8, ; ensuite quand 6 croit
depuis 6, jusqu'a + o, le centre w(T,) revient jusqu'en A (en
repassant par L); lorsque le point w(T) est en M, Dellipse corres-
pondante (E) touche (&,) au point de paramétre (z,, —1) qui se
trouve ainsi dans le deuxiéme quadrant. autrement dit, quand le centre
de lellipse E(T) décrit I'arc AM de (C), l'ellipse (E) coupe (&,) en
deux points situés au-dessus de Ox; 'un est voisin de A, lautre
voisin de B si le centre w(T) est voisin de Aj ces deux points se
déplacent, chacun dans le méme sens, mais en sens inverse l'un de
I'autre, quand le centre w(T) se déplace de A vers M; quand w(T)
dépasse la position M et va jusqu’au point M/, symétrique de M par
rapport a Oy, I'ellipse E(T) ne coupe plus la portion de (&,) située
au-dessus de Ox; en particulier pour T =1 on a le cercle d’équa-
tion x?+ y*— 2Ry — R*=o0 qui touche (&,) au point 3,, mais n’a
pas d’autre point commun avec (&,) que 3,, A et B. Quand le
‘centre w(T) décrit I'arc M'B, la symétrie par rapport a Oy indique
que l'ellipse E(T) coupe de nouveau (&, ) en deux points.

Opérons maintenant en sens inverse : nous nous donnons
'ellipse E(T) et nous cherchons & résoudre ’équation (10) ou cette
fois T est la donnée et t I'inconnue; cette équation, débarrassée des
racines t=o0, = o, est de degré 6 et nous voulons montrer que,
T étant supposé réel, elle n’a que deux racines réelles au plus, de signe
contraire a celui de z. Nous la mettons sous forme entiére

(15) (22 12(tT 1) — (2T 1) (1) =0,
(16) o T3 (TH 2T - (4 T+ 2T) -+ 6T288
G+ (2T3+4T)2+ (2T +1)t+2T =o.

On passe de (15) a (16) en effectuant les produits et divisant par .
Il est bon d’étudier certaines valeurs imaginaires de T et ¢; pour
que ¢ soit égal a T, il est nécessaire et suffisant que T satisfasse &
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I'équation (1% +1)*—(T*+1)* =o0 qui, précisément, fournit les points
de rebroussement de (&); en effet, un tel point, multiple d’ordre 2
sur (&), nlest fourni que par une seule valeur du parametre [en se

(1 22)?
IR
qui précise ce que 1'on doit entendre par ¢ /14 ¢* pour un tel pointde
rebroussement, ¢ étant imaginaire |; I'ellipse imaginaire E(T) admet
alors, pour 'un de ses points limites, ce point de rebroussement et,
en ce point, au lieu de n’avoir que deux points communs avec (&),
réunis en un seul, en a trois réunis en ce point; donc I'équation (16)
ou T a cette valeur particuliére a une racine ¢ encore égale a T, ce qui
est évident en prenant la forme (15) pour I'équation. D’autre part,
nous avons vu que, si ¢ est donné, I’équation du second degré en T
[prise sous la forme (10), sans préciser le signe de z] a deux
racines T,, T, telles que (¢T,) (¢tT,)=1 ou £*T,T,=1; par chaque
point ¢ de (&) [sans préciser s’il s’agit de (&,) ou (&,)] passent deux
ellipses (I£) autres que E(¢) et leurs paramétres Ty, T, sont tels que,
si 'on connait I'un deux T,, I'autre T, est égal a 1:2°T,. Appliquons
cetle remarque a un point de rebroussement connu ¢, de (&);
onaT,=¢, donc T, est égal a1:¢;. Quand le paramétre T, est choisi
égal 4 1:¢;, ou ¢, est un point de rebroussement, I’équation (16) admet
la racine ¢ =1¢, et méme comme racine double, puisque ¢, donne un
point double de & (avec une seule valeur du paramétre) et que ce
point, qui n’est pas un point limite de E(T,), compte pour deux parmi
les points d’intersection. Inversement, si I'équation (16) a une

reportant aux formules (5), 2 étant calculé, onac /1 + t* =

solution (z, T') telle que ## T =1, en remplacant T par -;; dans (15)on

retrouve ’équation en ¢ donnant les points de rebroussement; posons

donc, en groypant les termes de méme degré en z et T dans (16)

(17) F(t, T)= 0T (20 +T) 4+ 20T (t+2T)
+o2lT(4-3Tt+TH) 4+ 2tT(2t +T)+ ¢t +2T 0.

La courbe ¥(t, T)=o0 du plan OtT contient tous les points communs

or m . .
aux deux courbes 5 (t, T)=o0, Tt’—1= o desorte qu’tl existe néces-

sairement une identité de la forme

(18) F(e, TY="P(1, T)(j)_—l;v{—Q(t, T) (Tt —1),
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ou P(z, T), Q(z, T) sont certains polynomes. Ceci doit entrainer
Pidentité ‘

N 1\ OF 1
(19) F<z, F>:l (1, ?3>D7<[’ t5>'

On calcule aisément

t F(t,»lg>zi7+%+%’+§+3t,
(30) e Fr T e
M, 1y_9 18 30 18
a\p )T T s T T

On voit donc que P (t, %) =let par suite P(¢, T) — %est un poly-
nome en T divisible par T¢*—1; l'identité (18) permet donc de
prendre P(¢, T)= ;," [en modifiant convenablement, si besoin est, le
polynome Q(¢, T)]. Nous obtenons ainsi I'identité

N tF'(6) —3F (&) =2(T—1)9(1),

(21) {cp(t)E3T2t“+(T3+2T)52+(2T2+1)t+3T.

F () JF(t) d [F(¢) .
S — —a— = ; |~ |» hous voyons que, si
nous voulons discuter ’équation I'(z, T)=o0 ou T est donné et oti ¢

est I'inconnue, 1l y a avantage a remplacer I’équation F(z, T) = o par

Si 'on remarque que

Péquation f(z, T)=o0, ol f= 5; car I'équation =0 ne peut se
discuter facilement que si I'on classe aisément les racines en ¢ de
I'équation 00—1: (¢, T)= o qui est de degré cing; au contraire, I’équation
F(¢) o(1)

A ¢’
sait que I'on peut se borner a supposer o T 1 ; lesracines en zsont

, . L., . - 1
équivalente = o0 donne une dérivée qui est 2 <'1 — [)

alors négatives, de sorte que le facteur 2 (T — ;) % est hégauf; donc
la dérivée ['(t), qui n’a besoin d'étre étudiée que pour — oo =t o0, est
de signe contraire a celui de ¢(t), polynome du trozsiéme degré en ¢, au
lieu d’étre du cinquiéme degré. Nous écrivons donc
SOy =oT*+ (Tr+2T2) 2+ (4T>+ 2T) ¢t
, o 2T 4T 2T2x 2T
(22) + 6T+ 7 s D w 0,
o(t)=3T2+ (T4 2T) &2+ (2 T2+1) £+ 3T,
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Nous étudions le signé de ¢(t) : calculons ¢'(¢)
[ ]

(23) ¢ (t)y=9gT+2(T2+2)Tt+ 2T 41
T: 2 (5—TH~+ 14T
E[S’Ft+ ;2]+(O z) Il

Puisque nous supposons 0 < T 1, /() est toujours positif, non nul;
donc, si zcroitde — o a0, ¢ vaen croissant constamment depuis — o
jusqu’a la valeur positive 3 T; donc o s’annule, une fois et une seule,
pour une certaine valeur négative ¢, et nous avons pour f le tableau
de variation suivant :

t — 0 to o
Vi -+ 0
7 ’ —w A Maximum Y\, —a

Suvant que le maximum f(t,) est positif, nul, ou négatif, la
conique E(T) coupe (&,) en deux points réels, la touche accidentelle-
ment en un point, ou ne la coupe plus.

Cette discussion minulieuse nous permel donc de tracer la courbe
d’équation F(z, T)=o0 dans le systéme d’axes rectangulaires O¢T
(fig- 7); elle a O pour centre; & chaque point (¢, T) correspondent :

T T
puis le point (z, TIT>’ donc au‘ssi (— Z, TTI), <§, t‘-’T) (7' y — t2T>;
la courbe passe & l'origine, avec la tangente ¢+ 2T = o, ce qui est
conforme au développement T = g— 30 ~... trouvé plus haut,

4

avec § =— ¢;ladirection O¢(T = o) est direction asymptotique triple
et les trols asymplotes correspondantes sont confondues avecl’axe Ot
qui ne coupe la courbe qu’en un point & distance finie O, le point a
Vinfini sur O¢ comptant pour huit intersections confondues; la direc-
tion OT (¢= o) est direction asymptotique quintuple, les cinq asym-
ptotes correspondantes étant confondues avec OT; la direction
asymptotique restante, 2¢+T=o0, est simple et I'asymptote
correspondante, puisque O est centre, est 2+ T = o; les points ou
Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 4, 1g5o. - 59

le point (— ¢, — T') puis le point (; L), donc aussi <~_Tl’ ——I>,
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cetle asymptote coupe la courbe a distance finie sont fournis par I'équa-
tion (241" — 4¢*+3) =o et l'on s’assure aisém®nt que l’équation
241°— 41"+ 3 =0, quiserameéne alarésolutionde 3> — 4\ 4~ 24 =o,
n’a que des racines imaginaires. La forme de la courbe en résulte;
nous avons montré que chaque paralléle T =T, a I'axe Ot ne coupe
la courbe qu’en deux points réels au plus, de sorte que la branche
partant de O, du coté des T négatifs, et ¢ positifs, ne peut admettre
qu’une tangente paralléle & I'axe des ¢, et que la discussion faite plus
haut pour déterminer I'intersection d’une ellipse E('T,) avec (&,) est
parfaitement légitimée.

Nous allons maintenant calculer sans difficulté les valeurs zet T qui
correspondent au contact de E(T) avec I'ovale (&,).

Il y a avantage a revenir aux variables ¢, u =t T, puisque le chan-
gement de signe simultané de ¢ et T ne change pas u.

Sil’on pose T = u, la forme (10) de I'équation F(¢, T) = o donne

(1= (1 +uw)— (1 + ) (1 +u?)==o
ou encore
(22) 2 (P 12+ ) + (w5 J w3+ 6w+ Ju—+1)+ 2 (W4t uy=o.
Quant a I'équation ¢(7) =o, elle devient
(23) 23ut+ou41)+uw+20*+3u=o.
Eliminant ¢* et supprimant le facteur u = o, nous obtenons

(24) a(w4u+1)[(3+2u+3u)P+ (w4 2u-+1)]
—(wr+2u+3)B3uw+2u+1)(u—+1)=o.

En développant on a

(U4 u+1) |t 4 w19 ut+ 24 W 19w+ i +1)
— Bur+8 1w +8u+3) (4w + 61+ Ju1)—o.

En divisant par u*, on a

1 1 P
z<u+£+1>[u3+—.i+4<u2+~.;>+19<u+~)+2.1}
u 3 w u? u )
1 1 . I , 1 .
13w+ =V +8(u+- V14l |wr+ , +4{u+ - )+6|=o0.
u? u uw? u
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En posant u 111 = U, on obtient
2(U + 1) [U? - U2+ 16U - 16] — (3U?+ 8U + 8) (U + 4U + 4)
ou, regardant avec un peu d’attention, simplement
(25) 2(U + 1)U — 30U (U2 + 4U + 4) =0,

car les groupes négligés
2(U~+1) (4U2+16U +16) et (BU+8)(U+4U 4 4)

se détruisent. Le facteur U?= o correspond a la solution u*+1=0
ou 1+ *T*=o0. Or la forme

(1 )21 @)t = (1 £4) (1 w?)2= o0

montre que si 1-+u* est nul, on a 1+ ?#*=o0, donc 1-+#*=o,
T?=1. Cetlte circonstance peut étre prévue a priord; les deux points
(t=1, e=1), (t=1¢, e=—1) coincident avec le méme point
cyclique, qui est point double de la courbe, obtenu lui aussi avec une
seule valeur du paramétre t (mais avec deux valeurs de ¢); si I'on
suppose T ===1, I’équation fournissant ¢ est

(14 V2 (1 t) — (14 1*) (1 + 222 =0,

et elle admet les racines doubles t — <+ 1. Cela tient a ce que chaque
ellipse E(1), E(—1) est un cercle et passe aux points cycliques.

" Ce cas écarté, 'équation (25) se réduit a

(25") U2+ 10U +12 =o0.

Les valeurs de u ne sont réelles que si |U|>~2, donc nous ne
conservons que la racine U=—5 - /13; on calcule ensuite «, ¢ et T
par les relations

(26) u‘3+(5+\,/";3>u—§—1:0, t‘-’:~—M
JU+2u +1

tT = u,
ce qui donne bien un ensemble de quatre points (¢, T,), (—Z, —T,),

1 1 —1 — 1 . ' .,
7 ) {7 - ) Pour faire le calcul aisément, on peut
6’ T, 6T ’
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calculer deux constantes numériques A, B telles que Au—+B et

w(w—+20+3) . , .
— ————————solent égales pour les racines de
3ut+2u+1

W+ (5 +V13)u+1=o0;
il suffit d’exprimer que w(w®+ 20+ 3)+ (Au+B)(3u>+ 2U—+1)
est divisible par u* 4 (5 + /13)u 1. Le premier terme du quotient
est (1+ 3 A)u et le premier reste est
[3B—A(13+3y13)—3—yi3]we+(2+2B—2A)u—+B.
On écrit donc, pour obtenir A et B, les équations
3B—A(13+3y13)—3—y3=272B—24 _p
34+ y13

Cela donne, par des calculs ennuyeux que nous ne reproduisons pas

A= 5——“2—\/[73: B= DG_S,
(27) . 9 - 9
= = 2\/1355(’9*(7 —vi), w+ (5 +V13)u+1=o.
Pour calculer aisément z opérons ainsi : soit, les radicaux étant
positifs
(28) u1:"5—\/§—i—2v’m’ uz:_5‘\/3—2m_

On a, puisque 5 — 2/13 est négatif,

t?_13:<0—2\/1(;)(u1~u,.3) <o

En prenant pour ¢, et ¢, les racines carrées positives de #] et z;, on a
donc ¢, < t,. Oron a

tfjt-'tiﬁz(ZV/;?;_:;)(5+\g;§>+2,(7—\/73):5+3\/;3 (tata ),
Vi3 . ViB—1
(1«14_,2)2:%, (12_(1)-: \__3_;
/13 V13—l
1 I4-yis V1s 1!
B
(29) ¢

1 11 +4/13 V13— )
R
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Ensuite on a
(30) T, = u,ts, Ty—= w,— .

On a ainsi, avec le minimum de radicaux & calculer (surtout de
radicaux superposés), les coordonnées des points

- f11 I 1
(tr, Ty), (—t, —Ty), (/*17T‘1>’ (MZ,_T;>

qui nous intéressent. On a, en effectuant les calculs, approxi-
mativement

(31) { wy==—o0,118, us=—— 8,487, t,—0,63, ty—1,56,
1 {
T,=—o0.184, I'y—=—5,347
I
\\
~.\O ¢ .te t
N (0,63 i
A = \ .
\\ \\\ :
T1 X~ -~ = S T ===To-- 3
=~ N >~ 2
S \ A §
= \ ~al
2 \
~ \
\

\ asymptote

Fig. 1.

La figure 6 indique le centre M de I'ellipse E(0,184), le centre p.
de Tellipse E(—0,63), le point ¢ ou ces deux ellipses touchent
I'ovale (&) et les portions utiles de ces ellipses.

La figure 7 ne représente que la portion strictement indispensable
de la courbe, car l'ordonnée T, est sensiblement égale 30 fois T, et
exigerait une place exagérée.

5. Liev pu poiNt DE contacT DE DEUX ELLiPSEs (E) TAncEnTES. —
Considérons deux ellipses (E), (E,) dont les centres w, w, sont du méme
coté de Ox; elles se coupent en A et B et en deux autres points réels
situés de part et d’autre de Ox : cela résulte de la construction
indiquée plus haut pour la corde commune autre que AB; la droite
(', »')) joignant les symétriques des centres w, », coupe AB en un
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point V extérieur a (C), de sorte que le point U est intérieur au
segment AB, donc 4 (E) et & (E,); la corde commune donne donc
deux points réels et distincts.

Si w, w, sont de part et d’autre de Oz, le point V est intérieur au
segment AB, donc U extérieur et nous ne pouvons plus rien dire.
Si w est fixe, en supposant w, variable, pris d’abord du méme coté
de O.xr que w, puis venant de I'autre coté, par raison de continuité,
les points communs seront réels un certain temps et il peut arriver
qu’ils disparaissent en se confondant; nous avons donc possibilité de
trouver des couples d’ellipses tangentes. Si nous prenons le cas oli w,
w, sont les points (o, R), (o, —R) les deux ellipses sont circulaires
et, en dehors de A €t B, n’ont plus de points communs réels.
De méme, d’une facon plus générale, si w et w, sont symétriques par
rapport a l'origine, les deux ellipses sont homothétiques et n’ont que
A et B pour points communs réels.

En tout cas, si deux ellipses (E), (E,) sont tangentes, il résulte de
ce qui a été dit & U'instant que leurs centres sont de part et d’autre
de Ox. Pour un tel couple, AB est une corde commune ne contenant
pas le point de contact, donc I’autre corde commune UNN du cas général
est la tangente commune et contient ce point de contact; la droite o' w),
qui joint les pdles de AB par rapport a (E), (E,) porte le point de
conctact qui est en méme temps un ombilic des deux coniques (la
propriété est projective : supposons que A, B soient les points
cycliques; la sécante commune aux deux cercles tangents est la
tangenle au point de contact; o', w, sont les centres des deux cercles
et la ligne des centres passe par le point de contact). Ici les deux
ombilics portés par la droile &’ | sont le point a I'infini de w'w’ et le
milieu du segment w'w’; les ellipses (E), (E,) se touchent en I'un de
ces deux points; ce ne peul étre le point a I'infini, donc c’est le milieu
du segment »'w| et nous avons & exprimer que la corde commine
passe par cet ombilic. Cette condition est nécessaire, mais non
suffisante : la propriété est projective; raisonnons donc sur deux
cercles et la corde commune constituée par la droite de linfini;
st les cercles sont égaux, sans étre tangents, la droite de U'infint contient
un ombilic, mais en méme temps I’axe radical contient I’ombilic associé :
nous trouverons effectivement cette solution parasite.
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Considérons donc les deux ellipses de paramétres ¢ et T; la corde
commune associée 4 AB a pour équation

(32) [2(x—R)+y(t+T)]+ [2(x+ B)—y<—;— -+ }>—I ﬁ —o.

En passant remarquons que si ¢ reste fixe et si T varie, cette corde
commune enveloppe une courbe unicursale de classe 3. Le milieu du
segment ' w’, point qui sera celui ou se toucheront les deux ellipses,
a pour coordonnées

_I{I—I-—lz_*_l—T"], —H{ / 4 I ‘l

2 i+ T T IECT
Sil’on pose ¢+ T =3, tT = p, ces coordonnées s’écrivent

— R(1— p?) —Rs(1—|—p)‘
(1—p2)—»—si’ (1—p)+s*

(33)

En écrivant que ces coordonnées satisfont & (32), on a une équation
de condition ou p—1 se met en facteur; si p=1, w et w, sont
symétriques par rapport & Oy qui est la corde commune autre
que AB : celte corde commune passe bien par le milieu du
segment ', mais en méme temps, AB passe par le point a 'infini
de w'w), de sorte que I'on a le cas parasite prévu a prior:; en écartant
p =1, on a, par un calcul facile,

(34) - 8p*—s*(1+dp+p*)=o.
Cette relation permet d’exprimer s et p rationnellement au moyen
d’un paramétre auxiliaire 6 (il suffit d’exprimerp et /1 + 4p + p? au

moyen d’un paramétre unicursal 0), de sorte que la.courbe obtenue
est unicursale. On a une simplification provenant de ce que l'on a

(I*p)z+l+§10‘ 2:(1+p2-(1+€-),

4p+p L+ 4p+p

et par suite,

g5y, = 20=p)(+4p+p) . —2pRVeVi+hp+p?

(35) = ’ y = 5 .
(1+p)(1+p?) (1= p)(1+p*)

Pour que 1+ 4p + p?* soit positif, il faut et il suffit que I'on ait soit
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p>—2+/3,soitp=—2— /3 (silona exprimé p et \/1 + 4p—+ p*
au moyen du paramétre 0, ces inégalités sont automatiquement
vérifiées ); de plus, pour que ¢t et T définies par 1T =p, t+T=s
sotent réelles, il faut que l'on ait s*— 4p> o0, ce qui, puisque
1+ 4p—+p* doit étre positif, revient & p(1+ p)* =0 ou p = o; donc
la portion de courbe correspondant @ p > o donne des points @ coor-
données réelles ot se touchent deux ellipses imaginaires conjuguées : cela
n’a rien de paradoxal, car si f=o0, g=o0 sont les équalions de
deux coniques réelles, les deux coniques imaginaires conjuguées
S +ui)g=o0 et f+(h—pi)g=o0 ont les mémes points
communs que f=o0, g =0 et les mémes particularités éventuelles de
conlact en ces points. On remarque la forme simple de x*+ y*; on a,

en effet
’ R"(l—%.’;p—!—pf)'

x4+ Y= Py
On en déduit
Re  x*+)? 22+ + R 22432 — P\x‘
(37) poro ek o ’
Yo i~ P 1
x ZVlI’_l \/—l_—i——ip—f—p'-‘.
En remplacant ])2_171 par $2+*;:: R et p par %, l

derniére formule (37) permet d’écrire

—V2(2>+ )+ Ra) (@ ) — Rea?)
/ , (x4 + Ra x4+ ¥+ Ra \? Vi3(zi+ y2)— Ra?
\/ b <x*+)’2 — Ra (x +1*— Rz
En rendant entier el rationnel, on obtient, en supprimant le facteur
parasite x>+ y*, I'équation définitive

Ry =

(37) (22 + y2) — R-z(x'.-z_{__],z) (22°+ 3y?) + Riz*=o.
Si 'on passe aux coordonnées polaires ¢, ®, cette équation devient
(38) ot — R*(3 — cos’w )p*+ Rtcos’w = o.

Nous résolvons celte équation, non comme équalion bicarrée, mais
en décomposant d’une autre fagon en produit de deux trinomes

(39) (p*+ R2cosw)?— R2(3 4 2 cosw — cos’w)p*=o.
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En raison des symétries évidentes nous nous bornons a écrire les
racines du trinome

(ho) - or— Rpy/(3 —cosw) (14 cosw) -+ R cosw = o

ou

4n o0 (3 —cosw) (14 cosw) 4 2/(3 + cosw) (1 — cosw)

1 R 2 ’
Yy

ol les radicaux sont tous pris positivement et ou ¢ = -1 ou — I on
a aisément

¢
f

, 1 do . cos® — T I+ COsw
(42) R g = el —= 4 .
w V(3 —cosw) (1+ cosw) V(3 + cosw) (1 — cosw)

™

On vérifie aisément que pour ¢ =1, la fonction o croit de 1 a \/3
Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 4, rgdo. 4o
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s y TP - T x

quand o croit de o & _; * est, pour w=o, égal & \/2 et pour w =",
2 P 2

X v 1ye . . N . T
égal a l'infini. Pour ¢ =—1, la fouction g, quand w croit de o a S
décroit de 1 a o, et que g, est, pour w=o0, égal a ——\E, et,

™ | , . , . , .
pour =, égal & zéro : d’ailleurs I'’équation cartésienne montre

que Oy esl tangente a I'origine. Oh compléte par les symétries et 'on
a la figure 8. Les points cycliques sont triples, les droites y = iz,

y=1ix+ R et y=ix— R sont trois asymptotes paralléles; chaque
2 2 ?

point A(R, o) et B(—R, o) est point double ordinaire et 'origine

est point de contact de deux branches analytiques distinctes.

Les points de la courbe qui donnent des ellipses réelles sont fournis
par les valeurs de p négalives; on doit donc avoir

(224 1+ Ra) (2 + 2 — Ra) <o,

de sorte que I'on doit uniquement prendre les deux ‘portions pointues
se raccordant en O; on vérifie immédiatement d’ailleurs que le cercle
z*+ y*—Ra=o0 de diamétre OA a comme total de ses 12 points
d’intersection : O complant pour 4, A pour 2 et I, J comptant chacun
pour 3; il contient donc a son intérieur la portion pointue reliant O
a A. Cette portion pointue rencontre 'ovale (&,) en deux points qui
ont été déterminés au paragraphe précédent, puis en deux points
plus rapprochés de Oy, ou deux ellipses (E) sont tangentes entre
elles sans toucher (&,).

La tangente commune aux deux ellipses est fournie par I’équation

(32" pl2(z—R)+ys]+2(z+R)p—ys=o.

Elle ne coincide pas avec la tangente a la courbe lieu du point de
contact que nous venons d'étudier; 1'équation (32') peut en effet
s’écrire sous la forme
(p>—1DyV2

—_— 0
Viddp +p?

(33) plz —R)+(z+R) +

et définit une enveloppe de classe 4, unicursale. Or, on trouve ce
résultat curieux que cette tangente commune enveloppe la déceloppée de
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Uellipse ac—{— ),l- = 3_’ tandis que précédemment nous avons vu que la

corde commune a chaque cllipse et Uellipse infinument vousine ensveloppe
. ” 2 R2 . T
la développée de D'ellipse x* + A 5 les deux ellipses ainsi mises en
4 ¢

évidence sont homothétiques par rapport a l'origine.
Pour obtenir les points ot la tangente est paralléle 4 Oy ou O, il
. 1 / .
suffit de calculer les racines de - = ou ~ %2, ce qui donne pour p les
x dp y dp
1

2
Ww—hu—8=o et (p—1)(uw*+7u+8)=o.

équations rationnelles respectives, en posant u =p +-

Il est plus simple de poser 2*=X, y*=Y et de chercher les
tangentes horizontales et verticales de la cubique unicursale décrite
par le point X, Y; on trouve pour notre courbe (z, y) comme points
ou la tangente est verticale

X

2 =\3(ay3—3)=1,18..., lg—5\3=0,583...,

_ o
RV T

comme points ou la tangente est horizontale

/T"— ll_—*—f:
x _  JI9Viz -9 Yo STy,
]{_\/—/ S —=0,40..., ]{_\/ —Tﬁo,&)....
. o, . RV3
Les rayons des cercles surosculateurs en O sont égaux a —— et

oRy/3
13
pointillé, ovale (&.) qui a une forme trés pointue en A et B.

-ceux relatifs aux sommets sur Oy égaux a - La figure donne, en




