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Sur un nouveau calcul symbolique 

et ses applicati~ms; 

PAU CLAUDE BERGE. 

Tableaux des correspondances générales. 

Fonction originale. 

(Il) 9(n + q)* 

( lll) 

(IV) 

(V) n't 9 ( n )* 

(VI) 

( q entiel' > o ), 

(q entier< o) 

( q entier > o) 

( q entier< o) 

t 
n • 

1 
<p(n + q)* (q entier> o) 

(n + q). 

( q entier < o ) 

(VII) n ! cp ( n) 

Deuxième image. 

C, 5 i( p) + C2 5 1. (p) 
P'' 5 (p) - p'1-1 9 ( o) - prt-'l 9 ( r) - ... 

-9(q-1) 

P'' 5 (p) 

Journ. de J}fatlt., tome XXIX. - Fas_c. 4, 1v5o. 

Première image. 

C1/1 (x) + C-_d1 (x) 

j(,1) (:r) 

( r .. ,/J-r f(x) 
'. 0 / 

/( J.:,c) 

<) -

d-~ j(x, I.) 
}. 

( a )(,1) 
:r dx j(x) 

(
'1·•· dJ.:)(-,1) 

- /(.?.) 
J· 

Il 

.f(x) 
X'I 

id. 

/1 (x)/1 (x) 

32 



(IX) 

(X) 
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Tableaux des correspondances générales (suite). 

Fonction originale. 

y, (i) 91 (j) 
i+j=1t 

Deuxième image. 

5' 1 (p ) '!. (p) 

l') ---~i·(p-a) p-a 

Première image. 

-.
1-f f 00 e~/::.J, (t) /'!.(~) d:- dt 

2 l Tr :X: ,.1 ,~ l = 0 ' 

9 ( o) si n == o 
/ l 9 ( i-+- I) + ({iJn- 1 si n > o 

5' (p - a) 

(p- 1)115-(p) 

f 'e"' df(:x:) + j(o) 

lfi1_1!'1 c;/1) ( n + q O) ( o L O r) 

n 1 (n)* 
(~f q 

?(~)' 

l!. (00 ti-1 /-Vï f(t) dt 
q ''0 

f(x't) 

( 19(n) == 9(n + 1) - 9(n) ( /J -- 1) ~J' ( p ) 

) Il-[ 

1 
;9(n)=9(0)+9(1)+ ... 

+9(n-1) 

5-(p) 
p-1 

J\'. B. - Le symbole 

lg(i) + h(.i)]n signifie: g(n)h(o) + c,~g(n - 1)h(1) + c:ig(n - 2) h(2) + ... 
+ g( o) h(n); 

signifie : la fonction égale If ( n) pour la valeur de n où elle est 
définie, et égale à zéro pour les autres valeurs de n; 

signifie : qu,il faut répéter q fois l'opérateur i~diqué entre les 
parenthèses. 
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Tableaux des correspondances particulières. 

Original. 

(3) an 

(4) n ! 

( 5) p" cos n O ( p eiO == a -+ ib ) 

(5') pnsinnO 

(6) 

(6') 

1 -j- (- 1 )ll 
'2 

1-(- 1)n 

2 

q! 
(f}-n)! 

(n-+q-1)!* 
(q - I) ! 
(- 1)/l 

I * 

n 

r(n/, + I) 
(f : fonction eulérienne) 

J n(y) 

Tn(y) 

Pn(y) 

f (ni, -j- 1) 
I'(n-+1) 

( fonction de Bessel) 

(pol. de Bernoulli) 

( pol. de Legendre) 

Deuxième image. 

p 
p- a 

,.. ,,, dt Pj e--pt __ 
l-t 

0 

p(p - a) 
(p-af+b-1 

pb 

1 

e I' 

Loo-_P_ 
'-'p-1 

I 1· 1 ' (. I )' /,-[ dt 
l' (/,) o log t p - t 

E; (i) 
( fonction de .Mi tt~lg-Leffler) 

f oo e-1+T, dt 

0 
,p ,· /2 

[!_ e - •2-J · t J ( t ) e -:y_ fi dt 
y O O • 

p(p -y) 
p 1 - 2j>J1-l- I 

p 

Première image. 

l-X 

ea:r.: cos bx 

ea:r: sin bx 

chx 

shx 

( I -j- X )'l 

(1-x)" 

( fonction de Bessel) 



Qn(._r) 
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Tableaux des correspondances particulières (suite). 

Original. 

( pol. de Bernoulli) 

' • nî. 
S111 -

Il '.2 

rtll ( '2 Il)'. 
(n '. 2nr 

Deuxième image. 

Arc Ltr -
1
-

b p 

Arc th~ 
p 

p 

p 
(p-l)"-+-1 

I. - Première correspondance. 

Première image. 

e·'-'Cr-1) _ I 

e-x_ I 

r.rsin l l 
-(/ 

.., 0 t 

t. DtFINITION. - Soit 9( t) une fonction, définie au moins pour les 
valeurs de t entières et o. Dans ce chapitre, nous conviendrons 
d'appeler image de 9( t) la fonction 

j '( ) (.? (Il) 
X ==_2:..~:1n. 

n=O 

Pour que la s_érie converge dans un certain intervalle, nous suppo-
serons que cp ( n) === 0 ( h11 n11 

). 

Réciproquement, à toute fonction /( :x.:) holomorphe au voisinage 
de l'origine, nous pouvons associer une fonction cp ( t) définie pour les 
valeurs de t entières et non négatives par la formule 

nl if(=.) on ==- --dz 1 ( ) ') [ 7r ~" +-1 ) . ( q,.., 

où (C) est un cercle suffisamment petit centré sur l'origine. Nous 
dirons que/( x) a pour original ;o( n ), et nous écrirons 

/(.x)-!- cp(n). 
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Exemples. - L'image de cp( t) === at sera 

11x a 2 x-J. 
j(.x:) == I + 1 + -,- + ... == eru: 

I . 2 . 

L'image de cp( t) === r ( t - 1) sera 

ou 

(4) 

I 
j(:x:) == I +X+ te"!. -j- ... -=: --

I - X 

I-X 

2. RtGLES GÉNÉRALES DU CALCUL AINSI DÉFINI. - THÉORÈME l. - ,"','i 

on a 
( C 1 et C1 étant des constantes). 

En effet, la série entière étant absolument convergente pour les 
valeurs de x comprises dans le cercle de convergence, on peut écrire 

Applicatl·on. - Cherchons l'image de 

Ona 

en posant 
a + i b == p eïO ; 

on a donc, d'après la formule (3), 

d'où 

(5) 

THÉORÈME Il. 

\ pn cos n O : ea.,: cos b.r, 
i pn sin n O : etu· sin b.r. 

Si cp(n): /(x), l'ùnage de 9(n+1) sera f'(x), 
9 ( Il + I ) : /' ( .r). 
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En effet, s1 l'on considère .des valeurs de x dans le cercle de 
convergence, 

cp ( Il + I ) : 9 ( I ) + ~\ cp ( 2 ) + , , . == j' ( ,1') • 

CoROLLAlRE. - Soù ~( n - 1 )* la fonction égale à SD( n - 1) sin> o, 

et égale à ::éro sin== o. 
On aura 

THÉORÈME III. - Si So ( n) => / ( n ), on a aussi 

. ., 1.11 0 ( n) 
1.n Q (11) == !.i:n __ , -, _. ==f(l.x). 

' • Il . 

Applt'catt"on. - Cherchons l'image de ~(n) == 2 11 n ! On a vu que 

on aura donc 

nl=--·= - 1
-, 

• 1-X 

2nn'. =·_:_ __ i __ 
• 1-2.x 

THÉORÈME IV. - .\'i r.p(n) dépend d'un paramètre À, on a 

ù . a1 a(? ( n' 1.) =~ ffi ( .r' I.) • 

On a, en effet, 

9 ( n, ). ) <= J ( :r, ). ) i 

et, en vertu dut héorème I, 

9(n, ). + LH) - 7(n, /.) j(x, I. + .i}) - 9(.r, /.) 
4~ 

Comme une série entière est uniformément convergente dans un 
intervalle intérieur à l'intervalle de convergence, ]a limite de ]a 
somme sera la somme des limites, et, par conséquent, en faisant tendre 
Lii. vers zéro, on obtient la formule annoncée. 
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Applicatz"on. 

Ona 

Quel est l'original de /(x) == (• _ ~),,+1 ? 

dérivons par rapport à)\, 
l • (Il+ I) ! 

(- 1) (}.- xf -.---~Il. 

I • ., ( Il + I) ( Il + 2 ) n ! 
( - I) ( - '>,) (}. - X):; =-~ ( - l )a /.n+:J 

en faisant À== 1, on a 

(6) 

TnÉORÈME V. - ."','i 9( n )-:-/ ( x ), on a 

n 9 ( n ) :.- :r_ fr ( x) 
cl 

ü ( Il )* · 1· .{' f ( .l') d 
-•-,-l - -.- --;;;- X, 

0 

l' astérùque s(g·n~/iant que l'on doù prendre ~éro pour valeur de la f onc-
tz"on lorsque n == o, car alors elle n'est pas déjinz·e. 

Pour démontrer la première relation, par exemple, on remarque que 
j_n 9 ( n ) * / (/,X) ; 

dérivons par rapport à)\ les déux membres 

n 1.n-1 9 (Il)=-> ,rj' (l ... i: ), 

en faisant ), == 1, on a la relation ann·oncée. Plus généralement, on 
aura 

( * • ( <) • •• ) lff)J n'' o n) =--~ .r - 1 - (.7·) 
' • \ ( X 

s1 q entier> o, 

si q entier< o. 

THÉORÈ)lE VI. - Si q est un nombre entier, positlf ou négallf, on a 

J ( .-:c) . Il '. 
-- =-==---o(n+ r.)* 

.r'I • ( n + fj) '. ' 7 , 
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l'astérisque indiquant encore que, si q est négallf on doù prendre pour 
valeur du second membre la f oncûon 

n ! . 
(n+q)!<p(n+(_f) 

== 0 SI Il<- fj, 

On a, en effet, 

[ ,. ,.f(x) d.c : Î." 9(11 1)'; 

dérivons par rapport à ), , 
,l' j ( À X) =-> Il Î. 11

-
1 9 ( Il - l )*, 

ou en faisant Î. == 1, 
,r/(x) : n 9(11 - 1)* 

en répétant cette formule q fois, on a la relation annoncée pour q < o. 
Si q > o, on voit que 

j( X) _ 9 ( 0) (f ( l) 9 ( 2) _._ 9 ( Il + l ) 
----:;;- - ----;;- + -1-! + ----;--r X + ... -.- Il -+- I ' 

ce qui donne encore la formule annoncée, en faisant la con ventio1;:1, 
semblable à celle de Dirac, de supposer !f( n) == -9( n + 1) == o pour 
n==-I. 

THÉORÈME V II. - On a 

n ! 9 ( 11) -:- le J , e - f j ( t) dt. 

u 

c'est là une propriété connue de l'intégrale de Carson. 

THÉORÈME VIII. - /t(x)/2 (x) a pour ùnage 

ce que nous écrirons symboliquement, par analogie à la formule du 
binôme, 

Nous verrons plus loin l'utilité de cette écriture. 
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5. APPLICATION AU wR0NSKIEN RÉDUIT. - On sait que la èondition 

nécessaire et suffisante, pour que trois fonctions Y1(t), Y2(t), y;/t) 
soient linéairement indépendantes, et que 

J' 1 ( L ) )' 1 ( t) )' :: ( L ) 

(A) .l ( L) == y'1 ( L) y''!. ( t) Y~i ( L) o. 
)' '; ( L) y'; ( L) f'. ( L ) 

Au lieu de prendre le wronskien relatif à la dérivation, on peut 
prendre celui relatif à tout autre opérateur linéaire, et l'on a alors 
une condition seulement nécessaire : 

y 1 ( t ) J' 1 ( L ). y:: ( L ) 

( B) D(L)== y 1(t+ 1) y 1 (L+ 1) )'::(/+ 1) o. 

)' i( L + '.~ ) y'-'- (t + '.J. ) y:-,( L + :~ ) 

Si zéro n'est pas une singularité pour les-fonctions y 1 (t), y'2(t), 
y 1( t), on sait que l'on peut remplacer la condition nécessaire et 
suffisante (A) par une autre plus simple, â( o) o. 

De même, montrons que siy,, (t), y 2 (t), y 3 (t) ont des images / 1 (x), 
/1. ( x ), / 3 ( :i:: ), on peut remplacer la condiûon ( 13) par une autre plus 
simple D ( o) o et qui sera nécessaire et suffisante. 

En effet, d'après le théorème I, la condition nécessaire et suffisante 
pour que y 1 ( n ), y 2 ( n ), y 3 ( n) soient linéairement indépendantes est 
que / 1 ( x ), f:2 ( x ), / 1 ( x) le soient, donc, puisque ces fonctions sont 
holomorphes à l'origine, que 

/1 ( 0 ) j~ ( 0 ) /: ( 0 ) 

J"i ( 0 ) f'2 ( 0 ) f; ( 0 ) 0, 

/'~ ( 0 ) /~ ( 0 ) f'. ( 0 ) 

ce (JUi peut encore s'écrire 
)'1 (o) 
)' 1 ( I) 
)'1( 2) 

,)'1( 0) 
)'2 ( 1) 

)''!.( 2) 

J'::( 0) 
)':i( l) ~o. 
J':,(2) 

4. APPLICATION A LA RÉSOLUTION D'UNE ÉqUATION AUX DIFFÉRENCES FINIES 
LINÉAIRE A COEFFICIENTS co~sTANTS. - Soit à_ résoudre 

9(11 + p) + rt1 9(n + p- 1) + ... + u/J C?(n) == <l>(n), 

où a 1 , a 2, ••• , a,) sont des consl antes. 
Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 4, 19So. 33 
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Si 

on aura 
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9 ( Il ) <-= J' ( X ) , <P(n) F(x), 

y P' ( .r) + (( 1 y p-i, ( x) + ... + a P y ( x) == F ( x) 

dont _la solution est de la forme 

)'==y (X)+ Ci C,-1 .t· + c:! c'·,.e + cst ·''( Y.1 + Y.1X + ... ) + ... 
+ e'111'((3 1 cosbx + ~1 sin bx) + .... 

Or, on à Y(x)-~-=Hn), rf(n) étant une solution particulière de 
l'équation aux différences finies; en outre 

• Il'. cs1.1:.r1=--= ___ 5n-11 
• (n-q)! l 

e" 1 x cos b ,?:: -:-- pn sin n 0 
ea 1 .c sin bx : pn cosn 0 

[ rf. formule ( 3 )], 

( rf. Théorème VI), 

[lf. formule (5)], 
[ cf. formule ( 5)], 

et l'on a, par conséquent, pour les valeurs entières de la variable t, la 
solution cherchée 

Sans ce jeu d'images, on aurait été obligé de faire toute une suite 
de raisonnements rigoureusement analogues à ceux que l'on utilise 
pour la résolution des équations différentielles correspondantes. 

â. APPLICATION Aux ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. - Soit à résoudre 

X)' ur + 2 ( I - 2 X))' If+ ( X - 6) )'1 + )' == 0, 

on a 
y : 9(n) 
)'

1 
- 9 ( Il + 1 ) 

:l.}'
1 
-:- Il 9 ( Il ) 

y"-:- 9 ( Il + 2) 

xy" : Il 9 ( Il + I) 
xy"'' = :-= n 9 ( n + 2) 

6 

+ I 

2 

4 

en additionnant membre à membre après multiplication par les 
nombres de droite, il vient 

( n + 2) 9 ( n + 2) - 2 ( 2 n + 3) cp ( n -+- 1) + ( n + I) 9 ( n) == o. 
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Sachant que 
7(0) ==y(o), 

on a ainsi, de proche en proche, cp( n ), et 

~
"' o(n) 

y(x) == -' -,-x". 
Il . 

Nous ne développerons pas ici ce point de vue, ni la légitimité du 
développement, qui a déjà été étudiée par Borel et Poincaré. Qu'il 
nous suffise seulement d'indiquer ici que le calcul symbolique donne 
un développement formel de la solution y( x ), sans avoir à raisonner 
par récurrence pour connaître la loi de formation des coefficients; or 
on sait que tout raisonnement par récurrence exige au préalable une 
connaissance du résultat à légitimer. 

6. APPLICATION AUX NOMBRES ET POLYNO:\ŒS DE BERNOULLI. - Indiquons 
enfin que les formules établies nous permettent d'établir, sans tâton-
nements aucun, les propriétés des polynomes Q,/y) de Bernoulli. 

D'après leur définition, on a, en effet, 

à condition de poser Q 0 (y) ==y- 1. Les nombres de Bernoulli sont 
tels que 

à condition de poser B0 === 1, B-.!. === - {, B~ === B~ === ... === o. 
• :! :! :! 

On obtient : 

En effet, 
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2° Si y== m entier, on obtient Q11 (m ). En effet, 

3° Cherchons la relation de récurrence qui donne les Q11 et les Bw 
Ona 

;

11 n~ ~:= e~~\ 
e·'".'"- L 

Il <J11--1 -: : ,i:' e·•-· - l - .r -1 

û<Jn . :rc.,·.,· 
dy =.- c·e-1 

d'où, en additionnant, après multiplication avec les nombres de droite, 
Q':!;1+1 := (2p + 1)Q:!.p, 

(- 1)Pllp+ Q':!.,,== 2pQ:!p-l• 

4° Cherchons à exprimer les B,, en fonction des Q,, (:;). 
Ona 

Comme 
. d 1·,.e-t".'"_ e•-· e·r:_i·_ 1 

nQn-1 (/-t)==x-y- . dx==x-.-- -x, 
OX C '- - I e·'- - l 

0 

on a 
l - -- l 11 == - () -1 - • 

( 

1 )·8 Jl_ (1) 
2n -;J- 2 \..Il 2 

D'où les relations 
( - 1 ) 11 2:! 11 Il Q:!.n-1 ( ~), 

B - ., 
n- 2:!.n_ I 

II. - Deuxième correspondance. 

f. DÉFINITION. - Soit ({)( n) une fonction, définie au moins sur 
l'ensemble des entiers> o. Nous lui avons fait correspondre une 
première image/ (x) au sens de la première correspondance. 
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L'image 5' (p) de/( x), au sens du calcul symbolique d'Heaviside, 

sera 

if (p) == p r Y; e-/'X'f(x) dx. 
'-'O 

Nous appellerons désormais 5' (p) deuxième image de q;( n ), ou 
image tout court, aucune confusion n'étant possible avec la première 
image/( x ), et nous écrirons 

9 (Il) uù if (p). 
"-' 

Si 9 ( n) converge dans un certain intervalle, on aura 
Pit 

0 

car 

Cf (Il) "lli..7 m ( // ) I f 00 

--==p _T __ . - e-1tu11 du 
p1t Il'. pn+l 

0 0 

0(n) f"" f"' [~ 0(n) ] ==p ~7 o e-P-'-'a.:1tdx-::::=p o e-PJ-' ~7xn dx. 

Mais si la série ne converge pas, ffe (p) sera la somme ( B ), c'est-
à-dire par le procédé de sommation de Borel. 

Dans le cas où ffe (p) admet l'infini pour point ordinaire ou pour 
point singulier isolé, on aura également 

ou, en appelant (L) un cercle arbitrairement grand centré sur 0, 

Q(n) == -. -- :;n d~, I f %(z) 
' 2 l7r Li Z 

cette formule, qui donne l'original connaissant l'image, jouit des 
mêmes propriétés que celle de Bromwich-Mellin 

/(x) == -. -- e::..-c dz. I i if(z) 
2l'IT C, Z 
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2. CALCUL DES IMAGES. Si l'on applique les formules du calcul 
symbolique classir1ue aux formules démontrées dans le premier· 
chapitre, on obtient 

(Th. l) 
(Th. II) 

( Th. III) 

(Th. IV) 

(Th. V) 

C1 91(n) + C:~ cp2(n) ..n. C1EFi(p) + C2 :7'2 (p), 
9 ( Il + I ) ..n. p [ 5' (p) - 9 ( 0) l, 
9(n - I )*..n. 5(p) 

p 

)," 'i' ( /1 ) ù"ù ,, en 
à ( .., d _ , 

-,-- (.? Il ' A ) ..n. -,~ :y ( p' A ) ' 
f I. ' < A 

a . 
Il 9 (Il) ..n, p dp :f ( p)' 

9 ( Il )* f 'Y; ~I' (p) / __ ..n, --(p, 
Il ,, j> 

on retiendra ces formules, ainsi que : 

( 3) 

(5) 

(/11..n..._P_, 
p-(I 

0 11 COS Il O ..n.., p ( p - ({ ) , 
i . (p-af+ b:!. 

0 11 sin n O ..n... pb , 
i (p-af+b'!. ( p eïO == a + i b ) . 

Le théorème II nom~ montre que cette transformation joue, auprès 
des équations aux différences finies, le même rôle que le calcul symbolique 
classique auprès des équations différentielles et intégrales; l'opérateur 
qui remplace t part+ I peut, comme l'opérateur de dérivation, être 
remplacé par une mise en facteur. 

La structure des deux calculs symboliques est d'ailleurs la même, 
comme le montre les formules des tableaux préliminaires. Complétons 
maintenant notre répertoire. 

Première formule du produit. - Proposons-nous de chercher l'image 
de ;o1(n) X g>2(n). 

Supposons que ffe 2 (p) soit holomorphe à l'extérieur d'un cercle de 
rayon R 2 • 
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Ona 

où C est un cercle de rayon r > R 2 , 

car la série I co 1 (n) :-'
1 

est absolument uniformément convergente, 
1 pn 

pour p bien choisi. Prenons ". 

On aura alors la formule fondamentale 

Applicatz"on. - Comme a"..n... _P_, on a p-a 

résultat trouvé déjà par une voie différente. 

( P • n1) J-{~ > / > l~ • 

Deuxième formule du produit. - Cherchons l'original H n) de 
ffe 1 (p) 5' 2 (p ). On a l'identité 

'f ( I) 'f ( 2) _ [ (? t ( l) ] [ • Cf2 ( I) -1 'f(ü) + - + -.,- + .. ·= 01(0) + -- +... G?2(0) + -- -L ••• p p- 1 p - 1 p -

et par conséquent 
t ( n) == I cp 1 ( i) Cf2 u). 

(i+j=11) 

Apmlication. - Original de 5'(p) === 9 p; , r p-+2 ip+c 
En posant 

et 



2·60 

on peut écrire 

comme 

·on a 

2° Si b '], === c, 

CLAUDE BERGE. 

ff (p) == _P _ __ P_ 
p-ap-~ 

_ _f!__ ..n_, (/.l/1, 

/J - a. - ' 
__ P_..n..Bn 

P. - 1 ' P-r---

~,. (p ) ..n.. WŒi. 
(i + j = 11) 

( p
2 r i.lù fi (p) == ( n ·--t- I) an . p-a -

en verlu de la formule (p-
1

) ..n.. C,~ que nous établirons plus loin. p 

3° Si b2 < c, les racines imaginaires peuvent alors s'écrire peiO et 
p e-i0 en posant 

et 
le - b2 

0 == arc tg \ h : 

On a, par conséquent, 
eïO n + t ) _ e-i01n + 11 sin ( n + 1 )0 

p ( n) == pn eïO - e-iO == pn sin O. • 

Original de _ P_ 5' (p - a). On a . p-a 

[f (p) == p [ e- Plj( t) dt) 
. . 0 

5' (p - a) = (p - a ) I ~- P'e'"f( t) dt: 

On voit donc que l'1mage au sens d'Heaviside de _P_ §i (p - a) . p-a 
est/( x )ea:x: , et par conséquent 

_P_ f:F(p _ a)~ [ cp (i ) + aiJn: 
p-a -



SUR UN NOUVEAU CALCUL SYMBOLIQUE ET SES APPLICATIONS_- 26 I 

Ori8inal de 5i' (p +a). - Pour l'établir, nous allons avoir besoin 
de la correspondance d'Heaviside, que nous écrirons ici à l'aide du 
signe "'-l. 

On sait que 
I p" -fF(p + a)-- ~e-a:r.:J( x ). 
p · p +a 

Or 
_P_ f"",,.,/ e-a:;_: 
p+a- ) - p + --1!:___ . f"",,.,/ _:_ ae-a:r.: ' 

p+ a . 

et par conséquent, en faisant intervenir la fonction ô( x) de Dirac, 

--1!:___ f"",,.,/ à ( x) - ae- a:r.: . 
p+a 

Par ailleurs, la formule de Borel donne 

" 1 :r: I ']-
- fF (p + a) - 1- f"",,.,/ Y(t) [à(x - t) - ae-a(.'t'-L)] d t 
P R+ a o • ) 

où Y(x) est l'image de fF(p + a) 

e-a <J(x ) =1' Y ( t ) 6(x - t) dt- a f :r.: Y (t) e-at.?.·-t1dt • Y (x! - ae-a:r.:1 .1.,· Y ( l)eaLdt. 
0 0 0 • 

En dérivant par rapport à x, on a 

d ( • f :t· ) f' (x) == dx ea:c y - a o • Y ~al dt == ea.l..•y1 (-'c) , 

Y(x) =.( e-"'J'(x ) dx + C . 
et corn me .f ( o) === lim % (p + a) == l im Y ( x) == C, on trouve finalement 

µ= ~ x=O 

Cette formule auxiliaire, que nous avons. établie ici parée que nous _· 
ne · l'avons trouvée dan_s aucune littérature, va mainlenant nous 
donner l'image de fF(p + a). On a, en effet, 

f'(.x) : (f (n + 1), • 
e-a r:f' (X)~ [ (f ( l + I) + ( - a )i]'t, 

Journ. de JJfath., tome XXIX. - Fasc. 4. , 1950. 34 



CLAUDE BERGE. 

et par conséquent 
· l [ CD ( i + 1 ) + ( - a ) iJ n g. (p+ a) ~(f (n)== 1 

<p ( 0) 
s1 n ~ o, 
Sl n == O . 

Prem~·ère applz°caûon. - Soit cp ( x ) une fonction différentiable, au 
sens de Stolz-Fréchet, ainsi que ses dérivéès. Proposons-nous de 
calculer -

{f (X) - <p ( .'l ,' + q) - e,; <p ( X + q - I ) + C.; <p ( X + q - 2 ) + ... + ( - I )'7 <p (X ). 

Si ffe (p) .r1,cp (n ), on a, en négligeant un polynome en p dont l'image 
est nulle, 

(f ( n) .r1, p 'l [)' (p) - C,) p•?- i ffe (p ) + ... == ( p - I )'7 ffe (p ) 

et 
(p - 1 ) [j, (p) ..1ù Cf (X+ 1) - <f (X)== cp' (X + Û l) ( 0 L Û1 L l ) 

(p - I )2 go (p) Cf 1 (X+ 01 + I ) - Cf 1 
( .:r + 0 i) == <p" ( ,'r + 01 + Û2) ( O L Û2 L i ) 

et l'on pourra donc écrire 

(f (x ) == <p '''1(x + 01 02 + ... -+- Üq ) == (!)
1'71(x + qO) 

( Cette formule peut être aussi démontrée à l'aide du théorème de 
Rolle, mais d'une façon moins simple.) 

III. - Application à l'analyse combinatoire. 

FoNCTION DES COMBINAISONS DE m OBJETS PRIS n A n. - Nous appellerons 
fonctioPt des combinaisons de m objets pris n à n la fonction de n qui ' • • 
est égale à Cil== m. , , pour n L m, et qui est nulle pour les 

m (m-n).n. -
autres valeurs de n; nous la désignerons plus simplement par c;;L. 

Son image dans le plan B est 

o I I m 1 _ ( 1 ) ,n 5-'(j~) == C11L+ C111 - + .. ;+Cm - - 1+-' - p pl/L p 

c'est-à-dire 

en .ru -· - • • ( p -t- I ') rn • 

/IL- p • ' 
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elle va nous permettre d'établir facilement plusieurs formules 
d' Analyse combinatoire. 

1° Calcul de 

Cette somme a pour image 

( 
[ + p).lll ( 1 + p )lll+ l ( [ + /J) m+ t/ :f(p)== -- + - - + ... + --p p p 

(
I + p\q+ 1 

== ( l + p )Ill I - p ) == _ ( [ _+ p )' Ill + ( 1 + /J )lll+ t/+ 1 • 
p 1+p p p p p . 

I ---p 

En prenant l'original de celte expression, ·on-obtient le résultat final 

2° Calcul de 

Si l'on ne tient pas compte d'une série entière en p, dont l'image 
est nulle, on peut écrire 

(
I + p) lll (I + p)m+ t (I + p' Ill -H f _ ( I + p)m I _ (1 + py1+ 1 S ..n.. -- + p -- + + p l --) --'( - p · f} ••• p - p . 1 - (1+p ) 

=-7' c; Pr + p•c; pr+•+' . 

D'où le résultat final 

Cette formule aurai_t pu être déduite de la précédente à cause de la 
symétrie du triangle arithmétique. _ 

Quand on additionne les cellule_s d'une même colonne, on fait la 
différence entre les cellules qui sont immédiatement en bas à droite 
de la derpière cèllule et à droite de la première cellule; ·quand on 

• additionne celles d'une même diagonale, on retranche celle qui est 
sous la dernière et celle qui est immédiatement à gauche de la 
première. 
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3° Calculde 

son image est 

( 
I + p)m 1 (' ·1 + p)'n 1 ( I +p )m -(· J + p)m . -- + C,.1 -- p -!- ... + q -- p? -- -- ( I + p )? p p p p 

=pf ;p)"'+". 
et par conséquent 

En particulier, s1 n == o, m == q, on voit que la somme des carrés 
n=q 

des cellules d'une même ligne est I ( c:; )2 == cl~ I/ • 

n=O 

4° Calcul de ' 

Ona 
c111 -11 _ e n ..Iù ( 1 + p )1/l 

Il l - l n - p 

cm-/1~ 1 - cn- J uù _2. ( 1 + p)11l 
,n -m-p p ' 

On peut écrire, en ajoutant jt S une série de termes nu1s 

Son image est 

-- + C -- + ... + C/- -- - -- 1+-(
p+1)·m 1 I (p+1)m , I (p+1)m-(p+1)m( I ) f/ 

P '7 p p I p? p p p 

=(p;T" 
et par conséquent 

s • c~i+7 · 

5° Calcul de 
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son image est 

-- --C -- + ... +(-1)7 -- - -- I (
1+p)m L(1 + p)m+1 r. (1 + p)m+1/_(1+p)'n( _ 1+ p) 

p '/ p p p p r; 

• ( - I )'1 ( I + p )'n 
p'I p 

donc 

6° Calcul de 

en ajoutant à S une série de termes tous nuls, on peut écrire 

Son image est 

i +C,) (7)+ C,; (';p)' + ... +(' ;pr=(1 + 1 ;Pr =(':;Pr ~ 21, 

ce qui donne, en vertu du théorème III, 

FONCTION DES COMBINAISONS DE n OBJETS PRIS q A q. - Ce sera encore la 
fonction de n qui est égale à c: pour.n positif et ~ q, et qui est nulle 
pou·r n < q _ou négatif. Cherchons son-image; on sait que 

Dérivons par rapport à À successivement q fois, 

P .n, n)n- 1 
(p- .À)2 - ' ' 

p i.lù n ( n - I) ) n-'2 p i.lù ) n - 1 C'I 
tp - /\ r : - 2 ! ' •' • • • J (p- /\ )'!+ l -

1 
_ IL 

ou, si l'on fait À== 1, 

(8) - Ü' i.lù . p 
- n- (p - 1y1+1 

Cette formule a pour but d'évaluer des sommes de c:i dans 
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lesquelles q a une valeur bien définie, et qui, par conséquent, ne 
peuvent pas être étudiées au moyen de l'image de c~;. 

Mais donnons plutôt. quelques exemples. 

1° Calcul de 

on peut ajouter à cette série les termes é;:+i, 
nuls, et par conséquent • 

... , qui sont tous 

s == 'Yl c1z ûùp [-1- + ( I r + ... ] ==p---- ==pP - 1 == p+-P-, 
- p-1 p-1 - 1 p-2 p-2 
q=O 1 - --

p-l 

l'image de p est nulle; celle de _/_'J - est 2 11
; donc p-2 

formule d'ailleurs évidente par elle-même. 

2° Calcul de 

L'image de cette série _est encore 

_P_ _____ p - 1 p-1 
p-1 I ==.p pt- '2 ]' - p-2° 

I-
(p- If 

Comme on vient de voir.quep P - 1 
...n., 2 11

, on a . p- 2 

S== 2 n- 1 • 

Traitons maintenant un exemple ·un peu plus compliqué. 

3° Calcul de 

q étant le plus grand des nombres entiers tels que 1 + 3q L n. 
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En aj~utant toujours une série de termes nuls, on obtient pour 
image 

(-11/) p ---- p(p-1) 
p,.;;,,,,. (p - 1)2+31/ == (jJ - 1):! 1 == p:J _ 3p2·+ 3p' 

q=O 1 + (p - 1rl 

on vérifie sans peine que 
. . . ; (1 - i'/3 ) .: (1 - i{3) 

p-1 _ 2 2 2 2 

3 = .. r+ .1-' p~-3p'+ 3+iv3 3-iv3 
p- 2 p- 2 

S est donc égal à 

1.( l\/3)(3+iv3)'\ ll- l 1( i\)3)\ (3-~·v3')n-J 
- 1-- --- + - 1 + - --- • 
2 2 2 2 2 2 ., 

Les racmes ayant po~r module _2 {3 et pour argument + i, 
on peut écrire 

( 3 + i\13)"- ' . (2 \f'3)"- ' (cos n-;;- 1 
rr + i sin n-;;- 1 

rr), 

( 3 ·, ;-;-)n- 1 ( , r3 )n- 1 ( n - 1 • • n - 1 ) - t v ::$ == 2 v • cos-6~ rr - z sm - 6- rr , 

et par conséquent 

2V n-I ty .. rt-1 ( r;::3)n- 1 ( •• r3 ) . S == 
2

n 2 COS - 6- IT - -
2
- 2 l Slll - 6- 7r • 

Nous obtenons donc finalement 
li 

n -1 3t n - r 
S == 3 '2 cos - 6-. -rr + 2 sin-6-ï.. 

Autre exemple : problème des additions ( De Moivre). - Proposons-
nous de chercher le nombre de façons de réaliser le total n ~n addition-
nant m + 1 nombres, chaque addition différant par la nature des 
nombres employés ou par leur ordre. Pour généraliser encore le pro-
blème, on supposera qu'on a seulement à sa disposition les s + 1 

premiers nombres 
o, s, 
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chacun pouvant .être employé plusieurs fois dans la même addition. 
Soit F:i le nombre d'additions qui donnent le total n avec 

m + I nombres. Si l'on veut former le total n avec m + 2 nombres, 
on p.eut commencer par écrire le nombre S, ce qui donne F ~~.,.· addi-
tions possibles; avec le · nombre S 1, on aurait F~~s+ i additions 
possibles, et ainsi de suite. Donc 

Si j'avais une idée du résultat, je pourrais raisonner par récurrence, 
rùuntrer que s'il est vrai pour m, il est aussi vrai pour m + 1; à défaut 
de celle-ci, je vais recourir au calcul symbolique. 

Soit y m(P) l'image de F;:i ; on a 

1 I I ( p :+ t - I ) • 

J'm+1(p ) == Ym + - Ym+ -;; Ym + · · · + sYm== ----J' m, • p p- p .!.__ I 

- I p s+ 1 _ I . 
J1 m+1(P )- s ---ym (p), p p- I 

p 

l'équation de récurrence ayant deux variabl~s, m et n, nous devons 
effectuer encore une fois la transformation. 

En rosant p == À l'image Y, (p, À) de y ,i(À) vérifie 
I ) s+1 -·- I 

p fY- yo(À )] == rs ·, \ -l y 

ou, comme y 0 (p ) == 1, 

y== 

et l'image de F~i est 
_ ( p-~+ 1 _ l ) ll l

0 Y m (p) - p - I p s 

Si l'on avait . donné une valeur déterminée à s et à m, nous aurions 
décomposé· cette -expression, et noùs aurions son original F;. 

En particulier, si l'on dispose de · tous les nombres pour faire .les 
additions, s == oo, et l'imag·e devient 

plll - lll-1 p 
(p _ 1tl -P (p _ 1) 111 -1 1+ 1 • 
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On aérlors 

Cette méthode, bien entendu, n'est pas la plus intuitive, mais• 
elle devait surement aboutir· à un résultat. 

IV. -:- Application aux séries divergentes. 

Soit une série de terme un, convergente ou non, et formons les 
sommes itérées 

Sn -:- llo + ll1 + ... + ll,o 

s ~i' l == So + S1 +.•. + Sn, 

• S~/ l == s ~1) + s ri2 )+ ... + S~' l . 

Si B:~ i :(~ tend vers une limite L quand u oo, on sait qu'e L.est la 
Il 

somme ( C, k) de la série, c'est-à-dire la somme au sens généralise de 
Césaro. 

Proposons-nous d'étudier ce procédé de sommation par le calcul 
symbolique. Soit GU.-J (p) l'image de S~·>; on a 

' s rk-lJ + 5 rk- 1J 
I 

s~- 1 + S}- 1--!- s1-1 • 
G (kl (p) == S~k-1 ) + 0 1 -y- '> + ... 

P r 
- sk- 1 P I s k- 1 jJ 
- 0 ----t-- 1 --+ ... 

. p-I p p-I · 

G (ki (p) == ____f!_ G k - 1) (p ). 
p-1 

,A.insi, pour passer d'une somme itérée ·d'ordre k - 1 à celle 

d'ordre k, il suffit de multiplier son image par _____E_. 
. p-I 

Dans ses Leçons sur les séries dirergentes, M. Borel se propose de , 
démontrer la formule • 

La démonstration est immédiate par le calcul symbolique. On a, en 
effet, • 

G'ki(p) = (p ::__ l )'G1•i(p); 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 4, 1950. 35 
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comme 
. J"l.. Il 

( 
J; )k -

p _ I . - C11 + /,+ t1 

la formule du produit donne 

C. Q. F. D. 

i+j=n 

Autre exemple : . 

Cette formule, qui trouve aussi une application dans la théorie des 
séries divergentes, est immédiate, 

comme 
p-I ..n..( __:-'r )nCn 

( )

k+ l 

p , - k + IJ 

la formule du produit nous donne le résultat annoncé. Plus généra-
lement, 

( 
P 

)
ik+ m ) ( p ),n G1k+ml == G·01 == __ == --. _ Gk(p) 

p-1 p-1 

donne 

Autre exemple. - Soient 

où 

Cherchons à exprimer, avec M. Borel, les sommes itérées de la 
dernière série S" à l'aide des sommes itérées S' (A) et S (h). On a 

,: 

( )
lt+ k+ 'l [ ( - + · ) ] 

G
. fi 1 k p llo IJ1 Vo ll1 -

i ,1+ + 1 1== - . - Uo Po-+- ----- + ... 
p-1 p 

== _f!_ -G1°l (p) X -- G't0l (p) . 
( )

/i+ 1 ( p )k+ 1 • 

p-1 p-1 
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Et la formule du produit donne 

V. - Résolution générale des équations de : récurren_ce. 

Proposons-nous de chercher les fonctions Pn_( x) qui vérifient la 
relation de récurrence 

( n + 2 ) P n+ 2 - ( 2 n + 3 ) X P n+t + ( n + I) P n == o 

et qui soient tels que PO ( x) == 1, P 1 ( x) == x. 
Autrement dit, on cherche la forme finie des polynomes de 

Legen_dre P,i( x ), en ne supposant connu de ceux~ci que leur équation 
de récurrence. 

Appelons y(p, x) l'image de P,i( x ). On a 

pll ...n_, y 
Pn1-1...n.,py -p 
Pn+2...n.,p2y - p 1

- p x 
nPn p y' 
nPn+l...n.,_ p 2y ' - p y + p 
nPn+2...n.,_ 2p2y-p:1J" + 2p"J+ p x 

-3 x 
2 

- 2 X 

En additionnant après multiplication avec les nombres d~ droite : 

ay . 
- p -a- (p 2

- 2px + 1) + y(1 - p x) == o . .Y . 

L'intégration n'offre pas de difficulté; on a 

I ay I 1 - px I 2 2 
- - - - ------'---- = -:-- -L ------ + ------
y ap - p p 2 

- 2 p x + 1 - p 
I 

p- x +vx 2 -I p_:_x-vx1 -I' 

ce qui donné 

1 y } I ( , ;--, I ( --og C ( x) == og p - 2 Jog p - x - v .L.:!. - 1 ) - 2 log p - x + V x:!. _ 1 ) 

l 'J C( ·x) 
y (p' X) == ~=-=· ==:==:==. 

. \i p 2 -2p x +1 
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Si p -+ oo, y .. C( x) == (f)( o) == 1, et par • conséquent l'image 
dePn(x)est 

y (p , x ) == p . . 
VP2_ 2p x + I 

Il convient maintenant de tramformer y(p, x ). Or, on a vu que 

V~ (2n) ! --..n.. a.n __ _ 
p- 'Y. - ( n ! 2 nr 

et l'on a, en appliquant la formule du produit, 

ou 

Pn( x) ==-1 - --. . -1 (x + yx--1)1·+ - . . -1 ( x -· 1x --1)1 . 1 [ ( 2l) ! - 9-- . (2./) ! - ,-, - ·] Il 
• n. 2 n 2 1 l. 2 1 j . _v 

Si l'op. étudie simultané~ent les deux termes de ce développemept 
équidistants des extrêmes, on voit que les radicaux disparaissent, et 
l'on vérifie que cette expression est équivalente à celle que l'on utilise 
habituellement 

I r{n 
P ( ) _ ( 2 )n n X --1 - d- X -I. n. 2n x n 

La première forme a sur celle-ci l'avantage de donner P,i( x) pour 
une valeur déterminée de x. 

APPLICATION AUX SÉRIES DE POLYNOMES. - On aurait pu se proposer de 
calculer la somme • 

dite · fonction génératrice de Pn. Cet autre problème se traite de la 
même façon, et l'on a 

S ( x, t) == y ( ~, x). = v' 1 
• 

t t 2 - 2t X + I . . 
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On appliquera ces considérations aussi bien aux fonctions de Bessel, 

_ en considérant, par exemple, l'équation de récurrence 

I d 
x - n+1Jn+1==- - -l. [x-nJn(x)] 

X (i_X 

[ on trouvera 

Enfin, signalons les renseignements qu'on peut tirer de l'image des 
polynomes de Legendre, par exemple, 

Par ailleurs, considérons les polynomes T n( x) de Tchebyscheff. 
définis par 

COS n 0 == Tn ( cos O). 

D'après la formule ( 5 ), 

cosn0 .n.. p°(p - a) 
-(p_:__a)2+b 2 ' 

a== cos 0, b • sin 0; 

et par conséquent 

où eïO== a+ ib; 

P (p - -cos0) cos n O .n.. ---=--'------'---- • 
• - p 2 - .2p cos0 + 1' 

Or on a, d'après la formulè du produit, 

p 2 - [py+ 
1 

y _.n.. I Pt(y)Pj(]') - y I Pt(y)P1(y) :-Tn (y ). 
i + j=n ( i+j=n -1) _ 

Cette formule lie les polynomes de Legendre et de· Tcheby-
scheff. 
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_ VI. - Application à _quelques équations fonctionnelles 
autres que des équations aux différences finies. 

Indiquons seulement ici une application de formules précédentes à 
l'équation d'Abel 

j ( ,:èm ) + À j ( X ) == 0 (X ). 

0( u) étant une fonction donnée, À étant. une constante donnée, et /(n) 
la fonction à déterminer. L'idée de cette application . est due à 
l\L Parodi. 

Posons x = eP 

Sl 

on aura 
0 ( eP ) ..rù 4> ( n ) , 

I 
- 0( n) + /\(!) (n) == cl> ( n), 
l)l, ll 1 1 

( ni-n + 1-.) cp ( n ) == tl> ( n ) , 

cl> (n) 
cp (n ) == m -n + I, . 

Utilisons la formule du produit [ sans toutefois étudier sa validité, 
qui dépend de la fonction 0( x)] 

où 
~ - ( ..rù I ,. p) _ m-11+ I. 

On en conclut 

formule qui permet d'étudier les propriétés de la solution/ ( x ). Bien 
entendu, nous nous sommes b_orné ici à l'étude d'une équation à deux 
termes, mais cette restriction n'a rien d'essentiel. 


