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Sur un noweaw calcul symboligue

Tableaux des correspondances générales.

Fonction originale.

et ses applications ;

Psn Cravpe BERGE.

Deuxiéme image.

Premiére image.
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Tableaux des correspondances générales (suite).

Fonction originale.

Deuxiéme image.

Premiére image.

(IX) Z e (D) o))

i+j=n

(X) vi1(n)s(n)

[¢(0)+al]
S < (0) st n==o0
[{o(i+1)+ W] sin>o

G (n+q0)  (020)

Ao(n)=9(n+1)—09(n)

n—1

0
+o(n—1)

N. B. — Le symbole

[&(i) -+ h(j)]" signifie

-

() f()

( Y o(n)=0(0)+9(1)+...

(n) signifie

signifie

Fp)Fap)

e 5,(@):7._,(;)‘15

9 , — -
2T \ 3

P sip—.
=P )

F(p—a)
(p—1)17(p)

B
L o™V

0
F(p7)

(p—107(p)

27

o
;Lf / e%f!(t)f(S)a’:a’t
ea.r/'(a:)

[ e gy fo)
FLR

d / Silt) fula — 0y dt

JS(a")

1g(n)h(o)+ Cigln —1)h(1) + Cig(n—2) h(2) +...

+g(o) h(n);

: la fonction égale Y (n) pour la valeur de n ou elle est
définie, et égale a zéro pour les autres valeurs de n;

: qu'il faut répéter ¢ fois 'opérateur indiqué entre les

parenthéses.
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Tableaux des correspondances particuliéres.
|

Original. ‘ Deuxiéme image. Premiére image.
(3) 7 P ear
p—u
" dt 1
1 -l
(4) n! p‘/“ e —; . —
(5) prcosnl  (peV=a -+ i) (ppipa—)ii)b €4 cosba
(5" ¢"sinn( p—b e*”sinbx
: (p—a)y—+10?
1+ (—— I)" I)'-’
. 5 chz
P
L= (=) P
T e shz
q ! . ) y—1 “ Y ) ' .
(6) lj/—ll)! e/p /I p/(:—/ ([l) ([+$),]
) (n+qg—1)!"* i i
6’ . —P p— —q p—)
) (g—1)" e '/_ap“”dp G—2)
(— 1) i .
nl e ” 5, (ayz) (fonction de Bessel)
L e P e ,
" Lo,,p__I ]n ;dx— loga
l(* 1 .ll'o“l\)'_l dt
n* royJ, Ob(t) p—1
1. ) L 1
I'(nk+1) ’<’?>
(I : fonction eulérienne) (fonction de Mittag-Lefiler)
I'(n2+1) ® 7z+%
I'(n+1) : fo ¢ dt
Py (7 2
Jn(y) (fonction de Bessel) Te 2 f tJ,(t)e* dt
, noulli pp—y)
Tnr(y) (pol. de Bernoulli) iy
Pr(y) (pol. de Legendre) —r
: Vpr—apy +1
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Tableaux des correspondances particuliéres (suite).

Original. Deuxiéme image. Premiére image.
77 el p) el\l—/:) ' er()'—l)__ 1
Qn(y) (pol. de Bernoulli) 1’] T dt ’ e
A —
a2 .
I . nm i sin ¢
Csin = Arclg - f dt
n B ~ P /P 4
1 . nm 1
—-sinz =2 Arcth -
e 2 §2
at(2n)! 14
(n o) VP — )
(0% Py
,, P
- 2
c —
(p—1)

I. — Premiére correspondance.

1. Dirmirion. — Soit ¢(¢) une fonction, définie au moins pour les
valeurs de ¢ entiéres et > 0. Dans ce chapiire, nous conviendrons
d’appeler image de o(¢) la fonction

x

(1) (@)=Y $7

n=o

Pour que la série converge dans un certain intervalle, nous suppo-
serons que o(n)=O(A"n").

Réciproquement, a loute fonction /(.x) holomorphe au voisinage
de l'origine, nous pouvons associer une fonction o (z) définie pour les
valeurs de 7 entiéres et non négatives par la formule

nt L)

2T o gn+l
)

(2) ’.{(n>:

ol (C) est un cercle suffisamment petit centré sur 'origine. Nous
dirons que /() a pour original o(n), et nous écrirons

J(@) = 9(n).
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Exemples. — L'image de ¢(1) = a' sera
wxr  a’x?

f(’l’) =1+ *I'l‘ -1~ -2—’— ...tz e”

(3) e,

L’image de o(¢z) =1'(¢t—1) sera
JS(z)y=14+x+a"4-...= I_——l_.—z

ou
(4) T(e—1) -

1

11— X

St

Q2. REGLES GENERALES DU CALCUL AINSI DEFINI. — T HEOREME I.

or(nr) == filz),  9u(n) = ful2),

on a
Cioy(n) + Coou(n) =Gy fi(x) + Gy fu(2) (C, et C, étant des conslantes).

En effet, la série entiére étant absolument convergente pour les
valeurs de x comprises dans le cercle de convergence, on peut écrire

Cio(n) +C2<|93(_12):::»Z§—":[C191(n) + Gy, (n) = Cifi(z) + Cufo(2).

Application. — Cherchons 'image de

01(n)=p"cosnf et 9.(n)==p"sinnf.
On a
oy (n) 4+ io.(n)y=o"e™ == (u + ib),
en posant
a—+ib=pel;

on a donc, d’aprés la formule (3),
0 (n) 4 19.(n) == elerillr— e cosbx + e sinb.r,

2cosnl) == e** cosbur,

(5) ;

0
I
[ pmsinnl

— e sin b,

Tutoniwe II. — S0 ¢(n) = f(@), limage de ¢(n+1) sera ['(w),
o(n—+1)=f"(x).
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En effet, si I'on considére des valeurs de x dans le cercle de
convergence,

@(n—+1)Z=9(1) + 11, o(2)+...=f ().

CoroLLARE. — Soit o(n—1)* la fonction égale ¢ o(n—1)si n > o,
et égale a séro si n—o.
On aura

o(n—1)y:z0(0) TI‘ + %:)‘L""—F. :jf(l) dr.

Tueorime Il — St o(n) - f(n), on a auss:
N o Mol
Mo (n) == Zan i)

Application. — Cherchons 'image de o(n) =2"n! On a vu que

on aura donc

Tuiorime IV,

St o(n) dépend d’un paramétre k, on a

dJ N AU
aifg(n, 1y = ;)zf((c, 7).

On a, en effet,
o(n, 2)== f(x, 1), o(n, %+ AX) == f(x, 7.+ A))

et, en vertu du théoréme I,

o(n, 24+ A1)y—o(n, 1) . fla, .4+ A0 —o(r, 1)
A7, s A2

Comme une série entiére est uniformément convergente dans un

intervalle intérieur & lintervalle de convergence, la limite de la

somme sera la somme des limites, et, par conséquent, en faisant tendre
A7. vers zéro, on obtient la formule annoncée.
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Application. — ()Quel est 'original de f(xr)= (—l-_—-l— ?

)1+
On a

T—=z 7 z g
7

dérivons par rapporl a A,

(=)= =y = —w“”+”ﬁﬁ+”"!
en faisant A =1, on a
(6) (I_:)Wli(n;ﬁ?)!

Tutorime V. — St o(n)=- f(x), on a

no(n)==xf'(r)
cl

AUV G (P

n ¢
0

lastérisque signifiant que Lon doit prendre zéro pour valeur de la fonc-
tion lorsque n= o, car alors elle n'est pas définie.
Pour démontrer la premiére relation, par exemple, on remarque que

1o(n) = @)
dérivons par rapport & % les deux membres

nino(n) = f (har),

en faisant 2 =1, on a la relation annoncée. Plus généralement, on
aura

72
Il"’?(ll)*’.f(' )()VL> Slr si g entier > o,

(/z A "I' . .
= — ) f(x) s1 ¢ entier < 0,

Tutorink VI. — St g est un nombre entier, positif ou négatif, on a

Jlx) . nt .
x e (ll—l—q)!\‘)(n_{_(/)’
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lastérisque indiquant encore que, si q est négatif on doit prendre pour
valeur du second membre la fonction

_ n!
RECET A

—o0 sl n<<—gq.

(n—+q) StonX —yq,

On a, en effet,
j S(x)dae-o(n—r1),
Lo
[ r@ ez gn—ny
0

dérivons par rapporl a 7,
& f(ha)Zznk o(n — ),

ou en faisant 2 =1,
xf(x)=no(n—1i)*

en répélant cette formule ¢ fois, on a la relation annoncée pour ¢ < o.
Si g > o, on voit que

f(x):?(0)+&yl)+?(?)x+ ~oelnt
x xX I 2. n—+1

ce qui donne encore la formule annoncée, en faisant la convention,
semblable a celle de Dirac, de supposer ¢(n)=<2(n—+ 1)=o0 pour

n—-—rI,.

Tratoreme VII. — On a

nlo(n)= Lf ‘cy'i"r'f(z‘)d[.
Cest la une propriété connue de 1 “intégrale de Carson.

TukoriMe VIII. — fi () f2(x) a pour image
91(n) 92(0) +Clo1(n—1) 92(1) + Cloy(n—2) 9u(2) 4. ..+ (701 (0) 0. (1),
ce que nous écrirons symboliquement, par analogie a la formule du
binome,

Ji(@) fo(®) = [9:1(0) + 92 (D]

Nous verrons plus loin I'utilité de cette écriture.
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5. APPLICATION AU WRONSKIEN REpuit. — On sait que la condition
nécessaire el suffisante, pour que trois fonctions y,(2), y»(¢), ys(?)
solent linéairement indépendantes, et que

yile) o= (8) ya(e)
(A) A(y= 1|2 (&) () 500 | #Zo.
MOE ARSI

Au lieu de prendre le wronskien relatif a la dérivation, on peul
prendre celui relatif & tout autre opérateur linéaire, et 'on a alors
une condition seulement nécessaire :

2(e) y:(t) yall)
(1) D)= |p:1(t+1) p:(--1) pu(l41) | Zo.
yi(t+2) (L +2) )i(L-+2)

Si zéro n’est pas une singularité pour les fonctions y,(2), y. (),
yu(t), on sait que I'on peut remplacer la condition nécessaire et
suffisante (A ) par une autre plus simple, A(0) £ o.

De méme, montrons que st y,(t), v,(t), y,(t) ont des images f,(x),
Sa(x), fi(x), on peut remplacer la condition (B) par une autre plus
stmple D(0) £ o et qui sera nécessaire et suffisante.

En effet, d’apreés le théoréme I, la condition nécessaire et suffisante
pour que y,(n), y,(n), y;(n) soient linéairement indépendantes est
que fi(x), f.(x), f,(x) le soient, donc, puisque ces fonctions sont
holomorphes a 'origine, que

Ji(e) ja(o) fi(o)

Ji(o) [Jilo) [fi(o)|:£o,

Ji(o) [fi(o) [fi(o)
ce (ul peut encore s’écrire

Mi(o) (o) 2:(o0)

i) pa(r) pu(r) | Zo.

2u(2) pa(2) ya(2)

4. APPLIGATION A LA RESOLUTION D UNE EQUATION AUX DIFFERENCES FINIES
LINEAIRE A COEFFICIENTS CONSTANTS. — Soit a résoudre
o(n+p)-rwo(n+p—1)+...4u,0(n)==0(n),

ol a,, a,, ..., a,sont des conslantes.

Journ. de Math., tome XXIX., — Fasc, 4, rg50. 33
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Si
o(n) = y(x), D (n)=F(x),

on aura
P () +ayy Pt (z) +. ..+ upy () =F (2)

dont la solution est de la forme
y=Y(x2)+Cient+ GVt e (2 x4 ) .
—+ enr(Bicosbdx + B, sindax) +. ...
Or, on a Y(x).=¢(n), ¢(n) étant une solution particuliére de
I'équation aux différences finies; en outre

erezz ph . [ef. formule (3)],
. n!
R Rt (o L d ;
e rzc/T——(n_(/)!S1 (f. Théoréme VI),
v eosba == p" sinnl [¢f. formule (5)],
e sinbx == p*cosnl [¢f. formule (5)],

et 'on a, par conséquent, pour les valeurs entiéres de la variable ¢, la
solution cherchée

o(n) =4U(n) + Ciri+...4 ayst 4+ aanst™ .4 07 (By cosr 0+ 3.sinnby), ...

Sans ce jeu d’images, on aurait été obligé de faire toute une suite
de raisonnements rigoureusement analogues a ceux que l'on utilise
pour la résolution des équations différentielles correspondantes.

3. APPLICATION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Soit & résoudre

zy'+2(1—22) )"+ (2 —06)y' +y=o,

on a
y=o(n) r
VEo(n) — 6
ay'Zzno(n) —+ 1
y'Z=o(n+2) 2
zy'=no(n-+1) — 4
xy":-no(n—+2) I

en additionnant membre a4 membre aprés multiplication par les
nombres de droite, il vient

(n+2)o(n+2)—2(2n +3)o(n-+1)4+(2+1)9(n)=0.
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Sachant que
elo)y=y(0),  @(1)=00

on a ainsi, de proche en proche, o(n), et

y(x) :2 _c?(n)x”.

n!
0

Nous ne développerons pas ici ce point de vue, ni la légitimité du
développement, qui a déja été éludiée par Borel et Poincaré. Qu'il
nous suffise seulement d’indiquer ici que le calcul symbolique donne
un développement formel de la solution y(x), sans avoir a raisonner
par récurrence pour connaitre la loi de formation des coefficients; or
on sait que tout raisonnement par récurrence exige au préalable une
connaissance du résultat a légitimer.

6. APPLICATION AUX NOMBRES ET POLYNOMES DE BrrnouLL. — Indiquons
enfin que les formules établies nous permettent d’établir, sans taton-
nements aucun, les propriétés des polynomes Q,(y) de Bernoulli.

D’aprés leur définition, on a, en effet,

e — e*

Qu()') = _—

e —1

a condition de poser Q,(y)=y —1. Les nombres de Bernoulli sont
tels que

l‘nB/IA:f— - z )
3 T—1
a condition de poser By=1, B, =— 71), B,.=B,=...—=o.
On obtient :
1° Qu(y 4 1) == yr 4 Q,(1)-
En effet,
. C-‘;H""*—' e ((ﬂ“"'-_ e'.')

Qu(y +1)—Qu()) =

- =i
e —1 =J
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2° S1y = m entier, on obtient Q,(m). En effet,

ener er

Qn(m) - —

=t ¥ oL et o (i — 1)

3° Cherchons la relation de récurrence qui donne les Q, et les B,,.
Ona
—.r

8 N
o, S — L
- ¢t —1

. erY— 1
/1(\),,_1,.:J‘T—l- — -1
Q.

dy "t ev—a

a2 evr

d’ou, en additionnant, aprés multiplicalion avec les nombres de droite,
(—\)lz/l—'-l - (ZP -+ I)Q'—’l”
(— 1B, + Q’._,/,: ap Qupei.

4° Cherchons a exprimer les B, en fonction des Q,,(l
On a

W -
N

a2 -
Ly —x 2 1 e —1
11— "B, - - =t x—
2 - —1 2] T er—1
—
Comme
a0 .
B o ety — e evry — 1
nQupy(2)=x— . dax — ax — — x,
dx , i1 er—1
on a

D’ou les relations

II. — Deuxiéme correspondance.

1. Dérnirion. — Soit ¢(n) une fonction, définie au moins sur
I'ensemble des entiers >>o0. Nous lui avons fait correspondre une
premiére image /() au sens de la premiére correspondance.
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L’'image 5 (p) de f(z), au sens du calcul symbolique d’Heaviside,
sera . :

F(p)y=p [”e*l'-“f(x) dzx.

Nous appellerons désormais ¥ (p) deuxiéme image de fo(n),'ou
1mage tout court, aucune confusion n’étant pOSSlble avec la premlere
image f(x), et nous écrirons

o(n)F(p).

3

2 converge dans un cerlain mtervalle on aura

go(n).
[,/1 ’

F(p)=

L7

car

@»

“99(”)__ v (”) I ” T
2‘ Iz =P 25 [7;—1 0 e~ u du
0
:PE (Pl(l,'l) e ot (].Z‘ —pf —I”I: O(") :‘([1’

Mais si la série ne converge pas, F(p) sera la somme (B), c’est-
a-dire par le procédé de sommaltion de Borel. )

Dans le cas ot #(p) admet I'infini pour point ordinaire ou pour
point singulier isolé, on aura également

5(;) ds=
o(n)= )l’Ff :.:“‘l

Dy

ou, en appelant (L) un cercle arbitrairement grand centré sur O,

w(n):—l—- z-(i):"d:
' am J, s ’

cette formule, qui donne l'original connaissant l'image, jouit des
mémes propriétés que celle de Bromwich-Mellin

Slx)= ! fg'(z)e“l ds.

20T ¢
<)
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2. CaLcuL DES IMAGES. — Si l'on applique les formules du calcul
symbolique classique aux formules démontrées dans le premier'
chapitre, on oblient

(Th. I) Cig1(n) + Caga(n) G54 (p) + C. 7, (p),
(Th. II) ¢(n+1) up[F(p)—9v(0)],
QUMHYQFWL ’
P
(Th. IIT) 1ngp0535<§),
o . 0 0 _
(Th. 1IV) ;)itp(lz,))gi;-\:»'(p, A),
(Th. V) n@(n)ﬂpiﬁ(')
2 (1) 2p 5o F(p),

o) _ [7F(p)
~ ﬂ/,,‘ 7 dp, ...,

on retiendra ces formules, ainsi que :

(3) wno L
[)—(l

e plp—ua) ,

(5) e C(.)bn)g(p-—u)zﬁ—b'-'

pb

otsinnlon ——— L
: (p—ay+b’

(oe" = a -+ ib).

Le théoréme Il nous monlre que cette transformation joue, auprés
des équations aux différences finies, le méme réle que le calcul symbolique
classique auprés des équations différentielles et intégrales; I'opérateur
qui remplace ¢ par £+ 1 peut, comme 'opérateur de dérivation, étre
remplacé par une mise en facteur.

La structure des deux calculs symboliques est d’ailleurs la méme,
comme le montre les formules des tableaux préliminaires. Complétons
maintenant notre répertoire.

Premiére formule du produit. — Proposons-nous de chercher I'image
de 0,(n) < 9.(n).

Supposons que &,(p) soit holomorphe a I'extérieur d’un cercle de
rayon R,.
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On a

Il D, 12)@2 (Pi(n) — OLTEECP1(”) Ly "')-n(lz}
ol C est un cercle de rayon » > R,,

o,(n)w.(n)d‘h—l— [2@,(1&) 2( )(/~

2LTT
4 , . o . ,
car la série Xo,(n) . est absolument uniformément convergente,
1/
pour p bien choisi. Prenons ~

{:>Pll)r r<i1“'

On aura alors la formule fondamentale

azl'rr‘/n‘r‘( )‘J . (5 )(/‘ <]];—>1>P.,>.

Aj)plz'catl'on. — Comme (l”ﬁp f

rz’l:fa()l)ﬁ;,/“‘)"(ﬁ\) = :5<£>,
20T /., s)5s—u 17

résultat lrouvé déja par une voie différente.

Qi(7) 0s (1)

s ON a
“

Deuxiéme formule du produit. — Cherchons l'original 4(n) de
F,(p)F.(p)- On al'identité

(1)
P

¢ (o) +

2

+L(172-—)+'”E[91(0)+ o +"-][@;(0)+ )

et par conséquent

Application. — Original de F(p) = ﬁ—c

En posant
=—b+\b—¢ et B=0b—\b*—c.
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on peut écrire

Fip)— P p
J'(P)—P_am
comme
L _ i gm L g
p—a p—p "’
on a

(i+j=n)
1° S1b6°>e¢,
g+l Pn-+1
CJ(I)): = i;
o — 2
2* 816 =rc,
P nF(p)=(n+r)an
(p—a) .

en verlu de la formule (P;%l) w2 C, que nous établirons plus loin.

3° Sib*< e, les racines imaginaires peuvent alors s’écrire pe? et

—i)
pe " en posant

- /e — b7,

0o=\/c et ) =arc lg'\—l)——~

On a, par conséquent,
el n+1) __ p—iln+1)

sin(7 +1)0
sin0.

n

[0 —_— n — 7
‘;’(”)“‘P ei(j_e_io = ¢

Original de F—a ﬁ p F(p— a)4. —Ona
F(py=p [ ey,
F(p—a)=(p— (’/)fme—/"e‘“f(t) dt.

. 9% ) . . p a7
On voit donc que I'image au sens d’Heaviside de R F(p—a)
est f(x)e"", et par conséquent

p—f—,ﬁ(p —a)u[g(d) + /|
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Original de ¥ (p -+ a). — Pour I'établir, nous allons avoir besoin
de la correspondance d’Heaviside, que nous écrirons ici a 'aide du
signe ~.

On sait que

F(p )L e fia).
Or
| P Py
11—}—(/,_6 2 pP+ p+a e

et par conséquent, en faisant intervenir la fonction ¢(2) de Dirac,

Par ailleurs, la formule de Borel donne

%J (p+a) Nf Y ( (z — 1) — ae—“==0] dt,

p+//

ou Y(x) est 'image de F(p + @)
v f(a) = f Y (00— di—a f Y () e-mr—tdt=Y () — ae—ax fo Y (e,
En dérivant par rapport a «, on a
S (z)=— <e"'Y— uf Yeauu> — e Y (),
' Y(x):/' et f!(2) da + C
et comme f(0) :)i:n: F(p+a)= h:rr:Y(x) = C, on trouve finalement

F(p+«a) g/ e~ f'(x) dx + f(0).

Cette formule auxiliaire, que nous avons établie ici parce que nous
ne l'avons trouvée dans aucune littérature, va mainlenant nous
donner I'image de F(p + a). On a, en effet, ‘

f’(r)_ 9 (n+ 1),
e~ rfi ()= [o(i+1) + (— a)]y,

Journ, de Math., tome XXIX. — Fasc. 4, 1950. 3!

LN
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et par conséquent

_ [o(i+1)+ (—a)] si nZo,

F(p+ a) — ! ’ 3 ’

(P (l) LP(”) CP(O) S1 n=—o.
Premicre application. — Soit ¢(x) une fonction différentiable, au

sens de Stolz-Fréchel, ainsi que ses dérivées. Proposons-nous de

calculer

Y(@)=9(@x+q)—Clo(x+qg—1)+Clo(z+q—2)+...4+ (—1)0(z).

Si F(p)«o(n), on a, en négligeant un polynome en p dont 'image
est nulle, , .
Y(n)uprF(p)—CLpr'F(p)+...=(p—1)1F(p)
et .
(p—0F(p)ro(r+1)—o(r)=9¢(z+0,) (0ZL0,=0)
(p—1F(p) ¢ (z+0i+1) — ¢ (2 +0,) =¢"(x + 0,4+ 0,) (0=0,=0)

et 'on pourra donc écrire
)= (x 4+ 01+ 0+... +0,) =09 (x4 ql (0=0_=1).
: 7 7

(Cette formule peut étre aussi démontrée a 1'aide du théoréme de
Rolle, mais d’une fagon moins simple. )

III. — Application & l'analyse combinatoire.

FoNCTION DES COMBINAISONS DE 772 OBJETS PRIS 7 A . — Nous appellerons
fonction des combinaisons de m objets pris » a n la fonction de n qui

, i B m! .
A — n-~—m, et qui est nulle pour les
est égale a C;, (m —n)Tal POUT =Zm, et q p

autres valeurs de n; nous la désignerons plus simplement par C
Son image dans le plan B est

n
m*

x I 1 \™m
F(p)=0C,), + (,,',,—]—)+ coi ijfﬁr:(1+7> s

c’est-a-dire

(—) C::IQ

/

p4——l\'”
2 ) ’
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elle va nous permettre d’établir facilement plusieurs formules
d’Analyse combinatoire.

1° Calcul de

“ “n
S= CZI —+ C:/LH = (J;ILH-E 4t (‘HH-'/'

Cette somme a pour image

n m+1 + m—
J"‘(]’):<'+I)> +<l+p> —|—...+<l p>
14 P P

1+ p g+1
L 4+p m[—< ) 1+P\“' [_'_]’ -1
=(E) = () ()T
2 ,_L1+p p P

p

En prenant I'original de celte expression, on-obtient le résultal final
S: C::;-}/+l _ C:/l:r1
2° Calcul de

N s O\ n+1 n+2 1+
S= Cm+ C/u+l —+ C R Cm+{/'

m+2

Si l'on ne tient pas compte d’une série enliére en p, dont I'image
est nulle, on peut écrire
l+1)>lll == ([+]))//+l
1

. I+[) m I—l—]} m+17 . , [+]) m-tq
b.{g<—p > +p<—p > F...ﬂ—p/< = ) ( = — i+ p)
M. Py
)

— _<1+ > +1r/<—[+1’>m+'m.
! P r

S: CIH-'I — Cn—l .

m+f+1 m

D’ou le résultat final

Cette formule aurait pu étre déduite de la précédente a cause de la
symeétrie du triangle arithmétique.

Quand on additionne les cellules d’'une méme colonne, on fait la
différence entre les cellules qui sont immédiatement en bas a droile
de la derniére cellule et a droite de la premiére cellule; quand on
additionne celles d’'une méme diagonale, on retranche celle qui est

sous la derniére et celle qui est immédiatement a4 gauche de la
premiére.
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3° Calcul de . ‘
S=CL+C G+ GO +. ..+ G,

son image est

I+p m ’I p m L ; [+ ]) m , —‘ [+p m ,
< P >+C';< P >p7""+c';< JZ >P/—“< P >([+PV

. , I+P m—-
_P/< P >

et par conséquent
S Cn+/

m+q

En partliculier, si n =0, m=g¢, on voit que la somme des carrés
11*4/

des cellules d’une méme ligne est ¥ (C’“ P 07,

n=0

4° Calcul de
S fo Il+ C‘ Cxi n+1 _|__ C Clll Ilj('q ' .. -+ C’//l'

m

On a
s I + m
Con= Cn _(—” )
P
G = Gt - (LR,
14 P

On peut écrire, en ajoutant & S une série de termes nuls

m m

S Cr-r4 GCm 1y, . Co0E 4 G G 4. . .+ O,

Son image est

<P+I>m+C,}—I—<p+l)m_;___.—9—C,j—17<p+l>m:(P+I> <I—|——I->(/
p p p P\ p \ P pr
-

< 1 )111-4—1/
p

~

et par conséquent
§=0Ch

m+q

5° Calcul de
S= C;/lt_ C; C/’fl*)»’ -+ C C;ILH—’ ... (_ l>f/C;71+r/
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(-
P q
(5

P

son image est

m m A+
(=2) -c(=22) Mok o ()= (4
r p P

(
P

—+p
P
1)7
"

donc
S=(—1yrG57". ~

6° Calcul de
S=CrCr+Cp, G +-.. .+ Cf,
en ajoutant & S une série de termes tous nuls, on peut écrire
S=1+CiC;+ C;C;+...+ C.

Son image est

‘+C/;<I+P>+‘ Cf}"<l+p>_+...+<l—ﬂz>'/_—_<1+ I+P>7:<I+2P>qx2’/,
p P r p 2p

ce qui donne, en vertu du théoréme 111,

S=a7nC}!
= e

Foxcrion pES comBINAISONS DE 72 OBJETS PRIS ¢ A ¢. — Ce sera encore la
fonction de n qui est égale a C! pour n positif et > ¢, et qui est nulle
pour n < g ou négatif. Cherchons son image; on sait que

p "
]3—}—/

Dérivons par rapport a A successivement ¢ fois,

_r
(p—2)

P n(n—l).”__2 P e
,(P_Z);;Q 5T IR -""’—(p_)‘)vﬂﬂ/‘ /(?n

NV

ou, sil’on fait A =1,

(8) C L

Ty — ..
=t

Cette formule a pour but d’évaluer des sommes de C’ dans
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lesquelles ¢ a une valeur bien définie, et qui, par conséquent, ne
peuvent pas étre étudiées au moyen de I'image de C;.
Mais donnons plutét quelques exemples.

1° Calcul de
S=1+C,+C2+...+Cp,

on peut ajouter a cette série les termes C;"', G, ..., quisont tous
nuls, et par conséquent

ES)
i

[7

_ 9

- I'image de p est nulle; celle de est 2" donc

S=2o7,
formule d’ailleurs évidente par elle-méme.

2° Calcul de

S=14+C+C,+Ci+...4+C (ouCi™).

n

L’image de cetle série est encore

{w 1 o 1 _ ., P _p—t
pa(]"—l)z"ﬂ_[l—l ; 1 = pi—ap  p—2

q=0 — (p—l)z

’ . . p—i ”
Comme on vient de voilir que 1) KoM, on a
L p—a 2
S= on—1,

Traitons maintenant un exemple un peu plus compliqué.

30 Calcul de
S=CL—Ci+C,—C,° +...+(—1)7C;",

¢ étant le plus grand des nombres entiers tels que 1+ 3¢ —n.
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En ajoutant toujours une série de termes nuls, on obtient pour

image
: (—17y P 1 . plp—1)
1)24([)—~1)2+3'l— (p—1)? 1 — P —3p*+3p’
g=0 I+ 3
(p—1)

on vérifie sans peine que

, i_<1_l.\§> i([_ﬁ)
p—1 2 2 2\ 2

; = = = == =
pP—3p+3 3+ i\/3 3_iy3
p——= p——f—

S est donc égal a

NS o -/._'\ n—1 . g\ :) . l‘\/:_)\ n—1\
1 V3 3+ 1dy3 1 Iy 3 )) .
§<14 2 >< 2 ) +;<l+ 2 )< 2 y
T

Les racines ayant pdur module 2\/§ et pour argument = o

on peut écrire

(34+iy3) '=(2y3)"" <cos = ; L isinZ g ! Tr_>,
(3—iy3) '=(2y3)" (cos e g ‘7w —isinZ ; ' 7r>, '

et par conséquent

AV _ e _
fS:M——<zcos”6Iﬂ—t\’/g’z[sin” I‘/T)-

on

Nous obtenons donc finalement

n
= n 1 32 n 1
+ = IS I San
S=3? cos———7 + —sin
0 2

Autre exemple : probleme des additions (De Moivre). — Proposons-
nous de chercher le nombre de facons deréaliserle total n en addition-
nant m—+1 nombres, chaque addition différant par la nature des
nombres employés ou par leur ordre. Pour généraliser encore le pro-
bléme, on supposera qu’on a seulement a sa disposition les s 1
premiers nombres

0, 1, 2, ..., S
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chacun pouvant étre employé plusieurs fois dans la méme addition.

Soit F;' le nombre d’additions qui donnent le total n avec
m -+ 1 nombres. Si 'on veut former le total » avec m -+ 2 nombres,
on peut commencer par écrire le nombre S, ce qui donne F)" addi-
tions possibles; avec le nombre S —1, on aurait F”  additions
possibles, et ainsi de suite. Donc '

m+1 __ m m m
=L+ g + I+ + FRL

n—s

Si j’avais une idée du résultat, je pourrais raisonner par récurrence,
montrer que s’il est vrai pour /m, il est aussi vrai pour m -+ 1; a défaut
de celle-ci, je vais recourir au calcul symbolique.

Soit y,(p) 'image de F; on a

1 1
)’m +1 ([’) == .)’_m 1= ;)’m =t ]T,_)’)’m oo+ = ]’m = ')'m;

, N B it WVRE IR
Ymr(P) —p op—1 Im(p);
I'équation de récurrence ayant deux variables, m et n, nous devons
effectuer encore une fois la transformation.
En posant p=2A I'image Y,(p, %) de y, (%) vérifie
I S+

PIY —yo(W)]= s —)_——Y

ou, comme y,(p) =1,

et 'image de I est
(]).H»l_f 1 1 >m

)'m(p) . \ p—1 i;

Si 'on avait donné une valeur déterminée a s el a m, nous aurions
décomposé celte expression, et nous aurions son original F7'.
En parficulier, si 'on dispose de tous les nombres pour faire les
additions, s = o, et I'image devient
])m :1)]”_1 P
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On a alors
Fr= G-
Cette méthode, bien entendu, n’est pas la plus intuitive, mais
elle devait surement aboutir a un résultat.

IV. — Application aux séries divergentes.

Soit une série de terme u,, convergente ou non, et formons les
sommes itérées )
S =ue + Uy +...+ Uy,
S=38y +8; +...+ 8,
S = S+ SP ...+ S,
. S
SiB) <4 C“*"
somme (C, k) de la série, c’est-a-dire la somme au sens généralisé de
Césaro.
Proposons-nous d’étudier ce procédé de sommation par le calcul
symbolique. Soit G* (p) I'image de S!"; on a
) ‘ S«:k—1)+ S\k—l) Sk—1+ Shk=1 4 Sf—l
G‘/"(P):Sok”/—i— 0 7 : + =2 ]')2 Rk —“+...

P

tend vers une limite L quand « > o0, on sait que L est la

:Sﬁ—l P _'_I_Slf—l
[)—I IJ ])—~l

(ki — r
Q (P)—I)—l

—(p).

Ainsi, pour passer d’une somme itérée d’ordre £ —1 a celle
P

— 1

d’ordre £, il suffit de multiplier son image par -

Dans ses Lecons sur les séries a’wergentes M. Borel se propose de
démontrer la formule

oy N
S“ Vs Sll+ C/I‘Sn_1+ Ck+lsn_2+. .o+ S’,i+/;+lso.

La démonstration est immédiate par le calcul symbolique. On a, en
effet,

G‘k‘(P):<PﬁI>kG‘°"(p);

Journ. de Math., tome XXIX.— Fasc. 4, 1g95o. 35
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comme

p Nk . ,‘ }

la formule du produit donne

’

(k) — i o
Sib — 2 Cl S C. Q. F. D.
i+j=n
Autre exemple : . .
— QK Qk 2 3 3
Up=— Sn_ C/‘u-l bn—l + Ck+l 8 (_' I>A~H sz—/(—l'

Cette formule, qui trouve aussi une application dans la théorie des
séries divergentes, est immédiate, :

k+1
w, o G <P — I) 3
(p) 7

comme

. k+1
Grprast, () e,

la formule du produit nous donne le résultat annoncé. Plus généra-
lement, ’

(A=) m
Ghm — GO = < i > = ( P GH(p
p—1 P—1 ) P)

donne
Qh — Qk Qh k
bll+”l'— Sn+ bn—l Ci-‘r{l?l—l; e C:+(n—l)SO'

Autre exemple. — Soient

n

n n

Q ’ ! "___

bu: E Uny Sn: 2 ) S/,— Wy
0 0

0
Wy == Uy Vo= Up_1 V1. ..~ Us¥p.

Cherchons a exprimer, avec M. Borel, les sommes ilérées de la

a

derniére série S” 4 ’aide des sommes 1térées S'* et S, On a

hk+2 T .
G,,,,+M:< P > [WH_M+.,,]
p—1 P

h+1 k+1
(5t "orw = (52 o
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Et la formule du produit donne
S/’/l(/w/.--«»n: S(,{”S'O””—F S;l/z_)l S'l‘""’—&-. . S((]/l)+ S;ik)'

V. — Résolution générale des équations de récurrence.

Proposons-nous de chercher les fonctions P,(x) qui vérifient la
relation de récurrence

(n+2)P,o—(2n+3)xP,  +(n+1)P,=o0

et qui soient tels que P,(z)=1, P,(z)==.

Autrement dit, on cherche la forme finie des polynomes de
Legendre P,(x), en ne supposant connu de ceux-ci que leur équation
de récurrence.

Appelons y(p, ) 'image de P, (x). On a

P, oy 1
[)/1 +1 QP‘)' == p — 3
Pooupy —p*—px 2
nP, w—py 1
nP, o—py'—py+p —2x
I

nPyu—opy —piy' 4o pi+ pax
En additionnant aprés multiplication avec les nombres de droite :

v
—pa%(p?—2pw+1)—|—y(1——px):o.

L’intégration n’offre pas de difficulté; on a

I 1

2 2

S

.

‘)/_I I—px

p P p—2pr+1

1 1
— = — = ] —y
4 P p—az+yzr—1 p—ax—\Vax—1

ce qui donne

1 —_— S
=logp — _log(p—az —\a?—71) — ;log(p—x+\/x'-'—1)

__pC=) |

y(1)7 z)= —_——
. Vpr—opx+1
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Si p—+wo, y+>C(x)=09(0o)=1, et par conséquent l'image
de P,(x) est

y(p, .T):q——p——"—'
VPP —2pz 1

Il convient maintenant de transformer y(p, ). Or, on a vu que

P ngn (2n)!
p—a (nlan)

et 'on a, en appliquant la formule du produit,

/ i / 2
Vr—e—va=V p—arve—
20)!(2))! —\, S
o 3 COD L (e — T
(i+j=n)

ou

I (27)! —. (2! SUN— [
I)IL = —r xr>—1) —— (2 — L .
(@)= 71| S G+ VE= 1+ B (e — yam=i)

Si I'on étudie simultanément les deux termes de ce développement
équidistants des extrémes, on voit que les radicaux disparaissent, et
I'on vérifie que cette expression est équivalente a celle que I'on utilise
habituellement '

I on

bl J—
Fal#) = n'lan dzxn

(x?—1)".

La premiére forme a sur celle-ci I'avantage de donner P,(«) pour
une valeur déterminée de .

APPLICATION AUX SERIES DE PoLYNOMES. — On aurait pu se proposer de
calculer la somme

S(z, t) =Py+ Pyt + P2+ P> +...,
dite fonction génératrice de P,. Cet autre probléme se traite de la

méme facon, et 'on a

] I
e 0=7(3%)= sy
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On appliquera ces considérations aussi bien aux fonctions de Bessel,
_en considérant, par exemple, ’équation de récurrence
1 d

), = 2 dn [—],(x)]

!:0[1 trouvera

_up u ﬂ
J,l(u)gge * f uly(uye? (/u]-
‘ i . 7

u

Enfin, signalons les renseignements qu’on peut tirer de I'image des
polynomes de Legendre, par exemple,

p

si x—I, )/(p,l):p_[@[, d’ou P,(1)=r1;

sl x=—=—1 y:}% o (—1)r, d’ou P,(—1)=(—1)"
Par ailleurs, considérons les polynomes Tn(x) de Tchebyscheff.
définis par

cosn) =T, (cos0).
D’apreés la formule (5),

plp—a

cosn )« (p—a)'i—}—bz’

ol eV—=a+ ib;

. — 0
a —cos0, b —=sin0; COS/IOQM;
pP—apcosl +1
el par conséquent

’ rp—y)
Tn(‘})ﬂp——z—Q]J}’—kr .

Or on a, d’aprés la formule du produit,
p————2~21;7y+1 o 2 PP () = 2 P:(»)Pi(y) =T, (y).

i+j=n (i+j=n—1)

Cette formule lie les polynomes de Legendre et de Tcheby-
scheff.
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.

VI. — Application & quelques équations fonctionnelles
autres que des équations aux différences finies.

Indiquons seulement ici une application de formules précédentes a
'équation d’Abel _
S(&m)+ 1 f(x)=0(x).

O(u) étant une fonction donnée, % étant une constante donnée, et _f(n)
la fonction a déterminer. L’idée de cette application.est due a
M. Parodi.
Posons x = e’
J(emr)y 41 f(er)=10(er);
si
S(er)yuo(n), 0(er) @ (n),
on aura

1 N
;ﬁcg(n)—k/.q(n)_([)(u),

(m="+ 1)o(n) =4d(n),

®(n)
m—rh

o(n)=

Ulilisons la formule du produit [sans toulefois éludier sa validité,

qui dépend de la fonction () |

u Ny

flery=—— J< )0@5)’%

207 ),
c

—

Fo(p)y —— .
1(p) L m—"—+ /.

On en conclut

I *_ [logx\ _ds
Sflz)= ST {ﬁa-;. < E > 6(8~)Ta
formule qui permet d’étudier les propriétés de la solution f(z). Bien
entendu, nous nous sommes borné ici a I'étude d’une équation a deux
termes, mais cette restriction n’a rien d’essentiel.




