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INTRODUCTION.

Les crochets | | renvoient & la bibliographie, p. 139. Ayant a
parler constamment de cohomologie et jamais d’homologie, je dirai
liomologie 1a ou l'usage est de dire cohomologie. Avant d’esquisser le
contenu de cet’ article, j’énumérerai les problémes auxquels peuvent
étre appliquées les mémes notions algébriques.

1. LES PROBLEMES DE TOPOLOGIE ALGEBRIQUE OU INTERVIENNENT DES ANNEAUX
sPECTRAUX. — a. Clest I'étude des espaces fibrés qui m’a conduit i ces
notions : soient X un espace fibré, I sa fibre, Y sa base, supposée
simplement connexe ; soient JC\, K, HY leurs anneaux d’homo-
logie relatifs aux entiers; sauf dans des cas exceplionnels, tels que
celul ot I a méme anneau d’homologie qu’'un point, il est impossible
de déterminer JCX en fonction de JCI et JCY; cependant il existe
entre ces anneaux des relations de la nature suivante : supposons
connue la définition des anneaux filtrés [n° 55 cette définilion ne
differe de la définition classique des corps valués (') que par la
substitution d’une inégalité a une égalité], des anneaux différentiels-
gradués (n* 4 et 8; cette définition consiste & énoncer les régles de
calcul auxquelles obéissent les formes différentielles extérieures d’une
variété), de V'anneau gradué¢ d’un anneau filtré (n° 6), enfin des

anneaux spectraux (n‘) 9; un anneau speclral JC¢, esl un anneau
gradué, dépendant de I'indice entier r, possédant une différentielle
homogéne de degré r et tel que J¢,.  soit 'anneau d’homologie de &¢, ;
r>>1; 8¢,., est nomm¢ premier terme de I’anneau spectral; on définil

: . o, e N
lim ZK’,.), Les relations annoncées sont les sutvantes : 'anneau d’ homo-
o4 » -

logie de Y relatif a &Y est le premier terme d'un anncau spectral dont

la limite contient (*) l'anncau gradué de IC X muni d’une certaine filtra-
tion (*). Cette filtration et cel anneau spectral sont des invariants topolo-
giques de la structure fibrée envisagée.

(1) [13] Chap. X, Beivertete Korper.

(%) est, quand X a une dimension finie,

(*) G. Hirsch vient dénoncer un résullat voisin [T], mais les notions qu’il
introduit ne sont pas des invariants topologiques. '
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SiY n’est plus supposé simplement connexe, cel énoncé doil élre
modifi¢ comme suit : le premier terme de l'anneau spectral est
I’anneau d’homologie de Y « relalif & un systéme d’anneaux locaux
isomorphes 4 JCF », comme dit Steenrod [14], ou, comme nous
dirons « relatif a un faisceau localement isomorphe a J¢F ».

L’1dée générale de la démonstration est la suivante : soit £ lappli-
cation de X sur Y qui applique chaque fibre sur un point; étant
donnée une classe d’homologie de J¢X, on cherche un cycle de cette
classe qui s’exprime « autanl que possible » au moyen d’images

par Z'd’¢léments attachés 4 Y; cet « autant que possible » s’exprime
mathématiquement & 1'aide d’une filtration nulle pour tout élément
attaché a X, mais égale au degré (ou dimension) de tout élément
attaché a Y. '

b. Ces invariants des espaces fibrés ne sont que des cas particuliers
des invariants qu’on peut attacher ¢ une application continue quelconque
£ d’un espace X dans un espace Y : une filiration de 3¢X et un anneau
spectral IC, dont la limite contient Uanneau gradué de 8CX ainsd filtré; le
premier terme de cet anneau spectral est ’anneau d’homologie de Y
relatif &4 un anneau attaché & chaque point y de Y et variant avec ce
point : I'anneau d’homologie de ?_](y), image réciproque de y; nous
dirons en termes plus rigoureux que le premuer terme de cet anneau
spectral est Uanneau d’ homologie de Y relatif au faisceau transformé
par & du faisceau d’homologie de Y. 1l existe :

1° un homomorphisme canonique ® de #¢X dans le premier terme
de 3¢,

2° un homomorphisme canonique W de #¢Y dans le premier terme
de ¢, ; les propriétés de ces homomorphismes résultent :

1° d’'un homomorphisme canonique ® des invariants attachés a
I’application constante de X (invariants qui se réduisent & J¢X) dans
les invariants attachés a &;

2° d’'un homomorphisme canonique W des invariants attachés &
'application identique de Y (invariants qui se réduisent & 5¢Y) dans
les invariants attachés a &.

c¢. Ce qui précéde subsiste quand les anneaux d’homologie de X,
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El(y) et I ne sont plus relatifs & 'anneau des enliers, mais & un anneau
quelconque. Si, plus généralement, ces anneauzx dhomologie sont
relatifs a un anneau différentiel-filtré ou, plus généralement encore,
a un faisceau différentiel-filtré, les seules modifications qui se pro-
duisent sont les suivantes : les invariants topologiques d’un espace
sont constitués, comme ceux d’une application, par un anneau filtré
et un anneau spectral, dont la limite contient ’anneau gradué de cet
anneau filtré et dont le premier terme a une expression remarquable.
L’étude des homomorphismes ® et W' (voir 6) s’en trouve clarifiée.

d. Soient F, des parties fermées d’un espace X, conslituant un
recouveement localement fini de X; supposons donnés les anneaux
d’homologie des F, et de leurs intersections et les homomorphismes
nominés « sections de ces anneaux parles I, » ; ces données permettent
de construire le premier terme d’un anneau spectral dont la limite
contient I’anneau gradué de 'anneau d’homologie, convenablement
filiré, de X. Ce fait permet de construire, par un nombre fini d opé-
rations, les anneaux spectraux et filtrés d homologie d’un polyédre et
d'une application simpliciale, quand ces anneaux sont relatifs & un
Jfatsceau localement isomorphe & un anneau différentiel-filtré.

e. On constate ainsi que les invariants attachés a deux applications
homotopes peuvent différer; mais on peut assocter une filtration de
lanneau d’homologie de X & chaque classe d’applications homotopes
entre elles de X dans Y .

f. Soit X un espace sur lequel opére un groupe fini ', dont aucun
élément n’a de point fize; soit X I'espace qui s’obtient en identifiant les
images par I' d'un point décrivant X; la connaissance de la facon
dont T' opére sur I'anneau d’homologie de X permet de définir le
premier terme d’un anneau spectral dont le dernier est ’anneau
gradué de 'anneau d’homologie, convenablement filtré, de X : voir
[5] et [6].

g. Sott o une fonctionnelle semi-continue inféricurement, définie sur
un espace localement compact X; la connaissance des limites, pour
¢ — o0, des anneaux d’homologie des partiesde X oup — e <o(2)p
(p : nombre réel) permet de définir le premier terme d’un anneau
spectral dont le dernier terme est I'anneau gradué de l'anneau
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- d’homologie, convenablement filtr¢, de X; les valeurs prises par
la filtration sont réelles et la notion d’anneau spectral doit élre
généralisée (I'indice r, dont dépend cet anneau, parcourt un ensemble
de valeurs réelles : les valeurs critiques de ¢). Notre théorie rejoint
ainsi celle du calcul des variations qu’on doit 4 Marston Morse [13].

2. Sommaire. — Le présent article ne développe ni 1.g, ni 1./
(voir[5] et [6]), ni 1.a, ni les propriétés des espaces homogénes qui
résultent de 1.a (voir [8] et [12]) : 1l expose 1.0, 1.c,1.det 1 .c.
Il ne suppose connues que les notions fondamentales de I’Algébre et
de la Topologie générale.

Le Chapitre I définit les notions algébriques fondamentales : anneau
filtré, gradué, différentiel, canonique (anneau gradué ayant une
différentielle homogéne de degré 1); il définit 'anneau gradué gA&
d’un anneau filtré &, 'anneau d’homologie #¢A d’un anneau diffé-
rentiel @, l'anneau filtré d’homologie A et l'anneau spectral

~d’homologie #¢, @& d’un anneau différentiel-filtré @.

Le Chapitre II combine les notions de I’ Algébre et de la Topologie : Un
Jfaisceau (différentiel, filtré) @3 est conslilué par un anneau (différentiel,
filtré) attaché a chaque partie fermée de l'espace et par un homo-
morphisme de I’anneau attaché a I¥; dans ’anneau attaché a F quand
F,cF; par exemple les anneaux d’homologie des parties fermées de
I'espace constituent un faisceau : le faisceau d’homologie de I'espace;
on définit la continuité d’un faisceau, le transformé £ d’un faisceau
par une application continue %, le faisceau d’homologie F@ d'un
faisceau différentiel @, le faisceau filtré d’homologie F@ et le faisceau
spectral d’homologie & .03 d’un faisceau différentiel-filtré. Un complexe
est un anneau différentiel & chaque élément duquel est associée une
partie fermée de I'espace, son support; les supports sont assujettis &
un systéme de conditions qui permettent de définir les transformés
d’un complexe par linverse d’une application continue, I'inter-
section KO K’ de deux complexes canoniques K et K’ et Pinter-

~section K (O 03 d'un complexe canonique K et d’un faisceau différen-
tiel continu @3 ; ce sont des complexes. &K' @ désigne K (O B muni
d’une filtration définie par la donnée d’un entier / et d’une filtration
de ®@. Un complexe, possédant une unité, est fin quand cette unité
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est somme d’éléments a supports arbitrairement petits. Une couverture
est un complexe canonique dont la section par chaque point a pour
anneau d’homologie I'anneau des entiers. Etant donnés un espace X,
un entier l et un faisceau différentiel-filtré-continu @ défint surX, soit &
une couverture fine de X; nous prouvons que l’anneau spectral
d’homologie de 'O @, pour /< r, et son anneau filtré d’homologie
sont indépendants du choix de &; nous les notons :
36, (X'QO &), ol r<l et H(XIQ @);
K (XIQ By =3(XQ T B); I‘I;Txac,,(xlo BYDGI(N' O B).

[Etant donnés une application continue & de X dans Y, deux entiers
{<m et un faisceau différentiel-filtré-continu @, défini sur X, nous
définissons de méme un anneau spectral et un anneau filtré

—t . .
ZJC,( EY"OXIO 03), on < m<r,

—1

et %(EY”'OX’Q(B), qui est H(XO®B) muni d’unc cerlaine

filtration; : .
-1

31t (ZY"OXO @) = 2(Y QO £F,(X'O ®));

lim a¢,(Z Y"O X0 @)>gse(t yrOXO®).”

P>tw

Nous définissons enfin I'anneau spectral et I'anneau filtré d’homologie
d’une application composée.

Le Chapitre 111 obtient des invariants topologiques d’un espace X,
d’une application continue £ ou d’une application composée en choi-
sissant (3 identique ou localement isomorphe & un anneau différentiel-
Jiltré; les invariants d’un espace qu’on obtient en choisissant 63 iden-
tique 4 un anneau sont classiques, les invariants d'un espace qu’on
obtient en choisissant 3 localement isomorphe & un anneau ont déja
‘é1é étudiés par Steenrod [14]. Enfin le Chapitre IIT explicite 1 .¢.

Les Chapitres II et III exposent également les homomorphismes cano-
niques que signale 1.5 et les déterminations effectives qu’annonce 1.d;
ces déterminations effectives ne peuvent praliquement étre effectuées
que pour des polyédres ou des applications simpliciales trés banales.

3. OriGINe pES NOTIONS UTILISEES. — Les n* 1 et 2 montrent que /e
formalisme du calcul dyfférentiel extérieur est aussi indispensable &
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énoncé des résultats qu'a leur démonstration. Il est superflu de
rappeler (voir, par exemple, 'Introduction de [9]) que ce calcul est
'outil essentiel de la Géométrie différentielle et que son application
a la Topologie des variétés est due a E. Cartan et de Rham; c’est
Alexander [ 1] qui le premier en appliqua le formalisme 4 la Topologie
des espaces abstraits. La définition d’un anneau différentiel, quand
cet anneau n’est pas supposé gradué, est due a Koszul [8].

Le présent arlicle est le premier exposé détaillé de la notion, que
résume [10], d’anneaux d’homologie spectral et filtré d’un espace ou
d’une application relatifs 4 un faisceau; c’est H. Cartan [6] qui subs-
litua le terme filtré au terme sous-valué que j’utilisais primilivement.

J'emploie ma définition antérieire des complexes [9], modifiée
comme suit : un complexe n’a pas nécessairement de base; une
multiplication est définie dans un complexe. Cette seconde modifi-
cation, due a4 H. Cartan [4], permet de définir commodément la
multiplication dans les anneaux d’homologie d’un espace ou d’une
application.

Je définis 'anneau d’homologie d’un espace localement compact
a l'aide de couvertures, comme dans [9]; mais cette définition est
considérablement simplifiée par I'emploi de couvertures fines; j’al
proposé cette notion au Colloque de Topologie algébrique [11], en
méme temps que H. Cartan proposait-une notion assez voisine [4 ]-
Quand I'espace n’est pas compact, j'adopte un point de vue de H. Car-
tan [4]; la notion d’application propre lui est due; il m’a également
signalé¢ I'isomorphisme IT (n> 18 et 63). Je tiens a le remercier
de m’avoir si utilement tenu au courant de toutes ces belles mises au
point qu’il a faites de la théorie de la cohomologie des espaces.

Le raisonnement fondamental que répétent avec diverses variantes
les n> 4, 17, 27 et 32 de mon article [9] équivaut a4 emploi de la
proposition 10.4 (ci-dessous), c’est-a-dire & la considération d’un
anneau spectral indépendant de son indice r; c’est 'analyse de ce
raisonnement fondamental qui me conduisit a envisager des anneaux
spectraux, puis filtrés. Le présent article perfectionne et développe
donc les:Chapitres I, II, IV de [9]; mais il est sans relation avec la
théorie des équations qu’exposent les Chapitres III, V et VI de [9] et
qui était I'objet essentiel de [9].

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 1, 1950. 2
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CHAPITRE 1.

ANNEAU SPECTRAL ET ANNEAU FILTRE D’HOMOLOGIE D UN ANNEAU DIFFERENTIEL-FILTRE,

I. — Anneau filtré.

A. ANNEAU GRADUE. — DEriNiTION 4.1. — Un anneau (') € sera dit
gradué quand il est, commme groupe additif, somme directe de sous-
groupes &L (p entier) tels que (*) AWIA ¢ @+,

On écrira
a :Z am,
[)

les éléments de @*) sont dits homogénes de degré p.
Autrement dit : lout élément a de ¢t s’écrit d’une fagon unique

o« = 2 i, ou are an
—o(pl+=»

(ai”’= o sauf pour un nombre fini d’entiers p).

a'’! est nommé composante homogéne de degré p de a. Le produit de
deux éléments homogénes de degrés p et ¢ est homogeéne de degré
pP+q.

Exemple. — L’anneau des formes différenticlles extérieures d’une
variété différentiable est un anneau gradué.

Soient @' des sous-groupes des @15 @'= Y '+ est un sous-
groupe additif de &; si A/ @, QA /est un sous-anneau
de @ ; st AV @' c @ et A AN C @'rr ) @' est un idéalbilatére
de (L et le quotient de @ par @ est (*) 'anneau gradué

A= E alnya'i,

r

our les définitions fondamentales de I’Algebre, voir .

H P les défi fondam les de I’Algeb 2]

(2) @lri@lsl est Pensemble des aPlal?), ou alPle AlP) et al?) e A,

(*) Plus. précisément : il existe un isomorphisme canonique de Q/&’ sur

2 Alrl/@iPl; nous convenons que cet isomorphisme est une identité.

P
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Les deux théorémes d’isomorphie de ’Algébre (*) fournissent les
deux propositions suivantes; &'+ A" désigne 'ensemble des a'+- a”,
onded@,ad"e@".

. C g, A .
Provosition4.1 — St Z @' est un idéal a’ez at; sy ‘\_‘ A" est un
” P ”
wdéal de E A et de 2 @', alors 2 Q'@ est un idéal de
14 ’ r Y
2 QA @ et il existe un isomorphisme canonique (*) de

<Z a[/'l/a”f/H) /<E cx’[ﬂl//a”iﬂl> sur Z aw/a,
) P

P

Prorosition 4.2. — S 2@(’“’1 est un idéal de 2@(""1 et sz’Z@U’“‘]
P . i 4 14
est un sous-anneau de Ea“’], alors Z@U A @M est un idéal de
14 14
Za” () et 1l existe un isomorphisme canonique de
o
Z (@7 + @'Y /@) sur Z QI (@ A Q.

r A

Complétons cette proposition par la formule

(h.1) AN+ an=E'na + a” quand Aa”cdal.

Remarque. — Si un anneau gradué posséde une unité, elle est
homogéne de degré zéro. En effet, sa composante homogéne de degré
nul est une unité; or un anneau n’a qu’une unité.

8. Anneau FILTRE. — DEFINITION 5. 1. — Nous nommerons filtration f
d’un anneau A toute fonction défirie sur &, ayant pour valeurs les
entiers ou le: symbole ++ o et vérifiant les relations

(3.1) fla—a)=Min.[f(«w), f(a)];  flaa)>f(@)+fa);  flo)=+ o

(aeta, € Q).

(*) [2], Chap. I, § &, n° k; [15], Chap. 1V, §45.

(*) CGanonique signifie : déterminé sans ambiguité.

(®) La notion d’anneau filtré est voisine de celle de corps valué, qui est
classique : [15], Chap. X, Bewertete Kérper. .
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Remarque. — Quand nous dirons : [ est borné, fini, nul, il sera sous-
entendu pour @£ o.

Soit @' I'ensemble des éléments a de A tels que /(@) p; les
relations (5. 1) équivalent aux suivanles :

(5.2) . A est un groupe additif; Aalp+i @, Lim Q= c.
P>—=
Proposition 5.1. — Soient [, des filtrations de & dépendant d’un
paramétre w € Q; '
(5.3) J(«)=Borne inf. [, («)
wel)

est une filtration de &, st f(a)=£—w quel que soit a€ &, ce qui est
toujours vérifié st Q est fini.

ProrositioN 5.2. — 81 J est un idéal bilatére de A, on définit une
Jiltration de ' = & [J en posant
(5.4) f(dy =Borne sup. f(a) - pour a'=c«modJ ().

Dérnition 5.2. — Soit 7. une application d’un anneau filtré &' dans
un anneau filtré &; sil existe des entiers p tels que

Ja) = p+ f(«) quel que soit o' €V,

leur borne supérieure sera notée f( 1) et nommée filtration de '\
(8.5) Sy = f(1) + f(a).

6. FILTRATION ASSOCIEE A UN DEGRE L’ANNEAU GRADUE D'UN ANNEAU FILTRE. —

A tout degré d’un anneau A on peut associer la filtration suivante
de A :

.(6.1) f<2 a[P]) est le minimum des p tels que «l7£ o.

4

Soit @ un anneau filtré; envisageons les groupes additifs QL7 @7+
définissons

(6.2) (a” mod AP+ (') mod AT+) = a'P) a'?) mod AP+1+1), ou aPedwr;

(') amodJ désigne I'image canonique de « dans U/J,
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nous nommerons anneau gradué de I'anneau filtré €L 'anneau

(6.3) ga :2 aw /@i,
»

L’anneau gradué de 'anneau gradué €, muni de la filiration asso-
ci¢e au degré, est A.

Soit A un homomorphisme de filtration >~ o0 d’un anneau filiré A’
dans un anneau filtré @ : A représente @'¥ dans @', donc @' @ (r+)
dans @wj@w+"; ) définit donc un homomorphisme de G&'
dans GA; cet homomorphisme transforme un élément homogéne
en un élément homogeéne de méme degré.

Prorosition 6.1. — Soit & un homomorphisme de l'anneau filtré &'
dans Uanneau filtré @5 ) respecte la filtration quand les deux conditions
suwantes sont réalisées :

S(1) > 05 1 définit un isomorphisme de G dans GEL.

Preuve.— Soita' € A'; f(ha') > f(a'), car f (W) > 0; 51 f(ha')>[(a'),
A ne peut pas étre un isomorphisme de @'/@'r+Y dans @ @+
pour p = f(a'); donc f(J.a")= f(a').

Prorositiox 6.2.. — Soit % un homomorphisme de I'anneau filiré U
dans l'anneau filtré L; A est un isomorphisme, respectant la filtration,
de & sur A& quand les conditions suivantes sont réalisées :

JS(W) > 05k définit un isomorphisme de GCU sur GE; les filirations
de U et (L sont bornées supérieurement.

Preuve. — ) respecte la filtration, d’aprés la proposition 6.1.
Si Aa'=o, f(ha')=+ o, donc f(a')=-4 »; donc a’=o. Soit
a'” € A"; puisque A est un isomorphisme de GA' sur G, il existe
a''’ e @' tel que

a'P — ja'P — qiv+1 € AQp+ ;
il existe de méme a't7+" € @' 7+ tel que

a Pt — Qg+ — lp+2) IS (:_U/"”)V,

or a'”==o quand g est suffisamment grand; donc

AP = Ma'P+ oL e d@l,
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7. ANNEAU BIGRADUE; ANNEAU GRADUE-FILTRE. — DEFINITION 7.1. — Un

anneau X sera dit bigradué quand il est, comme groupe additif, somme
directe de sous-groupes L'*1' (p, q entiers ) tels que ALP- 1@ € @lp+a i,

Les ¢léments de A»7) sont dits homogénes de degrés p, q.

Devivition 7. 2. — Un anneau gradué-filtré sera un anneau gradué @
possédant une filtration telle que

(7.9) f(a)=Min. f(al?) si = Xal? (al” homogéne de degré ¢).

L’anneau gradué de @ considéré comme anneau filtré est un anneau
bigradué GA&, que nous nommerons anneau bigradué de I'anncau
gradué-filtré €L : si A1 est I'ensemble des termes de @ homogénes
de degré p dont la filtration est au moins g,

(7.2) ga= 2(;1[/)1u/fl,r’a[p](//ﬂi_

P.q

Etant donné @ el un entier /, définissons

(1.3) f'(a)=Min.[lp + f(«?)], ou a=—= Ea[m (a”) homogene de degré p);
»

/" est une filtration de @ ;nous dirons que /" est f augmenté de I fois
le degré. L’anneau bigradué de GA de & reste le méme quand on
utilise /" au lieu de f; le degré de GE correspondant a la filtralion
est augmenlé de / fois 'autre degré.

II. — Anneau différentiel-filtré.

8. Dermvrions. — Une différentiation sera définie sur un anneau @
par un aulomorphisme o et une application linéaire ¢ de @ en lui-
méme tels que (')

(8.1) 2a=—o0; ada+dua—o; Oaa,—=0a.a;+ aa.d0a;, ol aeta;€Q;

w ’ M ’ . N .
ca est nommé différentielle de a; @&, a et o constituent un anneau

différentiel.

(') daa, représente d(aa,); du.a, représente (da)a,.
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Les éléments ¢ de @ tels que ¢ = o sont nommés cycles de &; ils
constituent un anneau €. L’ensemble @ des Sa est un idéal bilatére
de €. L’anneau quotient

HA=C/D
sera nommé anneau d'homologie de @. Deux cycles ¢ et ¢, seront dils
homologues si c—c, € M; on écrira c~vc,. Chacun des éléments de
JCA conslitue une classe de cycles homologues entre eux; une telle
classe est nommeée classe d’homologre de L.

Remarque 8. 1. St @ posséde une unité u, cette unité est un cycle:
au=uj; I posséde donc une unité.

Preuve. — au esl une unité, car« est un automorphisme; un anncau
a une seule unité, donc wu = u; d’ou, en différentiant ©* = u, cu = o.

Un anneau différeniel-filtré sera un anneau @ muni d’une différen-
tiation (a, ) et d’une filtration f telles que

(8.2) Sflaa)=f(a).

La proposition 5.2 définit une filtration de JCCL : soit h€ JCCL; soit
c un cycle de @ parcourant la classe 4.

(8.3) Jf(h) = Borne sup. de f(~) (ceh).

Un anneau différentiel-gradué sera un anneau gradué €L muni d’une
différentiation (a, ) telle que « transforme tout élément homogéne
en un élément homogéne de méme degré. La différentielle S sera dite
homogéne de degré r quand elle transformera un élément homogéne
de degré p en un élément homogéne de degré p+r :

dalrl g @+

’anneau d’homologie de (L est un anneau gradué: les composantes
homogénes d’un cycle (~v0) sont des cycles (~0).

Exemple. — Les formes différentielles extérieures d'une variété
différentiable constituent un anneau différentiel gradué, dont la diffé-
rentielle est homogeéne de degré 1.

9. L’ANNEAU SPECTRAL D’HOMOLOGIE D’UN ANNEAU DIFFERENTIEL-FILTRE. —
Nous allons attacher 4 un anneau différentiel-iliré & un anneau
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différentiel-gradué #¢,@, qui dépendra du paramétre a valeurs
entiéres r et dont la différentielle sera homogéne de degré r.
Soit

(9.1) Cr=AalPne;-
(9.2) O =Aarnm;
(9.3) cé2=Vensemble des a € @ tels que dae @ r+; 0CL = P+

On a, la fleche désignant la limite d’une suite monotone,

(9.4) L C@IC@  C... > @DPCEPC...CC) CClC. . Ay
(9.5) errl=¢ernarucer; '
(9.6) @V =@ AP @)

(9.7) ' erelcent;

(9.8) CLDI_ CCIH 4 P DI_ CLCCITIH DI,

Seule la relation (9.8) n’est pas évidenle; elle résulte de la rela-
“tion (8.1)

xa.0a,—— du.a;+ d(aa,),
ol 'on choisit a et a, tels que
Sla)y>p, JOa)y>=p+r, [fla)=qg—r-+1, [f0a)xq;

J(aa)>p d’aprés (8.2).
D’aprés (9.7) 2 C’ (somme directe de groupes additifs isomorphes
P

aux €”) est un anneau gradué; d’aprés (9.7) et (9.8) Yern+ o,
> .

r—1

est un idéal de cet anneau; soit

9.9) 40, :265/(6',’1{ +@_). |
N D

Soit A”' un élément homogéne de degré p de ¢, @ ; on a

(9.10) RV = ¢? mod (CLFL + F_,), ou ’eer;
pOSOHS
(9.11) | 8-h1P1=3ck mod (CZH*! + L), ou dcle QI C e

o BV = ac? mod (CPFL 4+ i, d
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o, est une différentielle homogeéne de degré r de I'anneau gradué 3¢, L.
Déterminons I’anneau d’homologie de #¢,@. Cherchons d’abord
'anneau C¢, des cycles de #€,@ : la relation ¢,A"' = o équivaut &

dcl € CPI*! + MY,

c’est-a-dire, puisque ¢/ € C/, a
o eCl -+ C{’t: J)
d’ou

-
€3t = W (Cllyy+ CLEL/(CL + DIL,).
II

Soit P, 'ensemble des éléments de CIC, homologues a zéro;

DIC, = 3,30, A = 2 (CPFY o D+ DPY(CIF - D),

P

. c’est-a-dire, puisque ®/_ C 0),

. |
DIC,— Z (CrE @Y (@ 4 ).

Yd

L’anneau d’homologie C#,/@3C, de 8¢, est donc, d’aprés la propo-
sition 4. 1, canoniquement isomorphe &

Wl . y : .
N (€ CENACIE - D) = W (- CEL = D)/ (CF] + ),

V4 r

c’est-a-dire. d’-aprés la proposition 4.2, puis la formule (4.1), a

Q Y
Der el n(e)ti 4 @) = ¥ CL (S - @) = e, A
P : P

L'anneau d’/wniologie de 3¢, & est donc ¥, & (4 un isomorphisme
canonique pres). . '

L’homomorphisme transformant un cycle de 4¢, & en sa classe
d’homologie définit un homomorphisme »’ , d’'un sous-anneau de
I, A sur K., A ; nous poserons, quand 7 <_s(r, s entiers),

gl e Sl 82 r
Ry =%y "%y o g

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 1, rgdo. 3
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#; est un homomorphisme d’un sous-anneau de 3, sur 3¢, (r<s);il
est défini par la formule ‘

(9.12) | 2 [ mod(€/F + @_ )] =’ mod (€7t 4- @), o Lecr.

Nous définirons en outre ’anneau gradué

(9.13) 3, Q= W CP(ErTI 4 @)

Y

et un homomorphisme 7’ d’un sous-anneau de J¢, L sur I, par la
formule

9.14) | #,[cP mod(Cr+ + @7_ )] =cP mod (Cr+i - @P),  ou recr;

cette formule a un sens car, d’aprés (4.1),

CrN(CREL 4 Dp_ ) = CPH - D C Pl 4= .

On a sur le champ de définition de «', pour r< s <z, t étant un
entier ou -+ %, :

(9.15) ) = a %l

D’aprés la définition 9.13 et la formule 4.1,
H,. A= 2@/3’@/} N(Cr1+my;
P
d’ol1, vu la proposition /4.2, un isomorphisme canonique
de 3¢, @ sur 2(@1)+ @) (- D)
P
d’ot1, vu la proposition 4. 1, un isomorphisme canonique

de 7€, @ sur [E(ewf )m/w]/[ Z(erig ao)/aa] — gew/er+,

r 4 .-
ou # désigne anneau filtré 5¢@. On a done, & un isomorphisme
canonique pres,

(9.16) 0. A = GgaeeL.
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Prorosition 9.1. — Soit h.€ 8¢, &; pour que 2 h,=o, i faut et il
suffitqu’il existe un entier s tel que 7, h,=o(r<_s ).

Preuve. — Si#’ h,= o0, %% h, est évidemment défini et nul. Récipro-
quement, supposons A= h!”, homogéne de degré p, et »_ A" =o;
d’aprés (9.14)

A= cr mod (€2F) + DI_,), ol cPECPTI 4+ Py

(9. 1) permet de préciser cette derniére relation : il existe un entier s

tel que
f/'GCI)H A%@.{"‘I ;

d’ou
. rEC! + D_;
d’ot, vu (Y. 12),
R —=o.

Dérmition 9.1. — Nous nommerons anneau spectral toute sute
d’anneaux différentiels-graducés I, possédant les propriétés suivantes :
lindice r, dont dépend 3, prend toutes les valeurs entiéres (ou toutes les
valeurs entiéres supérieures a un nombre donné),; la différentielle o, de
I, est homogeéne de degré r; 38, ., est Panneau d homologie de I¢C,.

Norations. — .., est application d'un cycle de &, sur sa classe
d’homologie ; )
PSR S L (r<<s<<w)

est donc un homomorphisme d’un sous-anneau de 3, sur JK,.

Soient J, et (et ) 'ensemble des &, € K, tels que #) A, soit défini
quel que soit 'entier s > r(tels que x4, = o pour les enliers s suffi-
samment grands); J, est un sous-anneau de J¢, ; 7, estunidéal de J,;

" udentifie les anneaux J,|F, et I/, que nous nommerons lim 3¢, : c’est
r>»
une extension de la notion de limite directe. Si les #¢, sont égaux a

partir d’un certain rang, cette limite leur est égale.

ConcLusioN. — Les formules (9.9), (9.11) et9.12) attachent ¢ un
anneau différentiel-filtré QL un anneau spectral 3, €L, que nous nomme-
rons anneau spectral d’ homologie de @ ; on a
(9.17) gsac lim @,

>t
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vu la définition de cette limite, les formules (9.13), (9.14), (9.15),
(9.16) et la proposition 9.1.

10. PROPRIETES DE L’ANNEAU SPECTRAL D’HOMOLOGIE. — PRropositioN10.1.
— Le degré de 3¢, & et la filtration de JCAL sont compris entre les bornes
supérieure et inférieure de la filtration de L.

Preuve. — Soit ¥, =3¢, A; si p est supérieur a cette borne supé-
rieure, G/ =0, donc 7' =o0 vu (9.9). Sip est inférieur a cette borne
inférieure, €= C’*|, donc €”'=o0 vu (9.9). Les propriétés énon-
cées de la filtration de JCA résultent de sa définition (8.3). .

Proposition 10.2. — Quand la filtration de & est bornée supéricure-
ment, .
GaeA = lim I¢,€L
I>+x
Preuve. — Vu (9.16) et (9.17), il suffit de prouver que, étant

donné A7 € d¢, A tel que x) A" soit défini pour tout s >r, 2, A" est
~défini: on a, d’aprés (9.12),
V= clmod (€ + @),  on Leel;

on peut choisir s assez grand pour que tout élément de & de filtration
>p—+ssoit nul: &= €r; d’aprés(9.14), »h”" est donc défini.

La proposition 10.2 a pour conséquence immédiate la suivante :

Proposition 10.3. — Sout un anneau différentiel-filtré & vérifiant les
deux conditions suivantes :

1° la filtration de & est bornée supérieurement ;

2° la différentielle 0, de 8¢, est nulle pourr > 1.

Alors
GHRA = 3, A pour r>1L.

Remarque. — La condilion 2° est vérifié quand 1° 'est, ainsi que :

2bis : le degré de 9. est borné inférieurement pour une valeur
particuliére de r.

Prorosirion 10.4. — Soit un anneau différentiel-filiré & vérifiant les
deux hypothéses suivantes :

1° la filtration de A est bornée supérieurement ;
2° pour un entier [>~0, 30, X est de degré nul.
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Alors le degré de 9C, & (1< r) et la filtration de ICA sont nuls;

I, A = s pour [<r.

Preuve. — L’homomorphisme »**' prouve que #¢, est de degré nul
pour / < r; donc, puisque 0!, ¢,= o pour < r; d’aprés la propo-
sition précédente JC, A = GHA; donc GICAL est de degré nul : en
notant JC 'anneau filtré JCA, on a

L0 =N ce Y = e =L L = oC.
Or, vu la proposition 10.1, #” = o quand p dépasse la borne supé-
rieure de la filtration de A ; donc

Y =o; Gol — J0 = s~ =. .. IC.

Dermvtion 10.1. — Soient & et Q' deux anneaux différentiels-
Jiltrés ; soit ). un homomorphisme de Q' dans & possédant les propriétés
suwantes : '

S()>o0 (définition 5.2); Aoa' = S quand ded’.
Cet homomorphisme . définit un homomorphisme, que nous noterons éga-
lement ), de AU et I, A dans A et I, A ; en effet

A€ ce, YO SON ACt cer, rD'PC @,

Nota. — N8, =5,k kv, h,= 2 Lh, quand %" h, est défini; \ ne dimi-
nue pas la filtration de 3CAU et conserve le degré de 3¢, €U ;5 \ applique
lim JC, et son sous-anneau GIA' dans lim 3, A et GHA.

ry>t-e >4

Cette définition permet d’apporter a la proposition 10.4le complé-
ment suivant, qu’utilisera le n° 46.

Proposition 10.5. — Soit un anneau différentiel-filtré & vérifiant les
hypotheses de la proposition 10. 4; soit ' l'anneau Q-muni de la filtra-
tion ' suivante :

si fla) <o, 'f’(u):Q; sinon  f'(a) = f(a)>o.

Alors &' vérifie aussi les hypothéses de la proposition 10. 4; Pisomor-
phisme canonique de A sur & définit un isomorphisme de 3¢, sur 3¢,

pour L. r.
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Preuve. — @ C D" car, f(a)=f'(a); si p>o0 et p+r>o,
C = C"; par suite, en posant I, A = I, et I, ' = I¢',

I == CRI(CTEN - D) = CLJ( P 4 D)
est une image de
W = LI D)
or JC"" est nul pour p > o, r >/ (proposition 10.4); donc J¢'"'=o
pour p > o, r > 1. D’apreés la proposition 10. 1
) =0 si p<o, car ['>o0.
AU vérifie donc les hypothéses de la proposition 10.4, d’aprés laquelle

(10.1) I, A = JeA, I A= KA pour I<r;

I'isomorphisme canonique de €l sur @’ définit I'isomorphisme cano-
nique de JHCE sur JCA et par suite, vu (10.1), un isomorphisme
de 4, A& sur 3¢, & pour [ < r.

Prorosition 10.6. — a. Sotent U et (U deux anneaux différentiels-
Jiltrés ; soit k. un homomorphisme de U dans @ tel que

J(A) >0 M = dhd quand o e’

Supposons que, pour un entier | donné, i définisse un isomorphisme de
Iy U sur 3¢, , A. Alors i définit un isomorphisme de 3¢, U sur J¢, &
pour (< r et un homomorphisme de I dans I respectant la
Siltration.

b. Supposons en outre que les filtrations de AU et de €L sotent bornées
supérieurement. Alors \ définit un isomorphisme, respectant la filtration,
de I sur JCEL.

Preuve de a. — Puisque J¢C. est 'anneau d’homologie de #¢,_,, une
récurrence relative ar prouve que A définit unisomorphisme de J¢, &
sur #¢,& quand /< r. Donc A définit un isomorphisme de lim J¢, @’

N . I>+»
sur lim 3¢, @, et par suile un isomorphisme de G#A' dans GICA;
ry—+w

d’aprés la proposition 6.1, 'homomorphisme de J¢A’ dans A que
définit A conserve donc la filtration.

Preuye de b, — D’aprés les propositions 10.2 el 10.6«, A définit un
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isomorphisme de GJCA sur GaCA'; il suffit d’appliquer la proposi-
tion 6. 2.

Prorosrrtion 10. 7= Sotent, sur un anneau filtré A, deux différentia-
tions (a, ¢) et (o', o'). St f(5- 8’)_lest Jini, alors :

a. KA =9 A pourr_IL;

I\ Ny
o,=0, pourr<_I;
o,— o, se définit comme suit : sout h)' = c! mod(C/! + @] );
(0;— 0)) AP 1=(8 — &) ¢} mod (C}F}+! + @I+,
Autrement dit : ¢ — &' définit une applz'cau'on linéaire de 3¢, en lul-
méme; cetle application est 6,— o, .
Preuve. — 1l suffit évidemment de prouver pour r =/, que

(10.2) : er=cr;

(10.3) el @ certt 4+ ar .

L’hypothése r 1/ signifie

(10.4) (8 — &)aw ¢ @+

de cette relation résulte (10.2). leTerenllons Pidentité €” = €’ ,en
tenant compte de (10.4), il vient

QU= c@lpn 4o @t
c’est-a-dire : ;
(10.5) @L, c@rsn @

or, d’aprés (9.4),
@ Cer=cr;

cette relation et (10.5) donnent
DL cern(@r« @),

c’est-a- dlre, vu (4.1), (9.4) et (9.5),

DL, CCPH + D,
d’ou (10.3), vu (10.2).

Proposition 10.8. — 8¢ f(3)=1{ est fini, alors

:21@,&1:9}& pour r=1, 8,v:(’) pour r < l;
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o, se définit comme suit

o/(a®) mod AUP+1Y = (d¢l”) mod QP+, ot e,
Preuve. — On choisit ¢'= o dans la proposition 10. 7.

Prorosition 10.9. — Soit &L un anneau différentiel-gradué, dontla
différentielle est homogéne de degré 1, on a, en utilisant sur  la filtra-
tion associce au degré : H, L= L pour rLI; H, A= GIA=IHA
pour L < r; 8,= o pour r3£ 15 ¢,=c. La filtration de L est associée au
degré de JCAL.

Preuce. — D’apres le n° 6, A= A ; donc, d’aprés la proposition
10.8, J¢, =@ pour rL/, ¢,=o0 pour r</, 6,=3¢; par suile,
Hyy A= I, Supposons /< r; puisque ¢ est homogéne de degré /,
Cl= G+ € et par suite, vu (9.11), 6,=o0; dott I,= ¥, ,. La
filtration de JCA est, comme celle de A, associée au degré; donc
GHA = JeAL. ~

41. ANNEAU D’HOMOLOGIE D'UN ANNEAU DIFFERENTIEL-GRADUE-FILTRE. —
Soit @ un anneau différentiel-gradué-filtré (n°7) dont la différentielle.
“est homogeéne de degré [; 'anneau spectral d’homologie 8¢, de @ est
un anneau bigradué, dont la différentielle est homogéne de degrés /
et r; le degré de 3¢, A correspondant & la filtration de @ sera dit degré
Jfiltrant; 'anneau d’homologie JCA de @ est un anneau gradué-filtré,
dont I'anneau bigradué GHA est sous-anneau de lim JC,.&; le degré

. r>4w
de GHA correspondant a la filtration de @ est dit degré filtrant.
Remarque. — Si I’on augmentle la filtration @ de n fois son degreé,
alors #¢, @ subit la seule modification suivante : son degré filtrant est
augmenté de n fois I'autre degré; r est augmenté de n/

Preuve. — Tous les sous-groupes qu’envisage le n° 9 sont sommes
directes de sous-groupes homogénes.

III. — Produit tensoriel.
12. Anxeau canoNiQuE. DiFiniTioN 12. 1. — Nous nommerons anneau
canonique tout anneau différentiel-gradué IC ayant les propriétés sui-
vantes . '



L’ANNEAU SPECTRAL ET L’ANNEAU FILTRE D’HOMOLOGIE. 29

1 la différentielle de JC est homogéne de degré + 1
2° a kP =(— 1) k", k" désignant un élément de K de degré p.

Nota.— Ces deux propriétésimpliquent la relation (8.1): a8 4 ca= o.

Exemple. — Les formes différentielles extérieures d’une variété
différentiable conslituent un anneau canonique.

Nous nommerons anneau canonique-filtré tout anneau différentiel-
gradué-filtré qui, comme anneau différentiel-gradué, est canonique. .
Nous nommerons anneau canonique-gradué tout anneau différentiel-
bigradué qui est canonique relativement & I'un de ses degrés, nommé
degré canonique. Soit @ un anneau canonique-filtré; J¢, A et GIHA
sont des anneaux canoniques-gradués, dont les deux degrés sont res-
pectivement nommés degré canonique et degré filtrant; I est un
anneau gradué-filtré.

13. DeririoNn (') pu propurt TENSORIEL JC(X) (L D'UN ANNEAU CANO-
NIQUE K ET D'UN ANNEAU DIFFERENTIEL (L. — Soit € l'algébre (*) sur
I'anneau des enliers qui a pour base les couples £>< a d’un élément £
de K et d’un élément @ de A et qui a pour table de multiplication

(/fxa)(k,xu,)I:Z/(ki/’?‘xo:'*/'(c.ul, oil /QZE/M;
II

r

(') A une légére modificalion prés de la loi de multiplication, cette définition
équivaut a celle de[2], Chap. IIL. La notion du produit tensoriel a été introduite
en Algébre par Whitney.

() Voir [2], Chap. IIl, n® 1 et 2 : les éléments de cette Algébre sont lessym-
boles

-
}_‘mu(kux ),
W
ol 2 est une somme finie, m, un entier, Ay € K, ay €QA;
w
N\ N ’ ’

Zmu(/fux uu)+2‘m9(ku>< U“):Z (my =4 my) (kp><ay);

u \ B @
}_“mu(k‘JL Xa,)==o0 équivaut & my—o si les couples ky = @, sont deux a deux

b
distincts.

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. {, 1950, 4
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on vérilie 'associativité de cette multiplication en conslatant que

(/{ > ll) (/{[/’}X “1) (/{i’ﬂx ('(2) =k KK s a=P—= 10— 1y N7

Les combinaisons linéaires a coefficients entiers des ¢léments

A<+ k><u — k(a4 m); kxa-+ kyx<oa—(k+ k) x<a;

m(kxa)—(mk)x «; m (k=) — k> (ma)
(m : entier)

- constituent un idéal  de €; /2 est un anneau qu’on note K ) Let
qu’on nomme produit tensoriel de K et ; I'image de k><a dans
K Q A est notée kR a; les régles de caleul dans l'anneau K QA sont
donc les sutvantes : m est un entier; a, a,, a,€CL; k, k,, k,, k" € K,
k' étant de degré p; £ a est toujours défini :

(13.1) FRQa+h@ai=kQ(c+ ay);
(13.2) kQu+hh@@a=(k+ k)R «;
(13.3) mkQa)y=(mkYR a« =k R (mu«);
(13.4) (AR a) (MR )=k PR aPw.u,.

Nous définirons une différentiation sur K @  en posant
(13.5) a(APQu)=(— 1) kKNQaua; (PR a)=0k"Qa+ (—1)"k"E dc.

Justification. — o et 2 sont des opérations univoques,‘car on obtient
le méme résultat en les appliquant aux deux membres d’une des rela-
tions (13.1), (13.2), (13.3); il est évident que « est un automor-
phisme de J @ L et que s*=o0, % ¢+ ¢z =0} pour vérifier la troi-
siéme des conditions (8.1), calculons

[(ARQ ) (APQ )| = o[ kK@ o~ et uty]
=0k KPR a—Pa.ay+ ok KM@ oV . ay
+ (kA da—ra.ay + a(k kKPR o= . duty
= (A QR a)(A"N@ @)+ (o0k @ aw) (SR «)
+(ak @ da) (KPR a)+(ak Q aa) (akPQ da,)
=0(AQ «). (KR a1)+ a (k@ ). 0 (KN wy).

14. LE PRODUIT TENSORIEL GRADUE OU FILTRE K'Q) Q. DEriNitioN 14. 1.
— Soient un anneau canonique XK, un entier l et un anneau gradué (.
Convenons que, st k'€ K et a'" € A ont les degrés respectifs p et q, alors
kP Q) a'? est homogéne de degrélp 4 q5 I Q) A, munide ce degré, sera
noté K'Q &.
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Si @ posséde une différentielle homogéne de degré /, alors la diffé-
rentielle de K'@ @ est homogéne de degré /.

DeériNition 14. 2. — Sotent un anneau canonique K, un entier [ et un
anneau [iltré & ; posons
(1% 1) V& ( e 'q;,p): “ii"' [lp - St )]s
p
\ pﬁ 1

nous définissons ainsi sur K Q) L une fonction multiforme & valeurs
enticres; soit f la borne supérieure des valeurs prises par f' sur un élément
donné de QA ; nous allons prouver que f est une filtration de KK A
qui, muni de cette filtration, sera noté JK'Q) L.

Preuve. — Soient x et x, € K @ A; supposons f(x)>=p el
J(x)>p,, p et p, étantentiers: il existe des valeursde f'(z)et f'(x,)
vérifiant les inégalilés

J(@)=p,  [(2)=pi;

d’ol, vu (14.1) et (5.1), des valeurs de /'(z — x,) et /' (x x,) telles
que

Sz —z)>Min.|p, p], Sz z)>p+p,
donc

J(x—a)>Min. [ p, p.], Sz x)>p+ p;.

lemarque. — Si €L est gradué-filtré, alors K'Q) A est gradué-filire.
Si (L est filtré et a le degré nul, alors la filtration de K'®) @ est celle
de K°Q A augmenlée de [ fois le degré de K Q) @. '

15. ProbuiT TENSORIEL DE PLUSIEURS ANNEAUX. — a. Soient-deux anneaux
canoniques J et K'; K QK et K'Q K sont canoniques et iso-
morphes, moyennant les conventions suivantes : AV A est de
degré p + ¢ et correspond a (— 1 )7 KR k7,

b. Soit un anneau différentiel-filtré @ ; une convention évidente
permet d’écrire

(KR KN A=HQ(K'Q Q)= K ® K'Q .
L’isomorphisme de K Q) HK' sur K' @ K que-définit 15.a définit un iso-
morphisme respectant la filtration de

KQI'QA  sur  HIQXKQaA.



28 JEAN LERAY.

16. Lks anneaux caNoN1QUES D’ ALEXANDER ET DE CEci. — Nous allons
donner deux exemples d’anneaux canoniques qu’utiliseront les n° 38

et 39.

Derition 16. 1. — L'anneau d’Alexander |de Cech) attaché a un
ensemble [totalement ordonné| X d’éléments x a pour éléments homogénes
de degré p les fonctions k(x,, x., ..., x,) @ valeurs entiéres dont les
argumenls sont p +1 éléments de X | tels que x,< x,<...< x,]. La
somme deux tels éléments k et k, de degré p est I'élément de degré p

(16.1) koo, « ooy @)= k(xoy ooy xp)+ ki Xy, .., 2p).
Le produit de deux tels éléments k et ky, de degrés p et q, est I’élément
de degré p -+ q

(16.2) ko(@oy « ooy Tpgy= k(X9 ooy xp) ki (@), ooy Tpay)-
La différentielle d’un tel élément k est I'élément | = ck que voici':
. A
(16.3)  k(zo, 1, ooy Xpy1)= E (— I)P-k(.ro, Xiy oy Ly on ey Jz,,+1),
oS p+1
N . .
(mn, Liy ey Tyy oy xp+,>representant la sutte (xy, @y, ..., 2, )dont

on a enlesé x, .
On constate aisément que ces régles définissent bien un anneau
canonique.

Proposition 16. 1. — Soit K 'anneau d’ Alexander | de Cech] attaché
@ un ensemble non vide X [ totalement ordonné |; #I< est homogene, de
degré nul et isomorphe a ’anneau des entiers.

Preusve quand K est l'anneau d’Alexander. — Soil ¢ un cycle de
degré p; on a, vu (16.3),
AN
(16.4) 2 (—I)Hc(:vo, Zyy o euy Ty, ...,w,,+1):o.

vZpZp
Supposons p > 0; donnons-nous un élément x de X et définissons
(16.5) ) k(zy, sy ooy @py=1c(X, Z1, T3, « -+, Tp);

(16.4) s’écrit, en faisant z, ==,

(R )
c(Z1y X2y ooy Tpp1)= Z (— 1k 2y, ooy Ty ooy T )

0<pLp
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c’esl-a-dire
(16.6) . ¢=oak;
donc c~vo.

Supposons p=o0; d’aprés (16.4), c(xy)=c(x,): c(x,) est un
entier indépendant de x,; ¢ < o si cet enlier £ o.

Preuce quand K est ['anneau de Cech. — Nous noterons K el K’ les
anneaux d’Alexander et de Cech attachés a X; a chaque élément
homogeéne #'(x,, ..., z,) de K’ associons comme suit un élément
K a,, ...,z,)de K

h(egy ooy k)= (g, «.ny 1) quand  x, <y <l...< 2,

k(zy, ..., x,) est anlisymétrique ().

Nous définissons ainsi une application canonique de JK' sur
’ensemble des éléments antisymeétriques de J; celte application est
- linéaire, biunivoque : elle ne respecle pas la multiplication ; mais elle
respecte la différentiation : solent f et [ les différentielles de £ et 4/
dans K et K'; d’apres (16.3)

.

k(zo, @y, ooy Xpr) =K' (2, 21, ooy Zpya) quand  zo<< &, <<...Zp4y;

d’aprés (16.3) et antisymétrie de £, /- est antisymétrique; £ est donc
I'image de /. Soit ¢ un cycle de K’ de degré >> o soil ¢ son image
dans K ; c esl antisymétrique; 1'élément £ de K que définit (16.5)
est donc antisyméirique; il est donc I'image d’un élément 4’ de K';
d’aprés (16.6), ¢/=2¢ck'; donc ¢'~vo. Si ¢’ est un cycle de K’ de degré
nul, c¢’= o exprime que ¢'(x,)=c'(x,): ¢/(x,) est un entier indé-
pendant de x,; ¢/ 0 si cet entier £ o.

IV. — Anneau d’homologie et anneau spectral d’homologie
d’un produit tensonriel.

17. PROPRIETES DE L'ANNFAU FILTRE JK'RQ) €15 CALCUL DE I, (KR AL).
JK désigne un anneau canonique et & un.anneau différentiel-filtreé.

(1) Cest-a-dire : la valeur de k(xy, ..., 2,) est multipliée par — 1 quand on
transpose deux des arguments; elle est en particulier nulle (uand deux des argu-

ments sont égaux.
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Il est aisé d’établir les quatre propositions suivantes : voir [2],

Chap. III, § 1, n° 3

Proposttion 17. 1. — a. S¢ I est ’anneau des entiers, dotés d’un degré

nul et d’une différentielle nulle, il existe un isomorphisme canonique de
KR E sur A.

b. St & est 'anneau des entiers, dotés d’une filtration et d’une diffeé-
rentielle nulle, il existe un isomorphisme cononique de K'Q €L sur K
muni de la filiration associée a son degré multiplié par [.

Cas a. — Soil ul'unité de JC; on associe a & u @ a.

Cas b. — Soit u 'unité de @ ; on associe k a £ Qu.

Prorosition 17.2. — K'Q) A dépend additicement de K et de L : si

K=Y K, et & =N @, (sommes directes) alors
("
w N3

W .
HIQ & :Z KL a, (somme directe).
W,V
Prorosition 17.3. — S @' est un sous-anneau de ¢, il existe un

homomorphisme canonique (le Jiltration positive, de K'Q ' dans
KA.

Provrosition 17.4. — Si J est un idéal de A, l'image canonique de
K'KQ I dans K'Q E est un idéal de K'Q Ay le quotient de K'Q A
par cet idéal est anneau filtré 5'Q (A[T).

Dermxition 17. 1. — Soit @ un élément de l'anneau @ a est dit d’ordre
infini st ma £ o quel que soit entier m £ 0 sinon a est dit d’ordre m,
m étant le plus petit entier > o tel que ma = o. L'ensemble des éléments a
de A d’ordres finis constitue un idéal noté BEL et nommé idéal de torsion
de @. Nous dirons que @ est sans torsion quand B = o, c'est-a-dire
quand A est un module libre relativement a I'anneau des entiers.

Lemme 17.1. — St Kest sans torsion et st U est un sous-anneau de &,
I’ homomorphisme canonique de K'Q Q' dans K'Q & est un somor-
phisme conservant la filiration. On peut donc convenir que

(17.1) ’ HRA cKQa
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et énoncer comme suit la proposition 17.4 : st J est un idéal de &,
(17.2) (KR QKR T) = KR (/).

Preuve. — Si I'affirmation & prouver (’homomorphisme canonique
de K'QA dans K'QA est un isomorphisme) était fausse, cette
affirmation serait encore fausse quand, faisant abstraction des pro-
priétés de multiplication et de différentiation, on remplacerait J par
un de ses sous-groupes a nombre fini de générateurs; d’apres le théo-
‘réme fondamental de la théorie des groupes abéliens (*), un lel sous-
groupe est somme directe de sous-groupes isomorphes & ’anneau des
entiers; vu la proposition 17.2, 'affirmation & prouver serait donc
fausse quand XK est 'anneau des entiers; or elle résulte alors de la
proposition 17.1 a.

Lemme 17.2. — St K est sans torsion et st sa différentielle est nulle,
on a, en remplacant dans les notations du n°9 €, 0 par C/ &, 0 @ :
(17.3) IR A) = IR CraL;

(17.4) DL (KOR ) == JH Q) D! EL.

Preuve. — Identique a la précédente.

Lemve 17.3. — 8¢ K est sans torsion et si sa différentielle est nulle,
alors
(17.5) - I (HQ Q) = IR Je,. .

Preuve pour {= 0. — On utilise la définition (9.9) de 3¢, el les for-

mules (17.2), (17.3) et (17.4).

Preuce pour I 0. — Donnons 4 @ un degré nul; augmentons la
filiration de JK° @ A de / fois le degré de ') €L ; on obtient la filtra-
‘ton de K'Q A, vu la remarque du n° 14, et la formule (17.5), vu la-

remarque dun°11.

Provrosition 17.5. — St K est un anneau canonique sans torsion et (L
un anneau dyfférentiel-filtré, '

(17.6) B (KIQ Q) = 9 (K ® 3,60

(") [18], Chap. XV, § 109 : Hauptsatz iber abelsche Gruppen.
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les deux membres sont gradués; la différentielle ¢ est utilisée sur KX et la
dlﬂerenzzelle o, sur 3,5 K'Q) I, a donc une dlﬁerentlelle homogéne
de degré l.

Preuve. — Définissons une différentielle &' sur K/ L en posant
o'=osur JX; 0'=0 sur A.

N

On a f(8 —2¢") = {; donc, vu la proposition 10.5 a
I (KIQ AY=3¢, (H' R ),
c’est-d-dire, vu le lemme 17. 3,
JL,(JC’@ICI): KR 3, €

d’apreés la proposilion 10.7¢, ¢, s’oblient en utilisant au second
“membre ¢ sur K et ¢, sur I, x;d’ou(17.6), puisque JC;, , estl anneau
d’homologie de i¢,.

Prorosition 17.6. — St I est sans torsion et posséde une unité u qui- -
n’est divisible par aucun entier, alors u @) a, ot a € A, constitue un iso-
morphisme de @ dans '@ AL,

Preuves. — u est un cycle de degré nul d’aprés les remarques des
n° 4 et 8. Nous pouvons donc faire abstraction des propriétés multi-
plicatives, des propriétés de différentiation et remplacer JC par un de
ses sous-groupes additifs de degré nul 4 nombre fini de générateurs.
D’aprés un théoréme classique (') ce groupe a une base constiluée
par des éléments linéairement indépendants dont I'un est u. Vu la
proposition 17.2, il suffit donc de prouver la proposition 17.6 quand
XK est I'ensemble des muluples entiers de u; dans ce cas la propo-
sition 17.6 s’identifie a la proposition 17.1 a.

18. Rerations ENTRE JC(K @A), I BT JA quand I EST SANS
TORSION (*). — LEMME48. 1. — Sotent un anneau canonique K et un anneau

différentiel sans torsion (L. Soit IL Phomomorphisme canonique de

() [15], Chap. XV, § 108, Llementarteilersats.

(2) Le théoréme 18.1 figure dans un article a paraitre de H. Cartan et
Eilenberg; ayant besoin de l'appliquer, nous en donnons rapidement une
démonstration, qui indique & quelle filtration il se rattache. L’emploi d’autres



33

L’ANNEAU SPECTRAL ET L'ANNEAU FILTRE D'HOMOLOGIE.
MK Q I dans J(KQ Q) qui sobtient en associant & I'élément
hQ K de 5K Q KA la classe d’homologie de ¢ @ ¢', c et ¢’ étant des
cycles des classes h et . .

a: 1 est un isomorphisme de I Q) HA dans H(IKQ ) ; on peut

donc convenir que
: BK R HA C (K Q Q).

b. Le HK KR HA-module (KK AQ)HK QA ne dépend que
de K et A et en dépend additivement : .

st JCJC:V I, et A= Z A, (sommes dlrectes) et st 2, CA@,,

p.
alors

(K QA)[IHK Q Ha :Z (I, Q ) 3850y Q A, (somme-directe).,
B, : ,

c. Le groupe additif 5(K Q Q)|KIHK Q) HA ne dépend que de L et
du groupe de torsion de 3CK 5 il en dépend addinivement.

Preuve. — Soit € 'anneau des cycles de A ; atilisons la filiration
de @ qui vaut — 1 sauf sur € ou elle vaut zéro; f(¢)=r1; d’aprés la
proposition 10.8, 3¢, & est I'anneau gradué :

=g g, gu—aje;  el=ec;
& est sans torsion, car & estsans torsion, CC (L et A/C est isomorphe
acAc@; & aune différentielle homogéne de degré 1 :
. 7 d(¢modC) =dael; onn=o0 si nec.
D’aprés la proposition 10.8
9, (JORQ A=K R A(KR®E) + KR E,

c’est-a-dire, vu la proposition 17. 4,
Ho(KRQA)y=H'RK &

filtrations fournirait des isomorphismes non canoniques de (K ® (‘)() sur
WK Q FeA + I (K Q A)/IIHQ HA dans les deux cas sutvants :

1° XK et & on des bases (finies ou non);

2° JC a une base; 0 — o sur &.

Ce dernier cas a été traité par Cech (Fundamenta math., . 25, 1935, p. 33).

5

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 1, 1950.



34 e JEAN LERAY.

vu la proposition 10.8, la différentielle &, de J¢, s’obtient en conve-
nant que
0o==0 sur JK; do= o0 sur 8.
Puisque 4¢, est'anneau d’homologie de ¢, et que & est sans torsion,
on a, d’aprés le lemme 17.3, ol P'on peut intervertir les réles de K
et A,
9, (JORQ A) = (K )R 6.

On déduit aisément de la définition (9.11) de ¢, que ¢, s’obtient en

convenant que
0;= o0 sur 3K ; ;= 2dsur &;

puisque le degré de J¢,(HK°Q @) est — 1 ou o quand r >1, sa diffé-
rentielle ¢, est nulle ; donc, vu la proposition 10.3,

(KPR 6] = GI(HR Q).

D’apreés la proposition 17.4, I’ensemble des termes de degré nul de
H[(HK) R E] est KK (Q JEA; 1a relation précédente signifie donc
cecl :

1° KK QIHA est l'ensemble (K Q@A) des tlermes  de
H(HK°Q A) dont la filtration est o.

2° (K Q X)[HKQIA est 'ensemble ¢ "'[(HIHK)" R &] des
termes de degré — 1 de J[(HK)* R &]. _

1° prouve que II est un isomorphisme de &K (R A sur
HO(KRQA); '

2° prouve b.

Pour prouver c il suffit de prouver que I’is‘omorphisme canoniquede
BHIK dans KK définitunisomorphisme du groupe I [(BICK)° R E]
sur JT(HK)Y QR &]. Si celte affirmation était fausse, elle serait
fausse quand on remplacerait ¢ par un de ses sous-groupes additifs
a nombre fini de générateurs; un tel sous-groupe est somme direcle
de sous-groupes monogénes (*); d’aprés la proposition 17.2, affir-
mation serait donc fausse quand €K est monogéne; or elle est évi-.
dente si JK est fini, car BIHHK = K ; si HK est monogeéne et n’est

(1) [13], Chap. XV, § 109.
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pas fini, 3¢ est le groupe additif des entiers; d’aprés la proposi-
tion 17.1 6

(KPR E] =261 (E)=0;  BHIK=o0;
'affirmation est encore exacte.

Lemme 18.2. — Soient un anneau canonique sans torsion &K et un
anneau différentiel Q; I'énoncé du lemme 18.1 vaut quand on y per-
mute les roles de IC et @L.

Preuve. — I et A ont dans £ Q) A des roles symétriques.

Lemme 18.3. — Tout anneau JC est I'anneau d’ homologie d’un anneau
sans torsion L.

Preuve. — Soit un systéme de générateurs h, de Panneau & : tout
élément de & est somme de produits de A,; soient /, des symboles
correspondant biunivoquement aux /,; les combinaisons linéaires
a coefficients entiers des produits des /,, aucune relation ne liant les/,,
constituent un anneau (') sans torsion £07; soit J l'idéal de £
qu’annule I'application , — &, de £1°) sur 4¢; soit £~ un £!°>-module
isomorphe 4 J et soit ¢ 'isomorphisme de £'7 sur ¥ ; ¢ est une diffé-
rentielle de degré 1 de I’anneau gradué £-''— £ qui est sans
torsion et dont I’anneau d’homologie est &¢.

Prorosition 18.1. — Soient un anneau canonique sans torsion K et
un anneau différentiel @C. :
a. On obtient un isomorphisme canonique 1l de 3K R HA dans
FH(KQQA) en assoctant a U'élément h Q@ k' de KR IHE la classe
d’homologie de ¢ Q c', ¢ et ¢’ étant des cycles des classes h et B’ ; on peut
donc convenir que
‘ JeK ® HACI(K R Q),
b. Le 3CK Q HA-module (K Q Q) [3K Q) H nedépend que de
HIK et HA et en dépend additivement : st ICK et ICEL sont isomorphes
_ades sommes directes Z HK, et 2 HA,, alors (K Q Q)[HKR A
N v

(') L'algébre stricte, sur Ianneau des entiers, du monoide libre déduit de
I'ensemble des /, : [2], Chap. II, § 7, n® 9.
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est isomorphe ¢ la somme directe
Z 98 (K @ Q,)/30K, @ FeA,.
Wy
Nota. — On ne suppose pas les K, et @, sous-anneaux de K et Q.
c. Le groupe additif H (K Q AL)HK QR IHA ne dépend que des
groupes de torsion de K et KA et en dépend additicement. En par-
ticulier :
d. St RI ou HE est sans torsion,
(K ® Q) = K Q HA.
e. St BHIK et BIA sont monogiénes dordres m et n, alors

H(KQA)[HILQ HE est monogene dordre (m, n), plus grand
commun diviseur de m et n.

- Preuve de a. — Lemme 18.2.

Preuve de b, c et d. — D’aprés le lemme 18.2, le module
(IR A)/HK QR sHA

ne dépend que de K et JC; le lemme 18.3 permet de remplacer &
par un anneau différentiel sans torsion; on peut alors appliquer simul-
tanément les lemmes 18.1 et 18.2.

Preuce de e. — 1l suffit de vérifier e dans un cas particulier : sup-
posons que XK ait une base constituée par une unité u et un élément £
de degré — 1, tel que ¢k = mu; supposons que A soit gradué et ait
une base analogue : ¢, @, ca = no, degré a =—r1; K'@ A n’a pas de
cycle de degré — 2; ses cycles de degré — 1 sont les multiples de

m
(m, n)

U@ a— Lk@v—;(ﬂk@a).

(m, n) T (m, n)
ses classes d’homologie de degré o constituent KK Q) HA.
19. Carcur pE . (HK'Q ) T JC(HK'Q Q) quanp K ET JCK sont

SANS ToRsloN. — J désigne un anneau canonique et (0 un anneau.
différentiel-filtré.

Prorosition 19.1. St K est sans torsion, il existe un homomor-
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phisme canonique 1 de (3CIC) Q) 5C, (L < r) et (HI) R HA dans
IC(K'QA) et 5 K'Q A); I conserve le degré, f(11) = o311 commute
avec o, et x5 Il applique (JCKY Q@ lim JC, A et (K ) Q GIA dans

lim d¢,(K'Q ) et son sous—annec;:t” H(K'Q AQ); la restriction de

r>4»

ma (JCKYQ Iy A est lisomorphisme I, que définit la proposition

18.1a, de cet anneau dans (
(IR0, A) == 3y (K'Q A)

la restriction de 11 & (JCIC) R HA est U'isomorphisme 11, que définit la

proposition 18.1 a, de cet anneau dans (K QA).

Preuve. — Contentons-nous de définir I sur (JCICY Q@ JC, A : les
propositions énoncées résultent aisément de cette définition. Dans les
notations du n° 9 remplagons €/, etc., par €/ A, etc.; soit CVK
(et MWIK) I'ensemble des cycles de I, homogénes de degré p et
~0); on a les formules analogues 4 (9.7) et (9.8):

(19.1) CPK Q CIACCr T (K'Q @); EMK QR RIAC YT (KR A);
(19.2) OPHQ CITACCHH (KIQ Q) 4+ DI (KIQA) ou [<r.
Soient A" € 3K, de degré p; A" € IC, A de degré ¢; on a

AP = cP mod DI, o ?€CMI;

= I mod (CIF & + @7, @), ou leCle;
(19.1) et (19.2) justifient la définition suivante de I’homomor-
phisme IT :
MA@ 1) = P @ ¢/ mod | 13" (K@ Q)+ DL (KR A) ) € 30, (3 R Q).

Prorosition 19. 2. — Faisons lune des deux hypothéses suivantes :

1° K et HK sont sans torsion;

2° K, IC.A(L<r) et JCA sont sans torsion.

Alors' I homomorphisme canonique 11 (proposition 19). 1) est un iso-
morphisme, conservant le degré et la filtration, de (3 ) Q) 3, A7)
et (JCH) R JEA sur 30, (K Q Q) et H(K'Q Q).

Preuve. — D’aprés la proposition 18. 1 d, II applique isomorphique-
ment I'anneau (JCI)' Q) J¢,.4 A sur H(K'Q H,A) = 3¢, (K'Q a),
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par suiteson anneau d’homologie (JCHK ) R IC/, o CLsur Ky, (K Q @),
et plus généralement (20K)® . sur I (K'QA); donc II
applique 1som0rph1quemenL(JLJ») ® lim ¢, A sur lim JC,(K'Q Q)

P>+ >
et par suite (JHK)Y R GHA=G[(HK) R IA] (proposition 17.4)

dans GI(K'Q A); les propositions 6.1 et 18. 1d achévent la preuve.

20. CarcoL pe IC(K'Q Q) Er H(K'R) (L) QUAND €L EST UNE ALGEBRE
SUR UN cORPS. — DErniTION. — Soit U un anneau commutatif possédant
une unité. Nous dirons qu'un anneau différentiel, gradué ou filtré & est
une algébre différentielle graduce ou filtrée sur M quand I'anneau & est
une algebre sur M (voir [2]) et que

0 (ma) = m ou; degré mo = degré a;
Sma) > f(a) si. meM uecl

a
Le produzt tensoriel d’algébres sur N, que nous noterons ), se définit en

remplacant au n° 13 la condition que m est entier par la condition
me& M. Soit K un anneau canonique; K Q) N est une algébre cano-
nique sur IN; soit A une algébre différentielle- filtrée ou dzjfcrentzelle—

graduée sur N ; il existe un isomorphisme canonique de (K Q) J‘lc)‘@ a
sur K'Q @ : c'est

m
(20.1) (AR m)RQRu—>kQ ma. »
Les raisonnements et conclusions des n* 17, 18 et 19 subsistent

quand on remplace les anneaux par des algébres sur un méme corps
n
commutatif M, @ par ), les groupes abéliens a nombre fini de

générateurs par les espaces vectoriels sur It de dimension finie et
tous les idéaux de torsion par zéro : compte tenu de l'isomor-
phisme (20.1), la proposition 19.2 devient donc, quand on y rem-
place ’anneau canonique K par I'algébre canonique K (@ I et &
par une algébre sur J1

Proposimion 20. 1. — 8¢ K est un anneau canonique et A une algébre
différentielle-filtrée sur un corps commutatif I, i existe un isomor-
phisme canonique, conservant le degré et la filtration, de 3¢,(K'Q ),
oulr, et H(K'QQ Q) sur

M amn
[ge(K @M se,a et [s(KQ MR sA.
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21. Cas oU LA FILTRATION DE (X EST NULLE. — LEmME 21.1. — Sozent
un anneau canonique sans torsion J et un anneau différentiel .
Utilisons sur @ un degré nul. Soit l5£ o. Etant donné x € K'Q A tel
que la ¢*™ composante homogéne (n° 4) de Sx soit nulle, il existe y et
€ K'QA tels que : x=y -+ z; dy (et 83) est la somme des compo-
santes homogénes de dx de degrés inférieurs (et supérieurs) a q; les
composantes homogenes de y (et z) sont de degrés = q (et>q).

Preuve. — En divisant tous les degrés par / ramenons-nous au
cas /=1. Soit z'”’ la composante homogéne de « de degré p; soit

=N Qay;  AN=Z Qs
W v
par hypothése
Z Skl TN @+ (— l)"z k' @8y = o;
° v

s .
celte relation vaut quand on remplace &K par un de ses sous-groupes
additifs de degré ¢ a base finie; nous pouvons supposer (*) que les £
constituent celte base et que les combinaisons linéaires des 82~ sont
les combinaisons linéaires des m, £, (m, entier). Il existe des £~ tels
que Sk '=m, k" ; tout k"’ est somme de £/~ et d'un cycle ¢/"';
en résumé :

(20.71) S et =Y T Qap+ PR T @ ans
w v

(20.2) Zl7 _—_—-2]{5,’”@ av ;

(20.3) Sl ' =o0;

(20.4) S = A

(20.5) ) Z/cf,’“@(m\,av—{—(~I)’78af,):0.

(20.5) vaut dans K'Q A, K' ayant pour base les £'; donc, vu les
propositions 17.1a et 17. 2, :

myay—+ (—1)7 day = o.

(1) [18] Elemenl(zrtez'ler;s‘atz, Chap. XV, § 108.
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D’apreés (20.4), &' est un cycle ¢ si m,5£0. Soient ¢ les v tels
que m;>~o0 et < les v tels que m, = o; on peut choisir £#""'=o. Les
relations précédentes deviennent

a1 :2 AR oy + 2 k¥R ag;

w G
(20.6) ;. a :2{"&” X (/'0—1—2 o &t
a il
Ol ~''=o; ORY =" = mgs eyt ol =o;
Oty = (— 1)1 myuty; Oaz =o.
Soit

= E x[/l]_{_z‘ AR . —+2 (A @ g4 YR ag);
plqg—1 w a .
= :21{‘;’”@/124—2 2

p>q

les propriétés énoncées résultent de (20.6).

Prorosition 21 . 1. — Soient un anneau canonique sans torsion I, un
anneau différentiel CU de filtration nulle et un entier [ > o.

a. La filtration des éléments non nuls de 3C(K'Q Q) est finie;

b. 8,=0, 3, (H'Q Q) = Ga(K/Q A) = I (KR FeA) pour I<<r.

Preuve de a. — Nous uliliserons sur & un degré nul; la filira-
tion de K'Q A est la filtration associée 4 son degré (n® 6).
Soith€ K (HK'Q Q) tel que f(h)= + o ; soit c un cycle de KX Q &
appartenant a la classe d’homologie &; soit ¢ —1 le degré maximum
des composantes homogénes non nulles de ¢, puisque f(h)=+ =,
il existe, vu la formule (8.3), un cycle ¢’ de la classe /& tel que
JS(c'"Y>¢q : les composantes homogénes de ¢’ sont de degré >g¢q
et ¢ —c' = 3x; d’aprés le lemme 21.1, il existe y tel que gy =c;
donc h=o. 4

Preuve de b. — D’aprés les propositions 10.1 et 10.4, I, A = IA;
donc, vu la formule (17.6),

By (KL ® Q) = 50(KLE T ).



L’ANNEAU SPECTRAL ET L’ANNEAU FILTRE D'HOMOLOGIE. 4
Soit €€/, (K' Q@ A); on a cx€ @+ (K'®A); appliquons le

[+1

lemme 20.1 en choisissanl ¢ = p + 1 : il vient

z=y + 5, yEeCH XK QA), TECIT (KR A);
donc
' ' Cl (KR A) =Cr (K@ ) + [ (K Q A);

donc, vu (9.14), 5" est défini sur JC.,(K'QAQ); donc 0,= 0
pour /< r; donc

P (KR A) =36 (K Q &)
et tout élément de lim J¢,(K'Q A ) appartient a

I> 4

Y (HQA)=GIH (K QA) [formule (9.16)].

CHAPITRE II.

ANNEAU SPECTRAL ET ANNEAU FILTRE D’HOMOLOGIE, RELATIFS A UN FAISCEAU
DIFFERENTIEL-FILTRE, D'UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT
ET D’UNE APPLICATION CONTINUE.

I. — Espace localement compact.

22. Tous les espaces envisagés seront localement compacts ().
Soit X un tel espace; nous nommerons (?) voisinage ouvert de I'w
toute partie de X dont le complémentaire est compact; nous nomme-
rons voisinage de !’ % toute partie de X contenant un voisinage ouvert
de I'w; si X esl compact, chacune de ses parties est donc un voisinage
de I'c. Si Y € X, nous nommerons voisinage de Y U o toute partie
de X qui est a la fois voisinage de Y et voisinage de o0 ;si X est
compact, les voisinages de YU « ne sont autres que les voisinages

deY.

(') 3], Chap. I; tout espace localement compact est par définition séparé
(c'est-a-dire de Hausdorff); il est méme régulier ([3], Chap. I, § 10, propo-
sition 9).

(*) [3], Chap. I, § 10, Immersion d’un espace localement compact dans un
espace compact (Alexandroff).

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 1, 1g50. 6
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Nous utiliserons les propositions que voici :

Provosition 22. 1. — Une application continuc transforme un compact
en un compact ().

PROPOS!TION 22.9. St I est une partic fermée et K une partie
compacte d’un espace X et st FNK = o, il existe :

a. unvotsinage compact W de K tel que FAN'W = g
b. unvoisinage fermé V de FU o tel que VAK =g.

Preuve de a. — Tout point x de K posséde un voisinage compact ne
contenant aucun point de I'; on peut recouvrir K avec un nombre fini
de tels voisinages.

Preuve de b. — V est I'adhérence du complémentaire de W.
Proposition 22.3. — Etant donnés une application continue 9 d’ un
espace X' dans un espace X, une partie fermée F de X et unvoisinage V'
de § (F)U o, il existe unvoisinage fermé'V de FU « telque_ﬁl MVMcVv.
Preuve. — Nous pouvons supposer V' ouvert; son complémen-
taire CV’ est compact; 0(CV’) est donc compact, vu la proposi-
tion 22.1. Par hypothése 8(F)cV' donc FNO(CV/')=g¢. La
condition aréaliser, ) (V)c V' équivaut alasuivante: VA O(CV')=g.
On la réalise en choisissant dans la proposition 22.26, K =60(CV’).
Dermvimion 22.1. — Nous dirons que !application continue § de

Uespace X' dans Uespace X est propre quand elle posséde les trois
propriétés suivantes, dont I’ équivalence se vérifie aisément :

a. 9§ apolique toute partie compacte de X sur une partie compacte
de X'

b. 6 applique toute partie fermée de X' sur une partie fermce de X
et 61(.27) est compact, quel que soit x € X;

c. ou bien X' est compact; ou bien X' et X ne sont pas compacts et s
nous adjoignons a X (et @ X") un point a U'infini, » (et w'), en sorte

(1) [3] Chap. I, § 10, théoréme 1.
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que XU o (et X' U w') est compact (), si nous posons 0(w') = w, alors 0
est une application continue de X' U w' dans XU w.

Prorosition 22.4. — Etant donnés une’applz'catz'on propre 8 de X'
dans X, une partie compacte K de X et un voisinage V' de 0 (K),
existe un voisinage compact V de K tel que 0 (VHcV'.

Preuve. — On peut supposer V' ouvert; 0(CV’) est fermé, étranger
4 K ; on choisit pour V un voisinage compact de K étranger a 6(CV’)
(proposition 22.2a).

II. — Faisceau.

23. DEFINITIONS D'UN FAISCEAU, D'UN FAISCEAU CONTINU, D'UN FAISCEAU
pROPRE. — Un faisceau 3 sera défini sur un espace X par les données
sulvantes : ‘

a. un anneau G3(F) associé & chaque partie fermée I de X ;

b. un homomorphisme de B(F') dans @(F,) quand I'; est une partie
fermée de F; cet homomorphisme est nommé section par F,; on
notera F, b Pélément de @B3(F,) en lequel il transforme I'élément b

de 3(F).
Ces données sont assujetties aux deux conditions suivantes :

c. 03(;5):0;
d. SiF,cF,cFetsibed(F), alors IV, (F,6)=F,b.

La relation ’

lima (V) = & (F) [Jlim a(V)=a))]

signifiera que les deux propriétés suivantes ont lieu : étant donné
by€ (), il existe un voisinage fermé V de F [de Fy o] et un élé-
ment by de B3(V) tel que b= Fby; étant donnés un voisinage fermé V
de F [de FuU ] et un élément b, de B(V) tels que Fb,= o, il existe
un voisinage fermé V, de I [de FU o | tel que V,Cc Vet V,b,=0. La

relation lim B(V)=o signifiera ceci : élant donné un voisinage
Vo>

(*) [3] Chap. I. § 10, Immersion d'un espace localement compact dans un
espace compact (Alexandroff).
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fermé V de I'wc et byedB(V), il existe un voisinage fermé V, de I’
tel que V,c VetV b, =o0;cest toujours le cas quand X estcompact:
on prend V, =g.

Nota. — Les limites ainsi définies sont évidemment des lnutes
directes.

Un faisceau continu sera un faisceau (3 possédant les deux
propriélés suivantes, dont la premiére a toujours lieu quand X est
compact.

e. im®B(V)=o;

V> o

S lim B(V)=®(F), quelle que soit la partie fermée I de X.

V>FU e

Un faisceau propre sera un faisceau @3 possédant les trois propriétés
suivantes :

e. im@B(V)=o;

Vo> o

g. lim B(V)=®(F), quand I est une partie fermée, non com-
V>FUw

pacte de X;
h. im @3(V)=@(K), quand K est une partie compacte de X.
V>K

Les propositions suivantes sont évidentes.
Prorosition 23. 1. — Tout faisceau continu est propre.

Prorosition 23. 2. — Sur un espace compact, tout faisceau propre est
continu.

24. TRANSFORME D’UN FAISCEAU (B, DEFINI SUR UN ESPACE X', PAR UNE
—1
ArpLICATION CONTINUE O pE X' paNs uN EspACE X. — Posons 3 (17)=a' [0 (F)] )

quelle que soit la partie fermée I de X; posons I,b :—6(F1)b,
sibed(F)etsi I, CF;soit @ I'ensemble de ces anneaux G3(I') et de
ces sections; il est évident que @ est un faisceau. Ce faisceau sera
nommé transformé de &' par 0; il sera noté 633'.

Prorosition 24.1. — Une application continue transforme un
faisceau continu en un faisceau continu.

Preuve. — Proposition 22.3.
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Proposition 24.2. — Une application propre transforme un faisceau
propre en un faisceau propre.

Preuve. — Propositions 22.3 el 22. 4.

23. FAISCEAU GRADUE, FILTRE, DIFFERENTIEL, SPECTRAL. — Faisceau
gradué. — Nous dirons que le faisceau @3 est gradué si B3(F) est
gradué et si toute section transforme un élément homogéne en un
élément homogéne de méme degré. '

Faisceau filtré. — 03 sera dit filtré s’il posséde les propriétés que
voict : '

a. B(L)est filtré;

b. chaque section est un homomorphisme de filtration > o.

Les G@(F) constituent un faisceau gradué, noté G@ et nommé
faisceau gradué de @3.

Faisceau filtré-continu, filtré propre. — Soit un faisceau filtré @3 ; ses
éléments de filtrations > p constituent, abstraction faite des propriétés
multiplicatives, un sous-faisceau @3*'; @3 est dit filtré-continu (filtré-
propre) s'il est continu (propre) ainsi que 63 quel que soit’entier p.

Faisceau différentiel. — 03 sera dit différentiel s1 63 (F) posséde une
différentiation commutant avec toute section. '

Faisceau spectral. — (3, sera dit spectral s1 3,(F) est un anneau
spectral et si toute section commute avec les différentiations ¢, et les

homomorphismes ».. On définit aisément le faisceau lim @,.
>+

Si § est une application continue de l'espace X dans un autre
espace, si (3 est un faisceau gradué, filtré, différentiel ou spectral
défini sur X, alors 0@ est un faisceau de méme nature.

26. HomoMorpHISME; QUOTIENT; HOMOLOGIE. — Un homomorphisme
d’un faisceau ' dans un faisceau @ défini sur un méme espace sera
constitué par des homomorphismes A de &' (F) dans B3 (F) permu-
tables avec chaque section. Un sous-faisceau @' d’un faisceau @3 sera
constitué par des sous-anneaux &'(F) de B(F) tels que, si F,cF,
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alors F, &' (F)c @®'(F,). Sichacun des & (F) est un idéal de @3(F),
le faisceau ' sera dit idéal de @.
Soit @ un faisceau (gradug, filiré); soit @ un ideal bilatére de @
gradué si @ est gradué); posons B3"(F)= @(F)/@ (I); définissons
la section de ®@'(I") par F, comme I'iinage de la section de G3(I")
par F,; soit @' I'ensemble de ces anneaux @'(I") et de ces sections;
0¥ est un faisceau (gradué, filtré) qui sera nommé quotient de @
par 03 et noté B3/ .

ProposiTion 26. 1. — Si B’ est un idéal continu (propre, filtré-continu,
Jiltré-propre) du faisceau 63 continu (propre, filtré-continu, filtré-propre),
alors G3|®' est un faisceau continu ( propre, filtré-continu, filtré-propre).

Preuve. — lim @3'(V) = o, puisque hm @B(V)=o0.De méme étant

V>

V>

donnés F et by € B'(F), il existe un voisinage fermé V de Fuy
(de F compact) et un élément by de B(V) tel que by= Fby, puisque 3
est continu (propre). Il reste & prouver ceci : solent V un voisinage
fermé de Fy o (de I' compact) et un élément by de B3"(V) tels que
Fby=o;il existe un voisinage fermé V, de FU o (de F)tel que V, CcV
et V,by=o0. Soit by I'un des éléments de B3 (V) dont by est I'image;
Fb, €@ (F); puisque @ est continu (propre), il existe donc un voisi-
nage fermé V, de Fuw (de F) et b,€® (V,) tels que V,CV,
F(V,by—b,)=o0; puisque G est continu (propre), il existe un voisi-
nage fermé V, de FUaw (de F) telque V,cV, et V,(V,b,— b,)=o0;
cette relation s’écrit V, b,=V, b} ; d’ot V,by=0. Donc & est continu
(propre). Supposons @ et (3 filtrés-continus (filtrés-propres);
solent B3P, B'", @' P les sous-faisceaux constitués par les éléments
de B3, 33 et 3" de filtration > p; @"P = @B'"[@'" (proposilion 5.2);
par hypothése @3 et @3'" sont continus (propres); donc @' est
continu (propre).

En particulier : si & est filtré-continu (fltze propre), GO est continu
(propre).

Soit @ un faisceau différentiel (-filtré, continu, propre, -filiré-
continu, -filtré-propre); les cycles des anneaux de B3(F) constituent
un faisceau (de méme nature); les cycles homologues & zéro consti-
tuent un idéal (de méme nature) de ce faisceau; les anneaux d’homo-
logle #B(F) constituent donc un faisceau (ﬁltre continu, propre,
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filtré-continu, filtré-propre) que nous nommerons faisceau d’homo-
logie de 33 et que nous noterons F@. Soit 3 un faisceau différentiel-
filtré (-continu, -propre); les anneaux spectraux d’homologie &, G3(F)
constituent de méme un faisceau spectral (continu, propre) que nous
nommerons faisceau spectral d’homologie de 3 et que nous note-
rons &,03. Soit X lespace sur lequel & est défini; soit 6 une
application continue de X dans un autre espace; on a

(26.1) FOB=0F®B; F.0B=05,.6. .

III. — Complexe.

27. Dervimion. — Un complexe K sera défini sur un espace X par
la donnée d’un anneau différentiel et d’une loi associant a chaque
élément £ de cet anneau une partie féermée de X, nommée support de £
et notée S(k); cette loi est assujettie aux régles suivantes :

(27.1) S(k— k) cS(US(k);  SUkA)CS(E)NS(k);  S(o)=d;
(27.2) k=o si S(k)=g;
(27.3) S(ok)cS(k);  S(ak)=S(k).

Si la condition (27.2) n’est pas vérifiée, nous dirons que K n’est

pas séparé; les éléments a support vide constituent alors un idéal J
de 'anneau &; d’apreés (27.1) et (27.3)

S(k)=S(k) quand &=/, mod J; 0JCI;

le complexe que constituent 'anneau différentiel &K|J et les supporls
S(kmod &) =S (k)

sera nommé : complexe associé au complexe non séparé K.
Si S(k) est compact quel que soit k€K, nous dirons que K est
a supports compacts.

Exemple. — X est une variété différentiable; £ est une forme diffé-
rentielle extérieure définie sur X; x € S(k) si cette forme n’est pas
identiquement nulle au voisinage de z.

28. OreraTIONS SUR UN COMPLEXE. — Soil § une application continue
de espace X' dans I'espace X; le complexe associé au complexe non
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. - 1 ~
séparé que conslituent l'anneau J et les supports O [S(4)] sera
—t A -1 -1 .
noté 9 K et nommé transformé de JC par 8 ; 0 k désignera le trans-
formé de £ :

(28.1) S( 0 /\”) =0[SA)]; Ok=o si S(A)N0(X)==uetréciproquement.

Soit X, un sous-espace de X; soit 0 application canonique de X,
-1
dans X; 6 K sera nommé section de K par X, et noté X, K; de
—1 R

méme 0 £ seranoté X, % :

(28.2) S(XiA=X,nS(k); X,A=o si X,nS(h) =g etréciproquement.
Soit K’ un complexe d supports compacts défini sur I'espace X', que

’application continue 0 applique dans I'espace X; le complexe défini

par 'anneaa de K’ et les supports 6[ S(4')], qui sont compacts, vu la

proposition 22.1, sera noté ' et nommé transformé de HK' parb;
04 sera I’élément de 0K’ correspondant a I’élément ' de K :

{ S(OA)=0[S(A"]; 020~ st Ko,
1

03¢ est a supports compacts.

(28.3)

Les conventions suivantes sont faciles a légitimer :
-1 ~1 —1
(28.4) 0X,0=0(X,). 0 si X;cX;
(28.5) O(F). K= ()(F’g()1 JC) si F' est une parlie compacte de X';
(28.6) FOIC = 0[?)l (l*‘).JC’] si K’ esl a supports compacts et si I est fermé;

—1
(28.7) *l 01 K ="0zIC; en particulier XL,X; KX=X,XK si X,cX,cX;
(28.8) B(zK) = () K si K’ est & supports compacls. )

Soit € un complexe défini sur un espace X; les sections FJ< de K
par les parties fermées I de X constituent un faisceau @3 qui sera dit
Jfaisceau associé au complexe JK; F 03 sera noté FK et nommé faisceau
d’homologie du complexe K.

Prorosition 28. 1. — Si'le complexe I est a supports compacts, F K
est continu et FOK' = 0F K.

Preuve. — Le faisccau @3’ associé a K’ est continu, d’apreés la propo-
sition 22.2 b; il est évident que 03 est le faisceau associé a 5'; on
utilise les propriélés de F@' énoncées a la fin du n° 26.
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29. COMPLEXE GRADUE, CANONIQUE, FILTRE, SANS TORSION. — Complexe

gradué, canonigue. — Nous dirons que le complexe K défini sur

I'espace X est gradué (canonique) si son anneau est différentiel-
gradué (canonique) et si

(29.1) »CZ Fn—=o entraine «xAil=—o (£1”) homogéne de degré p; x € X).
/)

Cette condition (29.1) peul encore s’énoncer
(29.1bis) S<2 /.~£m> :U S(&im)y.
» »

Les transformeés et les sections de JK sont alors gradués (cangniques);
le faisceau associé a K est gradué (canonique).

Complexe sans torsion. — Le complexe I est dit sans torsion si
'anneau de K est sans torsion quel que soit z € X; autrement dit

(29.2) S(mk) = S(k) quels que soient k€ I et m — entier £ o.

I’anneau de JC est alors sans torsion. Les transformés et les sections
de JC sont des complexes sans torsion.

Complexe Jiltré. — Le complexe K défini sur I'espace X est dit
filtré s’1l posséde les propriétés suivantes :

a. Quel que soit z€ X, x K est filtré,

b. Quel que soit k€ K, S(k) est compact, de méme que I’ensemble
S (k) des points x tels que f(xk) = p (p enlier).

Nous filtrerons ’anneau de J€ en définissant

(29.3) J(k)=Borneinf. f(xk),
. re€X

cetle borne est atteinte en un point  de S(%), va b et [3], Chap. I,
§10, (€") : puisque Il'intersection des S (k) est vide, I'un d’eux
est vide.

oK et §IC sont des complexes filtrés; le faisceau @3 associé a &K est
un faisceau différentiel-filtré-continu d’aprés la proposition 22.2; son
faisceau spectral d’homologie &, sera noté F,J¢ et nommé faisceau
spectral d’homologie du complexe J.

Journ. de Math., tome XXTX. — Fasc. 1, 1950.
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Prorosiion 29. 1. — 8i le complexe K est filtré, son faisceau d’ homo-
logie FK est filtré-continu, son faisceau spectral d'homologie . K
est continu;

(29.9) FORK =054; FO0h=05F,X.

Preuve. — Le faisceau différentiel-filiré-continu 3 a les propriétés
énoncées a la fin du n° 26.

o0. Lg comprLexe I (O JK*, INTERSECTION DES COMPLEXES JC ET JC¥. —
Soient K et K* deux complexes définis sur un méme espace \,
JC étant canonique; soit K Q) K*le produit tensoriel des anneaux
de K el de K*; soit & un point de \'; nommons section de K Q) K*
par & 'homomorphisme de K @ K* sur 2K Q 2 K" qui transforme

l’élémenlEﬁ'@@/;; de KK HK* en l’élén]enlE(a;/.'lL)®(;v/:;) de

(xK) @(‘xJC*); nommons support dun é]émegt de H Q@ HK* 'en-
semble des points  tels que la section de cet élément par « nesoit pas
nulle; prouvons que ce support est fermé en établissant la proposition
sulvanle : '

0]

1

(30.1) M@l @ (k) =0,
[£3

il existe un voisinage fermé V de x tel que

(30.2) DV i) ® (Vi) =o.
Preuve. — (30.1) résulte d’'un nombre fini de relalions entre des

<

éléments de K et de #K*; chacune de ces relations exprime que
n’appartient pas au support d’un certain élément de K ou de J{*; ce
support est fermé; toutes ces relations subsistent donc quand on
remplace x par un de ses voisinages convenables V; V vérifie
~donc (30.2).

K @ HK* muni de ces supporls est un complexe en général non
séparé. Le complexe séparé associ¢ sera noté J (O I* el nommé
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. . o o, . < % oy - .
intersection de K et K*; I'image deZ/fp@ k; dans K (O K* sera
[

notée 2 k, Ok, .
w

Avec ces notations ’équivalence de (30.1) et (30.2) s’énonce
comme suit :
. v Q * . . . . . ,
Lenne 30. 1. — St x<2‘@© /.“U,>=o, il extste un voisinage fermé N du

u

v

point x tel que
E(V@) ® (Vi) =o.

w

Les formules suivanles sont évidentes :

(30.3) (KO K= (2K) @ (2K*);
(30.4) S(EQR)CS(A)NS(E);
(30.5)  F(HQK)=(FK)O(FXK)=(FK)Q K= QO Fx";
(30.6) V(e 0x ) =030 0 X,
Prorosirion 30.1. — K O K* est a supports compacts st I* est a

supports compacts.

Cetle proposition résulte de (30.4).

Proposition 30.2. — Si K et K' sont deux complexes canoniques,
alors K O I et KO K sont canoniques et isomorphes : U'élément
kO k' est homogene, de degré p —+ q; il lut correspond dans K' (O K
Uélément (— )P4 "0 O k.

Cette proposition résulte de (30.3) et dun° 13 a.

Provposition 30.3. — S7 K, K' et K* sont trois complexes, K et I’

étant canoniques, alors

(O KO K=K O (KO K.

Cetle proposition résulte de (30.3) et du n° 45 0.

o1. DerivrrioNn pu compLEXE GRADUE ou FILTRE K/ HK*. — Diri-
NITioN 31. 1. — Soient un complexe canonique I, un entier I et un
complexe gradué¢ JK*, K et K* ftant définis sur un méme espace.



Ha JEAN LERAY.

Convenons que, st k'€ K et k*'"' € K* ont les degrés resvectifs p et q,
alors k"' k' est homogéne de degré Ip—+ q; K O I, muni de ce
degré est un complexe gradué, que nous noterons K'C) K*. Si la diffe-
rentielle de J* est homogéne de degré [, alors celle de /(O HK* est
homogéne de degré /,

Derintrion 31.2. — Sotent un complexe canonique K, un entier l et
un complexe filtré J*, K et K* étant définis sur un méme espace X;
nous désignerons par HK'(Q) K* le complexe K O K* filtré par la régle
suivante :

(31.1) 2(HKQ I = (2 KX) R a7,
le lemme suivant justifie cette définition :

Lemve 31. 1. — Etant donnés le point x de X, I'élément Z k,Q oK, de

) v
KO HK* et un entier p tel que
(31.2) f<x2 kuO /.;);1;,
©w
!l existe un vorsinage fermé V de x tel que
(31.3) ,f<z(\"/rg)®(V/-‘ﬁ)>§P-
b
Nota. — Si l'égalité a lieu dans (31.2) elle a évidemment lieu

dans (31.3).

La preuve de ce lemme est analogue a celle du lemme 30.1 et esl
un cas particulier du raisonnement du n°35 qui déduit (35.2)
de (35.1).

Propriétés. — La définition précédente équivaut aux régles de
calcul suivantes : £ O £ est toujours défini;

(31.4) kOK+kOK=kOK+4A); kO +kOK=(k+k)OK,

(31.5) m{kQk)Y=mkC K=k mk*;
(31.6) (kO (KN k)Y =kkPIQ a7k k];
(31.7) 2(kPQ K= (—1) kIO ak*;
(31.8) S(MNQ Iy = okPIQ K+ (—1)P PO ol

(31.9) z(kQY=xk @ xk;
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(31.10) 2/.””0/.”}1_:0 si etseulementsi ka”Ok;:o quel quesoitz € X;
v o
31. i knQ ki )\ =Min. ko O kL)
(31.11) /(Zwoki) xg;f(cv%mo u>
®

Proposition 31.1. — 8¢ K contient une unité u telle que xu n’est
divisible par aucun entier, quel que soit x€X, alors u(Qk* est un
isomorphisme, respectant support,degré et filtration, de HK*dans IO K*.

Preuve. — On utilise la proposition 17.6 et la remarque du n° 4.
32. CoMpLEXE FIN. — DErmNiTion. — Soit un complexe I, défint sur

un espace X; K sera dit fin si, quel que sout le recousrement (1) fini,

ouvert de X U :
U=

il existe des applications linéaires ), de K en lut-mémie telles que

(32.1) 2%,/{:/(;
(32.2) S(EYcVynS(k);
ou ke K, V, = adhérence de V.

En général o), k£ )., ck.

Quand nous parlerons de complexe gradué-fin ou canonique-fin, il
sera convenu que les A, transforment un élément homogéne de JC en
un élément homogéne de méme degré; quand nous parlerons de
complexe filtré-fin, il sera convenu que

(32.3) SOy = f(V,K).

Quand K posséde une unité u (de filtration nulle), la condition

(*) Un recouvrement fini ouvert de X U est constitué par un nombre fini de
parties ouvertes V, de X, dont I'une est un voisinage de 1'c0 et dont la réunion
est X. Si X, est un sous-espace de X, tout recouvrement fini, ouvert de X; U

-se compose des intersections par X, des éléments d’un recouvrement fini,
ouvert de Xy .



54 JEAN LERAY.

que X est un complexe (gradué-, filtré-) fin s’énonce comme suit :
quel que soit le recouvrement fini ouvert V, de XU =, il existe des
éléments u, de I (de degré nul, de filtration > o) tels que

(32.4) Zuv:u; S(uy)cVs.

v

Soit X, un sous-espace de X ; définissons
(32.5) WX k=X, 0k

cette définition n’est pas ambigué, car si X, 4= o, alors X, A, k=o,
d’aprés (32.2); cette définition prouve que X, K est fin.

D’apreés (32.2) et (32.5)
(32.6) WX =13  si VycX,.

Soit &K' un complexe canonique; les A, opérent sur K’ K qui est -
donc finj; st K est filtré-fin, K" K Vest aussi. '

Supposons K canonique-fin; K O HK* est fin; K'Q) I est gradué-
fin ou filtré-fin, quand J* est gradué ou filtré. A '

6 est un complexe (gradué-, filtré-) fin si I est un complexe
(gradué-, filtré-) fin, & supports compacts.

Proposiion 32.1. — a. Soit K un complexe fin sur Uespace X;
soit x € X; soit V' un voisinage de x; soit K' le sous-complexe de I que
constituent les éléments k' de XK tels que S(KYCV';0na: K =xK

b. Soit K un complexe fin; soit IC* le sous-complexe que constituent
ses éléments a supports compacts; on a x K =xK*.

c. St K est un complexe filtre- fn et st6h,=M\0, on a, en rempla( ant

dans les notationsdun° 9, G2, ..., par CI(A), ...
(32.7) @ﬁ(w;}»):xeﬁ(,ﬁ»);
(32.8) ()= D! (K);
(32.9) C(xK)y==zx C (X);
- (32.10) R (xK)=zD (XK).
Preuve de a. — Soit V, un voisinage ouvert de x tel que V, c V';

soit V, un voisinage de I’co tel que V,UV,=X et que V, ne con-
tienne pas x; soit k€ &K ; on a, puisque K est fin,

k=Mk+hk; Sk)cVy  S(uk)=TV,
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d’olt zh,k = o, puisque zN V,=¢; donc
xhk =zl k; S(Lik)cV/,
c’est-a-dire '
zkexXK'.
Preuve de b. — La proposition b s’obtient en choisissant, dans la
proposition a, V' compact.

Preuve de (32.7). — Il est évident que €/ (K)C C/(xK). Réci-
proquement soient z€X et k€ K tels que x k€ (xIK); d’aprés la
définition d’un complexe filtré (n° 29), x posséde un voisinage
fermé V' tel que V' k€ C/(V'K); d’ou, vu (32.3), en définissant 2,
et A, comme dans la preuve de a,

k xk—=xhk; lwkeel(K),
c’est-a-dire
zhkex el (K).
Les preuves de (32.8), (32.9) et (32.10) sont analogues.

Lemme 32. 1. — Soit un complexe K a supports compacts; soit K' un
sous-complexe fin de K, tel que xK'=x XK, quel que soit x€X;
ona XK'= K. : o

Preuce. — Soit k€ J; a tout point & de X associons un élément £,
de K’ tel que

U 2
xk,=xk;

soit V,, un voisinage ouvert de  tel que V,, n’ait pas de point commun
avec S(k—Fk,):
yk=—=yk si yeV,;

on_ peut recouvrir S(k), qui est compac)t, avec un nombre fini de tels
voisinages, les V,(v=1, 2, ..., 0):

(32.11) vk, =yk .si erv.

Soit V, un voisinage (*) de I’ tel que V,nS(k)=g et U V,=X;

o<V <

(*) V, s'obtient en appliquant la proposition 22.2 4 au complémentaire F

de \jvv et 2 K —S(k).

o<V w
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posons £, =o0; (32.11) vaul pour o Zv<w. Ulilisons 'hypothése
que K’ est fin et transformons (32.11) par A, : il vient

(32.192) Myk,=Mhyk si yeV,;

sinon A,y ¥, et A,y k sont nuls, car ils ont d’apreés (32.2) des supports
vides; (32.12) vaut donc quel que soit y; sommons (32.12) par
rapport & v; posonsZk., k,=1; il vient d’aprés (32.1) el (32.5)

v

yk = yk. cest-a-dire A =A4.

Prorosition 32.2. — Soient sur un méme espace X, un complexe
gradué-filtré-fin K' et un complexe gradué-filiré JC; soit un homomor-
phisme A de I'anneau de K' dans l’anneau de JK; supposons que 'k
définisse, quel que soit x € X, un isomorphisme, respectant le degré et la
- filtration, de x XK' sur x K. Alors A est un isomorphisme de K' sur K
cet isomorphisme n’altére ni le support, ni le degré, ni la filtration.

Preuve. — Par hypothése, £’ et A4’ ont méme support, méme degré
et méme filtration; on peut donc identifier ' a4 un sous-complexe
de K; il suffit d’appliquer le lemme 32 1 a ce complexe et & ce sous-
complexe.

Lemme 32.2. — Sotent K et K* deux complexes définis sur un méme
espace X ; supposons I canonique et S(k) =X, si k 7 o; supposons K*
gradué ﬁltre—f n; alors I’anneau de JC‘O K* est le produit tensoriel

KR I des anneaux de K et IK* '

Preuve. — 1l est évident que si
(32.13) 2/@@ kp=o0 -ou f(E/fp_® kﬁ)ép (p : entier),
- X NP

alors

(32.14) S kOki=o ou f(Z/fp,O A»;;);,U.
[ ]

Il s’agit de prouver la réciproque : supposons (32.14) vérifié, on a
pour tout x€X K

x<2kuo /ra) —o o f<xZ/<uO ka>>p;
w

w
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d’apréslelemme 30.10u 31. 1 toutz € X posséde un voisinage ouvert V
tel que :
N Ve@Vii=0 o f(E Vi® ‘v'/f-g) ~p;

b ?

donc, puisque S(4,) = Xsi k, o,
D k@ Vhi=o ou f<2 ku® V'k;.) = p.
v n
On peut recouvrir U S(k;) qui est compact, avec un nombre fini de

®
tels voisinages, les V,(1ZvZw). Soit V, un voisinage de I’e0 tel
que VonUS(/f )—ﬂetUV X;ona

0ZvZom
2/{@@\7‘,/{&:0 ou f(ZlfLL@VV/(!:)éP (oZLyvZw);
B ) B
utilisons I’hypothése que JC* est fin et la formule (32.6); il vient
M h@uki=o o /(2 ku @M k;) ~p
v Cw

d’ot (32.13), en sommant par rapportav, puisqueZ 7., est I'identité.

v

Prorosition 32.3. — Si K est un complexe canonique surun espace X,
st I est un complexe graduc-filtré-fin sur un espace X* et st 8 est une
application continue de X* dans X, alors

(32.15) 0(0 o/ 0 a*) = K/ O 0.

Preuse. — Pour légitimer (32.15), il faut prouver que
0<2 W kO /f;,> et N h OOk
n 2

ont méme support, méme degré et méme filtration; il suffit de montrer
que, quels que soient le point « de X et I'entier p, la condition

—1 -1 —1 -1
0 <x><2 0 kO /m)zo on f[ 0 (a) (Z ¥ /-;)]sp
o : W
Journ. de Math., tome XXIX.— Fasc. 1, 1g50. 8
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équivaut a .
’ x<2kuo 0/.';;>:0 ou f|:w<2kpo 01\'&)]5]';
® / [ .

autrement dit, il suffit d’établir la proposition quand X est un point z;
or dans ce cas la proposition s’identifie au lemme 32. 2.

53. DerNiTion pE L'ANNEAU I (R (B, PRODUIT TENSORIEL DU COMPLEXE
CANONIQUE JK ET DU raisceau B (cf. n° 13). — Soient K el B un
complexe canonique et un faisceau définis sur un méme espace X.
Soit & 'algébre sur I’anneau des entiers, qui a pour base les couples
k> b d’un élément £ de K et d’un élément b de 63 tels que be B(F),
S(k)CF et qui a pour table de multiplication

(k< D) (ki< by = kAP = S(RRP) amr 0. S (kAP by, ot doy= 3 A
r Vi
on vérifie aisément I’associativité de cette multiplication.
Les combinaisons linéaires a coefficients entiers des éléments :

kX b4k xb—kx{S(k)b+ S(k)b,]; kxb4+kix<b—(k+k)xb;
m(kx by —(mk) =< b; m(kxby—rkxmb (m: entier),

constituent un idéal 2 de ’anneau €; </2 est un anneau, que nous
noterons JC ) @ et que nous nommerons produit tensoriel de JC et @3;
I'image de k><b dans K R B est notée k@ b; les régles de calcul
dans I’anneau K ) 03 sont donc les suivantes :

kR bestdétinisi ke K, beB(F)et S(h)cCl;

si le premier membre est défini, on a

(33.1) kb4 k@ b= (k+k)®b;

(33.2) kQRb+ 1L Qo=kQ[S(kYb+ S(k)b4]; en particulier :
(33.3) FRb=kQ@S(k)b; :
(33.4) mk@b)=(mk)R b=~k Q mb (mm : entier);

(33.5) (k@) (KPQ b)) =Kk S(kAP) 0P b.S(k k) by.

Si le faisceau @ est différentiel, on définit une différentiation sur
K K 05 en posant
a(kP@ D)= (—1)P k@ ab;

(33.6) S(AP® b) = KM@ b + (— 1) kP 0b;
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la différentiation ainsi définie vérifie les conditions énoncées au n° 8:
on le prouve par des calculs identiques & ceux du n° 13.

54. L’aANNeAu GRADUE-FILTRE JK'(X) B, K ETANT BASIQUE ET (B GRADUE-
FILTRE. — DEFINITION. — Le complexe gradué K est dit basique quand 1l
contient des éléments homogénes k' posscdant les propriétés suwantes :

1° tout k€K est une combinaison [linéaire unique des k' :

k=Y m,gk{'(m, s : entier, nul sauf pour un nombre fini d'indices);
g .33 p.B 3 :

r.B .
X s<2mp,ﬁ/;g”> — \J S(k).

X Iy, 70

Remarque. — Un complexe basique est évidemment sans torsion.
Sotent un complexe canonique basique K, un faisceau gradué-filtré @
et un entier I; tout élément de I Q) 03 se met d’une fagcon unique sous la
Jforme '
N . ) "
Zk{f]@l’p,w ou by, €B[S(AL"];
xn
nous définirons un degré et une filtration sur K Q) & en posant

(3h.1)  degré (@ i) =Ip+q; f( 2H® bp,u): Min. [Ip -+ / ()]
‘ pa ’

Lanneau K Q) B ainsi gradué et filtré sera noté I'R) 3. Il posséde une

différentielle homogéne de degré / quand @3 posséde une telle diffé-

rentielle.

Lewve 34. 1. — Sotent un complexe canonique basique I, un complexe
gradué-filiré I et le faisceau 3" associé a I*; 'anneau de K'Q K*
est KHQ) aB*.

Liemue 34.2. — Sotent un complexe canonique basique JC et un fais-
c eau différentiel-filtré @ si 6 = o sur K,

W (KEQ B) = KR F .03,
. Preuve des lemmes 1 et 2. — & estsomme directe des sous-complexes
que constituent les multiples entiers de I'un de ses éléments de base;
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il suffit de prouver les lemmes quand on remplace & par 'un de ces
sous-complexes; alors le lemme 34.1 est évident, le lemme 34.2
résulte du lemme 17.3.

Prorosition 34.1. — a. Sotent, sur un méme espace X, un complexe
basique XK et un faisceau différentiel-filtré (3; on a

(3h.2) B (KR B = 3 (KR FiB),

F,B étant muni de sa différentielle o;

b. Sotent, sur un méme espace X, un complexe basique K et un
complexe filtré¢ K*; on a

(3%.3) W (KO KF) = 80( KR T K,

F,K* étant muni de sa différentielle c,.
Nota. — On opposera cette formule aux formules (36.6) et (36.7).

Preuve de a. — Soit ¢’ la différentielle nulle sur J, égale sur @3 a
celle de B; sur K'Q @B, [(¢c — ¢')=1{; d’aprés la proposition 10.7
et le lemme 34.2,

(KR B) =K RQ F13;

d’aprés la proposition 10. 7 la différentielle 2, de 8¢,(K'R 63) s’obtient
en utilisant ¢ sur K et ¢, sur F,03; d’ou la formule (34.2), puisque
3¢,., est 'anneau d’homologie de #¢,.

Preuve de b. — b résulte de « et du lemme 34.1.

33. DEFINITION DU COMPLEXE GRADUE-FILTRE JC'(C) (3 INTERSECTION DU COM-
PLEXE CANONIQUE JC ET DU FAISCEAU DIEFERENTIEL-GRADUE-FILTRE-PROPRE (3. —
LemMe 35.1. — Soient un complexe canonique I et un faisceau
différentiel-graduc-filtré-propre 03, définis sur un espace X5 sovent k € K
et be B[ S(k)]; posons

(kAR bO)=xk@®xb si xeS(k);
x(kQb)=0o sinon.
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Je dis que ['ensemble S(Z k., & bp\> des points x tels que
L v
x( 2 k@ bu> # 0 et que U'ensemble S < Z k& bp> des points x tels
2 b ‘
que f[x(Z/qL@ bu)] £ p sont compacts. i
®

Preuve. — D’apreés les conditions ¢ et g du n° 23, xb, n’est défini et
non nul que si z appartient 4 une partie compacte K, de S(4,); donc

s.,w<z ko ® b,u> c s<2 fy ® au> < \J K.
N\ e " S

pour prouver que S <E k& bg> et S <Z b, R bu\) sont compacts il
w w i

suffit donc de prouver qu’ils sont fermés, c’est-a-dire de prouver la
proposition suivante : St

(35.1) . x<2/€u®1)p>:o ou f[a<2/u® bu>:|L[1,
w v
il existe un voisinage V de x tel que
(35.2) 3*(27@@ bu>::o ou f[)"(EkyL@ bp>:|,§p pour yeV.
: 0 0

Nous ne modifions pas le fait a démontrer en supprimant les £, dont
le support ne contient pas x et, vu les conditions g et A du n° 23, en
supposant

bue®B[S(ky)UW],

W étant un voisinage convenable de z; Ihypothése (35.1) s’écrit

Z(x/.‘@@xbu:o ou f[Z(ka@xbu]ép;

[ [

elle résulte :

1° d'un nombre fini de relations entre des élémenls de xJ¢ et

de xB(W);
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2° des filtrations d’un nombre fini d’éléments de x@(W).

Ces relations expriment que & n’appartient pas aux supports de cer-
lains élémentsde K el que la section de certainsélémentsde G3(W)par x
est nulle; puisque les supports des éléments de J sonl fermés et que 3
est propre, on n’altére pas ces relations et I’on ne diminue pas ces
filtrations en remplacant = par un point arbitraire y d’un voisinage
convenable de x; (35.2) est donc exact.

Dérivition 35. 1. — Soient un complexe canonique K et un faisceau
différentiel propre, définis sur un espace X ; nous nommerons K () 03 le
complexe associé au complexe non sévaré que constituent l’anneau K Q) @

et les supports compacts b<‘1 /'u®b) définis par le lemme 35.1;

(KO ®B)C 2K QB(x); l'élément associé a kR b est noté kO b.

Supposons 3 différentiel-gradué-filtré- propre; utilisons sur z(K O dB)
la filtration de (x KXY Q @(x) (n° 14); nous définissons ainsi, d’ apres
le lemme 35 . 1, une filtration du complexe 5 () 035 posons

degré (AP Qb)Y =Ip -+ ¢,
sip et q sont les degrés de k) et b5 K O ®, ainsi gradué et filiré,
sera noté K'Q) d.

Remarque. — Si 03 est filtré et a le degré nul, alors la filtration de
KO B est celle de K° (O @ augmeniée de / fois le degré de K' O 6.

Propriétés de K'(Q 3. — La définition précédente équivaut aux
régles de calcul suivantes : £ (O b est défini si k€ K, b € B(F),
S(k)cF; sile premier membre est défini,

(35.3) kKOQb+kQb=(k+ k)OO 0;

(35.4) FOb+kObi=kO[S(K)b+S(H)h];
(35.5) kQb=kQO[S(k)b];

(35.6) m(kQb)=(mk)Qb=kQ mb (m : entier);
(35.7) (AQb) (AP by) =kkPQ S(kKP ) a=1b.S(LKM) by
(35.8) a(kPQ b)y=(—1)P kPO ab;

(35.9) (PO b)) = SkPIQ b + (— 1)P KN O 0b;

0
{2(hOb)=2kQxb si xeS(k);
?

.(3;).10) z(kQb)=o sinon (z€X);
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(35.11) Z kyOby=o0 sietseulementsi zz kO by=o0 quel que soitz € X;

g v
N .
35,12 " k O, \=Borne inf. /| = k. O b, ;
(35.19) /<Z Ne > e | /l <2 WO by ) |
o v
(35.13) degré MO bin = Ip + q.
Proposition 35. 1. — St K est un complexe canonique, st K* est un

complexe & supports compacts et s 3 est le faisceau associé d K=, alors
KOBF=KQO K,
st K" est gradué-filiré, alors

KIQ B =K' C K.

Preuve. — On identifie aisément la définition et les régles de calcul
de KO B et KO K~

36. Proreriitis pe KO B, quanp HK st FIN. — Prorosition 36. 1. —
Sotent, sur un méme espace X, un complexe canonique-fin K et un fais-
ceau différentiel-graduc-filtré-propre 73

a. KO 03 est un complexe graduc-filtré-fin.

b, (K'QB)=(xXK)Q B(x).

c. Si G est un second faisceau différentiel-gradué-filtré-propre défini’
sur X, st k est un homomorphisme de @' dans 3 et si '\ constitue, quel que
soit x € X, un isomorphisme, respectantle degré et la filtration, de & ()
sur B3(x); alors i définit un 1somorphisme de K'Q @' sur K'(O Bj; cet
isomorphisme respecte le degré et la filtration.

d. St I 'est un complexe canonique, défini sur X,

(KO KYO B = K'O (KO ).
e. St It est une partie fermée de X,
F(RKIOB)Y=(FK)YO @&.

J- St G est une partie ouverte de X et st B3(F)=o sauf si I est une
partie compacte de G,

KO ®B=(GK)QO a.
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8- S K" est le sous-complexe de K constitué par les éléments de I
dont le support est compact, JC* est un complexe canonique fin et

KO B=H'Q ®B.
Preuse de a. — On pose
W (kO b)Y = (M) O b.
Preuve de b. — Par définition
(KO BYC (1KY Q B(x).
Il s’agit donc, étant donnés k€ K et be @(x), de prouver que
(k)R bea(HK O @).

Puisque @3 est propre, il existe un voisinage fermé V' de x et un
“élément &' de B(V') tels que b=ab'; d’aprés la proposition 32.1a
il existe un élément £’ de K tel que

S(MYeV!, akl=zk,
d’oul
(2R Qb= (k)@ (V) =2(K O V)€ex (KO ®).
Preuse de c. — ). définit un homomorphisme de ’anneau de K’ &'

dans l'anneau de K'Q @ et, vu b, un isomorphisme, respec-
tant degré et filtration, de 2(K'Q®)=(xK)YR @ (x) sur
(K QBY=(xK)YQ ®B(x), quel que soit &€ X. Pour conclure il
suffit d’appliquer les propositions a et 32.2.
Preuve de d. — D’aprés b et la formule (30.3),
2[ KO (KO B)] = (2K) @ (2I0)K!Q B(&) = 2 [(K' O 5) O ),

’homomorphisme
KO (kQb)~(FOAOD
définit donc wun isomorphisme de x[K'QO (K 'O ®B)] sur
z[(K O K') (O B]; pour conclure il suffit d’appliquer la propo-
sition 32. 2, en notant que K" (K'QO ®B) est gradue-filtré-fin.
Preuce de e. — On applique de méme la proposition 32.2 a ’homo-

morphisme -
F(kOb) = (Fk)O b.
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Preuve de f. — D’aprés la proposition 22.2a, @ conslitue un
faisceau propre sur le sous-espace G; (GIK)' (O @ est donc défini.
D’autre part les supports de tous les éléments de 5/ (O @3 appartiennent
4 G et par suite K'Q B=G(K'Q®). On applique la proposi-

tion 32.2 & l’lxomdmorl)hisme
G(kOb)—(GE)O b.

Preuve de g. — La proposition 32.1 b permet d’appliquer la propo-
sition 32.2 & ’homomorphisme canonique de K* (O @ dans K’ .

Lemye 306. 1. — Sotent, sur un espace X, un complexe canonique fin
sans torsion K et un faisceau graduc-fitré-propre 03 '

a. st 03 est un sous-faisceau propre de 3,

(36.1) KIQ B CcKIQ a3

b. st @' est un idéal propre de 03 on a, entre les anneaux de K'(Q) @3,
KO B et K'O (3|03 la relation
(36.2) KIQ BIKIQ B'= KO (BIB).

Preuve de a. — L’homomorphisme canonique de HK'() @3 dans
K'(Q 03 est un isomorphisme respectant support, degré et filtration,
car, vu (17.1) et la proposition 36.1 0,

2(K QB )= (zK)Q B (2)C(xK)Q B(x)=x(K/Q®B).
Preuve de b. — Soit A ’homomorphisme canonique de K/ @3 dans

K'QO(B|@); soit I I'ensemble des éléments de K'QO B que X
annule; vu a '

KO B CI;
d’aprés la proposition 36. 1 b et la formule (17.2)
(KO B) = (2 I )@ B (2) = 2 IL;
donc, vu le lemme 32. 1,
KO B = 9.
Lemve 36.2. — Remplacons dans les définitions du n° 9 'anneau
différentiel-filtré & par un faisceau dyfférentiel-filiré @ ou un compleze

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 1, 1950. 9
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Jiltré 385 €, @ deciennent (abstraction faitede la différentiation et de
la muluplication) des sous-faisceaux de (3, que nous noterons C* @3, @' (3,
ou des sous-complexes de JK*, que nous noterons C! K*, @ JI*. Sotent sur
un espace X un complexe canonique-fin sans torsion K et un faisceau
différenticl-filtré-propre @ st 6 = o sur J, on a '

(36.3) CL(KO O B) = KO CRB;

(36.1) DPIOO B) = KO D @

Preuve. — K QEC/BCC(K'Qd) d’aprés le lemme 36.1a;
d’apreés les formules (32.7), (17.3) et la proposition 36.1 b,
2(KOQ CLR) = €l (KO B);
d’oli (36.3), vu le lemme 32.1. On prouve de méme (36.4).

Lemme 36.3. — Sotent sur un espace X un complexe canonique-fin
sans torsion K et un faisceau différentiel-filtré-propre ; st ¢ = o sur K,
ona
(36.5) K (KQB)=XK'O F,03.

Preuge pour l=o0. — On porte (36.3) et (36.4) dans la définition
(9.9) de #,; on utilise le lemme 36.1 0.

Preuve pour [ £ 0. — Donnons &4 & un degré nul; sur K!Q @, cest
homogéne de degré nul; augmentons la filtration de K @ de { fois
le degré de KO 3 : on obtientla filtration de KO @3 vu la remarque
du n° 35 et la formule (36.5) vu la remarque du n° 11.

Proposimion 36.2. — a. Sotent sur un espace X un complexe cano-
nique-fin sans torsion K et un faisceau différentiel-filtré-propre (35 on a

(36.6) W (KO B) = 9e(K/Q F,53),

F, étant muni de sa différentielle c,;
b. Sotent sur un espace X un complexe canonique-fin sans torsion I
et un complexe filiré 5*; on a

(36.7) 90,y (IO IO = 80O K7,

F, étant muni de sa différenticlle c,.
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Preuve de a. — Soit & la différentielle de 'O @3 nulle sur K, égale
a ¢ sur B; f(c —¢&')=1{; donc, vu la proposition 10.7 4,

56,( IO B) = 8¢ (KO B),
c’est-a-dire, vu (36.5)

JC;(JC’O (J?)) foannd JC[O F,03.

D’aprés la proposition 10.7¢, ¢, s’obtient en utilisant au second
membre ¢ sur K el §;sur F,03; d’ot (36.6), puisque #,,, est 'anneau
d’homologie de #¢,.

\ 7 ey . .
Preuve de b. — On utilise « et la proposition 35.1.

IV. — Couverture.

37. DEFINITION ET PROPRIETES DES COUVERTURES. — DEFINITION. — Nous
nommerons couverture d’un espace X tout complexe K défini sur X ayant
les propriétés que voict :

a. K est un complexe canonique, sans torsion, dont le degré est > o;

b. K posséde une unité u telle que S(u) = X;

c. quel que soit x € X, les éléments de 3Cx K sont lesmultiples entiers
de la classe d’homologie contenant xu.

Prorosition 37.1. — u est un cycle homogéne de degré nul; la classe
d’homologie v de u est une unité de HIK; st m= entier £ o, alors
mu =£ 0, my 0, mxru=<0, mxy=~0, ot x€X; u, ¢, xU, v ne sont’
dwvisibles par aucun entier autre que == 1.

Preuve. — u est un cycle de degré nul d’aprés la remarque du n° 4.
mxu < 0, car JK.est sans torsion. Simxy=o, alors mzu~vo, c’est-
a-dire, vu que u est de degré minimum et ¢ de degré 41, mau = o,
ce qui ne se peut. Supposons x¢ =mh, o h&€ #xI; on peut rem-
placer /& par sa composante homogéne de degré nul; d’aprés ¢, il
existe un entier n tel que A= nxv; d’ot mn=1, m===1. Suppo-
sons xu =mk, ot k€ XK ; on a mdk=o, doncdk= o} soit & la classe
d’homologie de k; x¢ = mh; donc m ===1.
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Prorosimion 37.2. — St K est une couverture de l'espace X, si 8 est une

. . . \ . _ R -1 .
application continue d’un espace X' dans X, alors 05 est une couverture
de X'.

Cette proposilion est évidente; elle a pour cas particulier la
suivante :

Proposition 37.3. — S¢ K est une couserture de Uespace X, st X, est
est un sous-espace de X, X, K est une couverture de X.

Prorosition 37. 4. — 8¢ K et K' sont deux couvertures d’un espace X,
HKOK et K'OQK sont deux couvertures de X, canpniquement
isomorphes.

Preuce. — 3 (O K est canonique, d’apres la proposition 30.2, et
posséde I'unité u O u'. D’aprés (30, 3),

(37.1) 2(KQK)=(2X)R® (zXK'),

XK et xK' sont sans torsion; on déduit aisément des proposi-
tions 17.1 et 17.2 que le produit tensoriel de deux anneaux sans’
torsion est sans lorsion; donc x(HK O HK') esl sans torsion; donc
K O K'estsanstorsion. Enfin (37.1) etla proposition 18. 1 d prouvent
‘que

B[ (HK O K] = 3 (25) ® H(zK);

K[z (K O K')] est donc 'ensemble des multiples entiers de la classe
d’homologie contenant z(u O u'). La proposition 30.2 prouve que
KO K et K'(OHK sont canoniquement isomorphes, cet isomor-
phisme conservant degré et supports.

Provrosition 37.5. — Si K est une couverturede X, st u est I'unité de K
et si IC* est un complexe gradué-filiré défini sur X, alors u O k* est un
isomorphisme canonique, respectant support; degré et [iliration, de K~

dans K' Q) K*.
Preuce. — On utilise les propositions 31.1 et 37. 1.

Lemme 37.1. — Soit I8 une couserture de X; soit u son unité; sott J<C*
* . . 3 N
un complexe défint sur X, fin, a supports compacts, sur lequel 0 = o.

.
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L'isomorphisme canonique de K* dans I (O HK* (proposition 37.5)
définit un isomorphisme canonique de-K* sur #¢ (I O HK*).

Preuve. — Itant donné un cycle ¢ de & O JK*, il s’agit de prouver
qu'il existe un élément unique 4* de K* tel que

(37.2) c~uQk.

Soit z € X; d’apreés (30.3) et la proposilion 18.1 d

(37.3) Wz (KO K| = (2K) ® 2K

il existe donc un élément unique 2k, de x IK* tel que

(37.4) ze~z(wQ kL);

d’aprés le lemme 30.1,  posséde un voisinage ouverl V, tel que
Voo~ V(1 Q ks

on peut recouvrir S(c), qui est compact d’apreés la proposition 30.1,

avec un nombre fini de lels voisinages, les V,(v=r1, 2, ..., w);

(37.5) Voo~ V(e Q k3 );

d’aprés la proposition 22.2 0, il existe une parlie ouverle V, de X

telle que V, N S(¢) =0 et que U V, =X soit k;=0; (37.5) vaut

07w .
pour 0=_vZw. Utilisons ’hypothése que K* est fin, la formule
(32.6) et le fait que les 7, respectent 5 et les homologies, car " = o

(37.5) donne
(37.6) e~ uQ Ay,

d’ou résulte (37.2), puisque B %, est I'identité. Il reste a prouver que
(37.2) délermine £* sans ambiguité ; de (37.2) et (37.4) résulte
(37.7) okt =kl

x k, est déterminé sans ambiguité; donc x4 et parsuite £* sont déter-
minés sans ambiguité.

ProrosiTion 37.6. — Soit K une cousverture d’un espace X; soit K* un
complexe défini sur X, fin et a supports compacts. L’isomorphisme cano-
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nique h de J* dans K O K* (proposition 37.5) définit un isomorphisme
de JCH" sur (K O K*). '

Preuve. — Ulilisons sur J{* une filtration nulle; soit ¢’ la différen-
tielle égale & 3 sur & et & o sur K*; d’aprés le lemme 37. 1 et la propo-
sition 10.9, A définit un isomorphisme de K* sur 3¢/ (K1) K*)
= K, (KO K"); donc, vulaproposition 10. 5, % définit un isomor-
phisme de JC* sur &, (Kt O H*); A définit donc (proposition 10.6)
un isomorphisme de #¢, J*= JHK* sur 3¢, (I~ O K*), quiest donc
de degré nul et parsuite (proposition 10. 4) identique & € (I O K*).

Provosimion 37.7. — Tout espace X (de dimension n) posséde une
couverture fine (dont le degré a pour maximum n).

Cette proposition résulte des exemples de couvertures fines donnés
aux n* 38 et 40.

38. CouverTures FINES D’ALEXANDER ET DE CecH. — DEFINITION. —
Etant donné un espace X [dont les points sont totalement ordonnés) envi-

sageons (n° 16) 'anneau d’Alexander [ de Cech] X attaché a X : ses
éléments homogeénes de degré p sont les fonctions k(xz,, x,, ..., x,) des
points x,, Xy, ..., x,de X [tels que x,< x,<...< x,]. Définissons
S (k) comme [’'ensemble des points x de X dont tout votsinage contient
p-+1 points x,, x, ..., x, tels que k(x,, x,, ..., x,)5%0
[et o< 2, <. .. < x,]. Cet anneau muni de ces supports constitue un
complexe non séparé. Le complexe séparé & associé a I sera nommé

couverture fine d’ Alexander [de Cech] (*) de Uespace X.

Justification. — & est canonique, sans torsion; ses éléments sont de
degrés > 0; & posséde une unité : la fonction u(x,)=1; S(k) est
fermé. Il faut prouver que J¢ (2 &) se réduit aux multiples entiers de
la classe d’homologie de zu : soit xk 'image canonique de k dans &,
si zk est un cycle, c'est que ¢k est nul quand ses arguments appar-
tiennent & un voisinage de z; donc d’aprés la proposition 16.1 :

sip > o, k est égal a une différentielle au voisinage de x et xk~o;

(1) Notre définition s’inspire d'Alexander et de Cech, [1].
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sip=o0, k est constant au voisinage de = et xk esl un multiple
entier de xu.

Il reste & prouver que & est fin : soient V,(v=1, 2, ..., w)des
parties ouvertes de X telles que U V,=X; soit u,(x,) la fonction

v
égale & 1 en les points de V, n’appartenant pas a Vi, Va, ..., V., i,
nulle ailleurs; les relations (32. 4 ) sont satisfaites.

59. COUVERTURE ET COMPLEXE BASIQUE DE CECH ATTACHES A UN RECOUVREMENT
FERME, LOCALEMENT FINI R. — Derinmion 39.1. — Soit un espace X. Sout
un recouvrement fermé, localement fint, totalement ordonné R de X :
c’est un ensemble totalement ordonné de parties fermées ¥, de X ayant
les propriétés suivantes : U F,= X les F, renconirant unc partie com-

pacte de X sont en nombré_/[m'. Envisageons I'anneau de Cech (*) atta-
ché a Densemble R des F, : ses éléments homogenes de degré p sont les
fonctions k(F,, F,, ..., F,)) de p—+1 éléments de R tels que
F, < F,<...<F,. Définissons S (k) comme I’ensemble des points x de
X appartenant @ p+1 éléments Vo, ¥y, ..., F, de X tels que
F,<F,<...<F,e k(F,,F,, ..., F,)£0. Cet annecau, muni de
ces supports, est un complexe non séparé. Le complexe séparé associé, K,
sera nommé couverture de Cech de X attachée au recouvrement R. Pour
que limage de & dans K soit nulle il faut et il suffit que
k(F,, F,, ..., F,)=o0 chaque fois que F,<F,<...<F, et
FonF.n...NnF,=¢. On peut donc convenir que les éléments homo-
génes de K sont les fonctions a valeurs entiéres k(F,, F,, ..., F,) qut
sont défintes quand F, < ¥, < ... F,et FonF,n...NnF,=o.

Justification. — S (k) est laréunion des F,nEF,n ... NF, tels que
F,<F,<...F,et k¥, F,, ..., F))50; puisque R localement
fini, S (k) est donc fermé. L’anneau  JC est anneau  de Cech défini
par I'ensemble des I, non vides; vu la proposition 16. 1, #¢(x K) est
donc 'anneau des entiers.

(2) En utilisant un anneau d’Alexander, on définirvait la couverture d’Alexander
attachée a R; son emploi est moins avantageux : elle a des éléments non nuls de
tous les degrés > o, alors que la couverture de Cech vérifie la proposition 39.1.
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Dersirion 39.2. — Nous nommerons complexe basique de (Cech,
attaché au recouvrement R, le sous-complexe K* de la couverture de Cech
K attachée a R qu’engendrent les fonctions k(1,, Iy, ..., IV) qui ne
différent de o que pour un nombre fini de systémes d'arguments : une base
de JK* est constituée par les fonctions £ (F,, F,, ..., IY,) valant 1 pour
un systéme d’arguments, o pour les autres. J = K* lorsque R est fint.

La proposition suivante est évidente :

Prorosition 39.1. — Le maximum du degré de la couserture et du

complexe basique de Cech attachés au recoucrement K est n— 1, n cétant
Uordre de R, c'est-a-dire le plus petit entier tel que intersection de
n 1 éléments de R soit toujours vide.

Proposition 39.2. — Soient K et IK* la coucerture et le complexe
basique de Cech attachés a un recousrement d’un espace X; soit K' un
complexe gradué-filiré défini sur X; on a
(39.1) KO K= KO K.

Preuce. — Etant donné ke K et I'e€ K/, il existe k€ I* tel que

SN A ./ 3 ./
kQ Kk =k"Q K puisque S (4") est compact.
40. CouvVERTURE FINE DE DEGRE 7 D'UN ESPACE A 7 DIMENSIONS. — Rappe-

lons trois définitions importantes des espaces a n dimensions; I'équi-
valence de ces trois définitions est classique (') :

Deérmrrion 40.1 (Lebesgue). — Un espace est de dimension -— n quand
il est métrique (*), séparable (*), et qu’a chacun de ses recouvrements

(') Voir : Hurewicz et WaLLMAN, Dimension theory [Princeton Univ. Press,
1941, (théor. V5 et V8, ex. Iil 6)]. Une partie de cette théorie est exposée
dans la Topologie d’Alexandrofl et Hopf : Chap. IX, §. 3. 1] existe d’autres défi-
nitions de la dimension : voir ALexanororr, Horr et Poxtriscin, Comp. Math.,
. &, p. 239-255.

(?) Un espace X est métrique quand sa topologie peut étre définie a I'aide
d’une distance p (x, ) : siz, y, s€X,

oz, y)=0; plz,y)>0 si zZy; plz,y)=0p(y, x);
Pz, 5)Zp(x, ) +p(y %)

(*) Un espace séparable est la fermeture d’une des ses parties dénombrables.



L'ANNEAU SPECTRAL ET L’ANNEAU FILTRE D’HOMOLOGIE. 73
finis ouserts peut-élre assocté un recousrement [ini ousert, plus fin ("),
d’ordre =~ n—+1.

Dérmirion 40.2 (Menger-Urysohn). — Un espace est de dimension
~ n quand il est métrique, séparable et que chacun de ses potnts posscde
des voisinages arbitrairement petits dont les frontiéres sont de dimen-
sions < n. [’espace vide est de dimension — 1.

Dermvition 40. 3 (Menger-Nobeling). — Soit E,,.., Uespace cuclidien
& 2 n—1 dimensions; un espace X est de dimension = n §'tl est homéo-
morphe & une partie fermée de I, ne contenant aucun point ayant
plus de n coordonndées rationnelles.

Remarque 10. 1. — Si X est de dimension 7 et si X C E,,.q, I'un au
moins des points de X a n coordonnées rationnelles.

Prorosition40. 1. — Un espace de dunension n posseéde une couserture
Jine dont le degré a pour maximum n.

Nous déduirons cetle proposition de la définition 40.3 et des deux
lemmes suivants :

Lemve 40. 1. — La drodte euclidienne E, posséde une couverture finc &,,
dont le degré caut o ou 1, et telle que la réunion des supports des élements
homogénes de degré 1 de &, est U'ensemble des points de E, d’abscisses
rationnelles.

Preuve. — Définissons &, comme suit : L’anneau des ¢lémentsde &,
de degré o est I’anneau des fonctions £ () du type suivant : z€ E;
k() est défini sur E, sauf (*) pour un nombre fini de valeurs ration-
nellesde x : @, ., ..., x,; k(x) a une valeur entiére constante sur
chacun des intervalles : x < 2y, #, <x <x,, .., x,<x.Legroupe
des éléments de &, de degré 1 est constitué par le groupe additif des

(*) Le recouvrement R’ est plus fin que le recouvrement R si tout élément de
R’ est compris dans au moins un élément de R.

(*) On convient d'identifier £ (x) et ky(z) si k{(x)=4ki(x) sauf pour un
nombre fini de valeurs de z. '

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 1, 1950, 10
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fonctions /(x), nulles sauf en un nombre fini de valeurs rationnelles
de x.

Soit :

e>o0, € —>0; k(x—o)=lmk(x —¢); Az +o)=lhmi(x—+c¢);

définissons comme suit le produit et la différentiation de &, :

) k()y=1l(z)k(x+0); k(zx)l(x)=k(xz—0)l(x); [(x)l(z)=o0;
Oh(xy=Fh(x+0)—k(x—o); ol = o;

nous obtenons un anneau canonique; en effet
S(hk)=hk(z+o0)ki(x+0)— k(x—0)k (x—o0)

=[A(x+0)—k(z— o) k(x+0)+ A(x— 0)[hi(x+ 0) — k(x — 0)]
= 0k.ky+ k.Ok,. :

Soit S (k) I'ensemble des points de E, dont tout voisinage contient un
point & tel que k(x)£o0; soit S(!) I'ensemble des points de E, ou
/() 0. Le complexe &, ainsi défini est évidemment une couverture
fine de E,.

Lexve 40.2. — L’espace euclidien a m dimensions L, posséde unc
couverture fine &, dontle maximum du degré est m, et telle que la réunion
des supports des éléments homogénes de degré p de &, est U'ensemble des
points de E,, ayant au moins p coordonnées rationnelles.

Preuve. — E,, est le produit E, ><E, _,; soient o, et 9,,_, les pro-
jections canoniques de E,, sur E, et E,,_,; on prend

-1 —1
Ep=— Q@ (61)0 9 (571171);

&,, est une couverture de E,, vu les propositions 37.2 et 37.4; on
vérifie aisément qu’elle est fine.

Preuse de la propositon 40. 1. — La définition 40.3 permet de sup-
poser que I’espace & n dimensions envisagé est une partie fermée X de
E,.., ne contenant aucun point ayant plus de n coordonnées ration-
nelles; d’aprés la remarque 40.1 1'un au moins des points de X a n
coordonnées rationnelles; X&,,., est donc une couverture fine de X
dont le maximum du degré est 7. '
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V. — Les anneaux d’homologie d'un espace.

41. L’axneau p’momorogie J€(X O B) p'uN ESPACE X RELATIF A UN
FAISCEAU DIFFERENTIEL PROPRE 3. — Soit X un espace localement compact;
soit (3 un faisceau différentiel propre défini sur X; soient &, L., T,
trois couvertures fines de X; solent u,, u,, u; leurs unités et k,, £, £,
leurs éléments; envisageons les isomorphismes canoniques. (propo-
sitions 37.5 et 37.4) A}, de &, dans T, O &4, A}, de Xy dans T, O L,
AideZ, Q& surT,O X,

Mo ki =u,Q ki Aoky=u,0 ky; 21 (ki Q ko) = (= 1)1k, O ko,

si ky el k, sont homogénes, de degrés p et ¢; d’aprés les propositions
36.1 a et 37.6, A,, définit un isomorphisme A,; de # (L, O B) sur
H(Z,OX,OB)et ], définitunisomorphisme A de (L, O B) sur
R(Z,OZ OB Ay définit’ ‘un isomorphisme A, 'de J¢(L,OX,OB)
sur (L, O X, O ®B); 1= (7\21)* 12N, est donc un isomorphisme
canonique de JC(L, O B) sur K (L, B). En permutant les roles
de &, et L, on définit I’isomorphisme canonique A, = (A7, ' A7) N,
qui est (A7), car (M)t =

Prouvons que
(41.1) WA=

Définissons les isomorphismes 1%, (p.=1,2,3) de &, dans
T,OXOX, :
Maghi=hQu.Qus;  Moshy=uw,QhQus;  Muohi=u,Q u,Q ks

AY,, définitunisomorphisme de JC(L, OB ) sur K (LT, OT.OT;ORB);
on vérifie aisément la formule
‘ 7\': ~—(7\1>1) 17"1“2:!
qui établit (41.1).
A un isomorphisme canonique prés, ’anncau I (X O ®B) est donc
indépendant du choix de la coucerture fine & de X. Cet anneau sera
noté 3¢ (X O B) et nommé anneau d’ ﬁomolo ste de X relatif au faisceau

différentiel propre G3.
Plus genera]ement le faisceau d’ homologle (n°28) F (O ®B) du
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complexe & () @ est indépendant du choix de la couverture fine T
de Xj il sera noté & (X (O @) et nommé fuiscean ' homologie de X
relatif au faisccau dyfférentiel propre (3; il est constitué par les.anneaux
d’homologie 3¢ (I O @) des parties fermées I de X; il est continu
(proposition 28.1) et par suite propre ( proposition 23.1).

Tutorene 41. 1. — 8¢ X est un point x, alors I (x O B) = @B (x).

Preuse. — 11 existe une couverture fine & de x constituée par une
unité et ses multiples entiers; & O 3 = @ (x) d’apreés les propositions
17.1aet 36.10.

Lemye 41. 1. — Soient ¥ une partie fermée de X et h€ o¢ (X O ®), tels
- que Fh=o0; soit & une couverture fine de X. La classe d’homologie h
contient un cycle ¢ appartenant a £ O @ et tel que FAS (¢)=0.

Preusve. — Soit ¢, un cycle de & O 3 appartenant a /; & est une
couverture fine de I' (n° 32 et proposition 37.3); I'¢, est donc la diffé-
rentielle d'un élément de F (LT O @) = (FX)O d (proposition 36.1¢):
Fe¢, = Fda; on choisit ¢ = ¢, — Ca.

Tuiorime 411.2. — Soit h€ (X O B). st xh est nilpotent quel que

soit x€X, alors h est nilpotent (c’est-a-dire : il exisle un exposant
entier ¢ > o tel que 7=0).

Preuve. — Soit x € \; 1l existe par hypothése un entier ¢, > o tel
que xh’s=o0. Soil L une couverture fine de X; d’apres le lemme 41.1,
il existe un cycle ¢, de & O @ tel que

€ M=, NS (c.) =g

Donc n S(c.)=o; or les S(c.) sont compacts; donc ([3], Chap. I,

veX

§ 10, C") il existe un nombre fini de ¢,, les ¢,(v=1, ..., w) tels
que n S(e,)=o0;dot S <H c.,>: o; d’ou 1_[ ¢,=0; d’ott h'=o,
' 17v<w 1<v<w 177w
<l
pour g = Z q.- ¢
1<v<w

42. 1’ANNEAU D'HOMOLOGIE GRADUE JC(X'() ) D'uN ESPACE X RELATIF A
UN FAISCEAU DIFFERENTIEL-GRADUE PROPRE (3. — Si (3 est un faisceau gradué
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propre, &' O @ est un complexe gradué (définition 35.1); 51 03 a une
différentielle homogéne de degré I, 'O @ a une différentielle homo-
géne de méme degré; JC(X'Q @) est donc gradué (n° 8) : clest.
H(X O B3) muni d’un degré; ce degré ne dépend pas du choix de &,
car les isomorphismes %' du n° 41 conservent le degré, vu la propo-
sition 37. 15 (X O B) ainsi gradué sera noté I (X' O 7).

TurorimEg 42. 1. — St X est un point x, alors I(z' O B) = IGB(x).
Preuve. — ldenlique a celle du théoreme 41.1.

TutoriMe 42.2. — Soit B un faisceau différentiel-gradué propre,
défint sur Uespace X, et dont la différentielle est homogéne de degré [.
a. Le degré de 3¢(X' O @) est minoré et majoré par les Bornes inf. et
sup. de
Ip+ degré b,
ot
0Lp<ZdimX, be i (x), zeX.

b. Supposons £ 0, h€ (X' QO ®B), xh=o0 quel que soit x€X et
degré h= I)’ornee Xl'nf. degré ®B(x) st [>o0, degré h= lfornee sup-
degré @(x) si {< oy alors h=o. '

_c. St, quel que soit x€X, les éléments de ICa3(x) homogenes de
degré p sont nilpotents, alors les éléments de 3¢(X'(Q G3) homogénes de
degré p sont nilpotents.

Preuve de a. — Soit & une couverture fine de X dont le maximum
du degré est dim X (proposition 37.7). D’aprés la définition 35.1,
le degré de L' @3 est compris entre

Borne inf. degré @3 (x) et [dimX + Borne sup. degré @3 (z) si (> o,

{ dim X + Borne inf. degré @(z) et Borne sup. degré @3 (z) 51 [ < o.

Preuve de b. — Supposons />0 : le cas /<o se raméne au
cas [ > o en changeant le signe du degré. Soit & une couverture fine
de X; soit c un cycle de &' & appartenant a la classe &; xzc~vo et
le degré de ¢ est le minimum du degré du complexe &' &, dont la
différentielle est homogéne de degré > o; donc «¢ = o5 donc $(c) = v;
donc c=o.

Preuve de ¢c. — Théorémes 42.1 et 41 . 2.
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Dirinirion 42. 1. — Soit 3 un faisceau canonique propre défini sur
un espace X; nous nommerons degré canonique de 3(X (O ®B) le
-degré de (X! O @) : le complexe &* O @ est en effet canonique.

TaktoriEME 42.3. — Soit 3 un faisceau canonigue propre défini sur un
espace X et tel que
(W2.1) bby = (— 1)P1b, b,

quels que soient b et b, € B3 (x), homogeénes de degrés arbitraires p et q;
alors
(42.2) hhy=(—1)yshyh,"

quels que sotent het h,€ (X #B), homogénes de degrés canoniquesretss.

Preuge. — Soient L et L' deux couvertures fines de X, u et u' leurs
unités, KV €, e B[S(kM)], K ed, b'*ledB[S(k")], homo-
geénes de degrés p, ¢, r, s; soit & l'isomorphisme canonique de
TOIXOQ G sur 'O X O *B (proposition 37.4); d’aprés (31.6),
(31.9),(35.7)(35.8) et (42.1)

M(APO w' Q bi) (u O KO b))
= (— 1)) (KO u Q 6 (1 O A7 Q b7,

cette formule a pour conséquence (42.2), puisque A définit, d’apres
les conventions du n° 41, I'isomorphisme identique de J¢(X O ®)
sur lui-méme.

45. L’anNeau sPECTRAL (X' ®B) kr L'annEau FILTRE JE(X'O B)
D'HOMOLOGIE D’UN ESPACE X RELATIFS A UN FAISCEAU DIFFERENTIEL-FILTRE-
PROPRE (3. — Soit X un espace localement compact; soit @3 un fais-
ceau différentiel-filtré-propre défini sur X; soient &, et L, deux cou-
vertures fines de X ; I'isomorphisme canonique 1}, de &, dans £, O T,
définit un isomorphisme, conservant la filtration, de £ @ dans
O T O 3 (proposition 37.5); d’aprés le n° 41, ).}, définit un iso-
morphisme

de 21,4 (L, O B) = 5(Z4 O F.1%) (proposition 36.2«)
sur 3,4 (O O B) =5(ZTLOQ XL Q F.183)
etde 5(Z,O B)sur #(L, O &, O B); donc, vula proposition 10. 6,
%!, définit un isomorphisme, respectant le degré¢, de #¢.(T'Q @)
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sur JC,.(XLO & O @) pour I< r et un isomorphisme, respectant la
filiration, de JL(EU Q®) sur K(TLOX;OB). On en déduit,
comme au n° 41, un isomorphisme canonique 1}', vérifiant (41.1),
de I'anneau spectral 4¢,(X! O @) sur anneau spectral 9¢,.(T. O B),
si l< r, etde 'anneau filtré 5¢(T' O @) sur’anneau filtré JC(ZDZ;QOS);
1, respecte degré et filtration.

A un isomorphisme canonique prés, ’anneau spectral J¢, (‘E’O @),
ou I<r, et Uanneau filtré 3¢( 'O GB) sont donc indépendants du choix
de la couverture fine & de X. Ces anneaux seront notés JC.(X'Q B),
ol r,et J(X' QO B); 1ls seront nommés anneau spectral et anneau
Sfiltré d’homologre de X relatifs a Uentier l et au faisceau dlﬁelentlel—
Jiltré-propre 33. On a, d’apres les formules (36.6) et (9.17),

(43.1) "ZJL’,H(X’O(B).—_JC(XIO aas),'

3 étant muni de sa différentielle o,;

(43.2) ga(X'O@3)c lim 36.(X/O ).
> 4w

L’ensemble des anneauz 3¢,(X' O B) et 3(X'Q B) sera noté 3¢ (X' O®B).
Plus généralement le faisceau spectral d’homologie (n° 29)
F,(L'O ®B) du complexe filtré 'O @ et son faisceau filtré d’homo-
logie & (&'CO @) sont indépendants du choix de la couverture fine &
de X ; on les notera F,(X/Q &), ou [<r, et F(X'O B); onlesnom-
mera faisceau spectral d’homologie de X et faisceau filtré d’homologie
de X relatifs a U'entier et au faisceau différentiel-filtré-propre G3; ils
sont respectivement constitués par les anneaux K, (F'‘Q@®) et
H(F'O ®B), ou F est une partie fermée quelconque de X; ils sont
respectivement gradué continu et filtré-continu (n° 26); on a

(43.3) Fr (XIQ B)=F(X'O fr'ch),{

F,(3 étant muni de sa différentielle ¢,;

(43.4) gF (X' @) C lim 7,.(X/O @), .
P

Lensemble des faisceauzx F (X' O ®B) et F(X'Q B) sera noté F (X'O ®B).
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Tutorime 43.1. — Les deux membres de (43.2) sont égaux, ainsi
que les deux membres de (43.4), quand les deux conditions suivantes

sont stmultanément réalisées :
1° la filtration de 3(x) est bornée supérieurement ;
2° ou bien dimX est finte, ou bien |~ o.

Preuve. — Propositions 10.2 et 37.7; définition 35. 1.

Tuiorime 43. 2. — Si X est un point x, alors I (&' Q@) = IC, B3 (x).
I, B(x) désignant I'anneau spectral 3¢, B (x), o {<r, et 'anneau
Jiltré a3(x).

Preuce. — Identique a celle du théoréme 41.1.

Tuiorine 43.3. — Le degré et la filtration de J¢ (N'Q @) sont
minorés et majorés par les Bornes inf. et sup. de

Ip+7(0),
ot .
0L pZdimX, be @ (x), reX.
Preuce. — Propositions 10.1, 37.7 et définition 35.1.
TueorEME 43.4. — a. Supposons qu’il existe un entier p tel que les

éléments de 333 (x), dont la filtration > p, soient nilpotents; alors les
éléments de (X' O @), dont la filtration "> p, sont nilpotents.

b. Supposons qu’il existe un entier q tel que les éléments de 3., G3(x)
homogénes de degré q sotent nilpotents; alors les éléments de 3¢,(X'C) 03)
homogénes de degré q sont nilpotents.

Preuve de a. — Théorémes 41.2 et 43. 2.

Preuve de b pour r=1[0+471. — On applique le théoréme 41.2
a H(X'QF,B), comple tenu de la formule (43.1) et du théo-
réme 43.2.

Preuve de b pour r>I+41. — J¢, est image d’un sous-anneau
de 3¢,y (n°9). '

(a suivre).



L’anneau spectral et l'anneau filtré d’homologie
d’un espace localement compact et d’une application continue

(suite);

Par Jean LERAY.

AA. 1)ANNEAU CANONIQUE-SPECTRAL C,.(X'(D (3) ET L'ANNEAU GRADUE-
FILTRE JC(X'(D) (3) D’HOMOLOGIE D’UN ESPACE X RELATIFS A UN FAISCEAU CANO-
NIQUE-FILTRE-PROPRE (3. — Soit X un' espace localement compact;
soit 3 un faisceau canonique-filtré-propre défini sur X; soit un
entier /; soit & une couverture fine de X; soit L' & le complexe
canonique-filtré qui s’obtient en utilisant sur L O B le degré de 'O B
et la filtration de 'O 3; les raisonnements des n* 42 et 45 prouvent
que I (T'QO B) et #(I'O B) sont, & un isomorphisme pres, indé-
pendants du choix de &; nous les noterons #¢,(X‘Q @) et (X! B);
vu les n 11 et 12, #,(X'O B ) est un anneau canonique-gradué; ses
deux degrés seront nommés : degré canonique et degré filtrant; sa diffé-
rentielle o, est homogéne, de degré canonique -1 et de degré filtrant r;
H(X'QO B) est un anneau gradué-filtré; son degré sera encore nommé
canonique. L’ensenble des anneaux #¢,.(X'Q @) el d(X!Q B) sera
noté #, (X'O ®).

TacoriMe 44.1. — Soit B un faisceau canonique-filtré-propre,
défini sur un espace X 5 sih€ 8¢, (X' O @), si xh = o quel que soitx € X
et st le degré canonique de h est la borne inférieure du degré canonique
de B(x), alors h=o.

Preuge. — Soit p ce degré minimum; puisque 8, est de degré cano-
nique -1, la restriction de »"' (n° 9) a I'ensemble des ¢léments
de 3¢, (X'Q @) de degré canonique p en lesquels x**' est défini, est

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 2, 1g5o. 11
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un isomorphisme sur I'ensemble des éléments de 3¢, (X' @3) de degré
canonique p; il suffit donc de prouver le théoréme quand

. hedt ,(XIQ®B)=x(X'Q F,7B)
et quand A€ (X' @3);ilrésulte alors du théoreme 42,26, le degré
employé étant le degré canonique.
TukorEME 44 . 2. — Soit (3 un faisceau canonique-filtré-propre, défini
sur un espace X et tel que

(bl 1) b= (—1)r1by ),

quels que sotent b et b, € B(x), homogeénes, de degrés canoniques p et q;
ona

(Ble.2) hhy=(—1ysh L,

st hoet h, sont des éléments de 3¢ (X' @), homogeénes de degrés cano-
niques r et s.

Preuve. — ldentique a celle du théoréme 42. 3.

A3. MobIFicATIONS DE L'ESPACE X N ALTERANT PAS JC, (X' @3). — Tako-
REME 45 . 1. — Sotent un espace X et une partie fermée I de X; soit 03 un
Sfaisceau différentiel-filtré-propre ou canonique-filtré-propre, défini sur X
et tel que B(x)=o0 quand x €X, € I'; on a

(43.1) 2, (XIQ @) = @, (FIO @).

Preuve.. — Soit & une couverture fine de X; les supports des élé-
ments de & O 3 appartiennent & I; donc

O B =T ('O ®),
d’ou, vu la proposition 36.1¢,
O B=(FI)Y O @;
or F& est une couverture fine de I (n° 32 el proposition 37.3).

THEOREME 45.2. — Sotent un espace X et une partie ouverte G de X ;
soit (3 un faisceau différentiel-filtré-propre ou canonique-filtré-propre,
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défint sur X et tel que 3(F) = o quand F n’est pas une partie compacte
de G (cf. corollaire 46.2); on a

(h5.2) 1 (XIQB)==5,(G'O &B).

Preuve. — Soit & une couverture fine de X; G esl une couver-
ture fine de G (n° 32, proposmon 37.3); d’aprés la proposi-

tion 36.1 f,
O B=(GX) O ®.

A6. MODIFICATIONS DU FAISCEAU (3 NALTERANT pas IC (X'QO @®).
THiorEME 46. 1. — Sotent B et B' deux faisceaux différentiels-filtrés-
propres définis sur un espace X; soit A un homomorphisme de &' dans (3;
supposons que ) définisse un 1somorphisme, respectant la [filtration,
de B (x) sur B(x), quel que soit x&€X; alors 1. définit un rsomor-
phisme de 3¢ (X' O B') sur 3, (X'O 63).

Preuve. — Proposition 36.1c.

CoroLLARE 46.1. — Si B’ est un sous-faisceau propre de G tel
que B'(x) = B(x) quel que soit x € X, alors

2,(XIQ &) = 2, (X! O®B).

CoroLLAIRE 46.2. — Soit' @' le faisceau qui se déduit de @ en
annulant B(¥) quand F n'est pas compact,

ge,(X!LO @) = 3¢, (XLO ).

Tuiorime 46.2. — Soit B un faisceau différentiel-gradué-propre
défini sur un espace X et possédant les propriéiés suicantes : le degré des
céléments de @3 est borné inférieurement; la différentielle de 3 est homo-
gene de degré >o; IHAB(x) est homogéne de degré nul quel que
soit x€X. On a

(46. 1) H(XOB)=#(X O F®B).
Preuve. — Utilisons sur 63 la filtration associée au degre changé de
signe (n° 6); d’aprés la proposition 10.9, F,3 = @, ¢,= o; donc

d’aprés (43.1), |
s (XPQ B)=8(X°Q F®B);
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cet anneau est de degré nul, vu le théoréme 42.2 a; d’ou, vu la propo-
position 10. 4, la formule (46.1).

TuiorEME 46.3. — Soit B un faisceau différentiel-filtré-propre défin
sur un espace X; soit un entier [ >> o; supposons la filtration de @(x)
bornée supéricurement, le degré de 3¢, (x) borné inférieurement et le
degré de 3¢, B(x) nul en chaque point x de X. On ne modifie pas
I (X' O ®B) en remplacant la filtration de 33 par la filtration nulle.

Preuse. — La formule (43.1) et le théoréme précédent donnent
(46.2) B (N O @) = B (NLO Fraa B,
Soit @3 le faisceau ¢3 muni de la filtration /7 suivante ¢
st f(by=o,  [f(b)y=o0; sinon ['(b)=[f(b)Lo;

soit A 'isomorphisme canonique de ' sur (@3; sa filtration est > 0;
d’aprés la proposition 10.5, @' vérifie les condilions imposées a @
et A définit un isomorphisme de J¢,,, B (x) sur I, B(x); donc,
va (46.2) et le théoréeme 46.1, A définit un isomorphisme de
Ry (XIQ @) sur 3, (X' O B); donc, vu la proposition 10.6a,
A définit un isomorphisme, respectant filtration et degré, de
M (X'Q®B) sur I (X'O®B). Soit @' le faisceau @3 muni de la
filtration nulle; soit A’ I'isomorphisme canonique de @' sur ®"; sa
filtration est > 0; d’aprés les propositions 10.4 et 10.9, &' définit un
isomorphisme de #C,,, B'(x) sur 3, B"(x); done, vu (46.2) et le
théoréme 46.1, A’ définit un isomorphisme de 3¢, ,(X‘Q @) sur
Ky (X' O @"); done, vu la proposition 10.6 @, 7’ définit un isomor-
phisme, respectant la filtrdtion et le degré, de ¢ (X/‘O @) sur
H(X'Q®B"). Dou un isomorphisme canonique de ¢, (X'Q ®)
sur J¢(X'O ®@").

TuioreME 46. 4. — Soit 03 un faisceau canonique-filtré-propre défini
sur un espace X et possédant les propriétés suivantes : la filiration
de 3(x) est bornée supérieurement; le degré de B(x) est borné inférieu-
rement; le degré canonique de 3, ,B(x) est nul. On ne modific pas
I (X'QO ®B) en remplacant 3 par F 3.

Nota. — Le faisceau F® est gradué-filtré-propre.
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I’/em'(’ — D’aprés la formule (43.1)
3, (XIO B) = d(XLQ F1B) s

I, () a unc différentielle homogéne de degré canonique -1 et le
degré canonique de J¢;., B(2) est nul; donc, vu (46.1),

(46.3) Iy (NQOQ B)=H(XIQ Frya B).

Soit r>{; le degré canonique de ¢, U?)(x) est nul; ,, qui est homo-
géne de degré canonique 1 (n* 11 el 12), est donc nul sur 9C, B (x);
donc, vu la proposition 10.3,

(46.4) Wy B(2) = GICB ().
Le théoréme 46.1 permet de déduire de (46.3) et (46.4) que
(46.5) 90 (XLO B) = 00(XIO GFB).

De (46. 4) résulte que le degré canonique de GIC@(x) est nul; donc,
vu la définition de §, puisque la filtration de K3 () est bornée
supérieurement, le degré canonique de JCB(x) est nul; d’ou,
wu (46.1),

(46.6) HNOQB)=a(NQ TF®R).

Soit 3 le sous-faisceau de 3 que conslituenl les éléments de 3 de
degrés négatifs et les cycles de @ de degré nul; @' vérifie les condi-
tions imposées a @3, car le groupe additif des éléments de F, @
homogéne de degré canonique p est nul si p > o, est celui de F,a3
si p < o, vu la définition 9.9; soit A I'isomorphisme canonique de 3’
dans @3; A définit un isomorphisme, respectant la filtration, de @
sur F@; donc, vu (46.5), (46.6) et la proposition 10 6a, un
isomorphisme, respectant la filtration et le degré, de a¢, (X/O @)
sur 4, (X! O ®B). '

Soit 2’ 'homomorphisme de @' sur F@' = F®B qui annule les
éléments de 3’ de degrés < o et qui applique sur leur classe d’homo-
logie les éléments de @' de degré nul; puisque (46.5) et (46.6)
valent quand on remplace @ par @', A’ applique identiquement
I (XIO B ) et (X O ®R) sur Ky (XQTFB) et (X O F®B),
donc, vu la proposition 10.6 a, 3¢, (X‘QO @) sur I (X' O F®B).

D’ou unisomorphisme canonique de #¢,(X'Q @) sur 3¢, (X'O F@B).
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A7. L’HOMOMORPHISME O RECIPROQUE DF. L’APPLICATION CONTINUE 0. — Soil 0
une application continue d’un espace X' dans un espace X; soient
et & deux faisceaux différentiels-filtrés-propres, définis respecti-
vement sur X et sur X/, tels que

bR =ad  sur O(X);

ceci signifie que B(F)= @ [ d(F)] quand F est une partie fermée de
'adhérence §(X") de 6(X'). Soient & et &' deux couvertures fines
de X et X'; solent u et v’ leurs unités; soit lcO beO®B: ke,
be@[S(L)] I’homomorphisme

FQOb—>uwD0kOY, ou l»—[S(/r)ne(X’ Joew |0 (s(h)]

est un homomorphisme de 'O @ dans <°”O [] :E> O @'; sa filtra-
tion est > o; il définit donc (définition 10.1 et n° 43) un homomor-
phisme, de filtration >0, conservant le degré, de H (X'Q @3) dans

—1

K (X'O ®@); cet homomorphisme sera noté § et nommé homomor-
phisme réciproque de U'application 0; les raisonnements du n° 41
prouvent qu’il est indépendant des choix des couvertures fines T et L'.

Tarorime 47.1. — a. S¢ 0 appliqgue X" dans X/, si § applique X'
dans X et si 0 B' =@ sur 0 (X"), 03 =B sur §(X') et 00 B"'= G
sur 80'(X), alors 00" a pour homomorphisme réciprogque I’ homomorphisme

compose 0.
. St 0 est’application canonique dans X dela partie fermée I de X,

alors O est la section par Fde # (X'O ®3).

Preuves de a : formule (30.6); de b : proposition 36.1¢.

Ce théoréme justifie la remarque suivante :

Remarque 47.1. — L’homomorphisme 6 de K (F'O ) dans
3 (F'Q @), ou F estune partie fermée de X et ' = 6 (I7) constitue
un homomorphisme canonique de & (X'QO ®) dans 65 (X"O ®B').

48. L’romomonprisMe canoNiQue IT pe 3¢, 03(X) pans I (X' O B3). —
DerniTion 48. 1. — Soit un faisceau différentiel-filtré-propre @, défini -
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sur un espace X; soit © I’application de X sur un point y; d’apres le

e )
théoréme 43.2, 4 (y'O @)= o @B(X); = constitue donc un
homomorphisme canonique, que nous noterons 1, de 3¢ ,33(X) dans
I (XOB). ‘

II conserve le degré; sa filtration est >~ o,

(8.1) zllh =xh, si xeX, he s, B (X),
vu le théoréme 43. 2.

Tutorime 48.1. — Supposons 3 canonique-filtré-propre; 11 conscrve
le degré canonique; st he€ ¢, @ (X) a pour degré canonique la borne
inférieure du degré de ®B(x), alors la condition Ih=o équivaut
a xh = o quel que soit x € X.

Preuve. — Théoréme 44.1.

Dermition 48.2. — Quand 1 est un dsomorphisme de 3dB3(X)
sur (X O @) ou un isomorphisme de 3¢, 03(X) sur I (X' 'O B) nous
éerirons '

(XQOB)=aB(X), 56(X)=a (X0 ")
TreoreME 48.2. — Pour que 3¢ (X'QO #B)= 3, B(X), il faut et i/

suffit que
H(XQFB) =00 ,B(X) el 32(XQOdB)=HB(X).

Preuge. — Proposition 10.6 d.

Tueorime 48.3. — I (X!Q ®B) =, 3 (X) quand les conditions
swivantes sont stmultanément réalisées : J(X'Q F,B) = H,., B(XN);
la filtration de 03 est bornée supérieurement; ou bien X est de dimension
Jinie, ou bien{—o.

Preuve. — Soit T une couverlure fine de X, ayant un degré borné
st /> o (proposition 37.7); II est défini par un homomorphisme
de 3(X) dans &'C @3; on applique la proposition 10.6 a cet homo
morphisme.

Dirimion 48. 3. — Soit F une parue fermeée quélconque de X; I’ homo-
morphisme 11 de 3¢, B(F) dans 3¢ (F'Q B) constitue un homomor-
phisme, que nous noterons également 11, de 5,03 dans F(XO®B).
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49. RELATION ENTRE L’'ANNEAU D'HOMOLOGIE D'UN ESPACE ET LES ANNEAUX
D'HOMOLOGIE DES INTERSECTIONS DES ELEMENTS D'UN RECOUVREMENT FERME, LOCA-
LEMENT FINI DE CET ESPACE. — DirNition 49. 1. — Soit un faisceau diffé-
rentiel-filtré-propre défini sur un espace X; soit K* le complexe basique
de Cech (n° 39) défini par un recouvrement fermé, localement fini,
ordonné de X soient deux entiers : < m. Ces données définissent un

anneau spectral, noté I¢,(K* O X' O B) ({<m < r) tel que

(49.1) W (KO X O B)=H[ KR Fp(X'O B)];
(49.2) Gac(ImO XIO @) lim 36,(K O X/ O @) ;
r>+4 o

(KO X' O ®) désignant (X O B) muni d’une filtration définie
par ces données.

L’ensemble des anneaux J¢.(K*" O X'Q @) el K (K" O X' O B)
sera noté I (K" ON'O @).

Remarque 49.1. — Les deux membres de (49.2) sont égaux quand
les trois conditions suivantes sont simultanément réalisées :

1° la filtration de B3(x) est bornée supérieurement ;
2° ou bien dim X est finie, ou bien /.~ o;
3° ou bien l'ordre de JK* est fini, ou bien m - o.

Remarque 49.2. — Soient F, les parties fermées de X constituant

le recouvrement qui définit K*; la donnée des anneaux

N

B[ (Fu,nFy,n ... nFy ) O B3]

et de leurs sections par les IY, définit K@ F,(X‘O B); le théo-
réme 49. 1 établit donc une relation entre ces données et (X O 33).

Preuve. — Soit. & une couverture fine de X; vu les proposi-
~tions 34.1 b, 39.2 et le n° 41, les anneaux
B (KO TLO B) = B[ K™ R F (LLO B)] = H[ ™R F(XIO B) |
et ’
R(KOTOB)=H(KOIOB) =(XO®)

sont indépendants du choix de &. Les raisonnements du n° 41 et la
proposition 10.6 @ permettent d’en déduire que 'anneau spectral et
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I'anneau filtré, 3¢, (K™" O L'Q B) ({ < m < r) et (K™ O 'O B),
sont indépendants de ce choix; nous substituons dans leurs nota-
tions X &4 &. La remarque 1 résulte des propositions 10.2, 37.7
et 39.1.

Explicitons la définition 49.1 dans le cas le plus simple : le recou-
vrement n’a que deux éléments; la filtralion de @ est nulle; /=o;
m=1. On obtient, compte tenu de la proposition 10.3, une propo-
sition connue (').

Tutorime 49. 1. — Soit un faisceau différentiel-filtré-propre défini sur
un espace X; sotent I, et F, deux parties fermées de X telles que
F,UF,=X. Il existe une filtration de 5¢(X O B), de valeurs o et 1,
telle que GIC(X O B3) soit ’anneau d’homologie de I anneau canonique
que constituent le groupe additif

9 (FLQ @)+ #(F,Q B3) + #[(F1nFy) O &3]
(degré 0) (degré 0) (degré 1)
et les réegles de multiplication et de d{ﬂ"érentz'atio}z sutvantes : sotent
hek(F,O®), her(F,O0®), heei[(FnF)Oa];
»on garde la lot de multiplication de 3¢(¥', O B) et celle de 3¢ (¥, O LB);

onpose
hih,=h,h— o;

hyohy—=Nh,hy,—=o; hihy=—=[(FinF )y ]l feps == hys [ (F A ) Ry ],

les seconds membres étant calculés suivant la loi de multiplication
de R[(F,nT,) O B]; on pose
ohy=— (FinF)hy; 0h,=(FinF,)h,; oh,,—o.

Dermarion 49.2. — Soit un faisceau différentiel-ﬁltre’-propre @

défini sur un espace X; soit un recouvrement de X, fermé, localement
fini: Usz X. Soient K et K*lacouverture de Cech et le complexe
@

basique de Cech définis par ce recouvrement, soit u 'unité d’une
couverture fixe £ de X ; ’homomorphisme A

kQb->kQuQb

(*) Théoréme d’addition de Mayer-Vietoris. Cf. ALexaxororr et Hoer, 7opo-
logie, Chap. VII, § 2;[9], p. 179-183.
Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 2, 1950. 12
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de K*Q B dans K O L O @ définit évidemment un homomorphisme
canonique de I (K™ R B) dans I (X" B); cet homomorphisme
conserve le degré; sa filtration est > 0. Quand cet homomorphisme est
un somorphisme de 3¢, (K@ @) sur 3¢, (X" B), nous écrirons
(49.3) Je (KM@ B) = 3¢, (X" O @);

quand c’est un isomorphisme de I (K*Q @) sur (X O 3), nous
écrirons

(%9.4) H(K'QB) = (X ®B).
TnkorkME 49.2. — Supposons que le recouscrement U F.=X,
auquel ¥ est associé, soit d’ordre fini :

a. St ](F O B)=HB(F) quand ¥ est une intersection non vide
de F,, alors
(K Q@B)=I(XO RB).

b. Sil existe un entier Ltel que K (F'O B) = 3¢, B(I7) quand F est
une intersection non vide de V', alors

(KR B) =2 (XD B) st l<<m.

Preuve de a. — Utilisons la filtration nulle de @3; d’apreés la propo-

sition 10.9,
2, B (F) = 3¢, (F O @),

quand F est une intersection de I,; donc, vu les formules (34.2)
et (49.1), » définit un isomorphisme de ¢, (K" Q@) sur
I (K O X' O ®B); vules propositions 10.65 et 39. 1, % définit donc
unisomorphisme de JC(HK*'Q B) sur (K" OX' OQRB)=HXOB).

Preuve de b. — D’aprés a, A définit un isomorphisme de
H(K*Q F,,B) sur (X O F,,B), c’est-a-dire, vu les formules (34. 2)
et (43.1), de I, (K™ QR®B) sur I, (X"O®B); dapres a,
). définit un isomorphisme H{K*Q B) sur H(X O @); la propo-
sition 10.6 a achéve la preuve.

VI. — Les anneaux d’homologie d’une application continue.

80. Dérnition. — Solent un espace localement compact X, un
faisceau différentiel-filtré-propre @3 défini sur X, une application
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continue £ de X dans un espace localement compact Y et deux
entiers [ < m, Soient T et &Y deux couvertures fines de X et Y; envi-
sageons le complexe filtré (voir proposition 32.3) :

(50.1) OO d)=:(Z y0 X0 @).
D’aprés les propositions 37.2 et 37.4, H Y (O & est une couverture
—1

fine de X; donc £fC<E‘y"’Q£[Q03> est (X (O B) muni d'une
certaine filtration, qu'on augmente en remplacant / par m, qu’on
diminue en remplagant m par /: cette filtration est inférieure & celle
de #¢(X"() @) et est supérieure & celle de 9¢(X'O @3). D’aprés la
formule (50.1) et la proposition 36.2 6

. e
Hmer (2 YO KO B) = 800 [V O (X O B)] =
R[Y"QiF (OB =8 [Y QLT n(XIO®B) ], puisque [ < m.

Ainsi JC(E IO 4O) U?J> et JCH,+1<E AyrO IO 65) sont, au sens
des n* 41 et 43, indépendants des choix de & et 9Y; vu la proposi-
tion 10.6«a, 'anneau spectral JC,.(E Y O IO 63) (I<im<r) et
I’anneau filtré JC(E Y O 'O (B) sont donc indépendants du choix
- —1
de & et 9Y; aussi les noterons-nous 5@,.( 3 Y”'QX‘Q(B) el
—1
* (_E Y*OX Q@). L’ensemble de ces anneaux sera noté
—1
2 (ZYy"OX03).
En résumé :
La donnée de Uapplication continue % de X dans Y, du faisceau diffé-
rentiel-filtré-propre 33 sur X et des deux entiers [ <_m définit un anneau
—1
spectral ZJC,( EY"OX! O(B) (I<m<r) nommé anneau spectral
d’homologie de &;

(80.2) f B (ZYROXO®B) = 5[ YO 25, (X/O G,

Gy

F ,, étant muni de sa différentielle 0,,;

—1 - 1
(85.3) ‘ goe(Z YyrOX'0®)c lim #.(7 Y"OX'O®),
' >tw |
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ou £IC< EY"OX! QL%) désigne IC(X O B) munid’une filtration dépen-
dant de &, I, m; cette filtration est supérteure ou égale a celle
de IC(X'Q @), infeérieure ou égale a celle de (X" O @B ).
Plus généralement les faisceaux :‘F(WE Y O X0 (6) et
J,( EyrO X0 (B) (I<m<r) sont indépendants des choix
. —1 —1
de & et 9Y; on les notera :‘7( £ Y"'QX’Q¢B> et :‘F,.( £ Y’“OX’Q(B).

. i r
L’ensemble de ces faisceaux sera noté 5’17¥< £ Y’“QX’O(B).
Ce sont des faisceaux filtré-continu et gradué-continu définis sur X;
ils sont constitués par les anneaux

#(GY OFOo®) e w.(HY"OFO?),
oi I désigne une partie fermée de X et &y la restriction de & a F;
(50.4) 5 (2 Y7 OXIO®B) = F[Y" 027, (X' OB)],
F,, étant muni de la dz_;ﬂrérentz'elle Om} |

(50.5) g7(Zynox'0@)c lim 7.(ZY"OX Q)
>+

-1
o ( EY"OX! QcB) désigne F (X O @) muni d’une filtration dépen-
dant de £, I, m; cette filiration est supéricure ou égale & celle de
F(X'O ®B), inférieure ou égale a celle de 7 (X" (O @).

Remarque. — Les seconds membres de (50.2) et (50.4)ont un sens
vu la continuité de F_(X'O @) (n° 43), les propositions 24.1 et 23.1.

Treorime 50. 1. — Les deux membres de (50.3) sont égaux, ainsi que
les deux membres de (50.5), quand les trois conditions suivantes sont
stmultanément réalisées :

1° la filtration de (3 (x) est bornée supérieurement;
2° ou bien dim. X est finie, ou bien I = o;
3° ou bien dim. Y est finte, ou bien m — o.

Preuve. — Propositions 10.2 et 37. 7.

Tutorime. 50.2 — a. Si ’application £ est constante,

2, (FYnOXO®) = a,(X'O @)
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b. SiX =Y et si& est'identité,

5 (FY"OXIO®B) = s, (X"O B).

c. St X est un point x,

JE'_ ( _al Y™ O XIO (l‘j) —=ac, (J‘).

Preuce de a. — Le théoréme 52.1 c permet de supposer que Y estun
point; on choisit 9 identique a I’anneau des entiers; on utilise la
proposition 17.1.

Preuve de b. — L’homomorphisme II (n° 48) de 7,0 dans
F(X'O @) définit un isomorphisme de JC, B (z) sur I¢,.(2' O B),
donc, vu le théoréme 46.1, un isomorphisme de (X" QO F, ®B)
sur K[X"OQF (X' Q®B)], cest-a-dire de 4, ,(X"(Od) sur
I (X" O X'O B3); la proposition 10.6 a achéve la preuve.

Preuve de c. — a. et le théoréme 43. 2.

Tutonine 50. 3. — La filtration de ZfC(iEI Y’”OX’Q(%) est majorée et
minorée par :
a. Borne inf. [lp~+ f(b)] et Borne sup. [mp—+ f(L)], ou
oLpZdim X, be @ (x), zreX;
b. Borne inf. [{p + mg—+ f(b)] et Borne sup. [Ip+ mqg—+ f(b)],
oit 0~ p ~ Borne sup. dim _El (), oZq=dimY, be®B(x), xeX.
rey

Nota. — La majoration b suppose celte fillration finie; c’est par
exemple le cas quand la majoration « est finie.

Preuve de a. — La filtration de ZIL’(_E YO X'O (B) est minorée et
majorée par celles de #¢(X‘'Q @) et K (X" O (3), auxquelles s’applique
le théoréme 43. 3. ’

. Preuve de  b. — D’aprés le théoréme 43.3, le degré de

—1 l

JC,,Z[<E(y)> Q(B] est minoré et majoré par les bornes inférieure
et supérieure de /p-+ f(b); vu la proposition 37.7, le degré de
YO ¢ F,.(X' O 03) est donc minoré et majoré par les bornes inférieure

i
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et supérieure de lp 4 mqg 4+ f(b); vu les formules (50.2) et (50.3), le
degré de C}JC(E Y*OXQOa G) est minoré et majoré par ces bornes;
d’ou b si la filtration de JL( EY"O NQa (’v) est finie.

‘Tutorkye 50.4. — a. Supposons qu'il existe un entier p tel que les
éléments de I B(x), dont la filtration est > p, soient nilpotents: alors

—1
les éléments de [iC< £ Y’”OX’Q(B), dont la filtration est > p, sont
nilpotents.
b. Supposons qu’il existe un entier q tel que les éléments de ¥, ., @(x)
homogeénes de degré ¢ soient nilpotents; alors les éléments de

f—1
1L EY"OXO cB) homogénes de degré q sont nilpotents.

Preuce de a. — Soit he (X O ®); si sa filtration dans
—1
[&’(EY"'QX’Q(B) est >p, alors sa filtration dans (X" @)
est > p et il est nilpotent d’aprés le théoréme 43. 4 a.

Preuve de b. — D’aprés le théoréme 43.40, les éléments de
',,,H(\’Q 03) de degré ¢ sont nilpolents; donc, vu les théorémes
42.1 et 42.2¢, les éléments de H[Y"OLF,(X'O®)] de

degré g sont nilpotents. Or Jﬁ,.( cY"OXO U’fu) est une image de
H[Y"OEF. (X O®B)]. ‘ .

h-\ C_c

81. Cis ou (3 EST UN FAISCEAU CANONIQUE-FILTRE-PROPRE. —
-1
EY"O &'O B est un complexe canonique-filtré (¢/. n° 44); donc
. _
J@,( EY"OXO 03) estun anneau canonique-gradué; ses deux degrés sont
nomnés : degré canonique et degré filtrant; sa différentielle ¢, est homo-
—1
géne, de degré canonique —+ 1 et de degré filtrantr; 56( EY"OX'O (B)
est un anneau gradué-filtré, dont le degré sera encore nommé canonique.
On étend aisément les théorémes du n° 44 :

Tutorime 51.1. — St he ZIC*(_El Y O XO 03), st xh= o quel que sot
xeX et si le degré canonique de h est la borne inférieure du degré
canonique de B3(x), alors h=o.
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TugoreMeS] . 2. — ST bb, = (— 1), b, quels que sotent b et b, € B(x),
de degrés p et q, alors hh,=(—1)"h h, quels que soient h et h,

. ]
€ JC)‘< EY"OX'O cB), de degrés canoniques r et s.

—1
52. Mobirications DE X ET Y NALTERANT PAS c’JC¥< EY"OXIO (B). —
—1
Tutoréme 52. 1. — On ne modifie pas éf€¥< EY"OXO 6’>> :

a. en remplagcant X par ¥, quand I¥ est une partic fermée de X telle
que B3(x) = o st x est un point du complémentaire de I ;

b. en remplacant X par G, quand G est une partie ouverte de X telle
que B(F) = o quand F r’est pas une partie compacte de G ;

c. en remplacant Y par un de ses sous-espaces contenant £E(X).

Preuve de a. — Celle du théoréme 45.1.
Preuve de b. — Celle du théoréme 45. 2.

Preuve de c. — Le complexe Y O E(L O B) est identique a sa
section par un de ses sous-espaces contenant £(X).

33. MODIFICATION DE (3 N'ALTERANT PAS e"fQ( 3;'1 Y"OXO Jb) — On
généralise aisément le n° 46 : :

TreorENME 53 . 1. — On ne modtifie pas ZJQ( El Y"OX'O (B) :

a. enremplacant 03 par un sous-faisceau propre ¥ tel que 3 (x) = @' (x)
quel que soit x € X ;

b. en remplacant la filtration de 3 par la filtration nulle quand toutes
les conditions suivantes sont réalisées ; 1> o; la filtration de B(x) est

.bornée supérieurement; le degré de 3C,03(x) est borné in férieurement; le
degré de 3¢, B3(x) est nul;

c. en remplacant 03 par F 0 quand toutes les conditions suivantes sont
réalisées : 03 est un faisceau canonique-filtré-propre ; la filtration de B(x) |
est bornée supérieurement; le degré de 33(x) est borné inférieurement;
le degré canonique de 8¢, B(x) est nul.

a

-1 N
84. L’uoMoMORPHISME O RECIPROQUE DE LA REPRESENTATION CONTINUE 0 D UNE
APPLICATION CONTINUE &' DANS UNE APPLICATION CONTINUE &. — Sozent une appli-
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cation continue & d’un espace X dans un espace Y et une application
continue &' d’un espace X' dans un'espace Y'; nous nommerons représen-
tation continue de ¥ dans & toute application continue 0 de X' dans X a
laquelle on peut associer une application continue =~ de X' dans Y telle
que

(Bh.1) - T =x0,
Soient (3 et @' deux faisceaux différentiels-filirés-propres, définis

0
X —> X

ue
wrl

Y ——T 5> Y
0 représente £ dans &,

Fig. 1.

sur X et X/, tels que 0B = @ sur 0(X'). Soient L, %Y, I, Y des
couvertures fines de X, Y, X/, Y’; solent u, ¢, 1/, ¢ leurs unités; soit

-1

TI0KQbE P YOO G ke, le, bedB[S(A)];

soit .

p =[Sk n (X0 | bea| VS ];
I’homomorphisme
(B5k.2) _Z_llO/fOb»‘_’;’lv’O-(;_‘EJIlOu’Q_Ol/.‘Ob’,

c'est-a-dire, vu (54.1) et (28.7),

(54.3) Y1002 (vo< ) o(woTr oY

" estun hon.omorphisme de ‘El YO &' 3 dans
Z(yorw)"olzrova)os; |

sa filtration est > o il définit donc (définition 10.1etn® 50) un homo-

morphisme de filtration > o, conservant le degré, de JL’*( EY” O X'O (B)
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—1 -1
dans 9@( EYOX'O (B’) cet homomorphisme sera noté 9 et nomme
homomorphisme réciproque de la représentation 0. 1l est indépendant du
choix des couvertures fines et, vu (54.2), du choix de 'application <

associée a 6 [ D’ailleurs (54.1) définit wsans embiguitésur &'(X')].
Remarque 54.1. — L’homomorphisme —61, que définit le n° 47, de

H(X*O®B) dans H(X" (O ®B') et 'homomorphisme 6, que nous

venons de définir, de ZIC(EI YO XQO cB) dans ch’(é’ YO X"'O 63)

constituent le méme homomorphisme de ’anneau 3¢(X O @) dans
Panneau #¢(X' O @').

Remarque 54.2. — L’homomorphisme canonique de 7, (X'O &)
dans 60F,, (X" @) (remarque 47.1) définit un homomorphisme
canonique de (7, (X'O®) dans £0F,.(X"'Q®), c'est-a-dire,
vu(54.1),danstt'F,(X'QO B'); d’ott un homomorphisme canonique
de H[YQOLF (XO®B)] dans H[Y OEF (X' O®B)]; en
composant cet homomorphisme et I’homomorphisme < de
HYOEF(X'O®B')], on obtient un homomorphisme de
H[YOEF.(XIO 03)] dans X[Y' QU F,.(X*O 03’)], c’est-a-dire,

vu (50.2), de gt,,,m( EY"OXO 03> dans JL,W( EY"OX'O 63’>

Phomomorphisme ainsi obtenu est 6 comme on le voit en explicitant
les définitions de ces divers homomorphlsmes

0’

xn X' x
Y <’ Y’ T Y
0" représente £” dans £’; 0 représente &' dans §;

60’ représente £” dans E.
Fig. 2.
Triorine 54.1. — a. Si 8 représente &' dans &', si O représente ¥’
dans £ et st 0 3" = B sur 0/ (X" (X", 0(0 )= 03 sur G(X’) et 00' R = B
Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 2, 1950. 13
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sur 06/ (X), alors la représentation composée 00’ a pour homomorphisme
-1 —1
réciproque I’ homomorphisme composé §' 0 (fig. 2).
b. Si & est la restriction de £ & une partie fermée I de X et 510 est la
représentation canonique de &' dans £ (c’est-a-dire la représentation que

définit I'application canonique de F dans X), alors 0 estla section par F¥

de 3¢ (EY"OX' O ).

55. Les nomomorrhismes canoniues @, W' et Q ve 4 (X'QO @),

—1
H(Y"OE®) er ¢, B3(X) pans JC¥( EY"OX'O J&) — Solent une
application continue £ d’un espace X dans un espace Y et un faisceau
différentiel-filtré-propre @ défini sur X.

Dermution 55.1 (fig. 3). — Solent y€Y, &' la restriction de &
—1
a £(y), ¢ la représentation canonique de & dans &, = Papplication

u X i Y S p

a

Tiy)
E’[

Y

de X sur y, o la représentation de £ dans = définie par 'application

ue
=
)

identique de X sur lui-méme. Vu le théoréme 50.24a, _go] est un homo-

morphisme canonique, que nous noterons ®, de I (X'QO &) dans
—1 -1 —1

{J€¥<EY’“ OX0O 03> et o est un homomorphismede e’JC*(EY’”OX’O 03>

dans {}C*(_Ely’Q J?:); d’aprés le théoréme 54.1a, Phomomorphisme

-1 -1

composé o o est la section de #,(X‘O &) par E(y); d’ou, vu les
remarques 54.1, 54.2 : ‘

TreoRENE 55.1. — a. La restriction de ® ¢ 3¢(X!Q ®B) est U'appli-

-1
cation identique de cet anneau sur l’anneau 56( EY"OX'O 03), (qui
ne difféere, rappelons-le, du précédent que par sa filiration).
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b. La restriction de ® & 8¢,,,,(X'Q B) est I'’homomorphisme cano-

nique T [définition 48.1, o lon remplace X par Y et & par
EF,(X'OQ®B)] de 8,..4(X' O B) dans

(YO EFn(XIO B)) = 3ns (E YO XIO 33).
c. Si hese, (X'O®B) est tel que dh=o, alors £(y)h=o0 quel
que soity €Y.

Derition 55.2 (fig. 4). — Supposons &6 propre. Cette hypothése
est réalisée en particulier dans chacun des deux cas suivants : & est
propre (proposition 24.2); 3 est conlinu (propositions 24.1 et 23. 1).

X z > Y —

X ¥
N ¥ l X n
Y

X > > Y —>

Fig. 4.

Soient t et .les applicalions identiques de X et Y sur eux-mémes;
soit o la représentation de v dans & définie par I'application identique
de X sur lui-méme; soit ¢ la représentation de & dans y que définit &.

Vu le théoréme 50.25, :J; est un homomorphisme canonique, que nous
‘noterons W, de ¢ (YO E®B) dans JC¥<_§ Y"OX'O 05) et o est un
homomorphisme de Jq(';f YO X'O (J':’)) dans JC, (X" (O 03); d’aprés
le théoréme 54.1a, ’homomorphisme composé P ZIJ[ est ’homomor-
phisme % de ¢, (Y"O!®) dans 5, (X"O®); dou, vu les
remarques 54.1 et 54.2 : _

TueoriME 55.2. — a. La restriction de W q Zfﬁ(Y’"Q E®) est I’ homo-
morphisme _El de 5¢(Y O E®) dans (X O B).

b. La restriction de W 4 36,,l+1(Y’”O_E(13)'= HY"Ok F.,.03) est

’homomorphisme™ de 9¢(Y" (O EF,B) dans R[Y"OEF, (X'O ®B)]
que définit I’homomorphisme 11 de &, dans 5,(X'Q®) (défi-

nition 48.3).
ABUOTHE,,

-
Eerenos: -
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c. Sthea (Y"O E(B) est tel que W h = o, alors _El h=—o.

Derimion 55.3 (fig. 3 et 4). — Soit v 'application de y sur y;

. I3 M . p »~ -1
solt w la représentation de £ sur v; vu le théoréme 50.2¢, w est un
homomorphisme canonique, que nous noterons Q, de 3¢ @»(X) dans

JC*(E Y*"OX'O 03). Soit 0 la représentation de = dans v; 0 est
I’homomorphisme canonique IT, (définition 48.1) de o¢,B(X) dans
H (X' OB); or w=>09; donc, vu le théoréeme 54.1a, Q= PII,.

Soit © la représentation de y dans 7];_':[ est ’homomorphisme cano-
nique II, de 3¢, 3 (X) dans J¢ (Y" O E®); or w =1¢; donc Q = WII,.
D’ou :

Tueorkne 55.3. — a. Q=0lIl, Il, étant I’homomorphisme cano-
nique de 3¢, B3(X) dans K (X' O B).

b. St Ea3 est propre, Q = W, 11, écant I’homomorphisme canonique

de 3¢ _3(X) dans 3¢ (Y" O E®).

Ce théoréme prouve que les conventions suivantes sont compatibles
avec la définition 48.2 :

Dirmirion 55.4. — Quand ® est un isomorphisme de 3¢ (X'O 63)

s —1

sur ZQ( EY"OX'O (B>, nous écrirons
—1
(33.1) s (X0 )=, (EY"OXO®);
pour qu’il en soit ainst, il faut et il suffit (proposition 10.6a) que ® sout

un isomorphisme de 3C,.  (X!Q®B) sur I <_E Y"OXO 0’))
Quand W est un isomorphisme de 3¢, (Y™ O &) sur (*JC*( EY"OX'O (B),

nous écrirons
(35.2) s (YrOr@) =222 Y"OXO®).
: -1
Quand Q est un isomorphisme de #,03(X) sur (’JC¥< EY"OX'O 63),
nous écrirons

(35.3) se.a(X)y=2,(EY"OXIO®).
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86. Cas ov H(FQOQB)=8eB(F) quanp Fz_’g'(y)', ryeyY. —
Lemme 56.1. — S 9¢(FQ F,B3) = 8¢, 3(F) quand F= % (y),
y€Y, alors

gc"l‘H ( HE.I Y O X/O 03) = ‘jcnzﬁ—l ( Ym O ELB)'

Preuve. — L’hypothése signifie que II est un isomorphisme
de #,.,B(F) sur (FQOF,®B)=3,,(F'O®B); donc, vu la
proposition 10.6, II est un isomorphisme de ¥¢,03(F) sur
Hn(F'Q B); done, vu le théoréme 46.1, II définit un isomor-
phisme de 3¢(Y O£F,®B) sur 3[Y OELF (X' QO B)], c’est-a-dire
de 5per (YO E®) sur 5., EY"OX/O®B); le théoréme 55.2b
prouve que cet isomorphisme est &'

Tutorime 56.1. — Soit & une application continue d’un espace X
dans un espace Y, dont la dimension est finie; soit 3 un faisceau
dfférentiel-filtré-propre, défini sur X ; supposons §03 propre.

a. SEH(F O B)=3HAB(F) quand F = _Ei(y), ye€kF,alors _’q} est un
somorphisme de (Y O E®B) sur 5(X O B).

St (F'O®B)= 3¢, 3(F) quand I = _&}(y), yeY, alors

b. _?;'1 est un isomorphisme de 3¢ (Y QE®) sur 3¢ (X! O B);

c. X, (Y"Qt®R)= 516*(*5 Y"OX'O 63>, quel que sott m > L.

Preuve de a. — Choisissons /= o, m =1, la filtration de & nulle;
vu la proposition 10.9, I’hypothése s’énonce

J(F O Fod) = 36, B(F):

donc, vu le lemme 56. 1,
10.(EYOX08) =Y OLa);
d’ou, vu les propositions 10.6 b et 37.7,
x,(EY'OX'0®)=u(Y'OLs);

la définition 55. 4 et le théoréme 55.2 a achévent la preuve.

=1

Preuge de b. — D’aprés a, § est un isomorphisme de (Y O £®),
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et (Y OLF @) sur (X O ®B) et 3(X O F,B); on applique la
proposition 10.6 a.
Preuve de c. — D’apres a et le théoréme 55.2a, W applique iso-
/=1
morphiquement H(Y"(OE@®) sur [fC(ZY”'O X/O(B>; d’aprés le
lemme 56.1, W applique isomorphiquement ¢, (Y"(OE®B) sur

—1
JC,,H'(EY’"O X‘O (B); done, vu la proposition 10.6a; ¥ est un
isomorphisme, respectant le degré et la filiration, de 3¢ (Y™ £@)

sur EJC¥<_El Y"OX'O B).

37. RELATION ENTRE LES ANNEAUX D’HOMOLOGIE D'UNE APPLICATION ET LES
ANNEAUX D’HOMOLOGIE DE SES RESTRICTIONS AUX INTERSECTIONS DES ELEMENTS
D'UN RECOUVREMENT DE L’ESPACE SUR LEQUEL ELLE EST DEFINIE. — On géné-
ralise aisément la définition 49.2 :

Dermvition 57.1. — Sotent un espace X, un faisceau différentiel-
Jiltré-propre &3 défint sur X, une applzcatcon continue & de X dans un

espace Y et le complexe basique de Cech K* (n° 39) deﬁm par un recou-
vrement fermé, localement fini, ordonné de Y ; sovent deux entiers [ < m.
Il existe un homomorphisme canonique, consercant le degré et de

-1
Siltration >~ 0, des anneaux JC¥< EXOXO 0’5) dans les anneaux
—1
x (EY"OXO®)
Quand cet homomorphisme est un isomorphisme des premiers

anneaux sur les seconds (il conserve alors la filtration, vu la propo-
sition 10.6 a), nous écrirons

(57.3) e, (7 xmoxod) =0 (Y OXO®).

Rappelons que JL’(‘El K OXO (13) désigne JC(X O B) muni
d’une filtration que minore et majore celles de H(X'O®B) el
(X" B).

Tatorime 57.1. — (57.3) a lieu lorsque les deux conditions suivantes

sont réalisées : le recouvrement U F.=Y, auquel 5* est associé, est
33
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. . =1
d’ordre fini; quand F est une intersection non vide de §(F,), on a,
£ désignant la restriction de & a I,

20 (B Y"OF O @) =0¢,(FIOB)  (au sens de la définition 55.4).

Preuve. — Soit I une intersection non vide de F,; soit F=£(I).
Par hypotheése :
B[YOQTFn(FO®B) =8 (FO®B),
d’ot1, vu le théoréme 45.1 :
B [TOQEFm(XIO B)] = Bomss (F' O B).
Le théoréme 49.2 a s’applique donc quand on remplace dans son
énoncé F par I et & par £F,,(X'O @); il donne
5[ J R EFn(X'O @) = 5[ X O £Fn(X/O B)),
c’est-a-dire
-1 -
Hma (EHMOXO B) = s (£ YO XIO 35
pour en conclure que I’homomorphisme- canonique des anneaux

—1

—1
56¥( EXOXO (!3) dans les anneaux é](;( EY"OX'O (13> est un
isomorphisme des premiers sur les seconds, il suffit d’utiliser les
propositions 10.6 b et 39. 1.

VII. — Les anneaux d’homologie d’une application composée.

58. Soient une application continue £ d’un espace X dans un
espace Y, une application continue v de Y dans un espace Z, un
faisceau différentiel-filtré-propre @ défini sur X et trois entiers
{<m < n;une généralisation aisée du n° 50 définit un anneau spectral

JC,.(—Ej _Y;Z"O_'gl YO X!O LB) (I<m<n<r),

que nous nommerons anneau spectral d’homologie de I’application
composée 1t on a

2 (2 020 EYOX O B) = e[ 220w (F YO x 0 ®)];

goe(Z WO EYOXO®) ¢ lim 2,(% nZQE Y OXO®);
"> 4o
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ou £IC< El ‘I;Z"O ElY"'O X'O (B) désigne JIC(X (O @B) muni d’une
filtration dépendant des données. Les propriétés des anneaux d’homo-
logie d’une application s’étendent aisément aux anneaux d’homologie .
d’une application composée.

in particulier, étant donnée une application continue & de X en
lui-méme et un faisceau différentiel-filtré-propre @ défini sur X, on

. 7 - Y < \

pourra donc envisager JQ(. LOEXTQEXTOXIO ('3), ou
. ~7 .

{<m<n...;petqsontdesentiers >o0; £ est le réciproque de 7.

VIII. — Cas ou la différentielle et la filtration du faisceau sont nulles.

Nous conviendrons que @3 est canonique, le degré canonique de tous
ses éléments étant nul.

59. Prorrietes bE IC (X/O B). — &' O G est canonique-filtré; sa
filtration est associée a [ fois le degré canonique; d’aprés la propo-
sition 10.9

I (XIO B) = GIe(X!O B) = #(X/O B).

3,.(X!'QO ®B) est canonique-gradué, le degré filtrant étant I fors le
degré canonique; K (X' ®B) est gradué-filtré, la filtration étant
associée a I fois le degré.

Les théorémes 42.2 et 44.1 donnent :

Taeorime 59.1. — Supposons 3B = o, utilisons sur @ un degré
canonique nul.

a. Le degré canonique de 3¢(X O ) est minoré par o, majoré
par dim X.

b. Sthe (X O B) est de degré canonique nul et st xh — o quel que
soitx€X, alorsh—o. -

c. Les éléments de 3(X O B) dont le degré canonique est > o sont
nilpotents. St tout élément de B(x) est nilpotent, quel que soit z€X,
alors tout élément de (X O B) est nilpotent.

Puisque F B = 0, Il est un homomorphisme de %(X) dans 3¢ (X'O®3).
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Soit be @(X); 11b a un degré et une filtration nuls. D’aprés le théo-
réme 48.1 :

TuioriME 5Y).2. — Supposons o2 . Soit- bed(X), pour que
b == o, il faut et il suffit que xb = o quel que soit x € X.

—1

60. ProprIitES DE é1€¥( EY"OXO 03) — Vu le n 51,
JC,.( El Y*OXO cB) est canonique-gradué; 0, a le degré canonique 1 ¢l
le degré filtrant r. ZC( E] Y O XO LB> est gradué-filtré; son degré sera
encore nommé canonique; ce degré canonique est minoré par o, majoré
par dim X. L’automorphisme « (n° 8) multiplie par (— 1) un élément
homogéne de degré canonique p. Multiplier [ et m par un entier n >0
revient a multiplier par ~ la filtration, le degré filtrant et Pindice r;
ajouter 1 a [ et m revient & ajouter 1 & l'indice r et & augmenter du
degré canonique la filtration et le degré filtrant (n° 7); on pourra donc
toujours supposer, ce qui simplifie le théoréme 60. 1 :

=0, m=1 [alors, vu le théoréme 50.3 : la filtration et le degré
‘filtrant sont minorés par o, majorés par dim Y et, sur les éléments homo-
genes, = degré canonique |;

ou, ce qui simplifie le théoréme 60.2 :

l=—1, m=o [alors la filtration et le degré filtrant sont minorés

-1
par — Bornz sup. dim £ (), majorés par o et, sur les éléments homo-
.
génes, > — degré canonique].

La formule (50.2) se réduit a

(60.1) 9mis (2 YO XO ®) = 2[ YO EF (X'O @)]; '

d’aprés le théoréme 50.1,

gr(ZYnOXO®)= Em' 5. (EY"OXO®).
Pt .

L’étude des homomorphlsmes ® et ¥ se réduit a celle de leurs
restrictions ® et W définies ci-dessous.

Journ. de Math., tome XXIX.— Fasc. 2, 1g950. 14
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. —1

Lemme 60.1. — Soit he 3Cm+1< EY*"OX'O (B); st h est homogéne
de degré canonique p et de degré filtrant lp, les trois conditions sutvantes
sont équivalentes ;

—t
a. h a une image canonique nulle dans 9:16( EY"OXO tB);
—1
b. E(y).h=o0 quelquesoityeY;
c. h=o.

Preuve. — Nous prouverons que a entraine b et que b entraine c;
puisque c¢ entraine évidemment a, le lemme sera prouvé.

a entraine b. — D’aprés le théoréme 50.2 a et le n° 39, les sections

par _El(y) de JC,,H,(—El YO XO U?>> et Q}JL’(_EI YO XO LB> sont

canoniquement isomorphes.

b entraine c. — Retranchons de la filtration / fois le degré cano-
nique; les hypothéses deviennent :

he i, . (E Y=OX O (B>; FEI (y).h=0o0 s1 y€Y; le degré
filtrant de 4 est nul;

c’est-a-dire :

heR[Y OEF(XO®B)]; yh=o0 si yeY; le degré de A est nul
quand on utilise le degré canonique de Y ct un degré nul sur
EF(XO®B).

Ces hypothéses entrainent a d’aprés le théoreme 59.15.
7 TueorkME 60. 1. — Supposons 803 =oet la filtration de 3 nulle; sout 9
I homomorphisme canonique de 3¢(X O B)dans #[Y QO EF (X O B)], »
[¢’est-a-dire : L homomorphismeIl de la définition 48.1, ot Uon remplace
X par Y et @ par £EF (X O B); c'est-a-dire, vu le théoréme 55.1 b, la
restriction @ ., (X'Q B) de I'homomorphisme ® du n° 33)]. Soit
he #(X O B), homogéne de degré canonique p; sa filtration dans
2(EY"OXIO @) est
(60.2) J(h)=p.

a. ®h a pour degré canonique p et pour degré filirant lp; ®h a une
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—1
image canonique (n°9Y, homomorphisme + ) dans g&’( EY"OX'O 03) ;
cette image est .
—1
Ji mod a0 (2 Yn 5 X0 @),

e i( L. ) représentant les termes de 3€ (... ) dont la filtration est

> Ip.

b. Les trots conditions sutvantes sont équivalentes :
Ph=o; El(y)‘h:n quel que soityeY; SR> Ip.

c. DI(X O B)estle sous-anneaude K[Y O LF (X O )] engendré
par les éléments homogénes de cet anneau qui possédent simultanément
les deuzx propriéiés suivantes : leur degré filtrant est I fois leur degré

canonique; ils ont une tmage canonique dans g,gc("E’YmQ X0 65)
Preuse de (60.2). — La filtration de A dans #¢(X‘C) B3 ) estlp (n° 89);
® ne diminue pas la filtration.

Preuve de a. — D’aprés le n° 89 : he 9, ., (X' O ®B); h a pour
degrés canonique et filtrant p et Ip; 'image de Adans GaC(X'(O &) est

hanod 8¢+ (XLO B).

L’homomorphisme & transforme ces propriétés en les suivantes :
®h a pour degrés canonique et filtrant p et /p; I'image de ®/4 dans
—1
ijfC(EY’"O.X’O @) est vu le théoréme 55.1 a,
h mod ac<'/'+“(7;1Ymo X0 0’5).

Preuve de b. — a et le lemme 60. 1 prouvent I’équivalence des trois
conditions :. ' '

Sfh) > Ip; y®@h =0 quel que soit y€Y; ®h—=o.
y?h:éi(y).h d’apreés la formule (48.1).

Preuve de c. — Soit 3’ le sous-anneau de H[Y QLF(X O ®)]
que c affirme étre identique & ®JC(X O B); soit G’ le sous-anneau de

—1
I'anneau g%( EY"OX'O 0’5> qu’engendrent les éléments homogeénes
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de cel anneau dont le degré filtrant est / fois le degré canonique;
d’apresa, @R (X O B)c I et DI (X O @) est appliqué canonique-
ment sur G'; d’aprés le lemme 60. 1, application canonique de J¢’
dans G’ est un somorphisme; donc ® I (X O B)= ',

Tutorime 60.2. — Supposons 603 = o, la filtration de @3 nulle et £
propre; U homomorphisme canonique 11 de @ dans F(X O @) (défini-
tion 48.3, ou Fi3 = ®B) définit un homomorphisme canonique W de

H(Y OE®) dans R[Y O EF(XO ®)] [vu le théoréme 55 2b, W est
la restriction a #,,.,(Y" O EG®) de P homomorphisme W du n° 85]. Sout
he 3 (Y QEO%), homogeéne de degré canonique p; la filtration de’th
dans K <_Ei YO XO (B) est
(60.3) fEn)=mp, si Ehizo
a. Wha pour degré canonique p et pour degré filtrant mp; Wh a une
image canonique (n°9) dans G (-Ei Y*"OX'O 03); cette tmage est
% hmodaemr+ (2 YnQXIQ @)
b. Les deux ‘condz'tz'ons sutvantes sont équivalentes :
*Ejh =03 l'image canonique de E”h dans ('JC,(? Y O XO 65) est nulle
quand r est suffisamment grand.
Bema}'([ue. — Le théoréme 65.2 déterminera, dans un cas parti-
culier, Wae(Y O @) et £5¢(Y O ). |
Preuve de (60.3). — D’aprés le n° 59, la filtration de /4 dans
HK(Y"OQE®B)estmp; W ne diminue pas la filtration; doncf<_E1 h>_\:mp.
D’aprés le n° 50, j<€h> est au plus égal a la filtration de £h dans
H (X" O @); celle-ci est mp si_&}h;é o0, vu le n° 59.

Preuse de a. — D’aprés le n° 59 : he€ 3 (Y'OE®R); h a
pour degrés canonique et filtrant p et mp; /A a pour image dans

250 (Y" O E®)
(3 ( h mod semr+1 (Y™ O £ 03).
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L’homomorphisme W transforme ces propriétés en les suivantes :
W a pour degrés canonique et filtrant p et mp; Wh a pour image

—~1
dans Cj?)@( EY"OXO 65>, vu le théoréme 55.2 a.
¥ hmod semr i (F YO XIO @)

Preuve de b. — Supposons Eihzo; d’aprés @, W/ a une image
—1

canonique nulle dans ngc( EY"OX'O 03), donc dans

tlim 20 (EY»Q X'O @),

A o)

donc dans {JC,.<_E,1 Y O XO 65) pour r suffisamment grand. Récipro-
quement, supposons nulle 'image canonique de ¥ dans

gae(EY"O X! O ®);
d’aprés a,f(%lh>> mp; donc, vu (60.3), Eh=o.
Le théoréme 55.3 devient :

Tutorime 60.3. — Supposons 833 == o, la filiration de B nulle et 533
propre; sotent Iy et 11y les homomorphismes canoniques de 3(X) dans
HKXOB)etse(YOEB);ona

?sz Eny.

61. Cas ou 3 Est commuraTir. — Les théorémes 44.2 et 51.2
donnent :

TrEorEME 61 .1. — 87 bb, = b, b quels que sotent b et b, € B(x), alors
hhy=(—1)h,h, quand h et h, sont des éléments de 3¢, (X' B) ou

=1

de 5€¥<E YO X'O 03) homogénes de degrés canoniques p et q.

CHAPITRE III.

InvariANTS TOPOLOGIQUES DES ESPACES LOCALEMENT COMPACTS, DE LEURS
APPLICATIONS CONTINUES ET DES CLASSES D’HOMOTOPIE DE CES APPLICATIONS.

, B \
(X' O®)estuninvarianttopologiquedelespaceX, éf@( EY"OXO®)
est un invariant topologique de I'application continue & de X dans Y,
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=1-1 -1
Je, <€ 2" O e Y"OX! Q(B> estun invarianttopologique de [’ application
composée 15 de X dans Z quand on choisit le faisceau 03 identique ¢ un
anneau (§ 1) ou localement isomorphe a un anncau (§ 11).

I. — Faisceau identique a un anneau.

62. Dérmvimion. — Le faisceau différentiel-gradué-filiré @, défini
sur I'espace X, sera dit identique ¢ un anneau différentiel-gradué-
filtré quand il possédera les propriétés suivantes :

03(F) = o quand F est une partie fermée non compacte de X;

si K, et K sont deux parties compactes non vides de Xet si K; CK,
la section de 3(K) par K, est un isomorphisme, respectant la diffé-
rentiation, le degré et la filtration, de B3(K) sur B3(K,).

On peut donc convenir que G3(K) est un anneau différentiel-gradué-
filtré @ indépendant du choix de K, la section de 3(K) par K, étant
I'application identique de @ sur lui-méme : on dira que 3 est iden-
tique @ A et-’on écrira

a=A.

Les propriétés suivantes sont évidentes, vu les définitions des
n* 23, 24 et le théoréme 45.1.

Le faisceau ., défini sur Uespace X et identique a I'anneau &, est
propre.

Soit & une application propre de X dans un espace Y : §(X) est fermé;
le faisceau EA est propre; EQ = € sur E(X) (au sens dun° 47);

s (YIQta)y=u (FIO &) ou F={(X).

Remarques. — Le faisceau @ n’est continu que si X est compact; le
faisceau £ n’est propre que si £ est propre.

63. Reration entre J¢(X), 9C,(A) er #,(X O Q) quasp L EST UN
ANNEAU DIFFERENTIEL-FILTRE. — LEMME 63. 1. — Soit, sur un espace X, un
faisceau identique & un anneau différentiel-filiré . Soit & une couver-
ture fine de X ; sott &* I'anneau que constituent les éléments de T a sup-
port compact; T*R @ désignant le produit tensoriel des anneaux &’

et &, ona
56, (X!O @) =96, (TR ).
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Preuve. — 1l existe un homomorphisme canonique évident, dont la
filtration est ™. o0, de 'anneau T*® & sur I'anneau du complexe
&'O @; nous allons prouver que cet homomorphisme est un isomor-
phisme respectant la filtration. Autrement dit, £, désignant des

3

éléments homogénes 4 support compact de &, nous allons prouver
que si :

(63.1) Z(x/q,‘)@)ay‘:o ou f[E (x/f@@au:,é_p
' ’  quel que soit xe;z
alors '

(63.2) | Z/{u®ag:0 ou f(E lrp(g)au\)ép.
®

123

Les relations (63.1) résultent d’'un nombre fini de relations entre
les xk,; ces relati.ons expriment que r}’appartien% pas aux supports
d’un nombre fini d’éléments de &; soit V un voisinage de « dont
I'adhérence est étrangére a ces supports; on a

Z(V/fu)@“u:o ou fl:Z(V/‘]u)@”u]éP
v i

On peut recouvrir Us(lfu>7 qui est compact, avec un nombre fini

33 .
de tels voisinages, les V,(1=Zvw). Soit V, un voisinage de 1'e
tel que V,n US(/fp) =d et U V,=Xj;ona
W o<v<w
S (Vok)@m=0 ou f[ E(V»/fu)@au]ép (0£v ).
" : v .

Utilisons I'’hypothése que & est fin et la formule (32.6); il vient

EXV/{}L@“H:O ou flrzl\,/m@ap:lép;
n [ .

d’oli (63.2), en sommant par rapport a v, puisque Z)\V est I'identité.

v
Le lemme 63. 1, vu les propositions 18.1, 19.1, 19.2 et 20.1, a les
conséquences suivantes :
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Dermvmion 63. 1. — (X O Q) sera noté KX quand A est I’anneau
des entiers (3= 0); d’apres le lemme 63.1, X = HCI*.

TuéoriMe 63.1. — Soit & un anneau différentiel.
a. Il existe un homomorphisme canonigue 11 de KX ® HA dans
H(X O A); on peut donc convcenir que
X RQaAac(XOa).

[Faisons dans le n° 48 @ = @ : st X est compact, X a une unité u
(proposition 37.1, et remarqie 8.1)) et ' homomorphisme que le n° 48
nomme 1l est la restriction a u Q) JCE de I'isomorphisme I1; ¢ X n'est pas
compact, X n’a pas d'unité et Il a un champ de définition nul|.

b. Le X Q HA- module (X O A)/HXQ KA ne dépend que
de X et I et en dépend additivement : si K, et ., sont des
anneaux canoniques sans torsion et des anneaux différentiels tels que

X = HK, et A=Y KA, alors
® v

(X O Q)RXQ aa :Z (K, Q@ Q)/HH, @ KA,  (sommes directes ).
Wy '
c. Le groupe additif IC(X O Q)HXKQ HA ne dépend que des
groupes de torsion de ICX et ICCL et en dépend additivement.
d. En particulier, si X ou JECL est sans torsion

XA =uXQaxa.

TueorEME 63.2. — Soit A un anneau différentiel-filtré. Il existe un
homomorphisme canonique 11 de (J¢X)'® 9, & dans 52, (X' QO Q); la
restriction de 1 & l'anneau (3eX)YQ 3 A est U'isomorphisme I du
théoréme 63.1 a de cet anneau dans (X O J,A) =&, (X' QO QA);
la restriction de T a Fanneau (3¢ XY ® 5 est isomorphisme 11 du
théoréme 63.1 a.

TuioriME 63.3. — Soit A un anneau différentiel-filtré.
St 4 X ou I, A est sans torsion,

s (X'Q @)= (#X)® s,A.
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TakoreME 63.4. — SI @ est une algébre différentielle-filtrée sur un
corps commutatif I,

5, (XIO @) =|5(X O :m)]!g 5, @.

64. Revamion entre #(X), 2 (YO @) er K, [(X < YYO A]. —
Soient 6 et = les projections canoniques sur X et Y du produit X <Y
de ces deux espaces; soient L et Y des couvertures fines de X et Y
soient £* et Y* les anneaux que constituent les éléments de L et Y a

-1 -1
supports compacts; on prouve aisément que 8 £ O <% est une cou-
verture fine de X >< Y et que ses éléments a supports compacts consti-
tuent I'anneau £*Q) Y*; d’ou, vu le lemme 63.1,
2, [(X < Y)YQal=12(TQ Y'Q ).

De cette formule et des propositions 18.1,19.1,19.2 et 20. 1 résultent
les extensions suivantes des théorémes précédents .

TaeorimE 64. 1. — Soit @ un anneau différentiel
XXQ(YO Q) € (X< YOa).
Le 3¢X ® 5(Y O Q)-module 5¢(X =< Y O @)X ® 5(Y O @) ne
~ dépend que de X et (Y O Q) et en dépend additicement; en tant

que groupe additif, il ne dépend que des groupes de torsion de 3X et
HYOAQ). St geX oud(Y O Q) est sans torsion,

X< YO Q)= xXRQ (YO Q).

TuEoREME 64.2. — Soit A un anneau différentiel-filiré ; il existe un homo-
morphisme canonique de (3€X)' Q #K,(Y'O Qydans K, [(X < YO @];
il a pour resirictions les isomorphismes canoniques (théoréme 64.1) de
(9XYQ 90, (YO Q)= (8 XY R 5(Y'O #,A) dans

Be[(X < Y)/O #0,&] = 61, [ (X > YV O @|
etde (XY QR K(Y'QA)dans R[(X < Y)YOA].

Tueorkme 64.3. — Soit A un anneau différentiel-filtré. St 59X ou
#. (Y OAQ) est sans torsion, e

1,[(X < YYO A]= (8 X)Y® 9’ (YO Q).
Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 2, 1g950. : 15
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TutoriMe 64.4. — St @ est une algébre différentielle-filtrée sur un
corps commutatif N
N 419

(X< Y)YOal=[#(X QM) R[(s(Y O M)|R g, .

65. Cas ou @ EST UN ANNEAU DE DIFFERENTIELLE NULLE ET DE FILTRATION
NuLLE. — Cest un cas particulier de celui qu’étudient les n> 39, 60
et 61; nous allons préciser les propriétés de II et W'. Le théo-
réme 59.2 s’énonce comme suit : st X est compact, 1l est un isomor-
phisme de lanneau & dans le sous-anneau 3¢ (X O @) que constituent
les éléments de 9¢(X O AU) dont le degré canonique est nul. Ce théoréme
peut étre complété comme suit :

TukoriME 65. 1. — Supposons ¢ = o et la filtration de & nulle.
a. St X est compact et connexe, Il est un isomorphisme de @ sur
KOXOAQ).
b. St aucune composante connexe de X ([3], Chap. I, § 11) n’est
compacte, alors
500 (X O @) = o.

Nous déduirons ce théoréme du lemme suivant :

Lemme 65.1. — Soit he 3(X O Q); xh est une fonction de x€X
prenant ses valeurs dans Q; je dis que cette fonction est constante au
voisinage de chaque point de X.

Preuvedu lemme 65.1. — Remplacons X par un voisinage compact
d’un de ses points et / par sa section par ce voisinage : nous sommes
ramenés au cas ou X est compact. D’aprés la formule 48.1,

(65.1) zlla=a;
d’ou
z(h —Nlxh)=o0;
vu la continuité de F(X O @), x posséde un voisinage V tel que
y(h—Hzxh)=o0 quand yeV;

d’ou, vu (65.1),
yh=ah quand y €V.
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Preuge duthéoréme 65.1 a. — Soit he #¢° (X O & ). Puisque X est
connexe, le lemme 65. 1 prouve que «/ a une valeur a indépendante

de x : :
z(h—Ma)=o0 quel que soit z €X;

d’ott vu le théoréme 59.1 6 ‘

. h=1la,

Preuve du théoréme 65.1b. — Soit he 3¢ (X O @); d’aprés le
lemme 65.1, xh est constant sur chaque composante connexe de X;
vu la continuité de F(X O @), xhi=o0 au voisinage de I’e0 ; donc
xh = o quel que soit x € X; le théoréme 59.1 b achéve la preuve.

L’homomorphisme W (théoréme 60.2) n’est défini que si £ est

- -1
propre, c’est-a-dire (n° 62) si & est propre; rappelons que £(y) est
alors compact quel que soit ye Y.

Tuiorime 65.2. — Supposons ¢ = o, la filtration de & nulle,
£ propre, Y = £(X) 'et_El(y> connexe quel que soit y € Y. Alors :

a. W est un isomorphisme de #(Y O @A) sur le sous-anneau de
l’anneau :

5 (YO X0 @) = 5[ YO LEF (X O @)]
qu'engendrent ses éléments homogénes de degré canonique p et de degré
Siltrant mp (p arbitraire).

b. Le sous-anneau —Elg@(YO Q) de 'anneau 3(1(%1 Y O X'O @L)
est le sous-anneau qu’engendrent les éléments de cet anneau dontle degré
canonique est p et la filtration mp (p arbitraire).

Diminuons la filtration de m fois le degré canonique : nous nous
trouvons ramené au cas /< 0, m = o.

Preuve de a. — D’apreés le théoréme 65.14, I est un 1somorphlsme
de & sur #/(FO Q) quandT‘_—E(y), y€Y; donc 1P vu sa défi-

nition (théoréme 60.2) et le théoréme 46.1, est un 1somorphlsme
de (Y Q@) sur #[Y OEF (X O Q)] ,

Preuve de b. — D’aprés a tout élément de 2, <—£1Y° OX'O _(9L>, dont
le degré filtrant est nul, est du type WA ot A€ (Y O @); donc,
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tout élément de Cje‘JL’@‘Y‘“O X0 &), dont le degré filtrant est nul,
est image d’un W/, c’est-a-dire, vu le théoréme 60.2a, est du type
% hmod JC“’(?Y“Q X'0O (S?L) cela signifie que lout élément de
ék(EY"Q X0 L‘I) dont la filtration est nulle est du type Eh. Réci-
proquement f( 1 /1> =o d’aprés (60.3).

66. Cas ou @ EST UN ANNEAU DIFFERENTIEL MUNI D UNE FILTRATION NULLE. —
Le lemme 63.1 et la proposition 21.1 ont la conséquence suivante :

TuEoREME 66. 1. — Soit (L un anneau différentiel muni d’une filtration
nulle; la filtration des éléments non nuls de 3¢(X' QO Q) est finte; .= 0}

2, (X'O @)= gae(X!QO Q)= (X'Q 5 sio < L 7.

Les propriétés d’homomorphisme canonique II et de I’ensemble
HKO(X'O @) des éléments de #(X'O ) de filtration > o sont les
suivantes :

TrEOREME 66. 2. — Soit @ un anneau dzﬁ"e;enlzel muni d’une filtration

nulle; soit I™> o.

a. St X est compact, 1l est un isomorphisme de KX dans 3 (X'Q A);
la filtration est nulle sur ILJCAL.

b. Si X est compact et connexe,

1(XIO @) =Nsea + (X O a) (somme directe).

c. St aucune composante connexe de X n’est compacte,
H(XIO @) = 2 (X/O Q).

Preusve de a. — D’aprés le n° 65, Il est un isomorphisme, conservant
le degré, de GIA = A dans GH(X'Q Q)= H(X'Q IA); vu
la proposition 6.1, II est donc un homomorphisme, respectant la
filtration, de H&Q& dans #(X'O @L), et par suile un isomorphisme,
vu le théoréme 66. 1.

Preuve de b. — Soit he 3¢(X' O A ); posons

= h mod 31 (X!O &) e gelel (X! 9ea) = e (théoréme 65.1a);

on a
h— Tk es (X0 Q).
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Preuce de c. — D’apres le théoréme 65.16, -
Gae(X!O Q) = se(X!O 5eQ)
n’a pas de lerme de degré nul.

Supposons o < [ < m; d’apres le théoréme 66. 1, la formule (50.2)
se réduit a

(66.1) l 5 (EYPOXIO @) =2 [Y QEF (X O 2)] (o< < m),

" le degré filirant du second membre s’obtient en utilisant m fois le
degré canonique sur Y et / fois le degré canonique sur X ; (X O #A)
a un degré canonique, qui s’obtient en convenant que le degré cano-
nique de #A estnul; ’anneau (66. 1) a donc un degré canonique ; mais
en général ¢, n'est pas homogéne par rapport au degré canonique
qui ne peut donc en général pas étre défini sur gc,(%meo X0 &)
pourr >m-1.

L’étude des homomorphismes ® et W (n° 85) se réduit a celle de
leurs restrictions ® et W' définies ci-dessous; nous n’énoncerons que
les conclusions de cette étude, qui est identique 4 celle que développe
le n° 60; la preuve du théoréme 66.4c est identique & celle du
théoréme 65.2a.

TueoriMe 66.3. — Soit @ un anneau différentiel muni de la filtration
nulle ; soit o < I<m; soit ® I’ homomorphisme canonique de 3¢(X O JCA)
dans #[Y QEF (X O 8¢Q)][ c’est-a-dire : I’ homomorphisme Il (défini-
tion 48.1), ot L'on remplace X par Y et B par £EF (X O #A@); Cest-
a-dire la restriction @ 8, (X'QO @) de ®]. Soit he 9¢(X O #AQ),
homogéne de degré canonique p; h€ GH(X'O AQ); il existe donc
hex(X'OA)tel que

h = k' mod 3P+ (X! O &);

S(I) désignera la filiration de I’ dans 3€<_E1 YO X'O cX);

Sy 0p.



118 JEAN LERAY.

a. ®h a pour degré canonique p et pour degré filtrant Ip; ®h a une
tmage canonique dans gz‘}t’,@ YO X'O cl) ; Cest |
B mod s+ (EYn O XIO @).

b. Les trois conditions sutvantes sont équivalentes :

—1
®h—=o0; E(¥) h=o0 quel que soit y€Y; Sy > p.

TrEorEME 66. 4. — Soit QL un anneau différentiel muni de la filtration
nulle ; sott o <1< m, supposons& propre et Y = E(X); I’homomorphisme
canonique 11 du faisceau de X identique a Il dans le faisceau
F (X O #A) définit un homomorphisme canonique W de 5¢(Y O HA)

dans K[Y Q EF(XQIHA)]| [W est la restriction & Iy (Y"O Q)
de ‘P] Soit he (Y O HA), homogéne de degré canonique p;
he GH(Y" O AQ); il existe donc I € 3™ (Y™ O Q) tel que
h = h' mod 3P+ (YO Q);
la ﬁliratz’on a'e_EI k' dans QL’C’;IY’”O X'O @L> est
-1
JEW) = mp.
a. Wh a pour degré canonique p et pour degré filtrant mp; Wha
une tmage canonique dans (39‘C<—EIY’”Q X0 -c‘L); c'est
_E' h' mod gemp+1) (%leyzO XIO a)
b. Supposons Xcompact; soient Ily et Iy les homomorphismes cano-
niques de A dans (X O #A) et (Y O HA);
_(I_)Hx = Eﬂy.

c. Supposons £(y) connexe quel que soit y€Y; alors W est un

isomorphisme de (Y Q#EA) sur le sous-anneau de | ‘anneau
R[Y O EF (X O #Q)] qu'engendrent ses éléments homogénes de degré
canonique p et de degré filtrant mp.

67. HOMOMORPHISME RECIPROQUE D' UNE APPLICATION PROPRE; RETRACTE;
HoMOTOPIE. — Soit une application propre 6 d’un espace X' dans un
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espace X; soit un anneau différentiel-filtré @ ; le n° 47 définit, vu

le n° 62, un homomorphisme 0 de H,(X!O @) dans 5, (X" O AQ);
cet homomorphisme ne diminue pas la filtration et conserve le degré;
nous allons prouver qu'i/ ne dépend que de la classe d’homotopie de 8
(théoréme 67.1).

Lemme 67.1. — Sowent deux anneaux @' et A et un homomor-
phisme L, de &' dans @ possédant les propriétés suivantes :

a. \, dépend du paramétre t qui décrit un espace connexe T ;

b. SiseT, st d €A et si h,a'= o, il existe un voisinage V de s tel
que \,a'=o quand te'V;

c. Il existe un homomorphisne X de & dans @' tel que \ha=a,
quels que sotent t€l et a€ .

Je dis que )., est indépendant de t.

Preuve. — Soient /€@, a€@ et s€T tels que 2,a'=a; on a
A(a'—hra)=o0; donc A(a'—lia)=o quand ¢ apparlient & un
voisinage convenable V de s; c’est-a-dire ).,a’=a pour t€ V. Etant
donnés a'€ A’ et a€ @ I'ensemble des points ¢ de T tels que 2,a'=a
est donc ouvert. Si 2,4’ n’est pas indépendant de ¢, T est donc la
réunion de plusieurs ensembles ouverts non vides, n’ayant deux a
deux aucun point commun; T n’est donc pas connexe.

Lemme 67. 2. — Sozent deux espaces X' et T (T compact, connexe) et
leur produit X = X' < T';{,(2') = @' < test, pour chaque valeurdet, une
application propre de X' dans X. Soit un anneau différentiel-filtré &..
Je dis que I’homomorphisme _‘C,ll de 3 (X'Q Q) dans 3¢ (X" O Q) est
indépendant de t.

Preuve. — Soitw(«', 1) = ' laprojection de X sur X';ol (') =2';
donc, d’aprés le théoréme 47.1e, I’homomorphisme _Z_it E.; de
J(X"'"OA) en lui-méme est I'identité. Pour prouver que ’homo-

-1
morphisme {, de #,(X'‘O@) dans #¢,(X"*O @) est indépendant
de ¢ 1l suffit done, vu le lemme 67.1, de prouver la proposition
suivante ;
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. . wr ) N .« .
SiseT, si heH (X'O ) et si {h= o, alors s posséde un voisi-
—1
nage V tel que {,h=o0 pour € V.
Soit X, I'’ensemble des points &' >< ¢, o’ décrivant X', ¢ étant fixe;

—1 .
la condition {,A=o équivaut & X,~A=o0 d’aprés le théoréme 47. 1b.
La proposition a prouver peut donc s’énoncer comme suit :

SiseT, sihed (X'O Q) etsi X;h=o, alors s posséde un voisi-
nage V tel que X,A=o pour t€V. Puisque F(X'O @) est conlinu,
il existe un voisinage ouvert W de X,U o tel que Wih=o; le
complémentaire de W est compact et asur T une projection compacte

(proposition 22.1) ne contenant pas s; V sera le complémentaire de
cette projection. '

Dermirion 67.0. — Sotent 0,(x') et 0,(2x") deux applications propres
d’un espace X' dans un espace X; on dit que 0, et 0, sont homotopes
dans X lorsqu’tl existe un espace compact et connexe T, une application
propre §(2', t) du produit X' ><'T dans X et deux points t; et t, de T
tels que 6, (x") = 6(:6’, t) et O,(x)="0(, 1,).

TutoreMe 67.1. — S0 0,(2') et 0,(x") sont deux applications propres
de X' dans X et st elles sont homotopes entre elles dans X, alors les
homomorphz'smes?)iet _62 de I (X'O &) dans # (X" Q) coincident.

Preuve. — Soit {(x')=a'><t; on a

b (2) =0, (), 0.(2) = 0L, (2);

les homomorphismes réciproques des applications 6, et 6, sont donc

—1 -1

-1 -1

— —1
b=t 0, 0.=¢, 0,
or ’homomorphisme {, est indépendant de ¢ d’aprés le lemme 67. 2.

Dirinition 67.2. — On dit qu'une partie ¥ d’un espace X est un
rétracte de X lorsqu’tl existe une application propre 6(x) de X sur I
telle que O(x)=a quand x€F ; 0(x) est nommée rétraction de X
surF. D’aprés le n° 22 F est fermé; F est compact st et seulement si X
est compact.

Dermvmion 67.3. — On dit qu’un espace X est homotope en lui-méme
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@ lune de ses parties F lorsque I¥ est un rétracte de X et que la rétraction
de X sur F est homotope dans X a l'application identique de X sur lui-

méme.

Tutorime 67.2. — Sotent un anneau différentiel-filtré &, un espace X
et un rétracte I¥ de X, soit 0 la rétraction de X sur F.

a. F0 est! "isomorphisme identique de 9¢ (F'O &)
—1
b. 96 (X‘O @) est somme directe du sous-anneau § 3, (F'O &),
qut est isomorphe @ 3¢, (F'O Q), et de I’idéal constitué par les éléments
de 3¢, (X!O Q) dont la section par F est nulle.
Preuve de a. — Soit ¢ I'application canoniqué de I dans X;¥ 0 est
I'idenlité et est identique a Fo d’aprés le théoréme 47.1.

Preuve de b. — Les composantes de A€ J¢(X‘O @) sont
WFh et h—0Fh.

Tueorime 67.3. — Soient un anneau différentiel-filtr¢ & et un
espace X, homotope en lui-méme & l'une de ses parties F. La section
par F est un isomorphisme, respectant la filtration et le degré, de

2,(X'O Q) sur 5 (FIO Q).

. , . . ~1

Preuve. — Soil 0 la rétraction de X sur F; 'homomorphisme 0 est

I'isomorphisme identique, puisque ©0 est homotope a l'identité;
_1

F 0 est également 'isomorphisme identique, d’aprés le théoréme 67.2a.

. . E . =1 . .
L’isomorphisme réciproque de la section par I7 est 6, qui est iden-
tique 4 IT (n° 48) si F est un point; donc, vu la définition 48. 2.

CoroLLARE 67.1. — Si lespace X (nécessairement compact) est
homotope en lui-méme & un point, alors 3¢, (X'OQ @)= 8¢, Q.

68. HoMoMORPHISME RECIPROQUE D’UNE REPRESENTATION PROPRE j RETRACTE ;
HoMoToPIE. — Soient une application continue £ d’un espace X dans
un espace Y et une application continue & d’un espace X’ dans un
espace Y'; soil une représentation 6 de £ dans &; supposons f propre,
c’est-a-dire définie par une application propre de X’ dans X; le n° 54,
ott I'on choisit 63 et @' identiques & un anneau différentiel-filtré @

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 2, 1g50. 16
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g

(n° 55), définit un homomorphisme 0 de £I€*<EY’”O X'0O a) dans

—1
’JC*< EY"OX"'O @L); cet homomorphisme ne diminue pas la filtration
et conserve le degré; nous allons prouver qu’i ne change pas quand
on modtfie & continiment.

Lemve 68.1. — Soient une application &' de lespace X' dans
Uespace Y'; soitun espace T connexe. posons

X'<xT=X, Y xT=Y, §a)xi=t(z x1);

C(x)y=a'><t est, pour chdque valeur de t, une représentation propre
de &' dans E. Je dis que I’homomorphisme _it de K, (EIY"LQ X0 @L)
dans JL’*(@ Y'"OX'O &) est indépendant de 1.

Preuve. — Analogue a celle du lemme 67.2 : la projection
o(@/, t)=2a' de X sur X' est une représentation de £ dans &'; o7, est
la représentation identique de &' sur elle-méme; donc, vu le théo-

—1 —1
réme 54.1a, ’homomorphisme {, @ est l'identité; pour prouver que

—1
I'homomorphisme (, est indépendant de z, il suffit donc, vu le
lemme 67.1, de prouver la proposition suivante.

Si seT, st he J€¥<—El YO XO @L) et si “‘C_:h = o, alors s posséde

. <1 v .
un voisinage V tel que {,A=o0 pour t€ V. Or {,A est la section de A
par X'>< ¢ d’apreés le théoréme 54.15; la proposition énoncée résulte

—1.
donc de la continuité du faisceau %;(E Y"OXO @L).

Dermvition 68. 1. — Sotent une application continue & d'un espace X
dans un espace Y et une application continue £ dun espace X' dans un
espace Y'; soient 0,(x") et 0,(x") deux représentations propres de 14
dans £; nous dirons que 0,(x') et 0, (") sont homotopes dans & lorsqu'il
existe un espace compact et connexe T, une représentation propre (', t)
de Uapplication ' (x') >< t dans I'application E(x) et deux points t, et
ty de T tels que 0,(2) = 0(2, 1), 0,(2") =0(2, 1,).

TatoriMe 68.1. — St 0, (') et 0,(2") sont deux applications propres
de U'application & dans Uapplication E et si elles sont homotopes entre
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. -1 -1 —1
elles dans &, alors les homomorphismes 0, et 0, de (’JC¥< EY"OXIO @L)
—~1
dans 5‘6¥< YO X0 (‘l) coincident.
—1 —1 =1 —1 -1 =t

Preuve. — Identique & celle du théoréme 67.1:0,=¢, 0, 0,=¢, 0;
—1
{; est indépendant de ¢ d’aprés le lemme 68. 1.

Derinirion 68.2. — Soit £ une application continue d’un espace X
dans un espace Y, soit ¥ une partic de X, nous dirons que la restric-
tion &, de £ a F est un réiracte de & quand il existe une rétraction de X
sur T qui représente £ sur £;. On vérifie aisément que &g est propre si et
seulement st & est propre. '

Deérnition 68.3. — Soit £ une applz'catlbn continue d’un espace X
dans un espace Y ; soit F une partie de X ; nous dirons que £ est homotope
en elle-méme a sa restriction &; @ F quand & est un rétracte de £ et que
la rétraction de & sur & est homotope dans £ a la représentation identique
de £ sur elle-méme.

On démontre, comme au n° 67, les deux théorémes suivants :

TreorkmE 68.2. — Supposons que la restriction &, de £ a F sou un
rétracte de £ et soit 0 la rétraction de & sur &;;

a. Flest! ‘isomorphisme identique de JC, <_E1FY’" OFO @L) ,

b. JL’*(E YO XO (‘)L> est somme directe du sous-anneau
.ééfﬁ)‘(_ZlFY’”O FO @L), qui est isomorphe a 5‘6¥<—E1FY’”Q F'O (:‘L), et
de lidéal constitué par les éléments de IC, (:fi YO X'O @L) dont la
section par F est nulle.

Triorine 68.3. — Supposons U'application & homotope en elle-méme
a sa restriction & a F. La section par F est un tsomorphisme, conservant

Jiltration et degré, de ¢, (_&'1 YO X'O (:“() sur J¢, (EF YO FQO L‘L).
Le n° 76 utilisera le cas particulier suivant :

CoroLLAIRE 68. 1. — S7 € est homotope en elle-méme @ une application

constante,
-1

s, (FYynox0a)= s, (X'O @),
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Preuve. — Cette applicalion constante est la restriction £, de £ a
une partie fermée I de X ; d’apreés le théoréme 50.24a

s, (Fr YO FIO @) = ae (F/O @);

— 1

or la section par I est un isomorphisme de JQ( EY"OX'O @L) sur

#,(EY"OTF'O Q) (théoréme 68.3) et de ¢, (X'O @) sur
#¢,(F' O @) (théoréme 67.3).

I1. — Faisceau localement isomorphe & un anneau.

69. Dirmvimion. — Empruntons les conventions suivantes & la
théorie des structures uniformes ([3], Chap. II) : X< X désigne le
produit de l'espace X par lui-méme; la diagonale de X <X est
I’ensemble des points z ><x (z€X); V étant un voisinage de la dia-
gonale de X <X, on dit qu’une partie X, de X est petite d’ordre V

quand X, <X, CV; V est I'ensemble des couples x >< x, de points
de X tels qu'il existe x, € X vérifiant z><x, € V, 2, < x, € V.

Continuons a supposer X localement compact; supposons en outre X
globalement et localement connexe. Précisons que X n’est pas supposé
muni d’une structure uniforme. Soit @ un faisceau différentiel-gradué-
filtré-propre défini sur X; 3 sera dit localement isomorphe d un anneau
différentiel-gradué-filtré quand il existera un voisinage ouvert V dela
diagonale de X < X tel que la propriété suivante ait lieu : si K, et K
sont deux parties compacles de X, si K est connexe et petit d’ordre V
etsi o = K, cK, alors lasection de 3(K) par K, est unisomorphisme
de B(K) sur B(K,); cet isomorphisme respecte la différentielle, le
degré et la filtration. ’

Si K est compact, n’est pas vide et appartient a une partie de X
compacte, connexe et petite d’ordre V, il existe donc un isomorphisme
non canonique de @(K) sur un anneau @ indépendant de K : nous
dirons que @ est isomorphe & G sur chaque partie de X compacte,
connexe et petite d’ordre V, ou, de fagon moins précise, que ® est loca-
lement isomorphe a@ & sur X.

Il est aisé de prouver la proposition suivante :

TaioriME 69. 1. — Soit & une application propre de X dans un second
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-1 . .
espace Y supposons que, quel que soit y €Y, £(y) appartienne a une
partie de X compacte, connexe et petite d’ordre V; soit un faisceau 03
isomorphe a 'anneau @ sur chaque partie de X compacte, connexe et

petite d’ordre s [ ou seulement d’ordre V si & () est toujours connewe]. '
Alors, sur le sous-espace fermé F =E(X), E3 est localement (") isomorphe
@ @ et 92 (Y OE®B)= ¢,(F OL®).

Afin de classer les faisceaux localement isomorphes & @ sur X nous
allons définir une topologie sur le groupe fondamental de X.

70. RAPPEL DE LA DEFINITION DU GROUPE FONDAMENTAL Z(X, x) DE
L’espace X. — Une application conlinue 7(¢) d’un segment rectiligne
orienté T dans I'espace X constitue un arc /de X; on convient que
deux telles applications t(¢) et 7/(#') de T et T" dans X constituent le
méme arc / quand, il existe une application bicontinue i(#)de T’ sur T
conservant l'orientation et telle que = 7/ (¢)=16(). On nomme origine
et extrémité de /les images de l'origine et de 'extrémité de T. Nous
noterons /= I’are qui se déduit de/en changeant!’orientationde T. On
définit le produit /7 de deux arcs Z et / tels que 'extrémité de /soit
'origine de /' : si /et / sont définis par 'application 1(¢) des segments
oLtL1et1Lt2, 'l est défini par I'application 7(¢) du segment
0t 2. Siles extrémités de /et // sont les origines respectives de /'
et!’,ona

rEh= =000 (V)=

Deux arcs et // de méme origine et de méme extrémité sont dits
homotopes quand on peut trouver une application continue dans X
d’un cercle *+ u* 1 telle que ses restrictions aux demi-circonfé-
rences 2+ u>=—1, u>o0 et uo définissent les arcs / et /. Par
exemple /~/ est homotope a I’arc confondu avec 'origine de /.

L’homotopie est une relation d’équivalence (*); on nomme classes

(') Soit V' le voisinage de la diagonale de Y X Y que constituent les points

¥ X y1 tels que gl(y) = 'gl()/i) appartienne a une partie de X compacte, connexe
et petite d'ordre V; on constate que %0 est 1somorphe a & sur chaque partie de
Y compacte, connexe et petite d'ordre V'.

(2) Boursaki, Eléments mathématiques, Livre 1, § 5.
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d’arcs les classes qu’elle définit; les arcs d’une méme classe ont méme
origine et méme extrémité, nommeées origine et extrémité de la classe.
Si les arcs / constituent la classe L, les arcs /- constituent une classe
notée L. Soient deux classes L et L/, Pextrémité de L étant 'origine
de L’; les ares ', o le L et I' € L', appartiennent & une méme classe,
qu’on nomme produit des classes L et L’ et qu’on note L'L; on a,
quand les premiers membres sont définis

(70.1) L (L'L)=(L"LY)L=L"L/L; (L'LYy=L-L"—;
(70.2) L—L est la classe de I'arc confondu avec I'origine de L.

Les classes ayant pour origine et extrémité un point donné x de X
constituent donc un groupe; on le nomme groupe fondamental ou
groupe de Poincaré de X relatif a x; nous le noterons 2(X, x); la
classe de I'arc confondu avec x est 'unité de ce groupe; I'inverse de
I'élément L de (X, x) est L. '

Dermvition 70.1. — Lespace X est dit connexe par arcs quand, étant
donnés deux de ses points x et y, il existe un arc d’origine x et d’extré-
muté y. Il est évident que X est alors connexe.

Supposons X connexe par arcs;soit L une classe d’arcs d’origine x,
d’extrémité y; soit L, (ou L,) une classe d’arcs d’origine et d’extré-
mité x (ou y); I'application
(70.3) L,—=LL,L-

est un isomorphisme, non canonique, de Z(X, x) sur (X, y).

71. La toPoLOGIE DU GROUPE FONDAMENTAL (*). — Soit V un voisinage
ouvert de la diagonale de X ><X; nous dirons que deux arcs [ et 7
sont V-voisins quand ils ont méme origine, méme extrémité et qu’on
peut les décomposer en produits

l=1y...Ll, U=1L,...1,0,

tels que la réunion des points de /, et /, appartienne a une partie de X

(1) Gette topologie est la topologie discréte quand X est un polyédre compact
ou une multiplicité compacte.
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compacte, connexe et petite d’ordre V (1 n =~ w); nous dirons que
“deux arcs [ et / sont V-homotopes quand on peut trouver une suite
d’arcs l,, 0y, ..., [, tels que

T.1) L=/ l,=1, l, et l, ., sont V-voisins (1Zp<<o)
( P

deux arcs V-homolopes ont méme origine et méme extrémité.

La V-homotopie est une relation d’équivalence; nous nommerons
V-classes d’arcs les classes qu’elle définit; une V-classe d’arcs L a une
extrémité et une origine, qui sont des points; quand P'arc / décrit la
V-classe L, /= décrit une V-classe qui sera notée L. Soient deux
V-classes L et L/, Pextrémité de L. étant 'origine de L’; leur produit
L’L est la V-classe qui contient [/ quels que soient /€L, I'elL/;
les V-classes possédent les propriétés (70.1) et (70.2).

Les V-classes ayant pour origine et pour extrémité un point donnéx
de X constituent un groupe, que nous noterons (X, V, z); quand X
est connexe par arcs la formule (70.3), oul’on choisit pour L, L, el L,
des V-classes, définit un isomorphisme de (X, V, z)sur 2(X, V, y).
Toute classe d’arc fail partie d’'une V-classe unique; d’ott un homo-
morvhisme canonique de Z(X, x) sur (X, V, x); (70.3) transforme
cet homomorphisme canonique en celui de (X, y)sur (X, V, y).

Nommons entourage W associ¢ @ V I'ensemble des couples de
classes d’arcs appartenant a une méme V-classe;

(71.2)W:V§/:W; WcW’' si VeV (W et W’ sont associés a Vet V'),

L’espace dont les points sont les classes d’arcs de X et en particulier
2(X, x) seront munis de la structure uniforme (3], Chap. II) dont
un systéme fondamental d’entourages est constitué par les entou-
rages W associés & tous les voisinages ouverts V de la diagonale de
X><X. L’isomorphisme (70.3) transforme deux classes d’arcs voi-
sines d’ordre W en deux classes voisines d’ordre W ; en particulier e
voisinage d’ordre W de l'unité de %(X, x) est un sous-groupe invariant

de (X, z); (X, V, ) est le quotient de % (X, x) par ce sous-groupe.

Remarque 71 .1. — La topologie de (X, «) n’est pas nécessaire-
ment séparée; mais ’adhérence de I'unité de (X, ) est identique &
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la composante connexe de cetle unité (') et est un sous-groupe inva-
riant; le quotient de (X, @) par ce sous-groupe est un espace uni-
forme séparé; c’est un groupe topologique totalement discontinu,
limite projective (*) des groupes (X, V, x).

72. SECONDE DEFINITION DE 2(X,V,x), ouanp X EST LOCALEMENT CONNEXE
PAR ARCS. DErivtioN 72. 1. — L'espace X est dit localement connexe par
arcs quand la réunion des arcs qui ont pour origine x € X et qui avpar-
tiennent a un voisinage donné de x est toujours unvoisinage de x; X est
alors localement connexe. Si X est connexe et localement connexe par
arcs, X est connexe par arcs vu le lemme 72. 1; X seradit globalement
et localement connexe par arcs.

Lemme 72. 1. — Soit X un espace localement connexe par arcs; soit K
une partie connexe de X ; soient x et y deux points de K soit U un voisi-
nage de K. Il existe dans U un arc d’origine x et d’extrémité y.

Preuve. — L’existence dans U d’un arc d’origine x et d’extrémité y
esl une relation d’équivalence 'qui définit une partition de K en parties
ouverles; puisque K est connexe, cette partition se compose d’une
seule partie, identique a K.

Derinition 72.2. —. Soit 'V un voisinage ouvert de la diagonale
de X>< X; un V-chainon lsera constitué par une partie S(/) de X, com-
pacte, connexe, petite d’ordre V el par deux parties compactes, non
videsde S(/), nommeées I'une origine, 'autre extrémité de /. Le chainon
quise déduit de/en permutant 'origine et 'extrémité sera noté/~. Un
produit Z,. .../, de V-chainons sera une suite de V-chainons /, telle
que l'extrémité de /, soit I'origine de 4,,, (1= p. < w); ce produit sera
nommé V-chainage; son origine sera celle de /, et son extrémité celle
de /,; on pose

Sy b)) =SU)U ... S()US(L); (Lo .LLy=5l. . . ls;

(1) Vu [3], Chap. II, § &, proposition 3, car d’aprés (71.2) toute W-chaine
est petite d’ordre W.

(2) Au sens de A. Wrxw, L'intégration dans les groupes topologiques
(Hermann, 1940).
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le produit de deux V-chainages /et ! tels que I'extrémité de / soit
l'origine de Z est le V-chainage !/ que constitue la suite des V-chainons
formant /et /. Deux V-chainages [ et / sont dits V-voisins quand ils
ont méme origine, méme extrémité et qu’on peut les décomposer en
produits de V-chainages

l=ly.. byl U=Lly...l0,

tels que S(Z4,)U S(/,) appartienne a une partie de X compacle, connexe
et petite d’ordre V (1= p.Zw); deux V-chainages / et /' sont dits
V-homotopes quand on peut trouver une suite de V-chainages /,
by, ..., L, vérifiant (71.1).

La V-homotopie des V-chainages est une relalion d’équivalence;
nous nommerons V-classes de V-chainage les classes qu’elle définit;
une V-classe de V-chainage L a une origine et une extrémité, quisont
des parties compactes de X appartenant chacune & une partie de X
compacte, connexe, petite d’ordre V. On définit de fagon évidente L~
et 'L, quand 'extrémité de L est I'origine de L'.

Prorosition 72. 1. — Si X estlocalement connexe par arcs, (X, V, x)"
est canoniquement isomorphe au groupe que constituent les V-classes de
V-chainages ayant x pour origine et pour extrémité.

Preuve. — Tout arc / peul étre décomposée en un produit d’arcs
petits d’ordre V; ce produit constitue un V-chainage; les V-chainages
qu’on déduit ainsi d’'un méme arc ou de deux arcs V-homotopes sont
évidemment V-homotopes. Un homomorphisme canonique de Z(X,
V,z) dans le groupe que constituent les V-classes de V-chainages,
ayant & pour origine et pour extrémité, se trouve ainsi défini. Pour
prouver que c’est un isomorphisme de (X, V, «) sur ce groupe il
suffit évidemment de prouver ceci : :

a. Toute V-classe de V-chainages, ayant pour origine et pour
extrémité des points, contient un produit d’arcs pelits d’ordre V.

b. Si deux produits d’arcs petils d’ordre V appartiennent a une
méme V-classe de V-chainages, ils appartiennent & une méme V-classe
d’arcs.

Preuve de a. — Soit un V-chainage / ayant pour origine et pour
Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 2, 1950. I’j .
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extrémité des points; soit L sa V-classe; on ne modifie pas L en rem-
placant Uorigine et 'extrémité des V-chainons de / par un de leurs
points ; on ne modifie pas L en remplacant, a 'aide du lemme 72.1,
chaque V-chainon /, de / par un arc /,, de méme origine et de méme
extrémité, appartenant & un voisinage de (S/,) compact, connexe et
petit d’ordre V. Un tel voisinage de S(Z,) existe : les voisinages com-
pacts et connexes de tout point de X et par suite ceux de toute partie
compacte et connexe de X constiluent un systéme fondamental de
voisinages.

Preuve de b. — On constate que deux produits /et 7/ d’arcs petits
d’ordre V sont dans une méme V-classe de V-chalnagesau moyen d’un
nombre fini de V-chainons, dont certains couples appartiennent a des
parties de X compactes, connexes et petites d’ordre V. On peut rem-
placer par des poinls les origines et les extrémités de ces V-chainons;
le lemme 72.1 permet alors de remplacer successivement chaque
V-chainon par un arc de méme origine et de méme extrémité sans
altérer la propriété qu’ont ces couples de V-chainons d’appartenir a
de telles parties de X; il devient ainsi évident que / et I sont dans une
méme V-classe d’arcs.

Remarque 72.1. — Au lieu de supposer X localement connexe par
arcs on pourrait procéder comme suit: nommer (X, V, x) le groupe
des V-classes de V-chainages d’origine et d’extrémité x; supposer X
localement connexe, ce qui entraine que, si VC'V’, ’'homomorphisme
canonique évident de 2(X, V, x) dans (X, V, ) est un homomor-
phisme sur €(X, V', ); nommer Z(X,z) la limite inverse des
(X, V,x); supposer que cette limite inverse est une limite projective ;
c'est-a-dire que ’homomorphisme de (X, «) dans £(X, V, z)estun
homomorphisme sur (X, V, z). Le théoréme 73.1 subsisterait.

73. Cuassirication, p’apris N.E. Steexrop [14], pES FAISCEAUX DUN
ESPACE DONNE LOCALEMENT ISOMORPHES A UN ANNEAU DONNE. — T HEOREME 73.1.
Soit X un espace globalement et localement connexe par arcs ; choists-
sons arbitrairement un point x de X.

a. A tout faisceau 03, localement isomorphe sur X dun anneau diffé-
rentiel-gradué-filtré, est canoniquement assocté un homomorphisme, loca-
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lement constant ('), P du groupe fondamental %(X, x) dans le groupe
des automorphismes de I'anneau 03 (x).
b. Les anneaux d’homologre

(13.1) s x o), 2 (ZYnoXO®)

ne dépendent que de X, £, I, m, B3(z) et {3
c. Soit 3 un homomorphisme Zocalement constant du Oroupe (X, x)
dans le groupe des automorphismes d'un anncau différentiel-gradué-
filtré @ il existe sur X un faisceau, localement isomorphe @ &, dont
I homomorphisme associé est .

Preuve de a. — Par hypothése @ est isomorphe a un anneau sur
chaque partie de X compacte, connexe et petite d’ordre V. Soit un
V-chainon/d’origine K, etd’extrémité K, ; soit 3, lasection de G3[S (/)]
par K,(p.=o0,1): B, est un isomorphisme de @B[S(/)] sur B(K,);
B(7)=B.B," est donc un isomorphisme de B3(K,) sur B3(K,). Soit un
produit de V-chainons: /=1, ... [;/,; définissons

B =B(lw) ... B(L)B(L):

si K, et K, sont l'origine et I'extrémité de /, 3(/) est un isomorphisme
de B3(K,) sur B(K,);

B =[B(O);  BWH)=BW)B(I)  sil'lestdéfini.

On vérifie aisément que 3(/) ne dépend que de la V-classe L du
V-chainage /; définissons (L) = 3(/); nous avons

(13.2) B(L-)=[B(L)]";  B(L'L)=B(L)B(L)  si L'L est défini.

Supposons que / soit un arc; d’apreés ce qui précéde 3(/) ne dépend que
de la classe d’arcs L de/; définissons (L) = B(/); les formules (73.2)
s’appliquent encore aux classes d’arcs. La restriction de 3(L) a
2(X, «) est donc un homomorphisme 3 de (X, «) dans le groupe

(1) Qest-a-dire constant an voisinage de chaque point de 2 (X, x); pour que
B soit localement constant, il suffit qu’il soit constant au voisinage de I'unité de
2 (X, «); tout homomorphisme est localement constant quand 2 (X, =) a une
topologie discréte, donc quand X est un polyédre compact ou une multiplicité
compacte.
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des automorphismes de B3(x); 8 est constant sur chaque partie petite
d’ordre W de £(X, «); B est indépendant du choix de V, car 3 ne
change évidemment pas quand on remplace V par V'O V.

Preuve de b. — Soit @' le sous-faisceau de @ tel que : B'(F)=a®(I)
si I est une partie compacte d’une partie de X compacte, connexe et
pelite d’ordre V; @' (F)= o sinon. (3 est propre, puisque X est loca-
lement connexe; done, vu le corollaire 46. 1 et le théoréme 53.14, on
ne modifie pas les anneaux (73.1) en y remplacant 3 par @'. Soit K
une parlie compacte d’une partie de X compacte, connexe et petite
d’ordre V; puisque X est connexe par arcs, K est extrémité d’un
V-chainage d’origine «; donc tout élément non nul de @’ est du type:

B(L)b, ou Liest une V-classe de V-chainages d’origine z et b € B3(x);
B(L)b,=B(L,)b,équivauta B3(L;L,)b, =b,,0ouL;L, € 2(X, V,z),
b,etb, € B(x).

La donnée de B3(x) et de I'homomorphisme 3 de (X, V, z) dans
le groupe des automorphismes de @(x) détermine donc B’ et par
suite les anneaux (73.1). Or la données de § sur (X, x) définit 3 sur

(X, V, z).

Preuve de c. — Soit W un entourage de Z(X, x) tel que 3 soit
constant sur le voisinage de l'unité d’ordre W; soit V un voisinage
de la diagonale de X > X dont I’entourage associé soit ¢ W si
Le2(X,z), B(L) ne dépend que de la V-classe de L; vu la proposi-
tion 72.1, B(L) est donc défini quand L est une V-classe de V-chai-
nages ayant @ pour origine et pour extrémité. Soit K une partie
compacte de X, appartenant a une parlie de X compacte, connexe et
petite d’ordre V; a chaque V-classe L de V-chainages d’origine x et
d’extrémité K associons un anneau G3(K, L) isomorphe & & ; notons
La l'élément de B3(K, L) qui correspond a4 a€@; identifions ces

divers anneaux en posant
Lia,—=Lsa, quand (B (L7;L))a;=a.;
[a, el a,€@; L;L, est une V-classe d’origine et d’extrémité x;

B(1;L,) est un automorphisme de @ ]; soit B3(K ) 'anneau isomorphe
4 @ auquel se trouvent ainsi identifiés les anneaux @ (K, L). Soit K’
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une partie compacte de K; soit L’ la V-classe de V-chainages qui se
déduit de L en remplagant par K’ I'extrémité K des V-chainages cons-
tituant L ; en associant L'a 4 La on définitun isomorphisme de 33(K);
sur B3(K"), car L';L/, = L;L,; nous nommerons cet isomorphisme
section de 3(K) par K'. Nous poserons G3(F)=o0 quand F=g et
quand F est une partie fermée de X n’appartenant 4 aucune partie de
X compacte, connexe et petite d’ordre V. Le faisceau @3 ainsi construit
a les propriétés énoncées.

Le théoréme 73. 1 a pourconséquence immédiate la proposition sui-
vante :

CoroLLaRe 73.1. — Soit X un espace globalement et localement
connexe par arcs; soit 0> un faisceau localement isomorphe sur X a un
anncau différentiel-filtré O ; supposons que I’homomorphisme (3 associé
a G applique (X, x) sur I’automorphisme identique de B3(x); c’est
par exemple le cas quand Z(X, x) se réduit a son unité, c’est-a-dire
quand X est « simplement connexe ». On a

s, (X0 @) =,XQa); a(Eyrox0d)=2(ZY"0XO0a).

III. — Détermination effective des anneaux d’homologie relatifs
a un faisceau localement isomorphe ou identique a un anneau.

74. ANNEAUX D’HOMOLOGIE D'UN ESPACE. — Le théoréme 49.2 et le
corollaire 67. 1 ont pour conséquence immédiate le théoréme suivant :

THEOREME 74. 1. — Soit un espace X; soit un voisinage ouvert V de la
diagonale de X >< X; soit un faisccau 33 isomorphe a un anneau sur
chaque partie de X compacte, connexe et petite d’ordre V; supposons

que X posscde un recousrement compact et d’ordre fini U F,= X ayant
. . s B

les propriétés suivantes : chaque F, est petit d’ordre V ; toute intersection

non vide de ¥, est homotope en elle-méme & un point. Soit 5C* le complexe

basique de Cech attaché i cerecouvrement, arbiti-airement ordonné (n°39);
on a, avec les notations des n* 33 et 34, ’

3,(X!O @) = 86, (K'Q B).

Supposons en outre que X soit compact et que le groupe additif de
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Panneau auquel @ est localement isomorphe ait un nombre fini de
générateurs; le recouvrement est fini, donc les anneaux 3¢ (X'Q @)
peuvent étre déterminés par un nombre fini d’opérations et leurs
groupes additifs ont un nombre fini de générateurs. Mais ces opéra-
tions sont en général inextricables; on obtient pratiquement les
anneaux d’homologie des espaces en utilisant le théoréme 49. 1, ceux
des n> 63 a 67 el les propriétés énoncées aun° 1.qa, £, g.

75. Cas 0ou L’ESPACE EST UN POLYEDRE. — Le théoréme 74.1 est tou-
jours applicable quand X est un polyédre (') de dimension finie :
X posséde une subdivision simpliciale telle que 1'étoile barycen-
trique F, de chaque sommet z, de cette subdivision soit petite
d’ordre V; Fonk.n ... N, est un cone ayant pour sommet le centre
de gravité de masses égales placées aux points x,, xy, ..., x,, si ces
points sont sommets d’un simplexe de la subdivision; est vide sinon; les
hypothéses du théoréme 74. 1 sont vérifiées, puisque tout cone com-
pact est homotope en lui-méme & son sommet. :

Au lieu de dire que les éléments homogénes de J* sont les fonc-
tons k (I, Iy, ..., I¥,) qui sont définies quand F, <F,<...<F,,
FonF,n...NnF,>#¢ et qui sont nulles sauf pour un nombre fini
d’arguments, on peut évidemment faire la convention suivante : les
sommets x, de la subdivision simpliciale de X utilisée sont ordonnés;
les éléments de J* homogeénes de degré p sont les fonctions
k(xz,, x,, ..., x,) qui sont définies quand z, <z, <...<x, sont
sommels d’un simplexe de la subdivision et qui sont nulles, sauf pour

(') Arexanprorr et Hoer, Topologie, Springer, 1935, Chap. III. X est une
partie d'un espace euclidien; le simplexe ayant pour sommets les p + 1 points
Zoy 4, ..., x, de cet espace est la plus petite partie convexe de 'espace conte-
nant ces points, qui ne doivent appartenir 4 aucun sous-espace linéaire de
dimension < p; une subdivision simpliciale de X est un ensemble de simplexes
tels que I'intersection de deux d’entrc eux soit un simplexe de l'ensemble et
que X soit la réunion des simplexes de I'’ensemble; les sommets de ces simplexes
sont nommés sommets dc la subdivision. L’étoile barycentrique du sommet z,
appartient aux simplexes ayant ce sommet; son in'ter§éction avec le simplexe de
sommets Z,, Zi, ..., @, est I'ensemble des centres de gravité de masses a,,
(, ..., ap placées en ces sommets et telles que o Zwy=a, o (p=1, ..., p).
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un nombre fini de systémes d’arguments. Le théoréme 74. 1 identifie
alors nos anneaux d’homologie & ceux de N. E. Steenrod [14].
Quand @ est identique & un anneau A, on peut identifier un élément
homogeéne de K*® @ & une fonction k(z,, ..., x,) du type préce-
dent, prenant ses valeurs non plus dans I’anneau des entiers, mais

dans 'anneau @ : on retrouve la définition classique de Cech [1] de
I'anneau d’homologie d’un polyedre

76. ANNEAUX D'HOMOLOGIE D'UNE APPLICATION CONTINUE. — THEO-
RiME 76.1. — Sotent un anneau différentiel-filtré Gl et une application
continue & d’un espace X dans un espace Y. Soit un recouvrement fermé

et d’ordre fint U F,=YdeY, tel que, quand F est une intersection non
v

il .. \ - 4 !
vide de £ (1), la restriction de £ a F soit homotope en elle-méme a une
appplication constante. Soit I le complexe basique de Cech attaché a ce
recouvrement, arbitrairement ordonné; on a

(16.1) =, (Fyroxoa)=uw(7xmox0a)
(716.2) 2 (F YO X0 @) = s¢| s0m@ £5,,(X0 @) .

Preuve de (76.1). — Théoréme 57.1 et corollaire 68. 1.

Preuse de (76.2). — Formules (49.1) et (76. 1).

Supposons en outre que Y soil compact et que le groupe additif de
I’anneau J¢,,(F'O @L) ait un nombre fini de générateurs quand F est
une intersection de f(F ); la formule (76.2) permet de déterminer
'JC,,HL,( EY"OX'O (:1) par un nombre Sfini d’ope’raubns; les groupes
additifs des anneaux 56,.(75 Y O X'O OL) ont donc un nombre fini de
générateurs. Plus généralement, on peut déterminer

2, (FYynOX0a)

_par un nombre fini d’opérations, que nous ne décrirons pas, quand &
satisfait certaines conditions, qui sont vérifiées en partlcuher par les
applications simpliciales des polyedres finis.
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77. Cas 00 L’APPLICATION EST SIMPLICIALE. — THEOREME 77. 1. — Sup-
posons que & soit une application simpliciale d’un polyédre X dans un
polyédre Y, de dimension finte : la restriction de £ a chaque simplexe
d’une subdivision simpliciale donnée de X est une application affine de
ce sumplexe sur un simplexe d’une subdicision simpliciale donnée de Y .
Alors les étoiles barycentriques ¥, des sommets y, de Y vérifient les hypo-
theses du théoréme 76. 1. L'emploi de ce théoréme est facilité par la pro-
priété que voici : Sotent Fo, ¥y, ..., F, p-+1 de ces étoiles ayant une
intersection non vide; cette intersection est un céne dont le sommet est le
cenire de gravité s de masses égales placées aux points Yo, Y1, - ..y ¥p
qui sont les sommets d’un simplexe de Y 5 3C,,(I' QO Q) est alors le méme
pour

0 ,
F=% (FonF,n...nF,) et F=£%(zs).
Preuve. — Soient x,, les sommets de X que £ applique sur le

sommet y, de Y; £ étant simpliciale, applique le centre de gravité x
de masses a, ,> o placées aux sommets x, , d'un simplexe de X sur

le centre de gravité £(x) des masses aV=2 a, , placées aux som-
w
-
mets y,. Supposonsz€ & (FonF,n...NnK,);ona

oL, L ay=a,==...= 1,20}
soit O(x, t) le centre de gravité des masses ta,,, a,,, @1, ...,

a,, (v£o, 1, ..., p; oLt1) placées aux points x,,, z,,,
Lyiy ooy Xy p; s0il T(x, t) le centre de gravité des masses

0Lty Ly =ty=...=dp (vZo, 1, ...,P)

placées aux points y,, Yo, 1, ..., ¥p; 00 @

Ee(z‘, l):T[E(x), l]EFof\Fjﬂ-.. nFp;

8(x, o) et O(x, 1) sont donc deux représentations de la restriction

Z )
deéa £ (FonF,n...NF,) homotopes entre elles dans cette restric-
tion; 8(x, 1) est la représentation identique de cette restriclion sur
elle-méme; 0(, o) est une rélraction de cette restriction sur la

=1 . . . .
restriction de £ a4 £(z); vu la définition 68.3, la restriction de £
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-1 R . ..
(F NnF.n...nF,) est homotope en elle-méme & sa restriction
a E(z), donc les hypothéses du théoréme 76.1 sont vérifiées et

3 (FonF.n...NnF,) est homotope en lui-méme a E(z), on applique
le théoréme 67 .3.

78. Exempe. — Supposons que @ soit I'anneau des entiers
(f=0,8=0), que X soit la surface d’un tétraédre de sommels z,,
&y, T, T3, que Y soit un segment rectiligne d’extrémités y, et y,
et que £ soit une application simpliciale telle que &(@,)=y.,
E(@) =E(x,) =E(x;) =y.; Eest affine sur chaque face du tétraédre.

Les théorémes 77.1 et 76.1 s’appliquent : J£* a une base constituée
par deux éléments %, et £, de degré o et un élément / de degré 1;
Sko=—1, Sk, =1; S(I)estle milieu z de Y; S(%,) est le segment y,z;
S(k,) est le segment zy,; ko &, est I'unité de K*. Soit u I'unité
de 5¢X; QC?(S(/@)) a pour base [E‘(S(@))]u(y: 0,1); 5612 ()a
pour base _Ei(z)u et un élément ¢ de degré 1. Donc K*Q EF(X) a
pour base ‘

ke@ u, k@ u, R u, (R

—0(hk Q@ u)=0(kiQu)=IRQ u; 0(IQ@u)=0({R¢)=no.

Donc & KM Q) Ef’d"(X")] = HCQ<_§ Y'O X°> a pour buse une unité de
degrés nuls et un élément de degré canonique 2, de degré filtrant 1;
puisque 3, est homogeéne de degré filtrant r™>1,

=0 e gu(fvox)=u(Zvox) (n° 60);

=1
donc I’anneau gradué-filiré 3(’,( EY'O X“) a une base, constituée par
une unité de degré o et un élément de degré 2; ses éléments homogeénes
de degrés o et 2 ont pour filtrations respectives o et 1.

IV. — Invariants topologiques des classes d'homotopie d’applications.

79. EXEMPLE D’APPLICATIONS DE X DANS Y, HOMOTOPES DANS Y ET N'AYANT
PAS LES MEMES ANNEAUX SPECTRAUX ET FILTRES D'HOMOLOGIE. — Soit X la sur-
face d’un tétraédre; soit Y 'une de ses hauteurs; soit & la projection

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 2, 1g50. 18
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orthogonale de X sur Y; d’aprés le n° 78 le degré filtrant et la filtra-

" tion de 5€¥<_’§IY’QX°> ne sont pas identiquement nuls. Or & est
homotope dans Y & I’application de X sur un point de Y; d’aprés le
théoréme 50.24a, quand £ est celte application

2, (31 O X0) = ae,(Xv)

a un degré filtrant et une filtration nuls.

80. INDICATIONS SOMMAIRES SUR LES INVARIANTS TOPOLOGIQUES DES CLASSES
D’HOMOTOPIE D’APPLICATIONS. — Soient deux espaces X et Y ; ’homotopie
dans Y (définition 67.1) des applications propres de X dans Y cons-
titue une relation d’équivalence de ces applications; les classes sui-
vant cette relation sont nommées classes d’homotopie des applications
de X dans Y; d’aprés le théoréme 67.1, 'homomorphisme & T de
#K(Y O Q) dans JL(KQO() est un invariant de la classe d’ homo—
topie de &.

Soit (3 un faisceau localement 1somorphe sur X 4 un anneau diffé-
rentiel-filtré ¢ ; nous venons de voir que les anneaux

DC‘! (_E.'I Yv]” O X/O 65)

ne sont pas des invariants de la classe d’homotopie de £; cependant,
quand 3= @, ces anneaux peuvent servir a déterminer les inva-
riants des cldsses d’homotopie qu’ont définis H. Hopf, W. Gysm
N. E. Steenrod (')5 d’autre part :

TutoriME 80. 1. — Soit he 3¢(X O B); soit f:(h) la filtration de h

dans %(E Y O X'O JZ)) quand % décrit une classe d’homotopie =
d’applications de X dans Y,

J= (IL) — Borne inf. fz (/)
el

(') H. Hopr, Fundamenta math., t. 25, 1935, p. 427-440; W. Gysix, Comm.
math. hely., t. 14, 1941, p. 61-122; N. E. StEENROD, Proc. nat. Acad. Sci.
U.S. 4., 33, 1947, p. 124-128.
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est une filtration de 3¢(X O B); cette [iltration est évidemment un inva-
riant topologique de E.

Preuve. — Les liltrations f;( ) sont bornées inférieurement par la
filtration de /- dans #¢(X‘Q ®); on applique la proposition 5. 1.
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