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INTRODUCTION. 

Les crochets l ] renvoient à la bibliographie, p. 13g. Ayant à 
parler constamment de cohomologie et jamais d'homologie, je dirai 
homologie là où l'usage est de dire colw111ologt"e~ Avant d'esquisser le 
contenu de cet' article, j'énumérerai les problèmes auxquels peuvent 
être appliquées les mêmes notions algébriques. 

1. LES PROBLÈ)IES DE TOPOLOGlE ALGt::BRIQUE OÙ INTERYIE~XENT DES ANNEAUX 

SPECTRAUX. - a. C'est l'étude des espaces fibrés qui m'a condui,t à ces 
notions : soient X un espace fibré, F sa fibre, Y sa base, ~upposée 
simplement connexe; soient ,~,c~, t1CF, tJeY leurs anneaux d'homo-
logie relatifs aux entiers; sauf dans des cas exceptionnels, tels que 
celui où Fa même anneau d'homologie qu'un point, il est impossible 
de déterminer JèX en fonction de :1eF et Je Y; cependant il existe 
entre ces anneaux des relations de la nature suivante : supposons 
connue la définition des anneaux .filtrés [ n° â; cette définiLion ne 
diffère de la définition classique des corps valués ( 1) que par la 
substitu lion d'une inégalité à une égalité], des anneaux d(!f érenûels-
gradués ( n°s 4 et 8; cette définition consiste à énoncer les règles de 
calcul auxquelles obéissent les formes différentielles extérieures d'une 
variété), de l'anneau gradué d'un anneau filtré ( n° 6 ), enfin des 

anneaux spectraux (n° 9; un anneau spectral Jè,. est un anneau 
gradué, dépendant de l'indice entier r, possédant une différentielle 
homogène de degré r et tel que {lèr+t soit l'anneau d'homologie de ae,; 
r > l; aet+t est nommé premier terme de l'anneau spectral; on définit 
,-~~"" ae,.). Les relations anno~cées sont les su\ivantes : l'anneau d'ltomo-

logz·e de Y relatzf à aeF est le premùr terme d'un anneau spectral dont 
la limite conâent (:?) l'anneau gradué de Jè X murâ d'une certaine jiltra-
ûon ( 3 ). Cette jiltratz"on et cet anneau spectral sont des ùwariants topolo-
gz·ques de la structure fibrée envisagée. 

( 1) [13 J Cha p. X, Be(vertete fforper. 
( ~) est) quand X a une dimension finie, 
C1) G. Hirsch vient dénoncer un résultat voisin [7], mais les notions qu'il 

introduit ne sont pas des invariants topologiques. 
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Si Y n'est plus supposé simplement connexe, cet énoncé doit être 

modifié comme suit : le premier terme de l'anneau spectral est 
l'anneau d'homologie de Y « relatif à un système d'anneaux locaux 
isomorphes -à tfeF ))' comme dit SJeenrod [1.4], ou, comme nous 
dirons c< relatif à un faisceau localement isomorphe à {JC F )) . 

L'idée générale de la démonstration est la suivante : soit ç l'appli-
cation de X sur Y qui applique chaque fibre sur un point; étant 
donnée une classe d'homologie de JCX, on cherche un cycle de cette 
classe qui s'exprime c< autant que possible )) au moyen d'images 

-1 

par ç d'éléments attachés à Y; cet c< autant que possible >) s'exprime 
mathématiquement à l'aide d'une filtration nulle pour tout élément 
attaché à X, '"mais égale au degré ( ou dimension) de tout élément 
attaché à Y. 

b. Ces invariants des espaces fibrés ne sont que des cas particuliers 
des inMriants qu'on peut attacher à une apphcatz"on contùwe quelconque 
ç d'un espace X dans un espace Y : une filtration de {JCX et un anneau 
.~pectral {JC,. dont la limite contient l'anneau gradué de aeX az·nszfiltré: le 
premier terme de cet anneau spectral est l'anneau d'homologie de Y 
relatif à un anneau attaché â chaque point .Y de Y et variant avec ce 

-1 

point : l'anneau d'homologie de ç (y), image Téciproque de y; nous 
dirons en termes plus rigoureux que le prem,·er terme de cet anneau 
Jpectral est l'anneau d'lwmologz·e de Y relattf au faùceau transfo~mé 
par ç du faisceau d' lwmologù de Y. Il existe : 

1° un homomorphisme canonique <P de aeX dans le premier terme 
de JC,.; -

2° un homomorphisme canonique 111 .. de Of Y dans le premier terme 
de {Jlr; les propriétés de ces homomorphismes résultent : 

1 ° d'un homomorphisme canonique cI> des invariants attachés à 
l'application constante de X (invariants qui se réduisent à tlCX) dans 
les invariants attachés à ç; 

2° d'un homomorphisme canonique 111 .. des invariants alta~hés à 
l'application identique de Y ( inv~riants qui se réduisent à aeY) dans 
les invariants attachés à r 

c. Ce qui précède subsiste quand les anneaux d'homologie de X, 
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- 1 ç (y) et F ne sont plus relatifs à l'anneau des en Liers, mais à un anneau 
quelconque. Si, plus généralement, ces anneaux d'homolog1·e sont 
relatifs à un anneau dijférenûel-filtré ou, plus généralement encore, 
à un faisceau différentiel-filtré, Jes seules modifications qui se pro-
duisent sont les suivantes : les invariants topologiques d'un espace 
sont constitués, comme ceux d'une application, par un anneau filtré 
et un anneau spectral, dont la limite contient l'anneau gradué de cet 
anneau filtré et dont le premier terme a une expression remarquable. 
L'étude des homomorphismes <Pet W ( vol·r b) s'en trouve clari~ée. 

d. Soient Fµ. des parties fermées d'un espace X, constituant un 
recouvrement localement fini de X; supposons donnés les anneaux 
d'homologie des F P. ·et de leurs intersections et les homomorphismes 
nominés « sections de ces anneaux par les F µ. »; ces données permettent 
de construire le premier terme d'un anneau spectral dont la limite 
contient l'anneau gradué de l'anneau d'homologie, convenablement 
filtré, de X. Ce fait permet de construire, par un nombre fini d'opé-
raâons, les anneaux spectraux et filtrés d'homologie d'un polyèdre et 
d'une applt'cation simplz"czale, quand ces anneaux sont relatifs à un 
f aùceau localement isommphe à un anneau dilférentiel-filtrrf. 

e. On constate ainsi. que les invariants attachés à deux applications 
homotopes peuvent différer; mais on peut assoèier une filtration de 
r anneau d'homologie de X à chaque classe d'applications homotopes 
entre elles de X dans Y. 

f. Soit X un espace sur lequel opère un groupe fini r, dmit aucun 
élément n'a de point fixe~· soit X l'espace qui s'obtient en identifiant les 
images par r d'un point décrivant X; la connaissance de la façon 
dont r opère sur l'anneau .d'homologie de X permet de définir le 
premier terme d'un anneau spectral dont le dernier est l'anneau 
gradué de l'anneau d'homologie, convenablement filtré, de X : voù· 
[5] et [6]. 

g. Soit 9 une fonctionnelle semi-continue inférieurement, définie sur 
un espace localement compact X; la connaissance des limites, pour 
e: o, des anneaux d.'homologie des parties de X oùp- e: < (f(x)Lp 
(p : nombre réel) permet de définÎr le premier terme d'un anneau 
spectral dont le dernier terme est l'anneau gradué de l'anneau 
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d'homologie; convenablement filtré, de X; les valeurs prises par 
la filtration sont réelles et la notion d'anneau spectral doit être 
généralisée (l'indicer, dont dépend cet anneau, parcour.t un ensemble 
de valeurs réelles : les valeurs cn"âques de cp ). Notre théorie rejoint 
ainsi celle du calcul des variations qu'on doit à Marston Morse [i3]. 

2. SOMMAIRE. - Le présent article ne développe n~ 1.g, ni i ./ 
( voir [ 5 J et [6]), ni 1.. a, ni les propriétés des espac_es homogènes qui 
résultent del.a (voir [8] et [12]): il expose 1..b, i.e, 1..detf.c. 
Il ne suppose connues que les notions fondamentales del' Algèbre et 
de la Topologie générale. 

Le Chapitre I définit les notz"ons algébriques fondamentales : anneau 
filtré, gradué, différentiel, canonique ( anneau gradué ayant une 
différentielle homogène de degré 1 )·; il qéfinit l'anneau gradué ~L'l 
d'un anneau filtré <X, l'anneau d'homologie Ject d'un anneau diffé-
rentiel <X, l'anneau filtré d'homologie Jf<X et l'anneau spectral 

. d'homologie JC,.<X d'un anneau différentiel-filtré <X. 
Le Chapitre II combz·ne les notions de !'Algèbre et de la To1iologù: Un 

fazsceau ( différentiel, filtré) 63 est conslilué par un anneau ( différentiel, 
filtré) attaché à chaque ·partie fermée de l'espace et par un homo-
morphisme de l'anneau attaché à F 1 dans l'anneau attaché à F quand 
F 1 CF; par exemple. les anneaux d'homologie des parties fermées de 
l'espace constituent un faisceau : le faisceau d'homologie de l'espaèe; 
on définit la continuité d'un faisceau, le transformé ç63 d'un faisceau 
par une application continue ~' le faisceau d'homologie 3'63 d'un 
faisceau différentiel 63, le faisceau filtré d'homologie ff, 63 et le faisceau 
spectral d'homologie 5',.IB d'un faisceau différentiel-filtré. Un complexe 
est un anneau différentiel à chaque élément duquel est associée une 
partie fermée de l'espace, Hon support; les supports sont assujettis à 
un système de· conditions qui permettent de âéfinir_les transformés 
d'un complexe par l'inverse d'une application continue, l'inter-
section J'CQ /IC' de deux complexes canoniques [IC et JC' et l'inter-
section JC O 6!, d'un complexe canonique J'C et d'un faisceau différen-
tiel continu 6!,; ce sont des complexes. [JC1 O 63 désigne JC O o3 muni 
d'une filtration définie par la donnée d'un entier let d'une filtration 
de 63. Un complexe, possédant une unité, est fin quand cette unité 
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est somme d'éléments à supports arbitrairement petits. Une cow·erture 
est un complexe canonique dont la section par chaque point a pour 
anneau d'homologie l'anneau des entiers. Étant donnés un espace X, 
un entier let un faisceau différentiel-filtré-continu (i3 défini sur X, soit t~ 
une couverture fine de X; nous prouvons que l'anneau spectral 
d'homologie de X' O Cî3, pour l < r, et son anneau filtré d'homologie 
sont indépendants du choix de fr; nous les notons : 

r1e,.(X1Qo3), où r<l, et .:1l~(X1Q03); 
aet+1(X10 03) == ac(X O 51ci3); lim ae,.(X10 cï3):>'l};1c(X'O Œ). 

r?-+oc 

füant donnés une application continue ç de X dans Y, deux entiers 
l < m et un faisceau différentiel-filtré-continu Cî3, défini sur X, nous 
définissons de même un anneau spectral et un anneau filtré 

ae,,(-iYmQX1Q.63),. où l<,n<r, 

et aeCi ymoxzo(i3), qui est a-e(XQlÎ3) muni d'une certaine 
filtration; 

;1cm+1 (-i YmQ X' 0 cï3) == :1e(Y O ç~m(X' 0 c13)); 

li m JC,. n1 
ym O xz O (Ï?,) :> q;,JC Cl ym O xz O Ci3). • 

r?--+oc • 

Nous définissons enfin l'anneau spectral et l'anneau filtré d'homologie 
d'une application comp9sée. 

Le Ch(lpitre III obtient des invariants topologiques d'un espace X, 
d'une application continue ou d'une application composée en choi-
sissant Cî3 identique ou localement isom01phe à un anneau dijférentiel-
filtré; les invariants d'un espace qu'on obtient en choisissant CH, iden-
.tique à un anneau sont classiques, les invariants d'un espace qu'on 
obtient en choisissant CH, localement isomorphe à un anneau ont déjà 
•été étudiés par Steenrpd [ 14 ]. Enfin le Chapitre III explicite _f. e. 

Les Chapitres II et III exposent également les homom01phismes cano-
niques que signale 1... b et les déterminations effectiçes qu'annonce f. d; 
ces déterminations effectives ne peuvent pratiquement être effectuées 
que pour des polyèdres ou des applications simpliciales très banales. 

5. ÛRIGINE DES NOTIONS UTILISÉES. - Les n°s 1.. et 2 montrent que le 
formalisme du calcul différentiel extérieur est aussi indispensable à 
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l'énoncé des résultats qu'à leur démonstration. Il est superflu de 
rappeler ( voir, par exemple, l'introduction de [9]) que Ge calcul est 
l'outil essentiel de la Géométrie différentielle et que son application 
à la Topologie des variétés est due à E. Cartan et de Rham; c'est 
Alexander [ 1 J qui le premier eri appliqua le formalisme à la Topologie 
des espaces abstraits. La définition d'un anneau différentiel, quand 

' cet anneau n'est pas supposé gradué, est due à Koszul [8 ]. 
Le présent article est le premier exposé détaillé de la notion, que 

résume [ 10], d'anneaux d'homologie spectral et filtré d'un espace ou 
d'une application relatifs à un faisceau; c'est H. Cartan [6] qui subs-
titua le terme filtré au terme sous-valué que j'utilisais primitivement. 

J'emploie ma définition antérieùre des complexes [9], modifiée 
comme suit : un complexe n'a pas nécessairement de base; une 
multiplication est définie dans un complexe. Cette seconde modifi-
cation, due à H. Cartan [ 4 ], permet de définir .commodément la 
multiplication dans les anneaux d'homologie d'un espace ou d'une 
application. 

Je définis l'anneau d'homologie d'un espace localement compact 
à l'aide de couvertures, comme dans [9]; mais cette définition est 
considérablement simplifiée par l'emploi de couvertures fines; j'ai 
proposé cette notion au Colloque· de Topologie algébrique [ 11 ], en 
même temps que H. Cartan proposait. une notion assez voisine [ 4 J. 
Quand l'espace n'est pas compact, j'adopte un point de vue de H. Car-
tan [ 4]; la notion d'application propre lui est due; il m'a également 
signalé l'isomorphisme Il ( n°s f et 65 ). Je tiens à le remercier 
de m'avoir si utilement tenu au courant de toutes ces belles mises au 
point qu'il a faites de la théorie de la cohomologie des espaces. 

Le raisonnement fondamental que répètent avec diverses variantes 
les n°s 4, f 7, 27 et 52 de mon article [9] équiva_ut à l'emploi de la 
proposition 10. 4 (ci-dessous), c'est-à-dire à la considération d'un 
anneau spectral indépendant de son indice r; c'est l'analyse de ce 
raisonnement fondamental qui me conduisit à envisager des anneaux 
spectraux,_ puis filtrés. Le présent article perfectionne et développe 
donc les· Chapitres I, II, IV de [9]; mais il est sans relation avec la 
théorie des équations qu'exposent les Chapitres III, V et VI de [9] et 
qui était l'objet essentiel de [9]. 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 1, 1950. 2 
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CHAPITRE I. 

AN~EAU SPECTRAL ET ANNEAU FILTRÉ n'noMOLOGIE o'uN ANNEAU DIFFÉRENTIEL-·FILTRÉ. 

I. - Anneau filtré. 

4. ANNEAU GRADUÉ. DÉFINITION 4. 1. - Cn anneau ( 1) et sera dù 
gradué quand il est, commme groupe addillj~ somme dù·ecte de sous-
groupes ct[Pl (p entz"er) tels que ( 2) etUJJet[t1l c ct[tJ+,,i. 

On écrira 
et == _!i t1JPl, 

p 

les éléments de (,'t,[ 111 sont dits homogènes de degré p. 
Autrement dit : tout élément a de et s'écrit d'une façon unique 

( a[Pl == o sauf pour un nombre fini d 1eotiers p ). 

a'.1' 1 est nommé coTJiposante homogène de degré p de a. Le produit de 
deux éléments homogènes de ·degrés p et q est homogène de degré 
p+q. 

Exemple. - L'anneau des formes différentielles extérieure~ d'une 
variété différentiable est un anneau gradué. 

Soient ct'[Pl des sous-groupes des c1.[ 111 ; c1.' == ,!i ct'i 111 est un sous-
JJ 

groupe additif de et; si ('l'[Pl ct'[ 111 C ct'lP+tJl, L't' est un sous-anneau 
de c1.; si c1.[Pl c:t,f['fl c ct[P+1JJ et d.'l111 L't[ 111 c ct.,[P+'fl, t1.' ~st un idéal bilatère 
de et et le quotient de d par <.:1.' est ( 3) l'anneau gradué 

/7 

( 1) Pour les définitions fondamentales de !'Algèbre, voir [2]. 
(2) tt[Pl ttl'll est l'ensemble des a[Pla[1l, où alPl e ttlPl et al11l e t1[11l. 

( :i) Plus précisément : il existe un isomorphisme canonique de et/et' sur 

et[Pl/tt'[pl; nous convenons que cet isomorphisme est une identité. 
p 
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Les deux théorèmes d'isomorphie de l' Algèbre ( 11
) fournissent les 

. deux propositions suivantes; c:l' + c:l" désigne l'ensemble des a'+ a", 
où a' E L'l', a" E L't". 

PROPOSITION 4. 1 - Si I L't'f,JJ est un idéal de I L'tU11 , si I tt"lPl est un 
IJ p l' 

idéal de I d_ltJJ et de I tt'lfJ), alors I L't'lt>1/c:1."l/JJ est un idéal de 
p p /J I c:1'.YJ1/c:1."l1J1 et il existe· un ùomo11Jhùme canonique ( 5) de 

/J 

(
I t1JPl/d"(pl)f(I t1'lPl/t1"tJJJ) sur I t1(11l/t1'U1l. 

/J p p 

PROPOSITION 4. 2. - Si I tl'li'1 est un idéal de I c:1.UJJ et si I c:1."l,JJ 
p fJ ,, 

est un sous-anneau de I d,_lPl, alors I tt'lPl ('\ df'lJJl est un idéal de 
p p I t1."lJJl et zl existe un isom01phisme canonz·que de 

p 

p p 

Complétons cette proposition par la formule 
( !1,. 1) d' f\ ( d" + d"') == ( d' f\ c:V') + tt"', quand d':.' Cd'. 

Remarque. - Si un anneau gradué possède une unité, elle est 
homogène de degré zéro. En effet, sa composante homogè_ne de degré 
nul est une unité; or un anneau n'a qu'une unité. 

a. ANNEAU FILTRÉ. - DtFINJTION 5. 1. - Nous nommerons filtration f 
d'un anneau ét toute fonction définie sur tt, ayant pour valeurs les 
entiers ou le· symbole + oo et vérifiant les relations 
( 5. 1) /( a- a1)~Min. [f( a),/( a1)]; f(aa1)~/(a) + f(a 1 ); 

( a et a 1 È et). 

('•) [2], Chap. I, § 4., n° li,; [Hi], Chap. IV, §4.5. 
(;;) Canonique signifie : dét~rminé sans ambiguïté. 

/( 0) ==+ 00 

( 6) La notion d'anneau filtré est voisine de celle de c~rps valué, qui est 
classique : [ 15 ], Chap. _X, Bewertete J(orper. 
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Remarque. - Quand nous dirons: f est borné,jùâ, nul, il sera sous-
entendu pour a~ o. 

Soit et,Wl l'ensemble des éléments a de cl. tels que/( a)~ p; les 
relations ( 5. 1) équivalent aux suivantes : 

( 5. 2) . d P 1 est un groupe additif; t1.(p+l1 C c1.lf'); li111 c1.,,,i == et. 
,,~-~ 

PROPOSITION 5. 1. 

paramètre w E !l; 
Soient f(,> des .filtrations de et dépendant d'un 

(5.3) /(a)== Borne inf.j~,i(a) 
wen 

e.\·t une filtration de d, si f( a) r-, - oo quel que soit a E et, ce qui est 
toujours vérifié si !l est fini. 

PROPOSITION 5. 2. • - Si :J est un z"déal bilatère de tl, on défùât une 
.filtration de tl' === tl/ :J en posant 

/(a')== Borne sup. f(a) pour a'==amodJ (1). 

DÉFINITION 5. 2. - Soit ), une application d-'un anneau filtré ét' dans 
un anneau filtré ét; s-'il existe des entiers p tels que 

j(l.a') ~p + j(a') quel que soit a' Ed', 

leur borne supérieure sera notée f ( /1.) et nommée .filtration de À 

(5 . .5) 

6. FILTRATION ASSOCIÉE i\. UN DEGRÉ; L'ANNEAU GRADUÉ D'UN ANNEAU FILTRÉ.-

A tout degré d'un anneau L'l on peut associer la filtration suivante 
de et, : 

. ( 6. I) /(; alPI) est le minimum des p tels que alPl;;zé o . 

Soit L'l un anneau filtré; envisageons les groupes additifs tl('''/c1Y+1 i; 

définissons 
où a(JJ) E c:t 1Pl; 

( 1) a mod.J désigne l'image canonique de a dans Cl./.:J. 
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nous nommerons anneau gradué de l'anneau filtré L't l'anneau 

(6.3) <Jet== I d(Pl/c:t1f'+ 1l. 

/J 

L'anneau gradué de l'anneau gradué et,, muni de la filtration asso-
ciée au degré, est ét. 

Soit À un homomorphùme de filtration o d'un anneau filtré et/ 
dans un anneau filtré L't: À représente L't'(Pl dans et,u\ donc ét'(Pl/L't'W+ 1 l 
dans d.,(Pl/ét,lP+1 l; À définit donc un homomorphisme de ~,L't' 
dans ÇJ,ét; c·et homomorphisme transforme un élément_ homogène 
en un_ élément homogène de même degré. 

_PROPOSITION 6. 1. - Soit ), un homom01phùme de l'anneau filtré et' 
dans l'anneau filtré et,; À respecte la filtration quand les deux conditions 
suivantes sont réalùées : -

/(1 ... ) o; Î-. définit un isom01phisme de Sfel' dans ~et,. 

Preuve. - Soit a' E ét';f() ... a')~/(a'), car/(A)~o; si.f() ... a')>J(a'), 
À ne peut pas être un isomorphisme de ét' 11'l/e't'(JJ+1.) dans el'''\'tl(JJ+ 1 l 
pour p == f (a'); donc/() ... a')==/ ( a'). 

PROPOSITION G. 2. - ,5ioit 1-. un homomorphisme de l'anneau filtré el' 
dans l'anneau filtré t't; ) ... est un isom01plusme, respectant la jiltraûon, 
de t't' sur et, quand les conditions suz·vantes sont réalisées : 

/ (""A)~ o; /1. définit un isomorphisme de g,et' sur ~tl; les jiltratz"ons 
de tl' et tl sont bornées supérieurement. 

Preuve. - À respecte la filtration, d'après la proposition 6. 1. 

Si Àa'==o, /(Aa')==+oo, donc /(a')==+ oo; donc a'==o. Soit 
a(JJ) E tl1JJl; puisque ) ... est un isomorphisme de g.el' sur g.tl, il existe 
a' (/J) E et,' u,) tel que 

. il existe de même a'(p+t l E tt_t(p+il tel que 
alp+i) _ Ji.a'(p+ll == alp+2) E c:tlp+2)_, ... ' 

or a'''i ::::;=: o quand q est suffisamment grand; donc 
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_7. ANNEAU BIGRADUÉ; ANNEAU GRADUÉ-l~ILTRÉ. - DÉFINITION 7. I. - Un 
anneau d sera dit bi'gradué quand ll est, comme groupe addit,f, somme 
directe de sous-groupes tLl1).(11 (p, q entiers )tels que tL[P,<Jlct[r,sJ c (,"1,[JJ+r,q+JJ. 

Les éléments de L't[JJ,<Jl sont dits homogènes de degré8 p, q. 

DÉFINITION 7. 2. - Un anneau gradué-filtré sera un anneau gradué tL 
possédant une filtration telle que 

(7 .g) /(a)== Min./(alql) si a== .Ia[qJ (a[ql homogène de degré q). 

L' Hnneau gradué de d considéré comme anneau filtré est un anneau 
bigradué (JtL, • que nous nommerons anneau blgradué de l'anneau 
gradué-filtré tL : si CL[JJl (<JI est l'ensemble des termes de CL homogènes 
de degré p dont la filtration est au moins q, 

(7.2) s, t1 == It1[Pl 1qi/L't[Pl (17+1). 

p,q 

Étant donné L'-1- et un entier l, définissons 

(7. 3) f' (a)== Min. [lp + /(a[Pl)], où a== Ia[fij (a[Pl homogène de degré p); 
p 

f' est une fiJtration de tt; nous dirons que j' est f augmenté dè l fois 
le degré. L'anneau bigradué de S}d de CL reste le même quand on 
utilise f' au lieu de /; le degré de Çj,tL correspondant à la filtration 
est augmenté del fois l'autre degré. 

Il. - Anneau différentiel-filtTé. 

8. DÉFINITIONS. - Une différentiation sera définie sur un anneau CL 
par un automorphisme r:1. et une application linéaire o de L'-1- en lui-
même tels que ( i) 

ôa est nommé différentielle de a; CL, r:1. et o constituent un anneau 
dijf érentiel. 

( 1) oaa1 représente o ( aai); ôa. a 1 représente ( ôa) a1. 
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Les éléments c de L't tels que oc== o sont nommés cycles de ét; ils 
constituent un anneau e. L'ensemble ûJ des ,ôa est un idéal bilatère 
de e. L'anneau quotient 

actt == e;@ 

sera nommé anneau d'homologie de e'l. Deµx cycles c et c1 s~ront dits 
homologues si e- c 1 E ûJ; on écrira c rv c 1 • Chacun des éléments de 
é1ù .. 't constitue une classe de cycles homologues ·entre eux; une telle 
classe est nommée classe d'homologie de L't. 

Bemarque 8. 1 - Si et, possède une unité u, cette unàé est un cycle: 
IY. ll ·== u; aee't possède donc une unàé. 

Preu()e. - oc u est une unité, car oc est un automorphisme; un anneau 
a une seule unité, donc au== u; d'où, en différentiant u2 == u, ou== o. 

Un anneau dijféreniel-filtré sera un anneau L't muni d'une différen-
tiation ( oc, 3) et d'une filtration/ telles que 

(8.2) j(aa) ==J(a). 

La proposition 5. 2 définit une flltratz"on de aee'l : soit h e tfCe'l; soit 
C un cycle de et, parcourant la classe li. 

(8.3) j( h) == Borne sup. de f(r·) (CE h ). 

Un anneau dijférentt'el-gradué sera un an·neau gradué et, muni d'une 
différentiation ( a, ô) telle que a transforme tout élément homogène 
en un élément homogène de même degré. La différentielle ô sera dite 
homogène de degré r quand elle transformera un élément homogène 
de degré p en un élément homogène de degré p + r : 

ôa[Pl E L-t[p+r] ; 

l'anneau d'homologie de et, e~t un anneau gradué: les composantes 
homogènes d'un cycle ( rv o) sont des cycles ( rv o ). 

Exemple. - Les formes différentielles extérieures d'une variété 
différentiable constituent un anneau différentiel gradué, dont la diffé-
rentielle est homogène de degré 1. 

9. L'ANNEAU SPECTRAL n'HOMOLOGIE n'uN ANNEAU DIFFÉRENTIEL-FILTRÉ. -

Nous allons attacher à un anneau différentiel-filtré et, un anneau 
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différentiel-gradué ae,.c't, qui dépendra du paramètre à valeurs 
entières r et dont la différentielle sera homogène de degré r. 

Soit 
( 9 . I ) (:!P == tl (p) () ê ; • 

( 9 . 2) (OP == t1 !p) () CO ; 
( 9. 3) == l'ensemble des a e cl. 1Pl tels que oa e e1_,p+rl; à ê{~ == CO{~+r; 

On a, la flèche désignant la limite d'une sui~e monotone, 
(9.4) .... co)t co)f+ 1 c ... ... ce~1+ 1 ce{~ c ... ct1P'; 

( 9. 5) e~~= ! == e~ n e1_(p+l) ce~:; 
(9.6) (Of!!==CO{~ ()tt(p+I) c (i)~'.; 

( 9. 7) é:-~'. er C e~'.+ï ; 
( 9. 8) ê~ u:ir_ l C e~::r+ l + lDf:Y ; 6Yf._ 1 e~ C er~r+ I + lD{'..: f. 

Seule la relation (9.8) n'est pas évidente; elle résulte de la rela-
• tion ( 8. 1) 

où l'on choisit a et a1 tels que 

j(a) ~p, f(oa) ~p + r, j( a 1 ) q - r + 1, 

.f(a.a)~p d'après (8.2). 
D'après (9. 1) (somme directe de groupes additifs isomorphes 

p 

aux e;) est un ~nneau gradué; d'aprés (9. 7) et (9. 8) I e~~: + ûJ~~- 1 

p 

est un idéal de cet anneau; soit 

(9.g) 

Soit h[~1 un élément homogène de degré p de ae,.et,; on a 
(9.10) h~'!1==cf.mod(e?:.:!+@~_1), où rfe<:!f; 

posons 
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o,. est une différenûelle homogène de degré r de l'anneau gradué ae,.c1-. 
Déterminons l'anneau d'homotogie de OC,.&. Cherchons d'abord ,-

l'anneau e;1e,. des cycles de ae,.d : la relation o,.h[~l == 0 équivaut à 

' , d. • , p a,p , c est-a- 1re, pmsque c,. e \...,,., a 

d'ou 

1Z1•1,, - ("''' + J'Ofl+I )l("'/J+I • /1'\fJ ) v"~I'- '-1'+1 '-l'-1 I '-l'-1 -r l"-'l'-1 • 

fi 

Soit coae,. l'ensemble des éléments de e;1er hom_ologues à zéro; 

11'ne - ô"' ,'1P (:::\' - ( 1Z1/I+ l + 17'/I + 11)/1) /( /0/1+ I _ 1_ /j'/' ) '-'"" r- r"~,. ,\. - vr-1 '-'"r-1 v.,. . '-r-1 1 l''-',._, , 

p 

c'est-à-dire, puisque @~~- 1 C @~~, 

/."\Ji? _ (';:,p+l + /7'\/1) i(,-op+l + ,.-..p ) 
ll<IL\..r- \,,..-1'-t Vv 1• , '-r-1 Vv/'-[ • 

fJ 

L'anneau d'homologie eae,.j@ae,.de ae,.c1, est donc, d'après la propo-
sition 4. 1, canoniquement isomorphe à 

'-.7 ( '"" + a>/1+ 1 ),!( a,;1+ l + (jJP) == ( tZl/1 + ,-op+ 1 + (T'I') / ( 1Zl/i+ 1 + cwfl) 
\,,., f'+_ 1 \,_., f'- [ · \,_., f'- J f' ...;.. \,,., f'+ 1 \,_., /'-1 /(/ /' / \,,., /'- J L /' ) 

fi 

c'est-à-dire. d'après la proposition 4. 2, puis la formule ( 4. 1 ), à 

L'anneau d'homologie de ae,.L't est donc ae,.+t et, ( à un isomorphisme 
canonique près). 

L'homomorphisme transformant un cycle de ae,.d, en sa classe 
d'homologie définit un homomorphisme x.;:+ 1 d'un sous-anneau de 
a'-C,.L't sur ae,.+ 1 L't; nous poserons, quand r < s(r, sentiers), 

Journ. de JJ1ath .. , tome XXIX. - Fasc. l, 1950. 3 
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x:· est un homomorphisme d'un sous-anneau de tlC,.tl sur ,~(.el (r< s); il 
est défini par la formule 

Nous définirons en outre l'anneau gradué 

(9. I 3) 
I' 

et un homomorphisme z.'~ d'un sous-anneau de tlè,.ct sur ;1e,z et par la 
formule 

(9. 14) 1 x'.; [ cP mod ( è't':\ + (D~_,)] = cP mod ( eP+1 + 6JP), 

cette formule a un sens car, d'après (li. 1 ), 

On a sur le champ de définition de z.';,, pour r < s < t, t étant un 
entier ou + 'X)' 
(9. 15) 

D'après la définition 9. 13 et la formule li. 1, 

p 

d'où, vu la proposition 1. 2, un isomorphisme canonique 

de JC"'c:1. sur I(eP+ cD),1(eP+1+@); 
I' 

d'où, vu la proposition li. 1, un isomorphisme canonique 

de 11e~ et sur [; ( o + )6J/6J] / [; ( e"+' + JJ)/JJ] = ae1"1/JC1
P+", 

où ae désigne l'anneau filtré ;1ee1- .. On a donc, à un isomorphisme 
canonique près, 
( 9. 16) 
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PROPOSITION 9. 1. - Soit h,. e ae, (;'t; pour que < h,.= o, il faut et il 
s1~/fltqu'il existe un entiers tel que z.:.· h,.=== o(r< s < + oo ). 

Preu()e. - Six:.· h,.=== o, x~ h,. est évidemment défini et nul. Récipro-
quement, supposons h,.=== h~:' 1, homogène de degré p, et < h?1 === o; 
d'après(~). 14) 

( 9. 1) permet de préciser cette dernière relation : il existe un entier s 
tel que 

d'où . 
d'où, vu (~).12), 

DÉFINITION ~). 1. - lvous nommerons anneau spectral toute s1a-te 
d'anneaux dijf érentiels-gradués {fC,. possédant les propriétés sui()antes: 
l'indice r, dont dépend ae,. prend toutes les valeurs entières ( ou toutes les 
valeurs enll.ères supé1ùures à un nombre donné); la dijférentz.elle o,. de 
Je,. est homogène de degré r; ae,+ 1 est l'anneau d'homologù de ae,.. 

NOTATIONS. - X::+i est l'apphcatz"on d'un cycle de ;1e,. sur sa classe 
d'homologie; 

(r < s <co) 

est donc un lwmom011Jlusme d'un sous-anneau de ae,. sur [lès. 

Soient J,. et (et j'-,.) l'ensemble des h,.e ;1e,. tels que z.Ji,. soit défini 
quel que soit l'entier s > r ( tels que x1)i,.=== o pour les entiers s suffi-
samment grands); J,. est un sous-anneau de ae,.; ;J,. est un idéal de J,.; 
< identifie les anneaux S,./J,,. et Js/Js que nous nommerons lim ae,.: c'est 

r+~ 
une extension de la notion de limite directe. Si les ae,. sont égaux à 
partir d'un certain rang, cette limite leur est égale. 

CoNCLUSION. - Les /ormules ( 9. g ), ( 9. 1 1) et 9. 12) attachent à un 
anneau dijférenu'el-filtré e1. un anneau spectral {IC,.t1., que nous nomme-
rons anneau spectral d' homologz·e de L't; on a 

'iJJett c lim :1e,.tt, 
r~+'l) 
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vu la définition de cette limite, les formules (9. 13), (9. 14), (9. 15), 
(9. 16) et la proposition 9. 1. 

10. PROPRIÉTÉS DE L'ANNEAU SPECTRAL n'HOl\lOLOGIE. - PROPOSITION iû. I. 

- Le degré de ae,.ét et la filtration de aeet sont compris entre les bornes 
supérieure et in/ érieure de la filtration de et. 

Prem'e. - Soit ae,.=== t1C,.et; si p est supérieur à -cette borne supé-
rieure, e; === o, donc ae_l~J === o vu ( 9. g ). Si p est inférieur à cette borne 
inférieure, === e~~:, donc ae1

~~
1 === o vu (9. g). Les propriétés énon-

cées de la filtration de JCL't résultent de sa définition (8.3 ) .. 

PROPOSITION 10. 2. - Quand la filtration de et est bornée supérieure-
ment, 

~1.Ject = lim Je,.ct. 
r++00 

Prem'e. - Vu (9. 16) et (9. 17), il suffit de prouver que, étant 
donné h1~~1 E {IC,.et tel que z.:· h'~' soit défini pour tout s > r, X: h1~~ 1 est 

·défini: on a, d'après (9. 12), 

on peut choisir s assez grand pour que tout élément de e:1- de filtration > p + s soit nul: e~ === é!,P; d'après ( 9. 14 ), X: h[~~ 1 est donc défini. 
La proposition 10. 2 a pour conséquence immédiate la suivante : 

PROPOSITION 10. 3. - Soit un anneau dilf érenûel-filtré et ??érifiant les 
deux conditions suiçantes : 

1 ° la filtration de L't est bornée supérieurement; 
2° la différentielle o,. de ae,. et est nulle pour r > l. 
Alors -

pour r > l. 

Remarque. - La condition 2° est vérifié quand 1° l'est, ainsi que: 
2 bis : le degré de ae,.e1, est borné inférieurement pour une valeur 

particulière de r. 
PROPOSITION 10.4. - Soit un anneau différentiel-filtré L't vérifiant les 

deux hypothèses suimntes: 
1 ° la .filtration de ét est bornée supérieurement; 
2° pour un entier l~ o, J-Cz+i ét est de degré nul. 
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Alors le degré de ae;.c:1- ( l < r) et la filtration de JCd. sont nuls; 

pour l < r. 

Preure. - L'homomorphisme x~~ 1 prouve que ae,. est de degré nul 
pour l < r; donc, puisque o L l, Ô,. = o pour l < r; d'après la propo-
sition précédente ae,.c:1, == q;,aec't; donc (j],JCc:1- est de degré nul : en 
notant ae l'anneau filtré aec't, on a -

Or, vu la proposition 10. 1, af)JJ) == o quand p dépasse la borne supé-
rieure de la filtration de c:1-; donc 

CfJJt'- == ae(o) == JC(- 11 == ... JC. 

DÉFINITION 10. 1. - Soient L't et ét' deux anneaux dijférentiels-
Jiltrés; soit)._ un homomorphisme de L't' dans L't possédant les propriétés 
suivantes: 

f(À) o ( définition 5. 2); quand a' e C:.1'. 

Cet homomorphisme) .. d~finit un homomorphisme, que nous noterons éga-
lement À, de JUl' et ae,.c't dans JCc:1- et JC,.L't'; en effet 

Àe' ce, 

~T l " l "' ,. h ,. "' h d ,. h d 'fi . l d • • HOta. - AO,. == o,.A.; Ax.,. ,.== xs A ,. quan xs ,. est t: tnl; A ne lml-
nue pas la filtration de aec:1-' et consen'e le degré de ae,. t1-'; À applique 
lim aec:1-;. et son sous-anneau <;aec't' dans lim Je,.<..'t et·qj,Jet1.. 

r~+c,., r~+oo 

Cette définition permet d'apporter à la proposition 10. 4 le complé-
ment suivant, qu'utilisera le n° 46. 

PROPOSITION 10. 5. - Soit un anneau dijférenüel-jiltré L't vérifiant les 
hypothèses de la proposition i O. 4;, soit c't' l'anneau L't • muni de la .filtra-
tion f' suù;ante: 

si f(a)<o, f'(a)==o; sinon j'(a) ==f(a) o. 

Alors ét' vérifie aussi les hypothèses de la proposition i O. 4; l' isomor-
phisme canonique de ét sur L't' définit un isomorphisme de ae,.c:1, sur ae,.t't' 
pour Z< r. 
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Preuve. - OJ1;.c0Jff;. car, /(a)L/'(a); si p>o et p+r>o, 
e:~ == e11;.; par suite, en posant tfè,.cl == ;1e,. et ;1e,.cl' == Je',., 

est une image de 

or Jer~~ 1 est nul pour p>o, r>l (proposition 10.4); donc JC''~'. 1==o 
pourp >o, r>l. D'après la proposition 10. 1 

JC';() 1 == o si p < o, car /'~ o. 

cl' véri~e donc les hypothèses de la proposition 10.4, d'après laquelle 

(10. 1) ;1C,.d'== JCd', ;1C,.d == ;1cct pour l < r; 

l'isomorphisme canonique de cl sur cl' définit l'isomorphisme cano-
nique de ziect sur :1ecl' et par suite, vu ('.LO. 1 ), un isomorphisme 
de ~'IC,.e:t sur JC,.e:l' pour l < r. 

PROPOSITION 10. 6. - a. Soient cl' et cl deux anneaux dlfférentiels-
jiltrés; soit À un homomorphisme de et' dans cl tel que 

quand a' E tl'. 

Supposons que, pour un enll"er l donné, ), définùse un isomorphisme de 
Jel+t cl' sur {ICz+i e:t. Alors ) .. déji,'nz"t un isomorphisme de ae,.e:l' sur ae,.c:t 
pour l < r et un homomorphisme • de tfe L't' dans ;1ec:t respectant la 
.filtration. 

b. Supposons en outre que les .filtrations de cl' et de et soient bornées 
supén·eurement. Alors À dt[linit un isomorphùme, respectant la filtration, 
de aect' sur Jec:t. 

Preuçe de a. - Puisque {IC,. est l'anneau d'homologie de JC,._ 1 , une 
récurrence relati~e à r prouve que) .. définit un isomorphisme de Jè,.C:l' 
sur Jt,.cl quand l < r. Donc À définit un isomorphisme de lim Je,.L't' 

sur lim JC,.L't, et par suite un isomorphisme de CJ,Jecl' dans ~aeL't; 

d'après la proposition 6. 1, l'homomorphisme de Ject' dans aeL't que 
définit ) ... conserve donc la filtration. 

Preure de b, - D'après les propositions 10. 2 et 10. 6a, J1. définit un 
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isomorphisme de q;aeet sur ~aect'; il suffit d'appliquer la proposi-
tion 6. 2. 

PROPOSITION 10. 1. - SOl·ent, sur un anneau filtré et, deux différentia-
tions ( <:1.., ô) et ( a', o'). Si/(ô-'ô')-== lest.fini, alors: 

a. JC,. L't -== ae;. et pour r L l; 
b " "' <l . o,.-== o,. pour r ; 
c. Ot·'- o~ se définit comme suit: soit h,1/11.- et mod( e{+/ + C!J~~ 1 ); 

( 01- ô1) hY11 ==( ô - o') cf mod ( ee{+ 1 + CiJf~f). 

Autrement dit: o - o' dé.finit une apph"cation linéaire de Jetét en lui-
, mime; cette application est Ot - o~ . 

Preuve. - Il suffit évidemment de prouver pour rLl, que 

e/ == e{:; (10.2) 
(10.3) e/~~ 1 + (o;c_ 1 cet~/+ @{:_1 • 

L'hypothèse rLl signifie 

(10.4) 

de ~ette relation résulte ( 10. 2 ). Différentions l'identité e;~~ 1 -== e~~--
1 
en 

tenant compte de ( 10. 4 ), il vient • 

c'est-à-dire 
(10. 5) 

or, d'après (9.4), 

cette rel a Lion et ( 10. 5) donnent 

c'est-à-dire, vu ( 4. 1 ), (9. 4) et (9. 5 ), 

d'où ( 10 . 3 ) , vu ( 10 . 2 ) . 

• PROPOSITION 10. 8. - Si /(8) == l est fini, alors 

~e,. et == c;,c:t pour r l; o,.== pour r < l;. 
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Ôt se déj,'nit comme suit 
o,( a(f.J) modct(p+ll) == ( ôa(JJ)) modt1.(11+ 1+ 1), 

Preuçe. - 0 n choisit Ô' == o dans la proposition 10. 1. 

PROPOSITION 10. g. - Soit cl un anneau différentiel-gradué, dont la 
différentielle est homogène de degré l; on a, en utdisant sur cl la filtra-
tion associée au degré: ae,.cl == et, pour rL l; ;1e,.cl == g_aeL't == ;1ecl 
pour l < r; Ô,.== o pour r~ l; Ô1== Ô. la filtration de Ject, est associée au 
degré de aect,. 

Prem·e. - D'après le n° 6, S]Cl== cl; donc, d'après la proposition 
10.8, ae,.ct,===CL pour rLl, o,.==o pour r<l, ô1==Ô; par suite, 
tl-C1+ 1 cl,== Ject,. Supposons l < r; puisque ô est homogène de degré l, 
e~ == ep+ e~~: et par suite, vu (9. f I ), Ô,._:__ 0; d'où ae,.== ae,.+I. La 
filtration de ;1ect, est, comme celle de cl, associée au degré; donc 
gtfeL'l == aect. 

1 t. ANNEAU n 'nol\lOLOGIE n 'uN ANNEAU DIFFÉRENTIEL-GRADUÉ-FILTRÉ. 

Soit et, un anneau différentiel-gradué-filtré ( n° 7) dont la différentielle. 
• est homogène de degré l; l'anneau spectral d'homologie ae,.L~ de et, est 
un anneau bigradué, dont la différentielle est homogène de degrés l 
et r; le degré de ae,.L't correspondant à la filtration de et, sera dit degré 
.filtrant; l'anneau d'homologie JCL'l de L't est un anneau gradué-filtré, 
dont l'anneau bigradùé <;j,J-eét est sous-anneau de lim ae,.ét; le degré 

• 

de 'JafL'l correspondant à la filtration de et, est dit degré filtrant. 

Remarque. - Si l'on augmente la filtration et, den fois son degré, 
alors af,.L'l subit la seule modification suivante : son degré filtrant est 
augmenté den fois l'autre degré; r est augmenté de nl 

Preuçe. - Tous les sous-groupes qu'env_isage le n° 9 sont sommes 
directes de sous-groupes homogènes. 

Ill. - Produit tensoriel. 

12. AN~EAU CANONIQUE. DÉFINITION 12. 1. - Nous nommerons anneau 
canonique tout anneau différentiel-gradué O'C ayant les propriétés sui-
çantes: 
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1 ° la d(flérentielle de JC est homogène de degré+ I; 
2 ° ak[J>l ==( - 1 )'~ fc[Pl, klPl désignant un élément de JC de degré p. 

Nota .. -Ces deux propriétés impliquent la relation (8. 1): aô + oa= o. 

Exemple. - Les formes différentielles extérieures d'une variété 
différentiable constituent un anneau canonique. 

Nous nommerons anneau canonique-filtré tout anneau différentiel-
gradué-filtré qui, comme anneau différentiel-gradué, est canonique. 
Nous nommerons anneau canonique-gradué tout anneau différentiel-
bigradué qui est canonique relativement à l'un de ses degrés, nommé 
degré canonique. Soit L't un anneau canonique-filtré; Jf,.L't et (JJCét 
sont des anneaux canoniques-gradués, dont les deux degrés sont res-
pectivement nommés degré canonique et degré filtrant; JCL't est un 
anneau gradué-filtré. 

15. DÉFINITION ( 1) DU PRODUIT TENSORIEL c:.1C@ tl D'UN ANNEAU CANO-

NIQUE J{, ET o'uN ANNEAU DIFFÉRENTIEL tl. - Soit ex, l'algèbre ( 2) sur 
l'anneau des entiers qui a pour base ]es couples Ir X a d'un élément k 
de J{, et d'un élément a de L't et qui a pour table de multiplication 

(kxa)(k1 xu 1): Ikkl11JxY.--Pa.r1 1 , 

p 

oü k1 == Ik[Pl; 

p 

( 1) A une légère modification près de la loi de multiplication, celte définition 
équivaut à celle de [2 J, Chap. III. La notion du produit tensoriel a été introduite 
en Algèbre par Whitney. 

(2) Voir [21, Chap. Ill, n°s 1 et 2: les éJéments de cette Algèbre sont les sym-
boles 

Imu.(ku.x au.), 
µ. 

où I est une somme finie, mµ un entier, kµ. e JC, aµ. e d; 
µ. 

Imµ.(kµX au.)+ Imµ(ktiX uµ)== I (mµ. + mµ) (kµX aµ.); 
µ µ. µ. 

.!imµ(kµ X au.)== o équivaut à niµ== o si Jes couples kµ. x aµ sont deux à deux 
µ 

distincts. 
Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 1, 19.50. 
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on vérifie l'associativité de cette multiplication en constatant que 
( k X a) ( klPl x a1) ( k•1l X a'l) ==- k klPl kl 11l x œ-P- 11 ,t. .y__-'1 a1• (('l• 

Les combinaisons linéaires à coefficients entiers des éléments 
kxa + kX<ti- kx (a+ r, 1); kxa + k1xu -(k + k 1) xr1; 

m(k X a)-(mk) X a; ,n(k X u)- kx (ma) 
( m : entier) 

constituent un idéal~ de 5?; 5?)~ est un anneau qu'on note ,.)C 0 et et 
qu'on nomme produit tensoriel de :JC et et; l'image de kxa dans 
JC 0 e:t, est notée l· 0 a; les règles de calcul dans l'anneau JCQ?)e:l sont 
donc les suivantes: m est un entier; a, a 0 a2 e e:l; k, k1, k2 , klJJl e JC, 
klPl étant de degré p; k 0 a est toujours défini : 
(13.1) k0a+kQsl(t 1 ==k0(rt.+tt 1); 

(13.2) k0a+k1 0a=:.(k+k1)0rt; 
(13.3) 
(13.4) 

m ( k 0 a)== ( mk) 0 a == k 0 (,na); 
(k 0 a) (klPl0 a 1)== k klPl0 (J.-Pa.a 1 • 

Nous dèfinirons une différentz'ation sur JC 0 C:l en posant 
(13 . .5) a(k[Pl0a)==(- 1)Pk[P]Qs)Y.a; o(klPl0a)=:.ok[Pl0a+(-1)Pk[l'lQs) oa . 

.Justification. <X et 3 sont des opérations univoques, .car on obtient 
le même résultat en les appliquant aux deux membres d'une des rela-
tions ( 13. 1 ), ( 13. 2 ), ( 13. 3 ); il est évident que <X est un automor-
phisme de JC 0 e:l et que 02 == o, a o + oa == o; pour vérifier la troi-
sième des conditions ( 8. 1 ), calculons 

ôf(k ® a) (k[Pl0 a 1)J == à[kklPl0 ccPa.ai] 
== àk .k[Pl0 (I.-Pa.a1 + ak .ok[Pl0 a-l'rt,{11 

+ a (k klPl) 0 àa-Pa. a 1 + ex (k k!Pl) 0 a 1-Pa. Ôa 1 

(ôk 0 a) (kfPl0 a1 )+(ak0 (l.a) (oklPl0 a1) 
+(ak0 oa) (k[Pl0 Cl1)+(ak0 aa) (ak[Pl0 Oa1) 

== o ( k 0 a) . ( klPl 0 a1) + a ( k 0 a) . o ( klt1 l 0 à 1). 

114. LE PRODUIT TENSORIEL GRADUÉ ou FILTRÉ JO@ ét. DÉFINITION 14. r. 
- Soient un anneau canonique JC, un entier l et un anneau gradué t'l. 
Conçenons que, si klPl e JC et al'11 e L't ont les degrés respectifs pet q, alors-
klPl 0 al?l est homogène de degré lp + q; JC Q9 ét, muni de ce degré, sera 
noté ocz(g) ët. 



L'ANNEAU SPECTHAL ET L'ANNEAU FILTHÉ D'HOMOLOGIE. 

Si et possède une différentielle homogène de degré l, alors la diffé-
rentielle de JC' 0 e1- est homogène de d~gré (. 

DÉFINITION 1'1. 2. - 5,ol·ent un anneau canonù1ue J{, un enûer let un 
anneau .filtré et; posons 

nou~ déjinissons at·nsi sur ~K 0 et une fonction mulllforme à valeurs 
entl°ères; soit fla borne supé,ùure des valeurs prises par f' sur un élément 
donné de ~1C@et; nous allons prou()cr que f est une jiltraûon de JC@ét 
qui, muni de cette filtration, sera noté i1C1@ e1-. 

Prem'e. - Soient x et ·x1 EiK@t't; supposons f(x)~p et 
/( Xi )~p,, p et Pi étant entiers: il existe des valeurs de f' ( x) et f' ( x,) 
vérifiant les inégalités 

f'(x)~p, 

d'où, vu ( H. 1) et ( 5. 1 ), des valeurs de/' ( x - x 1) et/' ( x x 1) telles 
que 

donc 
f (x - x·1)~ Min. [p, piJ, 

Hemarque. - Si d, est gradué-filtré, alors J'Cz@ et est gradué-filtré. 
Si et est filtré et a le degré nul, alors la filtration de J{/@ et est celle 
de ~1C 0 @e1- augmentée del fois le degré de J{,1 ® L't. 

1a. PRODUIT TENSORIEL DE PLUSIEURS ANNEAUX. - a. Soient-deux anneaux 
canoniques JC et JC'; JC@J'C' et JC' ® J{, sont canoniques et iso-
morphes, moyennant les conventions suivantes : k[Pl 0 k'l'tl est de 
degré p + q et correspond à ( - 1 )pq k'l'll 0 k[Pl. 

b. Soit un anneau différentiel-filtré t1-; une convention évidente 
permet d'écrire 

(JC@JC')'0 t-1 == JCZ@(JC'l0 t1)== JCl@ JC'l0 t1. 

L'isomorphisme de JC@JC' sur J'C' ® ~K que-définit 15.a définit un iso-
morphisme respectant la· filtration de 

sur 
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16. LEs ANNF.Aux CANONIQUES o' ALEXANDER ET DE CEcn. - Nous allons 
donner deux exemples d'anneaux canoniques qu'utiliseront les n°s 38 
et 3g. 

DÉFINITION rn. 1. - L'anneau d'Alexander [ de (7ech] attaché à un 
ensemble [ totalement ordonné] X d'éléments x a pour éléments homogènes 
de degré p les fonctions· k( x 0 , x 1 , ••• , xp) à valeurs entières dont les 
arguments sont p + 1 éléments de X [ tels que x 0 < x 1 < ... < xp]• La 
somme deux tels éléments k et k 1 de degré p est l'élément de degré p 
(16.1) k 2 (xo, ... ,xp)==-k(xo, ... ,xp)+k1(x0 , ••• ,.--cp)-

Le produà de deux tels éléments k et k 1 , de degrés p et q, eJt l'élément 
de degré p+ q 
(16.2) k2 (x0 , •• • , Xp+1J==k(xo, .. . , Xp)k1(::rp, .. . , Xp+11). 

La dftférentielle d'un tel élément k est l'éléme'nt Ît == ok que voici: 

( 16. 3) k(xo, a·1, ... , x·11+1)== I (- 1)!J-k(ro, X1, ... , ~, ... , Xp+J, 
ll:S:!,J,:S:p+1 

(x0, x 1 , ••• , ~' ••• , .xp+i) représentant la suite ( x 0 , X1, ... , Xp+1) dont 
on a enle(,'é Xµ· 

On constate aisément que ces règles définissent bien un anneau 
canomque. 

PROPOSITION m. 1. - Soit JC l'anneau d'Alexander [ de Cech] attaché 
à un ensemble non vide X [ totalement ordonné]; [lfJC est homogène, de 
degré nul et isom01phe à l'anneau des entiers. 

Prem·e quand J{ est l'anneau d' Alexander. - Soit c un cycle de 
degré p; on a, vu ( 16. 3 ), 

(16.4) I (- 1)µc(x0 , x 1 , ••• , ~' ••• , Xp+J == o. 
U:S:!,J,:'.::p+l 

Supposons p > o; donnons-nous un élément x de X et définissons 
(16.5) k(x1, x 2 , •• • , xp)==c(x, X1, x 2 , •• • , xp); 

( 16. 4) s'écrit, en faisant x 0 == x, 

c(x 1, x 2 , ••• , Xp+1)== I (- 1)µk(x1, ... , .C,, . · .. , Xp+J, 
o:s;:µ:s;:p 
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c'est-à-dire 
(16.6) C == àk; 

donc crv o. 
Supposons p==o; d'après (HL4), c(x0) c(x,) c(xo) est un 

entier indépendant de x 0 ; c r;6 o si cet enlier~ o. 

Preuce quand rJC est l'anneau de ()ech. - Nous noterons /IC el :JC' les 
anneaux d'Alexander et de Cech attachés à X; à chaque élément 
homogène k' ( x 0 , ••• , .xJJ) de r.K' associons corn me suit un élément 
k( x 0 , ••• , x,,) de /IC 

quand J>0 < .r1 < ... < .r11; 

k( x 0 , ••• , xP) est antisymétrique ( 1 ). 
Nous définissons ainsi une application canonique de :JC' sur 

l'ensemble des éléments antisymétriques de :JC; cette application est 
. linéaire, biunivoque : elle ne respecte pas la multiplication; mais elle 

respecte la différentiation : soient l et l 1 les différentielles de k et k' 
dans :JC et :JC'; d'après (Jfi. 3) 

d'après ( 1ô. 3) et l'antisymétrie Je k, lest antisymétrique; lest donc 
l'image d·e l-1

• Soit c' un cycle de r.K' de degré > o; soit c son image 
dans :Je; c est antisymétrique; l'élément k de r.K que définit ( 16. 5) 
est donc antisymétrique; il est donc l'image d'un élément k' de :JC'; 
d'après ( 1G. 6 ), c' == ok'; donc c' rv o. Sic' est un cycle de r.K' de degré. 
nul, oc'==o exprime quec'(x0)==c'(x1): c'(x0) est un entier indé-
pendant de x 0 ; c' r;6 o si cet entier~ o. 

IV. --Anneau d'homologie et anneau spectral d'homologie 
d'un produit tensonriel. 

1 j. PROPRIÉTÉS DE L'ANNEAU FILTRÉ ~JCl@ C:l; CALCUL DE Jt1+ 1 ( r.1C 1 Qs) C:l ). 
r.K désigne un anneau canonique et L'l un. anneau différentiel-filtré. 

( 1) Gest-à-dire : la valeur de k ( x 0 , ••• , Xµ) est multipliée par - 1 quand on 
transpose deux des arguments; elle est en particulier nulle quand deux des argu-
ments sont égaux. 
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Il est aisé d'établir les quatre propositions suivantes : voù· [2 ], 
Chap. III,§ 1, n° 3. 

PROPOSITIQN 17. 1. -a. Si J{estl'anneaudesentz"ers, dotésd'un degré 
nul et d'une différentzelle nulle, z1 exùte un isom01phisme canonique de 
Jet@ e:t, sur e:t, . 

. b. Si L't est l'anneau des entz·ers, dotés d'une filtration et d'une diffé-
rentielle nulle, il existe un ùomorphisme canonique de c.K1@ e:t sur '---,c, 
muni de la filtration associée à son degré multiphé par l. 

Cas a. - Soil u l'unité <le ~,c; on associe a à u 0 a. 
Cas b. - Soit u l'unité <le e:t; on associe k à k@u. 

PROPOSITION 17. 2. - ,K1@ et dépend addùù·ement de c.K et de et : si 

:JC = I JCtJ- et et== I e:t,, ( sommes dù·ectes) alors 

:,et Q9 d == :I JC~ Q9 d., ( sornnie direr-te ). 
[)-,'I 

PROPOS_ITION 17. 3. - Si et' est un sous-anneau de e:t, il exùte un 
homomorphisme canonzque de jiltraûon poszû,)e, de JC1@ e:t' dans 
c..,IC'@ tt. 

PROPOSITION 17. 4. - 5ï J est un z·déal de él, l'image canonique de 
c.'KL Q9 J dans J{1@ tt est un idéal de t'.1(1@ tt; le quotz·ent de JC1@ L't 
par cet idéal est l'anneau filtré JC1@ ( e:t/ a). 

DÉFINITION 17. 1. - Soù a un.élément de l'anneau tt; a est dit d,ordre 
infini sz" ma ;F- o quel que soù l' entzà m ;F- o; sz·non a e.st dù d'ordre m, 
m étant le plus petit entier > o tel que ma == o. L'ensemble des éléments a 
de d d'ordres finis constitue un idéal noté 'L9L't et nommé idéal de torsion 
de et.. Nous dirons que L't est sans torsz"on quand 'L9L't == o,. c'est-à-dire 
quand él est un module libre relatiremen,t à l'anneau des ~ntz·ers. 

LEMME i 7. 1. - sz· JC est sans torsz·on et si e:t.' est un sous-anneau de L't, 
t homomorphisme canonique de JC1@ L't' dans ~1{}@ e:t. est un zsomor-
phisme conservant la filtration. On peut donc conrenir que 

(17.1) 
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et énoncer comme suù la proposùion 17. 4 : à J est un 1·déal de L't, 

(17.2) 

Preu()e. -- Si l'affirmation à prouver (l'homomorphisme canonique 
de JC1@c:t' dans JC1@ L't esl un isomorphisme) était fausse, cette 
affirmation serait encore fausse quand, faisant abstraction des pro-
priétés de multiplication et de différentiation, on remplacerait JC par 
un de ses sous-groupes à n,ombre fini de générateurs; d'après le théo-
rème fondamental de la théorie des groupes abéliens C ), un tel sous-

, groupe est somme directe de sous-groupes isomorphes à l'anneau des 
entiers; vu la proposition 17. 2, l'affirmation à prouver serait donc 
fausse quand JC est l'anneau des entiers; or elle résulte alors d~ la 
proposition 17. 1 a. 

LEMME J 7. 2. - Si iJC est sans tor.âon et si sa dilf érenûelle est nulle, 
_on a, en remplaçant dans les notations du n° 9 e~'., CfJ~'. pare~~ e:'t, CfJ~'. e:l: 
( 11. 3) . e{~( oco 0 et)== oco 0 ef et; 
( 17 . /4 ) • cDt ( c'.'.'fC O Q9 et ) == J{tl Q9 CO{~ t1. 

Preuve. - Identique à la précédente. 

LEMl\lE 17. 3. - Si JC est sans torsion et sz· sa dlfférenûelle est nulle, 
alors 
(17.5) • 

Preu()e pour l == o. - On utilise la définitio~ (9. g) de {lt,. et les for-
mules ( 17. 2 ), ( 17. 3) et ( 17. 4 ). 

Preu"'e pour l o. - Donnons à e:'t un degré nul; augmentons la 
filtration de JC0 0 c:'t de l fois le degré de JC 1 @ e:'t; on obtient la filtra-
tion de c:K'® e:'t, vu la remarque qu n° f4-, et ]a formule ( 17. 5 ), vu la· 
remarque du n° f t. 

PROPOSITfoN '.l 7. 5. - Si JC est un anneau canonique sans torsz·on et e:'t 
un anneau différentiel/iltré, ' 

(17.G) 

(') fH>], Cha p. XV,§ 109: Hauptsat:. über abelsche Gruppen. 
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les deux membres sont gradués; la différentielle ô est uûlùée sur JC et la 
différentielle Oz sur Zltzel,; J{/@ ae1e1- a donc lfne différentielle homogène 
de degré l. 

Preuve. - Définissons une différentielle o' sur t.1C1@et, en posant 
rJ' == o sur JC; à'== a sur et. 

On a .f( ô - t/) == /; donc, vu la proposition 10. '7 a 
Jt1 ( .. X I Q9 tt) == JC, ( .. K I Q9 t1.), 

c'est-à-dire, vu le lemme 17. 3, 

JC,(JC1Q9 et)== .. K 1@;1e,tt; 

d'après la proposition 10. '7 c, ;, s'obtient en utilisant au second 
• membre ô sur JC et ô, sur ZJt,tl; d'où ( l7. 6 ), puisque Jt1+ 1 estl'anneau 
d'homologie de ;1e1. 

PROPOSITION ·17. 6. - Si JC est sans torsion et possède une uru"té u qui· 
n'est di()ùible par aucun entier, alors u@a, 011 a E et, constitue un ùo-
morphisme de t'l dans {IC1@ el. • 

Preuves. - u est un cycle de degré nul d'après les remarques des 
n°s 4 et 8. Nous pouvons donc faire abstraction des propriétés multi-
plicatives, des propriétés de différentiation et remplacer JC par un de 
ses sous-groupes additifs de degré nul à nombre fini de générateurs. 
D'après un théorème dassique (1) ce groupe a une base constituée 
par des éléments linéairement ind_épendants dont l'un est u. Vu la 
proposition 17. 2, il suffit donc de prouver la proposition 17. 6 quand 
JC est l'ensemble des multiples entiers de u; dans ce cas la propo-
sition i 7. 6 s'identifie à la proposition 17. 1 a. 

f8. RELATIONS ENTRE ae( JC@t'l ), JCJC ET ace't QUAND JC EST SANS 
TORSION (2). - LEMME 1. 8. 1. - Soient un anneaucanonique JC~et un anneau 
différentiel sans torsion êl... Soit Ji l'homomorphisme ,. canonique de 

(1) f15], Chap. XV,§ 108, Elementarteilersatz. 
( 2) Le théorème 18. 1 figure dans un article à paraître de H. Cartan ef 

Eilenberg; ayant besoin de l'appliquer, nous en donnons rapidement une 
démonstration, qui indique à quelle filtration il se rattache. L'e·rnploi d'autres 
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aeO{@Jeét dans ae(JC@ét) qui s'obtient en assoàant à l'élément 
h@ h' de tieoc 0 aeét la classe d'homologie de c@ c', c et c' étant des 
c~cles des classes h et h'. 

a~ IT est un isom01phisme de aeoc@ aeét dans ae( OC@ét) ; on peut 
donc cdm'enù· que 

b. Le ae~K@tlCét-module JC( J{@ét )/tlCJC@[ICt't ne dépend que 
de aeoc et ét et en dépend addùivement : 

si JeJC == _!. {1Ci.1Cµ. et L'l == _!. t.1,.
1 

( sommes directes) et si oL'\.,,
1 
C t't.

1
, 

alors 
µ y 

Je (Je® t1 )j;JeJC ® ~w. ·!, Je ( JCµ ® tt,, )/aeJcu. ® Jett,, (somme~directe )., 
µ,v 

c. Le groupe additlf ae(JC@ d. )/JCJC@ aett. ne d(pend que de tl et 
du groupe de torsion de aeoc; il en dépend additù'ement~ 

Preuve. - Soit e l'anneau des cycles de ét; utilisons la filtration 
de tl qui vaut - 1 sauf sur e où elle vaut zéro; /(o) == 1; d'après la 
proposition 10. 8, ae1 ét est l'anneau gradué : 

&[ol== ë; 

& est sans torsion, car et. est sans torsion, e C tt. et tt./e est isomorphe 
à Ôét C ét; & a une différentielle homog_ène de degré 1 : 

o ( a mode) == oa e ê; Ôtl == () si 1,ee. 

D'après la proposition 10. 8 

Jeo(JC0 ® tt) == JC Q9 t.1)/(JC Q9 ê) + JC Q9 e, 

c'est-à-dire, vu la proposition 17. 4, 
X 0 (JC0 @et) == JC0 ® S; 

filtrations fournirait des isomorphismes non canoniques de ae(JC ® et) ·sur 
• JeJC ® aeet + ae( JC ® tt )/JC.JC:® Je<. .. 't dans les_ deux cas suivants : 

1 ° JC et L't on des bases ( finies ou non); 
2° JC a une hase; o == o sur et. 

Ce dernier cas a été traité par Cech (Fundamenta math., t. 25, 1935, p. 33). 
Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. l, 1950. 5 
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vu la proposition 10. 8, la différentielle 00 de Jt 0 s'obtient en conve-
n~nt que 

Oo == o sur JC ; Oo== o sur&. 

Puisque a-e1 est l'anneau d'homologie de ae0 et que & est sans torsion, 
on a, d'après le lemme 17. 3, où l'on peut intervertir les rôl~s de JC 
et et,, 

JC1 ( JC 0 0 t1) == ( JCJC)O (g} & . 

On déduit aisément de la définition (9. 11) de or que 01 s'obtient en 
convenant que 

01 == o sur JCJC; 01 == o sur & ; 

puisque le degré de at,.( JC0 0 el) est - 1 ou o quand r > 1, sa diffé-
rentielle test nulle; donc, vu la propo;ition iO. 3, 

Je[(JCJC)O(g} &] == <JJe(JCo@ tt). 

D'après la proposition i 7. 4, l'ensemble des termes de degré nul de 
ae [ ( aetK) 0 0 & ] est ;1-eJC 0 aed,; la relation précédente signifie donc 
ceci: 

I O aeJ{ 0 aec't est l'ensemble ae(O) UJC 0 0 L't) des termes • de 
tle( JC0 0 L'l) dont la filtration est o. 

2° ae(JC(g)ét)/ae:JC(g)aea est l'ensemble ae[-l][Ufù1C)0 0&] des 
termes de degré - 1 de ae[( aeJC)O 0 &] . 

1 ° prouve que Il est un is_omorphisme de {ICJC ® JCL't sur 
J-e(o) (JC 0 et,); 

2° prouve b. 
. \ 

Pour prouver cil suffit de prouver que l'isomorphisme canonique de 
'è9J-eJC dans aeJCdéfinit un isomorphisme du groupe a-e:- 11 [(~aeJC)00&] 
sur ae1

-
11 

[( a-eJC)0 0 &]. Si cette affirmation était fausse, elle serait 
fausse quand on remplacerait aeJC par un de ses sous-groupes additifs 
à nombre fini de générateurs; un tel sous-groupe est somme directe 
de sous-groupes m~nogène s ( i); d'après la proposition 17. 2, l' affir-
mation serait donc fausse quand aeJC est monogène; or elle est évi-
dente si 3-eJC est fini, car 'l[,[leJC == JCJC; si a-eac est monogène et n'est 

( 1) [ 15 j, Cha p. X V, § 109. 
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pas fini, aeoè est le groupe additif des entiers; d'après la proposi-
tion f 7. 1 b 

l'affirmation est encore exacte. 

LEMME 18. 2. - Soient un anneau canonique sans torsion JC et un 
anneau dijf érentiel et; l'énoncé du lemme 1. 8. 1 vaut ·quand on y per-
mute les rôles de JC et ét. 

Preu"'e. - OC et et ont dans JC@ et des rôles symétriques. 

LEMME f 8. 3. - Tout anneau ae est l'anneau d'homologie d-' un anneau 
sans tors"ion et.. 

Preu()e. - Soit un système de générateurs hµ de l'anneau ae : tout 
élément de ae est somme de produits de hµ; soient ltJ- des symboles 
correspondant biunivoquement aux h~; les combinaisons linéaires 
à coefficients entiers des produits des lµ, aucune relation ne liant les lµ, 
constituent un anneau ( 1 ) sans torsion J:l 0 l; soit :J l'idéal de J:l 0 l 
qu'annule l'application lµ hµ de J;l 01 sur ae; soit J:H J un J:l 0 l-module 
isomorphe à 3 et soit ô l'isomorphisme, de _t'l-t 1 sur 3; ô est une diffé-
rentielle de degré I de l'anneau gradué J:l-1 l + J;l 0 l qui est sans 
torsion et dont l'anneau d'homologie est ae. 

PROPOSITION 18. 1. - Soz·ent un anneau canonz·que sans torsz"on JC et 
un anneau dijf érentiel et.. 

a. On obtient un isomorphisme canonique TI de aeoc 0 aeet. dans 
ae( JC 0 C1.) en associant à l'élément h@ h' de aeJC 0 JtL't la classe 
d'homologie de c 0 c', c et c' étant des cycles des classes h et h'; on peut 
donc con()enir que 

Jeoc @ Jett c Je ( x ® et), 

b. Le aeoc@ aeet-module tlt( JC 0 et. )/aeJC 0 aeet ne dépend que de 
:JetJC et aec't et en dépend additi"'ement : si aeoc et aeet. sont isom01phes 

_ à des sommes dù·ectes I tfttJCµ et I tlC et.v, alors ae ( JC@ L't )/ aeJC@tlCL'l. 
µ V 

( 1) L'algèbre stricte,· sur l'anneau des entiers, du monoïde libre déduit de 
l'ensemble des lu.: [2], Chap. II,§ 7, n° 9. 
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est isommphe à la somme dù·ecte 

!i ;;e ( JCµ 0 d,J )/JC:ICµ 0 3ectv. 
µ,v 

Nota. - On ne suppose pas les JCµ et et,,, sous-anneaux de JC et cl. 

c. Le groupe additzf [Jt( '-K 0 et, )/ZIC'-K 0 aect, ne dépend que des 
groupes de torsion de JC'-K ·et ZJC(:t, et en dépend additfrement. En par-
ticulier: 

d. Si ;1eJC ou aect est sans torsion, 
Je ( .K 0 et) == Jt,.K Q9 2Jèd. 

e. Si "l9JC:IC et 'i9JCct sont monogl'>nes d'ordres m et n, alors 
[IC( JC 0 et, )/ZJtJC (8) ;1eet est monogine d'ordre (m, n ), plus grand 
commun diviseur de m et n. 

Preuve de a. - Lemme 18.2. 

Preure de b, cet d. - D'après le lemme 18. 2, le module 
:1c ( .K Q9 t1 )/JtJC Q9 Jù .. 'l 

ne dépend que de '-1C et ;1ect; le lem me 18. 3 permet de remplacer et, 
par un anneau différentiel sans torsion; on peut alors appliquer simul-
tanément les lemmes i8. I et 1.8. 2. 

Prem'e de e. - Il suffit de vérifier e dans un cas particulier : sup-
posons que JC ait une base constituée par une unilé ll et un élément k 
de degré - 1, tel que ok ==mu; supposons que tl soit gradué et ait 
une base analogue : r, a, oa == nr, degré a== - 1; JC 1 0 L't n'a pas de 
cycle de degré - 2; ses cycles de degré - 1 sont les multiples de 

_n_i_ u 0 a- __ n_k@ç == --1-Ô(k(gj a). 
(m, n) (m, n) (m, n) 

ses classes d'homologie de degré o constituent aeJC@ aeL't. 

19. CALcuL nE ae,.( JCL@ et) ET ae( JCZ@ L't) QUAND {JC ET aeoc so~T 

SANS TORSION. - {JC désigne un anneau canomque et L't un anneau. 
différentiel-filtré. 

PROPOSITION 19. 1. ,'-,'z· JC est sans torsion, il existe un homomor-
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phùme canom·que IT de (aCJC)1@JC,.et(l < r) et (JeJC/0 Jù't dans 
ae,.( Jet@ ét) et JC( JC'0 et); II con.serçe le degré, /(fi)~ o ;Il commute 
a~'ec o,. et x_;·; II applz'que ( JCJC)'@ lim JC,.L'l et ( aèJC)'@ g,aeét ,dans 

1·~+00 

lim ae,.( J{/ 0 ét) et son sous-anneau qj{IC, ( Jet 0 L't); la restricâon de 
r~+oo 

IT à ( c:1CJC )10 Jè,+ 1 et est l' isom011Jhisme II, que définit la propositt'on 
18. 1 a, de cet anneau dans 

JC(JC1Q?)JC1d) == JC1+1 (JC1&) d); 

la restriction de IT à ( JCJC )' 0 JC,ét est l'isomorphisme II, que définit la 
proposition t 8. 1 a, de cet anneau dans Je( ;;cz (g)d.. ). 

Preuçe. - Contentons-nous de définir îf sur ( JCJC)' 0 Jè,.L't : les 
propositions énoncées résultent aisément de cette définition. Dans les 
notations du n° 9 remplaçons e~:, etc.;., par e;: ét, etc.; soit êlJJ] JC 
( et @[JJlJC) l'ensemble des cycles de JC, homogènes de degré p et 

o); on a les formules analogues à(~). 7) et (9. 8) : 
( 19. I) e[PlJC 0 e7 a C e;(J+q ( JC10 L"l); erp]JC 0 @;. C1 C o);(*I ( JC10 C1); 

( 19. 2) @lPlJC 0 e7 e1 c e;r~~q+i ( JC10 c1) + Œ>;C/ ( JC' 0 e1) où l < r. 
Soient h) 111 E JèJC, de degré p; h~'.11 E Jè,.ét de degré q; on a 

l,,f/Jl==cPmod@[PlJ{, où (Pee[fl]J{; 

h;? 1 == c7 mod ( e7_:-/ C1 + {07-i t:1 ), où (';< e e/ C1; 

( HL 1) et ( 19. 2) justifient la définition suivante de l'homomor-
phisme II: 

Ü (h[Pl&) h~'.n) == cfl&) c'f. mod { e;t~'1+ 1 ( JC1 &) d) + co;.~i';.( JC' 0 d) } e JC,.( JC10 d). 

PROPOSITION 19. 2. - Faùons l'une des deux hypothèsef sUl·rantes : 
1 O J{, et aeJC sont sans lOl'Sl

00n; 
2° JC, ae;.ét( l < r) et aec:t sont sans torsion. 

Alors· l' homom01phis'rne canonz·que IT (proposition 1 U. 1 ) est un ùo-
morphisme, consen'ant le degré et la filtration, de ( JeJCY0 ae,.d..(L < r) 
et ( JC,JCY 0 é:1e('t sur ae,.( J(l 0 (.,~) et ae( JCl0 L't ). 

Prew,,,e. - D'après la proposition 18. 1 d, II applique isomorphique-
ment l'anneau(ae;;cy0 ael+i c1, sur ae(JCZ(g) JCtd..) == ael+1( JC1 (g) c:t ), 
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par suite son anneau d'homolo'gie ( JCJC)' 0 tJC1+ 2 et sur Jè1+ 2 ( JC10 L't ), 
et plus généralement ( ae:JC)' 0 ae,.d. sur ;1e,.( :,c10 cl); donc Il 
applique isomorphiquement ( Jec.K)'0 lim ;1e,.ct sur lim Zlè,.(JC1Q9 et) 

et par suite (JCJCY09F1Ctl== S1 [(JèJCY@Zlèct] (proposition 17. 4) 
dans ~}Jè(JC1

1
@ct); les propositions 6. 1 et 18. 1d achèvent la preuve. 

20. CALCUL DE ;,e,.( :JC1@ et) ET ;ie( c.1C10 et) QUAND et EST UNE ALGÈBRE 

SUR UN CORPS. - DÉFINITION. - Soit Jll un anneau commutatif possédant 
une unité. Nous dirons qu'un anneau différentiel, gradué ou filtré et est 
une algèbre différentielle graduée ou filtrée sur JR quand l'anneau c't est 
une algèbre sur Jll ( voir [2]) et que 

0(1na) == Ill Oa; 
/(ma) ::::::::,,,j(a) 

degré ma== degré a; 
si mEJll aed. 

.111 

Le produit tensoriel d'algèbres sur Jll, que nous noterons 0, se d~finit en 
remplaçant au n° 15 la condition que m est entier par la condàion 
m E Jll. Soz"t iK un anneau canonique; :JC@ Jll est une algèbre cano-
nique sur Jll; soit C't une algèbre dijférentielle-fi'ltrée ou différentielle-

.m. 
graduée sur JTt; il existe un isomorphùme canonique de ( JC 0 Jll Y 0 L't 
sur J{/@ d: c'est 

.m. 
( 20. I) ( k 0 m) 0 k 0 ma. 

Les raisonnements et conclusions des n°s 17, 18 et 19 subsistent 
quand on remplace les anneaux par des algèbres sur un même corps 

Jll 

commutatif Jll, 0 par 0, les groupes abéliens à nombre fini ~de 
générateurs par les espaces vectoriels sur Jll de dimension finie et 
tous les idéaux de torsion par zéro : compte tenu de l'isomor-
phisme (20. 1 ), la proposition 19. 2 devient donc, quand on y rem-
place l'anneau canonique JC par l'algèbre canonique JC 0 J1l et d 
par une algèbre sur J1l : 

PROPOSITION 20. 1. - Si JC est un anneau -canonique et dune algèbre 
dijf érentielle-jlltrée sur un c01ps commutatzf Jn, il existe un isomor-
phisme canonique, conserçant le degré et la filtration, de ae,.( :JO@ d ), 
Olt l < r, et ae( :JO@ c:'t) sur 

Jll .Jll 
l ae( x 0 Jrr )Jf 0 {Je,.tt et [ {Je (JC 0 Jrt) Jl 0 :+ec1. 
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21. CAs où LA FILTRATION DE et EST NULLE. - LEMME 21. 1. - Soient 

un anneau canonique sans torsion JC et un anneau dijf érentiel et. 
Utilisons suret un degré nul. Soz't l~o. Étant donné xe::JC}@et tel 
que la q'èmc composante homogène ( n° 4) de ox soit nulle, il existe y et 
z e JCl@ et tels que : x =y+ z; 8y ( et ôz) est la somme des compo-
santes homogèn(!S de ôx de degrés in/ érieurs ( et supérieurs) à q; les 
composantes homogènes de y ( et z) sont de degrés L q (et~ q ). 

Preu~e. - ~n divisant tous les degrés par l ramenons-nous au 
cas l = 1. Soit x[Pl la composante homogène de x de degré p; soit 

par hypothèse 

xfq-1]== .Î/~-110 aµ; 
µ ' 

x['7l== Ikl?:@a:1 ; 

V 

I ok~- 11 @uµ+ (-1)'7Ik,~!l0oc/, ==o; 
[J- V 

cette relation vaut quand on remplace JC par un de ses sous-groupes 
additifs de d~gré q à base finie; nous pouvons supposer (1) que les k~qJ 

constituent celte base et que les combinaisons linéaires des ôk~-11 sont 
les combinaisons linéaires des mv k~n ( mv entier). Il existe des k~q-n tels 
que ok[1

-

11 = m k1171 

• tout kt,,-J I est somme de k11

-

11 et d'un cycle c1

'

1- 11 • 
V vv, [J- V • [J-' 

en résumé: 

(20. 1) 

(20.3) 
(20.4) 
(20.5) 

u. 

V 

oc~-t)==o; 

V 

okt'-11 == mv kt' 1 
; 

' I k~/10 (mva,,+ (- 1)'7 oa:,) == o. 

(20. 5) vaut dans JC' 0 c't,. ::JC' ayant pour base les kt11
; donc, vu les 

propositions 7. 1 a et 17 . 2-, 

(1) [15] Elementcirteilersatz, Cha p. XV, § 108. 
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D'après (20.4), k~11 est un cycle c~ki si mv;P o. Soient cr les v tels 
que mcr;P o et -:- les v tels que mv == o; on peut choisir k~1-

11 == o. Les 
relations précédentes deviennent 

(20.6) 
\ 
' • ~1:-litl == .Irg.n 0 a~+ I k~tl 0 (l~; 

1 
o,v-''= 0; a Okl;'- 11 = llla';,; Or·l/1= o; 

Oa~ == ( - I )'1-1 lnrrltcr j Oa~ == O. 

Soit 

les propriétés énoncées résultent de (20. 6 ). 

PROPOSITION 21 . 1. - 5~0l·ent un anneau canom·que sans torsùm :J{,, un 
anneau différentiel t1- de .filtratz'on nulle et un entier l > o. 

a. La filtration des éléments non nuls de Je( J{,1 (g) d.) est finie; 

pour l < r. 

Prem)e de a. - Nous utiliserons sur t1- un degré nul; la filtra-
tion de jc,t 0 t1- est la filtration associée à son degré ( ri 0 6). 
Soit h e ae( JCt@ t't) tel que/( h) == + oo; soit c un cycle de J{, 0 c:'t 
appartenant à la classe d'homologie h; soit q - 1 le degré maximum 
des composantes homogènes non nulles de c, puisque / (h) == + oo, 
il existe, vu la formule ( 8. 3 ), un cycle c' de la. classe h tel qùe 
/ ( c') > q : les composantes homogènes de c' sont de degré > q 
et c - c' ôx; d'après le lemme 21. 1, il existe y tel que 8y == c; 
donc h == o. 

Preuve de b. - D'après les propositions 10. 1 et 10. 4, Jezcl. == accl.; 
donc, vu la formule ( 'i7. 6 ), 

. ··- -

ae1-.q ( tK' 0 c:t) == ae( JC'-0 aett ). 
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Soit xeei1-r('-1C'@et,); on a ôxE@P+t+ 1 (J'C'@L't); appliquons le 
lemme 20. 1 en choisissant q == p + 1 : il vient 

donc 
ê~~r (JC10 et)== é!P(Jf/ 0 et)+ ëf+ 1 (J{/ 0 d); 

donc, vu (~). 14), x~-r est défini sur tfC1+ 1 (J'C10 et,); donc o,.== o 
pour l < r; donc 

et tout élément de lim JCr( J'C'0 et,) appartient à 
1'"7+ X) 

[ formule ( 9. 16) l-

CHAPITRE II. 

ANNEAU SPECTRAL ET !~NEAU fIL TRÉ D'HOMOLOGIE, RELATIFS A UN FAISCEAU 

DIFFÉRENTIEL.:.FILTRÉ, o'uN ESPACE LOCALEMENT COMPACT 

ET D'UNE APPLICATION CONTINUE. 

I. - Espace localement compact. 

22. Tous les espaces envisagés seront localement compacts ( 1 ). 
Soit X un tel espace; nous nommerons (2) voisùwge ouvert de l'oo 
toute partie de 4- dont le complémentaire est compact; nous nomme-
rons voisinage del' 7,) toute.partie de X contenant un voisinage ouvert 
de l'oo; si X est compact, chacune de ses parties est donc un voisinage 
de l'oo. Si Y C X, nous nommerons voisinage de Yu oo toute P?rtie 
de X qui est à la fois voisinage de Y et voisinage de· l' oo ; si X est 
compact, les voisinages de YU oo ne sont autres que les voisinages 
de Y. 

( 1 )_ [3 ], Chap. I; tout espace localement compact est par définition séparé 
( c'est-à-dîre de Hausdorff); il est même régulier ([ 3 ], Cha p. I, § 10, propo-
sition 9). 

(2) [3], Chap. I, § 10, Immer'sion d\rn espace localement compact d-ans un 
espace compact ( Alexandroff). 

Journ. de Jlath., tome XXIX. - Fasc. 1, 1950. 6 
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Nous utiliserons les propositions que voici : 

PROPOSITION 22. 1. - Une application continue tram/ orme un compact 
en un compact ( 1. ). 

PROPOSITION 22. 2. - 5,i F est une pmüe fermée et K une partie 
compacte d'un espace X et si F n K == o, il existe : 

a. un voisinage compact W de K tel que F n W == <i; 
b. un voisinage fermé V d~ FU oo tel que V n K == 0. 

PreuPe de a. - Tout point x de K possède un voisinage compact ne 
contenant aucun point de F; on peut recouvrir K avec un nombre fini 
de tels voisin ages. -

PreLwe de b. - V esl l'adhérence du complémentaire de W. 

PROPOSITION 22. 3. - Étant donntfs une application continue 0 d'un 
espace X' dans un espace X, une partie fermée F de X et un voisinage V' 

-L -1 

de 0 (F) U oo, il existe un voisinage fermé V de FU oo tel que 0 (V) CV'. 

Prelwe. - Nous pouvons supposer V' ouvert; son complémen-
taire CV' est compact; 0( CV') est donc compact, vu la proposi-

, -1 

tion 22. 1. Par hypothèse 0 (F)cV' donc Fn0(CV')==0. La 
-1 

condition à réaliser, 0 (V) CV' équivaut à la suivante: V n 0(CV') =0. 
On la réalise en choisissant dan"s la proposition 22.26, K == 0(CV'). 

DÉFINITION 22. 1. - Nous dirons que l'application continue 0 de 
l'espace X' dans l'espace X est propre quand elle possède les trois • 
proprz"étés suÙJantes, dont l' équù)alence se vérifie aisément: 

-1 

a. 0 apvlique toute partie compacte de X sur une partié compacte 
de X'; 

b. 0 applique toute partie fermée de X' sur une partie fermée de X 
-1 

et 0 ( x) est compact, quel que soit x EX; 
c. ou bien X' est compact; -ou bien X' et X ne sont pas compacts et si 

nous adjoignons à X ( et à X') un point à l'infini, w ( et w'), en sorte 

(1) [3] Chap. 1, § 10, théorème 1. 
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que X U w (et X' U w') est compact ( 1 ), si nous posons 0( w') == w, alors 0 
est une applicatz"on continue de X' U c,0' dans X U w. 

PROPOSITION 22. 4. - Étant donnés une· application propre 0 de X' 
-1 

dans X, une partz"e compacte K de X et un voisinage V~ de 0 ( K ), il 
-1 

existe un voisinage compact V de K tel que 0 (V) CV'. 

Preuve. - On peut supposer V' ouvert; 0( CV') est fermé, étranger 
à K; on choisit pour V un voisinage compact de K étranger à 0(CV') 
( proposition 22. 2 a). 

II. -- Faisceau. 

25. DÉFINITIONS o 'uN FAISCF:AU, o-'uN FAISCEAU CONTINU, o'uN FAISCEAU 

PROPRE. - Un faisceau œ, sera défini sur un ~space X par les données 
suivantes : 

a. un anneau 03( F) associé à chaque partie fermée F de X; 
b. un homomorphisme de 03(F) dans cB(F1 ) quand F 1 est une partie 

fermée de F; cet homomorphisme est nommé section par F 1 ; on 
notera Ft b l'élément de 03(F1) en lequel il transforme l'élément b 
de @(F). 

Ces données sont assujetties aux deux conditions suivantes : 

c. 03(0) == o; 
d. Si F 2 c F1 c F et si be u1(F), alors F 2 (F1 b) == F 2 b. 

La relation 
lim03 (V)== 03(F) 

V?-F [ Iim 03(V) == CB(F)J 
V?-FUoo 

signifiera que les deux propriétés suivantes ont lieu : étant donné 
bF E 03( F), il existe un voisinage fermé V de F [ de FU oo J et un élé-
ment bv de 03(V) tel que bF== Fbv; étant donnés un voisinage fermé V 
de F [ de FU oo J et un élément bv de u?J(V) tels que F bv o, il existe 
un voisinage fermé V 1 de F [ de FU oo J tel que V 1 CV et V thv== o. La 
relation lim 03(V) == o signifiera ceci : étant donné un voisinage 

V~oo 

( 1) [3] Chap. 1. § 10, Immersion d'un espace Joca]ement compact dans un 
espace compact (Alexandroff). 
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fermé V del' oo et bv E lf!J(V), il existe 'un voisinage fermé V 1 del' oo 
te_l que V 1 CV et V 1 bv == o; c'est toujours le cas quand X est compact: 
on prend V 1 == 0. 

Nota. - Les limites ainsi définies sont évidemment des lz'mitês 
directes. 

Un /aisceau continu sera un faisceau 03 possédant les deux 
propriétés suivantes, dont la première a toujours lieu quand X est 
compact. 

e. limo3(V) == o; 
V*° oo 

f. lim 03(V) == lî3(F), quelle que soit la partie fermée F de X. 
V~FUoo 

Un faisceau propre sera un faisceau œ, possédant les trois propriétés 
suivantes : 

e. lim03(V) == o; 

g. lim lî3(V) == lB(F), quand Fest une partie fermée, non com-
v~Fuoo 

pacte de X; 
h. lim 03(V) == 03(K), quand K est une partie compacte de X. 

V*°K 
Les propositions suivantes sont évidentes. 

PROPOSITION 23. 1. - Tout faisceau continu est propre. 

PROPOSITION 23. 2. - Sur un espace compact, tout faisceau propre est 
continu. 

24. TRANSFORMÉ D'UN FAISCEAU ci?,', DÉFINI SUR UN ESPACE X', PAR UNE 

APPLICATION CONTINUE 0 DE X' DANS UN ESPACE X. - Posons lî3(F)==03' [1/(F)], 
-l 

quelle que soit la partie fermée F de X; posons F 1 b == 0 ( F 1 )b, 
si be 03( F) et si F 1 CF; soit 03 l'ensemble de ces anneaux 03( F) et de 
ces sections; il est évident que 03 est un faisceau. Ce faisceau sera 
nommé transformé de 03' par 0; il sera noté 0 03'. 

PROPOSITION 24. I. - Une application continue transforme un 
faisceau continu en un faisceau continu. 

Preu"'e. - Proposition 22. 3. 
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PROPOSITION 24. 2. - Une application propre transforme un faisceau 

propre en un faisceau propre. 

Preure. - Propositions 22. 3 el 22. 4. 

2â. FAISCEAU GRADUÉ, FILTRÉ, DIFFÉRENTIEL, SPECTRAL. - Faisceau 
gradué. - Nous dirons que le faisceau 03 est gradué si 03( F) est 
gradué et si toute section transforme un élément homogène en un 
élément homogène de même degré. 

Faisceau .filtré. - 03 sera dit filtré s'il possède les propriétés que 
VOICI : 

a. cî3( F) est filtré; 
b. chaque section est un homomorphisme de filtration o. 

Les ÇJ,Lî3( F) constituent un faisceau gradué, noté 2J03 et nommé 
faisceau gradué de 03. 

Faisceau .filtré-continu, filtré propre. - Soit un faisceau filtré 03; ses 
éléments de filtrations::::::::::. p constituent, abstraction faite des propriétés 
multiplicatives, un sous-faisceau 03(,,); o1 est dit filtré-continu (filtré-
propre) s'il est continu (propre) ainsi que 03iPl quel que soit l'entier p. 

Faùceau di.fférenûel. - 01 sera dit différentiel si 03 ( F) possède une 
différentiation commutant avec toute section. 

Faisceau spectral. - cî3,. sera dit spectral si 03,.( F) est un anneau 
spectral et si toute section commute avec les différentiations ô,. et les 
homomorphismes<· On définit aisément le faisceau lim cî3,.. 

1·~+00 

Si 0 est une application continue de l'espace X dans un autre 
espace, si 03 est un faisceau gradué, filtré, différenliel ou spectral 
défini sur X, alors 0 03 est un faisceau de même nature. 

26. HoMOMORPHISME; QUOTIENT; HOllOLOGIE. - Un homomorphisme À 
d'un faisceau 01' dans un faisceau 03 défini sur un même espace sera 
constitué par des homomorphismes À de 03' (F) dans 03(F) permu-
tables avec chaque section. Un sous-faisceau 03' d'un faisceau ·03 sera 
constitué par des sous-anneaux c13'(F) de 03(F) tels que, si Ft c F, 
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alors F 1 63' ( F) C 63' ( F 1 ). Si chacun des v1' ( F) est un idéal de 63( F), 
le faisceau 63' sera dit z·déal de 63. 

Soit 63 un faisceau ( gradué, filtré); soit Ci?,' un ide al bilatère de 6?, 
(gradué si 63 est gradué); posons 63"(F) == '13(F)/63'(F); définissons 
la section de 63"(F) par Fi comme l'image de la section de 63(F) 
par Fi ; soit 63" l'ensemble de ces anneaux l'i3" ( F) et de ces sections; 
63" est un faisceau (gradué, filtré) qui sera nommé quotient de lB 

par 63' et noté 63/63'. 

PROPOSITION 26. 1. - Si 63' est un idéal continu (propre,flltré-contz·nu, 
filtré-propre) du faisceau 63 continu (propre,flltré-continu,jiltré-propre), 
alors 63/63' est un faisceau continu (propre, filtré-continu, filtré-propre) .. 

Preuve. - lim v1"(V) == o, puisque lim 03(V) == o. De même étant 
donnés F et b; E 63" ( F ), il existe un voisinage fermé V de FU oo 
(de F compact) et un élément b~ de 63(V) tel que b;== Fb~, puisque 63 
est continu (propre). Il reste à prou ver ceci : soient V un voisinage 
fermé de Fu oo (de F compact) et un élément b; de 63"(V) tels que 
F h;= o; il existe un voisinage fermé V 1 de FU oo ( de F) tel que V t CV 
et V i h;= o. Soit bv l'un des éléments de 63(V) dont b; est l'image; 
Fbv E 63' (F); puisque 63' est continu (propre), il existe donc un voisi-
nage fermé V 2 de Fuoo (de F) et b'2 e63'(V 2 ) _tels que V 2 cV, 
F(V 2 bv- b~) = o; puisque 63 est continu (propre), il existe un voisi-
nage ferméVt de Fuoo ( de F) tel que V 1 C V 2 et V1 (V 2 bv- b'.J == o; 
cette relation s'écrit V i hv_== V 1 b~; d'où V 1 h;== o. Donc 63 est continu 
(propre). Supposons 63 et 63' filtrés-continus (filtrés-propres); 
soient 63(Pl, 63'(Pl, 63"(Pl les sous-faisceaux constitués par les éléments 
de CJ3, 6?,' et 63" de filtration p; 63"(Pl == 63(Pl /63' (JJJ ( proposition 5. 2); 

par hypothèse 63(Pl et 6?,'(JJJ sont continus (propres); donc 6?,"(Pl est 
continu (propre). 

En particulier : sz· 63 est flltré-contz"nu (filtré propre), <;J,ô3 est continu 
(propre). 

Soit 63 un faisceau différentiel (-filtré, continu, propre, -filtré-
continu, -filtré-propre); les cycles des anneaux de ô3( F) constituent 
un faisceau ( de même nature); les cycles homologues à zéro consti-
tuent un idéal ( de même nature) de ce faisceau; les anneaux d'homo-

' ' logie ae63( F) constituent donc un faisceau ( filtré, continu, propre, 
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filtré-continu, filtré-propre) que nous nommerons / aisceau d'homo-
logie de 63 et que nous noterons f;F 63. Soit -o?, un faisceau différentiel-
filtré (-continu, -propre); les anneaux spectraux d'homologie ae,. 63(F) 
constituent de même un faisceau spectral ( continu, propre) que nous 
nommerons faisceau spectral d'homologie de 63 et que nous note-
rons $,.63. Soit X l'espace sur lequel 63 est défini; soit 0 une 
application continue de X dans un autre espace; on a 

( 26. I) 5"003 == 05 63; 

III. - Complexe. 

27. DÉFINITION. - Un complexe J{ sera défini sur un espace X par 
la donnée d'un anneau dijférentt"el et d'une loi associant à chaque 
élément k de cet anneau une partie formée de X, nommée support de k 
et notée S( k); cette loi est assujettie aux règles suivantes : 

( 27 . 1 ) S ( k - k i) c S ( k) u S (/~ i) ; 
(27. 2) k == o 
( 27 . 3 ) S ( ok) c S ( k) ; 

S ( k k1) c S ( k) n S ( ki); 
SI S (k) == 0; 

S(ak) == S(k). 

S(o)==0; 

Si la condition (27. 2) n'est pas vérifiée, nous dirons que J{ n'est 
pas séparé; les éléments à support vide constituent alors un idéal 3 
de l'anneau JC; d'après (27. 1) et (27. 3) 

S(k) == S(ki) quand k == k 1 mod ü; 

1~ complexe que constituent l'anneau différentiel tK/3 et les supports 
S(k mod ü) == S(k) 

sera nommé : complexe assoâé au complexe non séparé JC 
Si S( k) est compact quel que soit k E JC, nous dirons que JC est 

à supports compacts. 

Exemple. - X est une variété différentiable; k est une forme diffé-
rentielle extérieure définie sur X; x ES ( k) si cette forme n'est pas • 
identiquement nulle au voisinage de x. 

28. ÛPÉRATIONS SUR UN COMPLEXE. - Soit 0 une application continue 
de l'espace X' dans l'espace X; le corn plexe associé au corn plexe non 
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1 

séparé que constituent l'anneau .. ,c et les supporls O [ S( k)] sera 
-l -1 -1 

noté O JC et nommé transformé. de JC par O ; 0 k désignera le trans-
formé de k: 

(28. 1) s(-01k) -d [S(k)J; 0 k-::=. o si S (k) n O (X')== 9 et récil?roquement. 

Soit X 1 un sous-espace de X; soit O l'application canonique de X 1 
-l 

dans X; 0 ~K sera nommé section de ~'JC par X 1 et noté X I JC; de 
-l • 

même 0 k sera noté X 1 le : 
(28.2) S(X1k)-::=.X 1 nS(k); XJi:-::=.o si XtnS(k)==r>etréciproquement. 

Soit i.-1C' un complexe à supports compacts défini sur l'espace X', que 
l'application continue O applique dans l'espace X; le complexe défini 
par l'anneau de ~K' et les supports 0[ S(k') ], qui sont compacts, vu la 
proposition 22. 1, sera noté 0 JC' et nommé transformé de é_1{.' par O; 
Ok' sera l'élément de 0:JC' correspondant à l'élément le' de :JC': 

\ S ( 0 k') -::=. 0 [ S ( k')] ; 0 // o • si k' o ; 
t 0.K' est à supports compacts. 

(28.3) 

Les conventions suivantes sont faciles à légitimer: 
-l -l -l 

(28. 4 ) 0X1JC-::=.O(Xt).0JC si X1cX; 

(28.5) O(F').JC-::=. o(F'-0
1 x) si F' est une partie compacte de X'; 

(28.6) F0JC'-::=.0[-0
1 
(F).JC'] si JC'estàsupportscompacts etsiFestfermé; 

(28.7) 
(28.8) 

-1 
-l -1 ,--.__ 
r 0 JC-::=.OrJC; en particulier X2X1JC==X2JC s1 K~cX1cX; 

0(-r,JC')-::=. (Or) .. 1C' si ,)C'est à supports compacts. 

Soit JC un compl_exe défini sur un espace X; les sections F JC de JC 
par les parties fermées F de X constituent un faisceau 6!, qui sera dit 
faisceau associé au complexe JC; 5' m, sera noté 5' JC et nommé faisceau 
d'homologie du complexe JC 

PRoPosmo~ 28. 1. - Si le complexe :IC' est à supports compacts, 5'JC 
est continu et 9- 0 JC' === 0 ffe JC'. 

Preuve. - Le faisceau u3' associé à JC' est continu, d'après la propo-
sition 22. 2 b; il est évident que 0 @' est le faisceau associé à 0 JC'; on 
utilise les propriéLés de §î 6!,' énoncées à la fin du n° 26. 
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29. COMPLEXE GRADUÉ, CANONIQUE, FILTRÉ, SANS TORSION. - Complexe 
gradué, canonz·que. - Nous dirons que le complexe :J{, défini sur 
l'espace X est -gradué (canonique) si son anneau est différentiel-
gradué (canonique) et si 

(29. 1) XI k[1,]== () entraîne tcklfll==o (f.-[1,J homogène de degré p; x EX). 

Cette condition (:W. 1) peul encore s'énoncer 

( 29. 1 bis) s(I k(/1]) == U S(kfPl). 
/J I' 

Les transformés et les sections de /'IC sont alors gradués ( canqniques); 
le faisceau associé à (_1C est gradué (canonique). 

Complexe sans torSl·on. - Le complexe J'{, est dit sans torsion si 
l'anneau de x(_1C est sans torsion quel que soit xe X; autrement dit 

S ( mk) == S ( k) quels que soient k E JC et ni== entier~ o. 

Vanneau de :JC est alors sans t0rsion. Les transformés et les sections 
de i1C sont des complexes sans torsion. 

Complexe filtré. - Le complexe i1C défini sur l'espace X est dit 
filtré s'il possède les propriétés suivantes : 

a. Quel que soit xe X, xX est.filtré; 
b. Quel que soit k E ~JC, S ( k) est compact, de mt~me que l'ensemble 

S (Ji) ( k) des points x tels que/ ( xk) .L p (p entier). 

Nous filtrerons l'anneau de OC en définissant 

(29.3) j(k) == Borneinf.j(xk), 
::i·EX 

cette borne est atteinte en un point x de S(k), vu b P-t [3], Chap. I, 
§ 10, ( é?"): puisque l'intersection des su,)(k) est vide, l'un d'eux 
est vide. 

FJ'C et 0 J'C sont des complexes filtrés; le faisceau 03 associé à :J{, est 
un faisceau différentiel-filtré-continu d'après la proposition 22. 2; son 
faisceau spectral d'homologie ~F,.03 sera noté 5',.~JC et nommé/ aùceau 
spectral d'homologie du complexe J'C. 

Journ. de llfath., tome XXIX.·_ Fasc. t, rg5o. 7 
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PROPOSITION 29. 1. - Si le complexe c.K est.ft'ltré, sonfaùceau d'homo-
logz·e ~1ic.~IC est filtré-continu, son faùceau spectral d'lwmologù ~îi',.c.K 
est continu; 

Prem·e. - Le faisceau différentiel-filtré-continu LÎ?l a les propriétés 
énoncées à la fin du n° 26. 

;')(). LE COMPLEXE c.1C Ü c.~JC*, INTERSECTIO~ DES COMPLEXES '-){, ET c.1C*. -
Soient c.K el c.K* deux complexes définis sur un mème espace :\, 
/JC étant canonz·que: soit /IC 0 /1{* le produit tensoriel des anneaux 
de c.K el lie c.K*; soit x un point de~; nommons section de c.K 0 '-JC* 
par x l'homomorphisme de /1{ 0 X* sur xc.K@xc.K* qui transforme 

l'élément !Jµ@ k~ de /1{ 0 c.K* en l'élément~ ( .:vktL) 0 ( x k~) de 
µ µ 

(xc.1C)@(xtJC*); nommons support d'un élément de JC@iK* l'en-
semble des points x tels que la section de cet élément par x ne soit pas 
nulle; prouvons que ce support est fermé en établissant la proposition 
suivante : 

Si 

( 30. l) (xk\J.) 0 (xi.-µ)~= o, 
µ 

il existe un voisinage fermé V de x tel que 

(30.2) 

Preure. - ( 30. 1) résulte d'un nombre fini de relations entre des 
éléments de x:K et de xc.K*; chacune de ces relations exprime que :r 
n'appartient pas au support d'un certain élément de JC. ou de :K*; ce 
support est fermé; toutes ces relations subsistent donc quand on 
remplace x par un de ses voisinages convenables V; V vérifie 

. donc ( 30. 2 ). 
c.K@ <-K* muni de ces supports est un complexe en général non 

séparé. Le complexe séparé associé sera noté iK O JC* et nommé 
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intersection de (.)C et :JC*; l'image de~ kµ@k~ dans ~KO JC* sera 
(1, 

notée~ kµO k~ .. 
µ 

Avec ces notations l'équivalence de ( 30. 1) et ( 3o. 2) s'énonce 
comme suit: 

LEMME :~O. 1. - Six ( f kl'-0 k~ )=o, il existe u~ voisinage/nméV du 

poz·nt x tel que 
(V kµ) 0 (V/.·~.)=-= o. 

µ 

Les formules suivantes sont évidentes : 

(30.3) 
( 30. fi) 
(30.S) 

(30.G) 

J·(JC O JC*) == (.rc.'JC) 0 (xJC*); 

S ( k O k* ) c S ( k* ) n S ( k* ) ; 
F ( JC O JC *) == ( F J() 0 ( F JC*) == ( F JC) 0 JC * == JC O F JC* ; 

-1 -1 -1 
0 ( JC Q JC) == 0 JC Q O ,JC*. 

PROPOSITION :rn. 1. - X O (.1{* est (l supports compacts sz· (.1(* est à 
supports compacts. 

Cette proposition résulle de ( 30. 4 ). 

PROPOSITION 30. 2. - Si JC et i1C' sont deux complexes canoniques, 
alors JC O JC' et JC' O JC sont canonz·ques et ùomOJ]Jhes : l'élément 
//Pl O k'i 111 est homogène, de degré p + q; z"l lui" correspond dans tf{' O (.~,c 

l'élément ( - 1 )Pq k'l 11l O klt1l. 

Cette proposition résulte de ( 30. 3) et du n° Ui a. 

PROPOSITION :30. 3. - .Si J{, JC' et '"1{* sont trois· complexes, JC el J{' 
étant canonz·ques, alors 

(JC O JC') 0 JC'== JC O (X*Q c.ïC*). 

Cette proposition résulte de ( 30. 3) et du n° fa b. 

51. DÉFINITION DU COMPLEXE GRADUF: ou FILTRÉ ,J{' 0 /IC*. - DÉFI-
NITION 31. 1. - ,'-,'oz·ent un complexe canonique JC ,. un entz"er l et un 
complexe gradué /fC*, ~1{ et JC étant d~finù· sur un rnêrne espace. 
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Com'enons que, si kl 111 E t.1C et /r*lql e :IC* ont les degrés resoectifs pet q, 
alors klPl O k*lql est homogène de degré lp + q; :JC O JC*, muni de -ce 
degré est un complexe gradué, que nous noterons ~1C1 0 :1c*. Si la diffé-
rentielle de JC* est homogène de degré l, alors celle de '-K/ O :1c* est 
homogène de degré l, 

DÉFINITION 3i. 2. - Soient un complexe canonique t.n:, un entier let 
un complexe .filtré t.1C*, t.)C et t.1C* étant d~fi nis sur un même espace X; 
nous désignerons par [JC1 O JC* le complexe X O :1c* filtré par la règle 
suivante: 
(31. I) 

le lemme suivant justifie cette définition : 

LEMl\lE ;31 . 1. - Êta nt donnés le point x de X, l'élément I kP-0 :1c~ de 

.JC1 O i.1C* et un entier p tel que 

( 31. 2) 

il existe un voisinage fermé V de x tel que 

( 31. 3) 

;.Vota. - Si l'égalité a lieu dans ( 31. 2) elle a évidemment lieu 
dans (3i .3 ). 

La preuve de ce lemme est analogue à celle du lemme 30. 1 et est 
un cas particulier du raisonnement du n° 5a qm déduit ( 35. 2) 
de (35. 1 ). 

Propriétés. La définition précédente équivaut aux règles de 
calcul suivantes : k O k* est toujours défini; 

(31.4) kQ k*+ kQ k7== kQ(k*+ k;); kQ k*+ k10 k*== (k + ki) 0 k*; 
( 31. 5) 
( 31. 6) 
(31.7) 
( 31. 8) 
(31.g)_ 

,n(k O k*) == mk C k*== k O mk*; 
( k O k*) ( klP l O k; ) == k klP l O a-P k* . k; ; 

a (klPl Q k*) == ( - 1 )P klPlQ ak*; 
o(k[PlQ k*) == àk[PlQ k*+ (- 1 )Pk[P]Q M.*; 

x(k O k*) == .rk@xk*; 
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( 31. 10) kµO k~ ~o 
µ 

si et seulement si x ~kµ_O k~==o quel que soit x EX; 
\J. 

( 31. Il) 1(; kf'O k~) =1';~"J( x ;kf'O k~ )-

PROPOSITION 31. 1. - 1'-,'i ac contient une unité u telle que xu n'est 
di()isible par aucun entier, quel que soit x EX, alors u O k* est un 
isom01phisme, respectant support, degré et filtration, de ac* dans acto ac*. 

Preure. - On utilise la pr?position t 7. 6 et la remarque du n° 4. 

52·. COMPLEXE FJN. - DÉFINITION. - Soit un complexe ac, d~fzni sur 
un espace X; ac sera dit fin si, quel que soit le recow-'rement ( 1 ) fini, 
OU()ert de X U oo : 

V 

il existe des applications linéaires )," de ac en lui-même telles que 

(32.1) 

(32.2) 

En général ô),Jc ),,, ok. 

V 

s ( },, k) C V V () s ( k) ; 

Quand nous parlerons de complexe gradué-fin ou canonique-fin, il 
sera convenu que les Àv transforment un élément homogène de ac éii 
un élément homogène ·de même degré; quand nous parlerons de 
complexe filtré-fin, Îl sera convenu que 

(32.3) 

Quand ac possède une unité u ( de filtration nulle), la condition 

( 1) Un recouvrement fini ouvert de X U oo est constitué par un nombre fini de 
parties ouvertes V~ de X, dont l'une est un voisinage de l' oo et dont la réunion 
est_ X. Si X 1 est un sous-espace de X, iout recouvrement fini, ouvert de X1 u oo 
se compose des intersections par X1 des éléments d'un recouvrement fini, 
ouvert de X V oo. 
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que J{ est un complexe (gradué-, filtré-) fin s'énonce comme suit : 
quel que soit le recouvrement fini ouvert Vv de X U oo, il existe des 
éléments uv de J{ ( de degré nul, de filtration~ o) tels que 

(32.4) .!. llv== ll; 

V 

Soit X1 un sous-espace de X; définis_sons 
( 32. 5) ),v X1 k == X1 ),v k 

cette définition n'est pas ambiguë, car si Xi k == o, alors Xi Àvk == o, 
d'après ( 32. 2); cette définition prouve que X I J{ est fin. 

D'après ( 32. 2) et ( 32. 5) 

(3.2.6) 

Soit JC' un complexe canonique; les Àv opèrent sur J{/ O J{ qui est • 
donc fin; si J{ est filtré-fin, JC'lO J{, l'est aussi. , 

Supposons J{ canonique-fin; {f{, O :J{,* est fin; {f{/ O {JC* est gradué-
fin ou filtré-fin, quand JC* est gradué ou filtré. • 

8JC est un complexe (gradué-, filtré-) fin si JC est un complexe 
(gradué-, filtré-) fin, à supports compacts. 

PROPOSITION 32. 1. - a. Soit {f{, un complexe fin sur l'espace X; 
soù x e X; soit V' un voisl·nage de x .: soù :JC' le sous-complexe de JC que 
constituent les éléments k' de J{, tels que S( k') CV'; on a : xJC == x:J{,'. 

b. Soit JC un complexe fin~· soit J{,* le sous-complexe que constituent 
ses éléments à supports compacts; on a x:JC == xJC*. • 

c. Si J-C est un complexe filtré-fin et si ôÀv == Àvô, on a, en remplaçant 
dans les notations du 11° 9, e~, ... , pare: ( c:'t ), 
(32.7) 
(32.8) 
(32.g) 
(32. IO) 

epxJC) == x eç (JC) ;-
@Ç ( X JC) == X @Ç ( JC) ; 
e (xJC)==xe (X); 
@ (xJC) == x@ (JC). 

Preu()e de a. Soit V 1 un voisinage ouvert de x tel que V 1 -CV'; 
soit V 2 un voisinage de l' oo tel que V i UV 2 == X et que V 2 ne con-
tienne pas x; soit k e JC; on a, puisque :JC e-st fin, 
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d'où xÀJc === o, puisque xn V 2 == 0; donc 
xk == x).J(; S (Ï.i/t) c V', 

c'est-à-dire 
xkexJC'. 

Prem·e de b. - La proposition b s'obtient en choisissant, dans ln 
proposition a, V' compact. 

Preure de (32. 1). - Il est évident que xe;~(JC)cet(xJC). Réci-
proquement soient xe X et ke X tels que x ke e;\x~1C); d'après la 
définition d'un complexe filtré ( n° 29), x possède un voisinage 
fermé V' tel que V' /ce e;\V' JC); d'ou, vu (32. 3), en définissant ),. 1 

et À2 comme dans la preuve de a, 

c'est-à-dire 
xkex et (JC). 

Les preuves de (;_32.8), (32.g) et (32. rn) sont analogues. 

LEMME, 32. I . - Soi~ un complexe <-1C à supports compa?ts; soù j{,' un 
sous-complexe fin de JC, tel que x JC' • x JC, quel que soit x e X; 
on a JC' === JC 

Preuçe. - Soit ke 3C; à tout point x de X assoèions un élément k~: 
de 3C' tel que 

xk'x== xk; 

soit V;.; un voisinage ouvert de x tel que V.:c n'ait pas de point commun 
avec S(k- k~): 

si yeV.'>:.'; 

on. peut recouvrir S( k), qui est compac;t, avec un nombre fini de tels 
voisinages, les V v( v == 1, 2, .. ·., cü) : 
(32. II) Sl 

Soit V O un voisinage ( 1 ) de l' oo tel que V O n S ( k) === 0 et U Y 1 === X; 
, o::;;_v::;:w 

( 1) V0 s,Qbtient en appliquant la proposition 22. 2 b au complémentaire F 

deUVvetàK~=S(k). 
o<v:S:w 



56 JEAN LERAY. 

posons k'o-=== o_; (:_12. Il) vaut pour o~VL(ù. ULilisons l'hypothèse 
que J{/ est fin et transformons ( 32. 11) par Àv : il vient 

(32.12) l,yk:1 -==Àvyk -si yeYv; 

sinon Àvyk'., et Àvyk sont nuls, car ils ont d'après (:32.2) des supports 
vides; ( ;32. 12) vaut donc quel que soit y; sommons ( ;32. 12) p-ar 
rapport à v; posons_!. À,, k'., == k'; il vient d'après ( 32. 1) et ( 32. 5) 

V 

y k'-== yk. 

PROPOSITION 32. 2. - Soient sur un même espace X, un complexe 
gradué-filtré-fin .:JC' et un complexe gradué-filtré [IC; soit un homomor-
phisme À de l'anneau de JC' dans l'anneau de :JC; supposons que À 
définisse, quel que soit x EX, un isomorphisme, respectant le degré et la 
filtration, de x:JC' sur xJ-C. Alors À est un isomorphisme de JC' sur JC; 
cet isomorphisme n'altère ni le support, ni le degré, ni la .filtration. 

Prem'e. - Par hypothèse, k' et J .. k' ont même support, même degré 
et même filtr.ation; on peut donc identifier JC' à un sous-complexe 
de [I{,; il suffit d'appliquer le lemme 32. 1 à ce complexe et à ce sous-
complexe. 

LEMl\lE 32. 2. - Soient JC et JC* deux complexes définis sur un même 
espace X; supposons J{, canonique et S ( k) == X, si k o; supposons :J{,* 
gradué-filtré-fin; alors l'anneau de JC' 0 JC* esi le produit tensoriel 
:;cz@ J{,* des anneaux de [IC et JC*. • 

Preure. - Il est évident que si 

(32.13) !.kl'-@k~=o • ou 1(Ikµ@kP-)"' p 
µ. \. µ. 

(p : entier), 

alors 
( 32. 14) ou. 

Il s'agit de prouver la réciproque : 
pour tout xeX 

supposons (32. 14) vérifié, on a 

x(;kl'-Qkµ)=o ou 
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d'après le lemme 30. 1· ou 31. 1 toutxe X possède un voisinage ouvert V 
tel que 

IVkp,@'/kµ==o 
µ 

ou 

donc, puisque S(kµ) == X si kµ~ o, 

Ikµ@ \/kµ==o ou 
(J, 

On peut recouvrir US( k~.) qui est compact, avec un nombre fini de 
µ 

tels yoisinages, les V/ 1 L v Lw). Soit V O un voisinage de l' oo tel 

que Vo('\ U S(k~) == 0 et U Vv== X; on a 
µ o.::e•,::;:(J) 

I kµ@ V,Jîµ ==o 
µ 

ou /( IkµQS) Vv kµ) '::oo.p . ( oL vL ,,, ) ; 
[L 

utilisons l'hypothèse que JC* est fin et la formule (32. 6); -il vient 

Ik11.@ ).,1 kµ==o 
(J, 

ou f ( I klLQS) j,., kµ) p 
'(J. 

d'où (32. 13), en sommant par rapport à v, puisque}:} .. , est l'identité. 

PROPOSITION ;32. 3. - >._\'i {JC est un complexe canonique sur un espace X, 
si JC* est un complexe gradué-filtré-fin sur un espace X* et si 0 est une 
application continue de X* dans X, alors 

(32. 15) 

Prew)e. - Pour légitimer ( 32. 15 ), il faut proµver que 

o(I rl k(J.o kt.) 
[J. / 

et 

ont même support, même degré et même filtration; il suffit de montrer 
que, quels que soient le point x de X et l'entier p, la condition 

-o\x)(;-0
1

kµQkµ)=o ou 1[ü\.x)(;-0
1

kl'-Qkµ)]'::oo.p 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 1, 1950. 8 
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équivaut à 

JEAN LERA Y. 

x(~kµQ Ot.µ)=o 
µ ' 

ou 

autrement dit, il suffit d'établir la proposition quand X est un point x; 
or d·ans ce cas la proposition s'identifie au lemme 32. 2. 

55. DÉFINITION DE L ,ANNEAU [JC Q9 03, PRODUIT TENSO'RIEL DU COl\lPLEXE 

CA.NONIQUE JC ET DU FAISCEAU (Î3 ( cf. n° t5). - Soient JC et œ, un 
co_mplexe canonique et un faisceau définis sur un même espace X. 
Soit ':T l'algèbre sur l'anneau des entiers, qui a pour base les couples 
k X b d'un élément k de JC et d'un élément b de 03 tels que be â3( F), 
S ( k) CF et qui a pour table de multiplication 

p p 

on vérifie aisément l'associativité de cette multiplication. 
Les combinaisons linéaires à 'coefficients entiers des éléments : 

kx b+kx b1-kx lS(k)b+S(k)bi]; kx b+k1x b-(k+k1) x b; 
m(k x b) - (,nk) x b; m(k x b) - k x ,nb (m: entier), 

constituent un idéal de l'anneau ':T; ~fj~ est un anneau, que nous 
noterons t/C 0 CB et que nous nommerons produit tensoriel de t/C et CB; 
l'image de k x b dans JC Q9 cB est notée k Q9 b; les règles de calcul 
dans l'anneau JC 0 œ, sont donc les suiMntes : 

k@b est défini si keJC, beo3(F) et S(k)cF; 
si le premier membre est défini, on a 

( 33. 1 ) k 0 b + k 1@ b == ( k + k 1) 0 b ; 
(33. 2) k@ b + k@ ~1 == k@[S(k) b + S(k) bi]; en particulier: 
( 33 . 3) k @ b == k 0 S ( k) b ; 

(33.4) 
(33.5) 

,n(k@ b) == (mk) 0 b == k Q9 ,nb (m: entier); 
(k@ b) (k[Pl@ b1) == kk[Pl@ S(kk[Pl) a-Pb.S(kk[Pl) b1 • 

Si le faisceau 03 est différentiel, on définit une différentiation sur 
JC 0 03 en posant 

j a(k[Pl@b) == (- 1)Pk·[Pl@ab; 
( 33 • 6) ) a ( k[Pl@ b) == ok[PJ@ b + ( - 1 )P k[Pl@ ob; 
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la différentiation ainsi définie vérifie les conditions énoncées au n° 8: 
on le prouve par des .calculs identiques à ceux du n° f 3. 

54. L'ANNEAU GRADUÉ-FILTRÉ {/{,1@ 63, J{, ÊTANT BASIQUE ET (13 GRADUÉ-
FILTRÉ. - DÉFINITION. - Le complexe gradué {f{, est dz·t basique quand zl 
contz"ent des éléments homogènes k~ 1 possédant les propriétés suiçantes : 

1 ° tout k E {f{, est une combinaison linéaire • unique des k~'1 : 

/~-==- ImJJ,~kft ( mP,~ : entier, nul sauf pour un nombre fini d'indices); 
P,~ 

2° s(Imp,~kwi) = u S(kW'). 
P,~ mp,ft:o 

Bemarque. - Un complexe basique est évidemment sans torsion. 
Soient un complexe canonique basique {f{,, un faisceau gradué-filtré 03 

et un entier l; tout élément de {f{, ® 6?, se met d'une façon unique sous la 
forme 

Ik~ 1
Q9bp,[L, 

p,[L 

nous" déflnù·ons un degré et une filtration sur {f{, ® 03 en posant 

( 3fa,. 1) degré ( klPl 0 b[rtl) • lp + q; i(I k~'10 bp,µ)' == Min -l lp + j( b1,,u.)]; 
. P,[L 

p,[L 

l'anneau cJC ® c8 az·nsi gradué et filtré sera noté {f{,1 ® li?,. Il possède une 
différentielle homogène de degré l quand l8 possède une telle diffé-
rentielle. 

LEMME 34. 1. - Soient un complexe c_anonique basique {f{,, un complexe 
gradué-filtré {f{,* et le f aùcef:IU li?,* associé à {f{,*; l'anneau de {f{,z O {f{,* 
est {f(,i(g) 63*. 

LEMME 34. 2. - Soient un complexe canonique basz"que {f{ et un fais-
e eau dijf érentiel-.filtré (13; si ô -==- o sur {f{,, 

. P~·ew)e des lemmes i et 2. - {/{, est somme directe des sous-complexes 
que constituent les multiples entiers de l'un de ses éléments de hase; 
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il suffit de prouver les lemmes quand on rernplace JC par l'un de ces 
sous-complexes; alors le lemme 3'1. 1 est évident, le lemme 3/i. 2 
résulte du lemme 17. 3. 

PROPOSITION 34. 1. - a. Soient, sur un même espace X, un complexe 
basique JC et un faisceau d(tférenûel-filtré (i3; on a 

~JltlB étant muni de sa dijférentz"elle Ot; 
b. Soient, sur un mème espace X, un complexe basique (_K et un 

complexe filtré JC*; on a 

5'tJC* étant muni de sa d(/Jérentielle o1• 

Nota. - On opposera cette formule aux formules ( 3G. 6) et ( 3G. 7 ). 

Preu"'e de a. - Soit Ô' la différentielle nulle sur JC, égale sur (i3 à 
celle de 03; sur JC'0 03, /(o - Ô') == l; d'après la proposition HL 7 
et le lemme 34. 2, 

d'après la proposition JO.? la différentielle o1 de ae,( :K/ 0 03) s'obtient 
en utilisant ô sur X et o, sur 5'1li3; d'où la formule ( :H. 2 ), puisque 
ael+i est l'anneau d'homologie de ael. 

Preu~e de b. - b résulte de a et du lemme 3!i. 1. 

5â. DÉFINITION DU COMPLEXE GRADUÉ-FILTRÉ :J{1 Ü lÎ3 INTERSECTION DU COl\1-

PLEXE CANONIQUE :J{ ET DU FAISCEAU DIEFÉRENTIEL-GRADUÉ-FILTRÉ-PROPRE {i?,. -

LEMl\lE 35. 1. - Soient un complexe canonz·que :JC et un faisceau 
dijférentiel-gradu_é-Jiltré-propre 03, définis sur un espace X; soient k E JC 
et b E 03[S(k )] ; posons 

x ( k 0 b) -== x k 0 x b SI x e s ( k) ; 
x(k 0 b)-== o sinon. 
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Je dis que l'ensemble S (; kµ. (8) bµ.) des points x tels que 

x(; kµ.@bv-) o et que l'ensemble SIP1 ( f kl'-@ bv-) des points x tels 

que f [ x ( ;kl'-@ bl'-)] L p sont compacts. • 

Preu~e. - D'après les conditions e et g du n° 25, xbµ n'est défini et 
non nul que six appartient à une partie compacte Kµ de S ( kµ); donc 

Si"(;kl'-0 bl'-)c s(~>l'-0 bµ. )c y Kµ 

pour prouver que s11,1 (; kµ@ bµ.) et S (; bv-&} bl'-) sont compacts il 

suffit donc de prouver qu'ils sont fermés, c'est-à-dire de prouver la 
proposition suivante-: Si 

ou 

il existe un voisinage V de x tel que 

(3:i.2) ou pour ye V. 

Nous ne modifions pas le fait à démontrer en supprimant les kµ. dont 
le support ne contient pas x et, vu les conditions g et h du n° 23, en 
supposant 

bµ E 03 [ S ( k µ.) u W], 

W étant un voisinage convenable de x; l'hypothèse ( 35. 1) s'écrit 

~(xkµ.) @xbµ== o 
µ 

elle résulte : 

ou 

1° d'un nombre fini de relations entre des éléments de xJC et 
de xô3(W); 
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2° des filtrations d'un nombre fini d'éléments de xlî3('V). 

Ces relations expriment que x n'appartient pas aux supports de cer-
tains éléments de J{ et que la section de certains éléments de Ci3(W) par x 
est nulle; puisque les supports des éléments de é.JC sont fermés et que lî3 

est propre, on n'altère pas ces relations et l'o:n ne diminue pas ces 
filtrations en remplaçant x par un point arbitraire y d'un voisinage 
convenable de x; ( 35. 2) est donc exact. 

DÉFINITION 35. 1. - Soient un complexe canonique ,){, et un faisceau 
différentiel propre, définù sur un espace X ; nous nommerons r..'K O cB le 
complexe associé au complexe non séoaré que consll·tuent l'anneau é.'K 0 lÎ3 

et les supports compaclr S (; kv-0 bv-) dé finis par le lemme 35 . 1 ; 

x( '---,c O lB) C x:K 0 li3(x); l'élément associé à 10 b est noté k Ob. 
Supposons lB différentiel-gradué-filtré- propre; utilisons sur x( J{ O lB) 
la filtration de ( xJCY@lB( x) ( n° 14); nous définissons ainsl·, d'après 
le lemme 35 . 1, une filtration du complexe {f{ O lB; posons 

degré ( k[PJ O b[,1J) == lp + q, 

si pet q sont les degrés de k[f,] et b[rJ]; r..K O œ,, aùzsl· gradué et filtré, 
sera noté ;,cz O â3. 

Remarque. - Si v?, est filtré et a le degré nul, alors la filtration de 
~"J{,1 O v'3 est celle de {JC 0 O lî3 augmen~ée del fois le degré de J(f O CB. 

Propriétés de JC1Q cB. - La définition précédente équivaut aux 
règles de calcul suivantes : k Ob est défini si k E tK, b E œ(F), 
S(k)c F; si-le premier membre est défini, 

(35. 3) k Ob+ k10 b == (k + kt) 0 b; 
( 35 . 4 ) k O b + k O b 1 == k O [ S ( k) b + S ( k) b 1 ] ; 

( 35 . 5) k O b == k O [ S ( k) b] ; 
(35.6) 
(35.7) 
(35.8) 
( 3!i. g) 

( 33. IO) 

,n(k Ob)== (mk) Ob== k O mb (m,: entier); 
( k O b) ( k[Pl O b1) == kk[PJ O S ( kk[Pl) <r'I b. S ( kk[Pl) b1 ; 

a ( k[Pl O b) == ( - 1 )P k[Pl O a b ; 
ô(k[PlQ b) == o/([PlQ b + (- 1)Pk[PlQ ôb; 
\ x ( k O b) == x k &) x b si x E S ( k) ; 
i x(kGb)-o sinon (xeX); 
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( H:i. 11) I kp.Ü bµ.=: o si et seulement si .x I kuO bp.== o quel que soit x EX; 
µ µ 

(:l:i.1'.>.) /(; k1.0 b1") = Bor~:;nf. J[x(; k"O b1')} 

degré k[JJJ O 1)'tl == lp + q. 

PROPOSITION 3~J. 1. - /ù' ~1{, est un complexe canonique, si tlC* est un 
complexe à supports compacts et sz· 63* est le f aùceau associé à i1C*, alo,~ç 

JC Ü u?/== ,JC Q t/C*; 

si '-JC* est gradué-filtré, alors 

Preu()e. - Ou identifie aisément la définition et les règles de calcul 
de i'"IC O œ/ et JC O ~JC*. 

56. PrrOPRIÉTÉS DE ~Jf}Q 63,- QUAND '-,C EST FIN. - PROPOSITION ;Jf>. I. -

1Soz·ent, sur un même espace X, un complexe canonique-fin c:.JC et un faù-
ceau dijf érentiel-gradué-filtré-propre œ, : 

a. i1C1 O 63 est un complexe gradué-filtré-fin. 
b. x( ~1C'Q 03) == ( x:JCY@63( x). 
c. Si 63' est un second f aùceau dzfféren_tz"el-gradué-filtré-propre d1fini • 

sur X, si À est un homomorphisme de {i3' dans œ, et si À constitue, quel que 
soit xe X, un isomorphisme, respectant le degré t·t la filtration, de 03' (x) 
sur ci?,( x )°; alo,s ) .. définit un isomorphisme de :J{/ O 63' sur '-K-' O cB; cet 
isomorphisme respecte le degré et la filtration. 

d. Si OC 'est un complexe canonique, défini sur X, 

( ,X' 0 JC) z O 03 == JC' t O (._Kt O cB). 

e. Si Fest une partz'e fermée de X, 

F(.x:10 cî3) == (F JC)'O 03. 

J. l.._'-J'i G est une partz'e ouç,erte de X et si cB( F) == o sauf sz· F est une 
partie compacte de G, 

JC10 li)== ( GJC )10 63. 
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g. Si JC* est le sous-complexe de JC constitué par les éléments de JC 
dont le support est compact, i.1C* est un complexe canon·z·que fin et 

J(*l Ü 03 == .)(l Ü Ci?,, 

Preure de a. - On pose 

Àv(k Oh)== (Àvk) Ob. 

Preuçe de b. - Par définition 

x( tl(10 (13 )C ( .r.X )10 (13 (X). 

Il s'agit donc, étant donnés k E '-K. et be ci3( x ), de prouver que 

• ( X k) 0 b E ,1-' ( J{ 0 03). 

Puisque ô?, est propre, il existe un voisinage fermé V' de x et un 
• élément b' de LB(V') tels que b == xb'; d'après la proposition 32. 1 a 
Il existe un élérrient k' de iK tel que 

S(k') eV', xk'== xk, 
d'où 

( Tk) Q9 b == (:rk') Q9 (,rb') == /r:(k' Q //) E x(:JC Q Œ). 

Prew·e de c. - ) .. définit un homomorphisme del' anneau de :X1 O a?,' 
dans l'anneau de '-1CZQ Li3 et, vu b, un isomorphisme, respec-
tant degré et filtration, de x( ~1CZ O 03') == ( xJCY@ LW ( x) sur 
x({IC1 O ô?,) === ( xtlC )' 0 03( x ), quel que soit x EX. Pour conclure il 
suffit d'appliquerles propositions a et 32. 2. 

Prem:e de d. - D'après b et la formule (30. 3), 

x[JC"Q (JC1Q 63)] == (xJC')10 (xJC)JC10 63(.:r) == x[(JC'Q JC)10 63J, 

l'homomorphisme 

définit donc un isomorphisme de x [ JC'' 0 ( JC' O ô?,)] sur 
x[( JC O JC')1 O ô?,J; pour conclure il suffit d'appliquer la propo-
sition 32. 2, en notant que JC'lQ ( oczo ô?,) est gradué-filtré-fin. 

Prew·e de e. - On applique de même la proposition 32. 2 à l'homo-
morphisme 
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Prem'e de f. - D'après la proposition 22. 2 a, c13 constitue un 

faisceau propre sur le sous-espace G; ( GJCY O c13 est donc défini. 
D'autre part les supports de tous les éléments de OC'O l13 appartiennent 
à G et par suite ocz O l13 == G ( [I{/ O 63 ). On applique la proposi-
tion 32. 2 à l'homomorphisme 

Prew,,e de g. - La proposition 32. 1 b permet d'appliquer la propo-
sition 32. 2 à l'homomorphisme canonique de OC*' O c13 dans OC' O c13. 

LEMME 3G. 1. - Soz·ent, sur un espace X, un complexe canonique fin 
sans torsion ~JC et un f azsceau gradué-fltré-propre {i3; 

a. si o?/ est un sous-/ aùceau propre de 63, 

(36. 1) Jf/Q63'c.xzQ03; 

b. si (13' est un zdéal propre de (13 on a, entre les anneaux de OC' O l13, 
oct O (13' ,et ~JC' O ( c13/c13') la relation 

(36.2) 

Prew'e de a. - L'homomorphisme canonique de JCZO (13' dans 
JC' O cB est un isomorphisme respectant support, degré et filtration, 
car, vu ( 17. 1) et la proposition 3G. 1 b, 

x( JC1 O 03') == (xJC)l0 Œ' (x) C (x:JC )z 0 63(x) == x( jet Qci3 ). 

Preure de b. - Soit À l'homomorphisme canonique de JC1 O c13 dans 
'-1C1 O ( c13/c13'); soit Dt l'ensemble des éléments de JC1Q ci?, que ), 
annule; vu a • 

JC1Q Lî3'Cc9t; 

d'après la proposition 3G. 1 b et la formule ( 17. 2) 

X ( JCJ O 03') == ( X JC ) l 0 01' (X) == X c9t ; 

donc, vu le lemme 32. 1, 

LEMME 3G. 2. Remplaçons dans les définitions du n° 9 l'anneau 
différentiel-filtré L't par un f aisreau différentiel-filtré (13 ou un complexe 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 1, 1950. 9 
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.filtré ~JC*; e~~, ûJ~'. def•iennent ( abstraction faùe de !ri différentl°ation et de 
la multiplication) des sous-/ aisceaux de œ,, que nous noterons e~ 63, co:~ li3, 
ou des sous-complexes de [JC*, que nous noterons e~'. '"'JC*, liJ~ /J{.*. Soient sur 
un espace X un complexe canonique-Jin sans torsion /J{ et un faùceau 
dffférentiel-.filtrl-propre œ,; si ô === o sur '"K, on a • 
( :J6. 3) è{'. ( DC0 0 cG) == :JC 0 0 èf. ci?,; 

( 36. -~) cDn .. K 0 Q o3) == .. Ko Q cD{'. ci3. 

J>reuw:. i~,co O e~'. li3 Ce~'. ( '-'JC0 O d3) d'après Je lemme 3ô. 1 a; 
d'après les formules ( ;32.? ), ( 17. 3) et la proposition 3G. 1 b, 

.:1' pc0 0 èf. 03) == ;,t'en :1c0 0 03); 

d'où (:l6.3), vu le lemme 32. 1.· On prouve de même (:l(L4). 

LEMME ;Hj. 3. - Soient sur un espace X un complexe canonique-fin 
sans torsion J{ et un f aùceau dtjf érentz'el-jiltré-propre li3; si ô === o sur /JC, 
on a 
(36.5) 

Prew'e pour l === o. - On porte ( ;3G. 3) et ( ;J(L 4) dans la définition 
(9. g) de Zlè,.; on utilise le lemme 3ô. 1 b. 

Preure pour l o. - Donnons à œ, un degré nul; sur JCi O @, ô est 
homogène de degré nul; augmentons la filtration de ,:J{. 0 O 6?, de l fois 
le degré de i'JC 1·0 (13: on obtient la filtration de J{JQ lî?> vu la remarque 
du n° 5a et la formule ( 36. 5) vu la remarque du n° 11. 

PROPOSITION 36. 2. - a. Soient sur un espace X un complexe cano-
nique-fin sans torsion JC et un faisceau différentiel-filtré-propre Cî?>; on a 

(36.6) 

5 1 étant muni de sa différentielle Ô1 ; 

b. Soient sur un espace X un complexe canonique-fin sans torsz·on :JC 
et un complexe filtré JC*; on a 

ae1+ 1 ( x 1 o JC') = Je ( JC' O >hJC'); 1 

5t étant muni de sa différentielle ô,. 
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PreU()e de a. - Soit Ô' la différentielle de {j{} O @ nulle sur JC, égale 
à ô sur 03; /(ô- o') == l; donc, vu l~ proposition 10. 7 a, 

{Je, ( xJ o 03) == {Je, (OC' o 03), 

c'est"""'.à-dire, vu ( 3G. 5) 

D'après la proposition iü. 7 c, Ot s'obtient en utilisant au second 
membre ô sur J{, et ôz sur S,tO?,; d'ou ( 3G. 6 ), puisque ae1+1 est l'anneau 
d'homologie de aet. 

' Preuve de b. - On utilise a et la proposition 35. 1. 

IV. - Couverture. 

37. DÉFINITIO~ ET PROPRIÉTÉS DES COUVERTURES. - DÉFINITION. - Nous 
nommerons cou(>erture d'un espace X tout complexe tf{, défini sur X ayant 

. les propriétés que voici : 

a. :JC est un complexe canonique, sans torsion, dont le degré est~ o; 
b. :JC possède. une unité u telle que S ( u) == X; 
c. quel que soit xe X, les éléments de aex:JC sont les-multiples entiers 

de la classe d'homologie contenant xu. 

PROPOSITION 37. 1. - u est un cycle homogène de degré nul; la classe 
d'homologie () de u est une unz"té de ;Je:JC; si m ==entier~ o, alors 
mu~o, m()_~·o, mxu~o, mx()~o, oûxeX; u, f', xu, X()nesont· 
dù)zsibles par aucun entier autre que + 1. 

Preu()e. - u est un cycle· de degré nul d'après la remarque du n° 4. 
mxu o, car OC.est sans torsion. Si mx() = o, alors mxu rv o, c'est-
à-dire, vu que u est de degré minimum et ô de degré+ I' mxu == o, 
ce qui ne se peut. Supposons X()== mh, où h e aex:JC; on peut rem-
placer h par sa_ composante homogène de degré nul; d'après c, il 
existe un entier n tel que h == nx(); d'où mn = 1, m === + 1. Suppo-
sons x u ===mie, où k E x :JC; on a m 'Bic=== o, donc ôk === o; soit h la classe 
d'~omologie de li:; X()== mh; donc m == + 1. • 
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PROPOSITION 37. 2. - Si J-C est une couverture de l'espace X, si 0 est une 
-l . 

application continue d'un espace X' dans X, alors O JC est une couf•erture 
de X'. 

Cette proposilion est évidente; elle a pour cas particulier la 
suivante : 

PROPOSITION 37. 3. - sz· ""IC est une coucerture de l'espace X, si X1 est 
est un sous-espace de X, X1 c.K .est une cou~·erture de X. 

PROPOSITION 37. 4. -Si "K et "K' sont deux coLœertures d'un espace X, 
tlC O iK' et JC' O "K sont deux courertures de X, canpniquement 
isomorphes. 

Prew·e. - ",c O "K~ est éanonique, d'après la proposition 30. 2, et 
possède l'unité u Ou'. D'après ( 30, 3 ), 

( 37. I) x(.)( O JC') == (xJC) 0 (xJC'), 

x JC et XiJC' sont sans torsion; on déduit aisément des J?roposi-
tions t 7. 1 • et 17. 2 que le produit tensoriel de deux anneaux sans· 
torsion est sans torsion; donc x( J{ O J-c') est sans torsion; donc 
"KO "J-c' est sans torsion. Enfin ( 37. 1) et la proposition 18. 1 d prouvent 
·que 

Je [ x ( Je o Je') J == Je ( x Je) 0 Je ( x JC') ; 

Je[ x( "KO iJC')] est donc l'ensemble des multiples entiers de la classe 
d'homologie contenant x( u Ou'). La proposition 30. 2 prouve que 
iJC O JC' ~t JC' O J-C sont canoniquement ispmorphes, cet isomor-
phisme conservant degré et supports. 

PROPOSITION 37. 5. - Si JC est une coucerture de X, sz· u est l'unité de iJC 

et si J-C* est un complexe graduéiiltré défini sur X, alors u O k* est un 
isomorphisme canonique, respectant support, degré ei filtraûon, de "JC* 
dans IJ-cz O J-C*. 

Prew·e. - On utilise les propositions 31. 1 et 37. 1 .. 

LEMME 37. 1 . ....:.... Soit iJC une cow·erture de X; soit u son unité; soit iJC* 

un complexe défini· sur X, fin, à supports compacts, sur lequel Ô == o. 
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L'ùom01phisme canonique de X* dans '-1C O JC* (proposition 37.5) 

définit un isomorphisme canonique de ·:K* sur ae ( JC O JC*). 

l'reu()e. - füant donné un cycle c de JC O '-1C*, il s'agit de prouver 
qu'il existe un élément unique k* de JC* tel que 

(37.2) C rv ll Q k*. 

Soit x e X; d'après ( 30. 3) et la proposition f8. 1 d 

( 37. 3) JC lx (.x: O JC*)j == :,c (xJC) x·JC; 

il existe donc un élément 1mù1ue x 1c: de x JC* tel que 

(37.4) XC rv X ( ll Q k_;.) j 

d'après le lemme 30. 1, x possède un voisinage ouvert V.,: tel que 

V.-i-C rv Y.r ( ll Q k.:.) j 

on peut recouvrir S ( c ), q.ui est compact d'après la proposition :30. 1, 

avec un nombre fini de tels voisinages, les V/ v === 1, 2, ... , ûJ ); 

(37.5) 

d'après la proposition 22. 2 b, il existe une partie ouverte V O de X 

telle que Vo n S ( c) === ü et que U V,== X; soit k~ === o; c:n. 5) vaut 
0::::: '/::::: (ü 

pour o LV L ûJ. Utilisons l'hypothèse que i1C* est fin, la formule 
( 32. 6) et le fait que les),,, respectent ô et les homologies, car ÔJC* === o; 
(37. 5) donne 
( 37. 6) /.,1 C rv ll Q f.., k;, 

d'où résulte ( 37. 2 ), puisque /1.,, est l'identité. Il reste à prouver que 

( 37. 2) détermine k* sans ambiguïté; de ( 37. 2) et ( 37. 4) résulte 

x k_:. est déterminé sans ambiguïté; donc xk* et par suite k* sont déter-
minés sans ambiguïté. 

PROPOSITION 37 .6. - Soù JC une couverture d'un espace X; soit '-1{,* un 
complexe défl'!i sur X, fin et à supports compacts. L'isomorphisme cano-
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nique À de J{* dans c.K O :1c* ( proposition 37. 5) définit un isomorphisme 
de ~1CJC* sur a-e ( :,c O JC*). 

Prezwe. - Utilisons sur JC* une filtration nulle; soit 'ô1 la différen-
tielle égale à ô sur JC et à o sur JC*; d'après le lemme 37. 1 et la propo-
sition 10. g, À définit un isomorphisme de c.K* sur tJè' ( c.K-1 O Je*) 
== JC~ ( :1c-1 O ~1C*); donc, vu la proposition 10. 7, À définit un isomor-
phisme de JC* sur ae0 ( c.K-1 O c.1C*); À définit donc ( proposition iO. 6) 
un isomorphisme de ae, JC* == tlèJC* sur ae1 ( c.K- 1 O :1C*), qui est donc 
de degré nul et par suite (proposition 10. 4) identique à ae ( JC O JC*). 

PROPOSITION 37. 1. - Tout espace X ( de dimension n) possède une 
courerture fine ( dont le degré a pour maximum n ). • 

Cette proposition résulte des exemples de couvertures fines donnés 
aux Il05 38 et 40. 

58. CouvERTURES FINES D' ALEXANDER ET DE CEcu. - DÉFINITION. -

Étant donné un espace X [ dont les points sont totalement ordonnés] eMi-
sageons ( n° i 6) l'anneau d' Alexander [ de Cech] JC attaché à X : ses 
éléments homogènes de degré p sont les fonctions k(x0 , x 0 ... , xp) des 
points x 0 , X1, ••• , xP de X [tels que x 0 < x 1 < ... < xP]. Définissons 
S ( k) comme l'ensemble des points x de X dont tout voisinage contient 
p + 1 points x 0 , x 1 , ••• , Xp tels que k(x0 , x 1 , ..• , xp) o 
[ et x 0 < x 1 < ... < xp]· Cet anneau muni de ces supports constltue un 
complexe non séparé. Le complexe séparé Er, associé à JC sera nommé 
couverture fine d' Alexander [ de Cech] ( 1) de l'espace X. 

Justification. - Ef. est canonique, sans torsion; ses éléments sont de 
degrés o; Er, possède une unité : la fonction u ( x 0) == 1; S ( k) est 
fermé. Il faut prouver que ae ( x~) se réduit aux multiples entiers de 
la classe d'homologie de xu : soit xk l'im«].ge canonique de k dans x~, 
si xk est un cycle, c'est que ok est nul quand ses arguments appar-
tiennent à un voisinage de x; donc d'après la proposition 16. 1 : 

si p > o, k est égal à une différentielle au voisinage de x et xk rv o; 

( 1) Notre définition s'inspire d'Alexander et de Cech, [1 ]. 
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si p == o, k est constant au voisinage de x et xk est un multiple 
entier de xu. 

Il reste à prouver que ::f- est fin : soient V/ v == 1, 2, ••• , (ù) des 
partie~ ouvertes de X telles que U Y,=-= X; soit u,l Xo) la fonction 

" 
égale à I en les points de V, n'appartenant pas à V1, V!!, ... , V,_1, 
nulle ailleurs; les relations ( 32. 4 y sont satisfaites. 

:i9: CouvERTURE E1' COMPLEXE BASIQUE DE CEcn ATTACHts A 11N RECOUVREMENT 

FERMÉ, LOCALEMENT FJNI R. - DÉFINITION 39. 1. - Soà un espace X. Soit 
un recou()rement fermé, localement flni, totalement ordonné Il de X : 
c'est un ensemble totalement ordonné de partz"es fermées Fp. de X ayant 
les propriétés sui()antes : U F P.== X; les F P. rencontrant une partie com-

LJ. 

pacte de X sont en nombre .fini. En()isageons l'anneau de Cech ( 2 ) atta-
ché à l'ensemble R des F tJ. : ses éléments homogènes de degré p sont les 
fonctions k ( F O, F 1 , ••• , F p) de p + 1 éléments de R tels que 
F 0 < F 1 < ... < FP" Définissons S ( k) comme l'ensemble des poz'nts x de 
X appartenant à p + 1 éléments F 0 , F 1 , ••• , FJJ de X tels que 
F 0 < F 1 < ·. -< FJJ et k(F0 , F 1 , ••• , 1~--J>) o. Cet anneau, muni de 
ces supports, est un complexe non séparé. Le complexe séparé associé, i.K, 
sera nommé couverture de C''ech de X attacliée au recouvrement R. Pour 
que l'image de k dans ;JC soit nulle il faut et il suffit que 
k(F0 , F 1 , ••• , Fp)==o chaque fois que F 0 <F\< .. . <FJ> et 
F O n F 1 n ... n FJJ~ 0. On peut donc convenir que les éléments homo-
gènes de i.1C sont les fonctions à valeurs entières k ( F O, F 1 , ••• , FP) qui 
sont définies quand F 0 < F 1 < ... < Fpet F 0 n F1 n ... n FJJ~ o. 

Justification. - S ( k) est la réunion des F O n F1 n ... n FP tels que 
F 0 <F1<·. -<FP et k(F0 , F1, ... , FP)~o; puisque R localement 
fini, S (k) est donc fermé. L'anneau x~1C est l'anneau de Cech défini 
par l'ensemble des xFµ. non vides; vu la proposition i6. 1, ae(xJC) est 
donc l'anneau des entiers. 

(2) En uti-lisant un anneau d,Alexanc;ler, on définirait la couverture d,Alexander 
attachée à R; son emploi est moins avantageux : elle a des éléments non nuls de 
tous les degrés ::::::::,. o, alors que la couverture de Cech vérifie la proposition 39. 1. 
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DÉFINITION 3\L 2. - Nous nommerons complexe basiqtff de l'ech, 
attaché au recourrement Il, le sous-complexe '")C* de la courerture de Ccch 
JC attachée à R qu'engendrent les fonctions k ( F\,, ••• , F,JJ) qui ne 
diffèrent de o que pour un nombre fini de Jystèmes d'arguments: une base 
de JC* est constituée par les fonctions k(F0 , l~\, ... , FP) valant I pour 
un système d'arguments, o pour les autres. t.K == '"){* lorsque Rest fif!,i. 

La proposition suivante est évidente : 

PROPOSITION :39. 1. - Le maximwn du degré de la courerture et du 
complexe basique de Cech attachls au recom'rement K. est n - 1, n étant 
l'ordre de R, c'est-à-dire le plus petà entier tel que l' intcrsectz·on de 
n + I éléments de H. soit toujours vide. 

PROPOSITION 39. 2. - Soient JC et JC* la courerlure et le complexe 
basique de Cech attachés à un recomTement d'un espace X; soit J{,' un 
complexe gradué-filtré d~(ini sur X; on a 
( 39. 1 ) .)C1 O J{,' == JC*1 O .)C'. 

Prem·e. Étant donné Ir E ~,c et k' E :JC', il existe Ir* E JC* tel que 
k O k' == /,:* O k' puisque S (k') est compact. 

40. COUVERTURE FI~E DE DEGRÉ n n'uN ESPACE An DIMENSIONS. - Rappe-
lons trois définitions importantes des espaces à n dimensions; l'équi-
valence de ces trois définitions est classique ( 1) : 

DÉFINITION .'JJ). 1 (Lebesgue). - Un espace est de dimension Ln quand 
il est métrique ( 2 ), séparable (3 ), et qu'à chacun de ses recourremcnts 

( 1) Voir: HUREWICZ et "\VALLl\lAN, Dimension theory [ Princeton Unir. Press, 
1941, ( théor. V 5 et V 8, ex. Ill 6)]. Une partie de cette théorie est exposée 
dans la Topologie d'Alexandroff et Hopf : Chap. IX, §. 3. 11 existe d'autres défi-
nitions de la dimension : voir ALEXANDROFF, lfoPF et PONTRJAGIN, Comp. Math., 
t. 4, p. 239-2.55. 

(2) Un espace X est métrique quand sa topologie peut être définie à raide 
d'une distance p (x, y) : six, y, z EX, 

p(x,y)::::::::,,.o; p(x,y)>o si x~y; p(x,y)==p(y,x); 
p(x, z)Lp(x,y)+p(y, ,:;). 

C1) Un espace séparable est la fermeture d'une des ses parties dénombrables. 
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jinù· ow·crts peut-ètrè associé un recow-rement .fini ouvert, plus Jin ( 1' ), 
d'ordre L n + I . 

DÉFINITION l10. 2 ( Menger-U rysohn ). - Un espace est de dimension 
Ln quand il est métrù1ue, séparable et que chacun de ses poz"nts possède 
des voisinages arbitrairement petits dont les frontières sont de dimen-
sions < n. L'espace vide est de dimension - I. 

DÉFINITION .'iQ. 3 ( Menger-N ôbeling ). - Soit E2 n+i l'espace cuclidic,i 
à 2 n +_ 1 dimensions; un espace X est de dimension Ln s'il est homéo-
morphe à une partie fermée de E211+ 1 ne contenant aucun point ayant 
plus de n coordonnées rationnelles. 

ReT(larque li0. 1. - Si X est de dimension n et si XC E:.!n+1, l'un au 
moins des points de X an coordonnées rationnelles. 

PROPOSITioN·li0. 1. - Un espace de dùnensl·on n possède une coucerture 
fine dont le degTé a pour maximum n. 

Nous déduirons cette proposition de la définition 40.3 et des deux 
lemmes suivants : 

LEl\DIE 110. 1. - La droàe euclidiennè E1 possède une cou()erture fine &1 , 

dont le degré mut o ou I, et telle que la réunion des supports des éléments 
homogènes de degré I de &1 est l'ensemble des points de E1 d'abscisses 
rationnelles. 

Prem'e. - Définissons &1 comme suit: L'anneau des éléments de &1 

de degré o est l'anneau des fonctions li ( x) du type suivant : x e E1 ; 

k ( x) est défini sur E, sauf (1) pour un nombre fini de valeur·s r~tion-
nelles .de x : X1, x 2 , ... , x(I); k (x) a une valeur entière constante sur 
chacun des intervalles : x < x 1 , x, < x < x 2 , •• , xw < x. Le groupe 
des éléments de &1 de degré I est constitué par le groupe additif des 

( 1-) Le recouvrement R' est plus fin que le recouvrement R si tout élément de 
R' est compris dans au moins un élément de R. 

( 1 ) On convient d'identifier k(x) et k1 (x) si k(x)==.k1 (x) sa·uf pour un 
nombre fini de valeurs de x. • 

Journ. de llfath., tome XXIX. - Fasc. 1, 1950. 10 
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fonctions l ( x), nulles sauf en un nombre fini de valeurs rationnelles 
dex. 

Soit: 

e> o, k (x - o) == limk (x - E); k ( x + o) == li m k ( .r + ê); 

définissons comme suit le produit et la différentiation de t,i : 

l(x)k(x)==l(x)k(x+o); k(x)l(x)==k(x-o)l(x); /(a:)/1 (x)==o; 
ok ( x) - k ( .c + o) - k c x - o); àl == o; 

nous obtenons un anneau canonique; en effet 

à (kk1) == k (x + o) k 1 (x + o) - k (x - o) k 1 (x - o) 
== [ k ( x + o) - k ( x - o)] k 1 ( x + o) + k ( x - o) [ k 1 ( x + o) - k 1 (.r - o)] 
== àk.k1 + k.àk1, 

Soit S ( k) l'ensemble des points de E 1 dont tout voisinage contient un 
point x tel que k ( x) o; soit S (l) l'ensemble des points de E 1 où 
l ( x) o. Le complexe &i ainsi défini est évidemment une couverture 
fine de E 1 • 

LE;:\DlE 40. 2. - L'espace euclidz'en à m dimensions Em possède une 
couverture fine t~111 dont le maxùnu:11 du degré est m, et telle que la réunion 
des supports des éléments homogènes de degré p de &m est l'ensemble des 
points de Em ayant au moins p coordonnées rationnelles. 

Preuve. - Em est le produit E 1 X Em-i; soient cp 1 et (f m-i les pro-
jections canoniques de E111 sur E 1 et Em-t; on prend 

-1 -1 
6 m== 9 (&i) Ü 9 (6 m-1); 

&m est une couverture de Em, vu les propositions 37. 2 et 37. 4; on 
vérifie aisément qu'elle est fine. 

Pre ure de la propositon li0. 1. - La définition 40. 3 permet de sup-
poser que l'espace à n dimensions envisagé est une partie fermée X de 
E2 n+i ne contenant aucun point ayant plus de n coordonnées ration-
nelles; d'après la remarque 40. 1 l'un au moins des points de X a n 
coordonnées rationnelles; X&2 n+1 est donc une couverture fine de X 
dont le maximum du degré est n. 
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V. - Les anneaux d'homologie d'un espace. 

41. L'ANNEAU D'HOMOLOGIE Je(XQcB) n'uN ESPACE X RELATIF A UN 

FAISCEAU DIFFÉRENTIEL PROPRE Ci?,. - Soit X un espace localement compact; 
soit lP., un faisceau différentiel propre défini sur X; soient X1, X2, X3 
trois couvertures fines de X; soient u0 u2 , u3 leurs unités et ku k2, k3 
leurs éléments; envisageons les isomorphismes canoniques. (propo-
sitions 37 .5 et 37 .4) À! 1 deX1 dansX-2 QX1 , À: 2 deX2 dansX1 0 X2, 
À!~ de ~t O tE2 sur tE2 0 tE1 : 

si k 1 et lc2 sont homogènes, de degrés pet q; d'après les propositions -
3G. 1 a et 37. 6, À~ 1 définit un isomorphisme ).'2 de JC ( X 1 O 6?,) sur 
Je( tE20X1 Q6?,) et À: 2 définit un isomorphisme À1

1 ! de ae ( X 2 O 63) sur 
~1C( tE1 OX2 Q6?,); définit:un isomorphisme _À'/1

2de JC(ff10~20cB) 
sur [IC ( ~2 O X 1 O cB ); ) .. / == ().'/1 )-

1 À:\2 À
1

/ 2 est donc un isomorphisme 
canonique de [IC( X 2 O cB) sur X ( ff-1 O 6?, ). En permutant les rôles 
de X 1 et X 2 on définit l'isomorphisme canonique À1

/ == ().'1\ )-
1 
)./2

1 
) .. ''!.\, 

qui est CA/)-1, car 0-~~)-1 == À~~-
Prouvons que 

( r,.1. I) /.~ ... 2 /,~ 1 == N ... 1 • 

Définissons les isomorphismes 1 .. '!.:: ( fL === 1, 2, 3) de X!L dans 
X1 Ü X2Qff-3: 

)1.~2 3 définit un isomorphisme de_Jt( fr-IL Q6?,) sur J-C ( X 1 QX2Qff-3Q6?, ); 
on vérifie aisément la formule 

qui établit ( 41. 1 ). 

A un isomorphisme canonique près, l'anneau JC ( ::f, O o?,) est donc 
indépendant du choix de la com:erture fine X de X. Cet anneau sera 
noté [le ( X O 6?,) et nommé anneau d'homologie de X relatzf au Jaisceau 
différentz·ez propre 6?,. 

Plus généra]ement le faisceau d'homologie ( n° 28) §,' ( X O 6?,) du 
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complexe <':~ O li3 est indépendant du choix de la couverture fine <':~ 
de X; il sera noté 5' (X O 03) et nommé faisceau d'homologie de _\_ 
relattf au faisceau différentiel propre l'3; il est constitué par les anneaux 
d''hornologz·e [Jè (F O (Î3) des parties fermées F de X; tt est continu 
( proposition 28. 1) et par suite propre ( proposition 23. 1 ). 

THÉORÈME 41. 1. - Si X est un point x, alors ,)è ( x O œ,) == ;lùl3 ( x ). 
Preuce_ . . - Il existe une couverture fine de _x :constituée par une 

unité et ses multiples entiers;~~- O œ, == œ, ( x) d'après les propositions 
17. 1 a et 3G. 1 b. 

LEMME '11. 1. - Soient F une partie fermée de X eth E ;lè (X O (13 ), tels 
que F h == o; soà X une com'erture .fine de X. l,a classe d'homologie h 
contient un cycle c appartenant à <':~ O (13 et tel que F ('\ S ( c) === ri. 

Preuce. - Soit c1 un cycle de~ O (13 appartenant à h; F<':~ est une 
couverture fine de F (n° 52 et proposition 37. 3 ); F c1 est donc la diffé-
rentielle d'un élément de F ( X O {i3) == (1-1--.~~)O (13 (proposition 36. 1 e): 
Fei== Foa; on choisit C == C1 - ôa. 

THÉORÈME 'i 1 . 2. - Sot"t h E ae ( X O l'3 ): si xh est nilpotent quel que 
soit xe X, alors h est m1potent ( c'est-à-dire : il existe un exposant 
entier q > o tel que /{1 == o ). 

Pre ure. - Soit x EX; il existe par hypothèse un entier q.,,. > o tel 
que xh'ix== o. Soit~~ une couverture fine de X; d'après le lemme -'1 i. 1, 
il existe un cycle c.'{.· de X O (8 tel que 

X (\ S ( C.c) == Jj, 

Donc {) S ( c.,:) === o; or les S ( c.c) sont compacts; donc ([:1], Chap. I, 
:t·EX 

§ 10, C") il existe un nombre fini de c.,.·, les c,/ v === 1, .. ·., CJJ) tels 

. que n s ( Cv) == o;d'où s (Il c,,)== ri; d'où II Cv === o; d'où h'1 === o, 
1::_::v:;:::w 1:;v:;:::w 1::_::,,::::_ù> 

pour q == I q.,. 
1:;v::;: ù) 

42. L'ANNEAU D'HOMOLOGIE ·GRADUÉ af( X1 O ô3) D'uN ESPACE X RELATIF A 
UN FAISCEAU DIFFÉRENTIEL-GRADUÉ PROPRE 03. - Si (8 est un faisceau gradué 
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propre, 3:,1 O (i?, est un complexe gradué ( définition 35. 1 ); si Cl?, a une 
différentielle homogène de degré l, Ef-1 O 03 a une différentielle homo-
gène de même degré; JC( Ef,L O 03) est donc gradué ( n° 8) : c'est. 
;1e( X O œ,) muni d'un degré; ce degré ne dépend pas du choix de fr-, 
car les isomorphismes À~1 du n° 4i conservent le degré, vu la propo--
sition 3ï. 1; tlè( X O ci?,) ainsi gradué sera noté {lè ( X' 0 63 ). 

THÉORÈME 42. 1. - Si X est un poz·nt x, alors JC(x1 O lB) == JC03(x). 

Prem'e. - Identique à celle du théorème 41. _1. 

TmtoRÈME 42. 2. - Soii 03 un .f azsceau d~flérentiel-gradué ptopre, 
défini sur l'espace X, et dont la différentielle est homogène de degré l. 

a. Le degré de {lè(X' O Ci3) est minoré et majoré par les Bornes z"nj. et 
sup. de 

lp+ degré b, 
Oil 

oLp~dimX, b E ci3(x), .reX. 

b. Supposons l~o, heJC(XlQ03), xh==o quel que soit xeX et 
degréi h == Borne in/. degré 03( x) si l > o, degré h == Borne sup. 

:t·EX .;•EX 

degré 03(x) sil< o; alors h== o. 
_ c. Si, quel que soit x e X,. les éléments de JC03( x) homogènes de 

degré p sont nilpotents, alors les éléments de JC(X1 O 03) lzomogènes de 
degré p sont nilpotents. 

Prem'e de a. - Soit 3:- une couverture fine de X dont le maximum 
du degré est dim X .( proposition 37. 1 ). D'ap~ès la définition 35. 1, 
le degré de 3:-t O (i?, est compris entre 

Borne inf. degré a3(x) et ldimX+ Borne sup. degré a3(x) si l~o, 
l dim X + Borne inf. degré a3(x) et Borne sup. degré a3(x) si l Lo. 

Preure de b. - Supposons l > o : le cas l < o se ramène au 
cas l > o en changeant le signe du degré. Soit 3:- une couverture fine 
de X; soit c un cycle de 3:-z O 03 appartenant à la classe h; xc rv o et 
le degré de c est le minimum du degré du complexe 3:,1 O 03, dont la 
différentielle est homogène de degré> o; donc xc == o; donc ~(c) === !>; 
donc c == o. 

Prem'e de c. - Théorèmes 42. • 1 et '11 . 2. 
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DÉFINITION 42. 1. - Soit CB un / aisceau canonique propre défini sur 
un espace X; nous nommerons degré canonique de ae(X O œ,) le 

· degré de ae(X1 0 œ,) : le complexe tr-1 0 o?, est en effet canonique. 

THÉORÈME 42. 3. - Soit 03 un faisceau canoniqÙe propre défini sur un 
espace X et tel que 
(lJ.2. I) bb1-== (- 1)/Hfb1b; 

quels que soient b et b I E œ, ( x ), homogènes de degrés arbitraires p et q; 
alors 

quels que soientheth1 e;ie(XQlB), homogènes de degrés canoniques rets. 

Preuve. - Soient Er, et Ef-' deux couvertures fines de X, u et u' leurs 
unités, k[PlefE, b[<JJeœ,[S(lctPl)], k'[rlefE', b'[s[eo1[S(k'[rl)J, homo-
gènes de degrés p, q, r, s; soit ) .. l'isomorphisme canonique de 
::i: 0 fE' O 63 sur zl:' O Ef- O cB ( proposition 37. 4 ); d'après ( 31. 6 ), 
(31. 1),(35. 1)(35.8)et(42.1) 

J[(k[PlQ u'O b[:1]) (u O k'[r]o b'(sl)] 
=:. ( - I )1p+q) (r+s) ( k'[r] Q ll O b'(s]) ( u' 0 k[Pl Ü b[ff] ), 

cette formule a pour conséquence ( 42. 2 ), puisque À définit, d'après 
les conventions du n° 41, l'isomorphisme identique de ae( X O 03) 
sur lui-même. 

45. L'ANNEAU SPECTRAL aer(X 10cB) ET L'ANNEAU FILTRÉ ae(X'OcB) 
o'HOMOLOGIE o'uN ESPACE X RELATIFS A UN FAISCEAU DIFFÉRENTIEL-FILTRÉ-

PROPRE cB. - Soit X un espace localement ·compact; soit cB un fais-
ceau différentiel-filtré-propre défini sur X; soient 3:1 et 3:2 deux cou-

- vertures fines de X; l'isomorphisme canonique A! 1 de Ef-1 dans fl:2 0 ~1 
définit un isomorphisme, conservant la filtration, de fE! O cB dans 
fEt O Ef-! O cB ( propo3ition 37. 5); d'après le n° 4f, ),~ '° définit un iso-
morphisme 

de a-e1+1C~~ O 63)-== 3e(~~ O 3'163) (proposition 36.2a) 
sur JC1+1 ( ~t O 0 63)-== 3C( 0 0 3-163) 

e-t de ae( ~ 10 cB) sur ae(fl:2 0 Ef-1 0 cB); donc, vu là proposition 101. 6a, 
Àl I définit un isomorphis_me, respectant le degré, de ae,.( ~! O cB) 
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sur ;1er( X~ O X~ O ci?,) pour l < r et un isomorphisme, respectant la 
filtration, de ae(X~ O ci3) sur ;1e( :.:I:~ O X~ O ci3 ). On en déduit, 
comme au n° 4f, un isomorphisme canonique À~1

, vérifiant ( 41 . 1 ), 
de l'anneau spectral {IC,.( X'; O Ci3) sur l'anneau spectral [IC,.( x; 0 Ci3 ), 
sil< r, et de l'anneau filtré ae(X! O ci3) sur l'anneau filtré JC(X;Qei3); 
À~1 respecte degré et filtration. 

A un isomorphisme canonique près, l'anneau spectral Je,.( 321 O Ci3 ), 
oû l < r, et l'anneau filtré Je( X' O Ci3) sont donc indépendants du chmx 
de la couverture fine X de X. Ces anneaux seront notés ae;.(X1 O Ci3 ), 
où l < r, et ae ( Xl O ci3); zls seront nommés anneau spectral et anneau 
filtré d'homologl·e de X relatljs à l'entl"er let au faùceau d~flérentz"el-
fZltré-propre {i3. On a, d'après les formules (36.6) et (9. ir;), 

5'1c13 étant muni de sa différentielle ô1; 

91,Je(X'Q 03)C lim JC,.(X1Q 03). 
r-r+"-' 

L'ensemble des anneaux ae,.(Xl O {13) et c"lè(X10 ci3) sera noté ae_v.(X1Qci3). 
Plus généralement le faisceau spectral d'homologie ( n° 29) 

5',.( :.:-r1 O Ci3) du complexe filtré 32t O Ci3 et son faisceau filtré d'homo-
logie §i' ( X 1 O Ci3) sont indépendants du choix de la couverture fine 32 
de X; on les notera 5',.( XL O {i3 ), où l < r, et 5-' (X1 O ci3); on les nom-
mera faisceau spectral d'lwmologz·e de X et faùceau filtré d'homologie 
de X relatzfs à l' en"tier l et au f aùceau dijf érentiel-jiltré-propre Ci3; ils 
sont respectivement constitués par les anneaux tlC,.(PO 03) et· 
tle( FI O Ci3 ), où F est une partie fermée quelconque de X; ils sont 
respectivement gradué continu et filtré-continu ( n° 26); on a 

(l .. 3.3) 

5"10?, étant muni· de sa différentielle ôt; 

(43.4) <;ffi ( X 1 0 cJ3) C 1 i m 5,. ( X 1 0 cJ3), 
r-r+oo 

l'ensemhle des faùceaux 5',.(X1Qei3) et 5-'(X10 Ci3) sera noté 5'.,,_(X1QC8). 
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THÉORÈME li3. 1. - Les deux membres de ( 43. 2) sont égaux, ainsi 
que les deux membres de ( 43. 4 ), quand les deux conditions suù·antes 
sont simultanément réalisées : 

1 ° la filtration de 03( x) est bornée supérieurement; 
2° ou bien dim X est finie, ou bz"en l Lo. 

Preuve. - Propositions iO. 2 et 37.?; défiuition 35. 1. 

THÉORÈME .1i;3. 2. - Si X est un po,·nt x, alors Jè,Jx'Q63) == {Jè~lB(x). 
Jè~ LB ( x) désignant l'anneau spectral JC,.œ,( x ), où l < r, et l'anneau 
fltré ZlèLB( x ). 

Prew'e. - Identique à celle du théorème 41. 1. 

TnÉORhrn '13. 3. - Le degré et la _F!tratz"on de [lèJ'--' O (î?,) sont 
m,·norés et majorés par les Bornes in.f. et sup. de 

lp + j(b), 
Oil 

oLpLdimX, b E cf?i ( . .1'), .reX. 

Preure. - Propositions iO. 1, 37. '7 et définition 3~. 1. 

THÉORÈME 43. 4. - a. Supposons qu'zl e.-viste un entz"cr p tel que les 
éléments de aecB( x ), dont la filtration > p, soz·ent nilpotents; alors les 
éléments de [IC(X1 O lB ), dont la filtration > p, sont nilpotents. 

b. Supposons qu'il existe un entz"er q tel que les éléments de {ICz+ 1 03(x) 
homogènes de degré q soient nilpotents; alors les éléments de JC,.(X'Q03) 
homogènes de degré q sont ,âlpotents. 

Preu{)e de a. - Théorèmes.41. 2 et 43. 2. 

Prem'e de b pour r == l.+ J. - On applique le théorème Id . 2 

à JC(X1Qffezû3), compte tenu de la formule (43.1) et du théo-
rème 43.2. 

Prezwe de b pour r > l + 1. - OC,. esl image d'un sous-anneau 
de {IC,+1 ( n° 9 ). 

( à suiçre). 
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d'un espace localement compact et d'une application continue 

(suite); 

PAR JEAN LERAY. 

44. L'A~NEAU CANONIQUE-SPECTRAL tlè,.(X1 Ü 63) ET L'ANNEAU GRADUÉ-

1;:ILTRÉ Je( X1 Ü 63) D'HOMOLOGIE D'UN ESPACE X RELATIFS A UN FAISCEAU CANO-

NIQUE-FILTRÉ-PROPRE 63. - Soit X un· espace localement compact; 
soit 63 un faisceau canonique-filtré-propre défini sur X; soit un 
entier l; soit Er, une couverture fine de X; soit Er,lQ 63 le complexe 
canonique-filtré qui s'obtient en utilisant sur~ O 63 le degré de Er, 1 O l13 
et la filtration de Ef/Q O?,; les raisonnements des n°s 42 et45 prouvent 
que ae,.( Er,' O 63) et Je( Er,l O 63) sont, à un isomorphisme près, indé-
pendants du choix de ~; nous les noterons Je,.(X10 63) et Je( X1Q 63); 
vu les n°s 1 f et 1.2, ae,.(Xl O 63) est un anneau canonique-gradué; ses 
deux degrés seront nommés : degré canonz·que et degré filtrant_; sa dijf é-
rentz'elle ô,. est homogène, de degré canonique + 1 et de degré filtrant r; 
;Je( X 1 O a?,) est un anneau gradué-filtré; son degré sera encore nommé 
canonz·que. L' ensenble des anneaux ae,.( xz O c13) et tlè ( X1 O d3) sera 
noté aei Xt O 63 ). 

THÉORÈME 44. 1. - Soà 63 un faisceau canonique-filtré-propre, 
défini sur un espace X; si h e Je)(- (Xz O 63), si xlt === o quel que soit x e X 
et si le degré canonique de h est la borne infé,ùure du degré canonique 
de 63( x ), alors h ===o. 

PreufJe. Soit p ce degré minimum; puisque o,. est de degré cano-
nique + 1, la restriction de x~+t (n° 9) à l'ensemble des éléments 
de JCz+ 1 (Xz O 63) de degré canonique p en lesquels x~.+i est défini, est 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 2, 1950. I I 
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un isomorphisme sur l'ensemble des éléments de Jt,.(X'O d?,) de degré 
canonique p; il suffit donc de prouver le théorème quand 

heJè1+1(X'O cî3) == Jè(X'O ~Y.,o3) 

et quand h e ;1e(X10 œ,); il résulte alors du théorème 1t2. 2 b, le degré 
employé étant le degré canonique. 

THÉORÈME 'i'i. 2. - s01·t œ, un jaùceau cano,âque:filtré-propre, dt:(inz· 
sur un espace X et tel que 

quels que soient b et b1 E li3( x ), homogènes, de degrés canoniques pet q: 
on a 

h h 1 == ( - I ys h I h, 

si h et h 1 sont des élélnents de Zlè.Jf ( X1 O œ, ), homogènes de degrés cano-
niques rets. 

Prc1we. - Identique à celle du théorème li2. :3. 

4a. MonIFICATIONSDEL'ESPACEXN'ALTÉRANT PASJtJf(XlQô3). - TnÉO-

RhlE 45. 1. - Soient un espace X et une partie fermée F de X; soù ô3 un 
f aùceau dijf érentz"el-flltré-propre ou canonique-filtré-propre, &jinz· sur X 
et tel que cB(x) == o quand x EX, El: F; on a 

(li.5. 1) 

Preuve .. - Soit ~-r une couverture fine de X; les supports des élé-
ments de X O ô3 appartiennent à F; donc 

~ 10 03 == F(~10 o3), 

d'où, vu la proposition :36. 1 e, 

XJO cB == (F X)'O cB; 

or F e.3t une couverture fine de F ( n° 52 et proposi!ion 37. 3 ). 

THÉORÈME 45. 2. - Soient un espace X et une partie ouverte G de X; 
solt cB un faisceau différenûel-filtré-propre ou canonique-filtré-propre, 
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défini sur X et tel que 03( F) === o quand F n'est pas une partze compacte 
de G ( cf. corollaire /46. 2 ); on a 

('1-5.2) Je.(X'O 03) == Jt\(G1Q 03). 

Preure. Soit :r- une cou vert ure fine de X; G :r- est une .couver~ 
ture fine de G ( n° 32, proposition 37. 3); d'après la proposi-
tion 36. 1 ./, 

::,-r,10 o3 == ( G..T.) 10 03. 

46. MooIFICATIONS DU FAISCEAU 03 N'ALTÉRANT PAS tJe~(X1Q 01). 
THÉORÈME 46. 1. - 5,'oz·ent Ci:, et 03' deux faisceaux di.fférentz'els:filtrés-
propres définis sur un espace~; soit À un homomorphisme de 03' dans lB; 
supposons que À d1flnùse un ùomorphisme, respectant la filtratz·on, 
de lB'(x) sur lB(x), quel que soù xeX; alors 1-. d1finit un ùomor-
phisme de [Je~ ( X 1 0 (Î:>

1) sur ;1e~ ( xz O 03). 

Preu()e. - Proposition 36. 1 c. 

COROLLAIRE 46. 1. - Si lB' est un sous-/ aùceau propre de (î!, tel 
que lî?>' ( x) === 03( x) quel que soit x e X, alors 

Je.(X10 03') == ae.(X1Q03). 

COROLLAIRE 46. 2. --..:.. Soù • 03' le faisceau qui se déduù de 03 en 
annulant œ,( F) quand F n'est pas compact, 

Je.(X1Q cB') == :1e.(X10 cB). 

THÉORÈME 46. 2. - Soù 03 un f aùceau dijf érentz'el-gradué-propre 
défini sur un espace X et possédant les proprz"étés suimntes : le degré des 
éléments de CB est borné inférieurement_; la différentielle de 03 est homo-
gène de degré > o; Je03( x) est homogène de degré nul quel que 
soù xeX. On a 

Je ( x o 03 ) == ae ( X o g. 03 ) . 

Preu()e. - Utilisons sur o?J la filtration associée au degré changé de 
signe (n°6); d'après la proposition 10.g, 5°i' 0 03===5'ô3, 00 ===0; donc 
d'après ( 43. 1 ), • 

Je 1 ( X0 0 o3) == JC ( X0 0 g. 03); 
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cet anneau est de degré nul, vu le théorème '12. 2 a_; d'où, vu la propo-
position 10. 4, la formule (11G. 1 ). 

TttÉORÈl\lE 46. 3. - Soù œ, un faùceau différentiel-filtré-propre d~/im 
sur un ~space X; soit un entier l > o; supposons la filtration de d3( x) 
bornée supérieurement, le degré de JC1Ci3( x) borné inférieurement et le 
degré de llt1+ 1 03( x) nul en chaque point x de X. On ne modifie pas 
ae-\< ( X1 O (i3) en remplaçant la .filtration de (î3 par la filtration nulle. 

Prew'e. - La formule ( 11:3. 1) et le théorème précédent donnent 

Soit (i3' le faisceau li3 muni de la filtration .f' suivante! 

/' ( b) == o; sinon /'(b)==/(b)L'.'.'.'.:o; 

soit À l'isomorphisme canonique de cf!,' sur d3; sa filtration est~ o; 
d'après la proposition -10. 5, CB' vérifie les conditions imposées à (i3 
et À définit un isomorphisme de :1e1+ 1 CB' ( x) sur Jè1+ 1 03( x); donc, 
vu (!16. 2) et le théorème 46. 1, À définit un isomorphisme de 
:1ez+1(XLQl13') sur :1e1+ 1 (X1Qd3); donc, vu la proposition J0.6a, 
À définit un isomorphisme, respectant filtration et degré, de 
Jè-\<(X1Qd3') sur ;Jt.\(XlQCB). Soit CB" le faisceau Ci3 muni de la 
filtration nulle; soit ) .. ' l'isomorphisme canonique de (i3' sur (i3"; sa 
filtration est~ o; d'après les propositions 10. 4 et 10. g, ) ... ' définit un 
isomorphisme de ,Jè1+ 1 CB' ( x) sur Jè1+ 1 03" ( x); donc, vu ( 46. 2) et le 
théorème 46. 1, À' définit un isomorphisme de Jè1+i (XzO 63') sur 
c::1èt+1 ( X 1 O CB"); donc, vu la proposition 10. 6 a, i-.. ' définit un isomor-
phisme, respectant la filtràtion et le degré, de JCJX1Q (13') sur 
;lt.\(X1Q 63"). D'où un isomorphisme canonique de é"'IC-\<(X1Q (13) 
sur JèJ/ (X10 CB"). 

THÉORÈME '16. 4. - Soit o1 un faisceau canonique-filtré-propre défini 
sur un espace X et possédant les propriétés suirnntes : la flltratz"on 
de 03( x) est bornée supérz·eurement; le degré de CB( x) est borné inférieu-
rement; le degré canonz·que de Jèz+i œ,( x) est nul. On ne modifie pas 
;1e-\< ( xz O 03) en remplaçqnt (13 par §ï' o?,. 

Nota. - Le faisceau 5'lB est gradué-filtré-propre. 
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l'rem·c. - D'après la formule ('t:3. 1) 

;1el-t 1 ( Xl O 63) == :1è( X 10 ff1cî!i); 

;JC 1LB( x) a une différentielle homogène de degré canonique + 1 et le 
degré canonique de ;1et+t œ,( x) est nul; donc, vu ('16. 1 ), 
(ft,6. 3) ;JC1-1--1 ( X10 Cl.3) == ;1q X10 ff1+1 (i3 ). 

Soit r > l; le degré canonique de ;1e,.cB( x) est nu 1; o,., qui est homo-
gène de degré canonique 1 ( n°s 11 el 12 ), est donc nul sur tlC,.l#?,( x); 
donc, vu la proposition 10. 3, • 

Le théorème .'J.(j. 1 permet de déduire de ( fi(j. 3) et ('i(L 4) que 

( 4-6. 5) 

De ( 46 .. 4) résulte que le degré canonique de q;,aeti3( x) est nul; donc, 
vu la définition de g, puisque la filtration de ,Llèti3( x) est bornée 
supérieurement, le degré canonique de JCCB(x) est nul; d'où, 
.;vu ( 46 . I ) , 
( lt-6 . 6 ) aè ( X Q cl3 ) == ;1c ( :\. Q ff ci3 ) . 

Soit u?,' le sous-faisceau de cB que constituent les éléments de œ, de 
degrés négatifs et les cycles de œ, de degré nul; cB' vérifie l_es condi-
tions imposées à cB, car le groupe additif des éléments de 3',.d!/ 
homogène de degré canonique p est nul si p > o, est celui de :!F,.ci3 
si p < o, vu la définition 9. g; soit À l'isomorphismé canonique de ci?,' 
dans cB; À définü un isomorphisme, respectant la filtration, de ~7i63' 
sur 5" 03; donc, vu (-'16. 5 ), ( 46. 6) et la proposition 1.0. 6 a, un 
isomorphisme, respectant la filtration et le degré, de ;Jèi X1 O dY) 
sur Jeixzo 03). • 

Soit )/ l'homomorphisme de c13' sur ~Fc13' == 5cB qui annule les 
éléments de 03' de degrés < o et qui applique sur leur classe d'homo-
logie les éléments de c13' de degré nul; puisque ( 46. 5) et ( li6. 6) 
valent quand on remplace cB par cB', ) ... ' applique identiquement 
JCz+1(XlQcB') et ae(XQcB') sur Jèz+1(XlQffe03) et ae(XQ~FcB), 
donc, vu la proposition 10.6a, ae_/XtO cB') sur ae;v.(XLO 5'L13). 

D'où un isomorphisme canonique de tl(/X1 O c13) sur ;1e;v.(X10 ~1f(13). 



86 JEAN LERAY. 
-l 

47. L'HOl\lOMORPHIS.l\lE 0 RÉCIPROQUE DE L'APPLICATION CONTINUE 0. - Soit 0 
une application continue d'un espace X' dans un espace X; soient (i?, 

et @' deux faisceaux différentiels-filtrés-propres, définis respecti-
vement sur X et sur X', tels que 

0d3' == 63 sur 0(X'); 

ceci signifie que 03( F) === (i3' [-01 
( F)] quand F est une partie fermée de 

l'adhérence 0(X') de 0(X'). Soient œ, _et œ,' deux couvertures fines 
de X et X'; soient u et u' leurs unités; soit k Ob e O œ, : ke ~, 
be@[S(k)]; l'homàmorphisme 

k O b u' 0 r/ k O b', où b' == [ S ( k) r, 0 (X')] b e Li3' [-0
1 
( S ( k) ) ] 

est un homomorphisme de œ,z O 03 dans ( œ,' O 7i ~-r Y O (i3'; sa filtra-
tion est o; il définit donc ( définition 10. 1 et· n° 45) un homomor-
phisme, de .filtration o, conserçant le degré, de ae-v-(XzO 03) dans 

-1 

;J-C-v.(XllO 03'); cet homomorphisme sera noté 0 et nommé homomor-
phisme réciproque de l' apphcation 0; les raisonnements du n° 4i 
prouvent qu'il est indépendant des choix des couvertures fines~ et EE'. 

THÉORÈME 47. 1 - a. Si 0' applique X" dans X', si 0 applique X' 
dans X et si 0' Ci3" === 03' sur 0' (X"), 0 Ci?,'=== 03 sur 0 (X') et 00' 03" === 03 
sur 00' (X), alors 00' a pour homomorphisme réciproque l' homom01phisme 

-1 -1 

composé 0' 0 . 
b. Si 0 est l'application canonique dans X de la paru"e fermée ]? de X, 

-1 

alors 0 est la secll·on par F de Je-v. ( X z O 03 ). 

Preuçes de a : formule ( 30. 6); de b : proposition 36. 1 e. 

Ce théorème justifie la remarque suivante : 
. -1 

Remarque 47. 1. - L'homomorphisme 0 de Jt\(:FtO 03) dans 
-1 ae_/ F' 1 O 03'), où Fest une partie fermée de X et P === 0 ( 11..,) constitue 

un homom01phisme canonique de §t-v.(XzO 03) dans 0§i'-v-(Xfl0 03'). 

48. L'uoMoMoRPmsME cANoNIQuE II nE a(\@,X) oANs ae/x10 @). -
DÉFINITION 48. 1. - Soit un faisceau différentiel-filtré-propre 6?J, défini • 
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sur un espace X; soit rc l'application de X sur un point y; d'après le 

-1 

théorème 48. 2, ae_/yt O 1t 03) == ;1e.y; c13( X); rc 'constitue donc un 
homomorphùme canonique, que nous noterons II, de Jl\cB(X) dans 
{IC.y;(XlO (Î3 ). • 

II conserre le degré; sa filtratt"on est~ o, 

xllli==xh, 

vu le théorème 43. 2. 

si xeX, 

'THÉORJ~ME 48. 1. - Supposons cB canonique-filtré-propre; II conscrce 
le degré canom·que; si he JC_.cB(X) a pour degré canom·que la borne 
z"nférieure du degré de 63( x ), alors la condùz"on 11h === o équfr,aut. 
à xh == o quel que soit x EX. 

Preure. - Théorème 44. 1. 

DÉFINITION 48. 2. - Quand II est un isomorphisme de JècB( X) 
sur Je( X O 63) ou un ùomorphisme de Je,,_ 03( X) sur JC)f. ( X' O cB) nous 
écrirons 

Je ( X O 03 ) == JC03 ( X ) , 

THÉORÈME 48. 2. - Pour que ;1e.y; ( XL O u?,) == ae)f. cB( X), ll faut et ,l 
suffit que 

el Je(X O cG) == JC03(X). 

Preure. - Proposition 10. 6 a. 

TnÉORÈ:UE 48. 3. - ;1e.y; ( X1 O d3) == ;1c)f. c13( X) quand les condùions 
suirantes sont sùnultané,ncnt réalùées : ae( X 1 0 5i 163) == ;1el+1 03( X); 
la jiltratt"on de œ, est bornée supérz"eurement; ou bl·en X est de dùnensz"on 
finie, ou bz"en l Lo. 

Preure. - Soit~ une ·couverture fine de X, ayant un degré borné 
si l > o ( proposition 37. 7); 11 est défini par un homomorphisme 
de 03( X) dans X 1 O 63; on applique la proposition 10. 6 à cet homo 
morphisme. 

DÉFINITION 48. 3. -Soù F une partie fermée quelconque de X; l'homo-
m·orphisme Il de JC_.ô3(F) dans JC-v.(PO cB) constitue un homomor-
phisme, que nous noterons également IT, de 5'*63 dans ~1\(XLO c13). 
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49. RELATION ENTRE L'ANNEAU D'HOMOLOGIE D'UN ESPACE ET LES ANNEAUX 

D ,HO:\'IOLOGIE D~S l:',TERSECTIONS DES ÉLÉMENTS o'uN RECOUVREMENT FERMÉ, LOCA-

LEl\lENT FINI DE CET ESPACE. - DÉFINITION l.1:9. 1. - Soit un f aùceau diffé-
rentiel-filtré-propre défini sur un espace X; soit JC* le complexe basique 
de Cech ( n° 59) défini par un recouCJrement fermé, localement fini, 
ordonné de X; sol·ent deux entiers : l < m. Ces donnêes d1finissent un 
anneau spectral, noté JCJ.( '-K*111 O X'O li?>) ( l < m < r) tel que 

aCm+l ( :J-c*m O X1 0 Li3) == :ic l tJ(*lll 0 m ( X1 0 03)] ; 

'ij,Je ( ._'1{,*m O X1 0 LÎ..\) C lim ;1c,. ( JC*m O X 1 0 03) ; 
r-r + oo 

. ZIC( JC*m O X' 0 li3) désignant z1e ( X O o1) muni d'une filtration déjim·e 
par ces données. 

L'ensemble des anneaux Je,.( JC*m O X1 O li?>) el Zlè ( JC*m O X' O Li3) 
sera noté JCJ(.( {f{,*mo X1 O ci?>). 

Remarque 49. 1. - Les deux membres de ( 49. 2) sont égaux quand 
les trois conditions suivantes sont simultanément réalisées : 

1 ° la filtration de Li3(x) est bornée supérieurement; 
? 0 ou bien dim X est finie, ou bien l o; 
3° ou bien l'ordre de {le* est fini, ou bien mL o. 

Remarque f.1:9. 2. - Soient Fµ les p~rties fermées de X constituant 
Je r~couvrement qui définit c.K*; la donnée des anneaux 

;1cm [ ( F µJ' F µ.J' ... n F l-1-p )f O 63] 

et de leurs sections par les F µ. définit JC*m 0 5-m ( X' O ci?,); le théo-
rème 49. 1 établit donc une relation entre ces données et ae(X O ci?,). 

Preure. - Soit. fr- une couverture fine de X; vu les proposi-
- tions 34. 1 b, 39. 2 et le n° 4f, les anneaux 

;1Cm+1 ( J{,*lll O fr1 0 03) == {Je [ J{*m 0 g,' m ( fe1 0 63)] == ac [ [J(,*m 0 g,' fil ( X1 0 03)] 

et 
Je ( Je* o x o 03) == Je ( ~c o œ o 03) == Je ( x o œ,) 

sont indépendants du choix de fr-. Les raisonnements du n° 4f et la 
proposition 10. 6 a permettent d'en déduire que l'anneau spectral et 



L'ANNEAU SPECTRAL ET L'ANNEAU FILTRJ~ D'HOMOLOGIE. 89 

l'anneau filtré, Jè,.(JC*"tQEE,'Q63) (l<m<r) et JC(JC*mQEE,1Qcr?,), 
sont indépendants de ce choix; nous substituons dans leurs nota-
tions X à El:,. La remarque 1 résulte des propositions fO. 2, 37. 1 
et 39. 1. 

Explicitons la définition 4~. 1 dans le cas le plus simple : le recou-
vrement n'a que deux éléments; la filtration de 63 est nulle; l == o; 
m == 1. On obtient, compte tenu de la proposition 10. 3, une propo-
sition connue ( 1 ). 

THÉORÈME ll9. 1. - Soit un Jaisceau différentiel-filtré-propre défini sur 
un espace X; sol·ent F 1 et F 2 deux parties fermées de X telles que 
F 1 U I-1\ == X. Il existe une filtration de Je( X O ci3 ), de valeurs o et 1, 

telle que <;J,Jt( X O 63) sol·t l'anneau d'homologie de l'anneau canonique 
que cons.tituent le groupe additlf 

~e ( F 1 0 03) + Je ( F 2 0 cB ) + tlt [ ( F 1 () F 2 ) 0 (J3 ] 
( degré O ) ( degré O) ( degré 1 ) 

et les règles de multiplication et de dijférentiatio'n suivantes : soient 
h 1 E Je( F 1 0 (13)' /t :! e ae ( F 2 0 o3)' h 12 e Je[ ( F 1 () li\ ) 0 o3] ; 

-:,on garde la loi de multiplicau·on de ae( F I O cB) et celle de ;1c ( F 2 O œ,); 
on pose 

h 1 h 2 == h 2 h 1 == o; 
h, i/l 1 2 =-= [ ( f 1 () F 2 ) hi] • ft 12 ; 

les seconds membres étant calculés slârant la loi de multiphcaûon 
de aq ( F 1 f"\ F 2) O ci3]; on pose 

DÉFINITION 49. 2. - Soit un faisceau différentiel-filtré-propre ci3 
défini sur un espace X; soit un recourrement de X, fermé, localement 
fini: U F tL== X. Soient JC et JC* la couverture de Cech et le complexe 

(J, • 

basique de Cech définis par ce recouvrement, soit u l'unité d'une 
couverture fixe de X; l'homomorphisme À 

( 1) Théorème d,addition de Mayer-Vietoris. Cf. ALEXANDROFF et HOPF, Topo-
logie, Chap. VII, § 2; [9], p. 179-183. 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 2, 1950. 12 



90 JEAN LERAY. 

de c."lC* ® œ, dans c.K O fr, O œ, définit évidemment un homom01phùme 
canonz·que de ;1c)f ( J{*m ® 03) dans Jt\ ( Xm O o3); cet homomorphisme 
conser,·e le degré; sa filtration est~ o. Quand cet homomorphisme est 
un isomorphisme de tlC.,/:JC*m®ô3) sur t1e.(X111 QO?,), nous écrirons 
( 4.9. 3) JC.,,. ( .. K*m Q9 03) == JC.,,. ( Xm Q ci3) ; 

quand c'est un isom01phisme de Jè( :K*® 03) sur [lè(X O O?,), nous 
écrirons 

THÉORÈME 49. 2. - Supposons que le recomrement U Fµ==X, 

auquel JC est associé, soà d'ordre fini : 

a. Si [JC(F O LB)== ;lù'3(F) quand F est une intersection non vide 
de Fµ, alors 

b. S'il existe un entzer l tel que tle)f(F1Q LB)== ~Jè)fL'3(F) quand Fest 
une intersection non vide de Fµ, alors 

si l < ,n. 

Preuve de a. - Utilisons la filtration nulle de cB; d'après la propo-· 
sition iO. g, 

:1e1 03( F) == JC1 ( Fü Q 03 ), 

quand Fest une intersection de Fµ; donc, vu les formules (34.2) 
et ( 49. I ), ).. définit un isomorphisme de ac2 (:JC* 1 ® cB) sur 
JC2 ( J'C*t O X O O CB ); vu les propositions 10. 6 b et 39. 1, ) .. définit donc 
un isomorphisme de tlC(JC*f®cB) sur {IC(JC* 1 QX0 QcB) == JC(XQcB). 

Preuve de b. - D'après a, À défini~ un isomorphisme de 
aC(JC*® 3'mL13) sur JC(X O ffemCB), c'est-à-dire, vu les formules(34.2) 
et (4:3. 1), de JCm+1(JC*m@l8) sur [ftm+t(X'"OcB); d'après a, 
), définit un isomorphisme Jt( JC*@l13) sur ac(X O ô3 )-; la propo-
sition JO. 6 a achève la preuve. 

VI. - Les anneaux d'homologie d'une application continue. 

aO. DÉFINITION. Soient un espace localement compact X, un 
faisceau différentiel-filtré-propre 6?, défini sur X, une application 
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continue ç de X dans un espace localement compac,,,t Y et deux 
entiers l < m: Soient 3:- et ')J deux couvertures fines de X et Y; envi-
sageons le complexe filtré ( voir proposition 32. 3) 

( 50. I) "}lm Q ç ( fe,l 0 63) =: Ç ( 11 
'}Jm Ü fEl Ü 03). 

-1 

D'après les propositions 37. 2 et :n. 4, ç '}JO 3:- est une couverture 

fine de X; donc t1eCç
1 

'))fil O x 10 03) est ae(X O (13) muni d'une 
certaine filtration, qu'on augmente en remplaçant l par m, qu'on 
diminue en remplaçant m par l: cette filtration est inférieure à celle 
de ai(Xmo 03) et est supérieure à celle de ae( X 10 03 ). D'après la 
formule ( 50. 1) et la proposition 36. 2 b 

ZiCm+t (-l ~}Jill Ü 3:1 Ü 03) == JCm+J [ '})111 Ü ( 3:,t O 03)] == 
m~["}JmO ~;Ym(3:10 03)] == ~fC[Y/llQ~;Ym(X1Q03) J, puisque l < m. 

Ainsi ae(Y 0 X O (13) et Jtm+i Cl '}}mO 3:-10 03) sont, au sens 
des n°s 4f et 43, indépendants des choix de X et '}}; vu la proposi-

tion 10. 6 a, l'annea·u spectral Jt,.(-l "~m O :::-r1 O 03) ( l < m < r) et 

l'anneau filtré ae(r '})'11 0 xlo cB) sont donc indépendants du choix 

de X et '}); aussi les noterons-nous ae,.(fY111 QX1Qc13) et 

:1e Cl ymo X O (13). L'ensemble de ces anneaux sera noté 

ae)(-Cl Y 111 OXlQcl?>). 
En résumé: 

La donnée de l' applicaâon contmue ç de X dans Y, du faùceau dijf é-
rentzel-filtré-propre c13 sur X et des deux entiers l < m déflnà un anneau 

spectral aerCf Y'11 0 X1 O 03) ( l < m < r) nommé anneau spectral 
cl' homologie d_e ç; 
(50.2) 

~Jï,n étant muni de sa dijf érentielle ôm; 

(55.3) ~,Je Cf ymox1oœ) C lim JCr(Y ymo X1Qli3), 
l'-;;>--+"-' • 
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Otl t1eCç
1 

ymox1 oœ,) désigne JC( X O {i?,) munid'unejiltraûon dépen-
dant de ç, l, m~: cette filtration est supérieure ou égale à celle 
de Je( X 10 œ, ), inférieure ou égale à celle de tJe(X 111 0 (13 ). 

Plus généralement les faisceaux 5' (-~
1 

~m O 3:-1 O (6) et 

5',. Cç
1 

'"}JIil O 3:-10 (6) ( l < m <r) sont indépendants des choix 

de tr" et '"'}j; on les notera 5'" Cç1 

Y 111 0 Xl O (i3) et ~r.-,.Ci Y/1! 0 X 10 (13 ). 

L'ensemble de ces faisceaux sera noté 5i )f- (-ç1 

Y 111 O X 1 O (13). 
Ce sont des faùceaux filtré-continu et gradué-continu définis sur X; 

ils sont constitués par les anneaux 

et 

où F désigne une parûe fermée de X et çF la restriction de ç à F; 

(50.4) ~:Fm+t (Y ymo X1 oœ,) == 5'[ ym0ç'[Jm(X10 03) l, 
5'm étant munz· de la d((férenll·elle om; 

(50.5) ~gel ymQX1QLi3) C lim :F,.c~I Y 1JIOX'003), 
r~+"" 

Oil ~r, ( r Y 111 0 X 1 0 (13) désigne 5î ( X ·o (i3) muni d'une filtratl"on dépen-
dant de ~' l, m_; cette filtration est supérieure ou égale à celle de 
5i(Xl0 (13), infén"eure ou égale à celle de 5i(Xmo 03). 

Remarque. - Les seconds membres de ( 50. 2) et ( 50. 4) ont un sens 
vu la continuité de 5'Jf-(XZO (13) (n° 43), les propositions 24. 1 et 23. 1. 

THÉORÈME 50. 1. - Les deux membres de ( 50. 3) sont égaux, ainsi que 
les deux mem,bres de ( 50. 5 ), quand les troù conditions suirantes sont 
simultanément réalisées : 

1° la filtration del~( x) est bornée supérieurement~· 
2° ou bien dim. X est finz·e, ou bien l Lo; 
3° ou bien dim. Y est finie, ou bien m Lo. 

Preure. - Propositions 10. 2 et 37. 7. 

THÉORÈME. 50. 2 - a. Sil' application ç est constante, 

aeJr ymo x 1oœ) == J(\(X10 (î3 ). 
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b. Sl' X== Y et si~ est l'z.dentité, 

J<\(-ç' Y111 QXlQci3) == ;,e .. (xmo 03). 

c~ Sz' X est un poz·nt x, 

;,c .. (-l ym O X1 O ci3) == {lt\ ( x). 

Preuve de a. - Le théorème 52. 1 c permet de supposer que Y est un 
point; on choisit identique à l'anneaU: des entiers; on utilise la 
proposition 17. 1. 

Preuçe de b. - L'homomorphisme II (n° 48) de 5'm03 dans 
~T,'m( X10 03) définit un isomorphisme de aem 03( X) sur Jèm( X 10 03 ), 
donc, vu le théorème 46. 1, un isomorphisme de {fè( X 111 0 5im 03) 
sur tlè[XmQ~T,'m(X1Q03)], c'est-à-dire de aem+1(X'11 O03) sur 
;1em+I ( xm O xz O œ,); la proposition H). 6 a achève la preuve. 

Preuçe de c. - a. et le théorème 1:3. 2. 

TttÉoni~rn 50. 3. - La filtration de ;1e(l
1 

ym O X 1 O {i3) est majorée et 
minorée par : 

a. Borne inf. [lp+f(b)] et Borne sup. [mp+/(b)J, 011 

OLpLdim X, beo3(x), xeX; 
b. Borne inf. [lp + mq+ /( b )] et Borne sup. [lp + mq + f( b) ], 

-1 

011 oLpLBorne sup. dim (y), oLqLdim Y, be6J(x), xeX. 
yEY 

Nota. - La majoration b suppose celte filtration finie; c'est par 
exemple le cas quand la majoration a est finie. 

Preiwe de a. - La filtration de ~1eC~
1 

ymo xzo 03) est minorée et 
majorée par celles de {lè(XZO 03) et [lè(XmO 03), auxquelles s'applique 
le théorème 43. 3. 

_ f!rew:e de. b. - D'après le théorème 43. 3, le • degré de 

ae,n[ Ci (y) Yo 03] est minoré et majoré par les bornes inférieure 
et supérieure de lp + /( b); vu la proposition 37. 7, le degré de 
'}Jm O ~T,,,i(Xz_O 03) est donc minoré et majoré par les bornes inférieure 



g4 JEAN LERAY. 

et supérieure de lp + rnq + /( b); vu les formules (50. 2) et (50. 3), le 

degré de (j, {le Cç1 

y /Il O X1 0 œ,) est minoré et majoré par ces bornes; 

d'ou b si la filtration de ;1e(fY111 Q X1Q œ,) est finie. 

• TttÉORÈ.\IE 50. 4. - a. Supposons qu'z1 exùte un entz'er p tel que les 
éléments de Zlèd3( x ), dont la filtration est > p, soient nilpotents; alors 

les éléments de ;1e Cç1

Y111 0 X' 0 œ, ), dont la filtratz"on est >P, sont 
nilpotents. 

b .. Supposons qu'il existe un enûer q tel que les éléments de {lèz+1. cB( x) 
homogènes de -degré q soz·ent nilpotents; alors les éléments de 

L'-lè,.c~I ym O xzo (13) homogènes de degré q sont nilpotents. 

Preure de a. - Soit h E Jè( X O (#3); si sa filtration dans 

;1eC~\-111 QX'QcB) est >P, alors sa filtration dans ;1e(X111 QcB) 
_est > p et il est nilpotent d'après le théorème 43. 4 a. 

Preuf;•e de b. - D'après le théorème 4:3. 4 b, les éléments de 
57111 + 1(X'Qo1) de degré q sont nilpotents; -donc, vu les théorèmes 
-'d. 1 et • -'12. 2 c, les éléments de {lè[Y 111 O ç ~"Fm(X1 O 03)] de 

degré q sont nilpotents. Or ;1e,.Cç
1 

ymo XLO (i?,) est µne image de 
ae[Y111 Qç~Fm(X10 (13 )]. 

il f. CAS OU (i?, EST UN FAISCEAU CANONIQUE-FILTRÉ-PROPRE. 
-1 

'}J'11 Q 3:JQ 03 est un complexe canonique-filtré (cf. n° 44); donc 

ae,(fY111 QX1Q 03) est un anneau canonique-gradué; ses deux degrés sont 
nommés: degré canonique et degré filtrant; sa différentielle Ôr est homo-

gène, de degré canonz·que + 1 etdedegréfiltrantr; aeCç1 

Y111 Q XLO cB) 
est un anneau gradué-filtré, dont le degré sera encore nommé canonz·que. 

On étend aisément les théorèmes du n° 44 : 

THÉORÈME 51. I. - Si he ae)f-(-ç1 

Y/110 XlO œ,), sz'xh • 0 quel que soù 
x e X et si le degré canonique de h est la borne inférieure du degré 
canonique de 03( x ), alors h === o. 
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THÉORÈME 5f. 2. - Si bb 1 == (- 1 )w1 b1 b, quels que sot·ent b et b1 E 63(x), 

de degrés p et q, alors hh 1 == ( - 1 )"sh1 h, quels que soient h et h, 

E ;-1e)f-(-i Y111 O X'O d3 ), de degrés canonù1ues rets. 

32. MooIFICATIONS DE X ET y N'ALTÉRANT PAS t1eJ1
1 

Y 111 0 xzo œ,). -
Tm:ORÈME 52. I. - On ne modifie pas ae)f- ( r y,ll O X' 0 03) : 

a. en remplaçant X par F, quand F est une parûe fermée de X telle 
que 63( x) == o six est un point du complémentaire de F; 

b. en remplaçant X par G, quand Gest une pmüe OU()erte de X telle 
que 03( F) == o quand F n'est pas une partie compacte de G; 

c. en remplaçant Y par un de ses sous-espaces contenant ~(X). 

Pretwe de a. - Celle du théorème 45. 1. 

Preuve de b. - Celle du théorème 45. 2. 

Prezwe de c. - Le complexe O ç( EE, Ou?,) est identique à sa 
section par un de ses sous-espaces contenant ç(X). 

a3. MODIFICATION DE 03 N'ALTÉRANT PAS ae)f-(f Y 111 0 X10 03). - On 
généralise aisément le n° 46 : 

THÉORÈME 53 I. - On ne mqdijie pas ae:v (r Y 111 0 X 10 03) : 
a. enremplaçant63parunsous-faisceaupropre c13' telqueu1(x) == 03' (x) 

quel que soit x EX; 
b. en remplaçant la filtration de u?, par la filtration nulle quand toutes 

les conditions suiMntes sont réalùées : l > o; la filtration de 63( x) est 
. bornée supérieurement; le degré de JCz03( x) est borné l·nférieurement_; le 
degré de Jfz+1 03( x) est nul; 

c. en remplaçant 03 par ffe 63 quand toutes les condiûons suivantes sont 
réalisées : 03 est un faisceau canonique-filtré-propre; la filtration de 03( x) . " 
est bornée supérieurement; le degré de c13( x) est borné inférieurement; 
le degré canonique de aez+ 1 03( x) est nul. 

-L • 

a-4. L'HOMOMORPHISME 0 RÉCIPROQUE DE LA REPRÉSENTATION CONTINUE O o'UNE 

APPLICATION_ CONTINUE ç' DANS UNE APPLICATION CONTINUE ç. - Sozàit une applz"-
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cation continue ç d'un espace X dans un espace Y et une appll"call'on 
continue ç' d'un espace X' dans un :espace Y'; nous nommerons représen-
(ation continue de ç' dans ç toute application continue 0 de X' dans X à 
laquelle on peut associer une application continue-: de Y' dans Y telle 
que 
( 5fa,. I ) 

Soient (8 et (13' deux faisceaux différentiels-filtrés-propres, définis 

X' 0 X 

'Çl 
:, . 

11 

Y' 1:. y 
0 représente r dans ç. 

Fig. 1. 

sur X et X', tels que 0 {i?J' == {i3 sur 0 (X'). Soient ~-r, '}), ~,, '}J' des 
couvertures fines de X, Y, X', Y'; soient u, ,,, u', r' leurs unités; soit 

-1 -1 
l O k O b e ~1, O œ O ci?, : k e œ, le '}J, b e Œ [ s ( k) J ; 

soit 
b' == [ S ( k) n 0 (X') ] b e ci3' [-d S ( k) ] ; 

l'homomorphisme 
-1 -1 -1 -1 -1 

; l O k O b ;' ri' 0 0 l O u' 0 0 k O b', 

c'est-à-dire, vu ( 54. 1) et (28. 'j ), 

-1 

· est un honomorphisme de '}J 111 0 3:,zo 63 dans 

r ( '})' o-; '})t o (~'o 01 ~YoŒ'; 
sa filtration est~ o; il définit donc ( définition 10. 1 et n° aO) un homo-

morphisme de filtration~ o, conserMnt le degré, de ac,, Ci Y'" 0 X1 0 O?,) 
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dans ae)f. (Y Y 1111 O Xll O Ci3'); cet homomorphisme sera noté --=0
1 

et nomme 
homomorphisme réciproque de la représentation 0. Il est indépendant du 
choix dés couvertures fines et, vu ( 54. 2 ), du choix de l'application 'î 
associée à 0 [D'ailleurs ( 54. 1) définit 'î sans embiguïté sur ç' (X')]. 

-1 

Remarque 54. 1. - L'homomorphisme 0, que définit le n° 47, de 
-1 

{IC(Xn O 03) dans tJe(X' 11 O @') et. l'homomorphisme 0, que nous 

venons de définir, de ae(1
1

Y111 QX1QlÎ3)dansae(fY1111 QXllQ@) 
constituent le même homomorphisme de l'anneau ae(X O @) dans 
l'anneau ae(X' O 6?,'). 

Remarque 54. 2. - L'homomorphisme canonique de 5'm(X1Q 03) 
dans 0 ffem ( X,z O 6?,') ( remarque 4 7. 1 ) définit un homomorphisme 
canonique de ç5-'m(X1Q @) dans ~0ffem(X!LO @'), c'est-à-dire, 
vu(54. 1), dansitç'5-'m(Xfl0 03'); d'où un homomorphisme canonique 
de OC[Y O ç 5-'m(X1Q 03 )] dans Je f Y O 'îÇ1 ffem(X'1O cB')]; en 

-1 

composant cet homomorphisme et l'homomorphisme 'î de 
ae[Y O itç' 5'm(X't0 6?,'.)], on obtient un homomorphisme de 
ae[Y O çffem(X1Q o3)] dans ae[Y'O ç'ffem(XllQ 6?,')], c'est-à-dire, 

vu ( 50. 2 ), de aerfl+1 Cl y,no XlO 03) dans aem+1 (f yrmo XtLO 6?,'); 
-1 

l'homomorphisme ainsi obtenu est 0, comme on le voit en explicitant 
les définitions de ces divers homomorphismes. 

X" 
L)' 

X' 
0 X 

S" l rj 
Y" Y' y 

0' représente ;" dans ;'; 0 représente ~, dans ç; 
08' représente ç" dans ;. 

Fig. 2. 

THÉORÈME 54. 1. - a. Si 0' représente ~" dans ~', si 0 représente ~' 
dans ç et si 0' 63'' == 03' sur 0' (X"),- 0 ( @') == 6?, sur 0 (X') et 00' ci?,"== (13 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 2, 1950. I 3 
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sur 00' (X), alors la représentation composée 00' a pour homomorphisme 
-1 -1 

réciproque l' homom01phisme composé 0' 0 (fig. 2 ). 

b. Si ç' est la restriction de ç à une partie fermée F de X et si O est la 
représentation canonique de ç' dans ç (c'est-à-dù-e la représentatz'on que 

-1 

définit l' applz"cation canonique de F dans X), alors 0 est la secûon par F 

de Je~(YY111 0 X1QcB). 

ms. LES HOMOMORPHISMES CANONIQUES <l>, W ET .Q DE Je_/X1 Ü O;, ), 

ae_/YmQçd3) ET Zle*o1(X) DANS Jej-lY111 QX1Q03). - Soient une 
application continue ç d'un espace X dans un espace Y et un faisceau 
différentiel-filtré-propre 03 défini sur X. 

DÉFINITION 55. 1 (fig. 3 )~ - Soient y e Y, ç' la restriction de ç 
-1 

à ç (y), p la représentation canonique de ç' dans ç, n l'application , 
·1 1' 0 1 \-y) X y H 

r'\ Il ~1 'l 1 
!J y !J !I 

Fig. 3. 

de X sur y, la représentation de ç dans TC définie par l'application 
-1 

identique de X sur lui-même. Vu le théorème 50. 2 a, cp est un homo-
morphisme canonique, que nous noterons <I>, de Je* ( X' 0 o?,) dans 

Jej{Y111 QX1Q03) et p1 

est unhomomorphisme 1de Je}fY111 0X'003) 

dans ae*Ciyz003); d'après le théorème 54. 1a, l'homomorphisme 
-1 -1 -1 

composé p q; est la section de ae*(XzO CB) par ç (y); d'où, vu les 
remarques 54. 1, 54. 2 : 

THÉORÈ~IE 55. 1. - a. La restrz'ction de <I> à JC. ( X 1 O 03) est l' appli-

cation identique de cet anneau sur l'anneau Je (-i ym O X' 0 03), ( qui 
ne diffère, rappelons-le, du précédent que par sa filtration). 
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b. La restrz"ctz·on de <P à D'Cm+i (X10 03) est l'homomorphisme cano-

nz·que II [ définùion 48. 1, où· l'on re_mplace X par Y et 03 -par 
§ïm(X10 03 )] de aem+i (X10 03) dans 

JC[Y//lü ~ffim(X'O o?,)l == Jtm+1 (-~l ymo X'O 03 ). 

-1 

c .. Si heae,,.(X1Q03) est tel que <Ph-==o, alors ç(y)h-==o quel 
que soity.eY. 

DÉFINITlON 55. 2 (fig. 4). - Supposons ç03 propre. Cette hypothèse 
est réalisée en parliculier dans chacun des deux cas suivants : ç est 
propre (proposition 24. 2); o1 est continu (propositions 24. 1 et ~3. 1 ). 

<5 X + y 't . 
X y 

- LI sj xj ~] 
X- y y H 

Fig. 4. 

Soient t et z. les applications identiques de X et Y sur eux-mêmes; 
soit cr la représentation de t dans ç définie par l'application identique 
de X sur lui-même; soit~ la représentation de ç dans z que définit ç. 

-1 

Vu le théorème 50.2b, est un homom01phisme canotâque, que nous 

noterons 1J!, de ae,,. ( ym O ç 03) dans ac)f Y,n O X 1 0 03) et -; est un 

homomorphisme de ae,,. Ci ymo X' 0 03) dans ac,,.( X 111 0 03); d'après 
-1 -l 

le théorème 54. 1 a, l'homomorphisme composé a est l'homom9r-
-1 

phisrne ç de Jt,,.(YmQç03) dans D'C,,.(Xm003); d'où, vu les 
remarques 54. 1 et 54. 2 : 

THÉORÈME 55. 2. - a. La restrictz"on de w à ace ym O ç 03) est l'homo-
-1 

m01phisme ç de t!C(Y O ç03) dans JC(X O 63). 
b. La restriction de 1IJ .. à aem+1(YmQ_ç03)--== t!C(Y111 Q ç5',,,to3) est_ 

l'homom01phùme' de ae(Ymo ç§im03) dans ae[Y 1110 ç5i"m(X10 03)] 
que définz·t l' homom01phisme Il de 5'1/l 03 dans ff. 111 ( X' O 03) ( défi-
nition 48. 3 ). 
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c. Si he ae.y.(YmQ çcî?,) est tel que Wh== o, alors ç h == o. 

DÉFINITION 55. 3 (fig. 3 et 4 ). - Soit YJ l'application de y sur y; 
-l 

soit Cü la représentation de ç sur Yj; vu le théorème 50. 2 c, w est un 
homomorphisme canonique, que nous noterons n, de JC:ii- cB( X) dans 

JC-1'- Ci ymo X 10 63 ). Soit 0 la représentation de ï: dans Yj; 01 

est 
l'homomorphisme canonique Ilx ( définition 48. 1) de ;,e-1'- 63( X) dans 
Je/Xl O 63); or (ù == 0fJ; donc, vu le théorème 54. ia, n == <l>Ilx. 

-1 

Soit 't la représentation de X. dans YJ; 't est l'homomorphisme cano-
nique Ily de aC.y.63(X) dans Zlt.y.(YmQ ç63); or cù == 't~; donc !l == Wily. 
D'où: 

THÉORÈME 55. 3. - a. !l == <l>Ilx, Ilx étant l'homomorphisme cano-
n,·que de ;1e.y.œ,(X) dans ;1e-l'-(X10 63). 

b. ~i çcB est propre, .Q == WIIY, Ily étant l'homomorphisme canonique 
de ae.y.ci3(X) dans ZIC-l'-(Y//10 ~03). 

Ce théorème prouve que les conventions suivantes sont compatibles 
avec la définition 48. 2 : 

DÉFINITION 55. 4. - Quand <I> est un isomorphisme de ae-1'- ( X 1 0 63) 

sur ae-1'- C~' Y 111 0 X 10 {B ), nous écrirons 

pour qu'zl en soà ainsi, il faut et il suffit (propositz"on iO. 6 a) que <I> soit 

un ùomorphisme de JCm+i ( xz O @) sur aem+i Ci Y 111 0 X 10 (P.,). 

Quand w est un isomorphisme de Je:.,.(Yl/lO ç@)surae)f-Ci yn,·o X 1QcB ), 
nous écrirons 

(55.2) 

Quand !lest un iso~orphisme de al~6?>(X) sur ae.( f Y"'O X1Q 6?, ), 
nous écrirons 

(55.3) 
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a6. CAs ou ;1e( F o 63) === ae63(F) QUAND F === ç (y), ye Y. -
-1 

LEMME 5fi.I. - Si Je(FOff-z03)==ael+103(F) quand F=== ç(y), 
yeY, alors 

Pre1we. - L'hypothèse signifie que II est un isomorphisme 
de aez+103(F) sur ae(F,Q5'163)===Xz+:1.(PQ03); donc, vu la 
proposition 10. 6, II est un isomorphisme de aem 03( F) sur 
aem(FZO 03); donc, vu le théorème 46. 1, Il définit un isomor-
phisme de ae(Y O ç @'m03) sur ae[Y O ç §i m(X' 0 03 )], c'est-à-dire 

de aem+1 (Ymo ç03) sur aem+i Ci ymo X10 (13); le théorème 55. 2 b 
prouvé que cet isomorphisme est -qt. 

THÉORÈME 56. 1. - Soit ç une application continue d'un espace X 
dans un espace Y, dont la dimensz·on est finie_; soù 63 un faisceau 
différentiel-filtré-propre, défini sur X; supposons ç 6!, propre. 

~1 -1 

a. Si ae(F O 63) === [IC6!,(F) quand F === ç (y), ye F, al01s ç est un 
isomorphisme de ae(Y O ~03) sur ae(X O 03 ). 

-1 

5,'i ae*(FLO œ,) === ae* 03(F) quand F === ç (y), ye Y, alors 
-1 

b. ç est un isomorphisme de ae*(Y'O çô3) sur ae.,/XlO Ci3); 

C. ae./Ymo ço'3) == ae*CiY'11 0 XlO œ, ), quel que soit m > l. 
Preure de a. - Choisissons l • o, m == 1, la filtration de 03 nulle; 

vu la proposition 19. g, l'hypothèse s'énonce 

JC ( F O 5" 0 lî3) == Je1 lî3 ( F) ; 

donc, vu le lemme 56. 1, 

d'où, vu les propositions 10. 6 b et :n. 7, 

Jelf (-i Y 1 O x 0 0 03) == Jelf(Y1 o ~oJ); 

la définition 55. 4 et le théorème 55. 2 a achèvent la preuve. 
-1 

Prem)e de b. - D'après a, ç est un isomorphisme de tle(Y O ç œ, ), 
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et ZIC(Y O ç5'td3) sur ;1c(X O d3) et JC(X O 5'1L8); on applique la 
proposition iO. 6 a. 

PreU(,'e de c. - D'après a et le théorème 55. 2 a, lf applique iso-

morphiquement ZIC(Y111 Q~L8) sur c:'H.~c~LY 111 Q~_IQ(8); d'après le 
lemme 56. 1, W applique isomorphiquement ;1emH ( ym O ç L8) sur 

;1cm+1 Ci ymo X' 0 (8); donc, vu la proposition 10. 6 a; w est un 
isomorphisme, respectant le degré et la filtration, de ZIC/ Y Ill O ç ô3) 
sur aci(-CiY/JlO x10 B ). 

a7. RELATION ENTRE -LES ANNEAUX o'HOl\lOLOGIE o'UNE APPLICATION ET LES 

ANNEAUX n'HOi'.\lOLOGIE DE SES RESTRICTIONS AUX INTERSECTIONS DES ÉLÉMENTS 

D 'uN RECOUVREMENT DE L'ESPACE SUR LEQUEL ELLE EST DÉFINIE. - On géné-
ralise aisément la définition 49. 2 : 

DÉFINITION 5 7. 1. - .Soz·ent un espace X, un faisceau dijférentiel-
flltré-propre (8 défini sur X, une applz"cation continue ç de X dans un 
espace Y et le complexe basique de Cech ;J{* ( n° 59) défini par un recou-
çrcment fermé, localement fini, ordonné de Y; soient deux entz"ers l < m. 
Il existe un homomorphisme canonique, conse,vant le degré et de 

filtration o, des anneaux JC* Cf J{*lllO X 1 O 0?,) dans les anneaux 

ae* Cç1 

YlllO X 10 01 ). 

Quand cet homomorphisme est un isomorphisme des premiers 
anneaux sur les seconds ( il conserve alors la filtration, vu la propo-
sition 10 .·6 a), nous écrirons 

(57.3) 

Rappelons que aeC~l J{,*m O X1 O œ,) désigne JC(X O ô3) mum 
d'une filtration que minore et majore celles de ae(X10 03) et 
ae(X"'O 01). 

THÉORÈME 5 7. 1. - ( 5 7. 3) a lieu lorsque les deux conditions suiçantes 
sont réalùées : le recoLwrement U F tJ. == Y, auquel J{,* est associé, est 

[J. 
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-1 

d'ordre fini; quand F est une intersection non Vlâe de ç ( F tJ. ), on a, 
çF désignant la restriction de ç à F, 

(au sens de la définition 55.4). 

Prezwe. - Soit I une intersection non vide de FtJ.; soit F == (1). 
Par hypothèse : 

:JC [Y Ü ~F.:7'm(F1Q 03)j == :JCm+1(F1Q 03), 

d'où, vu le théorème li5. 1 : 

Je [ I O ç .:7' m ( X10 03)] == JCrn+1 ( F1 0 03.). 

Le théorème 49. 2 a s'applique donc quand on remplace dans son 
énoncé F par I et Cl?, par çSt'm(XtO 03); il donne 

. . 

c'est-à-dire 

pour en conclure que l'homomorphisme, canonique des anneaux 

a(f-Cic1c*moxto03) dans les anneaux ae)(-CiY 111 QX'003) est un 
isomorphisme des premiers sur les seconds, il suffit d'utiliser les 
propositions JO. 6 b et 39. 1. 

VII. - Les anneaux d'homologie d'une application composée. 

a8. Soient une application continue ç d'un espace X dans un 
espace Y, une application continue Y) de Y dans un espace Z, un 
faisceau différentiel-filtré-propre 03 défini sur X et trois entiers 
l < m < n; une généralisation aisée du n° aO définit un anneau spectral 

(l<m<n<r), 

que nous nommerons anneau spectral d'homologie de l' applicatl·on 
composée Y)Ç; on a 

:JCn+1 (-{ ~
1 
zn O -i ym O X 1 0 03) == :Je [ zn O YJ~ .:1 n (-i Y 111 Ü X 1 0 03)] ; 

CJ,:Je(-t -~ zno -i ymo x 10 03) C lim Je,.(-€ zno -~l ymo X'O 03); 
r~+oo 



104 JEAN LERAY. 

où tieCi ~1

Z11 Q -ç1

Y111 QX'Qc8) désigne Zlt(XQ03) muni d'une 
filtration dépendant des données. Les propriétés des anneaux d'homo-
logie d'une application s'étendent aisément aux anneaux d'homologie . 
d'une application composée. 

En particulier, étant donnée une application continue ç de X en 
lui-même et un faisceau différentiel-filtré-propre (13 défini sur X, on 

pourra donc envisager ,;cj ... Q-{X 11 Q-{X 111 QX'Qœ,), où 

l < m < n ... ; p et q sont des entiers > o; f est le réciproque de ~q. 

VIII. - Cas où la différentielle et la îùtration du faisceau sont nulles. 

Nous conviendrons que o?, est canonique, le degré carwnù1ue de tous 
ses éléments étant nul. 

n9. PROPRIÉTÉS DE JC-v.( X1 O c13 ). - z.'[' O 63 est canonique-filtré; sa 
filtration est associée à l fois le degré canonique; d'après la propo-
sition 10. g 

Jer( X 10 03) == qpe(X10 03) == Je( X 10 03 ). 

{ICr(X1 O l'3) est canonique-gradué, le degré filtrant étant l fois le 
degré canonique; tlè(X1Qô3) est gradué-filtré, la filtration étant 
associée à l fois le degré. 

Les théorèmes 42. 2 et 44. 1 donnent : 

THÉORÈME 59. 1. - Supposons ôl'3 == o ~· utdisons sur ô3 un degré 
canom·que nul. 

a. Le degré canomque de ae(X O ~) est mz·noré par o, majoré 
pardim X. 

b. Si he X(X O o?,) est de degré canonique nul et si xh == o quelque 
soit Xe X, alors h == o. • 

c. Les éléments de ae( X O 6?,) dont le degré canonique est > o sont 
nilpotents. Si tout élément de @( x) est nilpotent, quel que soit x e X, 
alors iout élément de X(X O 6?,) est nilpotent. 

Puisque~@==@, II est un homommphisme de ô3(X) dans ae(X'Qô3). 
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.\'oz't beo1(X); Ilb a un degré et une .filtratl·on nuü. D'après le théo-
rème 48. 1 : 

'THÉORÈME 5~). 2. - Supposons oo?, == o. Soit· b E c13(X ); pour que 
II b === o, il faut et d suj]it que xb == o quel que soit x EX. 

60. PROPRIÉTÉS DE tle't'CiY111 QXloo1). Vu le n° iH, 
tlë,.Ci ym O X' O cl?,) est canom·que-gradué; ô,. a le degré canom·que I et 

le degré filtrant r. ile Ci Y111 O Xt O cl?,) est gradué-filtré; son degré sera 
encore nommé canonique; ce degré canonique est minoré par o, majoré 
par dim X. L'automorphisme <X ( n° 8) multiplie par (- 1 )P un élément 
homogène de· degré canonique p. Multiplier let m par un entier n > o 
revient à multiplier par n la filtration, le degré filtrant et l'indicer; 
ajouter I à let m revient à ajouter I à l'indice r et à augmenter du 
degré canonique la filtration et le degré filtrant ( n° 7); on pourra donc 
toujours supposer, ce qui simplifie le théorème 60. 1 : 

l == o, m == 1 [ alors, vu le théorème 50. 3 : la filtration et le çlegré 
filtrant sont minorés par o, majorés par dim Y et, sur les éléments homo-
gènes, L degré canonique]; 

ou, ce qui simplifie le théorème 60. 2 : 

l == - 1, m == o [ alors la filtration et le degré filtrant sont minorés 
-1 

par - Borne sup. dim (y), majorés par o et, sur les éléments homo-
reY 

gènes,~- degré canonique]. 

La formule ( 50. 2) se réduit à 

(GO. 1 ) l aem+t (-i Y"'O x10 03) = JC[Y"'O ~.'f (X10 03)]; 

d'après le théorème 50. 1, 

~,Je Cl ymo x10 03) == Ji~ Je,.Cf ymo x10 03 ). 
r~+oo . 

L'étude des homomorphismes <P et W se réduit à celle de leurs 
restrictions <Pet W définies ci-dessous. 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 2, 1 g5o. 
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LEl\llUE 60. I . ,"'oit h E JCm+1 (-i Y m O X' Q (13); si h est homogène 
de degré canonique p et de degré filtrant lp, les trois conditions suivantes 
sont équùmlentes _; 

a. ha une image canonique nulle dans Ci]JèCç
1 

ym O X_l O 03); 
-1 

b. ç (y). h == o quel que soit ye Y; 
c. h==o. 

Preuve. - Nous prouverons que a entraîne b et que b entraîne c; 
puisque c entraîne évidemment a, le lemme sera prouvé. 

a entratne b. - D'après le théorème 50. 2 a et le n° n9, les sections 

par -~
1

(y) de Jèm+i(ÎYmQXtQv1) et (JJtCiYmQX1Qd3) sont 
canoniquement isomorphes. 

b entraîne c. - Retranchons de la filtration l fois le degré cano-
nique; les hypothèses deviennent : 

h E Zftm-l+ 1 Ci y Ill-! 0 X O O v1); -i (y). h == 0 SI y e y; le degré 
filtrant de h est nul; 

c'est-à-dire : 

he ae[Y O ç5"(X O l13)]; yh == o si ye Y; le degré de h est nul 
quand on utilise le degré canonique de Y et un degré nul sur 
ç5"(X O 63). 

Ces hypothèses entraînent a d'après le théorème 59. 1 b. 

THÉORÈME 60. 1. - Supposons ÔO?, == o et la filtration de 63 nulle; solt 
l'homomorphisme canonique de ae(X O 63) dans X[Y O çffe (X O o?, )], 
[c'est-à-dire : l' homom01phisme II de la définition 48. 1, oû l'on remplace 
X par Y et 63 par ç§ï'(X O 63); c'est-à-dire, vu le théorème 55. 1 b, la 
restrictz"on à ~m+1 ( Xl O O?,) de l' homom01phisme <I> du n° aa]. Soit 
he at(X O 63), homogène de degré canonique p; sa filtration dans 

ae(l
1

YmO X1Q 63) est 
( 60. 2 ) /( h) lp. 

a. ~h a pour degré canonique p et pour degré filtrant lp; ~h a une 
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image canonique (n° 9, homom01phisme ,<) dans qj,De(-i ym O X' 0 03); 
cette image est 

!IC( 1JJ+ 1 i( ... ) représentant les termes de ;Je ( ... ) dont la filtration est 
>lp. 

b. Les troù conditions suù)antes sont équiMlentes: 

<llh==o; 
-1 

(y).h == o qµel que soityeY; j(h) > lp. 

c. (])a'C(X O @) est le sous-anneau de 0-e[Y O St'(X O @)] engendré 
par les éléments homogènes de cet anneau qui possèdent simultanément 
les deux propriétés suù;antes : leur degré filtrant est l fols leur degré 

canonique; ils ont une imagecanom'que dans ~-ae(fymo XlO 03). 

Prew,ede(60.2). - La filtration de hdans ae(XlO @) estlp (n° a9); 
(]) ne diminue pas la filtration. 

Prerwe de a. - D'après le n° â9: heaem+i(XLO@); ha pour 
degrés canonique et filtrant p et lp; l'image de h dans gae (Xt O m,) est 

h rnod 0e11P+1i ( X 1 O 63). 

L'homomorphisme (J} transforme ces propriétés en les suivantes : 
!h a pour degrés canonique et filtrant p et lp; l'image de !._h dans 

q;,ae (i ym O-X10 m,) est vu le théorème 55. I a, 

h mod ae(/p+l) (f ym O X 1 0 63). 

Prew,,e de b. - a et le lemme 60. 1 prouvent l'équivalence des trois 
conditions : . 

j(h) > lp; .Y~ h == o quel que soit y e Y; <llh == o. 

-1 

y~h== ~(y). h d'après la formule ( 48. 1 ). 

Prem·e de c. - Soit Of' le sous-anneau de ae [ Y O §7 (X O 03)] 
que c affirme être identique à ! ae( X O m,); soit <;;,' le sous-anneau de 

l'anneau CJJ,OC n1 

ym O X' 0 m,) qu'engendrent les éléments homogènes 
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de cet anneau dont le çlegré filtrant est l fois le degré canonique; 
d'après a,~ Jf( X O 03) C Jt' et~ Je( X O l13) est appliqué canonique-
ment sur qp; d'après le lemme 60. 1, l'application canonique de ;1c' 
dans CJ' est un isomorphisme; donc ;1e ( X O (8) == tle'. 

TnÉORÈME 60. 2. - Supposons ov?, == o, la jiltratz'on de œ, nulle et ç (8 

propre; l'homomorphisme canonique IT de (8 dans St ( X O (8) ( d~/ini-
tz·on 48. 3, où Si O?, == (8) définit un homomorphisme canonique W de 
;1e(Y O çv1) dans ae[Y O ç5i'(X.:Q l8)] [vu le théorème 55 2b, 1V e~·t 
la restriction à aem+I (Y111 Q ç03) de l'homo,norphisme W du n° aa]. Soit 
he tlè(Y () ç03), homogène de degré canonique p~· la filtration de -f h 

dans ;1e(-i~·mo X1Q 03) est 
-1 

( 60. 3) SI h ?== o. 

a. W li a pour degré canonz·que pet pour degré filtrant mp; Wh a une 
- /-1 ) --

image canonique (n° 9) dans ~,ae\ ç Y'11 Q X1Q 03 ; cette z·mage est 

b. les deux conditions suivantes sont équimlentes : 

-ih == o; l'image canonique de 1J! h dans Je,.(f YmQ xzo 03) est nulle 
quand r est suffisamment grand. 

Remarque. - Le théorème 65. 2 déterminera, dans un cas parti-
-1 

culier, W Jt(Y O (8) et ç ae(Y O ç03 ). 

Preu()e de ( 60. 3 ). - D'après le n° a9, la filtration de h dans 

Jt(YmQç03)estmp; W ne diminuepaslafiltration; doncJ(i h)'---.....mp. 

D'après le n° aO, 1(Y h) est au plus égal à la filtration de r1i dans 
-l 

tlf(XmQ 03); celle-ci est mp si çh~ o, vu le n° a9. 

Prew-'e de a. - D'après le n° a9: heaem+1.(YmQço1); h a 
pour degrés canonique et filtrant p et mp; h a pour image daris 
~ae(YmO ç03) 
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L'homomorphisme W transforme ces propriétés en les suivantes : 
lV h a pour degrés canonique et filtrant p et mp; Wh a pour image 

d~ns (}J,ae(iYmO XtO œ,), vu le théorème 55. 2 a.-

-1 

Preuve de b. - Supposons h == o; d'après a, Wh a une image 

canonique nulle dans CJtlen
1

YmO XlO œ,), donc dans 

lim ~e,.(f ym O Xl O 63)' 
r~+oo 

donc dans ae,.(l1

Y"' O XtO œ,) pour r suffisamment grand. Récipro-
quement, supposons nulle l'image canonique de lJJ .. dans 

(j},{Je(f ym O XL Ü 63); 

d'après a,J(l1 

h)> mp"; donc, vu ( 60. 3 ), f h == o. 
Le théorème 55. 3 devient.: 
THÉORÈME 60. 3. - Supposons ou?,== o, la filtration de 6?, nulle et ç O?, 

propre; soient Ilx et Ilv les homomorphismes canonz·ques de 6?,(X) dans 
ae ( X O c~) et ae ( Y O œ,) ; on a 

<l>Ilx== Wily. 

6f. CAs ou 6?, EST COMMUTATIF. - Les théorèmes 44. 2 et 51. 2 

donnent: 
TttÉORÈ.\1E 61. 1. - Si bb 1 == b1 b quels que soient b et b1 E 6?,( x ), alors 

hh1 == ( _,... 1 )Pq h 1 h, quand h et h1 sont des éléments de aeJf- ( Xt O 6?,) ou 

de aeJf-(ë ymo XlO œ,) homogènes de degrés canoniques pet q. 

CHAPITRE III. 
INVARIANTS TOPOLOGIQUES DES ESPACF..S LOCALEMENT COMPACTS, DE LEURS 

APPLICATIONS CONTINUES ET DES CLASSES D'HOMOTOPIE DE CES APPLICATIONS. 

ae/X1Q6?,)estuninvarianttopologiquedel'espaceX,aeJf-(~Ymox1oœ,) 
est un invariant topologique de l' appll"cation continue de X dans Y, 



110 JEAN LERAY. 

ae,,. (f~zno l1 

YmQX1QcB) est un inMrianttopologiquedel'application 
composée Y} ç de X. dans Z quand on choisit le faisceau cB identique à un 
anneau (§ I) ou localement isomorphe à un anneau(§ II). 

I. - Faisceau identique à un anneau. 

62. DÉFINITION .. - Le faisceau différentiel-gradué-filtré 63, défini 
sur l'espace X, sera dit identique à un anneau différentiel-gradué-
filtré quand il possédera les propriétés suivantes : 

cB( ;F) == o quand F est une partie fermée non compacte de X; 
si Ki et K sont deux parties compactes non vides de X et si Ki C K, 

la section de 63(K) par Ki est un isomorphisme, respectant Ja diffé-
rentiation, le degré et la filtration, de (î3(K) sur 63(K1 ). 

On p~ut donc convenir que 63( K) est un anneau différentiel-gradué-
filtré êt indépendant du choix de K, la section de 63(K) par Ki étant 
l'application identique de L't sur lui-même : on dira que 63 est ,-den-
tique à t1- et l'on écrira 

Les propriétés suivantes sont évidentes, vu les définitions des 
n°s 25, 24 et le théorème '15. 1. 

f.,e faisceau t1-, défini sur l'espace X et identz·que à l'anneau t1-, est 
propre. 

Soit une applicatz"on propre de X dans un espace Y : (X) est fermé; 
le faisceau~ t1- est propre; t1- == el. sitr ~(X) ( au sens du n° 47); 

0(/ y l O ét) == Jt\ ( F 1 0 t1) où F == (X). 

Remarques. - Le faisceau êt n'est continu que si X est compact; le 
faisceau ~L't n'est propre que ·si~ est propre. 

63. RELATION ENTRE Jt(X), JC_..( êt) ET' Jt.,,_(X1Q ('t) QUAND êt EST UN 

ANNEAU DIHÉRENTIEL-FILTRÉ. - LEMME 63. 1. - Soli, sur un espace X, un 
faisceau identique à un anneau diif érentiel-filtré tl.. Soit fE une cou()er-
ture fine de X; soit EE* l'anneau que constituent les éléments de fE à sup-
port compact; EE* ® tl. désignant le produit tensorz"el des anneaux EE* 
et L't, on a 
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Preu()e . ...:...... Il existe un homomorphisme' canonique évident, dont la 
filtration est o, de l'anneau 3:,*t@ ét sur l'anneau du complexe 
Ef-lO L~; nous allons prouver que cet homomorphisme est un isomor-
phisme respectant la filtration. Autrement dit, kµ désignant des 
éléments homogènes à support compact de Ef-, nous allons prouver 
que s1 
(63.r) ; (xkµ)Q9aµ,=o ou 1[; (xkµ)0au-J~P 

alors 

(63.2) 

quel que soit x EX 

ou 

Les relations ( 63. 1) résultent d'un nombre fini de relations entre 
les xkµ; ces relations expriment que x n'appartient pas aux supports 
d'un nombre fini d'éléments de Ef-; soit V un voisinage de x dont 
l'adhérence est étrangère à ces supports; on a 

I (v kµ) 0 aµ== 0 ou 
µ 

On peut recouv~ir US ( kµ), qui est compact, avec un nombre fini 
µ 

de tels voisinages, les Vv( 1 L.. v w ). Soit V O un voisinage de l' oo 

telqueVonUS(kµ)==·0et U Vv==X;ona 
µ o~v~w 

I (YvkU,) Q9 Clµ== 0 ou 
µ 

Utilisons l'hypothèse que Ef, est fin et la formule ( 32. 6); il vient 

ou 

d'où (63. 2 ), en sommant par rapport à v, puisque I Àv est l'identité. 
V 

Le lemme 63. 1, vu les propositions 18. 1, 19. 1, 19. 2 et 20. 1, a les 
conséquences suivantes : • 
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DÉFINITION 63. 1. - ;1e( X O ét) sera noté ;1e X quand et est l'anneau 
des entiers (ôe1. == o); d'après Le lemme 63. 1, ;1e X== c"IC~*. 

THÉORÈME 63. 1. - Soit et un anneau dijférenûel. 

a. Il existe un homom01phisme • canonique TI de ;1e X 0 ;1eet dans 
Jt( X O et); on peut donc concenù· que 

Je X 0 JC el c JC ( X Q t1.). 

[ Faisons dans le n° 48 o1 == él : si X est compact, ;1e X a une unité u 
(proposition 37. 1, et remarque 8. 1) et l' lwmomorphisme que le n° 48 
nomrne II est la restricûon à u@ Jtel de tùom01phùme Il; si X n'est pas 
co,npact, ;Je X n'a pas d'unité et II a un champ de définition nul]. 

b. Le Je X 0 ;1eet- module é1è(X Q L't )/JCX 0 ;1eet ne dépend que 
de Je X et JCet et en dépend additù,ement : si i'JCµ. et etv sont des 
anneaux canoniques sans torsion et des anneaux différentiels tels que 
--ex "''N', t .. ,, .;)' 1' .;\' l c. t.1 == ""-1 o-Cv'-µ. e , te:\.,==~, te:\.,,,, a ors 

!J, V 

;1C(X Q d)/~X Q9 :1Ccl == !, Jc.(JCµ.Q9 dv)/JC .. Kµ,@ ZlCdv ( sommes directes). 
µ., V 

c. Le groupe addàzf Jf(X O e:t )/J-èX@Jee:t ne dépend que des 
groupes de torsz·on de Je X et [ICc:t et en dépend addz"tù,ement. 

d. En particulier, si ;1eX ou Ject est sans torsz·on 

JC(X o tt) == :1ex 0 Jet1. 

THÉORÈME 63. 2. - Soit e:t un anneau dijférentz"el-filtré. Il.existe un 
homomorphisme canonique II de ( aex Y0 Je-\< e:t dans Je-\<(XiO ét ); la 
restriction· de ÏÏ à l'anneau ( ae X Y 0 Jt1+ 1 e:t est l'isomorphisme II du 
théorème 63. 1 a de cet anneau dans Je( X O Jeze:t) == X 1+1 ( xz O e:t); 
la restricûon de II à {anneau (JeX)1@ Jfe:t est l'isom01phisme II du 
théorème 63 . 1 a. 

THÉORÈME 63. 3. - Soit e:t un anneau différentiel-filtré. 
Si ae X ou ae. L't est sans torsion, 

JC~(XlQ et)== (JtX1)@ JC~tt. 
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THÉORÈME 63. 4. - Si el est une algèbre dijf érentz'elle-Jiltrée sur un 

corps commutatlf Jll, 
Jlt 

{Je.(X'O et)== [ {Je(X O .Jll)]l© :-Je.et. 

64. RELATION ENTRE ae(X), aelf(Y'Q L't) ET aeJ(X x Y)'Q el]. -
Soient 0 et 'îles projections canoniques sur X et Y du produit X x Y 
de ces deux espaces; Roient fE, et '}J des couvertures fines de X et Y; 
soient fl:,* et '}J* les anneaux que constituent les éléments de fE, et '}J à 

-t --1 

supports compacts; on prouve aisément que 0 fE, O-: '}J est une cou-
verture fine de X x Y et que ses éléments à supports compacts consti-
tuent l'anneau fl:,* 0 '}J*; d'où, vu le lemme 63. 1, 

aeJ ( X x Y)' o et] == {Je. ( œ*' (g) ~*1 (g) et). 

De cette formule et des propositions 18. 1, 19. 1, 19. 2 et 20. 1 résultent 
les extensions suivantes des théorèmes précéden ls . 

THÉORÈME 64. 1. - Soit tt un anneau di.ffërentiel 

Je x 0 ;Je ( Y o et) c ae ( x x Y O et). 

Le Je X@ ae( Y O el )-module Je ( X x Y O el )/t!eX@ ae-(Y Q ét) ne 
dépend que de aeX et ae(Y Q ét) et en dépend addz"tz"rement; en tant 
que groupe additlf, il ne dépend que des groupes de torsz·on de aeX et 
ae(Y O ét). Si aeX ou ae(Y O el) est sans _torsion, 

ae ( X x Y o et) == ae X (g) {Je ( Y o et). 

THÉORÈME 64.2. -Soit el unan!7,eau différentiel-filtré/ ilexùte unhomo-
m01phisme canonique de ( aexy0 aelf (Y10 el )dans tlelf[(X X YYO ét]; 
l.l a pour restn"ctions les isomorphismes canoniques ( théorème 64. 1 ) de 
( aexy0. ael+i (YlO tt) == ( aexy0 ae(Y'O tfeztl) dans 

{Je[(X X Y)10 :-Je1ét] == Je1+1 [(XX Y)f O (.,'\ J 

et de ( r1exy 0 ae(Yl,o el) dans ae[(X X Y)'O L't ]. 

THÉORÈ~lE 64. 3. - Soit tt un anneau différentiel-filtré. Si aex ou 
ae_/Yt Q<X) est sans torsion, s 

Je.[(X x Y)10 et]== (JeX)f@:-Je.(Y'O et). 
Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 2, 1950. 
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THÉORÈME 64. 4. - Si et est une algèbre différentielle-filtrée sur un 

corps commutatzf Jll 
.Jll J1t 

Je.( ( X x Y )l O '-'t] == [ Je ( X O Jn.) ]' © [ ( Je ( Y o Jn.) y© Je. et. 

6â. CAS OU L't EST UN ANNEAU DE DIFFÉRENTIELLE NULLE ET DE FILTRATION 

NULLE. - C'est un cas particulier de celui qu'étudient les n°s â9, 60 
et 61 ; nous allons préciser les propriétés de Il et qr. Le théo-
rème 59. 2 s'énonce comme suit : si X est compact, Il est un ùwmor-
phzsme del' anneau cl, dans le sous-anneau J'èl 0 l ( X O L't) que constituent 
les éléments de ae(X O t't) dont le degré canonique f!St nul. Ce théorème 
peut être complété comme suit : 

THÉORÈME 65. 1. - Supposons ôet === o et la filtratl·on de et nulle. 
a. Si X est compact et connexe, IT est un isomorphisme de L'l sur 

ae[ 01 (X o ft). 
b. Si aucune composante connexe de X ([3], Chap. 1, § 11) n'est 

compacte, alors 

Nous déduirons ce théorème du lemme suivant : 

LEMME 65. 1. - Soz't !te ac(X O et); xh est une fonction de xe X 
prenant ses valeurs dans et; je dis que cette fonction est constante au 
voisinage de chaque poz·nt de X. 

Preuve du lemme G5. 1. - Remplaçons X par un voisinage compact 
d'un de ses points eth par sa section par ce voisinage : nous sommes 
ramenés au cas où X est compact. D'après la formule 48. 1, 

(65.1) 

d'où 

xITa==a; 

x(h -ITxh) == o; 

vu la contim1ité de f:Ji' ( X O ét ), x possède un voisinage V tel que 

y(h - IJxh) == o quand yeV; 

d'où/vu (65. 1 ), 
yh == xh quand y eV. 
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Prew,,e du théorème 65. 1 a. - Soit he a{[ 01 (XO ét). Puisque X est 

connexe, le lemme 65. 1 prouve que xh a une valeur a indépendante 
dex: 

x(h - fla)== o 

d'où vu le théorème 59. 1 b 

quel que soit x e X; 

h == fla, 

Preuve du théorème 65. 1 b. - Soit h e ae(oJ ( X O L'l); d'après le 
lemme 65. 1, xh est constant sur chaque composante connexe de X; 
vu la continuité de ff, ( X O ét ), xh == o au voisinage de l' oo ; donc 
xh == o quel que soit x EX; le théorème 59. 1 b achève la preuve. 

L'homomorphisme W (théorème 60.2) n'est défini que si ~ét est 
- -1 

propre, c'est-à-dire (n° 62) si ç est propre; rappelons que ç(y) est 
alors compact quel que soit y E Y. 

THÉORÈME 65. 2. - Supposons Ô L't == o, la filtration de ét nulle, 
-1 ç propre, Y == ç (X) et ~(y) connexe quel que soù y E Y. Alors : 

a. W est un isomorphzsme de ae(Y O ét) sur le sous-anneau ae 
l'anneau 

qu'engendrent ses éléments homogènes de degré canonique p et de degré 
filtrant mp (p arbitraire). 

b_. Le sous-anneau rae(YQc't) de l'anneau ae(l
1

Ymoxzo('t) 
est le sous-anneau qu'engendrent les éléments de cet anneau dont le degré 
canonique est p et lq, filtration mp (p arbz.traire ). 

Diminuons la filtration de m fois le degré canonique : nous nous 
trouvons ramené au cas l < o, m == o. 

Preuve de a. - D'après le théorème 65. 1 a, II est un isomorphisme 

de L't sur ae( 01 (F O L't) quand~== f(y), ye Y; donc lJ!, vu sa défi-
nition ( théorème 60. 2) et le théorème 46. 1, est un isomorphisme 
de ae(Y O ét) sur _ae[Y O çff,[Ol(X O ét )]. 

Preuve de b. - D'après a tout élément de a!1 (iY0 O xzo ét), dont 
le degré filtrant est nul, est du type ~h où h e ae ( Y O L'l); donc, 
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tout élément de gae(1Y0 QX1Qtt), dont le degré filtrant est nul, 
est image d'un Wh, c'est-à-dire, vu le théorème 60. 2a, est du type 

-i h mod Je(il ((y-; O X1 O L't); cela signifie que tout élément de 

ae(llY 0 O X'O L't) dont la filtration est nulle est du type f h. Réci-

proquement J(11

h) = o d'a~rès (G0.3). • 

66. CAS où et EST UN ANNEAU DIFFÉRENTIEL MUNI o'uNE FILTRATION NULLE. -

Le lemme G3. 1 el la proposition 21.1 ont la conséquence suivante : 
TttÉORÈl\IE 66. 1. - sm·t tl un anneau d(lférentzel muni d'une filtration 

nulle; la filtration des éléments non nuls de Jè(Xz O L't) est.finie~· o,.== o; 
Je,.(X' Q L't) == (j,Jè(X' Q d,) == Jè(X1 Q JCt't) si o < l < r. 

Les propriétés d'homomorphisme canonique II et de l'ensemble 
;1e ( 1 l ( xz O t'l) des éléments de Jt( X1 O c..:t) de filtration > o sont les 
suivantes : 

THÉORÈ1\1E 66. 2. -- Soit tl un anneau dijf érentz"el muni d'une .filtratl·on 
nulle; soit l > o. • 

a. Si X est compact, II est un ùom01phisme de J-et'l dans ae ( X1 O t't); 
la filtration est nulle sur II {ftt'l. 

b. '--'->'i X est compact et connexe, 
(sonime directe). 

c. .Si aucune composante connexe de X n'est compacte, 

:1e(X'O ('t) == ae11 l(X1Q L'l). 

Prem'e de a. - D'après le n° 6â, II est un isomorphisme, conservant 
le degré, de gaeL't == aeét dans ~ae(X1Q ét) = Je(X1Q aeL't ); vu 
la proposition 6. 1, II est donc un homomorphisme, respectant la 
filtration, de Jeét dans ae(XzQ L't ), et par suite un isomorphisme, 
vu le théorème 66. 1. -f:. 

Preu()e de b. - Soit he Je(X1Q ét ); posons 
h' == h mod ~ 11 l ( X' 0 L'l) e Je[oJ ( X' 0 aea) == aett 

on a 
h - ITh' e ~e 11 l(X10 L'l). 

( théorème 65. 1 a); 
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J>reu~·e de c. - D'après le théorème 65. 1 b, • 

n'a pas de terme de degré nul. 
Supposons o < l < m; d'après le théorème 66. 1, la formule ( 50. 2) 

se réduit à 

( 66, I) 

le degré filtrant du second membre s'obtient en utilisant m fois le 
degré canonique sur Y et l fois le degré canonique sur X; @' (X O JeL't) 
a un degré canonique, qui s'obtient en convenant que le degré cano-
nique de af(X est nul; l'anneau ( 66. 1) a donc un degré canonique; mais 
en général ôm+i n'est pas homogène par rapport au degré canonique 

qui ne peut donc en général pas être défini sur ae,.n
1

Ym O X 10 LX) 
pour r>m+ 1. 

L'étude des homomorphismes <ll et 11r ( n° ms) se réduit à celle de 
leurs restrictions~ et W définies ci-dessous; nous n'énoncerons que 
les conclusions de cette étude, qui est identique à celle que développe 
le n° 60; la preuve du théorème 66. 4c est identique à celle du 
théorème 65. 2 a. 

THÉORÈME 66. 3. - Soit t1, un anneau différentiel muni de la filtration 
nulle; soll o < l < m; soit ~l'homomorphisme canonique de Je (X O Je&) 
dans Je[Y O çSt(X O JeL't )] [c'est-à-dire: l'homomorphisme II (déflni-
t(on 48. 1), où l'on remplace X par Y et 63 par ~5(XO JeL't); c'est-
à-dire la restriction à ~'fem+1(XlO L't) de <P]. Soit he ae(X O aea ), 
homogène de degré canonique p; he ÇJ,af( X 10 L't }; z'l existe donc 
h' e Je(lpl(XlO t1.,) tel que 

h == h' mod ~e11P+1l ( XL 0 et); 

/( h') désignera la filtration de h' dans ae(~
1

YmO X 10 tt); 

/(h') lp. 
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a. <Ph a pour degré canonique p et pour degré flltrant lp; <Ph a une 

image canonique dans ~ae(-iYmO xzo c:1.,); c'est 

h' modJe(lp+1)(fymo xzo t1.). 

b. Les trois conditwns suimntes sont équivalentes : 
-1 

(f)h == o; Uy)h==o quel que soityeY; /(h') > !p. 

THÉORÈME 66. 4. - Soit el- un anneau dijf érentiel muni de la filtration 
nulle; soit o < l < m, supposons ç propre et Y == ç (X); l'homomorphisme 
canonique II du faisceau de X identique à aeel- dans le faisceau 

( X O Jfét) définit un homomorphisme canonique lJ!" de ae(Y O afét) 
dans at[Y O ç~(XQJCel-)J [1V est la restriction à Jfm+i (Ym O L~) 
de _lJ!"]. Soit h E Jf ( Y O aèL~ ), homogène de degré canonique p; 
he SJ,af(Y/llQ el-); il existe donc h' e JC(mpl(Ymo L~) tel que 

la filtration de l 1

h' dans ae(l1

Y111 Q X1Q ét) est 

J(fh') mp. 

a. Wh a pour degré canonique p et pour degré filtrant mp; 1Jt h a 

une image canonique dans q;,ae(iYmO X1 Q .e1,); c'est -

-.l h' mod Jeimp+i} (f ym O X1 0 d). 
b. Supposons Xcompact; soient Ilx et Ilv les homomorphismes cano-

niques de JCL~ dans Je(X Q JCL~) et JC(Y Q afét); 

(f)Ilx == WIJy. 

c. Supposons ç (y) connexe quel que s.oit y E Y; alors W. est un 
isomorphisme de ae ( Y O afL~) sur le sous-anneau de l'anneau 
ae[Y O ~~(X O afL~)] qu'engendrent ses éléments homogènes de degré 
canonique pet de 1egré filtrant mp. 

67. HOMOMORPHISME RÉCIPROQUE n'uNE APPLICATION PROPRE; RÉTRACTE; 
HOMOTOPIE. - Soit une application propre 0 d'un espace X' dans un 



L'ANNEAU SPECTHAL ET L'ANNEAU FILTRÉ D'HOMOLOGIE. 119 

espace X; soit un anneau différentiel-filtré ét; le n° 47 définit, vu 
-1 

le n° 62, un homomorphisme 0 de ae~cxzo ét) dans ae~(X'l O ); 
cet homomorphisme ne diminue pas la filLration et conserve le degré; 
nous allons prouver qu'il ne dépend que de la classe d'homotopz·e de 0 
( théorème 67. 1 ). 

LEMME 67. 1. - ..._'-,'oient deux anneaux et/ et (.,'l, et un homomor-
phisme Àt de ('t' dans ét possédant les propriétés suivantes : 

a. Àt dépend du paramètre t qui décrit un espace connexe T; 
b. Sise T' Sl a' e ét' et si Àsa' == o, il existe un voisinage V des tel 

que Àta'== o quand te V; 
c. Il existe un homom01phisne À de ('t dans ('t' tel que ÀtÀa == a, 

quels que soient te T et a e ét. 

Je dis que ),t est indépendant de t. 

Preu(Je. - Soient a' e ét', a e ('t et se T tels que ),._sa' =a; on a 
),._s( a' - Àa) == o; donc Àt( a' - ),a)== o quand t, apparlient à un 
voisinage convenable V des; c'est-à-dire ) .. ta'== a pour te V. Étant 
donnés a' e et,' et a e ét l'ensemble des points t de T tels que ),._ta'== a 
est donc ouvert. Si ),._ta' n'est pas indépendant de t, T est donc la 
réunion de plusieurs ensembles ouverts non vides, n'ayant deux à 
deux aucun point commun; T n'est donc pas connexe. 

LEMME 67. 2. -Soient deux espaces X' et T (T compact, connexe) et 
leur produit X== X' X T; ~t( x') == x' X test, pourchaque valeurde t, une 
application propre de X' dans X. Soit un anneau différentiel-filtré ('t. 

-L 

Je dis que l' homom01phisme ~t de ae~ ( X 1 O c't) dans ae~ ( Xrt O et,) est 
indépendant de t. 

Preuve. _.:._ Soit m( x', t) == x' la projection de X sur X' ;w~t( x') == x'; 
-1 -1 

donc, d'après le théorème 47. 1 a, l'homomorphisme ~t w de 
ae(X'1 O ét) en lui-même est l'identité. Pour prouver que l'homo-

-1 

morphisme ~t de ae~(XzO ét) dans ae.(XflO et.) est indépendant 
de t il suffit donc, vu le lemme 67. 1, de prouver la pr!)position 
suivante : 
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-l 

Si se T, si h e at)f. ( X1 O et) et si ~J1 == o, alors s possède un voisi-
-1 

nage V tel que ~th== o pour te V. 
Soit Xt l'ensemble des points x' x t, xi décrivant X', tétant fixe; 

-l 

la condition ~ch== o équivaut à X 1h == o d'après le théorème 47. 1 b. 
La proposition à prouver peut donc s'énoncer comme suit : 

Si s ET, si h E Je)f ( X 1 O et) et si XJ1, == o, alors s possède un voisi-
nage V tel que Xth == o pour te V. Puisque ~(X1Q et) est continu, 
il existe un voisinage ouvert W de X,1• U œ tel que Wh== o; le 
complémentaire de W est compact et a sui· Tune projection compacte 
(proposition 22. 1) ne contenant pas s; V sera le complémentaire de 
cette projection. 

DÉFINITION 6 7 .. 1. - ._'-•,oient O 1 ( x') et 0~ ( x') deux applicatl'ons propres 
d'un espace X' dans un espace X; on dit que Ot et 02 sont homotopes 
dans X lorsqu'il existe zin eJpace compact et connexe T, une application 
propre 0 ( x', t) du produit X' x T dans X et deux points tt et t2 de T 
tels que 01 (x') === è(x', t 1) et 02 (x') === 0(x', t2)• 

THÉORÈME 67. 1. - SY 01 ( x') et 02 ( x') sont deux applications propres 
de X' dans X et si elles sont homotopes entre elles dans X, alors les 

-1 -1 

homomorphismes Oiet 02 de ae)f(XlO t't) dans atJX'10 et) coi'ncident. 

P S • r ( ') ' reu'.)e. - oil st_ x === x X t; on a 

les homomorphismes réciproques des applications Ot et 02 sont donc 
-l -l -1 

02 == 't2 0 ' 

or l'homomorphisme ~t est indépendant de t d'après le lemme 67. 2. 

DÉFINITION 67. 2. - On dit qu'une partie F d'un espace X est un 
rétracte de X lorsqu'il existe une applicatz'on propre 0( x) de X sur F 
telle que 0(x)===x quand xeF; O(x) est nommée rétraction de X 
sur F. D'après le n° 22 F est fermé~· Fest compact si et seulement si X 
est compact. 

DÉFINITION 67. 3. - On dit qu'un espace X est homotope en lui-même 
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à l'une de ses parties F lorsque Fest un rétracte de X et que la rétracûon 
de X sur F est homotope dans X à l' apphcaûon identique de X sur lui-
même. 

THÉORÈME 67. 2. - ,Sol·ent un anneau dijférentz°el-filtré et, un espace X 
et un rétracte F de X; soit 0 la rétraction de X sur F. 

-1 

a. F 0 est l'isom01phisme identl·que de tfC)(-(FZO ét ); 
-1 

b. ae.(XlO L't) est somme directe du· sous-anneau oae.(FLO et), 
qui est isomorphe à ae.(FLO L't ), et de l'idéal constitué par les éléments 
de t1e. ( X 1 O êt) dont la section par F est nulle. 

-1 -1 

Preu()e de_ a. - Soit 'P l'appli_cation canonique de F dans X; 'P 0 est 
-1 

l'identité et est identique à F 0 d,après le théorème 47. 1. 

Preuçe de b. - Les composantes de h E ae(X' O ét) sont 
-1 -1 
0 F h et h - 0 F h.. 

THÉORÈME 67. 3. - Soient un anneau différentiel-filtré L't et un 
espace X, homotope en lui-même à l'une de ses parties F. La section 
par F est un isomorphisme, respectant la filtration e.t le degré, de 
ae.(XlO êt) sur ae_/FLO êt ). 

-1 

Preu()e. - Soit 0 la rétraction de X sur F; l'homomorphisme 0 Fest 
l'isomorphisme identique, puisque cp0 est homotope à l'identité; 

-1 

F 0 est également l'isomorphisme identique, d'après le théorème 67 .2 a. 
-1 

L'isomorphisme réciproque de 1a section par Fest 0, qui est iden-
tique à II ( n° 48) si F est un point; donc, vu la définition 48. 2. 

COROLLAIRE 67. 1. - Si l'esp.(l,ce X (nécessairement compact) est 
homotope en lui-même à un point, alors ae)f. ( Xt O ét) === ae)f. L't. 

68. ffo~lOMORPHISME RÉCIPROQUE D'UNE REPRÉSENTATION PROPRE; RÉTRACTE; 
HOMOTOPIE. - Soient une application continue ç d'un espace X dans 
un espace Y et une application continue ç' d'un espace X' dans un 
espace Y'; soit une représentation 0 de ç: dans ç; supposons 0 propre, 
c'est-à-dire définie par une application propre de X' dans X; le n° 34, 
où l'on choisit 03 et 03' identiques à un anneau différentiel-filtré L't 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 2, 1950. I 6 
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( n° 55 ), définit un homomorphisme -d de aelf (iY 111 0 X' 0 L't) dans 

{ft'.jy,y,mo XllO et); cet homomorphisme ne diminue pas la filtration 
et conserve le degré; nous allons prouver qu'il ne change pas quand 
on modifie ç continûment. 

LEMME 68. 1. - Sol·ent une applicatz·on ç' de l'espace X' dans 
l'espace Y'; soit un espace T connexe; posons 

X' x T==X, Y' x T==Y, ~' ( x') X t == U x' X t) ; 

~t ( x') === x' X t est, pour chaque valeur de t, une représentation propre 
de ç' dans ç. Je dù que l'homomorphisme Ît de aelf (f ym.o XlO et) 
dans aeJfy,mo XllO et) est indépendant de t. 

Preuçe. - Analogue à celle du lemme 67. 2 : la projection 
w(x', t) === x' de X sur X' est une représentation de ç dans ç'; w·~t est 
la représentation identique de ç' sur elle-même; donc, vu le théo-

_ 1 -1 

rème 54. 1 a, l'homomorphisme ~t w est l'identité; pour prouver que 
-1 

l'homomorphi~me ~t est indépendant de t, il suffit donc, vu le 
lemme 67. 1, de prouver la proposition suivante. 

Si se T, si he aej-ç1

YmO XLO L't) et si "th== o, alors s possède 
-1 -1 

un voisinage V tel que ~th=== o pour te V. Or ~th est la section de h 
par X' x t d'après le théorème 54. 1 b; la proposition énoncée résulte 

donc de la continuité du faisceau 3'jfymo XlO ét). 
DÉFINITION 68. 1. - Soient une application continue ç d'un espace X 

dans un espace Y et une application c,ontinue ç' d'un espace X' dans un 
espace Y'; soient 01 ( x') et 02 ( x') deux représentations propres de ç' 
dans ç; nous dirons que 01 ( x') et 02 ( x') sont homotopes dans ç lorsqu'z1 
existe un espace compact et connexe T, une représentation propre 0 ( x', t) 
de l'application ç' ( x') X t dans l'application ( x) et deux points t I et 
t2 de T tels que 0i (x') === 0(x', tt), 02(x') ===0(x', t2)• 

THÉORÈME 68. 1. - S'i 01 ( x') et 02 ( x') sont deux applications propres 
de l'application ç' dans l'application ç et si elles sont homotopes entre 
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elles dans ç, alors les homomorphismes 0: et12 deae-Y-(-iYmOXlOL't) 

dans Je)-i1Y'mo XllO tt) coi'ncident. 
-1 -1 -1 -1. -1 -1 

-1 
Preure. - Identi.que à celle du théorème G7. 1 : 01 == ~t1 O, 02 == ~,2 0; 

~t est indépendant de t d'après le lemme 68. 1. 

DÉFINITION 68. 2. - !:)oit ç ·une applicatz·on continue d'un espace X 
dans un espace Y; soit F une partie de X; nous dirons que la restric-
tion çF de ç à Fest un rétracte de ç quand il existe une rétmctz·on de X 
sur F qui représente ç sur Çp On vérifie aisément que ~Fest propre si et 
seulement si ç est propre. 

DÉFINITION 68. 3. - Soit ç une application continue d'un espace X 
dans un espace Y; soit F une partie de X; nous dirons que ç est homotope 
en elle-même à sa restriction ~F à F quand çF est un rétracte de ç et que 
la rétraction de ç sur çF est homotope dans ç à la représentation identzque 
de ç sur elle-même. 

On démontre, comme au n° 67, les deux théorèmes suivants : 

THÉORÈME 68. 2. - Supposons que la restriction çF de ç à F solt un 
rétracte de ç et soit 0 la rétraction de ç sur çF; 

a. Ff/ est l'ùomorphisme identique de Je-Y-(t ymo PO L't). 

b. ae:ic-n
1

Yrnoxlott) est somme directe du sous-anneau 

·0Je-v-(l
1

FYmQPOét), qui est isomorphe à ae-v-(1~YmQFfQL't), et 

de l'idéal constitué par les éléments de J<.\ (i ym O Xl O et) dont la 
ser;tion par F est nulle. 

THÉORÈME 68. 3. - Supposons l'application ç homotope en elle-même 
à sa restriction çF à. F. La section par F est un isomorphisme, conserrant 

filtration et degré, de aej-fymo x10 et) sur ae)1LF ymo PO L't). 

Len° 76 utilisera le cas particulier suivant : 

ConoLLAIRE 68. 1. - Si ç est homotope en elle-même à une application 
constante, 
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Preuve. - Cette application constante est la restriction çF de ç à 
une partie fermée F de X; d'après le théorème 50. 2a 

~lt\ Œ; ym O F1 O et) == Jè~ ( F1 O et) ; 

or la section par F est un isomorphisme de :,e .. fi Y 111 O X10 c:t) sur 

;,e:>f-(ÎF ym OF' 0 c:1-) ( théorème 68. 3) et de JèJf-( X1 O et) sur 
;lt\(F1Q ét) (théorème G7. 3). 

II. - Faisceau localement isomorphe à un anneau. 

69. DÉFINITION. -- Empruntons les conventions suiv~ntes à la 
théorie des structures uniformes ([ 3 ], Chap. II) : X x X désigne le 
produit de l'espace X par lui-même; la diagonale de X x X est. 
l'ensemble des points xxx (xeX); V étant un voisinage de la dia-
gonale de X X X, on dit qu'une partie X 1 de X est petite d'ordre V 
quand X, X X1 CV; V est l'ensemble des couples x x x 1 de points 
de X tels qu'il existe x~ EX vérifiant xx x 2 EV, x 2 X x 1 EV. 

Continuons à supposer X localement compact; supposons en outre X 
globalement et localement connexe. Précisons que X n'est pas supposé 
muni d'une structure uniforme. Soit 63 un faisceau différentiel-gradué-
filtré-propre défini sur X; 63 sera dit localement isom01phe à un anneau 
différentiel-gradué-filtré quand il existera un voisinage ouvert V de la 
diagonale de X x X tel que la propriété suivante ait lieu : si K 1 et K 
sont deux parties compactes de X, si K est connexe et petit d'ordre V 
et si 0 -=f= K 1 c K, alors la section de 63(K) par Ki est un isomorphisme 
de 03(K) sur 63( K 1); cet isomorphisme respecte la différentielle, le 
degré et la· filtration. ' 

Si K est compact, n'est pas vide et appartient à une partie de X 
compacte, connexe et petite d'ordre V, il existe donc un isomorphisme 
non canonique de 63( K) sur un anneau c:1- indépendant de K : nous 
dirons que 63 est isomorphe à ét sur chaque partz"e de X compacte, 
connexe et petite d'ordre V, ou, de façon moins précise, que 63 est loca-
lement isomorphe à c:l, sur X. 

Il est aisé de prouver la proposition suivante : 

THÉORÈME 69. 1 . - Soit ç une application propre de X dans un second 
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-1 

espace Y; supposons que, quel que soit y E Y, ~(y) appartienne à une 
partie de X compacte, connexe et petàe d'ordre V; soit un faisceau 63 
isom01phe à l'anneau L'l sur chaque partie de X compacte, connexe et 

petite d'ordre V [ ou seulement d'ordre V sl· -i (y) est toujours connexe]. • 
Alors, sur le sous-efpace fermé F == ç (X), ç63 est localement ( 1) isomorphe 
à L'l et ae~ (YI O ç (13) == ae (PO ç 63). 

Afin de classer les faisceaux localement isomorphes à t1, sur X nous 
allons définir une topologie sur le groupe fondamental de X. 

70. RAPPEL DE LA DÉFINITIO~ DU GROUPE FONDAMENTAL 0:(X, X) DE 

L'ESPACE X. - Une application continue 1t( t) d'un segment rectiligne 
orienté T dans l'espace X constitue un arc l de X; on convient que 
deux telles applications 1t( t) et 1t' ( t') de T et T' dans X constituent le 
même arc l quand, il existe une application bicontinue 0( t') de T' sur T 
conservant l'orientation et telle que 1t' ( t')== 1t0( t'). On nomme origine 
et extrémité de !les images de l'origine et de l'extrémité de T. Nous 
noterons/- l'arc qui se déduit del en changeant l'orientation de T. On 
définit le produit l' l de deux arcs l' et l tels que l'extrémité de l soit 
l'origine del' : sil et l' sont définis par l'application 1t( t) des segments 
OLtLI et 1LtL2, l'lestdéfiniparl'application1t(t)du segment 
o L t / 2. Si les extrémités de let l' sont les origines respectives de l' 
et l", on a 

L" ( l' l) == ( l" l') l == l" l' l; (l' l)--== l-l'-. 

Deux arcs let l' de même origine et de même extrémité sont dits 
homotopes quand on peut trouver une application continue dans X 
d'un cercle t 2 + u2 L 1 telle que ses restrictions aux demi-circonfé-
rences t 2 + u2 == 1, u o et u Lo définissent les arcs l et l'. Par 
exemple t-l est homotope à l'arc confondu avec l'origine del. 

L'homotopie est une relation d'équivalence (2); on nomme classes 

( 1) Soit V' le voisinage de Ja diagonale de Y X Y que constituent les points 
-1 -1 

y x y 1 tels que ~(y) x ~(yi) appartienne à une partie de X compacte, connexe 
et petite d,ordre V; on constate que ~03 est isomorphe à tl. sur chaque partie de 
Y compacte, connexe et petite d,ordre V'. • 

(2) I3ouRBAKI, Éléments mathématiques, Livre I, § 5. 
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d'arcs les classes qu'elle définit; les arcs d'une même classe ont même 
origine et même extrémité, nommées origine et extrémité de la classe. 
Si les arc_s l constituent la classe L, les arcs /- constituent une classe 
notée L-. Soient deux classes Let L', l'extrémité de L étant l'origine 
de L'; les arcs l' l, où le Let l' EL', appartiennent à une même c1asse, 
qu'on nomme produit des classes L et L' et qu'on note L'L; on a, 
quand les premiers membres sont définis 

( 70. I) 
(70.2) 

L"(L'L)==(L"L')L == L"L'L; 
L-L est la classe de l'arc confondu avec l1origine de L. 

Les classes ayant pour origine et extrémité un point donné x de X 
constituent donc un groupe; on le nomme groupe fondamental _ou 
groupe de Poincaré de X relatif à x; nous le noterons q;(_ X, x); la 
classe de l'arc confondu avec x est l'unité de ce groupe; l'inverse de 
l'élément L de q;(X, x) est L-. 

DÉFINITION 70. 1. - L'espace X est dit connexe par arcs quand, étant 
donnés deux de ses points x et y, il exùte un arc d' ongine x et d' extré-
mité y. 11 est évident que X est alors connexe. 

Supposons X connexe par arcs; soit Lune classe d'arcs d'origine x, 
d'extrémité y; soit L.-c ( ou L_r) une classe d'arcs d'origine et d'extré-
mité x ( ou y); l'application 
(70.3) LJ'== LLxL-

est un isomorphisme, non canonique, de q( X, x) sur ~( X, y). 

7 f. LA TOPOLOGIE ou GROUPE FONDAMENTAL (1). - Soit V un voisinage 
ou()ert de la dz·agonale de X X X; nous dirons que deux arcs l et l' 
sont V-voisins quand ils ont même origine, même extrémité et qu'on 
peut les décomposer en produits 

tels que la réunion des points de l!L et l~ appartienne à une partie de X 

( 1) Cette topologie est la topologie discrète quand X est un polyèdre compact 
ou une multiplicité compacte. 
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compacte, connexe et petite d'ordre V ( 1 L p.L w ); nous dirons que 
-deux arcs l et l' sont V-homotopes quand on peut troûver une suite 
d'arcs l1 , / 2 , ••• , (,> tels que 

lu. et lu.+i sont V-voisins 

deux arcs V-homotopes ont même origine et même extrémité. 
La V-homotopie est une relation d'équivalence; nous nommerons 

V-classes d'arcs les classes qu'elle définit; une V-classe d'arcs L a une 
extrémité et une origine, qui sont des points; quand l'arc l décrit la 
V-classe L, t- décrit une V-classe qui sera notée L-. Soient deux 
V-classes L et L', l'extrémité de L étant l'origine de L'; leur produit 
L' L est la V-classe qui contient l' l quels que soient le L, l' eL'; 
les V-classes possèdent_ les propriétés ( 70. 1) et ( 70. 2 ). 

Les V-classes ayant pour origine et pour extrémité un p9int donné x 
de X constituent un groupe, que nous noterons q( X, V' X); quand X 
~st connexe par arcs la formule (70. 3), où l'on choisit pour L, L.r el L.l 
des V-classes, définit un isomorphisme de q(X, V,x)sur q(X, V,y). 
Toute classe d'arc fait partie d'une V-classe unique; d'où un homo-
morvhisme canonique de ~(X, x) sur q(X, V, x); (70.3) transforme 
cet homomorphisme canonique en celui de q(X, y) sur q(X, V, y). 

Nommons entourage W associé à_ V l'ensemble des couples de 
classes d'arcs appartenant à une même V-classe; 

'2 -1 
(71.2) W == W == W; W cW' si V eV' CW et W' sont associés à V et V'). 

L'espace dont les points sont les classes d'arcs de X et en particulier 
~(X, x) sero~t munis de la structure uniforme ([31, Chap. II) dont 
un système fondamental d'entourages est constitué par les entou-
rages W associés à tous les voisinages ouverts V de la diagonale de 
X X X. L'isomorphisme ( 70. 3) transforme deux classes d'arcs voi-
sines d'ordre yV en deux classes voisines d'ordre W; en particulier le 
voisinage d'ordre W de l'unité de q(X, x) est un sous-groupe inmriant 

• de q(X, x); 0:-(X, V, x) estle quou·ent de 0?-(X, x) par ce sous-groupe. 

Remarque 7 i . 1. - La topologie de q ( X, x) n'est pas nécessaire-
ment séparée; mais l'adhérence de l'unité de 0?-( X, x) est identique à 
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la composante connexe de cette unité ( i) et est un sous-groupe inva-
riant; le quo'tient de 0:(X, x) par ce sous-groupe est un espace uni-
forme séparé; c'est un groupe topologique totalement discontinu, 
limite projective (2) des groupes ~(X, V, x ). 

' 72. SF.CONDE DÉFINITION DE q( X, V, x ), QUAND X EST LOCALEMENT CONNEXE 

PAR ARCS. DÉFINITION 72. 1. - L'espace X est dù localement connexe par 
arcs quand la réunz·on des arcs qui ont pour origine x e X et qui avpar-
tz'ennent à un voisinage donné de x est toujours un voisinage de x; X est 
alors localement connexe. Si X est connexe et localement connexe par 
arcs, X est connexe par arcs vu le lemme 72. 1; X sera dit globalement 
et-localement connexe par arcs. 

LEl\11\Œ 72. 1 . - Soù X un espace localement connexe par arcs; soit K. 
une partie connexe de X; soient x et y deux points de K soit U un voisi-
nage de K. Il existe dan_s U un arc d'origine x et d' extr_émité y. 

Preure. - L'existence dans U d'un arc d'origine x et d'extrémité y 
est _une relation d'équivalence qui définit une partition de Ken parties 
ouvertes; puisque K est connexe, cette partition se compose d'une 
seule partie, identique à K. 

DÉFINITION 72.2. -_ Soit V un v01smage ouvert de la diagonale 
de Xx X; un V-chafnon l sera constitué par une partie S (l) de X, com-
pacte, connexe, petite d'or_dre V et par deux parties compactes, non 
vides de S( l), nommées l'une origine, l'autre extrémité del. Le chaînon 
qui se déduit del en permutant l'origine et l'extrémité sera noté/-. Un 
produit l(t) ... l2 l1 de V-chaînons sera une suite de V-chaînons lµ telle 
que l'extrémité delµ soit l'origine de lµ+1 ( 1 L p.< w ); ce produit sera 
nommé V-chainage; son origine sera celle de /1 et son extrémité celle 
de t; on pose 

(1) Vu [3], Chap. II,§ t.., proposition 3, car d,après (71.2) toute W-chaîne 
est petite d'ordre W. 

(2) Au sens de A. WmL, L'intégration dans les groupes topologiques 
(Hermann, 1940). 
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le produit de deux V-chaînages let l' tels que l'extrémité de l soit 
l'origine de l'est le V-chaînage l' l que constitue la suite des V-chaînons 
formant let l'. Deux V-chaînages l et l' sont dits V-voisin~ quand ils 
ont même origine, même extrémité et qu'on peut les décomposer en 
produits de V -chaînages 

tels que S( lµ) u S( l~) appartienne à une partie de X compacte, connexe 
et petite d'ordre V ( 1 L 11. Lw); deux V-chaî"nages l et l' sont dits 
V-homotopes quand on peut trouver une suite de V-chaînages l1, 
l2, ... , Lw vérifiant (7i. 1 ). 

La V-homotopie des V-chaînages est une relation d'équivalence; 
nous nommerons V-classes de V -chaînage les classes qu'elle définit; 
une V-classe de V-chaînage La une origine et une extrémité, qui sont 
des parties compactes de X appartenant chacune à une partie de X 
compacte, connexe, petite d'ordre V. On définit de façon évidente L-
et L'L, quand l'extrémité de Lest l'origine de L'. 

PROPOSITION 72. 1. - SiXestlocalementconn_exepararcs, g;(X,V,x)· 
est canoniquement isomorphe au groupe que constituent les V-classes de 
V-chalnages ayant x pour origine et pour extrémùé. 

Prezwe. - Tout arc l peut être décomposée en un produit d'arcs 
petits d'ordre V; ce produit constitue un V-chaînage; les V-chaînages 
qu'on déduit ainsi d'un même arc ou de deux arcs V-homotopes sont 
évidemment V-homotopes. Un homomorphisme canonique de ~(X, 
V,x) dans le groupe que constituent les V-classes de V-chaînages, 
ayant x pour origine et pour extrémité, se trouve ainsi défini. Pour 
prouver que c'est un isomorphisme de ~(X, V, x) sur ce groupe il 
suffit évidemment de prouver ceci: 

a. Toute V-classe de V-chaînages, ayant pou~ origine et pour 
extrémité des points, contient un produit d'arcs petits d'ordre V. 

b. Si deux produits d'arcs petits d'ordre V appartiennent à une 
même V-classe de V-chaînages, ils appartiennent à une même V-classe 
d'arcs. 

Preu'.Je de a. - Soit un V-chaînage l ayant pour origine et pour 
Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 2, 1950. I 7 , 
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extrémité des points; soit L sa V -classe; on ne modifie pas L en rem-
plaçant l'origine et l'extr~mité des V-chaînons de l par un de leurs 
points; on ne modifie pas L en remplaçant, à l'aide du lemme 72. 1, 

chaque V -chaînon lµ de l par un arc l~, de même origine et de même 
extrémité, appartenant à un voisinage de ( Slµ) compact, connexe et 
petit d'ordre V. Un tel voisinage de S ( lµ) existe : les voisinages com-
pacts et connexes de tout point de X et par suite ceux de toute partie 
compacte et connexe de X constituent un système fondamental de 
v01smages. 

Preure de b. - On constate que deux produits let l' d'arcs petits 
d'ordre V sont dans une même V-classe de V-chainages au moyen d'un 
nombre fini de V-chaînons, dont certains couples appartiennent à des 
parties de X compactes, connexes et petites d'ordre V. On peut rem-
placer par des points les origines et les extrémités de ces V-chaînons; 
le lemme 72. 1 permet alors de remplacer successivement chaque 
V -chaînon p~r un arc de même origine et de même extrémité sans 
altérer la propriété qu'ont ces couples de V-chaînons d'appartenir à 
de telles parties de X; il devient ainsi évident que let l' sont dans une 
même V-classe d'arcs. 

Remarque 72. 1. - Au lieu de supposer X localement connexe par 
arcs on pourrait procéder comme suit: nommer ~(X, V, x) le groupe 
des V-classes de V-chaînages d'origine et d'extrémité x; supposer X 
localement connexe, ce qui entraîne que, si V CV', l'homomorphisme 
canonique évident de ~(X, V, x) dans ~(X, V', x)est un homomor-
phisme sur ~( X, V', x); nommer ~( X, x) la limite inverse des 
~ï(X, V, x); supposer que cette limite inverse est une limite projective; 
c'est-à-dire que l'homomorphisme de ~(X, x) dans ~(X, V, x) est un 
homomorphisme sur ~( X, V, x ). Le théorème 73. 1 subsisterait. 

75. CLASSIFICATION, D'APRÈS N. E. STEENROD I 1.4 ], DES FAISCEAUX o'uN 

ESPACE DONNÉ LOCALEMENT ISOMORPHES A UN ANNEAU DONNÉ. - THÉORÈME 73. I. 

Soit X un espace globalement et localement connexe par arcs ~· choùis-
sons arbàrairement un point x de X. 

a. A tout faisceau @, localement isomorphe sur X à un anneau diffé-
rentiel-gradué-filtré, est canoniquement associé un homomorphisme, loca-
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le ment constant ( 1 ), du groupe fondamental 0;( X, x) dans le groupe 
des automorphismes de l'anneau lE, ( x ). 

b. Les anneaux d'homologie 

(73.1) 

ne dépendent que de X, ~' l, m, cE,( x) et ~-
c. Soit~ un homomorphisme localement constant du groupe ~(X, x) 

dans le groupe des automorphismes d'un anneau dijférentz"el-gradué-
filiré cl.,; zï existe sur X un faisceau, localement isom01phe à el, dont 
l'homomorphisme assocz"é est ~. 

Preuve de a. - Par hypothèse 63 est isomorphe à un anneau sur 
chaque partie de X compacte, connexe et petite d'ordre V. Soit un 
V-chaînonld'origineK0 et d'extrémité K 1 ; soit ~µ.la section de œ[S(l)] 
par Kµ. ( == o," 1): ~µ- est un isomorphisme de œ[ S ( l)] sur c13( Kµ); 
~( l) == ~1. est donc un isomorphisme de ô3(K 0 ) sur œ(K 1 ). Soit un 
produit de V-chaînons: l == lw ... !2-Z., ; définissons 

(3 ( L) == (3 ( l<,>) ... (3 ( l2) (3 ( l1) : 

si K 0 et K 1 sont l'origine et l'extrémité del, ~( l) est un isomorphisme 
de cE,( K 0) sur 03( K1); 

(3 ( l' l)) == (3 ( l') (3( l) si l' l est défini. 

On vérifie aisément que ~(l) ne dépend que de la V-classe L du 
V-chaînage l; définissons~( L) == ~(l); nous avons 

(3(L'L) == (3(L')(3(L) si L'L est défini. 

Supposons quel soit un arc; d'après ce qui précède ~(l) ne dépend que 
de la classe d'arcs L del; définissons ~(L) == ~(l); les formules (73.2) 
s'appliquent encore aux classes d'arcs. La restriction de ( L) à 
g:(X, x) est donc un homomorphisme de g;( X, x) dans le groupe 

( 1) C1 est-à-dire constant an voisinage de chaque point de q ( X, x); pour que 
(3 soit localement constant, il suffit qu~il soit constant au voisinage de l'unité de 
q(X, x); tout homomorphisme est localement constant quand 9?(X, .r) a une 
topologie discrète, donc quand X est un polyèdre compact ou une multiplicité 
compacte. 
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des automorphismes de 03( x); est constant sur chaque partie petite 
d'ordre W de ~(X, x); est indépendant du choix de V, car ne 
change évidemment pas quand on remplace V par V'::, V. 

Preuve de b. - Soit 03' le sous-faisceau de 63 tel que: lB'(F)==03(F) 
si F est une partie compacte d'une partie de X compacte, connexe et 
petite d'ordre V; 03' (F) == o sinon. Ci3' est propre, puisque X est loca-
lement connexe; donc, vu le corollaire 46. 1 et le théorème 53. 1 a, on 
ne modifie pas les anneaux (73. 1) en y remplaçant 03 par (1?,'. Soit K 
une partie compacte d'une partie de X compacte, connexe et petite 
d'ordre V; puisque X est connexe par arcs, K est l'extrémité d'un 
V-chaînage d'origine x; donc tout élément non nul de 03' est du type: 

~( L)b, où Lest une V-classe de V-chaînages d'origine x et be 03(x); 
~(L 1)b 1 == ~(L2)b2 équivautà ~(L~L 1)b1 =h2, où L~Lt e ~(X, V,x), 

b1 etb2E63(x). 

La donnée de LB( x) et de l'homomorphisme de ( X, V, x) dans 
le groupe des automorphismes de 03( x) détermine donc lB' et par 
suite les anneaux (73. 1 ). Or la données de sur ~(X, x) définit sur 
~(X, V, x). 

Preuçe de c. - Soit W un entourage de ~(X, x) tel que soit 
constant sur le voisinage de l'unité d'ordre W; soit V un voisinage 
de la diagonale de X x X dont l'entourage associé soit C W; si 
Le ( X, x ), ( L) ne dépend que de la V -classe de L; vu ] a proposi-
tion 72. 1, ~(L) est donc défini quand Lest une V-classe de V-chaî-
nages ayant x pour origine et pour extrémité. Soit K une partie 
compacte de X, appartenant à une partie de X compacte, connexe et 
petite d'ordre V; à chaque V-classe L de V-chaînages d'origine x et 
d'extrémité K associons un anneau 03(K, L) isomorphe à ét; notons 
La l'élément de 03( K, L) qui correspond à a E L't; identifions ces 
divers anneaux en posant 

[ af et a 2 e ét; L;L 1 est une V-classe d'origine et d'extrémité x; 
~(L~ L1) est un automorphisme de ét]; soit 03( K) l'anneau isomorphe 
à ét auquel se trouvent ainsi identifiés les anneaux 03(K, L ). Soit K' 
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une partie compacte de K; soit L' la V-classe de V-chaînages qui se 
déduit de Len remplaçant par K' l'extrémité K des V-chaînages cons-
tituant L; en associant L'a à La on définit un isomorphisme de 03(K); 
sur 03(K'), car L';L'i == L;L1 ; nous nommerons cet isom.orphisme 
section de 03( K) par K'. Nous poserons 03 ( F) == o quand F == .0 et 
quand Fest une partie fermée de X n'appartenant à aucune partie de 
X compacte, connexe et petite d'ordre V. Le faisceau 03 ainsi construit 
a les propriétés énoncées. 

Le théorème 73. 1 a pour conséquence immédiate la proposition sui-
vante: 

CoROLLAIHE 73. 1. - Soit X un espace globalement et localement 
connexe par arcs; soit 03 un faisceau localement isomorphe sur X à un 
anneau différentiel-filtré L't; supposons que l' h9momorphisme associé 
à 03 applique '!l( X, x) sur l'automorphisme identique de 03( x); c'est 
par exemple le cas quand '!l( X, x) se réduit à son unité, c' est-à-dù~e 
quand X est « simplement connexe >>. On a 

III. - Détermination effective des anneaux d'homologie relatifs 
à un ~aisceau localement iSO:ffiOrphe 9u identique à un anneau. 

7 4. ANNEAUX n 'HOMOLOGIE n 'uN ESPACE. - Le théorème 49. 2 et le 
corollaire 67. 1 ont pour conséquence immédiate le théorème suivant: 

THÉORÈME. 74. 1. - Soit un espace X; soit un voisz'nage OUf'ert V de la 
diagonale de X X X; soit un f aùceau 03 isomorphe à un anneau sur 
chaque partz'e de X compacte, connexe et petite d'ordre V; supposons 
que X possède un recouvrement compact et d' ord_re fini U F µ==X ayant 

µ. 
• les propriétés suiMntes : chaque F µ. est petz't d'ordre V; toute intersection 
non vide de F µ. est homotope en elle-même à un point. Soit :JC* le complexe 
basique de Cech attaché à ce recou~rement_, arbzii-airement ordonné (n°39); 
on a, a~ec les notations des n°s 33 et 34, 

~_e,._ex1 o @) == ~e* ( JC*1@ 03). 

Supposons en outre que X soit compact et que le groupe additif de 
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l'anneau auquel œ, est localement isomorphe ait un nombre fini de 
générateurs; le recouvrement est fini, donc les anneaux {Jè~ ( X1 O a?>) 
peu vent être déterminés par un nombre .fini d'opérations et leurs 
groupes additifs ont un nombre .fini de générateurs. Mais ces opéra-
tions sont en général inextricables; on obtient pratiquement les 
anneaux d'homologie des espaces en utilisant le théorème 49. 1, ceux 
des n°s 63 à 67 el les propriétés énoncées au n° 1. a, f, g. 

7a. CAS ou L'ESPACE EST UN POLYÈDRE. - Le théorème 7/i. 1 est tou-
jours applicable quand X est un polyèdre ( 1) de dimension finie : 
X possède une subdivision simpliciale telle que l'étoile barycen-
trique F µ de chaque sommet xt-L de cette subdivision soit petite 
d'ordre V; F'0 () F\ () ... () FP est un cône ayant pour sommet le centre 
de gra~ùé de masses égales placées aux points x 0 , x 1 , ... , .xp, si ces 
points sont sommets d'un simplexe de la subdù)ùzon; er;t vz·de sinon; les 
hypothèses du théorème 74. 1 sont vérifiées, puisque tout cône com-
pact est homotope en lui-même à son sommet. 

Au lieu de dire que les éléments homogènes de J{* sont les fonc-
tions k (F0 , F 1 , ••• , FP) qui sont définies quand F 0 < F 1 < ·. · < Fp, 

() F 1 () •.• () FP~ d et qui sont nulles sauf pour un nombre fini 
d'arguments, on peut évidemment faire la convention suivante : les 
sommets xµ de la subdivision simpliciale de X utilisée sont ordonnés; 
les éléments <le JC* homogènes de degré p sont les fonctions 
k( x 0 , x 0 ••. , xp) qui sont définies quand x 0 < x 1 < · .. < xP sont 
sommets d'un simplexe de la subdivision et qui sont nulles, sauf pour 

( 1) ALEXANDROFF et HOPF, Topologie, Springer, 1935, Cha p. III. X est une 
partie d'un espace euclidien; le simplexe ayant pour sommets les p + 1 point~ 
x 0, x 1, ••• , Xp de cet espace est la plus petite partie convexe de l'espace conte-
nant ces poi~ts, qui ne doivent appartenir à aucun sous-espace linéaire de 
dimension <p; une subdivision simpliciale de X est un ensemble de simplexes 
tels que l'intersection de deux d'entre eux soit un simplexe de l'ensemble et 
que X soit la réunion des simplexes de l'ensemble; les sommets de ces simplexes 
sont nommés sommets de la subdivision. l'étoile barycentrique du sommet .x0 

appartient aux simplexes ayant ce sommet; son inter~·ection avec le simplexe de 
sommets x 0, x 1, ••• , Xp est l'ensemble des centres de gravité de masses a0, 
a 11 ••• , ap placées e.n ces sommets et telles que o L uµL a 0 7- o (p.== 1, .•• , p ). 
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un nombre fini de systèmes d'arguments. Le théorème_ 74. 1 identifie 
alors nos anneaux d'homologie ù ceux de N. E. Steenrod [ 14 ]. 
Quand ô3 est identique à un anneau c:'l, on peut identifier un élément 
homogène de c:1C*0 C'.'l à une fonction k(x 0 , ••• , .xp) du type précé-
dent, prenant ses valeurs non plus dans l'anneau des entiers, mais 
dans l'anneau t'l : on retrouve la définition classique de Cech [ 1 J de 
l'anneau d'homologie d'un polyèdre. 

76. ANNEAUX n 'HOMOLOGIE n'uNE APPLICATION CONTINUE. THÉO-

RÈME 76. 1. - 5;ol"ent un anneau dijf érenûel-filtré c't. et une application 
continue ç d'un espace X dans un espace Y. Soit un recow)rement fermé 
et d'ordre fini U ~,, == Y de Y, tel que, quand F est une intersection non 

V 
-1 

Vlae de ç ( R, ), la rest1-z"ctl°on de ç à F soit homotope en elle-même à une 
appplication constante. Soit :J{,* le complexe basique de Cech attaché à ce 
recouçrement, arbitrairement ordonné; on a 

( 76. I) 

(76.2) 

Jelf ( 11 
ym Ü Xl Ü Cl) == JC'f ( r JC*m Ü X1 Ü L'l); 

• JCm+1 ( r ym Ü X1 Ü Cl)== Je[ JC*m(8) ~.1"m( X1 Q t1)]. 

Preuçe de (76. 1). - Théorème 57. 1 et corollaire 68. 1. 

Preuçe_de (76. 2 ). - Formules ( 49. 1) et (76. 1 ). 

Supposons en outre que Y soit compact et que le groupe additif de 
l'anneau JCm ( F1 O t't) ait un nombre fini de générateurs quand F est 

-1 
une intersection de ç ( R, ); la formule ( 76. 2) permet de déterminer 

JCm+t ( l1 
ym O X' 0 c:t) par ·un nombre fini d' opératz'ons; les groupes 

additifs des anneaux Je,.(-~ ymo XlO tt) ont donc un nombre fini de 
générateurs. Plus généralement, on peut déterminer 

ae~(rY111 0 X10 a) 
_ par un nombre fini d'opérations, que nous ne décrirons pas, quand ç 
satisfait certaines conditions, qui sont vérifiées en particulier par les 
applications simpliciales des polyèdres finis. • 
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77. CAs où L'APPLICATION EST SIMPLICIALE. - THÉORÈME 77. 1. - .__'•,up-
posons que soit une applù:atz·on sùnplz"cz"ale d'un polyèdre X dans un 
polyèdre Y, de dimension finie : la restriction de ç à chaque sz·mplexe 
d'une sub_dirision simpliciale donnée de X est une application affine de 
ce simplexe sur un simplexe d'une subdùùion simpliciale donnée de Y. 
Alors les étoiles ba,ycentriques Fv des sommets Yv de Y vérifient les hypo-
thèses du théorème 76. 1. L'emploi de ce théorème est f acz"lité par la pro-
priété que voici : Soient F O , F 1 , ••• , F p, p + 1 de ces étoiles ayant une 
intersectz·on non vz·de; cette z·ntersectz·on est un cône dont le sommet est le 
centre de grarité z de masses égales placées aux points Yo, Y1, ... , YJJ, 
qui sont les sommets d'un simplexe de Y; JCm ( F' O c:'l) est alors le même 
pour 

et 

Preure. - Soient xµ.,v les sommets de X que ç applique sur le 
sommet Yv de Y; étant simpliciale, applique le centre de gravité x 
de masses aµ.,v~ o placées aux sommets xµ.,v d'un simplexe de X sur 

le centre de gravité ç(x) des masses av=== !i aµ,v placées aux som-
-1 µ. 

mets y.,. Supposons xe ç (F0 n F1 n ... n FJJ); on a 

soit 0(x, t) le centre de gravité des masses taµ.,,,, aµ,o, aµ, 1 , 

aµ,p ( v o, 1, ... , p; o L t L 1) placées aux points xµ,v, 

xµ, 1 , ••• , xµ,p; soit 'î(x, t) le centre de gravité des masses 

(v~o, 1, ... ,•p) 

placées aux points Yv, Yo, y,, ... , y P; ori a 

~0(x, t)==-r[ç(x), t]eFortFd) ... rtFp; 

... ' 

0( x, o) et 0( x, 1) sont donc deux représentations de la restriction 
-1 • 

de ç à ç ( F O n Fi n ... n F P) homotopes entre elles dans cette restric-
tion; 0( x, 1) est la représentation identique de cette restriction sur 
elle-même; 0( x, o) est une rétraction de cette restriction sur la 

restriction de ç à f ( z); vu la définition 68. 3, la restriction de ç 
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à -i ( F On F 1 n ... n F P) est homotope en elle-même à sa restriction 

à 11 
( z); donc les hypothèses du théorème 76. 1 sont vérifiées et 

-1 -t ç (F0 n F 1 n ... n FP) est homotope en lui-même à ç (z); on applique 
le théorème 67. 3. 

78. ExEMPLE. - Supposons que d soit l'anneau des entiers 
(/ === o, o === o ), que X soit la surface d'un tétraèdre de sommets x 0 , 

x 0 x 2 , x 3 , que Y soit un segment rectiligne d'extrémités Yo et Y1 
et que ç soit une application simpliciale telle que ç ( Xo) === Yo, 

· ç( x 1) = ç( x 2) === ç( x 3) === y 1; ç est affine sur chaque face du tétraèdre. 
Les théorèmes 77. 1 et 76. 1 s'appliquent : :JC* a une base constituée 
par deux éléments k0 et k1 de degré o et un élément l de degré 1 ; 

ok0 === - l, ôkt === l; S( l) est le milieu z de Y; S( k0 ) est le segment y Oz; 

S(k1 ) ·est le segment zy1 ; k0 + k1 est l'unité de :JC*. Soit u l'unité 

de aeX; aef (S(kµ.)) a pour ba~e [-i(?(lcµ.))]u(fL===o, 1); ae1ç (z) a 
-1 

pour base ç (z)u et un élément ç de degré 1. _Donc JC*@ç~(X) a 
pour base • 

k0 (g) u, k 1 (g) u, l (g) u, l (g) V; 

- o(k0 (g) u) == o(k1 (g) u) == l(g) u; o(l(g) u) == o(l(g) v) == o. 

Donc ae[ J{*t@ ç~(X0)] === ae2(-ç
1 
Y1 0 X0) a pour buse une unùé de 

degrés nuls et un élément de degré canonique 2, de degré filtrant I; 

puisque 6r est homogène de degré filtrant r > 1, 

et ( n° 60); 

donc l'anneau gradué-filtré ae (-i Y I O X O ) a une base, constituée par 
une unùé de degré o et un élément de degré 2; ses éléments homogènes 
de degrés o et 2 ont pour filtrations respectic,,es o et 1. 

IV. - Invariants topologiques des classes d'homotopie d'applications. 

79. ExEl\lPLE n'APPLICATIONS DE X OANS Y, HOMOTOPES DANS Y ET N'AYANT 

PAS LES MÊMES ANNEAUX SPECTRAUX ET FILTRÉS n'ttoMOLOGTE. - Soit X la sur-
face d'un tétraèdre; soit Y l'une de ses hauteurs; soit ç la projection 
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orthogonale de X sur Y; d'après le n° 78 le degré filtrant et la.filtra-

• tion de aelf. ( _ç, Y 1 O X 0 ) ne sont pas identiquement nuls. Or ç est 
homotope dans Y à l'application de X sur un point de Y; d'après le 
théorème 50. 2 a, quand ç est cette application 

Je,,, (f y10 xo) == :ic~(Xo) 

a un degré filtrant et une filtration huis. 

80. INDICATIONS SOMMAIRES SUR LES INVARii\NTS TOPOLOGIQUES DES CLASSES 

n'HOMOTOPIE n' APPLICATIONS. - Soient deux espaces X et Y; l'homotopie 
dans Y ( définition 67. 1) des applications propres de X dans Y cons-
titue une relation d'équivalence de ces applications; les classes sui-
vant cette relation sont nommées clas~es d'homotopie des applicatio .. ns 

-1 

de X dans Y; d'après le théorème G7. 1, l'homomorphisme de 
ae(Y O ét) dans Je(X O et) est un invariant de la classe d'homo-
topie de ç. _ • 

Soit o?, un faisceau localement isomorphe sur X à un anneau diffé-
rentiel-filtré C'.l; nous venons de voir que les anneaux 

ne sont pas des invariants de la classe d'homotopie de ~; cependant, 
quand 63 == ét, ces anneaux. peuvent servir à déterminer les inva-
riants des classes d'homotopie qu'ont définis H. Hopf, W., Gysin, 
N. E. Steenrod (1 ); d'autre part : 

THÉORÈME 80. 1. - Soà h E ac( X O 63); soù fr. ( h) la filtratz·on de h 

dans ae(i YmQ X'Q 63); quand décrà une classe d'homotopz·e S 
d'applicatz"ons de X dans Y, 

fE (h) == Borne inf. fr. ( h) 
r.eE 

(1) H. HOPF, Fundamenta math~, t. 25, 1935, p. 427-440; W. Gvs1N) Comm. 
math. helr;., t. 14., 1941, p. 61-122; N. E. STEENROD, Proc. nat. Acad. Sei. 
U.S.A., t. 33, 1947, p. 124-128. 



L'ANNEAU SPECTRAL ET L'ANNEAU FILTRÉ D'HOMOLOGIE. . 139 
est une filtration de tJC( X O lÎ?>); cette filtration est é~idemment un z·nM-
riant topologique de S. 

Prew'e. - Les filtrations /c.( h) sont .bornées inférieurement par la 
filtration de h dans [JC ( X 1 O 03); on applique la proposition 5. 1. 
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