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L'homologie d'un espace fibré dont la fibre est conne.Xe 
( Couns PROFESSf~ Au CoLLÈGE DE FRANCE EN 1950); 

PAR JEAN LERAY. 

INTRODUCTION. 

Les crochets [ J renvoient à la bibliographie, p. 2 13. Ayant à 
parler constamment de cohomologie et jamais d'homologie, je dirai 
homologie là où l'usage est de dire cohomologie. 

1. PRÉLIMINAIRES. - Nous avons antérieurement [ 11 J attaché un 
anneau spectral et un anneau filtré ( 1) à une application continue ç 
d'un espace localement compact X dans un espace localement com-
pact Y; ces anneaux établissent une relation entre l'anneau d'homo-
logie de X et celui de Y, calculé relativement à un anneau variable, 

-1 

qui est, au point y, l'anneau d'homologie de ç (y). L'objet de cet 
article-ci est de préciser les propriétés de ces invariants, quand ç est 
la projection d'un espace fibré X sur sa base Y : il explicite [ 10]. 

Supposons que X soit un espace connexe, fibré par une fibrè F 
non connexe; soit F' une composante connexe de F; quand la fibre F 
décrit X, F' décrit une composante connexe de X, donc X tout entier; 
on peut prouver que l'anneau spectral et l'anneau filtré d'homologie 
de la projection de X snr sa base sont les mêmes, qu'on prenne pour 
fibre F ou F'; aussi supposerons-nous la fibre connexe : smon une 
généralité illusoire compliquerait inutilement nos énoncés. 

( 1) Ces anneaux sont des algèbres quand l,homologie est relative à un anneau 
ayant une unité. 
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Nous n'approfondisso~s pas l'étude des espaces homogènes, ni celle 
des espaces fibrés principaux: leur homologie vient d'être étudiée par 
H. Cartan, J. L. Koszul et moi-même au Colloque de Topologie de 
Bruxelles [ G]. Nous ne précisons pas • non plus quelles relations 
peuvent exister entre notre anneau spectral et les généralisations, 
récemment esquissées par G. Hirsch [9 ], des classes caractéristiques 
de E. Stiefel, H. Whitney, N. E. Steenrod [ 14 ]. 

2. SoMl\lAIRE. - Soit la projection d'un espace fibré X, de fibre 
connexe F, sur sa base Y== X/F. • Le Chapitre I envisage, après 
H. vVhitney et N. E. Steenrod [12], l'anneau d'homologie ae(YQcB) 
de Y relativement à un anneau qui, au point y de Y, est l'anneau 
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d'homologie de ~(.Y); quand y décrit dans Y un contour fermé, cet 
anneau est transformé par un automorphisme, qui est l'image de la 
classe d'homotopie de ce contour par un homomorphisme ( 1) cano-
nique ~; Jè(Y Q03) est l'anneau d'homologie de Y relativement à 
l'anneau d'homologie de F quand est constant; c'est évidemment 
le cas quand Y est simplement connexe; nous indiquons d'autres cas 
où est constant, en particulier le suivant : 

X== U/W, Y== U 'V, F == V/W, 

U étant un espace fibré principal, dont la fibre V est un groupe 
connexe, W étant un sous groupe fermé de V. D'après la théorie 
générale des applications continues qu'expose [ H ], JC(Y O o1) est 
le premier terme d'un anneau spectral, c'est-à-dire d'une suite 
d'anneaux différentiels, dont chacun a pour anneau d'homologie le 
suivant; les termes de cette suite ayant un rang supérieur à la dimen-
sion de la_ base ou à la dimension de la fibre sont identiques à l'anneau 
gradué de l'anneau d'homologie, convenablement filtré, de X; cet 
anneau spectral et cette filtration sont des invariants topologiques de 
la structure fibrée de X; nous rappelons les propriétés de ces invariants. 
Nous montrons .que l'anneau spectral est indépendant de son indicer 
quand la section par F applique l'anneau d'homologie de X sur celui 
de F. 

( 1) Cet homomorphisme /3 applique donc le groupe fondamental de Y dans 
le groupe des automorphismes de l'anneau d,homologie de la fibre. 
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Le Chapitre II suppose~ constant et l'homologie relative à un corps; 

alors : la caractéristique d'Euler de X est le produit de celles de Y 
et F; on peut majorer les nombres de Betti de l'un quelconque 
des trois espaces X, Y, Fen fonction de ceux des deux autre&; si l'on 
suppose que X, Y et F sont des variétés orientables, alqrs l'algèbre 
spectrale a la dualiLé de Poincaré et la filtration de l'algèbre q'homo-
logie de X a, elle aussi, la dualité de Poincaré. 

Le Chapitre III traite trois cas particuliers : la fibre à même homo-
logie q~ ;une sphère; la fibre a même homologie qu'un produit de 
sphères de dimensions paires; la base a même homologie qu'une 
sphère. Le premier de ces cas a été étudié dès 1941 par W. Gysin [8]; 
nous retrouvons, comme cas particuliers des propriétés d'une appli-
cation continue quelconque, tous les théorèmes de W. Gysin concer-
nant l'homologie et les théorèmes que viennent de démontrer 
S. S. Chern et E. Spanier [ 4]; il est curieux que W. Gysin suppose 
l'espace et sa base orientables, découvre presque toutes les propriétés 
qui sont indépendantes de cette hypothèse, ne découvre aucune de 
celles qu'elle entraîne; S. S. Chern et E. Spanier n'étudient pas non 
plus les conséquences de la dualité de Poincaré. On sait que W. Gysin 
démontre ses théorèmes à l'aide d'invariants d'homotopie très 
importants, dont N. E. Steenrod [ 13] a simplifié et généralisé la 
définition; nous n'établirons pas les liens qui existent entre ces 
invariants d'homotopie et l'anneau spectral ( cf. [ 11 ], n° 80). Quand 
la base a même homologie qu'une sphère, nous trouvons des invariants 
dont la structure additive est duale de celle que nous avons obtenue 
quand -la fibre a même homologie qu'une sphère; nous retrouvons 
et complétons les résultats récents de H. C. Wang [ 15 ], qui suppose 
que la base est, à proprement parler, une sphère; nous n'indiquons 
pas comment nos conclu.sions permettent de retrouver les théorèmes 
de H. Samelson sur les espaces homogènes sphériques et de les 
étendre aux espaces homogènes ayant même homologie qu'une 
sphère. 

5. HISTORIQUE .. - J'ai annoncé dès 1946 dans [ 10] les résultats 
essentiels du présent article; j'ai signalé que, dès cette ·époque, 
G. Hirsch avait obtenu la formule (9. g); il l'a depuis énoncée comme 
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suit:« On peut définir sur l'espace vectoriel JC(Y Qct.)Q?)JC(FQcl) 
des différentielles, augmentant de I le degré canonique, telle que 
cet espace vectoriel ait, relativement à l'une quelconque de ces diffé-
rentielles, 2'C ( X O & ) pour ~espace vectoriel d'homologie >). Depuis 
G. Hirsch a également énoncé le théorème 7. 3 b ( formules ( 5) et ( 7) 
de ma Note [ 10.]). 

Je dois remercier A. Borel d'avoir très utilement collaboré à la 
mise au point du théorème 4. 3, du n° n et du n° ,u. 

Je dois enfin signaler que A. Borel et J. P. Serre ont découvert 
la conséquence la plus remarquable de la théorie qu'expose cet article: 
ils ont prouvé que, si un espace fibré a même homologù~ qu'un espace 
euclidien de dimension p, alors sa base et sa fibre, dont le nombre des 
composantes connexes est supposé fini, ont même homologze que des 
espaces euclidiens de dimensions q et p - q. A l'aide des raisonnements 
de A. Borel et J. P. Serre j'ai aqiélioré les énoncés que j'avais primi-
tivement donnés au théorème 9. 1 et à son corollaire 9. 2, de telle 
sorte que ce théorème de A. Borel et J. P. Serre est maintenant une 
conséquence aisée du théorème 9. 1 et de leur Note [ i]. 

CHAPITRE I. 

CAS GÉNÉRAL. 

4. L'HOMOMORPHISME CANONIQUE ~' DU GROUPE FONDAMENTAL DE LA IlASE, 

DANS LE GROUPE DES AUTOMORPHISMES DEL' ANNEAU D'HOMOLOGIE DE LA flilRE. -

D1finitùm 4. 1. - Soient trois espaces X, Y, F, connexes et localement 
compacts; Y sera en outre localement connexe. Nous dirons que X 
est fibré, a pour fibre F et pour base Y== X/F quand nous aurons 
défini une application continue ~. de X· sur Y telle qu'il existe un 
voisinage ouvert V de la diagonale ( i) de Y x Y possédant la propriété 

2 -1 

suivante : si K est une partie de Y petite d'ordre V, ( K) est homéo-
morphe au produit F x K, cet homéomorphisme transformant en 
la projection canonique de F x K sur K. 

( 1) Cf. [2 ], Livre III, Cha p. II, Structures uniformes. 
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F et l1 

(y) sont donc homéomorphes, quel que soit .Y E Y; est 
nommée projectz"on de X sur Y. 

Remarque. - Cette définition, qui est moins stricte que celle de 
C. Ehresmann, est celle sur laquelle B. Eckmann base sa théorie de 
l'homotopie des espaces fibrés [7]. Nous verrons au n° a qu'une 
définition encore moins stricte peut être utilisée, quand X est un 
espace à fibre homogène. 

LEMME 4. I. - Soit 63' un faisceau propre ( 1) défini sur Y. Supposons 
que la section de 63' ( K) par .Y E K soit un isomorphisme de 63' ( K) 
sur 63' (y), quand K. est une partie de Y compacte, connexe et petùe 

') 

d'ordre V. Alors zl existe un sous-faùceau 63 de cf?J' possédant les 
propriétés sui()antes : 

63 est isomorphe à un anneau sur toute partz'e de Y compacte, connexe 
et petite d'ordre V; 

ô3(y) == 63' (y) quel que soit y E Y; 
ae ( Y O 03) == Je ( Y O 63'). 

Preu()e. Montrons que si K 1 et K 2 sont deux parties de Y, 
compactes, connexes, petites d'ordre V, contenant une même partie 
compacte K de Y, alors les sections par K de 63' (K 1 ) et 63' (K2 ) 

constituent le même sous-anneau de cJ?,'( K) : 
(l1,.3) 

Soit K 0 == K1 U K2; K0 est compact, connexe et petit d'ordre V; 
soit y E K 1 (\ K2 ; puisque les sections par y des anneaux cB' ( K11) 
( 11. == o, 1, 2) sont des isomorphismes de ces anneaux sur 63' (y), 
la section de 63' (Ko) par Kv( v == 1, 2) est un isomorphisme de 63' ( K0) 

sur 63' (Kv) : 
pour '.J == 1, 2; • 

donc 
K63'(KJ == Kcï3'(K 0), 

( 

1

) Nous supposons connues les notions définies dans [ 11 l. 
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ce qui prouve la formule ( 4. 3 ). Cette formule permet de ·définir 6?, 
comme suit: 

63( Kt)== 6?,' ( K 1), si Ki est une partie compacte, connexe et petite 
d'ordre V de Y_; 

@(K) == K@'( K.i), si la partie fermée K de Y appartient à de telles 
parties Ki de Y; 

o1(K) == o, sinon. 
o3 est propre, puisque Y est localement connexe. La formule ( 4. 2) 

résulte de ( 4. 1) _eJ du corollaire 46. 1 de [ 11]. 

LEMME 4. 2. - Soit d3' un faisceau propre, défini sur Y et possédant 
les propriétés sui~·antes : soit K une partz·e de Y compacte, connexe et 

') 

petite d'ordre V; la section de {f!,' ( K) par y E K est un homomorphisme 
de 6?,'(K) sur 63'(,v); l'ensemble des éléments de 6?,'(K) qu'annule la 
section par y est indépendant de Y.· La donnée de 63' définit un faisceau 63 
possédant les propriétés suirantes : 

o1 est isomorphe à un anneau sur toute partie de Y compacte, connexe 
et petite d'ordre V; 

u3(y) == 03' (y) quel que soit y E Y;· 
X(YQ03) == X(YQ03'). 

Preuve. - Soit K une partie fermée de Y; soit o1" ( K) l'ensemble 
des b" E 63' ( K) tels que yb" == o quel que soit y E K; les anneaux 63" (K) 
constituent un sous-faisceau propre {8" de 63'; 63" est un idéal de 63' 
tel que 63" (y)== o quel que soit y E Y. Vu le théorème 46. 1 de [ 11 ], 
on ne modifie pas la proposition à prouver quand on remplace 63' 
par Ci3'/Ci3"; cette proposition se réduit alors au lemme 4. 1. 

LEMME 4. 3. - S( X == F X K, si K est compact et connexe, alors : 

a. La section de Jf(XQét) par Fx,y, où ye K, est un homo-
m01phisme de ae(XO ét) sur ae(FOd.- ); 

b. L'ensemble des éléments qu'annule cette sectz·on est indépendant de y. 

Preuçe de a. - Soit/eF, keK; en appliquant /xk sur/xy, 
on définit une rétraction de X sur F X y; on applique le. théo-
rème 67. 2 a de [ H]. 
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Preuçe de b. -. 0.//) == / x y est une application propre de F 

-1 

dans X; elle dépend du paramètre y e K; l'homomorphisme 0J' 
de a'-e(XO c't) est indépendant de y, vu le théorème 67. 1 de [ 11 J; 
cet homomorphisme est la section par Fx,v, d'après le théorème 47. 1 b 
de [ H ]. 

Cho~sissons dans le lemme 4. 2 û3 === 5 ( X O êt); les hypothèses 
de ce lemme sont vérifiées, vu le lemme 4. 3; donc 

THÉORÈME li. 1. - La donnée de l'espace fibré X, de l'anneau tt 
et du çoisinage V de la diagonale de Y X Y d~finit un faisceau 63, 
isom01phe à l'anneau ae( F O L't) sur chaque parâe de Y compacte, 
connexe et petite d'ordre V ; 

1 Je[ Y O ç 5- ( X O C1)] == JC( Y O 03). 1 

Supposons Y globalement et localement connexe par arcs; soit y 
un point de Y arbitrairement choisi; notons §:(Y) le groupe fonda-

-1 

mental de Y relatif à y et choisissons F ===~(.y); le théorème 73. 1 

de [ if J associe à (i3 un homomorphisme de §:(Y) dans le groupe 
des automorphismes de ae( F O c't); il est évident que, quand on 
remplace V par V'::, V, ne change pas : est indépendant du choix 
de V; on peut donc préciser comme suit le théorème 4. 1 : 

THÉORÈME 4. 2. - Soit un espace fibré X, dont la base Y est globalement 
et localement connexe par arcs; soit un anneau L't.. Ces données définissent 
un homomorphùme ~' localement constant, du groupe f ondame.ntal §:(Y) 
de Y dans le groupe des automorphismes de l'anneau ae( F O et.). La 
relation ( 'i. 4) vaut quand le faisceau o?, est localement isomorphe 
à ae( F O d) sur Y et que son homomorphisme associé est ~-

Rappelons que H. Whitney puis N. E. Steenrod [ 12] avaient déjà 
considéré cet homomorphisme ~-

Quand est constant, c'est-à-dire égal sur §:(Y) à l' automo,phisme -
identique de ae( F O ét ), on peut choisir le faisceau 03 indentique à 
l'anneau ae( F O L't) ( cf. [ 11 ], corollaire 73. 1) et la formule ( 4. 4) se 
réduit donc à la formule 

1 Je [ Y o 5- ( x o c1)] == Je [ Y o ae ( F o c1) J. \ 
• 
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THÉORÈME 4. 3. - est constant et la formule (li. 5) vaut dans chacun 
des cas suiçants: 

a. '!l(Y) se réduit à son unité, c'est-à-dire Y est « simplement 
connexe»; 

-l 

b. La fibre ~(y) est une variété de dùnension d, continûment orien-
table ( 1 ), ayant même anneau d'homologie relatiçement aux entiers ( :i) 
que la sphère de dimension d. 

c. X est un espace fibré, au sens de C. Ehresmann, et son groupe 
structural est connexe. 

d. Il existe un groupe, localement et globalement connexe, d' homéo-
morphismes de X qui apphquent transitz"çement ( :i) chaque fibre sur 
elle-même. 

Preuçe de a. - est nécessairement constant. 

Preu~·e sommaire de b, c, d. - Faisons parcourir il y un chemin 
-1 

fermé de Y; suivons par continuité une classe d'homologie de ç(y); 
nous retrouvons à l'extrémité de ce chemin la classe choisie à l'ori-
gine; donc est constant. 

Dans le cas d les hypothèses qu'énonce la définition 4. 1 sont super-
fi ues, comme nous allons le prouver. 

a. EsPACE A FIBRE HOMOGÈNE. - Définition~. I. - Nous dirons qu'un 
espace U est fibré principal et a pour fibre V quand V est un groupe 
localement compact d'homéomorphismes de U, dont aucun, sauf 
l'identité, n'a de point fixe : 
r-ieV applique ueU en ,·ueU; vu dépend continûment ducouple(r-i, u); 

C'U U si P ;z!:. I. 

-1 

( 1) Orienter continûment ~(y), c1est choisir, si possible, son orientation en 
-1 

& sorte que rhoméomorphisme de~ ( K) sur F x K et la projection de F xy sur F 
la transforment en une orientation de F indépendante du choix de y dans K, 

') 

quel que soit K petit d 1ordre -v. 
( 2) Rappelons que ae(FQct.) == aeF@ct d 1après le théorème 63.3 de [11]. 
( :: ) Gest-à-dire : il existe toujours des opérations du groupe qui transforment 

J1 un en l'autre deux points d 1une même fibre. 
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La relation (< deux points de U peuvent être transformés l'un en 
l'autre par une opération de V>> est une relation d'équivalence; 
l'espace quotient de U par cette relation d'équivalence sera nommé 
base de U et noté U/V ( [2], Livre III, Chap. I, § 9); nous ferons les 
deux hypothèses suivantes : 

vu est un lwméomorohisme de V sur Vu; l'espace U/V est séparé 
( c'est-à-dire de Hausdorff)., Ces hypothèses sont en particulier 
réalisées dans chacun des deux cas suivants : V est compact; U est un 
groupe localement compact et V est l'un de ses sous-groupes fermés 
(l'espace U /V est alors,dit homogène). L'application canonique Y) de U 
sur D /V sera no'mmée projection de U sur sa base : 

·A(V u) EU/V. 

LEMME â. 1. - a. YJ est ouverte, c'est-à-dire applique un ouvert sur un_ 
ouvert. 

b. Si U est localement compact et localement connexe, V /V l'est 
aussz. 

c. Supposons V connexe; soit K C U /V ; si K est ouvert et connexe, 
_{ 

YJ ( K) l'est aussi. 
d. Si V est compact, YJ est propre. 

Preuve de a. - Soit O une partie ouverte de U; YJ( 0) == YJ(VO); 
VO est ouvert; YJ(VO) l'est donc, vu la définition de la topologie 
de U/V. 

Preu~e de b et d. - Soit K. un voisinage compact et connexe de 
u EU; puisque YJ est ouverte et continue, Y) ( K) est un voisinage 

-) 

compact et connexe de riu. Si V est compact, 11[ 11(K)] == VK est 
compact. 

-1 

Preuve de c. - Si 11(K) est réunion de deux parties ouvertes, sans 
-· 1 

point commun, K l'est aussi; en effet: YJ(k), où ke K, appartient à 
une seule de ces parties; Y) est ouverte. 

Définition â. 2. - Soit U un espace fibré principal, de fibre V; 
soit W un sous-groupe fermé de V; on vérifie aisément que Wu est 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 3, 1950. 23 
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homéomorphe à W et que U / W est un espace séparé. Soient YJ et 
les projections de U sur U/V et U/W; soit ç l'application de u;,v sur 
U/V qui applique ~(Wu) e U/W sur 11(Vu)e U/V : 

== "f); 

-1 

l'image ç (y) de y e U /V est homéomorphe à l'espace homogéne V ;,v: 
nous dirons que U /vV a une .fibre homogène V /W et que ç est la pro-
jection de U /W sur sa base U /V. • 

Remarque. - Nous ne supposons pas vérifiées les hypothèses 
qu'énonce la définition 4. 1. 

THÉORÈME a. 1. - Soli U un espace .fibré principal; soit V sa .fibre, 
soit W un sous-groupe fermé de V; supposons U localement connexe 
_et V connexe : f espace localement connexe X== U /W a pour fibre 
l'espace homogène et. connexe F == V /W et a pour base l'espace locale-
ment connexe Y === U /V. La formule ( 4. 5) s' appll"que. 

Par abus de langage nous dirons que est constant quand les hypo-
thèses du théorème 5. 1 sont vér~fiées, même si Y n'est pas localeme~t 
connexe par arcs. 

Preu(le. - Nous avons 

~: X==t:JW Y==l1/V; 

Soit K. une partie ouverte et connexe de Y; soit K son adhérence; 
soit u e ~\ K); ,)u applique V dans~ ( K); transforme cette applica-
tion en une application de F == V /vV dans ( K) == -ç1 

( ~); 
son homomorphisme réciproque )1.K applique ae [ l1 

( K) O L't] 
-1 

dans ae(F O c:1,). D'après le lemme 5. 1 c, YJ(K) est globalement et 
-1 

localement connexe : deux points de YJ ( K) appartiennent donc à une 
-1 

même partie compacte et connexe de 'l ( K); d'après le théorème 67. 1 
-1 

de [ 11 J, ÀK est donc indépendant du choix de u dans YJ ( K ). Soit y e Y, 
-1 -1 

soit u e YJ (y), (lU est un homéomorphisme de V sur Vu = YJ (y); le 
-1 -1 

transforme en un homéomorphisme de F= V/W sur ~YJ(Y)= ç(y); 
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son homomorphisme réciproque est un isomorphisme ÀJ. de 
aef f(y) O d-] sur ae( F O et). D'après le théorème 47. 1 de [ f f] 

( 5. I) 

. -1 -1 

Par suite Ày~(y)b est indépendant du choix de u dans YJ(y); vu la 
continuité du faisceau 63 == ffe (X O d, ), l'isomorphisme Î'-.r est donc 
indépendant de ce choix. D'après ( 5. 1) cet isomorphisme vérifie 
l'hypothèse b du lemme 5. 2; ce lemme établit ( 4. 5 ). 

LEMME â. 2. - Soient un espace Y, un faisceau propre m, défini sur Y 
et un anneau L't. Supposons associé à chaque point· y de Y u,n isomor-
phisme Ày de u3(y) sur d-. Cet isom01phisme définit un isomorphisme de 
ae(Y O 63) sur {Je(Y O et) quand l'une des deux hypothèses suiçantes 
est vérifiée : 

a. Si K est une parûe fermée de Y, si be 63( K) et si y e K, alors 
l'élément Àyyb de L't est indépendant de y au voisinage de chaque point 
de K; 

b. Y est localement connexe; Àyyb est indépendant du choix de y 
dans K, quand K est ouçert et connexe et que b E 63 ( K). 

Prezwe de a. - Soit 63' le sous-faisceau de o3 que constituent les 
éléments nuls des 03( K) tels que K ne soit pas compact et les 
b' E 63( K) tels que K soit compact et que \.yb' soit un élément de L't 
indépendant de ye K. 63'(y) === 03(y); 03' est propre, vu l'hypo-
thèse a. Si b'e63'(K) et yeK, Àb'= À_ryb' est indépendant de y; 
À est donc un homomorphisme de 63' dans le faisceau de Y identique 
à et. Le théorème 46. 1 et le corollaire 46. 1 de [ 1 f] prouvent que 

Je ( Y O 03) == ae ( Y o œ' ) == Je ( Y o et). 

Preuçe de b. - Puisque 63 est propre et Y localement connexe, 
Àyyb est constant sur K au voisinage de chaque point de K : l'hypo-
thèse a est vérifiée. 

6. L'ANNEAU SPECTRAL ET L'ANNEAU FILTRÉ D'HOMOLOGIE D'UN ESPACE FIBRÉ. 

- Soient un anneau êt et deux entiers: l < m; appliquons les n°s 50, 
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60 et 65 de [ 1 t] à la projection de l'espace fibré X sur sa base Y; 
nous obtenons des invariants topolo15iques qui relient l'anneau d'homo-
logie ae(X O c:'l) de X aux anneau.~ d' homologz·e de sa .fibre F et de sa 
base Y; ces invariants sont un anneau spectral [IC,.== ;1c,.(fY111 O X' O c:l) 
et une filtration f de l'anneau {lt ( X O L't ). Énonçons leurs propriétés 
en supposant connues les définitions que posent les n°s lt, G, G, 7, 8, 9, 
i1 et 12 de [ 11] et en notant hx, hF et hy les éléments de ae( X O c:l ), 
aë(F O c:l) et ac(Y O c:l ). 

a. {IC,. est un anneau canonique gradué, dépendant de l'entier r > m; 
ses degrés sont nommés degré canonique et degré filtrant; sa d1jféren-
tœlle o,. est homogène, de degré canonique I et de degré filtrant r; 
l'automorphisme e< associé à ô,. ( n° 8 de [ 11]) multiplie par ( - 1 y les 
éléments homogènes de degré canonique p; ZIC,.+ 1 est l'anneau d'homo-
logie de JC,.: les éléments homogènes de JC,. annulant o,. ont une image 
canonique, ayant les mêmes degrés, dans JC,._._ 1 • 

b. On a 

63 étant le faisceau, localement isomorphe à JC(F O L't) sur Y, que 
définissent les théorèmes 4. 1 et 4. 2; 63 == [IC( F O c:l) quand les théo-
rèmes 4. 3 et 5. 1 s'appliquent; JC(F O c:l) et par suite û3 ont un degré, 
dit canonique; le degré canonique de f!em+i est celui de [lè(Y 1 O v3 ), 
le degré utilisé sur 63 étant le degré canonique ( voir le n° 42 de [ 11 J); 
le degré filtrant de aem+i est celui de ae(Ym O 63), le degré_ utilisé 
sur 63 étant l fois le degré canonique. 

c. Jt(X O ét) a ûn degré canonique, indépendant de la façon 
dont X est fibré, et une filtration/, qui en dépend: Jt(X O L't) est un 
anneau gradué-filtré~ dont l'anneau bigradué est 

<j;, == lirn ae,.. I 

d. Modifier l et m ne modifie pas essentiellement ces invariants; il 
est avantageux de choisir tantôt l == o, m == I, tantôt l == - 1, m === o; 
on passe du choix l == - 1, m == o au chozx l === o, m ' 1 eri ajoutant 1 
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à l'indice r et en augmentant du degré canonique la filtration f de 
Je( X O c:t,) et le degréfi1trant de è1è,.. 

e. Sil=== o, m === 1, la jiltraûon et le deg,:é filtrant sont ~o, Ldim Y 
et, sur les éléments homogènes, L degré canonique. Sil.:__ - I, m == o, 
la .filtration et le signe .filtrant sont~ - dim F, o et, sur les éléments 
homogènes,~~',- degré canonique. 

/. Soit F è1è( X O L'l) c JC(F O ét) la section de X(X O et) par la 
-1 

fibre F; F === ç (y), .Y E Y; les propriétés que nous allons énoncer sont 
indépendantes du choix de ~Y. Le so~us-faisceau de 63 localement -iso-
morphe à F JC( X O ét) esL un sous-faisceau du faisceau identique 
sur Y à F JC( X O c:t,); en corn.posant la section de Jè( X O et) par F, 
l'isomorphisme cauonique TI ( voz"r [ H ], n° 48) de FJe(X O L'l) 
dans Jt[Y OF JC(X O ét)] et l'homomorphisme canonique de 
JC[Y OF JC( X O c:t,)] dans JC(Y O c'3), on définit un homomor-
phisme canonique de Jè(X O d) dans JC(Y O 63); les propriétés 
de <P sont les suivantes, quand on choisit l == o, m === 1 ; 

iP hx a Uf! degré filtrant nul et une image canonique dans q;,; 
Cette image est hxmodJ'C( 1

), Jè,( 11 étant l'ensemble des hx tels que 
/(hx)>o. 

Les conditions stâ()antes sont équiçalentes. 

<l>hx==o; Fhx== o; j(hx) > o. 

Je( X O c:t) est le sous-anneau de Jt( Y O c8) que constituent les élé-
ments de ae( Y O 63) dont le degré filtrant est nul et qui ont une image 
dans X,. quel que soù r > 1. Si Y n'est pas compact, _! == o, car 
F Jt(XO ét) === o, vu la continuité du faisceau d'homologie St' (X O ft). 

g. Supposons F compact : ç est propre. Choùissons l == ....:._ 1, m == o: 
l'isomorphisme canonique Il de c:t, dans JC(F O et) définit ( vu le 
théorème 65. 1 a de [ 11]) un isomorphisme canonique ~,. de JC( Y O c:t,) 
sur l'ensemble des éléments de tfC( Y O 63) dont le degré .filtrant est nul. 

-1 ! hv a une image canonique dans qJ,; cette image est ç hv. 
Les deux conditions suimntes sont équù·alentes : 
-1 ç hy== o; l'image canonique de 11r hv dans Jt,. est nulle quand r est 

suffisamment grand. 
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JC(Y O c't) est l'ensemble des hx tels que/( hx) = o. 
h. Supposons Y et F compacts, c'est-à-dire X compact. Soient Ilx, 

Ily et IIF les isomorphismes canoniques de et, dans ·;IC(X O c:'t ), 
Je(Y O L't) et ae( F O c:t,) ( voir [ U ], n° 65); on a 

<l>Ilx == WIJy. 
-l -1 

F~ applique {IC( Y O c:'t) sur IlFc:'t; vu le theorème li7. 1 de [ 11 ], F~ est 
en effet l'homomorphisme IIF réciproque de la restriction ~F de à 

-t 

F == ~(y). 
i. Si l'anneau<..~ e~t commutatlf, c'est-à-dire si aa1. == a1 a quand a 

et a 1 e ét, alors 

quand h et h1. sont deux éléments homogènes, de degrés canoniques pet q, 
der un quelconque des anneaux Jt(X O <..'t ), Jè~ F O c:t,) Zfè (Y O c:'l ), Jè,.. 

Remarque. - On obtient des invariants de l'espace fibré X en uti-
lisant, au lieu de l'anneau c:'t, un faisceau localement isomorphe sur X 
à un anneau; les n°s 4 et 6 subsistent à ceci près : pour pouvoir 
définir W il faut supposer non seulement F compact, mais aussi le 

- -1 

faisceau utilisé sur X identique à un anneau sur ~(y), quel que soit 
y e Y: Plus généralement encore, [ 11] permet d'utiliser au lieu de e:'l 
un faisceau localement isomorphe sur X à un anneau différentiel 
filtré. 

7. CAs ou L'ANNEAU SPECTRAL Jè,. EST INDÉPENDANT DE r. - Pour qu'il en 
soit ainsi, il faut et il suffit que ô,.= o quel que soù r > m. 

THÉORÈME 7. 1. - Supposons ae,. indépendant de r_: 

a. dtm+1. == Je( Y O 6?,) est l'anneau bigradué de l'anneau gradué 
ae(X O c:t, ), COMenablement.filtré; 

b. Si Y est compact et est globalement et localement connexe par arcs, 
alors F Jt(X O L~) est l'ensemble des éléments de JC(F O c:'l) que les 
automorphismes qf.( Y) laissent in()ariants. 

-1 

c. Si F est compact, alors ç est un isomorphisme de ae ( Y O <..~) dans 
at(X O e:'t ). 
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Preue,•e de a. - N° 6 c. 

Preuve de b. -.- Le théorème la:. 2 permet de supposer que 63 contient 
un sous-faisceau 63' identique à l'anneau constitué par les éléments de 
Je(F O ét) que les automorphismes ~q(Y) laissent invariants; cet 
anneau contient le sous-anneau F ae( X O ét); 63' contient donc un 
sous-faisceau 63" identique à F Je ( X O ét ). • Il s'agit de prouver que 
63" == 63'; d'après le théorème 65. 1 a de [ 11 ], il suffit de prouver que 

Je(o] ( y O (f!,") == ae[o] ( y O O?,' ), 

JC,l 01 ••• désignant l'ensemble des termes de degré nul de ae . .. , 
quand on utilise un degré nul sur 63. Or 

::fe[O] ( y O O?,") C JC[O] ( y O 01') C aeroJ ( y O CJ3) ; 

puisque 63" C 63' C {13; il suffit donc de prouver que 
ae(o] ( y O 03") == Je[o] ( y O CJ3 ), 

e' est-à-dire que 

le n° 6/ l'affirme. 

Preuve de c. ·- N° 6 g. 

THÉORÈME 7 . 2. - ae,. est indépendant der, quand les degrés canoniques 
de tous les éléments de ae(Y O 63) ont la même parité. 

Preuve. - o,., qui augmente de I le degré canonique, est nécessai-
rement nul. 

THÉORÈME 7. 3. - Supposons que F soù compact et que la section de 
JC(X O ét) par F applique ae(X O ét) sur X(F O ét) : 

oe ( F O et) == F ae ( x o et) ; 

il est nécessaire que X soit compact: 

a. Si l'anneau Je(F O e:t.) ou l'anneau d'homologie ae Y de Y rela-
tivement aux entiers est sans torsion, alors Je,. est indépendant de r: 
donc: 

;1e Y 0 X( F O ét) est l'anneau bigradué de l'anneau gradué 
JC(X O L~), muni d'une filtration convenable; 
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ç est un isomorphùme de ;1c ( Y O et) dans ae( X O et); 
• b. Si c:l est un corps commutatzf [ ou, plus généralement si d est un 

anneau commutatzf possédant une umié et sil' algèbre ;le( F O c:t) a une 
base par rapport à Cl], alors JC,. es,i indépendant de r; donc : 

le produit tensoriel C) d'algèbres ae('f O cl)@ JC( F O ('t) est 
l'algèbre bigraduée de l'algebre ZfC(X O c:t ), mum·e d'une filtratwn 
cone-·enable: 

-1 ç est un isomorphisme de Je( Y O c:l) dans Zfè(X O et). 

Remarque 1. - Les algèbres JC(X O et) et Jt( Y O et)@ JC(F O ('t) 
ne sont pas isomorphes en général ( voir dans [ 6 ], mon exposé, théo-
rème 2.2 c). 

Remarque '2. - Le corollaire 9. 3 complète ce théorème. 

Preu()e. - Si X n'est pas compact, alors F JC( X O è1.,) = o ( n° H /); 
donc' JC(F O c:l.,) == o, contrairement à l'hypothèse que F e~t 
compact. D'après le n° 6 /, le faisceau (î?, est identique à l'anneau 
Je(F O cl.,)=== F ZIC(X O cl.,); la formule ( 4. 4) se réduit donc à la 
formule ( 4. 5 ). Le théorème 63. 3 ou 63. 4 de [ 11] prouve que 

;Jt'm+1== Je Y© Je(F O et) dans Je cas a; 

Jèm+1 == Je( Y O t1) Q9 Je( F O t1) dans le cas b. 

Notons lly et hy l'unité et les élements de JC Y ( cas a) ou St( Y O d.) 
( cas b); notons uF et hF l'unité et les éléments de ae(F O cl). D'après 
le n° 6 /, uy@hF appartient à ~JC(X O ét) et a donc une image 
dans ~' D'après le n° 6 g, hy@ uF appartient à _lV JC(Y O c:t) et a 
donc une image dans g. Donc ( hy@ uF). ( Uy@ hF) = hy 0 hF a une 
image dans : tout élément de aem+t a une image dans ~, : donc 
Ô,.=== o; donc ae,. est indépendant der; on applique le théorème 7. 1 a,c. 

si ae et 

et si © désigne un produit tensoriel d 1algèbres sur et. 
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CHAPITRE II. 

CAS ou~ EST CONSTA~T, ét ÉTANT UN CORPS COMMUTATIF. 

8. L' ALGÈBnE SPECTRALE ET L'ALGÈBRE FILTRÉE D'HOMOLOGIE n'uN ESPACE 

FIBRÉ. - Soient un corps commutatif ét, un espace fibré X, tel que 
soit constant, et deux entiers l < m. Utilisons la terminologie que 
définit le n° 20 de [ H ], toutes les algèbres étant des algèbres sur ét, 
tous les produits tensoriels 0 étant des produits tensoriels d'algèbres 
sur L't: af(X O ét ), ae(F O ét ), ae(Y O ét) sont des algèbres gra-
duées; nous noterons leurs éléments hx, hF, hy; quand leurs unités 
existent, nous les noterons ux, uF, u1 . Les propriétés de l'anneau spec-
tral aer et de la filtration de ae(X O ét) que définit le n° 6 s'énoncent 
maintenant comme suit : 

a. aer(r > m) est une algèbre canonique graduée: ses degrés sont 
nommés degré canonique et degré filtrant; sa différentz"elle ô,. est homo-
gène de degré canonique I et de degré filtrant r; X,.+ 1 est l'algèbre 

• d'homologie de aer. 
b. La formule ( 4. 5 ), qui s'applique par hypothèse, s'écrit, vu le 

théorème 63. 4 de [ 11 ], 

(produit tensoriel d'algèbres); 

hy 0 hF a pour degrés canonique et filtrant : degré h; + degré hF; 
m degré hy + l degré hF. 

c. Jl(X O ét) est une algèbre graduée-filtrée, dont l'algèbre bigra-
duée est 

C]J, == lim Je,.. 
1'"7+00 

d, e. Voù· n° 6 d, e. 

j. Choisissons l == o, m == 1. Si Y est compact, ;Je( Y O ét) a une 
unité Uy; 

_!hx== lly 0 F hx; 

lly 0 F hx a une z·mage canonique dans 'if; c'est hx mod ae(-1). 
Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 3, 1950. 
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Les conditions suivantes sont équivalentes 

Fhx==o, /(hx) > o. 

Pour que uy(i) hF ait une image dans ~' il faut et il suffit que 
hFeFae(X oc~)-

Si Y n'est pas compact, F tlC ( X O d.,) === o, / ( hx) > o. 
g. Choisissons l === - 1, m === o et supposons F compact; X( F O ét) a 

une unité uF; 

-i 

hy(i) uF a une image canonique dans~' c'est h.r. 
Les deux conditions suiMntes sont équivalentes : 

-1. 
hy-==z= o; l'image canonique de hy ® uF dans Je,. est nulle quand r est 

suffisamment grand. 
-1. 

ae(Y O L~) est l'ensemble des hx tels que f(hx) === o et est aussi 
l'ensemble des éléments de dont le degré filtrant est nul. 

-1 
h. Supposons Y et F compacts, c'est-à-dire X compact; F applique 

ae(Y O d..) sur l'ensemble des éléments auF où a e d... 
i. Si h et h1 sont deux éléments homogènes, de degrés canoniques p· 

et q, de l'une quelconque des algèbres précédentes, 

hh1== (- 1)Pqh1h. 

9. RELATIONS ENTRE LES POLYNO~rns DE Po1NCARÉ DE X, Y, F. - Défim-
tion 9. 1. - Soit JC une algèbre graduée, dont le degré est ~o et dont 
le rang est fini; soit J'{[Pl l'ensemble de ses éléments homogènes de 
degré p; 

X== ~J{[Pl; 

soit t une variable aux~üaire; 
.1Ct== tP .rangX[Pl 

p?:_O 

est un polynome, à coefficients entiers o, que nous nommerons poly-
ndme de Poincaré de :K. 

Soit 3 un idéal gradué de JC; soit JC' === JCj3, on a 
(9. I) 
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Preuve. - [2], Livre II, Chap. II,§ 3, n° 3, formule (1). 

Soient :J{, et :JC' deux algèbres graduées, dont le degré est~ o et 
dont le rang est fini, 
(9. 2) (JC (8) {JC')t== JCt,JC~. 

Preuve. - [2 ], Livre II, Chap. III, § 1, n° 3, formule ( 5 ). 

Nous ordonnerons ( voir [2], Livre I, § 6) comme suit les polynomes 
en_t. 

Xt~ :JC~ signifiera que :J{,~ - :J{,t a ses coefficients o. 

LEMME 9. 1. - a. Soit Je l'algèbre d' homologz·e d'une algèbre cano-
nique :J{, ayant un rang fini et un degré~ o; il exzste un polynome 
ûJt "-- o tel que 
(9.3) JCt-:1Ct==(1+t)ûJt, 

b. Soit :J{,' un sous-espace gradué de :J{, tel que :JC' () 8:JC == o; soit [JC,,' 
l'image des cycles de{}{' dans a-e; on a 

(9.4) 

c. Soit J{," un sous-espace gradué de l'algèbre des cycles de :J{,; 
soit X" l'image de OC" dans ae; on a 

(9.5) 

Preuve de a. - Soit e l'algèbre des cycles de{}{,; soit ûJ == JC/e; 
d'après (9. 1) 

o définit un isomorphisme, qui augmente de 1 le degré, de ûJ === JC/e 
sur o;JC; le polynome de Poincaré de 8oc est donc t(Jjt; or a-e=== e/80C; 
d'où, vu (9. 1 ), 

On obtient (9. 3) en éliminant et entre les 1eux relations précédente.s. 

Preure de p. - a-e' est isomorphe à l'espace (!;/ des cycles de :JC' : 
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ô définit un isomorphisme, qui augmente de I le degré, de JC'/e' 
dans oJC; donc 

en éliminant e~ entre ces deux relations, on obtient (9. 4)-

Preure de c. - Soit 6J" === oJC n JC"; 

Puisque JC" / 6J" === Jf", 

On obtient (9. 5) en éliminant @; entre les deux relations précédentes. 

LEMME 9. ~. - Soit aer une algèbre canonz·que spectrale ( r > m); 
supposons que aem+1 ait un rang jlni et un degré canonique o; quand 
r est suffisamment grand, ae,. est une algèbre z·ndépendante de r, que 
nous noterons~; le degré qui servira à défùui· les polynomes de Poincaré 
sera le degré canonique. 

a. Il existe un polynome Di~O tel que 

(9.6) 

b. Soit a-e:n+i un sous-espace gradué de aem+i tel que l'image cano-
nique dans (j, d'un élément non nul de ae:n+i diffère de zéro quand elle 
existe; soit (j,' l'image canonique de ae:nH dans ~; 

C. Soit ae" i un sous-esnace [.[radué de acm+1 dont tous les éléments . m+ r L/ 

aient une image dans~; soit 'â," l'image de ac;:l+ 1 dans (J, 
• (9.8) t-1 [ ( JC~ll+i )t - .l Dt~ ( JCm+i )i- ( ae;:l+i )t. 

Preuve. - aer est indépendant der dès que~ dépasse l'oscillation, 
qui est finie, du degré filtrant. Soient ae~. et ae; les images canoniques 
de ae' et ae," :1 dans a-e,.,· on a, d'après le lemme 9. 1, m+1 m+ 
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en ajoutant membre à membre les relations qu'on obtient en faisant 
varier r et en posant Dt=== I ( @,.)t, on a ( 9. 6) et 

r 

ces inégalités et celles qu'on en déduit en majorant et (J,; par 
l'expression de ~t que fournit (9. 6) donnent (9. 7) et (9. 8 ). 

LEMME 9. 3. - Soit ;Je une algèbre graduée-filtrée, dont le degré 
est o; soit qJ, son algèbre bigraduée. Nommons canonique le degré 
de ae et le degré correspondant de ~; utilisons le" degré canonique pour 
définir les polynomes de Poincaré; les rangs de Si, et ae sont égaux_; 
quand ils sont finù, 

Preuçe. - La relation (9. 1) et la définition de l'algèbre bigraduée 
d'une algèbre bigraduée-filtrée : [ 11 ], n° 7. 

THÉORÈME 9. 1. - Soit X un espace fibré, de fibre F et de base Y; soù 
un corps commutatlf t:1-; supposons constant_; supposom ae( F O L't) et 
ae(YO L't) de rangs finis. Alors ae(X O L't) est de rang.fini. Soient Xi, 
Yc, Fi les polynomes de Poincaré de {lè(X O ét), at(Y Q Cl,), JC(F O ét). 
Étant donné un polynome quelconque, par exemple Xt, notons Xi 
( et Xt) le polynome qui s'obtient en supprimant ses termes de degré 
maximum ( de degré minimum). On a 
(9. 9) Xt== YtFt-- (1 + t)Dt, 
oû 
(9.10) 

donc ( A. Borel et J. P. Serre, cf. n° 5) les termes de plus haut degré 
( de plus bas degré) de Xc et YtFt sont les mêmes. 

Preuve de ( 9. g ). - Les formules ( 8. 1) et ( 9. 2) donnent 
( 0em+1 )t == Yt Ft; 

d'après le lemme 9. 2 a, qJ, a un rang fini et 

d'après le lemme 9. 3, ae(X O é't) a un rang fini et Xi=-=~,. 
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Preu()e de l'z"négalité D 1L )\F\. - Puisque ô,. augmente le degré 
filtrant ( m o ), 6r annule les éléments de degré filtrant maximum; 
en choisissant l = o, m == 1 et î'y e Jf( Y O c:1-) de degré maximum, 
on constate que (\-0 hF a une image dans (J; en choisissant l = - 1, 
m === o et wF E ZJè(F O c:1-) de degré minimum, on constate que hY 0 wF 
a une image dans <J. Le sous-espace vectoriel J(

11
_r1 de flfm+i qu'en-

gendrent ces ''r0 hr et 1tr0 n,F a pour polynome de Poincaré 

la seconde des inégalités (~. 8) donne 

D1L)J~·l• 

Preuçe de l'inégahté Dt-----'~ t- 1 fJ\. - Puisque o,. augmente le degré 
filtrant ( m o ), aucune valeur de ô,. ne peut être de degré filtrant 
minimum; en choisissant l = o, m == 1 et w1 E Jè( Y O L'l) de degré 
minimum, on constate que wy(l) hF, supposé o, ne peut avoir 
d'image nulle dans 'g; en choisissant l = - 1, m = o et çF E Jf(F O c:1-) 
de degré maximum, on constate que hy(l) vF, supposé o, ne peut 
avoir d'image nulle dans g. Supposons nulle la composante homo:... 
gène de hF ayant pour degré le maximum du degré de ae( F O c:1-); 
puisque l'image dans <J d'un élément de JCm+i n'existe que quand les 
images de ses composantes homogènes existent et puisqu'elle en est 
la somme directe, w1 (2) hF+ h1 (2) çF, supposé o, ne peut avoir 
d'image nulle dans q;,. Le sous-espace vectoriel ae:

11
+1 de aem+1 qu'en-

gendre Wy@hF+ hy(l) vF a pour polynome de Poiucaré 

(ae;n+1)t==(Yt- 1\)f·t+ Yi(F1-f'1)==YtFt- ,\f\; 
la seconde des inégalités ( 9. 7) donne 

DtL r-1 Y1t't. 

Remarque. - DiLYiFi équivaut à DtLt- 1 )\F\ quand Y, Fel 
par suile X sont des variétés compactes orientables. 

CoROLLAIRE 9. 1. - Quand les hypothèses du théorème 9. 1 sont satù-
f aites, les caractérùtiques d'Euler X~i, Y _1 , F -1 de X, Y, F vérifient la 
relation 
(9. II) 
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Preu(,•e. - On fait t == - 1 dans (9. g ). 

COROLLAIRE 9. 2. - Supposons vérifiées les hypothèses du théo-
rème 9. 1; on peut majorer comme suit chacun des polynomes Xt, Y0 F, 
en fonction des deux autres. 

a. On a 
(9. 12) XiL YtFt. 

b. On a 
(9. 13) 

(9. 14) 

le second membre de ( 9. 1 3) doü être remplacé par son dé\Jeloppement, 
suiçant les puissances croissantes de t, limàé à tdïm Y; le second membre 
de ( 9. 14) doit être remplacé par son dé\Jeloppement, suirant les puis-
sances décroissantes de t, limité aux puissances~ o. 

c. On a, quand ( 1) le dénominateur n'est pas Lo, 

(9. 15) 

(9.16) 

le second membre de (g. 15) doit être remplacé par son dé\Jeloppement 
suiçant les puissances croissantes de t, limité à tdim F; le second membre 
de ( 9. 16) doit être remplacé par son dé\Jeloppement suirant les puis-
sances décroissantes de t, limité aux puissances~ o. 

Remarque. - (9. 13) équivaut à (9. 14) et (9. 15) à (9. 16) quand Y, 
F et par suite X sont des variétés compactes orientables. 

Preuçe de a. - (9. g) et (9. IO ). 

Preuçe de (9. 13). - D'après (9.g) et (9. IO) on a 

Yt[Fi- (1 + t)Ft] Xt; 

(1) C'est par exemple le cas de (9. 15) quand Y est compact et simplement 
connexe. 
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on multiplie les deux membres par le développement, suivant les 
puissances croissantes de t, de [Fe- ( 1 + t)F\]- 1

; tous les coefficients 
de ce développement sont~o car le seul terme> ode [Fc-(1+t)Pi] 
est son terme de degré minimum. 

Les preuves de (9. 14 ), (9. 15) et (9. 16) sont analogues. 

THÉORÈME 9. 2. - Supposons vér~fiées les hypothèses du théorème 9. 1. 

a. Posons 
P == F JC ( X O tt) C JC ( F Ü c1) ; 

on a 
(9. 17) 

si Y est compact 
( 9. 18) 

sinon P == o. 

b. Supposons F compact : la projecûon ç de X sur Y est propre: 
posons 

on a 
(9. 19) 
(9.20) 

-t 
Q == ç :iC( Y Ü c1) C JC( X O et) ; 

oLQiLBorne inf. (Y,, Xt), 

i- 1 (Yt- Qt)LDt. 

c. Supposons F et Y compacts, c'est-à-dire X compact.,· on a (9. 18) 
et les inégalités précisant (9. 10 ), (9. I 'j ), (9. 19) et (9. 20) 

(9.21) 
(9.22) 
(9.23) 

1LP1LFt; 1LQtLYt; Pt+ Ql- 1LX,; 
1-1 (Y,- Qt)PtLDtLYt(Ft- Pt); 
DtL i-1 (Yi Fi- Qt) si Ft~ 1. 

Preuve de (9. 17 ). - La définition de P. Si Y n'est pas compact, 
P == O (n° 6/). 

Preuve de (9. 18). - D'après le n° 8/,. uv@ hF n'a d'image cano-
nique dans q;, que si hFe P et cette image n'est nulle que si hy== o; 
d'où, vu (9. 7 ), 

Preu()e de ( 9. 1 g ). - La définition de Q. 



L'HOMOLOGIE o'uN ESPACE FIBRÉ DONT LA FIBRE EST CONNEXE. 193 
Preure de (9. 20 ). - D'après le n° 8g, hy0 uF a une image cano-

-1 

nique dans CJ, et cette image est hr; d'où vu (9. 8 ), 

t-1 (Yi- ()i) D1. 

Preure de (9.21 ). - P === F OC(X O cl,) possède une unité, image 
de l'unité de Je( X O ét ), vu [ 11 ], définition 48. 3 et n° 65; donc 

-1 

1 ,,,,Pi. De même Q === ae(Y O c't) possède une unité, image de 
l'unité de ae(Y O L't ); donc IL Qt- D'après le n° 8h, FQ a pour 
polynome de Poincaré 1; les élémenls de Q que la section par F 
annule constituent une algèbre, dont le polynome de Poincaré est 
donc, vu (9. 1 ), Qt- 1; c'est une sous-algèbre de l'algèbre que cons-
tituent les éléments de X(X O L't) que la section par F annule et dont 
le polynome de Poincaré est Xe- Pi d'après (9. 1); donc 

Preure de la première -des inégalités (0. 22 ). - Puisque uv0 F hx et 
hr0 uF ont des images dans q;,, leur produit hJi) F hx a dans <J une 
image, qui est le produit des images de uv0 F hx et hr0 Uy. Donc 
Jem+i contient la sous-algèbre ae;:1+ 1 === Zlè(Y Q c't) 0 F ae(X Q et,), 
dont le polynome de Poincaré est Y 1 Pt et dont chaque élément a une 
image dans.g,; l'ensemble <J" de ces images est, d'après le n° 8/ et g, 

-1 

une image de JC(Y O L't) 0 F é"IC(X O L't ); donc g,; L QtP,. 
D'après (9. 8) on a donc 

Preure de la seconde des iné8alités (9.22). - Nous venons de voir 
que hy{i) F hx a une image dans q;,; nous avons vu ( théorème 9. 1, 

preuve de D1LYJ;~t) que ~·Y0 hF a une image dans q;,, quand rv est 
un élement de degré maximum de ae(Y O tl ). Ces éléments hy{i) F hx 
et ry0 hF engendrent ·un sous-espace vectoriel ae:+ 1 de OCm+i, dont le 
polynome de Poincaré est 

,.tPt+ (Yt- i\)Ft==:YtFt- 'Yt(Fi- Pt); 

d'après (9.8) on a donc 

Journ. de .Math., tome XXIX, - Fasc. 3, 1850. 
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Preuçe de (9. 23 ). - Nous avons vu ( théorème 9. 1, preuve de 
DtL t- 1 )TiÎi\) que uv@ hF+ hy(i!) ()F, supposé o, ne peut avoir 
d'image nulle dans qj,, si la composante homogène de .degré maximum 
de hF est nulle; d'après le n° 8g, h~(g) uF, supposé~ o, ne peut avoir 
d'image nulle dans q;, si h'v appartient à un sous-espace de ae(Y O L't) 
isomorphe à Q; supposons le degré de h'v > o; puisque l'image dans qj, 
d'un élément de aem+i n'existe que quand les images de ses compo-
santes homogènes existent et puisqu'elle en est la somme directe, 

supposé o, ne peut avoir d'image nulle dans 'J. Le sous-espace 
vectoriel ae:11 + 1 de aenH-, qu'engendre h,11+1 a pour polynome de 
Poincaré 

la seconde des inégalités ( 9. 1 ) donne ( 9. 23 ). 

CoROLLAIRE 9. 3. - Soit X un espace de fibre F et de base Y; soit un 
corps commutatlf c:t,; supposons que les algèbres ae(Y Qc:l) et Jè(FQét) 
m·ent des rangs finis. 

a. Si F est compact et si la section par F est un homomorphùme de 
ae(X O L'l) SUR Jt(F O L'l ), alors X est compact et 

b. Réciproquement, si~ est constant, si Y est compact et si Xi== YtF1, 

alors la sectl·on par F est un homomorphisme de Jè ( X O a) SUR 

Je(F O c:1- ). 

PreU{,'e de a. - Théorème 7. 3b. 

Preuçe dè b. - De (9. g) résulte que si X1== Y1Ft, alors Dt== o; d'où, 
vu (9. 18), Ft== Pl; cette relation exige que F Je(XO a)== ae(F O a). 

f O. CAS où y ET F SONT ORIENTABLES ; DUALITÉ DE POINCARÉ. -

Définàion 10. 1. - Soient, sur le corps commutatif êt, deux espaces 
vectoriels & et &* de dimensions finies; nous nommerons dualité de & 
et&* toute fonction bilinéaire < e, e* ), définie sur le produit & X&* 
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de ces deux espaces, prenant ses valeurs dans êt et possédant la pro-
priété suivante : 

si e e & est tel que< e, e*) == o, quel que soit e* E &*, alors e o; 
si e* e &* est tel que ( e, e*) == o, quel que soit e E &, alors e* == o; 

Quand existe une telle dualité, & et&* ont même dimension et chacun 
d'eux peut être identifié au dual de l'autre ( [ 2]. Livre 1T, Chap. II, § 4, 
déf. 1 et prop. 6). On dit que e et e* sont orthogonaux quand 
< e, e*) == 6. On nomme sous-espace de & complètement orthogonal au 
sous-espace §î* de&* l'ensemble des e e & tels que < e, f*) = o, quel 
que soit/* E §ï'*; on définit de mème le sous-espace §ï'* de&* complè-
tement orthogonal au sous-espace 5î de & ; rappelons que si 5 est 
complètement orthogonal à 5*, alors%'* est complètement orthogonal 
à 5î ([2], Livre II, Chap. II, § 4, prop. 7) : nous dirons que 5 et fJi* 
sont complètement orthogonaux. 

Dé.finition 10. 2. - Nous dirons que l'algèbre Je sur êt possède la 
dualité de Poincaré quand elle a les propriétés que voici : [I{, est de 
rang fini; JC est graduée ( ou bigraduée, le degré utilisé étant le degré 
canonique); son degré est~ o; JC possède une unité, dont les pro-
duits par les éléments de êt constituent l'e~semble des éléments de 3{ 

homogènes de degré nu1; si d es't le maximum du degré de 3C, tout 
élément homogène de degré d est divisible par tout élément non nul 
de 3C. 

Nous supposerons 

nous n'aurons,donc pas à distinguer la divisibilité à droite de la divi-
sibilité à gauche. 

Soit J{,(Pl l'ensemble des élémepls de 3C homogènes de degré p. Par 
hypothèse, J{,[dJ est un espace vectoriel de rang 1 ; en notant 

< k, k') la composante homogène de degré d de k. k' (k et k' EX), 

on définit évidemment une duahté de J{, avec lui-même : dire que 
deux sous-espaces vectoriels de JC sont complètement orthogonaux aura 
un sens. Cette dualité constitue une dualité de [l{,[Pl et J{,[d-pJ; par 
suite : 
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PROPOSITION 10 .1. - Si J{, a la dualité de Poincaré, alors 

J{,t-1 se déduisant du polynome J{,t en y remplaçant la variable t 
par i-1 . 

PROPOSITION 1. 0. 2. - .Soit 3 un idéal gradué de l'algèbre :1c, qui a la 
dualité de Poincaré. 

J et Ann. J sont complètement orthogonawx:; 
Ann. (Ann. J) == J. 

Ann. 3 désigne l'annulateur de 3, c'est-à-dire l'ensemble des keJC 
tels que ki == o quel que soit ie 3; il n'y a pas lieu de distinguer 
annulateur à gauche et à droite de 3 : ils sont identiques. 

Preure. - Soit n E .9t == Ann. 3; soit ie 3; ni== o; donc 
< n, i) == o : n est orthogonal à 3. Soit n El: .9t : il existe i e 3 tel que 
ni~ o; puisque :1c a la dualité de Poincaré, il existe k e ~K tel que 
nik soit un élément non nul de degré maximum : < n, ik) o; or 
zke 3, puisque 3 est un idéal; donc n n'est pas orthogonal à 3. 

Par suite .9t et 3 sont complètement orthogonaux. De même .9t et 
Ann . .9t sont complètement orthogonaux. Donc 3 == Ann . .9l. 

. LEMME 10. 1. - Si J{, est une algèbre canom·que, ayant la dualité de 
Poincaré, alors son algèbre d'homologie [If a la dualité de Poincaré, si 
le maximum du degré de OC n'est pas inférieur au maximum du degré 
de JC. 

Preure. - Soit.k[dl un élément non nul de J([dl: J{[dl est l'ensemble 
des ak[dl ( a e et,); donc k[dl r;(.; o : sinon [JC[dl serait nul, contrairement à 
l'hypothèse. Par suite 
(10.1) oJC[d-il:=o. 

Soit e[Pl l'ensemble des cycles de J{[Pl; soit @[Pl l'ensemble des élé-
ments de e[Pl homologues à zéro; cherchons le sous-espace de J([d-pl 

complètement orthogonal à @[Pl : la condition que k[d-pl soit ortho-
gonal à @[Pl s'écrit 

quel que soit kfP-1l e J{[P-11; 
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puisque, vu ( 10. I ), o(lclJJ-l]. k[d-p]) == o, cette condition s'écrit 

k[p-i]. 0 k[d-p] == 0 quel que soit klP-11 e JC(P-1J, 

c'est-à-dire, puisque :J{, a la dualité de Poincaré, 
ôk[d-p]== 0 

c'est-à-dire 
k[d-pj E (::[d-p]_ 

Donc 
J @lPl et eld-pJ sont des sous-espaces complètement orthogonaux 

( 10 • 2 ) l de J([Pl et JC(d-pJ_ 

Soit c[JJ] E e[p] tel que c:,,j. cld-p] rv O quel que soit c[d-p] E e[d-p]; on a, 
d'après ( 10. 1 ), clPl. clct-pJ == o quel que soit cld-pJ e eld-pJ; donc, 
vu (10.2), clPleO)[Pl, c'est-à-dire clPlrvo. Par suite, si h[pJeae[J)] est 
tel que hlPl. hld-pJ = o quel que soit h(cl-pJ E [Jflcl-pJ, alors h[Pl === o : 
ae a la dualité de Poincaré. 

H. Cartan [3] a donné au tl?éorème de dualité de Poincaré un énoncè 
ayant la conséquence suivante: Soit X une variété compacte, connexe 
et orientable, de dimension d; ( une variété de dimension d est un 
espace dont chaque point a un voisinage homéomorphe à la boule de 
dimension d); soit ét un corps commutatif; l'algèbre d'homologie 
ae(X O e:t) a la dualité de Poincaré; le maximum de son degré est d. 
En particulier, vu la proposition 10. 1, le polynome de Poincaré XL 
de X vérifie donc la relation 

THÉORÈME 10. I. - Soit X un espace fibré, de·fibre F et de base Y; 
soit un corps cummutallf L't; supposons que soit constant et que X et Y 
soient des variétés orientables, compactes et connexes_; F est donc aussi 
une telle variété. On peut compléter comme suit les n°s 8 et 9 ·: 

a. Di== tdimX-ID(-1• 

b. L'anneau spectral ae,. a la ·dualité de Poincaré; le maximum 
de son degré canonique est dim X; ses éléments homogènes de degré 
canonique dimX ont le degré filtrant m dim Y+ l dim F. 

c. Les éléments homogènes de ae( X O C:'t) dont le degré est dim X ont 
pour filtrqtion m dim Y + l dim F. Soit aeu.1l l'ensemble des éléments de 
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ae( X O L't) dont la filtraûon es! q; sil== o et m = 1, JC(q) est l' annu-
lateur de JC(dim Y+i-qi, c' est-à-dù·e, vu la proposition 10. 2, le sous-espace 
de al complètement orthogonal à Jf(1li 111 Y+1-t1J. 

Preuve de a. - On a 
dim X== dim Y+ dim F 

et, d'après le théorème de dualité de Poincaré, 

on porte ces relations dans ( 9. g ). 

Preuve de b. - Il existe un élément non nul et de degré canonique 
dim X dans Je( X O d, ), donc dans S],, donc dans chacun des ae,.. 
D'après (8. 1) le maximum du degré canonique de aem+t ,est dimX. 
Donc le maximum du degré canonique de èJC,. est exactement dimX, 
quel que soit r>m. D'après (8. 1) et le théorème de dualité de 
Poincaré, aem+i a la dualilé de Poincaré. Vu le lemme 10. 1, ae,. a 
donc la dualité de Poincaré. Pour établir que les éléments de ai,., dont 
le degré canonique est dimX, ont le degré filtrant m dim Y+ l dimF, 
il suffit de le vérifier quand r == m + 1;. c'est alors une conséquence 
évidente du n° 8b. 

Preuve de c. - S'il existait un élément de èlC ayant le degré cano-
nique dim X et une filtration m dim Y+ l dim F, il exiterait un • 
élément de ayant le degré canonique dim X et un degré filtrant 

m dim Y+ l dimF; ce serait contraire-à b, puisque == ae,. quand r 
est très grand. D'après b, a la dualité de Poincaré : étant donné 
l'élément g de ~' il existe un élément homogène g 1 de tel que, 
si l == o, m == 1 , 

degré filtrant g 1 == dim Y - degré filtrant g; 

par suite, étant donné h e JC(XO c:1- ), il existe h1 E ae(XO el) tel q'ue 

/(h1) == dim Y - j(h); 

donc, si/(h)<q, 
h El= Ann. ~e(<lim Y+l-q). 
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Réciproquement, supposons/ ( h) q; si h-1 e ;J-e(dim v.+i-qi, alors 

j(hh1) ~f(h) + /(h1} > dim Y; 

donc hh,. = o: 
h E A Il Il, ae (dlm V.+l-q). 

Donc 
ae(q) == Ann. ae(dim Y+l-q). 

Si l'on choisit Z. et m quelconques au lieu de l = o, m = 1, on appli-
quera la proposition suivante : 

VARIANTE AU THÉORÈME 10. 1 c. - Soit ;JelPl l'espace vectonel que cons-
tituent les éléments de ae(X O ét) homogènes de degré canonique p : 
OLpLdim X; la filtration est nulle sur {Jf,[O]' égale à m dim y +l dim F sur 
;Jf,ldimXl; Jf,lPl et ;Jf,ldim x-.ol sont duals; le sous-espace de ;ff,[Pl constitué par ses 
éléments de filtration~ q est complètement orthogonal au sous-espace de 
;J-eldim x-pJ constitué par ses éléments de filtratz·on > m dim Y +l dim F - q. 

Preuçe. - Cette proposition n'est pas altérée quand on augmente 
la filtration du degré canonique ( n° 6d), ni quand on multiplie let m 
par un même entier > o; or elle est vraie, vu le théorème 10. 1 c, 
quand1 == o, m = 1. 

CHAPITRE III. 

CAS PARTICULIERS. 

I. - Cas où la fibre a l'homologie d'une sphère. 

fi. GÉNÉRALITÉS. - THÉORÈME H. 1. - Soit ét un anneau commu-
tatzf, ayant une unité. Soit la projection sur sa base Y d'un espace 
.fibré, dont la fibre F est compacte et a, relatù,ement à L't, même algèbre 
d'homologie que la sphère de dimension d. Supposons constant (,. ). Il 

( 1) Cette hypothèse, quand F est une variété orientable, signifie qu ,elle est 
continûment orientable ( théorème fa.. 3 b ). 
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existe un endomorphisme linéaire p. de ae(Y O L't ), augmentant le degré 
de d + 1 , vérifiant 

(11. 1) p.(hyhy) == p.hy.h'y== (- 1)P1d+i)hy.p.h'y ( hy homogène de degré p) 

et possédant les propriétés sui()antes : 

a. Soit M == p. é1e(Y O d .. ); les conditions que voici sont équi()alentes: 

b. Soit N l'ensemble des hy tels que p.hr== o; il existe un ùomor-
phisme (2) canonique, augmentant le degré de d, de N sur le 

-1 

ae(Y O c't )-module ae(X O ét )/ ;ie(Y O c't ). 
c. Supposons Y compact; soit Ily l'isomorphisme canonique de L't 

dans ae(Y O c't); soit ,,F une base du 0...-module que constituent les 
éléments de ae(F O C'.'t) homogènes de degré d~· les deux condüùms 
suÙ'antes sont équi()alentes. 

lWFE FJC(X O C1); IlyaEN. 

d. Si Y est compact, il existe un élément my de ae( Y O ét) tel que 

degré my== d + 1; 

my est nommée classe caractéristique. 
e. Si Y est compact, et si d est pair, alors 

2 my== o. 

Remarque. - S. S. Chern et E. Spanier [ 4 J démontrent a et b, 
qu'ils énoncent comme suit : il existe une suite exacte d'homo-
morphismes canoniques 

JCIPl ( Y Q é:1) 1 JeiPl ( X Q cl) -+ JClp-dJ ( Y Q C1) -~ JC[p+t J ( Y Q C1). 

( 2) Isomorphisme de modules : la multiplication de n EN par hy E Je ( Y O c1) 
-1 

est la multiplication dans JC(Y O et); la multiplication de hx mod ç ~e(Y O d) 
-1 • 

par hy est la multiplication dans Je(X O d), calculée mod ç Je(Y O d), de hx 
-1 

par hy. 
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Définition de p.; notations. - sera l'anneau d'homologie, relati-
vement aux entiers, d'une sphère de dimension d: ~aune base, cons-
tituée par une unité u et un élément ç de degré d; ç 2 === o; par 
hypothèse 

c'est une algèbre ayant pour base 

Donc, vu le n° 6, en choisissant l === - I, m === o, 

autrement dit tout élément de aei est du type 

hy0 u et h~0 ç ont pour degrés filtrants respectif o et - d. D'après 
l.e n° 6 les homomorphismes ! et W se définissent comme suit : 

(11.2) !hx==Ilya@u+ITya'@v, si Y est compact et Fhx==auF+a'vF; 

( 11. 3 ) w h y== h y Q9 u' 0 ù h Y. E ae ( y O d) . 

Puisque le degré filtrant a pour seules valeurs o et - d et que or 
augmente de r le degré filtrant, on a Or== o pour r d : 

pour r / d; pour d< r. 

Pour la même raison il existe. un endomorphisme linéaire p. de 
ae(Y O L't- ), augmentant de d + r le degré, tel que 

(11.5) 

si hy est homogène de degré p. 

Preuve de ( 1 i. 1 ). - Si hv. et h'v. ont les degrés p et q, on a 

0d(hyh'y@ v) == od[(hy@ u). (h'y@ v)] 
== (- 1)P+qd(hyQ9 u).(p.h'y@ u) == (- 1)P+qdJiy.p.h'y@ u; 

ôa(hyh'y@ CJ) == (- 1)qd od[(hy@ v).(h'y@ u)] 
== (- 1 ) 1P+q)d ( p.hy (8) u). ( h'v. Q9 ·u) == ( - 1 ) 1P+1Ïlu. p.hy. h'y (8) u. 

Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 3, 1950. 26 
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Preuçe de a. - D'après le n° 6g, la condition 

équivaut à la condition : 

l'image dans ;1e,. de !~ hv = h,.@ u est nulle pour r assez grand; 
donc à la condition 

donc, vu ( 11. 5 ) , à 
hyeM. 

Preuçe de b. - D'après ( H. 4) et ( 11. 5 ), q;, est la somme directe 

(H.6) ~·, == [Jè(Y O C1).'l\I] 0 u + N@v. 
(deg-rt> filtrant nnl) (deg-r~ filtrant - d) 

L'ensemble des éléments de èlt(X O d,) dont la filtration est nulle 
-1 

est, d'après le n° 6g, af(Y Q él ); d'où, puisque la filtration vaut o 
ou-d, 

-1 -1 

~Î == Je(Y O d) + JC(X O L't)/ ç Je(Y O et). 
(degré filtrant nul) (degré filtrant - d) 

La comparaison de ( 11 . 6) et ( 11 . 7) prouve b. 

Preuçe de c. - D'après ( 11. 2) la condition 

ClVFEFJC(XO C1) 

équivaut à 
II va 0 v E Jè( X O et) ; 

c'est-à-dire, vu le n° 6 J~ à 
Ilya 0 v a une image dans~; 

c'est-à-dire, vu ( H. 4 ), à 

c'est-à-dire, vu (11.5), à 
1.1.Ilv a== o. 

Preu()e de d. - ae(Y O et) a une unité u1 ; on pose p.uy= mv; on 
applique ( i i. 1 ). 
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Preuve de e. - On .a 
( uy@ v) 2 == o car v2 == o; 

ô(uy(8} v) 2 == 2(uyQ9 v).(mv© u) == 2myQ9 ci. 

Le théorème suivant est évident, vu [ 11 ], théorème 63. 1 a et d : 

TntoRÈME H. 2. - Si l'algèbre d'homologie aeF de F relativement à 
l'anneau des entiers est l'algèbre d'homologie de la sphère de dl'men-
sz·on d, alors·: 

Les hypothèses du théorème 11 . 1 sont vérifiées; 

p.(hy(8} a)== p.hyQ9 a, où hy e :JCY, hyQ9 ae aeY 0 ct. c ae(Y O c1.); 

en particulier, si Y est compact, la classe caractéristique de ;Je( Y O et,) 
est l'image canonique de celle de Je Y. 

12. CAS où et EST UN CORPS COMMUTATIF. - THÉORÈME 12. 1. - On peut 
compléter comme suit le théorème 1.1 . 1, quand on adjoint à ses hypothèses 
celle que ét est un corps commutatzf: 

a. Les polynomes de Poincaré Xt, Yt, Qt des trois algèbres sur d : 
-1 . 

ae(X O ét ), ae(Y O ét ), ç ae(Y O et) vérifient les relatùms 

b. Supposo,ns X compact_; les trvù conditions sui(Jantes sont éqUt·-
(Jalentes : 

;JC(F O d) == FJC(X Ott); 

c. Ces conditions sont réalisées en particulier quand d est pair, la 
caractéristique du corps ét étant 2. 

Preu(Je de a. - !1. définit un isomorphisme de ae( Y O ét )/N sur M; 
cet isomorphisme augmente le degré de d + 1 ; donc, vu la for-
mule ( 9. 1 ), 

(12. 1) td+l Yt== [d+l ~t+ Mt, 

En appliquant cette même formule (9. 1)'aux--deuxièmes membres 
de ( 11 . 6) et ( 11 . ? ) on obtient 

(12.2) 



JEAN LERAY. 

L'élimination de Nt et Mt entre (12. 1) et (12.2) donne l'égalité 
énoncée. L'inégalité énoncée est l'inégalité (9. 19 ). 

Preuçe de b. - D'après le corollaire ~. 3, les deux premières 
conditions sont équivalentes. D'après le théorème 11. 1 c, la condition 
ai(F O ét) === F Je(X O cl,) équivaut à la condition que N contienne 
l'unité de ae( Y O d. ), c'est-à-dire à mv-== o, c'est-à-dire, vu ( 12. 2 ), 
à Yt=== Qt. 

Preuve de c. - TttÉORÈl\IE 11 .• 1 e. 

15. CAs où X, Y ET F soNT oRrnNTABLEs, et, ÉTANT uN coRPs col\11UuTATIF. 

- THÉORÈME 13. 1. - Soù une variété compacte X de dimension D, 
ayant pour fibre une variété F de dimensz·on d et pour base une variété Y 
de dimension D - d; Jaisons l'une des trois hypothèses équiçalentes, quz 
entratnent que est constant : X et Y sont orientables; X est orientable 
et F est contz"nûment orientable: Y est orz"entable et F est continûment 
orientable. Soit un c01ps C:T; supposons que Y aù, relatiçement à ét, 
même algèbre d'homologie que la sphère de dimension d. On peut alors 
compléter comme suit le théorème 11 . 1 : • 

a. M et N sont complètement orthogonaux ( définition 10. 2); 

M==Ann.N; N == Ann. l\l. 

b. Le sous-espace de JCtPl ( X O et,) complètement orthogonal à 
-1 -1 

afl0-P1 (Y O ét) est aflPl (Y O L't ). 
c. Les polynomes de Poincaré Xt et Yt de ae(X O L'l) et ae(Y O ét) 

-1 

s'expriment en fonction du polynome de Poincaré Qt de ae(Y O ét) 
par les formules • 
(13. 1) Xt== Qt+ t0 Qt-l; 

(13.2) 
y _ Qt- t0 + 1 Qt-1 
t- I _ ttl+l ' 

Remarque. - Le théorème 12. 1 b, c complète ce théorème. 

Preuçe de a. - Par définition N === Ann. M; on applique la 
proposition 10 . 2. 
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Preuve de b. - On applique la variante au théorème iO. 1 c, 
( l = - 1, m = o) en notant que la filtration vaut - d ou o et que 

-1 

l'ensemble des éléments de filtration o est ae(Y O L't ). 

-1 

Preuve de c. - D'après b les modules OC[D-pJ (Y O L't) et 
-1 

aelpJ (XOét)/ aelPJ (Y Qét)ont même rang; c'est ce qu'exprime (13. 1 ). 

La relation ( 13. 2) résulte de ( 13. 1) et du théorème 12. 1 a. 

THÉORÈME 1. 3 . 2. - Conservons les hypothèses du théorème 13 . 1 . 

a. Si :Je(X O ét) possède un élément Wx, de degré> o, tel que 
-1 

entraîne hy== o, 

alors ae(Y O et) possède un élément ny vérifiant les deux relations 
équivalentes : 
(13.3) Mult. my==.Ann. ny; 

Ann. mv== Mult. ny. 

b. Réciproquement, si ae( Y O et,) possède un élément ny vérifiant ces 
relations, alors ae(X O ét) possède au moins un élément Wx tel que 
tout hx E ae(X O ét) puisse être mis d'une façon et d'une seule sous la 
forme 

(13.5) 

on a 
(13.6) 

-1 -1 

hx== ç hy+ Wx, h'y; 

degré Wx== d + degré ny. 

Supposons le c01ps d., de • caractéristique 2. Si Wx est de de gré 
impaù·, alors w~ == o et par suite ae ( X O ét) est le produit tensoriel de 
-1 

ae(Y O ét) par l'algèbre extén'eure d'un module de rang 1. Si Wx est 
de degré pair, alors on peut choisir Wx tel que 

cette condition déte, mine Wx à la multiplication près par un élément de ét. 

Remarque._: Si mv== o, alors nv existe: c'est l'unité de ae(Y O ét). 
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Preuve de a. - D'après le théorème H. 1 b, wx a une image cano-
nique ny dans N et la condition 

(13.8) 
-1 -1 

wx. hve [JC(Y O et) 

équivaut à la condition nvhv== o, c'est-à-dire à 
(13.g) hv e Ann. ny. 

-l 

Par hypothèse ( 13. 8) équivaut à h.v= o, c'est-à-dire, vu le 
théorème 11 . 1 a, à 
(13.10) hyel\lult. my. 

L'équivalence de ( f3. g) et ( 13. 10) prouve ( 13. 3 ). La propo-
sition 10. 2 prouve l'équivalence de ( 13. 3) et ( 13. 4 ). 

Prew)e de b. - Le théorème l 1. 1 a définit un isomorphisme 
-1 

de ç X( Y O L~) sur Je( Y O c:t )/M; puisque M == Ann. nv et 
N == Mult. nv, la multiplication par nv définit un isomorphisme 
( augmentant le degré du degré de nv) de Je(Y O ét )/M sur N; le 
théorème 11 . 1 b définit un isomorphisme ( augmentant le degré de d) 

-1 

de N sur le Je(Y O ét )-module JC(X O et)/~ af(Y O d); en 
composant ces trois isomorphismes, on obtient un isomorphisme 

-1 

( augmentant le degré de d + degré nv) de Je(Y O ét) sur 
-1 -1 

Je(X O d )/~ Jt(Y O c:t ). Par suite [lt(X O d )/ Je(Y O ét) est 
-l 

un Je(Y O et, )-module de rang 1; soit l'un de ses éléments de base; 
soit Wx l'un des éléments de ae(X O L'l) dont il est l'image : étant 

-1 -t 

donné h.x e Je(X O c:1-), il existe un élément unique h.~ de Je(Y O L~) 
tel que 

-1 -1 

hx-Wx. : h'ye ç {le(Y O tl); 

autrement dit, hx peut être ·mis d'une façon et d'une seule sous la 
forme ( ,t 3. 5 ). Supposons Wx de degré pair; on a en particulier 

-1 -1 

w{== .~ hi+ Wx. h~; 

tous les autres choix possibles w~ de wx sont donnés par la formule 

où a e e1; 
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ceux de ces choix qui vérifient la condition ( 13. '7) sont ceux pour 
-1 -1 

lesquels 2 hv-== h';; cette condition détermine donc w~ à la multi-
plication près par a e tl. 

II. - - Cas où la· fibre a l'homologie d'un produit 
de sphères de dimensions paires. 

14. THÉORÈME 14. 1. - Soit tl un anneau commutatzf, ayant une 
unité et dans lequel la dù)ision par 2 soù possible .. 5où la projection sur 
sa base Y, d'un espace fibré X, dont la fibre Fa mème algèbre d'homo-
logie, par rapport à el, que le produit P de w sphères de dùnensz·ons 
paires~· supposons X compact, Y globalement et localement connexe par 
arcs et sùnplement connexe. Alors : 

a. [IC(X O L't)@aeP est l'algèbre bzgraduée de l'algèbre graduée 
ae(X O L't ), munie d'une filtratz·on coMenable: 

b. ae ( F O ét) -== F ae ( x O L't); 
-1 

c. est un isomorphisme de ae(Y O tl) dans [lt(X O tl ). 
Preure de a. - L'anneau d'homolo.gie JeP de P relativement aux 

entiers est ( voir [ 11 ], théorème 6/i. 1) l'anneau des polynomes 
de w variables commutatives ri, ... , rw, calculées mod()~' ... , r~> : 
aeP a une base constituée par une unité u et les monomes f), rµ ... (),, 
où ILÀ<P.<···<vLw. D'après le théorème 63.1d de [11], 
l'hypothèse énoncée est que 

JC ( F O c1) == e1. © ae P ; 

ae(F O d) est une algèbre sur c't ayant un_e base. Donc, v_u le théo-
rème 4. 3a et le n° 6, l'algèbre spectrale a-er a pour premier terme, 
quand on choisit l = - 1, m -== o : 

ae1 == aq Y O et) © ae P. 

Supposons prouvé que 01 == ... -== or_ 1 == o : on a 
{Jer== ae(Y O et) Q9 aeP; 

prouvons que o,.-== o. Or annule les termes de degré filtrant maximum: 
{14-.1) o,.(hy@u)"==o. 
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Soit uv l'unité de ae(Y O et,); posons 

Or( UyQ9 v:,_) == I hµ, ... , v@ Vµ.. Vv; 
µ, ... ,v 

puisque Ôr augmente de r le degré filtrant, 

- r + degré v,. == degré vµ + ... + degré v.,; 
donc 

degré F} > Max. ( degré vµ.) ... , degré C'v ), 

aucun des indices p., ... , ,; n'est donc égal à /1.; en appliquant ô,. à 

lly Q9 vf == o, 
on obtient 

2 I hµ, ... , vQ9 V). Vµ ••• (),1 == O 

µ, ... ,V 

qui entraîne donc 

c'est-à-dire 
hµ., ... ,,1 == o, 

( 1fa.. 2) 

De ( 14. 1) et ( 14. 2 )résulte Or=== o. Donc aer est indépendant der: 
Je1 == <lf, ce qui prouve a. 

Preure de b etc. - Le théorème 7. 1 b, c. 

III. - Cas où la base a l'homologie d'une sphère. 

fa. GÉNÉRALITÉS. - Définition 15. 1. - Soit un anneau ae;-
rappolons qu'un endomorphisme linéaire 0 de ae vérifiant la condition 

0(hh') == 0h.h'+ h.0h', 

ou la condition 

0 ( hh') == 0 h. h' + (- 1 )Ph. 0 h', 

où h et h'e~, 

où h est homogène de degré p, 

a été nommé par J. L. Koszul dériration ou antidériration. 

TutoRÈME 15. 1. - Soit ét un anneau commutatlf ayant une unité. 
Soit~ la projection sur sa hase Y. d'un espace_fibré X, de fibre F; suppo-
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sons que Y soz·t un espace compact, connexe par arcs, simplement 
connexe, ayant même anneau d'homologie relatirement aux entiers que 
la sphère de dimensz·on d > 1. ae( F O ét) possède, si d est impair, une 
dérivation 0, si d est pair, une antidériration 0, qui abaisse le degré de 
d - 1 et dont les propriétés sont les szâvantes : 

a. 0hF== 0 équiraut à h1, == F ae ( X O ët ); 
donc 6 ( hF. F hx) == 0 hF. F hx et par suite 

0ae (F O et) est un ae (X O ct)-module. 

b. L'ensemble des hx e ae ( X O L't) tels que F hx == o est un idéal N; 
. N2 == o, si net n' EN; 

zl existe un isomorphisme ( 1) c_anonz·que, dirrânuant le degré de d, de N 
sur le ;1e ( X O L't )-module ae ( F O e:'t )/0 ae ( F O ët ). 

c. Supposons F compact et nommons IIF l'isomorphisme canonz·que de 
L't dans ae ( F O C:'t ). Soit Vy une base du t't-module que constituent les 

-1 

éléments de ae ( Y O t't) homogènes de degré d. Les ç ( avy) constàuent 
l'ensemble des éléments homogènes de N ayant le degré d_; les deux con-
ditions suivantes sont équivalentes : 

-1 

( avy) == o; 

Remarque. - H. C. Wang [15], quand Y est une sphère, démontre a 
et b qu'il énonce comme suit: il existe une suite exacte d'homomor-
phismes canoniques 

JC[Pl ( F o a) ! tre[p-c1+11 ( F o ct.) ;1e[P+11 ( x o c:1) ae[P+11 ( F o c1.). 

Définàz·on de O; notatz·ons. - :S sera l'anneau d'homologie, relati-
vement aux entiers, d'une sphère de dimension d: :Sa une base, cons-
tituée par une unité u et un élément v de degré d; par hypothèse 

( 1) Isomorphisme de modules : la multiplication den e N par hx est la multi-
plication dans ae (X O Cl.); la multiplication de hF par hx est la multiplication 

• dans aqF O êl.) de hF par F hx. 
Journ. de Math., tome XXIX. - Fasc. 3, 1950. 
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donc, vu le théorème 63. 3 de [ 11] : 

Jè( Y o et) == ;,c Y 0 tt; 

c'est une algèbre ayant pour hase 

lly == ll Q9 I, 

On a, vu le théorème 4. 3 a et le n° 6, en choisissant l == o, m == 1, 

;1(2 == ~i, 0 Jè (F Q d); 

autrement dit tout élément de ae 2 est du type 

'-! @hF et v@h~ ont pour degrés filtrants respectifs o et d. L'homo-
morphisme et, si F est compact, l'homomorphisme ! se définissent 
comme suit: 
( 15. I) 
(15.2) 

(J)hx== ll Q9 Fhx; 
llf ( auy) == 11 0 Iha; tir ( W'y) == 1' 0 IIFa. 

Puisque le degré filtrant a pour seules valeurs o et d et que o,. 
augmente de r le degré filtrant r, on a ô,. == o pour r d : 

(15. 3) Jè,.== Jè:! pour ,. / d; pour d<r. 

Pour la même raison 

0 étant un endomorphisµie linéaire de ae ( F O et); 0 diminue le degré 
de d - 1; 0 est une dérivation quand d est impair et une antidérivation 
quand d est pair, car on a, si hF est homogène de degré p, 

v 0 0 (hFhF) == od(u 0 hFh~,) == OJ[(u 0 hF),(u 0 hÊ)J 
== ad( u 0 hF). ( u 0 hF) + ( - 1 )P ( u 0 hF). od( u 0 hF) 
== ( v 0 0 hF). ( u 0 hF) + ( - 1 )P ( u 0 hF). ( v 0 0 hF) 
==v0(0hr,hÊ+ (--r)P+Pdhr,0hF)• 

Preuve de a. - D'après ( 15 . 1 ) la condition 

hFE F~e(X Q ét) 
équivaut à la condition 
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c'est-à-dire, vu le n° 6 /, à la condition que u@hF ait une image dans 
<;;,, c'est-à-dire, vu ( 15. 3 ), à 

Oc1 ( u 0 1t F) == u 
et, vu ( 15 . 4 ) , à 

Preu()e de b. - Puisque les éléments que O annule constituent 
Fae(XO ét), on a d'après (15.3) et (15.4) 

(15.5) 7-; == u 0 Fac (XQtt) + v 0 :,c (F O tt)/0ae (F O (.,"°t). 
(degrè filtrant nul) (degré filtrant d) 

La filtration de Jè(X O ét) vaut o ou d; d'après le n° 6/, les 
éléments de filtration d constituent N, ce qui a deux conséquences : 

le produit de deux éléments de N a une filtration 2 d et est donc 
nul; 
(15.6) 9;, == ;1c (X O d)/1" + N. 

(degré filtrant nul) (degré filtranl d) 

La comparaison de ( 15. 5) et ( 15 ._6) achève la preuve de b. 

Preu()e de c. - D'après le n° 6 g, l'ensemble des éléments homogènes 
-1 

de ç ae (Y O cè) est l'ensemble des éléments homogènes de ae (XQc:è) 
dont la filtration égale le degré, quand on prend l == o, m == 1; 
-1 ç ae[dl(Y O c:è) est donc l'ensemble des JCldJ(X O L't) de filtration d, 

-1 

c'est-à-dire NlaJ. D'après le n° 6 g, la condition ç ( a,,.J == o équivaut 
à la condition 

qr ( avy) == v 0 111dt a une image nulle dans <Ji; 

donc, vu (15.3) et (15.4), à la condition 
Ihae eae (F o tt). 

l 6. CAs où L't EST UN CORPS COMMUTATIF. - THÉORÈME 16. 1. - On peut 
compléter comme suit le théorème 15. 1·, quand on adjoint à ses hypo-
thèses celle que ét est un corps commutatzf. 

a. Les polynomes de Poz·ncaré Xt, Ft, Pt des troù algèbres sur ét: 
Je (X O et), ae (F O et), F ae (X O ét) vérifient les relations 

F1 - Pt et Xi - P I sont respectivement dz.()zsibles par t 1-t et t'. 
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b. Supposons F compact: 
-1 

Sl fJy==o, 
-,t 

Sl Py;:;z=o, 

alors [ tt-d ( Ft- Pt )]t=o == 1, 

({/ors [t1-d(F1 - Pt)],=o==o, 

11-t1(Xt- Pt)]t=o== o; 

[ 1-d (X,- Pt)]t=o == I. 

Preuve de a. - D'après la formule (9. 1) et le théorème 1.5. 1 a, le 
polynome de Poincaré de 0ae ( F O ('t) est i 1-d(:F'c- Pt); donc, d'après 
le théorème 15. 1 b, 
( 16 . I ) \' t == 1'1 [ Fl - t l--d ( F l - pl ) 1; 

on a, puisque F aC(X O et)== Jr (X O et )/N, 
(16.2) Pt== Xi- N,. 

Donc F 1 - Pt est divisible par tH; Ni== X1-P1 est divisible 
part'; 
(16.3) \:1== Pi~- N,== ( I + t) Pt+ (td- t) Fi, 

-1 

Preuve de b. - D'après le théorème 15. 1 c, ~'y== o ou~ o suivant 
que le coefficient de tel dans Nt vaut o ou 1, c'est-à-dire, vu ( 16. 2) et 
( 1. 6. 3 ), suivant que 

f -ri ( \: f - ]> / ) == Fl - f l -d ( Fl - p / ) 

vaut o ou I pour t== o; or F 0 == 1. 

17. CAS ou X, Y, F SO~T DES VARIÉTÉS ORIE~TABLES, ét ÉTANT UN CORPS 

COMMUTATIF. - TttÉORÈl\IE 17 . 1 • - Adjozgnons aux hypotlu~ses du 
théorème 15. 1 les suz"rantes : cl est un corps commutatzf, X, Y et F sont 
des variétés orz"entables, de dz"mensions D, d et D - d. On peut alors 
compléter ce thlorème comme suà : 

a. F ae ( X O cl) et 0 Jè ( F O el) sont complètement orthogonaux 
( définz'tz'on 10. 2 ). 

b. N est son propre annulateur_; N est donc complètement orthogonal 
à lui-même. 

c. Les polynomes de Poincaré Xt et 11\ de Je (X O el) et Je ( F O L't) 
s'expriment en f onctz·on du polynome de Poincaré Pt de F Je ( X O L't) 
par les formules 
(17.1) 

(17.2) 
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Remarque. - Le théorème 16. 1 b complète ce théorème. 

Preuçe de a. - D'après le théorème 10. 1 b, a la dualilé de 
Poincaré; on utilise l'expression ( 15. 5) de ~-

Preuve de b. - D'après le théorème 10. 1 c, l'ensemble des éléments 
de ae(X O ét) de filtration ~d est !'annulateur de l'ensemble des 
éléments de Zlè ( X O L~) de filtration~ > o; et il lui est complètement 
orthogonal. Or ces deux ensembles sont identiques à N. 

Prew·e de c. - D!après b les modules N[Pl et [!C,[ 0-P1 (X O el )/Nl1'-Pl 

ont même rang; donc, vu (9 .1 ), 

Nt== t"(Xt_,- J\'t-1); 

remplaçons Nt par son expression ( 1G. 2); on obtient ( 17. 1); ( 17. 2) 
résulte de ( 17. 1) et du théorème 16. 1 a. 
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