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L’ homologie d'un espace fibré dont la fibre est connexe

(Cours proresst AU CoLLEGE DE FRANCE EN 1950);

Par Jean LERAY.

INTRODUCTION.

Les crochets [ | renvoient a la bibliographie, p. 213. Ayant a
parler constamment de cohomologie et jamais d’homologie, je dirai
homologie 14 ou I'usage est de dire cohomologie.

1. Preévmuvaikes. — Nous avons antérieurement [11] attaché un
anneau spectral et un anneau filtré (') a une application continue £
d’un espace localement compact X dans un espace localement com-
pact Y; ces anneaux établissent une relation entre ’anneau d’homo-
logie de X et celui de Y, calculé relalivement a un anneau variable,

qui est, au point y, I’anneau d’homologie de Ei(y). L’objet de cet
article-ci est de préciser les propriétés de ces invariants, quand £ est
la projection d’un espace fibré X sur sa base Y : il explicite [ 10].

Supposons que X soit un espace connexe, fibré par une fibre F
non connexe; soit I’ une composante connexe de F; quand la fibre I
décrit X, I’ décrit une composante connexe de X, donc X lout entier;
on peut prouver que ’anneau spectral et I’anneau filtré d’homologie
de la projection de X sur sa base sont les mémes, qu'on prenne pour
fibre F ou I’ aussi supposerons-nous la fibre connexe : sinon une
généralité illusoire compliquerait inutilement nos énoncés.

(") Ces anneaux sont des algébres quand I’homologie est relative 4 un anneau
ayant une unité.

Journ. de Math., tome XXIX, — Fasc. 3, 1g50. 22
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Nous n’approfondissons pas 1'étude des espaces homogenes, ni celle
des espaces fibrés principaux : leur homologie vient d’étre éludiée par
H. Cartan, J. L. Koszul et moi-méme au Collogue de Topologie de
Bruxelles [6]. Nous ne précisons pas non plus quelles relations
peuvent exister entre notre anneau spectral et les généralisations,
récemment esquissées par G. Hirsch [9], des classes caractéristiques
de E. Stiefel, H. Whitney, N. E. Steenrod [14].

2. Sommalre. — Soit £ la projection d’un espace fibré X, de fibre
connexe I, sur sa base Y= X/I." Le Chapitre I envisage, aprés
H. Whitney et N. E. Steenrod | 12], I'anneau d’homologie 3¢( YO ®)
de Y relativement a4 un anneau qui, au point ¥ de Y, est I’anneau

d’homologie de El()f); quand y décrit dans Y un contour fermé, cet
anneau est transformé par un automorphisme, qui est I'image de la
classe d’homotopie de ce contour par un homomorphisme (*) cano-
nique 3; (YO ®B) est anneau d’homologie de Y relativement a
I'anneau d’homologie de I quand {3 est constant; c’est évidemment
le cas quand Y est simplement connexe; nous indiquons d’autres cas
ou {3 est constant, en particulier le suivant :

X=UW, Y=UYV, F=V/W,

U étant un espace fibré principal, dont la fibre V est un groupe
connexe, W étant un sous groupe fermé de V. D’aprés la théorie
générale des applications continues qu’expose [11], (Y O ®B) est
le premier terme d’un anneau spectral, c’est-a-dire d’une suite
d’anneaux différentiels, dont chacun a pour anneau d’homologie le
suivant; les termes de cette suite ayant un rang supérieur & la dimen-
sion de la base ou 4 la dimension de la fibre sont identiques a I’anneau
gradué de I'anneau d’homologie, convenablement filiré, de X; cet
anneau spectral et cette filtration sont des invariants topologiques de
lastructure fibrée de X; nous rappelons les propriétés de ces invariants.
Nous montrons que I’anneau spectral est indépendant de son indice r
quand la section par F applique ’anneau d’homologie de X sur celui
de F.

(1) Cet homomorphisme 3 applique donc le groupe fondamental de Y dans
le groupe des automorphismes de 'anneau d’homologie de la fibre.
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Le Chapitre 11 suppose 3 constant et I’homologie relative a un corps;
alors : la caractéristique d’Euler de X est le produit de celles de Y
et F; on peut majorer les nombres de Betti de I'un quelconque
des trois espaces X, Y, F en fonction de ceux des deux autres; si 'on
suppose que X, Y et I' sont des variétés orientables, alors l’algébre
spectrale a la dualilé de Poincaré et la filtration de ’algébre d’homo-
logie de X a, elle aussi, la dualité de Poincaré.

Le (’hapztre III traite trois cas particuliers : la fibre 4 méme homo-
logie qu'une sphére; la fibre a méme homologie qu’un produ1t de
sphéres de dimensions paires; la base a méme homologie qu’une
sphére. Le premier de ces cas a été étudié dés 1941 par W. Gysin[8];
nous retrouvons, comme cas particuliers des propriétés d’une appli-
cation continue quelconque, tous les théorémes de W. Gysin concer-
nant l'’homologie et les théorémes que viennent de démontrer
S. S. Chern et E. Spanier [4]; il est curieux que W. Gysin suppose
I'espace et sa base orientables, découvre presque toutes les propriétés
qui sont indépendantes de cette hypothése, ne découvre aucune de
celles qu’elle entraine; S. S. Chern et E. Spanier n’étudient pas non
plus les conséquences de la dualité de Poincaré. On sait que W. Gysin
démontre ses théorémes & l'aide d’invariants d’homotopie trés
importants, dont N. E. Steenrod [13] a simplifié et généralisé la
définition; nous n’établirons pas les liens qui existent entre ces
invariants d’homotopie et I'anneau spectral (¢/. [11], n° 80). Quand
la base a méme homologie qu’une sphére, nous trouvons des invariants
dont la structure additive est duale de celle que nous avons obtenue
quand 1la fibre a méme homologie qu'une sphére; nous retrouvons
et complétons les résultats récents de H. C. Wang [15], qui suppose
que la base est, a proprement parler, une sphére; nous n’indiquons
pas comment nos conclusions permettent de retrouver les théorémes
de H. Samelson sur les espaces homogénes sphériques et de les
étendre aux espaces homogénes ayant méme homologie qu’une

sphére.

3. Historique. — Jai annoncé dés 1946 dans [10] les résultats
essentiels du present article; j’ai signalé que, dés cette époque,
G. Hirsch avait obtenu la formule (9.9); 1l Vadepuis énoncée comme
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suit : « On peut définir sur espace vectoriel (Y O V)QI(FO Q)
des différentielles, augmentant de 1 le degré canonique, telle que
cet espace vectoriel ait, relativement a 'une quelconque de ces diffé-
rentielles, (X (O Q) pour espace vectoriel d’homologie ». Depuis
G. Hirsch a également énoncé le théoréme 7.3 b (formules (5) et (7)
de ma Note [10]).

Je dois remercier A. Borel d’avoir trés utilement collaboré a la
mise au point du théoréme 4.3, dun® 5 et dun°11.

Je dois enfin signaler que A. Borel et J. P. Serre ont découvert
la conséquence la plus remarquable de la théorie qu’expose cet article :
ils ont prouvé que, si un espace fibré a méme homologie qu'un espace
euclidien de dimension p, alors sa base et sa fibre, dont le nombre des
composantes connexes est supposé fint, ont méme homologie que des
espaces euclidiens de dimensions q et p— q. A I'aide des raisonnements
de A. Borel et J. P. Serre j’ai amélioré¢ les énoncés que j’avais primi-
tivement donnés au théoréme 9.1 et a son corollaire 9.2, de telle
sorte que ce théoréme de A. Borel et J. P. Serre est maintenant une
conséquence aisée du théoréme 9.1 et de leur Note [1].

.

CHAPITRE L

CAS GENERAL.

4. 1’HOMOMORPHISME CANONIQUE (3, DU GROUPE FONDAMENTAL DE LA BASE,
DANS LE GROUPE DES AUTOMORPHISMES DE L’ANNFAU D’HOMOLOGIE DE LA FIBRE. —
Définition 4.1. — Soient trois espaces X, Y, I, connexes et localement
compacts; Y sera en outre localement connexe. Nous dirons que X
est fibré, a pour fibre I’ et pour base Y = X/F quand nous aurons
défini une application continue £ de X sur Y telle qu’il existe un
voisinage ouvert V dela diagonale(')de Y >< Y possédant la propriété

2 —1
suivante : si K est une partie de Y petite d’ordre V, £(K)) est homéo-
morphe au produit F >< K, cet homéomorphisme transformant £ en
la projection canonique de I >< K sur K.

(*) Cf.[2], Livre 111, Chap. I, Structures uniformes.
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—1 i ~
F et £(y) sont donc homéomorphes, quel que soit y€Y; £ est
nommeée projection de X sur Y.

Remarque. — Celte définition, qui est moins siricte que celle de
C. Ehresmann, est celle sur laquelle B. Eckmann base sa théorie de
I’homotopie des espaces fibrés [7]. Nous verrons au n° 8 qu’une
définition encore moins stricte peut étre utilisée, quand X est un
espace a fibre homogeéne.

LemMe 4. 1. — Soit B un faisceau propre (*) défini sur'Y . Supposons
que la section de 0¥ (K) par y€K soit un isomorphisme de 03'(K)
sur B'(y), quand K est une partie de Y compacte, connexe et petite
d’ordre V. Alors il existe un sous-faisceau @ de (3 possédant les
propriétés suivantes :

03 est isomorphe & un anneau sur toute partie de Y compacte, connexe
et petite d’ordre V ;

(b.1) @B(y)=0&(r) quel que soit y€Y;
(f.2) (YO ®)=1(YO®).
Preuve. — Montrons que si K, et K, sont deux parties de Y,

compactes, connexes, petites d’ordre V, contenant une méme partie
compacte K de Y, alors les sections par K de @' (K,) et B(K,)
constituent le méme sous-anneau de @'(K) :

(k.3) K@ (K,) = K& (K,).

Soit K,=K,;UK,; K, est compact, connexe et petit d’ordre V,
soit y€K,NK.,; puisque les sections par y des anneaux &'(K,)
(=0, 1, 2) sont des isomorphismes de ces anneaux sur @&'(y),
la section de ®'(K,) par K,(v =1, 2) est un isomorphisme de &3 (X,)
sur &' (K,) :

: a3 (K,) =K, B (Ky) pour v==1, 2;’

donc
K& (K,) = K@ (K,),

(*) Nous supposons connues les notions définies dans [11].
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ce qui prouve la formule (4.3). Cette formule permet de définir 3
comme suil :

B(K,)=®'(K,), si K, est une partie compacte, connexe et petite
d’ordre V de Y;

B(K)= lxd:’»’(l\ ), si la partie fermée K de Y appartient a de telles
parties K, de Y

#B(K)=o, sinon.

03 est propre, puisque Y est localement connexe. La formule (4.2)
résulte de (4. 1) et du corollaire 46.1 de [11].

Lemme 4.2. — Soit 33 un faisceau propre, défini sur Y et possédant
les propriétés suivantes : soit K une partie de Y compacte, connexe et
petite d’ordre V la section de 3' (K ) par y €K est un homomorphisme
de &' (K) sur (3’(}/) lensemble des éléments de 03 (K) qu’'annule la
section par y est indépendant de y. La donnée de 03' définit un faisceau 03
possédant les propriétés suivanies :

03 est isomorphe a un anneau sur toute purtie de Y compacte, connexe
et petite d’ordre V ;
B(yY=0%()) quel que soit yey;
RYQ®B)=R(YQH).

-

Preuve. — Soit K une partie fermée de Y; soit ¢3"(K) I'ensemble
des 0" € &' (K) tels que yb"= o quel que soit y € K ; les anneaux B3"(K)
constituent un sous-faisceau propre " de &'; " est un idéal de &’
tel que B"(y)=o0 quel que soit y€ Y. Vu le théoréme 46.1 de[11],
on ne modifie pas la proposition & prouver quand on remplace 3
par @3'|B"; cette proposition se réduit alors au lemme 4. 1.

LemmMe 4.3. — S{ X =F <K, si K est compact et connexe, alors :

a. La section de (XQA) par F><y, oi y€K, est un homo-
morphisme de 3¢(X O Q) sur (FOA);
b. L’ensemble des éléments qu’annule cette section est mdependam dey.

Preuve de a. — Soit f€F, k€K en appliquant f><k sur /><y,
on définit une rétraction de X sur F><y; on applique le. théo-
réme 67.2ade[11].
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Preuve de b. — 0,(f)=/><y est une application propre de F

dans X; elle dépend du paramétre y€K; '’homomorphisme 013.
de #(X(O@) est indépendant de y, vu le théoréme 67.1 de [11];
cet homomorphisme est la section par F><v, d’aprés le théoréme 47.1 b
de[11].

Choisissons dans le lemme 4.2 @ =£F(X(OQ); les hypotheses
de ce lemme sont vérifiées, vu le lemme 4.3 ; donc

TukoriME %.1. — La donnée de U'espace ﬁbré X, de ’anneau @
et du voisinage NV de la diagonale de Y <Y définit un faisceau @,
isomorphe a U'anneau 3¢(F Q) sur chaque partie de Y compacte,
connexe et petite d’ordre V ;

.4y [ [YOzF (XOa)|=a(YO®). |

Supposons Y globalement et localement connexe par arcs; soit y
un point de Y arbitrairement choisi; notons €(Y) le groupe fonda-

mental de Y relatif 4 y et choisissons F:Té,i(y); le théoréme 73.1
de [11] associe a4 3 un homomorphisme 3 de €(Y) dans le groupe
des automorphismes de JH(I'QO); il est évident que, quand on
remplace V par V'OV, { ne change pas : 3 est indépendant du choix

de V; on peut donc préciser comme suit le théoréme 4.1 :

THEOREME 4. 2. — Sott un espace fibré X, dont la base Y est globalement
et localement connexe par arcs; soitun anneau €. Ces données définissent
un homomorphisme 3, localement constant, du groupe fondamental Z(Y')
de Y dans le groupe des automorphismes de I’anneau 3¢(FOA). La
relation (%.4) vaut quand le faisceau 03 est localement isomorphe
a (FOAQ) sur Y et que son homomorphisme associé est 3.

Rappelons que H. Whitney puis N. E. Steenrod [ 12] avaient déja
considéré cet homomorphisme 8.

Quand 3 est constant, c’est-a-dire égal sur (Y ) a I’automorphisme -
wdentique de 3(FOQ), on peut choisir le faisceau (3 indentique a
l'anneau 3¢(FOA) (¢f. [11], corollaire 73.1) et la formule (4.4) se
réduit donc a la formule

(k.5) Lze[Yogg(xoa)]:ae[Yoac(Foa)ﬂ
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Tutorime 4.3. — B est constant et la formule (4.5) vaut dans chacun
des cas suivants :

a. Z(Y) se réduit a son unité, cest-d-dire Y est «simplement
connexe »;

—

b. La fibre 5(y) est une variété de dimension d, continiment orien-
table ('), ayant méme anneau d’homologie relativement aux entiers (*)
que la sphére de dimension d.

c. X est un espace fibré, au sens de C. Ehresmann, et son groupe
structural est connexe.

d. 1l existe un groupe, localement et globalement connexe, d’homéo-
morphismes de X qui appliquent transitivement (*) chaque fibre sur
elle-méme.

Preuve de a. — [ est nécessairement constant.

Preuce sommaire de b, ¢, d. — Faisons parcourir 4 y un chemin

fermé de Y ; suivons par continuité une classe d’homologie de _E‘(y);
nous retrouvons a 'extrémité de ce chemin la classe choisie & 'ori-
gine; donc 3 est constant.

Dans le cas d les hypothéses qu’énonce la définition 4. 1 sont super-
flues, comme nous allons le prouver.

5. EsPAcE A FIBRE HOMOGENE. — Définition 5. 1. — Nous dirons qu’un
espace U est fibré principal et a pour fibre V quand V est un groupe
localement compact d’homéomorphismes de U, dont aucun, sauf
I'identité, n’a de point fixe :
veV applique u€U en vueU; ¢u dépend contindment du couple (v, u);

vuFu si vI.

—1
(') Orienter continiiment £ ()), c'est choisir, si possible, son orientation en

“sorte que I'’homéomorphisme de?(K) sur F < K et la projection de F <y sur I
la transforment en une orientation de F indépendante du choix de y dans K,
quel que soit K petit d’ordre V.

(2) Rappelons que 8¢(FQO &)= #FRCA d’aprés le théoréme 63.3 de [11].
(*) Clest-a-dire : il existe toujours des opérations du groupe qui transforment
I’'un en Pautre deux points d’une méme fibre.
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La relation « deux points de U peuvent étre transformés 'un en
l'aulre par une opération de V » est une relation d’équivalence;
I'espace quotient de U par cette relation d’équivalence sera nommé
base de U et noté U/V ([2], Livre III, Chap. I, §9); nous ferons les
deux hypothéses suivantes :

vu est un homéomorohisme de V sur Vu; 'espace U/V est séparé
(c’est-a-dire de Hausdorff). Ces hypothéses sont en particulier
réalisées dans chacun des deux cas suivants : V est compact; U est un
groupe localement compact et V est lun de ses sous-groupes fermés
(Pespace U|V est alors.dit homogéne). L’application canonique v, de U
sur U/V sera nommée projection de U sur sa base :

w(Vu)eU/V.

LemMe 8.1. — a. v est ouverte, c’est-d-dire applique un ouvert sur un.
ouvert. :

b. Si U est localement compact et localement connexe, UV lest
ausst.
~¢. Supposons V connexe; soit KC UV si K est ouvert et connexe,

X(K) lest ausst.
d. StV est compact, 1| est propre.

Preuve de a. — Soit O une parlie ouverte de ‘U; n(0)=1(VO);
VO est ouvert; v(VO) l'est donc, vu la définition de la topologie
de U/V.

Preuve de b et d. — Soit K un voisinage compact et connexe de
u€ U; puisque 7 est ouverte et continue, 1(K) est un voisinage

compact et connexe de nu. Si V est compact, ;]l[uq(K)]z'VK est
compact.

—1
Preuve de c. — 51 1(K) est réunion de deux parties ouvertes, sans

. - =l .
point commun, K T'est aussi; en effet : (), ou €K, appartient a
une seule de ces parties; 7} est ouverte.

Définition 5.2. — Soit U un espace fibré principal, de fibre V;
soit W un sous-groupe fermé de V; on vérifie aisément que Wu est
Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 3, 1g5o. 23
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homéomorphe & W et que U/W est un espace séparé. Soient v et {
les projections de U sur U/V et U/W ; soit £ I'application de U/W sur
U/V qui applique {(Wu)e U/W sur 4(Vu)eU)V :
g=mn;
I'image _E[(y) de y € U/V est homéomorphe al’espace homogéne V/W :

nous dirons que U/W a une fibre homogéne V|/W et que £ est la pro-
jection de U/W sur sa base U[V.

Remarque. — Nous ne supposons pas vérifiées les hypotheéses
qu’énonce la définition 4. 1.

TueoriME 5.1. — Soit U un espace fibré principal; soit V sa fibre,
soit W un sous-groupe fermé de V : supposons U localement connexe
et V connexe : lespace localement connexe X = U|W a pour fibre
Uespace homogéne et connexe ¥ = V|W et a pour base I’espace locale-
ment connexe Y = U|V. La formule (4.5) s’applique.

Par abus de langage nous dirons que 3 est constant quand les hypo-
théses du théoréme 5.1 sont vérifiées, méme si Y n’est pas localement
connexe par arcs.

Preuve. — Nous avons
£: Us>X=UW; :: X=UW>Y=U/V; f=n: Us>Y=UV.
Soit K. une partie ouverte et connexe de Y; soit K son adhérence;
soit ue;]i(K); vu applique V dansTrKK); { transforme cette applica-
tion en une application de F=V/W dans n(K) :EI(K);
son homomorphisme réciproque A, applique ¢ [E'(K) O OLJ
dans #(F O @). D’aprés le lemme 5.1 ¢, —*rl(K) est globalement et
localement connexe : deux points de_vl](K) appartiennent donc a une
méme partie compacte et connexe de Trf(K) d’apres le théoréme 67. 1
~de [11], Ag est donc indépendant du choix de u dans q(h) Soner
soit ue*q(y), ou est un homéomorphisme de V sur Vu = n(y), Cle
transforme en un homéomorphisme de F=V/W sur CY]()’) = ,(y),
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son homomorphisme réciproque est un isomorphisme A, de
—1 -

2| E() O @ sur 5¢(F O @). D'aprés le théoréme 47.1 de [11]

1 1,
(5.1) Mb=1%(y)b si yeK e bese|z(K)oal.

Par suite ng(y)b est indépendant du choix de u dans r:(_y), vu la
continuité du faisceau @ =%5F (X O @), l'isomorphisme %, est donc
indépendant de ce choix. D’aprés (5.1) cet isomorphisme vérifie
I'’hypothése b du lemme 5.2; ce lemme établit (4.5).

Lemme 8. 2. — Soient un espace Y, un faisceau propre 33 défini surY
et un anneau . Supposons associé a chaque point y de Y un isomor-
phisme ), de 3 (y) sur @L. Cet isomorphisme définit un isomorphisme de
(Y O B)sur (Y O Q) quand l'une des deux hypothéses suivantes
est vérifiée : ‘

a. Si K est une partie fermée de Y, si be B(K) et si y €K, alors
Pélément h,yb de & est indépendant de y au voisinage de chaque point
de K ;

b. Y est localement connexe; \,yb est indépendant du choix de y

dans K, quand K est ouvert et connexe et que b€ 3(K).

Preuve de a. — Soit @' le sous-faisceau de ?3 que constituent les
éléments nuls des @(K) tels que K ne soit pas compact et les
b’ € B(K) tels que K soit compact et que A, yb’ soit un élément de @
indépendant de yeK. &' (y)=®(v); & est propre, vu I'hypo-
thése a. Si 'e®B'(K) et yeK, 16'=2%,yb' est indépendant de y;
A est donc un homomorphisme de @' dans le faisceau de Y identique
a . Le théoréme 46. 1 et le corollaire 46.1 de[11] prouvent que

RYQB)=#(YQ®B)=d(Y O Q).
Preuve de b. — Puisque @3 est propre et Y localement connexe,

A, yb est constant sur K au voisinage de chaque point de K : I’hypo-
thése a est vérifiée.

6. L’ANNEAU SPECTRAL ET L’ANNEAU FILTRE D’HOMOLOGIE D'UN ESPACE FIBRE.
— Soient un anneau ( et deux entiers : /< m; appliquons les n° 50,
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60 et 65 de [11] & la projection £ de I'espace fibré X sur sa base Y
nous obtenons des invariants topologiques qui relient I'anneau d’homo-
logie 3(X O Q) de X aux anneaux d’homologie de sa fibre F et de sa

baseY ; cesinvariants sontun anneau spectral 3¢, = "lL’,.<_E‘Y"" ONO cl)
et une filtration f de 'anneau J¢(X O @). Enongons leurs propriétés
en supposant connues les définitions que posent lesn* 4, 5, 6, 7, 8,9,
11 et 12 de [11] et en notant Ay, kg et Ay les éléments de J¢(X O Q),
HKEOA)et (Y O).

a. I, est un anneau canonique gradué, dépendant del'entier r >m;
ses degrés sont nommés degré canonique et degré filtrant; sa différen-
tielle o, est homogeéne, de degré canonique 1 et de degré filtrant r;
'automorphisme « associé a 8, (n° 8 de [11]) multiplie par (— 1) les
éléments homogeénes de degré canonique p; J¢,.., est 'anneau d’homo-
logie de 3¢, : les éléments homogeénes de J¢, annulant o, ont une image
canonique, ayant les mémes degrés, dans J¢,_,.

b. On a

Iy =3¢(Y Q B,

G étant le faisceau, localement isomorphe a JC(F O &) sur Y, que
définissent les théorémes 4.1 et 4.2; B = H(F O @) quand les théo-
rémes 4.3 et 5.1 s’appliquent; J¢(F O @) et par suite 33 ont un degré,
dit canonique; le degré canonique de #p,., est celui de H(Y' O @),
le degré utilisé sur @3 étant le degré canonique (voirlen° 42 de [11]);
le degré filtrant de 3¢, est celui de (Y O &), le degré utilisé
sur @ étant / fois le degré canonique.

c. (X @) a un degré canonique, indépendant de la facon
dont X est fibré, et une filtration f, qui en dépend : I(X O @) est un
anneau gradué-filtré, dont 'anneau bigradué est

g = lim 2¢,.. ]

r>+»

d. Modifier / et m ne modifie pas essentiellement ces invariants; il
est avantageux de choisir tantét /=0, m=1, tantdt /=—1, m=o;
on passe du chorw | =—1, m=o au choix [=o0, m =1 en ajoutant 1
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a lindice r et en augmentant du degré canonique la filtration [ de
(X O Q) et le degré filtrant de 4¢,. '

e. Sil=o0, m=1, la filtration et le degré filtrant sont o, Ldlm Y
et, sur les elemenls homogenes, ~degré canonique. St [=—1, m=o,
la filtration et le signe filtrant sont ~ — dimI*, ZZo et, sur les éléments
homogénes, ~.— degré canonique.

S Soit Fae(X O @)cde(F O @) lasection de (X O @) par la
fibre F; FF = él(y), y €Y ; les propriélés que nous allons énoncer sont
indépendantes du choix de v. Le sous-faisceau de @3 localement iso-
morphe a FI¢(X O @) est un sous-faisceau du faisceau identique
sur Y a Fa¢(X O A@); en composant la seclion de (X O &) par F,
I'isomorphisme canonique Il (voir [11], n° 48) de Fa(X O Q)
dans H[YOFa(XOA)] et 'homomorphisme canonique de
KIYOFH(NO&@)] dans (Y O ®B), on définit un homomor-
phisme canonique @ de (X O ) dans J(Y O ®3); les propriétés
de @ sont les suivantes, quand on choisit =0, m=1 :

®liy a un degré filtrant nul et une image canonique dans G ;

Cette tmage est hy moddL , I étant Uensemble des hy tels que
S(hs) > 0.

Les conditions suivantes sont équivalentes.
Dhy—=o; Fhy=o0; J(hx) >o.

D I(X O A)est le sous-anneau de IC(Y O B) que constituent les éleé-
ments de I(Y O ®) dont le degré filtrant est nul et qui ont une image
dans I, quel que soit r>1. Si Y n’est pas compact, ®=o, car
Fa#(XO @&)=o, vulacontinuité du faisceau d’homologie & ; XO®&).

g- Supposons F compact : £ est propre. Choisissons l=—1, m=o:
I'isomorphisme canonique II de & dans J¢(F O @) deﬁmt (vu le
théoréme 65.1 a de [11]) un isomorphisme canonique I" de 3¢(Y O a)
sur Lensemble des éléments de JC(Y O B) dont le degré f iltrant est nul.

Why a une image canonique dans ¢ ; cette image est & /z

 Les deux conditions suicantes sont équivalentes :

E’hYz o; limage canonique de W hy dans 3C. est nulle quand r est

suffisamment grand.
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I IH(Y O Q) est lensemble des hy tels que f(hy)=o.

h. Supposons Y et F compacts, c’est-a-dire X compact. Soient Il
I, et II; les isomorphismes canoniques de @& dans (X (O Q),
HKYQOQA)etd(FOA) (voir[11],n°65);0n a
N . (Eﬂx: EYII\'.

FElapplique H(Y O Q) surllz@; vu le theoréme 47.1 de [ 11], F-E_1 est
en effet ’homomorphisme II, réciproque de la restriction &; de & a
F :El(yﬁ. '
i. S¢ Panneau @ est commutatif, ¢’est-a-dire si aa, = a,a quand a
et a, €@, alors
hhy=(—1)Y1h h

quand h et hy sont deux cléments homogeénes, de degrés canoniquesp etq,
de l'un quelconque des anneaux (X O Q), IEFOA,) (YO AQ), X,.

Remarque. — On obtient des invariants de ’espace fibré X en uti-
lisant, au lieu de I'anneau @, un faisceau localement isomorphe sur X

a un anneau; les n* 4 et 6 subsistent a ceci prés : pour pouvoir
définir ¥ il faut supposer non seulement F' compact, mais aussi le

- . . N P .
faisceau utilisé sur X identique 4 un anneau sur £(y), quel que soit
y €Y. Plus généralement encore, [ 11 ] permet d’utiliser au lieu de @
un faisceau localement isomorphe sur X a un anneau différentiel
filiré.

7. Cas OU L’ANNEAU SPECTRAL JC, EST INDEPENDANT DE 7. — Pour qu'’il en
soit ainsi, i/ faut et i suffit que o,= o quel que soit r > m.

TukoriME 7. 1. — Supposons 3, indépendant de r:

a. Hpoy =Y O ®B) est 'anneau bigradué de I'anneau gradué
H(XOQ), convenablement filtré ;

b. SU'Y est compact et est globalement et localement connexe par arcs,
alors F3C(X O Q) est Uensemble des éléments de JC(F O Q) que les
automorphismes BZL(Y) lal'ssizinz invariants.

c. Si F est compact, alors & est un isomorphisme de 3¢(Y O Q) dans
x(XOA).
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Preuve de a. — N° 6 c. '

Preuve de b. — Le théoréme 4.2 permet de supposer que @3 contient
un sous-faisceau 3’ identique & I’anneau constitué par les éléments de
J(F O @) que les automorphismes 3<2(Y) laissent invariants; cet
anneau contient le sous-anneau F&#(X O @); &' contient donc un
sous-faisceau 3" identique a Fo¢(X O &). 1l s’agit de prouver que
@'= 0¥ ; d’aprés le théoréme 65.1 a de [11], il suffit de prouver que

JON(Y O ") = se0(Y O '),

J¢°. .. désignant ’ensemble des termes de degré nul de 4C...,
quand on utilise un degré nul sur 3. Or

20 (Y O B") (Y O @) (Y O B);
puisque 3’ C B’ C &3; il suffit donc de prouver que

H(Y O ") = 3¢9 (Y O B3),
e’est-a-dire que
D (XOa)=a(Y Q®B);

le n° 6 £ Vaffirme.
Preuve de c..— N° 6 g.

TukoriME 7. 2. — 3, est indépendant de r, quand les degrés canoniques
de tous les éléments de (Y O ®B) ont la méme parité.

Preuve. — ¢,, qui augmente de 1 le degré canonique, est nécessai-
rement nul.
Triorime 7.3. — Supposons que F soit compact et que la section de

#H(XOQ) parF applique 5¢(X O Q) sur (FO @) :
FOA)=Fa(XOa);

il est nécessaire que X soit compact;

a. Silanneau H(F O Q) ou lanneau d'homologie 5CY de Y rela-
tivement aux entiers est sans torsion, alors &, est indépendant de r:
donc :

HRYQIH(FOA) est Panneau bigradué de lanneau gradué
(X O AQ), muni d'une filtration convenable;
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- .
§ est un isomorphisme de 3¢(Y O @) dans 5¢(X O Q);
+b. St Qest un corps commutatif [ou, plus généralement st @ est un
anneau commutatif possédant une unité et si I'algébre JL(F O @) a une
base par rapport a ], alors ¥, est indépendant de r; donc :

le produit tensoriel () d'algébres 3(Y O YR 3(FO A) est
Ualgébre bigraduée de lalgébre 3¢(X O @), munie d'une filtration
convenable;

L est un womorphisme de (Y O @) dans (X O Q).

Remarque 1. — Les algébres i((NOQ @) et (YO Q) K (FO @)
ne sont pas isomorphes en général (vour dans [6], mon exposé, théo-
réme 2.2¢).

Remarque 2. — Le corollaire 9.3 compléte ce théoréme.

Preuve. — Si X n’est pas compact, alors FI(X O @)=o0 (n° 6 f);
donc’ H(F O A@)=o0, contrairement & I’hypothése que F est
compact. D’aprés le n° 6 f, le faisceau @3 est identique & I’anneau
H(FOA)=FR(XOA); la formule (4.4) se réduit donc a la
formule (4.5). Le théoréme 63.3 ou 63.4 de [ 11] prouve que

I =Y Q IC(F O ) dans le cas a;
=Y O AR #(FO @) dans le'cas b.

Notons u, et 2, 'unité et les élements de K Y (cas a) oud(Y O @)
(cas b); notons u; et s I'unité et les éléments de JC(F O @). D’aprés
le n°6 f, u, @/, appartient & @5 (X (O @) et a donc une image
dans G, D’aprés le n° 6 g, A, u, appartient a WIH(Y O @) et a
donc une image dans ¢. Donc (A, @ ug).(uy@ hAs) = hy@ hy @ une
image dans G : tout élément de ¢C,,., a une image dans § : donc
o,==0; donc ¥, estindépendant de r; on applique le théoréme 7. 1 a,c.

(1) (ahﬂ@hﬁ: hy®@ (ahr) si aed

et si ® désigne un produit tensoriel d’algébres sur €.
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CHAPITRE II.

CAS OU {3 EST CONSTANT, (L ETANT UN CORPS COMMUTATIF.

8. L’ALGEBRE SPECTRALE ET L’ALGEBRE FILTREE D’HOMOLOGIE D'UN ESPACE
FIBRE. — Solent un corps commutatif &, un espace fibré X, tel que §
soit constant, et deux entiers /< m. Utilisons la terminologie que
définit le n° 20 de [11 ], toutes les algébres étant des algébres sur &,
tous les produits tensoriels X) étant des produits tensoriels d’algebres
sur A : (X0 @), FOA), (Y OA) sont des algébres gra-
duées; nous noterons leurs éléments hg, Ay, hy; quand leurs unités
existent, nous les nolerons uy, uy, u,. Les propriétés de I’anneau spec-
tral 4¢, et de la filtration de #¢(X O @) que définit le n° 6 s’énoncent
maintenant comme suit :

a. K.(r>m) est une algébre canonique graduée: ses degrés sont
nommés degré canonique et degré filirant; sa différentielle o, est homo-
géne de degré canonique 1 et de degré filirant r; 5., est I'algébre
“d’homologie de 5¢,.

b. La formule (4.5), qui s’applique par hypothese, s’écrit, vu le
théoréme 63.4 de [11],

(8.1) ‘ W= (YO A)QH(FO Q) i (produit tensoriel d’algébres);

hy @ ke a pour degrés canonique et filtrant : degré Ay degré Ag;
m degré hy—+ ldegré h;.
c. #(X O A)est une algébre graduée-filirée, dont I’algébre bigra-

duée est
g = lim 2¢,.
P>

J- Chowsissons [=o0, m=1. St Y est compact, (Y O @) a une
unité uy;

d,e. Voirn°6 d, e.

Eh;{: uy & Fhx;

uy @ Fhy a une image canonique dans G ; c’est hy mod 4¢™.
Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 3, 1g50. 24
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Les conditions suivantes sont équivalentes

Fhxy=o, S(hx) > o.

Pour que uy@ hy ait une image dans G, il faut et i suffit que
heFx(XOa). :

St Y rest pas compact, FC(X O &)=o, f(hs) > o.

8- Choisissons l=—1, m = o et supposons F compact; 3¢(FO Q) a
une unité uy; '

thy: hy @ uy;

hy@ ug a une image canonique dans G, c’est _Eiby.

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
EihY: o; l'image canonique de hy Q) up dans K, est nulle quand r est
suffisamment grand. \
_El HK(Y O AQ) est Uensemble des hy tels que f(hy)=o0 et est aussi
Uensemble des éléments de G dont le degré filtrant est nul.

h. Supposons Y et F compacts, c’est-a-dire X compact; Fg applique
(Y O @) sur 'ensemble des éléments au, ot a€ A.

. St h et h, sont deux éléments homogenes, de degrés canoniques p-
et q, de I'une quelconque des algébres précédentes,

hhy—= (—1)7h,h.

9. Rerations ENTRE LEs poLYNOMES DE PomcarioE X, Y, F. — Défini-
tion 9.1. — Soit K une algébre graduée, dont le degré est >~ o et dont
le rang est fini: soit K 'ensemble de ses éléments homogénes de

degré p;
X :2 xlA,
p2o
soit t une variable auxiliaire;

JC‘:Z ¢? . rang XKIP)
pzo
est un polynome, & coefficients entiers >~ 0, que nous nommerons poly-
néme de Poincaré de XK.
Soit & un idéal gradué de K; soit K'= K/[J, on a
(9.1) K= K— I,
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Preuve. — [2], Livre II, Chap. II, § 3, n° 3, formule (1). _
Soient K et I’ deux algébres graduées, dont le degré est > o0 et
donl le rang est fini,
(9.2) (K Q K Yp== Ky I,

Preuve. — [2], Livre II, Chap. 1II, § 1, n° 3, formule (5).

Nous ordonnerons (voir [2], Livre I, § 6) comme suit les polynomes
en i.

K, K, signifiera que K, — K, a ses coefficients > o.

LemMe 9.1. — a. Soit 8C l’algébre d’homologie d’une algébre cano-
nique JC ayant un rang fini et un degré > o0; il existe un polynome
0, > o tel que
(9.3) Ky— 3=+ )R,

b. Soit K' un sous-espace gradué de K tel que I' N\ SK = o ; sott I’
l’image des cycles de K' dans 3 on a
(9.4) Ky — 9, =@,

c. Soit K" un sous-espace gradué de ['algébre des cycles de K,
soit #" I'image de K" dans 8¢; on a

(9.5) Ky, — 86, t@,.

Preuve de a. — Soit € 'algebre des cycles de &K ; soit @ = K|C;
d’apreés (9.1)
Dy—= K;— C,.
¢ définit un isomorphisme, qui augmente de 1 le degré, de @ = X/€
sur 0K ; le polynome de Poincaré de 8¢ est donct@,; or 6= /8K ;
d’otu, vu (9.1),
‘ W,=C,— t?,.

On obtient (9.3) en éliminant G, entre les deux relations précédente.s.

Preuve de b. — €' est isomorphe a I'espace €' des cycles de &K' :

9, =C,.
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¢ définit un isomorphisme, qui augmente de 1 le degré, de K'/¢’
dans 845 donc
Ky— €, = My

en éliminant €, entre ces deux relations, on obtient (9.4).

Preuve de ¢. — Soit @' =3I N K",
D, =t @,

Puisque K" = 3¢",
K — = 56,

On obtient (9.5) en éliminant @, entre les deux relations précédentes.

Lemye 9.9, — Soit 3¢, une algébre canonique spectrale (r™>m);
supposons que ¥, ait un rang fini et un degré canonique > o; quand
r est suffisamment grand, 3¢, est une algébre indépendante de r, que
nous noterons G ; le degré qui servira a définir les polynomes de Poincaré
sera le degré canonique.

a. Il existe un polynome D, >~ o tel que
(9.6) (567711—1)1_gl:(1+Z)D1'

b. Soit &, un sous-espace gradué de 3¢, tel que l"image cano-
nique dans G d’un élément non nul de 8¢, ., différe de zéro quand elle

existe; soit G' I'image canonique de 3C,_, dans G;

m+1

(9'7) (ge;n+i)l— gt = Dté ! [(Jcmﬁ-l )l_ (gc;rH—l )l]

m+14

atent une image dans G ; soit G I’image de 8¢, . dans G,

c. Soit €, , un sous-espace gradué de 3¢, ., dont tous les éléments

*

(9.8) (98 )i — G| £ Do (3ns )e— (88514 )
Preuve. — 3¢, est indépendant de r dés que r dépasse l'oscillalion,

qui est finie, du degré filtrant. Soient 4¢, et J¢; les images canoniques
de 5¢ ., et ¥, dans #,; on a, d’aprés le lemme 9.1,

m+1 m+1
(36 )e— (3eras)== (14 1) (D)y ()= (8, )i (Pr )iy
(8€0)— (3€)4, ) == t( Dy )5
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en ajoutant membre & membre les relations qu’on obtient en faisant
varier r et en posant D,:E(CO,')” ona(9.6)et

r

(gC:;H.|)t—‘ Q‘}}é Dt: (gell;wi)t_" g’;é tDt;

ces inégalités et celles qu'on en déduit en majorant G, et G, par
I'expression de G, que fournit (9.6) donnent (9.7) et (9.8).

Lemme 9.3. — Soit € une algébre graduée-filtrée, dont le degré
est >x0; soit G son algébre bigraduée. Nommons canonique le degré
de 3 et le degré correspondant de G ; utilisons le degré canonique pour
définir les polynomes de Poincaré; les rangs de G et JC sont égaux;
quand ils sont fins,

94— g,

Preuve. — La relation (9.1) et la définition de 1’algébre bigraduée

d’une algébre bigraduée-filtrée : [11], n° 7.

TuitorEME 9. 1. — Soit X un espace [ibré, de fibre F et de base Y ; sout
un corps commutatif & ; supposons (3 constant; supposons 3C(F O @) et
(YO Q) derangs finis. Alors 3(X O Q) est de rang fini. Sovent X,,
Y., F,les polynomes de Poincaré de 5 (X O Q), (Y O ), (FO Q).
Etant donné un polynome quelconque, par exemple X,, notons X,
(et X,) le polynome qui s’obtient en supprimant ses termes de degré
maximum (de degré minimum). On a

(9.9) X,—=Y,F,— (1+ ¢)D,,
ou
(9.10) 02D, Borne inf.(ftf*‘,t, t-‘Y;f%);

donc (A. Borel et J. P. Serre, cf. n° 3) les termes de plus haut degré
(de plus bas degré) de X, et Y, F, sont les mémes.

Preuve de (9.9). — Les formules (8.1) et (9.2) donnent
(g€m+1)l:YtFt;

d’aprés le lemme 9.24, G a un rang fini et
C};:YLF[—(I—l—z)D,, oa D;>o;

d’apres le lemme 9.3, 5¢(X O @) a un rang fini et X, = G
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Preuve de l'inégalité D,— Y., — Puisque ¢, augmente le degré
filtrant (m > 0), ¢, annule les éléments de degré filtrant maximum
en choisissant /=0, m=1 et o,€ (Y O @) de degré maximum,
on constate que ¢y A a une image dans G; en choisissant /=—1,
m=o et w; €K (FFOA) de degré minimum, on constate que hy Q) Wy
a une image dans G. Le sous-espace vecloriel 4 de J¢,., qu'en-

m+1

gendrent ces ¢, Q) A et i) v, a pour polynome de Poincaré
(3 )i =Y, F — ¢ Fz;
la seconde des inégalités (9.8) donne

D, Y.F,.

Preuve de l'inégalité D, 1t~ Y, F, — Puisque ¢, augmente le degré
filtrant (m>>0), aucune valeur de ¢, ne peut étre de degré filtrant
minimum; en choisissant /=0, m=1 et w, € H(Y O @) de degré
minimum, on constate que wy () A, supposé =£o0, ne peut avoir
d’'image nulle dans ¢ ; en choisissant/=—1,m=o et e K(FOA)
de degré maximum, on constate que /() v, supposé <0, ne peul
avoir d’image nulle dans §. Supposons nulle la composante homo-
géne de A, ayanl pour degré le maximum du degré de H(F O Q);
puisque I'image dans § d’un élément de J¢,,,, n’existe que quand les
images de ses composantes homogeénes existent et puisqu’elle en est
la somme directe, wy@ hs—+ Ay ¢, supposé =£o0, ne peut avoir
d’'image nulle dans §. Le sous-espace vectoriel ¢, de 4C,,,, qu’en-
gendre wy Q) Ao+ hy ) ¢¢ a pour polynome de Poincaré

(9¢,. =Y, = Y)E+ Y, (F,— F)=Y,F,— Y, F;
la seconde des inégalilés (9.7 ) donne
D, <Y, F,.
Remarque. — DtéY[F, équivaut a D,ét_'Y’[ﬁ‘, quand Y, F et
par suite X sont des variétés compactes orientables.

CoROLLAIRE 9. 1. — Quand les hypothéses du théoréme 9.1 sont satis-
Sfaites, les caractéristiques d’Euler X-,, Y_,, F_, de X, Y, F vérifient la
relation
(9.11) X, =Y_,.F_,.
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Preuce. — On fait t=—1 dans (9.9).

CoRroLLAIRE 9.2. — Supposons vérifiées les hypothéses du théo-
réme 9.1; on peut majorer comme suit chacun des polynomes X, Y, F,
en fonction des deux autres.

a. Ona
(9.12) X, = Y,F,
b. Ona
X,
(9.13) Y &£
I‘[— (l —- t)Fg
X
(9.14) Y, < :

TF— (4 E]

le second membre de (9.13) doit étre remplacé par son développement,
suivant les puissances croissantes de t, limité a t"""; le second membre
de (9.14).doit étre remplacé par son développement, suivant les puis-
sances décroissantes de t, limité aux puissances > o.

c. On a, quand (*) le dénominateur n’est pas = o,

(9.15) F,z %;
Y —(1+ 1Y,

(9.16) Flpfl ————— X —
Y —(14+28)Y,

le second membre de (9.15) doit étre remplacé par son développement

suivant les puissances croissantes de t, limité a t""%; le second membre

de (9.16) doit étre remplacé par son deéveloppement suivant les puis-
sances décroissantes de t, limité aux puissances > o.

Remarque. — (9.13) équivaut & (9.14) et (9.15) a4 (9.16) quand Y,
F et par suite X sont des variétés compactes orientables. '

Preuve de a. — (9.9)\et (9.10).
Preuve de (9.13). — D’aprés (9.9)et(9.10) on a
Y[F—(+0F] <X

T

(1) Cest par exemple le cas de (9.15) quand Y est compact et simplement
connexe.
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on multiplie les deux membres par le développement, suivant les

puissances croissantes de ¢, de [Ft— (1+410) Ft]“ ; tous les coefficients

de ce développement sont > o car le seul terme > o de [Ft——<l =+ Z)F,]
est son terme de degré minimum.

Les preuves de (9.14), (9.15) et (9.16) sont analogues.

TukorEME 9. 2. — Supposons vérifiées les hypothéses du théoréme 9. 1.
a. Posons
P=Fa(XNQOAa)ca(FOa);
ona
(9.17) 0 < P, Borne inf. (I';, X,);

st Y est compact
(9.18) Fi— P, =Dy
sinon P =o.
b. Supposons ¥ compact : la projection % de X sur Y est propre;
posons

Q=ta(YOQ)ca(XOay;

ona
(9.19) 0 = Q.= Borne inf. (Y, X,),
(9.20) til(Yt—Qz)éD[.

c. Supposons K et Y compacts, c’est-a-dire X compact; on a(9.18)
et les inégalités précisant (9.10), (9.17), (9.19) et (9.20)

(9.21) 1.=P LTy 1ZQi LYy P+ Qi—1ZXo5
(9.22) (Y, — Q)P =D, =Y, (F,—P,);
(9.23) D=~ (Y, F,— Q) si F#r1.

Preuve de (9.17). — La définition de P. Si Y n’est pas compact,
P=o0(n°6f).

Preuve de (9.18). — D’aprés le n° 8 f, u; @ hr n’a d’image cano-
nique dans G que si . €P et cette image n’est nulle que si /iy=0;
d’ou, vu (9.7),

F,— P,=D..

Preuve de (9.19). — La définition de Q.
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Preuve de (9.20). — D’aprés le n° 8g, Ay u; a une image cano-
=1
nique dans § et cette image est £ hy; d’ou vu (9.8),

= (Y,— Q,) =D,

Preuve de (9.21). — P=F3(X (O @) posséde une unité, image
de l'unité de (X O @), vu [11], définition 48.3 et n° 65; donc
1_ZP,. De méme Q:_Eté‘t’(YO@L) posséde une unité, image de
Punité de 5¢(Y O @); donc 1ZQ,. D’aprés le n° 84, FQ a pour
polynome de Poincaré 1; les éléments de (Q que la section par F
annule constituent une algébre, dont le polynome de Poincaré est
donc, vu (9.1), Q,—1; c’est une sous-algébre de 1’algébre que cons-
tituent les éléments de #(X O @) que la section par F annule et dont
le polynome de Poincaré est X,— P, d’aprés (9.1); donc

Or—1ZX,— P,

Preuve de la premiére des inégalités (9).22). — Puisque uy @ Fhy et
hy@ u; ont des images dans G, leur produit A, F/, a dans G une
image, qui est le produit des images de uy® Fh, et hy& u;. Donc
.y contient la sous-algébre ¢, = (Y O QA)QFH(XOQ),
dont le polynome de Poincaré est Y, P, et dont chaque élément a une
image dans G ; 'ensemble G de ces images est, d’aprés len° 8 fet g,
une image de Z40(YQA)QFa(XOA); done G <Q,P.
D’apres (9.8) on a donc

=1(Y,— Q,) P, =D,

Preuve de la seconde des inégalités (9.22). — Nous venons de voir
que hy@ Fhy a une image dans G; nous avons vu (théoréme 9.1,
preuve de D, 2 Y.F) que ¢y A a une image dans G, quand ¢, est
un élement de degré maximum de (Y O @). Ces éléments Ay Q) Fhy
et ¢y h; engendrent un sous-espace vectoriel ¢/ | de #¢,,.,, dont le
polynome de Poincaré est -

Yer—i— (Yz— ?t>F1: Y. F,— i}t(Ft— P,);

d’aprés (9.8) on a donc
D, =V, (F.—P)).

Journ. de Math., tome XXIX, — Fasc. 3, 1¢50. 25
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Preuve de (9.23). — Nous avons vu (théoréme 9.1, preuve de
D,ét—l\v’]f?,) que uy@ hy+ hy @ o5, supposé o0, ne peut avoir
d’'image nulle dans G, si la composante homogéne de degré maximum
de Ay est nulle; d’apres le n° 8 g, Ay () ug, supposé £ o, ne peut avoir
d’'image nulle dans G si Ay appartient a un sous-espacede J¢(Y O &)
isomorphe a Q; supposonsle degré de Ay > o; puisquel'image dans §
d’un élément de #,.., n’existe que quand les images de ses compo-
santes homogénes existent et puisqu’elle en est la somme directe,

Ry =y® hp-+ iy @ v+ 1y Q up,

supposé >~ o0, ne peut avoir d'image nulle dans G. Le sous-espace
vectoriel ¥  de JC,., qu'engendre A,,, a pour polynome de

Poincaré
(@, =1+ Y(F,— )+ Q=YF,— Y, F'+ Qs

la seconde des inégalités (9.7) donne (9.23).

CoroLLAIRE 9. 3. — Soit X un espace de fibre ¥ et de base Y ; soit un
corps commutatif @L; supposons que les algébres 3(Y OQ) et I (FOA)
aient des rangs finis.

a. St F est compact et si la section par ¥ est un homomorphisme de
H(XO Q) svr K(FOAQ), alors X est compact et

' X,=Y,F, Q=Y.

b. Réciproquement, si 3 est constant, si Y est compactet st X,= Y, F,,
alors la section par F est un homomorphisme de JC(X O @A) sur
K(FOAQ).

Preuve de a. — Théoréme 7.3b.

Preuve deb. — De (9.9) résulte quesi X,= Y, F,, alors D,= o; d’o1,
vu(9.13), F,= P,; cette relation exige que F 5¢(XO @) = 8 (FO Q).

10. Cas o0 Y Er F SONT ORIENTABLES : DUALITE DE POINCARE. —
Définition 10.1. — Soient, sur le corps commutatif &, deux espaces
vectoriels & et &* de dimensions finies; nous nommerons dualité de &
et & toute fonction bilinéaire (e, e*), définie sur le produit & >< &
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de ces deux espaces, prenant ses valeurs dans @ et possédant la pro-
priété suivante :

sie €& esttel que (¢, > =0, quel quesoit e*€&", alors ¢ = o;
si e* € &" est tel que (e, > =0, quel quesoite €6, alors e*=o;

Quand existe une telle dualité, & et &* ont méme dimension et chacun
d’eux peut ére identifié au dual de I’autre ([2]. Livre Il, Chap. 11, § 4,
déf. 1 et prop. 6). On dit que e et ¢ sont orthogonaux quand
(e, ¢*>=0. On nomme sous-espace de & complétement orthogonal au
sous-espace F* de &* 'ensemble des e€ & tels que (¢, /"> =0, quel
que soit /&€ F*; on définit de méme le sous-espace F* de & compleé-
tement orthogonal au sous-espace & de &; rappelons que si & est
complétement orthogonal 4 %, alors 5 est complétement orthogonal
a F ([2], Livre II, Chap. 1L, § 4, prop. 7) : nous dirons que ¥ et F*
sont complétement orthogonaux.

Définition 10.2. — Nous dirons que 'algébre &K sur @ posséde la
dualité de Poincaré quand elle a les propriétés que voici : XK est de
rang fini; K est graduée (ou bigraduée, le degré utilisé étant le degré
canonique); son degré est >~ o0; K posséde une unité, dont les pro-
duits par les éléments de & constituent ’ensemble des éléments de K
homogénes de degré nul; si d est le maximum du degré de ¢, tout -
élément homogéne de degré d est divisible par tout élément non nul
de K.

Nous supposerons

Ko kg — (—1)P7 Ll femd ;

nous n’aurons.donc pas & distinguer la divisibilité & droite de la divi-
sibilité a gauche.

Soit K7 ’ensemble des éléments de I homogeénes de degré p. Par
hypothése, K'¥ est un espace vectoriel de rang 1; en notant

{k, K> la composante homogene de degré d de k. k' (ket KeX),

on définit évidemment une dualité de K avec lui-méme : dire que
deux sous-espaces vectoriels de K sont complétement orthogonaux aura
un sens. Cette dualité constitue une dualité de HK!P et Il=rl; par
suite :
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Prorosition 10.1. — S¢ K a la dualité de Poincaré, alors

K= 14—,

&K, se déduisant du polynome I, en y remplacant la variable ¢
parz*.

Proposition 10.2. — Soit J un idéal gradué de I’algébre K, qui a la
dualité de Poincaré.

J et Ann. J sont complétement orthogonauz;

Apn. (Ann. J)=J.

Ann. J désigne ’annulateur de J, c’est-a-dire 'ensemble des ke K
tels que k=0 quel que soit 7€ J; il n’y a pas lieu de distinguer
annulateur a gauche et a droite de J : ils sont identiques.

Preuve. — Soit n€ 9l = Ann. J; soit (€J; ni=o0; donc
{n,>=o0: nestorthogonal a J. Soit n g I : il existe 1€ J tel que
ni=o; puisque K a la dualité de Poincaré, il existe £ € K tel que
nik soit un élément non nul de degré maximum : {n, k>=£0; or
k€ J, puisque J est un idéal; donc n n’est pas orthogonal a J.

Par suite 9C et J sont complétement orthogonaux. De méme 9T et
Ann. 9t sont complétement orthogonaux. Donc J = Ann. 9t.

-Lemme 10. 1. — S¢ K est une algébre canonique, ayant la dualité de
Poincaré, alors son algebre d’ homologie 3C a la dualité de Poincaré, si
le maximum du degré de 3¢ n’est pas inférieur au maximum du degré
de K.

Preuve. — Soit.Ak“ un élément non nul de K¢ ; K4 est ’ensemble
des ak'¥(a€ @); donc kG o : sinon JC¥ serait nul, contrairement a
I’hypothése. Par suite
(10.1) 3 Kl = o,

Soit G I’ensemble des cycles de K75 soit D'¥ Pensemble des élé-
ments de C'"! homologues a zéro; cherchons le sous-espace de JKi*7!
complétement orthogonal a ®'¥! : la condition que £“~7! soit ortho-
gonal a @A s’écrit

0 klp—11 fld—rPl—=o quel que soit  klP—eg Kir—1l;
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puisque, vu (10.1), o(kr—11. k4=#1) =0, cette condilion s’écrit

k=11, Jld—rl—= o quel que soit  Alr—tle Klr—1),

c’est-a-dire, puisque K a la dualilé de Poincaré,

Skld—pl—= o
c’est-a-dire
kld—ri g @ld—p],
Donc
(10.2) ( @P) et Cl9—P) sont des sous-espaces complétement orthogonaux
.2 .
de Pl et JCH4—21,

Soit c”'€ G tel que ¢ ¢ *~ o quel que soil c* 1€ C“?; on a,
d’aprés (10.1), c?.c“ =0 quel que soit cl“ ' eC“*; donc,
vu (10.2), e @, c’est-a-dire c'”'~vo. Par suite, si A» € I est
tel que Al AP =0 quel que soit AP st alors hP'=o0 :
d¢ a la dualité de Poincaré.

H. Cartan [ 3] a donné au théoréme de dualité de Poincaré un énoncé
ayant la conséquence suivante : Soit X une variété compacle, connexe
et orientable, de dimension d; (une variété de dimension d est un
espace dont chaque point a un voisinage homéomorphe a la boule de
dimension d); soit @ un corps commutatif; I’algébre d’homologie
Je(X O @) aladualité de Poincaré; le maximum de son degré est d.
En particulier, vu la proposition 10.1, le polynome de Poincaré X,
de X vérifie donc la relation ‘

X, =X, 1.

TukoreME 10.1. — Soit X un espace fibré, de fibre ¥ et de base Y ;
sott un corps commutatif & ; supposons que (3 soit constant et que X et Y
sotent des variétés orientables, compactes et connexes; ¥ est donc aussi
une telle variété. On peut compléter comme suit les n> 8 et 9-:

a. D,= ™D, ..

b. L'anneau spectral #, a la dualit¢ de Poincaré; le maximum
de son degré canonique est dimX; ses cléments homogénes de degré
canonique dimX ont le degré filtrant mdimY - /dimF.

c. Les élements homogénes de 3¢(X O Q) dontle degré est dimX ont
pour filtration mdimY -+ IdimF. Soit 3¢ I'ensemble des éléments de
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H(X O Q) dont la filtration est >~ q; sil=o0 et m =1, I est ’annu-
lateur de I, Cest-a-dire, vu la proposition 10.2, le sous-espace
de 3¢ complétement orthogonal a J¢‘"™ ¥+,

Preuve de a. — On a
dimNX =dimY +~dimF

et, d’apres le théoréme de dualité de Poincareé,
Xl: [‘umxxr 1, th: ldim\'l’ti17 Fl: gdim FF[_]:

on porte ces relations dans (9.9).

Preuve de b. — 1l existe un élément non nul et de degré canonique
dimX dans #(X O @), donc dans ¢, donc dans chacun des &,.
D’aprés (8.1) le maximum du degré canonique de #¢,., est dimX.
Donc le maximum du degré canonique de JC, est exactement dim X,
quel que soit r>>m. D’aprés (8.1) et le théoréme de dualité de
- Poincaré, 3€,., a la dualité de Poincaré. Vu le lemme 10.1, ¢, a
donc la dualité de Poincaré. Pour établir que les éléments de 4¢,, dont
le degré canonique est dimX, ont le degré filtrant mdimY + /dimF,
il suffit de le vérifier quand r=m—1; c’est alors une conséquence
évidente du n° 85.

Preuve de c. — S'1l existait un élément de JC ayant le degré cano-
nique dimX et une filtration =% mdimY + /dimI, il exiterait un
élément de § ayant le degré canonique dim X et un degré filtrant
# mdimY + /dimF'; ce serait contraire4 b, puisque § = #, quand r
est trés grand. D’aprés b, G a la dualité de Poincaré : étant donné
Iélément g de G, il existe un élément homogeéne g, de G tel que,
sil= O, m=I,

28157 0; degré filtrant gy—dimY — degré filtrant g;
par suite, étantdonné2€ JC(XOQQ), il existe h, € H(X O A )tel que
hhyZo;  f(h)=dimY — f(h);
donc, si f(h) < q,

h& Ann, ge(dim¥+i—g),
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Réciproquement, supposons f(A)>xq; si k& '™ ¥'~7, alors
S(hhy) = f(R) + f(hi} > dim Y
donc hh,=o0 :
: h € Ann. seldimY+i—q),

Donc :
Jel7) — Ann. geldimY-+i—q),

SiI’on choisit L et m quelconques au lieude /=0, m =1, on appli-
quera la proposition suivante :

VariantE A THEOREME 10. 1¢. — Soit 9 l'espace vectoriel que cons--
tituent les éléments de 9¢(X O Q) homogeénes de degré canonique p :
oLp=dimX;la filtration est nulle sur 3¢'°', égale a mdimY—+/dimF sur
JemXs Jeiwt e I sont duals; le sous-espace de ' constitué par ses
éléments de filtration > q est complétement orthogonal au sous-espace de
J™XP) constitué par ses éléments de filtration > mdim Y +-/dimF —gq.

Preuve. — Cette proposition n’est pas altérée quand on augmente
la filtration du degré canonique (n° 64), ni quand on multiplie / et m
par un méme enlier > o0; or elle est vraie, vu le théoréme 10.1¢,
quand [=o0, m=1.

CHAPITRE III.

CAS PAKTICULIERS.

I. — Cas ol la fibre a 1’homologie d'une sphére.

11. GingrauiTes. — TrEoREME 11.1. — Soit @ un anneau commu-
tatif, ayant une unité. Soit £ la projection sur sa base Y d’un espace
Jfibré, dont la fibre ¥ est compacte et a, relativement @ &, méme algébre
d’homologie que la sphére de dimension d. Supposons 3 constant (*). Il

(1) Cette hypothése, quand F est une variété orientable, signifie qu’elle est
contintiment orientable (théoréme &.35).
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existe un endomorphisme linéaire p.de 3¢(Y O Q), augmentant le degré
de d + 1, vérifiant

(11.1)  p(hyhy) =phy. hy=(—1)PVhy.phy (hy homogéne de degré p)
et possédant les propriétés suivantes :

a. Sout M= p. (Y O Q); les conditions que voict sont équivalentes :

—1
3

hy=o, lz\-‘eM.
b. Soit N U'ensemble des hy tels que p.hy=o; il existe un isomor-
phisme (*) canonique, augmentant le degré de d, de N sur le

5e(Y O @)-module 5¢(X O @)/ #(Y O @).

c. Supposons Y compact; soit 11y I’isomorphisme canonique de &
dans 3(Y O Q); soit ¢, une base du A-module que constituent les
éléments de H(F O Q) homogénes de degré d; les deux conditions
sutvantes sont équivalentes.

avreFa(X O &); IIy«eN.
d. Si Y est compact, il existe un élément my de J(Y O Q) tel que
phy= myhy; degré my—d —+1;

my est nommée classe caractéristique.
e. SUY est compact, et st d est pair, alors
2My=—=0.
Remarque. — S. S. Chern et E. Spanier [4] démontrent a et b,

qu’ils énoncent comme suit : il existe une suite exacte d’homo-
morphismes canoniques

(Y O Q)3 37 (X O @)= delr—(Y O @) % aer=11(Y O @).

(?) Isomorphisme de modules : la multiplication de n€ N par iy s(YQO Q)
est la multiplication dans 2¢(Y O @); la multiplication de Ax mod%1 2(YQOAQ)
par hy est la multiplication dans 3¢(X O @), calculée mod_'g1 (YO Q) de hx

par _E_i hy.
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Définition de v.; notations. — S sera I'anneau d’homologie, relati-
vement aux entiers, d'une sphére de dimension d : $ a une base, cons-
tituée par une unité u et un élément ¢ de degré d; ¢*=o; par
hypotheése

KFOA)=AaQS;

c’est une algeébre ayant pour base
_ up=1Q u; vp==1Q) v.
Donc, vu le n° 6, en choisissant [=—1, m=o,
93, = (YOA)RS;
autrement dit tout élément de #, est du type
hAxy@u-+hy@ v;

hy@ u et hy@ ¢ ont pour degrés filtrants respectif o et — d. D’apreés
le n° 6 les homomorphismes @ et ¥ se définissent comme suil :

(11.2) Phx=Ia @ u-+1ly' @, si Y est compact et Fhx—=aup+ a'vg;
(11.3) Why=hyQ u, ou hyed (YO ).

Puisque le degré filtrant a pour seules valeurs o et —d et que o,
augmente de r le degré filtrant, on a 6,= o pour r=£d :

(11.4) 3C.— 8¢, pour r=d; Hy—=9,=¢ pour d<r.

Pour la méme raison il existe un endomorphisme linéaire . de
3(Y O @), augmentant de d 41 le degré, tel que
(11.5) Bulhy@u)=0;  8,(hy@¢)=(— )M uhy® u,

si hy est homogeéne de degré p.

Preuve de (11.1). — Si Ay et /iy ont les degrés p et ¢, on a

0a(hyhy @ v) = Sa[(Ax @ u).(RY @ ¢)] :
= (=) (A @ u) (phy @ u) = (— 1P+ hy . p Ry @ u;
Sa(hyhy @ ¢) = (— 1) 0a[( Ay @ ¢). (hx R u)] _
= (=P (phy@ u). (MyQ u) = (— )P+ uhy Ay u.
Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 3, 1950. 26
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Preuve de a. — D’aprés le n° 6 g, la condition

-1
Ehy=o

équivaut a la condition :

I'image dans #¢, de Why= /@ u est nulle pour r assez grand;
donc a la condition
hy@ wedqadty,

donc, vu (11.5), a
hye M.
Preuve de b. — D’aprés (11.4) et (11.5), G est la somme directe

(11.6) g=[(YOO)M|Qu+ NKv¢.

(degré filtrant nul) {degré filtrant — d)

L’ensemble des éléments de o¢(X O @) dont la filtration est nulle

est, d’aprés le n° G g, _21 #(Y O A@); d’ou, puisque la filtration vaut o
ou —d,

—1 —1
(11.7) g=:(YOAQ) +a(XQO @) £Hk(YO Q).
(degré filtrant nul) (degré filtrant — @)

La comparaison de (11.6) et (11.7) prouve b.

Preuve de c. — D’aprés (11.2) la condition
avpeFI(XO Q)
équivaut a
Iya @ e @i (X O A);
c’est-a-dire, vuale n° 6 /, a
IIlya® ¢ auneimage dans-§;
c’est-a-dire, vu (11.4), a
ou(lly« @ v) =o0;
c’est-a-dire, vu (11.5), a
' pllya = o.
Preuve de d. — 3¢(Y (O ¢L) a une unité uy; On pose piy=my; ON
apphque (11.1).
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Preuve dee. — On a
(uy@v)'=o car v*=o;
(uy@v¢)r=2(uy@¢).(MyQu) =2my ¢.

Le théoréme suivant est évident, vu [ 11], théoréme 63.1a et d :

Tatorime 11.2. — St ’algébre d’homologie KF de F relativement a
l’anneau des entiers est I'algébre d’homologie de la sphére de dimen-
sion d, alors':

Les hypothéses du théoréme 11 . 1 sont vérifices;
phy@ a)=phyQa, ou hyedlY, hy@ackYRACH(YOA);
en particulier, si Y est compact, la classe caractéristique de (Y O &)

est I'image canonique de celle de Y .

12. Cas o0 & st un corps comMuTaTIF. — THEOREME 12. 1. — On peut
compléter comme suit le théoréme 11 .1, quand on adjoint a ses hypothéses
celle que A est un corps commutatif :

a. Les polynomes de Poincaré X,, Y,, Q, des trois algébres sur & :

-
H(XOAQ), (YO Q), £a(Y O Q) vértfient les relations
tXy= (1 4+ ) Qe+ (4 —1)Y,; 1< Q.= Borne inf. (Y, X,).

b. Supposons X compact; les trois conditions suivantes sont équi-
valentes .

KFOQ)=Fs(XQOa); X=@a+)Y,; Q=Y.

\

c. Ces conditions sont réalisées en particulter quand d est pair, la
caractéristique du corps QL étant £ o.

Preuve de a. — . définit un isomorphisme de (Y O @)/N sur M;
cet isomorphisme augmente le degré de ¢ +1; donc, vu la for-

mule (9.1),
(12.1) 141 Y = ¢ N, 4 M,.

En appliquant cette méme formule (9.1) aux-deuxiémes membres
de (11.6) et (11.7) on obtient

(12.2) Y, =M+ Qq; X, = Q¢+ ¢?N,.
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L’élimination de N, et M, entre (12.1) et (12.2) donne légalité
énoncée. L'inégalité énoncée est I'inégalité (9.19).

Preuve de b. — D’apres le corollaire 9.3, les deux premiéres
conditions sont équivalentes. D’aprés le théoréme 11. 1¢, la condition
HKEFEQOA)=Fax(XOAQ) équivaut a la condition que N contienne
lunité de (Y O @), c’est-a-dire & my= o, c’est-a-dire, vu (12.2),
ayY,=Q..

Preuve de c. — Turoreme 11.16.

13. Cas ov X, Y ET F SONT ORIENTABLES, (U ETANT UN CORPS COMMUTATIF.
— ThkoreME 13.1. — Soit une variété compacte X de dimension D,
ayant pour fibre une variété ¥ de dimension d et pour base une variété Y
de dimension D — d; faisons U'une des trois hypothéses équivalentes, qui
entrainent que (3 est constant : X et Y sont orientables; X est orientable
et F est continiment orientable; Y est orientable et F est continiiment
ortentable. Soit un corps @; supposons que Y ait, relativement a A,
méme algebre d’homologie que la sphére de dimension d. On peut alors
compléter comme suit le théorcme 11.1 : '

a. M et N sont complétement orthogonaux (définition 10.2);

M —=Ann. N; N = Ann. M.

b. Le sous-espace de 3V (X (O Q) completement orthogonal a
T oo (YO @) est 3¢9 (Y O Q).

c. Les polynomes de Poincaré X, et Y, de (X O &) et (Y O Q)
s'expriment en fonction du polynome de Poincaré Q, de _éf x(YO®AQ)
par les formules ' '

(13.1) Xi= Qi+ "Qpy;
— P+, )
(13.2) Y,:%ﬁ(@, ou 1Z20Q, =Y,
Remarque. — Le théoréme 12.1b, ¢ compléle ce théoréme.
Preuve de a. — Par définition N=Ann. M; on applique la

proposition 10. 2.
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Preuve de b. — On applique la variante au théoréme 10.1¢,
(I=-—1,m=0) en notant que la filtration vaut —d ou o et que

Pensemble des éléments de filtration o est EJC(Y O @).

Preuve de c. — D’aprés b les modules Lo (YOA) et

HPXOA)/ géfﬁ“’] (YO®@)ont méme rang; c’est ce qu’exprime (13.1).
La relation (13.2) résulte de (13.1) et du théoréme 12.14a.

TreorEME 13 . 2. — Conservons les hypothéses du théoréeme 13 . 1.

a. St #(X O Q) posséde un élément wy, de degré > o, tel que
wy Eih‘- eEIHC(Y oa) entraine Eilzy: 0,
alors (Y O Q) posséde un élément ny vérifiant les deux relations
équivalentes :
(13.3) Mult. my= Ann. ny;
(13.4) Ann. my— Mult. ny.

b. Réciproquement, si #¢(Y O Q) posséde un élément ny vérifiant ces
relations, alors 3¢(X O Q) posséde au moins un élément wy tel que
tout hy € (X O Q) puisse étre mis d’une facon et d’une seule sous la
forme

(13.5) Fix== £ hy—+ wx. E Iy;
on a
(13.6) degré wxy— d + degré ny.

Supposons le corps @ de caractéristique £ 2. Si wy est de degré
impair, alors wi=o0 et par suite (X O Q) est le produit tensoriel de

_?: #(Y O &) par Ualgébre extérieure d’un module de rang 1. Si wy est
de degré pair, alors on peut choisir wy tel que

—1
(13.7) wie L (YO Q);
cette condition détermine wy i la multiplication preés par un élément de &..

Remarque. — Si my= o, alors n, existe : c’est 'unité de 6(Y O @).
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Preuve de a. — D’aprés le théoréme 11.16, w, a une image cano-
nique ny dans N et la condition

(13.8) wx. Ehye Eae(Y O @)

équivaut & la condition n, /sy = o, c’est-a-dire a
(13.9) /iy € Ann. ny.
—1
Par hypothése (13.8) équivaut & £hy=o, c’est-a-dire, vu le

théoréme 11.14, &
(13.10) hy € Mult. my.

L’équivalence de (13.9) et (13.10) prouve (43.3). La propo-
sition 10.2 prouve I'équivalence de (13.3) et (13.4).

Preuve de b. — Le théoréme l1.1a4 définit un isomorphisme

de E‘JC(YQ@L) sur (Y O A@)M; puisque M=Ann. n, et
N =Mult. »,, la multiplication par », définit un isomorphisme
(augmentant le degré du degré de ny) de 5¢(Y O @)/M sur N; le
théoréme 11.16 définit un isomorphisme (augmentant le degré de d)

de N sur le 2¢(Y O @)module 5¢(XO@)Es(YOAQ); en

composant ces trois isomorphismes, on obtient un isomorphisme
(augmentant le degré de d-degré ny) de —El H(YOA) sur
(X O AQ)E (Y OQ). Par suite 50(X O )/ EaH(YOA) est
un EIJC(Y O @& )-module de rang 1;soit I'un de ses éléments de base;
soit wy I'un des éléments de (X O @) dont il est I'image : étant
donné Ay € (X O Q), il existe un élément unique _El/z',, de _Ef xYO®X)
tel que
hx—wyx. 2 hy€ 2 8e(Y O Q);

autrement dit, Ay peut étre mis d’une facon et d’une seule sous la
forme (13.5). Supposons wy de degré pair; on a en particulier

—1 -1
wi= £ hy—+ wx. £ hy;
tous les autres choix possibles w\ de wy sont donnés par la formule

-1
Wy = a(wx— E_/Ly), ol wed;
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ceux de ces choix qui vérifient la condition (13.7) sont ceux pour

4 =1 .. , . 7 .
lesquels 2 £ A= £ /}; cette condition détermine donc wy & la mult-
plication prés par a € A.

II. - Cas ou la fibre a I’homologie d'un produit
de sphéres de dimensions paires.

14. Tutorime 14.1. Soit €U un anneau commutatif, ayant une
unité et dans lequel la division par 2 soit possible. Soit & la projection sur
sa base Y, d’ur espace fibré X, dont la fibre F a méme algébre d’homo-
logte, par rapport & &, que le produit P de o sphéres de dimensions
patres; supposons X compact, Y globalement et localement connexe par
arcs et simplement connexe. Alors :

a. (Y OQA)RQ KP est algébre blgraa’uee de [’algébre graduée
H(X O Q), munie d’une filtration convenable ;
b. JC(FQ@L)—FJL(XQ(EI),

c. % estun isomorphisme de ¢(Y O Q) dans 3¢(X O ).

Preuve de a. — L’anneau d’homolo‘gie HP de P relativement aux
entiers est (vour [11], théoréme 64.1) 'anneau des polynomes
de w variables commutatives ¢,, ..., ¢,, calculées mod¢}, ..., ¢ :
#C¢P a une base constituée par une unité u et les monomes ¢, ¢, ... ¢,
ou 1 p<...<vLw. Dapres le théoréme 63.1d de [11],
I'’hypothése énoncée est que

HK(FOA)=aQab;
JC(F QO &) est une algébre sur & ayanl une base. Donc, vu le théo-

réme 4.3a et le n° 6, I'algébre spectrale JC, a pour premier terme,
quand on choisit/=—1,m=o0":

W, =(YOA)R®KP.
Supposons prouvé que ¢, =...=¢,_,=o0:0na
W,=8(YOA)R 3P;
prouvons que 0,= 0. 6, annule les termes de degré filtrant maximum :
(1%.1) O (hy@ u)=o.
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Soit uy 'unité de K(Y O @); posons

puisque ¢, augmente de r le degré filtrant,

— r+ degré v, = degré vy +. ..+ degré v,;
donc
degré ¢, > Max. (degré vy, ..., degré v,),

aucun des indices &, . . ., v n’est donc égal & %; en appliquant ¢, &

uy@ 3 =o,

on obtient

2 E fy, o v@ 0y .. oy=0

TR v
qui entraine donc
hp., , = 0,
c’est-a-dire
(1h.2) or(uy @ ;) =o.

De (14.1) et (14.2) résulte ¢,= o. Donc #¢, est indépendant de r:
#, =G, ce qui prouve a.

Preuve de b et c. — Lie théoréme 7.1, c.

III. — Cas ou la base a 1'’homologie d'une sphére.

15. Generavites. — Définition 15.1. — Soit un anneau ¢
rappelons qu'un endomorphisme linéaire 6 de J¢ vérifiant la condition
O0(ARY=0R.M 4+ h.ON, ou heth'es,

ou la condition
O0(hR'Yy=0h.A 4+ (—1)Ph.OR, ou i est homogéne de degré p,

a été nommé par J. L. Koszul dérivation ou antidérivation.

TukoriMe 15. 1. — Soit @ un anneau commutatif ayant une unité.
Sott £ la projection sur sa baseY d’un espace fibré X., de fibre F'; suppo-
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sons que Y soit un espace compact, connexe par arcs, simplement
connexe, ayant méme anneau d’homologie relativement aux entiers que
la sphére de dimension d >1. 3¢(F O Q) posséde, si d est impair, une
dérivation 0, si d est pair, une antidérivation 8, qui abaisse le degré de
d — 1 et dont les propriétés sont les suivantes :

a. Qhy= o équivaut a hy =F 3 (X O Q);
donc O (hy . Fhy) = 0 hy . Fhy et par suite
e (F O ) est un 8¢ (X O @)-module.

b. L'ensemble des hy€ 8¢ (X O Q) tels que Fhy=o est un idéal N;

. N2=o, c'est-a-dire nn'—=o st netneN;

il existe un isomorphisme (') canonique, diminuant le degré de d, de N
surle (X O @)-module 3 (F O )/6a¢ (F O @).

c. Supposons ¥ compact et nommons 11, I’isomorphisme canonique de
A dans K(F O Q). Soit ¢y une base du -module que constituent les
éléments de 3¢ (Y O Q) homogenes de degré d. Les ﬂ’g} (avy) constituent
Uensemble des éléments homogeénes de N ayant le degré d; les deux con-
ditions suivantes sont équivalentes :

F(avy)=o0; Iracls(FO Q).

Remarque. — H. C. Wang[15], quand Y est une sphére, démontre a
et b qu’il énonce comme suit : il existe une suite exacte d’homomor-
phismes canoniques

]
3 (FO @) = ar—+1(F O @) — aelr+1 (X O @) 5 ael+11(F O Q).

Définition de 0; notations. — S sera ’anneau d’homologie, relati-
vement aux entiers, d’une sphére de dimensiond : S a une base, cons-
tituée par une unité u et un élément ¢ de degré d; par hypothése

Y = 8;

(*) Isomorphisme de modules : la multiplication deneN par hx est la multi-
plication dans ¢ (X O Q); la multiplication de % par hy est la multiplication
“dans 8¢ (F O &) de hr par Fhy.

Journ. de Math., tome XXIX. — Fasc. 3, 1950. 27
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donc, vu le théoréme 63.3 de [11] :

YO =Y R Q;
c’est une algébre ayant pour base

iy=u@1, = QI.
On a, vu le théoréme 4.3a et le n° 6, en choisissant /=0, m=1,
W =SQ I (FOQ);
autrement dit tout élément de #¢, est du type
U@ he+ v @ hi;

u@ hy et ¢ he ont pour degrés filtrants respectifs o et d. L’homo-
morphisme ® et, si F est compact, 'homomorphisme U se définissent
comme suit :

(15.1) Pix=uXRhy;

(15.2) WV (auy)=u @Hpa; T (ary) =v @ lra.

Puisque le degré filtrant a pour seules valeurs o et d et que ¢,
augmente de r le degré filtrant r, on a 6,= o pour r£d :
(15.3) 8¢, = JC, pour r=d; Ky =W, =g pour d<r.
Pour la méme raison
(15.4) O0a(u @ hr) =v ® 0hy; 0a(v Q hy) =o,

0 étant un endomorphisme linéaire de 3¢ (F O & ); 6 diminue le degré
de d —1; 0 est une dérivation quand d estimpair et une antidérivation
quand d est pair, car on a, si /; est homogéne de degré p,
v Q0 (hphr) =0i(u @ hrht) = 0u[(u @ hr).(u @ hE)]
= 0a(u @ hr).(u @ hp) + (—1)7(u @ he).0a(u @ hr)

= (¢ Q) (e @ Ip)+ (—1)P(u@ he). (¢ @ Ohs)
=0 (Ohp.Ar+ (— 1) P2 he. 0 hy).

Preuve de a. — D’aprés (15.1) la condition

hreFae (X O Q)
équivaut a la condition
@ /lFeE) x(XQoa),
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c’est-a-dire, vu le n° 6 /, 4 la condition que u ) A, ait une image dans
G, c’est-a-dire, vu (15.3), a

(@ hp)y=o0

et, vu (15.4), a
Ohp=o.

Preuve de b. — Puisque les éléments que 0 annule constituent

Fae(X O @), on a d’aprés (15.3) et (15.4)
(15.5) G- u@Fa(XOA) + v Q3 (FO a)ba (IO a).

(degré filtrant nul) {degré filtrant d)

La filtration de (X (O @) vaut o ou d; d’apres le n° 6/, les
éléments de filtration d constituent N, ce qui a deux conséquences :
le produit de deux éléments de N a une filtration > 2 d et est donc
nul;
(15.6) G = H(XOAa)/N + N.

(degré filtrant nul) (degré filtranl d)
La comparaison de (15.5) et (15.6) achéve la preuve de 6.

Preuve de c. — D’apréslen°6 g, 'ensemble des éléments homogénes
de _Ei (Y O )estI’'ensemble des éléments homogeénes de 3¢ (XO)
dont la filtration égale le degré, quand on prend [=o0, m=1;
T 26(Y O @) est donc ensemble des 5¢/(X O @) de filtration d,
c’est-a-dire NI, D’aprés le n° 6 g, la condition *’cf] (avy) = o équivaut
a la condition

W (ary) =¢ @Mre a une image nulle dans g;
donc, vu (15.3) et (15.4), a la condition
Mraebse (FO Q).
16. Cas ou @ EST UN corps commutaTiF. — TrHEoREME 16.1. — On peut

compléter comme suit le théoréme 15.1, quand on adjoint & ses hypo-
theses celle que €L est un corps commutatif.

a. Les polynomes de Poincaré X,, I,, P, des trois algébres sur @ :
x(XOQ), kK(FO, Fae(X O Q) vérifient les relations
Xi=(1+ )P+ (¢/'— ) Fy 0 = P, Borne inf, (F,, X,);

F,— P, et X,— P, sont respectivement divisibles par t'-* et 1.
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b. Supposons ¥ compact:

-1
st Foy=o, alors [t'—4(F,— P)ji=e=1, [t-(X;— Py))=y=0;

st —i VY#O’ «lors [fl_d( F/" Pp)},:(]:(), [’_’/(Xx‘— Pl)]l:() =1,
Preuve de a. — D’aprés la formule (9.1) et le théoréme 15.1 4, le
polynome de Poincaréde 65¢ (FF O @)est¢'~¢(F,— P,); donc, d’aprés
le théoréme 15.1 0,

(16.1) Ny [ F,— 00 (F,— P));
on a, puisque Fa¢ (X O )= (X O @)/N,
(16.2) P,—\,--N,.
Donc : F,— P, est divisible par ¢*; N,= X,— P, est divisible
par ¢/;
(16.3) N,=P, = Ny= (14 )P (40— 1) V.
Preuve de b. — D’aprés le théoréme 15.1 ¢, £ ¢y=o0o0u £ osuivant

que le coefficient de ¢* dans N, vaut o ou 1, c’est-a-dire, vu (16.2) et
(16.3), suivant que
~'{NXo— ) =F,— ¢~(F,— P))

vaut o ou 1 pour t=o; or Fy=1.

17. Cas ou X, Y, F SONT DES VARIETES ORIENTABLES, (X ETANT UN CORPS
commutaTiF. — TheorkME 17.1. — Adjoignons aux hypothéses du
théoréme 15.1 les suivantes : (L est un corps commutatif, X, Y et I¥ sont
des variétés orientables, de dimensions D, d et D —d. On peut alors
compléter ce théoreme comme suit :

a. Foae(XOa) et ¢ (FO @) sont complétement orthogonaux
(définition 10.2).

b. N est son propre annulateur; N est donc complétement orthogonal
a lui-méme.

c. Les polynomes de Poincaré X, et F,de (X O A)et(FO Q)
s'expriment en fonction du polynome de Poincaré P, de Fo¢(X O Q)
par les formules
(17.1) X,=P,+ P,

P,— &P, . )
(17.2) F,:—‘ITH', ou 1P, T,
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Remarque. — Le théoréme 16.1 b compléte ce théoréme.

Preuve de a. — D’aprés le théoréme 10.15, G a la dualité de
Poincaré; on utilise 'expression (15.5) de §

Preuve de b. — D’apres le théoréme 10. 1 ¢, 'ensemble des éléments
de 3¢(X O Q) de filtration > d est Pannulateur de I'ensemble des
éléments de J¢ (X O @) de filtrations > o; et il lui est complétement
orthogonal. Or ces deux ensembles sont identiques a N.

Preuse de c. — Dlaprés b les modules N et 4¢"-#1(X O @ )N~
ont méme rang; done, vu (9.1),

= (N, — N,);
remplagons N, par son expression (16.2); on obtient (17.1); (17.2)
résulte de (17.1) et du théoréme 16.1 a.
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