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Recherches sur la théorie de ['électron de Dirac;

Par Emice DURAND.

(Faculté des Sciences de Toulouse.)

I. — Les fonctions d’ondes.

1. Lges EQUATIONS D’ONDES. — De31gnons par Y/‘ les quatre matrices
de von Neumann qui ont pour expression ‘

p =1, 2, 3, 4 de gauche a droite; elles obéissent aux conditions de
Dirac .
HACER CAVESERCAVZE
Les matrices que I'on en déduit par multiplication sont reliées aux
16 matrices « de notre premiére publication par les relations :

2y == Yo
Yo =l e YaT= 9
Tur = %up T == Loy,
Tm'i:auw }1_’ i T=— Liag
Vrag = — L0y

Nous utiliserons les matrices duales surlignées définies comme les
matrices a et 3 de notre premiére publication ; rappelons que

o OV
g == ik R € 1TU 3]

~ :]'1»)"1,
—_— - HG 2543
')'ll"l —_ Tln'y Tlo —_ le:i;

¢, s élanl une permutalion paire de 1, 2, 3.
Journ. de Math., tome XXVIII, — Falc. 2, 194y, 1o
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Avec ces matrices, les équations de Dirac et leurs conjuguées
s’écrivent

B Y+ 1ok b=,
—>
LT D, — o kg 1= o,
(2) H’A[+_./ I o} Y
avec les notations
DP—=0r — (cA”
- — . .
Dr=9gr + izAr (P_ 62 3, 4).
<~ <
Jd 1 d
()u— d_‘z—'l-l_, ().', = ’ZE Jl..

L’opérateur 0” n’agit que sur les fonctions d’ondes placées a sa gauche;
<

on a aussl
27e

2T myce
—y —
ch

h

'!X: qu*T!’; E= /"n:

A est le quadripotentiel correspondant au champ appliqué. D’une
maniére plus explicite, 'équation (1) s’écrit (') :
((Dy+ iD3) Uy + Doy — i(Dy+ ko) Uy == o,
(Dy—¢Dy) by — Dy, -~ i(Dy+ ky) Ya==o,

3
( ) (D1 -+ lDz) d{g—i-' D;;(,!}l— l‘(D/I-— /‘0) H’Ji:‘: 0,
(D)~ iD2) b — D — i(De— ) b, =o.

Multiplions (1) en avant par I'opérateur [y,, D,—, ko]; il vient :
: . =
| Dy — ki (%Py— Dy D, "”'"J Y=o,
| —> 2 \-> > > .

comme on a entre opérateurs les relations
D=0 —2ic A,.0"— AL,
. > =
D, —D,D,=—icM,, avec H,,=0d,A,—d,A,
e
on obtient I'’équation du second ordre

(4) ['}'0 ((_?)j — a2l A, (_);-— Al — /;;-;) - ~; iey,, Hre ] br=o.

(*) Ona multiplié les deux premiéres équations par — ¢ et les deux derniéres
par ..
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D’une maniére analogue c¢n mullipliant I'équation (2) en arriére

par P'opérateur ['D”Y,,—}—T.,/,'D'J on obtient I'’équation conjuguée du
< ’ ’
second ordre
(5) il va( 0720 d"A, — &AL — k3 — —iey,, Hr | =o.
L\« <« 2 _

En I'absence de champs, on peut faire A’=o03 les équations (3) du
premier ordre devicnnent

[ (000 + dady — i(di+ k)b = o,
s (0 — i)y — b, — i(d,+ ky))V.=o,
| (04 70 ba e utby — 0(Ds— ky)bs = o,
{ (dy— 002y — 0yby— 7(dy — 1) Y, —o.

(6)

Ces équations admettent la solution particuliére (")

(7) bi=—di, b=y,
quidonne
(8) | i awbel =[dizedi ] = [iabi] = diabi ] =o.

On a donc des probabilités toujours égales pour les valeurs I) et

I .
—  du spin et pour les valeurs + m, el —m, de la masse propre.
L’existence de cette solution () esl liée a la possibilité d’avoir des
équalions réelles pour les fonctions d’ondes; si l'on remplace, en
effet, les matrices y” de von Neumann par les matrices

p=ATTA

(A esl la matrice qui faisait passer des matrices « aux matrices 3 dans
notre premiére publication. Les matrices £, ont pour expression
(p=r1, 2, 3, 4 de gauche a droite) :

(') Les deux derniéres équations sont alors les équations conjuguées des deux
premiéres.
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Elles satisfont les conditions de Dirac, puisque AA~=1. Les équa-
tions d’ondes s’écrivent :

(9) | [2p07+ ko] Y= o,

on voit qu’elles ne contiennent plus le symbole 7 des imaginaires; on a

S i A '»'J;l:.\_"'l.!//c.
o1t
| V=T = (=),
(10) V2 Ve
oy yo—_ o !
: ——\7;(#1—%) Lr’.'»——““/‘; Vit Pu)-

Si les {; obéissent aux équations (7), on voit d’aprés (10), que les
¢, sont réels; mais les équations () admettent des solutions plus
générales que (7); il en résulte que les équations (9) admettent aussi
des solutions complexes.

11 ne suffit donc pas d’avoir des opérateurs différentiels réels pour
que les fonctions d’ondes soient nécessairement réelles ; enfin quand
A est différent de zéro, le symbole 7 des imaginaires s’introduit dans
les opérateurs puisque ]i,: 0,—1cA . Il ne semble donc pas quil y

ait intérét a remplacer les'matrices y# par les matrices £.

2. TRANSFORMATION DES FONCTIONS D'ONDES DANS UNE ROTATION D’ UNIVERS.
— Si'on effectue une rotation des axes dans I’Univers de Minkowski,
les équations de Dirac conservent la méme forme, les nouvelles fonc-
tions d'ondes ¢, étant des combinaisons linéaires & coefficients cons-
tants des anciennes. Si les nouvelles variables #/, sont reliées aux
anciennes x, par les formules #,=o0,,2', on a
(11) i == Ay,

A étant une certaine matrice a quatre rangs; ladémonstration decette
propriété repose sur P'existence de cette matrice A qui doit satisfaire
les relations.

(1) Cn=AA

en posant '

y=4

L— ~r
Y= 2, Oyp Y

g=1
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1, désigne les matrices de von Neumann (pour cette démonstration,,
vour Louts bE BrogLik, électron magnétique, p. 146 a'151).

Les éléments de la matrice A ne s’expriment pas d’une maniére .
simple en fonction des éléments o,, de la matrice de la transformation
générale de Lorentz; c’est pourquoison expression générale nla jamais
été donnée; on est obligé de démontrer son existence par des voies
détournées. (Voir par exemple 1'élégante démonstration de M. Louis
de Broglie dans Particules a spin, p. 66 & 71.)

Il est remarquable que cette matrice A s’exprime simplement avec
les parameétres d’Olinde Rodrigues généralisés que nous avons définis
- dans notre premiére publication; ces paramétres complexes /; sont
. reliés aux o, par des relations compliquées que nous avons données
[ voir 1 publication, chap. III; équations (43)].

Voici I’expression de A dans le cas le plus général

=1 ="
(13) A= 2 Yoy Lo - !7:(;14_,,— 2 Yo M 4= vo M, }

=11 =l
‘ t

u, ¢, w, permutation circulaire de 1, 2, 3 ; on a posé

21\’1/;:[/;-!-1;:, ziL/i—l/,«—l]:.

Un calcul un peu long, mais sans difficulté, permet de s’assurer que
Iexpression (13) de A satisfait bien la relation (12) quand on tient
compte de I'expression des o,,.en fonction des /,, soit

(14) - 0pg= [ Uizpey ], -
on a
W=y =3
( 15) ‘ ‘I‘\-l - Z iY""' L”’+ 1.",’_'(;]J'. -+ 2 Yu«' Mn' -+ Yu NI-’»,-

W=l =1

les /; étant normalisés comme nous I’avons indiqué dans la deuxiéme
partie, soit

Sous forme de tableau, la matrice s’écrit :
(M, iM, ] M+ iM,]  [L,—iL,] [L+iL,
(M= iM,]  [My—iM,] [L, —iL,] —[L;+ /L,

, ]
[ ]
[L; — L, | [Ly+iLa| [My+iM,]  i[M,+ iM,)
Ly — il ] —[Ls 4 ile]  i[My—iM,]  [M,—iM,]

(16)
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La matrice adjointe A+ peut s’écrire

=1 w=3

. T Y
A=Y i Lo — o Li 2 Yo Mo+ 4o M.

W=l

(17)

=l

En comparant (15) et (17), on voit que l'on a la relation bien connue
AT =1, A7 5

la matrice A n’est donc pas unitaire.
- Voici I'expression de A dans quelques cas particuliers.

a. Rotations spatiales. — Les paramétres /; sont réels et s’identifient
avec les paramétres d’Olinde Rodrigues ; la matrice A devient :

(l;+ [.l;;) 1’(1-1 -+ ilg) (0] o

| =iy (L —iL) o o
(18) A= o 0 (L ily) b+ i)
o 0 i(L—ily (L —1l)

On notera que le quadrant inférieur a droite ne fait que reproduire
le quadrant supérieur a gauche. Si les /; sont exprimés avec les angles
d’Euler, A prend la forme

- 0 ;8 0 —:2=%
— COS- e 2 (sin- e 2
2 2

(19)

Si les /; sont exprimés a I’aide des cosinus directeurs X, de ’axe de la
rotation spatiale et par la grandeur de son angle 6, A s’écrit :

[

0

0T [
cos;——zl.gsmi (p.;—zp.,)sm2

[— (2= T) sin g]

00“9—+—i sino-
R Pa S10 2

N

—k-
idem_

b. Transformation de Lorents pure. — Le systéme &', x,, x, est
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apimé par rapport au systéme x,, Z,, x, d'une vitesse ¢ 3, de grandeur
¢ et de cosinus directeurs A, = %‘(u—_— 1,2,3); en posant thy =0,
nous avons trouvé dans notre premiére publication que les /; avaient

pour expression

.

ly=idsh L, I, =chl.
2 2

Le tableau (16) prend alors la forme

chd ) 7\35hI (7\1—1—'1,'12)sh1,
2 » 2 2
0 ch% (7..—1'7&2)511%’ »-ngh%’
(a1) 2 , N
' dash L (21— 7h9)sh T ch ¥ 0
2 2 2
(A — ilz)shl‘j —ysh g o . chg )

On peut constater que toutes ces matrices coincident avec celles de

M. Louis de Broglie dans les cas particuliers qu’il a étudiés (L’électron
o)

magnétique, p. 148 et 154). Nous aurons plus loin occasion d’utiliser

quelques-unes de ces expressions; voici tout de suite une premiére

application.

Exemple d’application de la matrice A\. — Les équations de Dirac
admettent ‘dans le systéme de repos «, x,, x,, et en I’absence de

champ, la solution
' Y, == ek, $y = Aefors,
;:De_"'ﬂl';, 4/,,:]36""""’4,

ou A, B, C, D sont quatre constantes quelconques,

. Yot m,c?
ko, = amiv't = - W¢  avee v —_ —
L

71— .

e

7

V' et ), correspondent donc aux énergies négatives de { J, aux éner-
gles positives.
Dans le systéme z,, «,, «; on a la solution
(@, @ay @y ) = AT (g a2y 2,)

A~* se déduit du tableau (21) en changeant les signes des trois cosinus
directeurs 2. ’ ‘
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On. a aussi

;L .
X, == — lUpXP,

u, est le quadrivecteur unité tangent a la ligne d’Univers :

dx —
u,= —a,%", d_o':C\/l—@"dt,
d’ou
Bu !
Uy — ———— U, —— ———
VB Vi
on a u)=—1. On posera 3, =1 pour écrire
Er
22 - .
( ) Up I — p;ﬁ

Les nouvelles solutions s’écrivent :

(23)

| . . R
¢y —=Cch % etfotip” — [ ARy —+ B(d+ 2:)] sh ;( e~ tkoupar

l_ $.==Dch ;‘; etotp? — | A (3 — (hy) — Bly]sh % e—ikottpl

$o=—[Cs+ DO+ )] sh L ettt Ach Lethonr,

b,==—[G(A — iky) — D2, ] sh E etkvpar | Bchg e—thotpa,

Si I'on se borne aux énergies positives (CC=D =0), on pourra
comparer ces formules a celles de M. de Broglie (L'électron magnétique,
p- 163); pour que l'identité soit parfaite, il faut diviser toutes nos

solutions par ch%; ceci a l'avantage de donner des coefficients. qui

gardent une valeur finie quand {3 tend vers 1.
Pour faire cette comparaison on peut noter que 'on a les relations

! B
chy = Ny shy = — thy = B,
shi—-_L /—~_IT—__—1 chl = L '.—‘-—+1
A Vv S A Ve
W me W

myc r o —
cTVie e s m Vi B,

R e U i
2



RECHERCHES SUR LA THEORIE DE L'ELECTRON DE DIRAC. 85
Si I'on considére les équations complétes (énergies positives et néga-
tives), on remarquera que la transformation de Lorentz associe au
changement de signe de Dénergie le changement de signe de la
vitesse. :

Les équations de M. Louis de Broglie ( L’électron magnétique, p.281)
correspondent & une autre solution; aux signes (+ ) et (—) devant les
énergies correspondent les mémes f3,; cette derniére solution est d’ail-
leurs plus intéressante pour le calcul des solutions 4y (2, ., z;. z,)
qui se réduisent a des fonctions données pour x, = o. (Voir p. 280 de
l'ouvrage déja cité.)

Il existe bien entendu encore d’autres solutions ou 'on changerait
lesigne d’un ou de plusieurs 3, avec chaque fois le signe (+) ou (—)
pour P'énergie.

3. POTENTIELS DES FONCTIONS D'ONDES EN L’ABSENCE DE cHAMP. — Malgré
la différence de nature fondamentale qui existe entre 'onde de la
mécanique ondulatoire et les ondes de la théorie classique du champ,

- M. Louis de Broglie a souvent signalé une certaine analogie; par
-exemple dans L'électron magnétique, p. 139, 1l signale 'analogie qu’il
y a entre le passage des équations du premier ordre de Dirac aux
équations du second ordre de Gordon, et le passage des équations de
Maxwell aux équations du second ordre pour les champs H#".

En poursuivant cette analogie nous allons voir qu’il y a intérét, au
moins en I’absence de champ, & faire correspondre aux quatre fonc- -
tions ¢, de Dirac quatre fonctions potentiels ®,. Par analogie avec les
H77 qui sont reliés a leurs potentiels A” par des relations linéaires et
du premier ordre, les fonctions {, seront aussi reliées & leurs potentiels
®, par d’autres relations linéaires ct du premier ordre.

Voici les conditions qu'il convient d'imposer aux potentiels en
théorie de Dirac; il suffira qu’ils obéissent aux équations du second
ordre du type Gordon:

(%) (0 — ki) ®p==0  (k==1,2,3,4);

il n’est pas nécessaire d’introduire une condition supplémentaire qui
correspondrait a la condition de Lorentz pour les potentiels électro- -
magnétiques.

Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 2, 1949. 11
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La définition du champ ;. de Dirac a partir des potentiels est la
suivante : ‘
(25) Y= [Yﬂ(l;— Yoko] iy, P,

v, désignant les matrices de von Neumann; d’une maniére plus expli-

cite (25)s’écrit
by== (0 /co)_(lh—l— (04 + 9y) d),,+ 0, @,
Yom= i (0 — ky) Do+ (01— 7 0,) B, — 05D,
Wamm 1 (0, - ko) Byt (0 0y) By + 0, D,
Uy = i (04t ko) @, (03— i 0y) D, — 9, D,

Les équations conjuguées de (25) s’écrivent
(26) ‘ k!J}::(I’Z[d"'l’f/"*‘ ko‘i’o]iTw
<4

ou :
Vi = ity = — @ 077+ km].
e

I1-est facile de voir que les fonctions {, définies par (25) obéissent aux

équations de Dirac; il suffit pour cela de multiplier en avant les deux

membres de I'équation (25) par l'opérateur z'y“(y,, 0F 4k, yo>; au
: —

premier membre on a alors opérateur de Dirac appliqué aux fonc-
tions d’ondes ¢, et au second membre on a — (07— k;) @, qui est nul
d’aprés 'équation (24).

Aux fonctions de Dirac on impose la condition d’étre uniformes et
finies dans tout le domaine d’mtegratlon et de s'annuler aux limites;
il faudra qu'il en soit de méme pour les potentiels @, et pour leurs
dérivées 9,D, pmsque les ¢, contiennent les dérivées premleres des
potentiels.

Quand on effectue une rotation des axes dans!’Univers de Minkowski
les fonctions ¢ se transforment comme nous I’avons déja indiqué :
¢ = Ady; a partir de 'équation (25) on trouve que les potentiels se
transforment suivant la loi

‘1)'/\ —_ Y'vAY’P d)/;.

Exemple d’application des potentiels. — Ch01s1ssons comme poten-
tiels les quatre fonctions : -
—2211711-7-31 . 2w

’ ch
(27) (D"_gkmrwe sm—h—Wt.;




RECHERCHES SUR LA THEORIE DE L’ELECTRON DE DIRAC. 87
Les g, sont quatre constantes arbitraires :

_ mye B yyﬁ me
Vi—g e imp

Ces polentiels obéissent aux équations (24); les équations (25) donnent
pour les fonctions d’ondes de Dirac les expressions
RN ) W=

(28)' qJA-: are ~+—b/,-€T ,
en posant :

f a, = 2 W [glal““gr:]ﬁ-—gf.(}?[—‘l— l’pg)}l,
b=y [$12+8p+8(pit+ip)]
4= 3V [529"— g2 (pr— ip2) + &up:]s
bi= < &2+ 8(p2— p) — gips],
(29) / . v ' _
| == W LT 8P S pe) g 1>

C .y
b= 2 W | &pat+ &(p+ ip)+ g,

c . )
=g | — &(pi—ip2) + ps+ §12],

b= ch [ &(pr—ip) — gp:+ gy -

2 et o’ ont pour expression
W W

2= — + mye, 2= — — mye,
" C

on a donc les relations
(30) -+ b= g1

Y

ces équations (28), (29), (30) sont identiques a celles que I'on
trouve dans ’Ouvrage de M. Louis de Broglie (L’électron magné-
tique, p. 286).

Plus loin, nous utiliserons les potentiels d’'une maniére systématique
pour la recherche de solutions rigoureuses se réduisant au tempsz=o
4 une fonction donnée de x, x,x;.
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II. — Les grandeurs densitaires.

1. LkEs 1pENTITES QUADRATIQUES. — Les grandeurs densitaires les plus'
importantes de la Théorie de Dirac sont représentées par des formes
bilinéaires du type [ {7 v{, ], v désignant I'une des 16 matrices de von
Neumann. On peut aussi les exprimer avec les matrices o sous la forme
[L;ad,]; 1a correspondance est la suivante entre les deux représen-
tations

(Wi obe] = [$h o], [Pt e] = — [ ot
50 [Wirde) =[Siade], (el =— [$ianbil;
[Witu b = [zl (W] =— [iadel;
it b = [V dati], | [ries ] = — [Yiorons i ]

Nous utiliserons de préférence la notation avec les y et le ™ associé
car la variance tensorielle correspond alors aux indices des matrices y.

Les identités quadratiques que nous avons établies dans notre
premiére publication pour des formes bilinéaires plus générales du
type [ /iy 8] sont valables ici; pour simplifier I’écriture nous poserons

w=[1Y],  w=[P 7]
=Yl e=[Pd]
Ces tenseurs abstraits wy; a,, m,,, 5,, w, sont reliés aux tenseurs phy-
siques (w,), (a,), (M), (7,), (?) par les relations

(32) My = [ dpg ]

‘ \ (ap) =— ec a,,, () = tmye0y .
(33) (m])l/) — ‘_ ’npr/-

( (o)) = 41_ ap (7 =w, , 2Ky .
(a,)estla densité de courant-charge électrique; (5,) est la densité de
spin, (w,) la densité massique au repos; (m,,) la densité de moment
magnétique et de moment électrique; l'invariant (y,) est ininter-
prété (*). Nous utiliserons de préférence les tenseurs abstraits qui
simplifient les formules.

Les quatre identités de base s’écrivent

(1 P gy P == [P 0 — o' a?],

ah=—coh=(i—wj, - a,oP=o. N

(1) En fait il ne s’agit pas de véritables densités mais de densités dé valeurs
moyennes.
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On peut en déduire toutes les autres; voici les plus caractéristiques

’

Ly NPT == — (V307 tymPi = (v, 6P,

oy M == — vy ar, o, M ==y al

5 1 , R 1 —
(33) 5 Mo mr = — (w34 v3), Z My P == (¥ s,

;[mj’? me;— mlm;, ]: [ert — art] + -;— ol — w3 |

Une conséquence importante des identités précédentes, c’est queles 16
grandeurs densitdires peuvent se calculer a partir de sept d’entre elles;
par exemple avec a,, a,, m,, OU Wy, @, My,; etc. '
Donnons quelques indica\tions sur la maniére de calculer les autres
grandeurs connaissant a,, a,, m,,. On commencera par calculer o, et

w,.par les relations (")

—>—
Uy, My, — W, T,

—>\2 —>\2
9 P
(ail—’> - 777«“;) =] — O',f

L= . —
(on écrit'm,, au lieu de mm,>.
Puis, on calculera w, par la formule

o (_.'*)2 e
wi=w?—\ay ) —al;
-

. __'+ .‘> . - )
enfin on calculera m,, et g, par les équations

— - —_—> . —>
QY My~ W20 - = My N\ Qo

- — —> —
UpTp  — Wy My, == T =+ V1 Ty,

Quand on calcule les 16 grandeurs densitaires avec les quatre ¢, com-
plexes, on utilise en fait huit fonctions réelles mais comme il y a un

(") On trouve :

SN = ——
Wy === \T V(@ — m) 4 G o 4 (e — mib),-
9 .
; — I /\/ "W TRY] [ oW " ar
oy=1E — yy(uh— my) 4 bam — (ay — mg).

\/E " "W

En particulier si a,,m=o0 on a g,=o.
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facteur de phase arbitraire I'une des fonctions §, peut toujours étre
réelle; il ne reste donc que sept fonctions réelles.

2. LEs RELATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE. — Cies relations
ont été découvertes progressivement par de nombreux auteurs (');
W. Franz (*), W. Kofink (*) et O. Costa de Beauregard (*) en ont
fait une étude d’ensemble systématique.

Il s’agit de relations entre les densités de valeurs moyennes qui sont
des conséquences des équations d’ondes de Dirac. Certaines d’entre
elles peuvent s’expliquer par comparaison avec les formules de I'’Klec-
tromagnétisme des milieux polarisés, mais d’autres restent encore
ininterprétées, nous tacherons de pousser encore plus loin analogie
avec la Théorie des milieux polarisés; plus loin nous partirons de ces -
équations du premier ordre pour établir un nouveau groupe de rela-
tions différentielles du second ordre.

Pour obtenir ces relations on part des équations de Dirac (1) et (2);
on multiplie (1) en avant par ¢y, et (2) en arriére par y,;; v, dési~
gnant I'une des 16 matrices v, S0it Yo, Y, Yps> Yoy Yo-

Les 16 équations obtenues avec (1) sont combinées avec les 16 équa-
tions obtenues avec (2) par addition puis, par soustraction; on obtient
ainsi les 32 équations cherchées; elles sont au nombre de 16 sous forme

("y P. A. M. Dirac, The quantum theory of electron (Roy. Soc. Proc.,
t. 118, 1928, p. 351; J. vox NeuManN, Einige Bemezkungen sur Diradschen
Theorie (Zeits. f. Phys., t. 48, 1928, p. 868 et 880); W. Gorvon, Der Strom
der Diracschen Quantentheorie (Zeits. f. Phys., t. 50, 1928, p. 630);
H. T&rroDE, Der Impuls-Knergiesuts in der Diracschen Quantentheorie (Zeits.
S Phys., t. 49, 1928, p. 861); Ar. Procs, Sur la théorie de Diruc dans un
champs nul (Ann. de Physique, t. 20, 1933, p. 429); UnLiNBecK et LAPORTE,
New covariant relations following from the Dirac Equations (Phys. Rev., .37,
1931, p. 1553).

(?) W. Franz, Zur Methodzk der Dirac Glezchung (Sits. Math. Abt. Bay
Akad., t. 3, 1935, p. 379). ,

" W. Kow&x, Beziehungen swischen den Realitdtsrelationen (Annalen
der Physik, t. 38, 1940, p. 583).

(*y O. CostAr de BEAUREGARD, Sur dizrelations conséquences des équations de
Dirac (C. R. Acad. Se., t. 21k, 1942, p. 818),
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vectorielle d’espace au nombre de 10 sous forme tensorielle d’Univers,
les voici écrites sous cette derniére forme

. { 1. dya’—=o,
0
2. 9 kyovy =17,
3. Iy =10y,
Tr

k. 2 kya? + 0, mri—= o0,

_ B. ot — Qror—=— | — i ],
(36) ({ Yl)’/ . —_
6. o kymPl— [P uT — Q1ar | = [[/’v’/—- l’/’/’};
1. 9, mri == — ["’/—’,
Yp ’ —_
8. 2 kot — I, =1
9. 0= t‘/’;/,

| To ; 10. d, ¢ — o Lyivy = 0.

On a indiqué a gauche la matrice multiplicative y, qui a donné nais-
sance aux deux relations; la premiére est obtenue par addition, la
deuxiéme par soustraction. Les tenseurs ¢'” qui figurent au second
membre des équations ont pour expression :

(37) l"”’:[%fD'“{"t{Jk—— ?Y"D"%] : :

= [ i — Y O ] 4 288 AP i ]
Tous les tenseurs qui figurent dans ces équations possédent le carac-
tére de réalité des tenseurs d’Univers; ils sont imaginaires purs s’ils
contiennent une fois I'indice 4; I'invariant w, est aussi imaginaire pur;

toutes ces équations sont donc réelles.
En prenant la duale de I'équation n° 3 et en tenant compte de I'iden-

tité o, (d" (T} r-/’) = 0, on en déduit
(38) d{] I — ()I/ L.

Par contre les deux divergences du tenseur ¢ ne sonl pas les mémes;
en prenant la duale n° 6 et en tenant de I’équation n° 7 et de I'iden-

tité 0, (97 @’ — 0"a”) = o, on trouve
(39) [ — v = o kyoor,

Voici l'inlerprétation que I'on donne de quelques-unes des for-

mules (36) :
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Ne 1. Equation de continuité de Dirac.

Ne 2. Comme en relativité, la trace du tenseur mlerllque de
tétrode ¢+ est égale & un facteur constant prés a la densité ma551que

de repos; il y a cependant une différence essentielle car 2 n’est pas
nécessairement symétrique; on ne peut donc parler d’une véritable
interprétation.

Ne 4. Le courant total a” est la somme d’un courant de conduction
et d’un courant de polarisation; cette formule correspond a la formule
classique des milieux polarisés.

Ne 7. Expression du courant magnétique de Proca.

Les autres formules n’ont pas re¢u d’interprétations claires et
compréhensibles. M. O. Costa de Beauregard a divisé les relations
précédentes en deux groupes ( These, Paris, 1943, p. 70); 'un serait
formé par les relations a caractéres dynamiques (2, 3, 5, 8, 10) l'autre
par les relations ayant une significationélectromagnétique(1,4,6,7,9).
Il ne semble pas cependant qu’une telle distinction s’impose; on'a
plutdt I'impression que chaque formule est susceptible 4 la fois d’une
1nterpretatlon dynamique (ou cinématique) et d’une mterpretatlon
electromagnethue Telles sont par exemple les équations n* 1 et 5 et
nous verrons que dans le cas de 'onde plane monochromatique la
relation n° 3 que M. O. Costa de Beauregard range dans les relations
a caractére dynamique, s’identifie avec la relation de Frenkel dont le
caractére éleclromagnélique ne saurait étre nié.

On peut se demander pourquoi on ne peut établir une correspon-
dance plus poussée avec l’électromagnétisme des milieux polarisés,
c’est parce que I’équation n® 6 ci-dessus ne peul étre comparée al'équa-
tion classique 4mm — Hr=—F1 cetle derniére est du type mixte
carelle contient la grandeur den51ta1re m?" et les grandeurs finies H?? et
Fr? tandis quel’équation n° 6 ne contient que des grandeurs densitaires.

Cas de U'onde plane monochromatique. — En 1’absence de champs les
équations de Dirac admettent la solution
‘ — By
)y = ———r= .
by = Aje—thi? avec Vi1i—p (Bi=1).

.
u;,—-'.— I
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Deux sculement des qualre constantes A, peuvent étre choisies arbi-
trairement [ voir équalions (23) ot l’on fait C =D = o pour supprimer
les énergies négalives]|.
Ona
= Afelhmpr? avec AF={A}vs,
d’ou

VF =k, ur by, Il = — iy ur .

Ceci donne pour le tenseur 77 I'expression

== ok ur [ Uiy .

Les grandeurs | {;y*d,] sont des constantes et I'on a
[yt e ) = [y A

Les 10 équations différentielles (36) s’écrivent alors

I 1, o=o, 2. 9w, =iu,a
3. 0= u,mr, he ar —=io uwry
(40) 5. vz wrat — uiar, 6. mrr—= [[a'/ w! — gt u/’J:
7. o==w,ur 8. ¢/ —=iu,mri,
9. 0=z u,Gh, 10. o, —o.

Ces relations ne sont pas indépendantes; on peut toutes les déduire des
n" 4 et 10, soit
ar == iy u’,

(V== 0.

En effet I'équation n® G résulte de 'équation n° 4 et de I'identité (34)
ou l'on fait ¢,=o0; 'équation n° 8 résulte de I'équation n°® 4 et de
lidentité a@,m’= ' 57 équation n°2 résulle de a/ =’ — w? quand
on y fait w,=o.

Quant aux équations de numéros impairs, elles se déduisent immé-
diatement des équations de numéros pairs.

Si l'on veut calculer explicitement les tenseurs vy, a”, m", s* on

Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 2, 1949. 12
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utilisera les expressions suivantes des conslantes A,[équations (23)]:
Aﬁ:—{A}y+B(h4—Mg]mg,

Ao=—[A (h— i) = Bl]sh T,

A,=Ach?,
2

A,=Bch?,
2

ol A et B sont deux constantes arbilraires généralement complexes;
on trouve ainsi
wy—=— [ (A*A + B*B).

Il vaut mieux calculer les aulres tenseurs dans le systéme de repos,
puis appliquer les régles de transformations pour avoir leur valeur
actuelle; on trouve

WO=— ((A*A - B'B), ml=—0o,  mf=o,

wy w2 Wk
dV= (A*B-+B*A), al®) = o, af?) = — Wi,
d = {(A*B—DBA), o =o, W= o,
A (A*A — B*B).

Pour les valeurs actuelles, on trouve par exemple
gy = w0 a?=(A"A +B*B)wr, ....

Revenons aux relations (40) et cherchons leur signification.
L’équation n° 3 est la relation bien connue de Frenkel; écrivons les

) . . , —> > ——> >

équationsn® 6 et 8 sous forme vectorielle d’espace; <m,‘,,, =In My, = p.>

> B ¢ -'> . -;
(6,) - ‘u:_\/r——ﬁﬂ Lo‘—}-w,.zf ;.
, - >
> 1 > 1%
Ga g il )
(62) = =] A c],
. > 1 F-: '>\ e
(8)) “:—\/1_@2(;/\7‘)*“‘]’
. . >
(8.) . ai:——z——g.p..
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(6,) est lice au double magnétisme de I'électron; quand = o elle
donne avec les lenseurs physiques définis par (33),

(52) == ().

4

(6,) montre aussi que les trois vecteurs ?, {i, > sont coplanaires et
de (6,) on en déduit que :, toujours normal au plan des trois vecteurs
précédents, est nul quand ¢ =o.

Quand ¢ tend vers ¢, 3 tend vers 1 et les grandeurs densitaires
précédentes (sauf ¢v,) tendent vers I'infini. Cependant les grandeurs
intégrées restent finies car la condition de normalisation conduit en
fait (') a remplacer les grandeurs [{*«, 4] par

[[iﬁ;\tl} (o] = MAT BB
k%o i

Vi— @2
(Vorr par exemple le calcul de M. Louis de Broglie dans son‘Ouvrage
Particules a spin, p. 86-88.)

3. LES RELATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE (). — a. Premuére
Jorme. — Par dérivation desrelations différentielles du premier ordre
et en tenanl compte de I'identité suivante valable pour un tenseur
anlisymélrique quelconque B

[0 Brr — Q1B ] + | 00 B — 1B | = — a1,

e

(') En supposant le corpuscule enfermé dans un volume ¢ — /// de la condi-

tion de normalisation donne en effet

A"A 4+ B'B . v Vi— 52
Ny [ﬂ dy =1, d'out CC CATEBE

s

. . . N .7 =
En particulier lagrandeur £, == sy dp :n*.jﬂ deestégale d Qy—=— (1 — 32

(*) E. Derano, C. R. Acud. Se., 1. 218, 1944, p. 36-38.
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on obtient aisément les relations
1. [07—=445] = 0,075 — ok tr,
o [ 4k w= O, 01— iiv] ok,
8. [0 — k2 mer=—af, [ o — 11]
—+ [d/' O — Q1 [U’/':I — [oreT — greor],
b [0p—442) ar= ok, —d,| tr—rrr],
8. [dr—4ky] we=—0, I/”/',}

On voit que si les tenseurs du type " étaient nuls les grandeurs den-
sitairesdutype| &y, ]obéiraienttoutesaux équations (o, —4k)[ ]=o.

Dans ces relations, comme dans les relations du premier ordre, le -
lenseur 2" ne figure que par ses coniractions . et l/"/>,-/ et le champ
¢lectromagnétique H?” ne figure pas explicitement; il n’en sera plus
ainsi dans les nouvelles relations du second ordre que nous allons
maintenant établir. '

b. Deuxiéme forme. — On part des équations du second ordre (4)
el (5) de Dirac écrites sous la forme

. 3 > : »
(/|3) qu I\TOB . _l e Y/.u/ I,I/)I/J —o,
< 2

en posanl;
P""()’—')ISA ()' 22A /(;”
>
B——()'—|— 2z,d' \ — 22A7 _/f"
~ <—-

En multipliant (42) en avant par {y* et (43)en arriére par y*{y, puis
en combinant les ¢quations obtenues par addition et soustraction, on
obtient les relalions cherchées; voyons quelle sera la contribution
apporlée par les opérateurs E et E; on a, en tenant compte de la rela-

tion de Lorentz 9, A= o pour les polentiels,
U [T B+ P ] =0 [y ] — 2 {07y 0,0 | 4= ade Akeds,
+ 2 [y ] (2 AL — A7),

WP i
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Cetle derniére expression est particuliérement intéressante puisqu’elle
fait apparaitre la divergence des tenseurs ¢“” dont I'imporlance
physique est trés grande.

Voici sous la forme tensorielle d’Univers les 10 relations du second
ordre :

1. % I:Y“ (B—i—B):ld;/;:: PR §
2, % [Y (B+B>an,{:~ﬂziu, 2
(44) 3 A[ /"/(B+l )]H"A: oie| oy 1177 — v T |
b Pf [/ (B+D )] Gpr= 2dea, 1
5. X | L0 | __- 'u —Tr.
b W[ (] bt
1 d,,l”’/' =z 0,
2. 9, == — 2de a0,

5 3. O trvr=—aic[mr N7, — marllr.),
(.p)) ’ r.
. k. (),/t;”/ fove 2re O’,/“/“/,

5. 0,000 —o.

Cherchons la signification physique de ces équations.

Les seconds membres des équations (44) n'ont pas d’analogues
en électromagnétisme classique des milieux polarisés, sauf cependant
le premier qui représente la densité d’énergie potentielle; on rencontre
aussi en électromagnétisme classique une formule analogue au second
membre du n°4; les équations de Maxwell admettent en effet la
solution

v, =0 quand ¢, == const.

)

Mais-cc sont les équations (45) qui sont les plus intéressantes; les
n> 1 et 5 se retrouvent en électromagnétisme des milieux polarisés;
elles expriment la conservation du courant de conduction et du courant
magnétique.

L’équation n® 2 qui a é1é donnée par Télrode lui a permis de doter
son tenseur 7 des coeflicients physiques nécessaires; on reconnait-au
second membre, a4 un facleur pres, la densité de force-puissance de
Lorentz; le premier membre doit étre inlerprété comme la divergence
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du tenseur inertique; ce tenseur n’est pas symétrique mais on peul le
I . A

remplacer par - (#7774 11), car la divergence est la méme sur les deux.

indices d’aprés (38); il y a cependant une autre différence entre cette
équation et I’équation des milieux polarisés; au lieu du courant tolal
a’ qui figure ici, il y a le courant de conduction qui correspond en
Théorie de Dirac au courant ¢°-* de Gordon.

Dans le second membre de 1’équation n° 8 on reconnait, a un facteur
constant prés, la densité de moment pondéro-moteur d’Univers
appliquée au fluide fictif de Dirac parle champ; d’ou 'idée assez natu-
relle de choisir les coeflicients physiques du tenseur ¢7" de maniére que
sa divergence s’identifie avec la densité de moment pondéromoteur.

On a ainsi les expressions suivantes pour les tenseurs physiques

(") correspondant aux tenseurs abstraits ¢ :

2k
l(l,/) e 2o [0
o (o,
4Tt
T — = (1),
o
A . 47\2
(46) ‘ Y a—— im, (l/_L> (l/"/"’),
i =
or —= —2./(”(15"’)'

ec

Seul le tenseur % reste ininterprété; M. O. Costa de Beauregard a
calculé les deux divergences de ce tenseur (Thése, p. 85) qui corres-
pondent & nos formules (45), et (39).

Il est bon de noter que les équations (44) ne sont pas autre chose
que les équations (41) mises sous une autre forme

Cas de l'onde plane monochromatique. — Elle est solution en 1’absence
dechamps (H,, =0); les seconds membres des équations (45) sont nuls,
le tenseur 7 a pour expression

T =— 2 kyivy uP u? car a’— v u”r.

Avec les tenseurs physiques (33) et (46) on a
(47) (1727 = (sw1) VPV,
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Ve élant la quadrivitesse relativiste; (v,) qui est une constante est
bien égale a la densité massique au repos.

Les quatre équations (45), signilient que I’accélération v” est nulle;
I'onde planc monochromatique correspond bien au mouvement recli-
ligne et uniforme du fluide de Dirac.

LLe tenseur physique (£") a pour expression

n,e .,
(48) (rpry= — Ty,

4

A. LES MOMENTS CINETIQUES PROPRES DU POINT DE VUE RELATIVISTE. — Nous
nous proposons de retrouver ici les résultats obtenus par M. Louis de
Broglie ('), mais d’'une maniére plus rapide et plus générale; nous
montrerons que 'on peut adjoindre aux trois composantes d’espace S
du spin fini une quatrieme composante 5*, les qualre composantes S
formant un pseudo-quadrivecteur; nous préciserons enfin le passage
des grandeurs finies S” aux grandeurs densitaires ¢ en metlant bien
en évidence le caractére de tenseur complétement antisymétrique de
rang 3 de ces derniéres.

a. Mousement d’un point. — Nous allons d’abord définir un pseudo-
tenscur purement cinémalique. Soit un point qui, dans un cerlain
systéme a des coordonnées X, X/ X', et une vitesse ¢. B, ; les X' et
les B{, sont des fonctions du temps ict’= X/, .

Si ce premier sysléme est animé d’une vitesse ¢{3* par rapport & un
deuxiéme systéme et si un observaleur se trouve placé dans ce
deuxiéme systéme, il attribuera au point une position X el une
vitesse ¢B* qui seront des fonctions du nouveau temps X,; on
pourra les calculer par la transformation de Lorentz et par la régle
relativiste de composition des vitesses.

Une fois ce résultat obtenu, le deuxiéme observateur pourra
toujours décomposer les coordonnées X¢ et la vitesse ¢BB3* en deux
parties d’aprés les régles classiques de la géométrie et de la cinéma-
lique de Galilée. La décomposition la plus naturelle est celle qui fait
correspondre la premiére parlie au mouvement rectiligne et uniforme

(1) Louis e Brogrie, Particules a spin, p. 48 4 53.
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du premier systéme, soit 1= —{3*X, pour la position et ¢ 3* pour la
vilesse.
Pour exprimer p]us commodément les quadrivilesses relativistes
B rs,,

sous la forme

I]Olls oserons
Vi— B’ \/1 P

B.,— ﬁkr; 7.
En posant aussi *= X" on aura
(49) np=— 1B, X, (p=1,2,3,4).

Considérons alors le déterminant suivant :

K N2 N » T

. Bl (32 63 }3@
(50) ) A=—i Xy X, X, X, =o.

B, B, B, B.

Vi— B2 Vi—B i—B2 i— B

Il est nul car les éléments des deux premiéres lignes ne différent que
par un méme coefficient.

Désignons par S” le mineur de v’ pris avec son 51gne les trois -
composantes d’espace S“ correspondent aux trois grandeurs de
M. Louis de Broglie (nous ne ferons pas ici le calcul détaillé car nous
avons en vue linterprétalion des grandeurs densitaires; nous le
reprendrons plus loin qnand nous chercherons a interpréter les gran-
deurs intégrées).

- Nous sommes donc amenés a associer a ces tr015 composantes S" la
composante 5" :

ﬁl 52 ﬁ:;
(51) S,.=¢
‘ B, B, B,

Vi— B Vi— B Vi— B

Comment se transforme 1’étre mathématique S” dans une rotation
d’Univers ? Pour le voir 1l suffit de remarquer que si dans la deuxiéme

=

7" seraient des lenseurs complétement antisymétriques de rang 3; ils

ligne du déterminant A on avait ——— au lieu de 3, les mineurs de
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se transformeraient donc comme un quadrivecteur; tels qu’ils sont ils
se lransforment donc suivant I’équation

(52) Sp= 0y St \/‘ — f.

Dans le systéme de repos on a
B, . B

" K

(53) St =0, Sty = X

S‘(‘(;)l est donc égal au moment de la quadrivitesse d’Einstein.
En développant le déterminant A sur la premiére ligne, on en déduit

B,, S7=—=o.

~

Pour passer des grandeurs cinématiques aux grandeurs dynamiques,
il suffit de multiplier par la masse au repos m, du point matériel.

b. Grandeurs densitatres. — Pour définir une densité de moment
cinétique propre o’ qui soit un quadrivecteur, nous pourrons partir du
pseudo-lenseur purement cinématique défini dans le paragraphe pré-
cédent; les vitesses B” et 37 ne seront plus des fonctions du temps
mais formeront deux champs de vitesses fonctions de x,, x., x;, ;.

Pour passer de la grandeur cinématique a la grandeur dynamique,
il faudra multiplier par 1’élément de masse au repos dm, qui est un
invariant; on a

dmg=p, doy=0" dv
comme
dy = dy, \,/_[-——{3
on a ‘
' Po

N — ———-
Vie

i

[ Pour I'élude détaillée de celte grandeur p’ et des autres grandeurs
dynamiques relatives aux milieux continus, voir I'article que nous
avons donné au Journal de Mathématiques (*).]

(") E. Doraxn, Journ. Math., t. XXV, fasc. 3, 1946.

Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 2, 1949. 13
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o sera donc le mineur de v” dans le déterminant suivant qui est
d’ailleurs nul ‘

-1 1> s KB
B Be B B
VitE VieE Viep Vi
(54) — tPo . ~ . — o0
X, X, X, X,
B, B, B, B,
Vi— B, Vi—B Vi— B i — B2

En développant le déterminant suivant la premiére ligne, on a
(55) 5'/'7’: 0

o” est un tenseur complétement antisymétrique de rang 3; il se trans-
forme comme un quadrivecteur, on peut aussi 'écrire sous la forme

SR TR R R L |
U Vi—Bs Vi— B2 V1— B2

La grandeur ] a”dy n’est qu'un pseudo-quadrivecteur comme dans le

paragraphe précédent; c’est la grandeur de fc/’ dv qui redonne un

quadrivecleur.’
Une fois que 1'on a définila dens1te de moment cinématique propre,

-1l est facile de donner 'expression du tenseur antisymétrique m” qui
correspond & un coefficient pres, a celui de Dirac; il suffit de poser

" 3. . ﬁ—/l ]
5 m’—=— 1| ¢ ———— — g ————— |.
©7) N [ Vi—g o Vi

On en déduit aussitot la relation de Frenkel §,m= o.

III. — Les grandeﬁrs intégrées.

Les grandeurs densitaires étaient représentées par des lettres
mlnuscules nous désignerons les grandeurs intégrées par les lettres
majuscules correspondantes, on aura donc

'Q‘: W“ﬁ d(’, c—tp:ﬂap d(), .
(58) - ‘ " Ollp,,:ﬁmpr, dy.
‘ Qz:ﬁfv-z dy, Sp=|[f o, do, )
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Nous désignerons aussi par T*” la grandeur intégrée correspondant

ar, ‘
L'intégrale de volume n’étant pas invariante, les grandeurs intégrées

ne sont (ue des pseudo-tenseurs; il faudrait prendre I'intégrale de

temps de ces grandeurs pour retrouver des tenseurs.

1. L/INTEGRATION DES RELATIONS DU PREMIER ORDRE. — Les relations
entre les grandeurs intégrées sont plus simples que les relations entre
les grandeurs densitaires, car tous les termes contenant des gradients
des divergences, des rotationnels peuvent se transformer en intégrales
de surface el d’aprés les conditions que l'on impose aux fonclions
d’ondes de s’annuler aux limites du domaine, ces termes sont
nuls. _

Le caractére tensoriel étant détruit par l'intégration, nous serons
obligé d’adopter les notations vectorielles d’espace ; nous continuerons
d’utiliser le jeu des indices d’Univers p, ¢, r, s qui varient de 1 a 4
dans la régle de sommation, mais nous introduirons aussi le jeu des
indices d’espace u, ¢, v qui varient de 1 4 3.

Voici les relations entre grandeurs intégrées qui correspondent aux
relations (36) entre les grandeurs densitaires :

de [ de _ - -
1. . —= o, 6 % -2 /fo INss — [’[‘u,v Ty _I,
9. 2/f091: 'l‘:/,;/) ) { 2/\"0 M = [TE,&___ 'I‘E,u']’
’ 1‘1!1/,;/ —o, < dJl‘U“’ — T-G'”’Z
3 19 7 et
: @sar T :
dx, w o= T4,
Ao , ‘ ok St = — Tur: |
b ) PR Sre =T, g | o '
2 ky Q= T0- [ kS =T
() = Y W
s Tos = T, 9. 0 — ’]‘7),;“
5. ) dsw " s
—_— —_— w.o __ T A . —
l o — [Twr — Tea], 10, 2k Qu— T =,

En multipliant par z* avant d’intégrer par parties, on obtient de
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nouvelles relalions; en voici lrois qui sont parliculiérement inté-
ressantes. '

{
(60) Qu= [ gua dy,
{a,
(61) . 2k [.7;“ at d, - Oll"*:fr" 104 de,
(62) mzw:—fz"'tax“dv.

L’équation (59), est la plus connuej elle s’écrit aussi @, = const. et
I'on sait que les ondes sont normalisées en choisissant la constante
égale a 1. ’
L’équation (60) montre que Q" est la vitesse du centre de gravité
de la probabilité 4 un facteur constant prés.
(61) est une équation donnée sous une autre forme par
Schrodinger (). Elle montre que les coordonnées du cenire de

gravité de la probabilité peuvent se décomposer en deux parties
dont l'une ;-lFDTL"‘ garde toujours une valeur trés petite (Tremble-
lu N

ment de Schrodinger).

La premiére équation (59), est obtenue en dérivant (61) par
rapport az, [(voirplus loin, équation(88)]. Ladeuxiéme équation (59),
montre que @, et T°* ne différent que par une constante multiplica-
tive; nous donnerons plus loin l'interprétation de cette formule.

La premiére équation (59); montre que T * = T*" malgré que les
grandeurs densitaires ne solent pas symélriques; par contre T*" est
différent en général de T, comme le montrel’équation suivante et le
défaut de symétrie de ce pseudo-tenseur est égal a la dérivée du spin
fini S*. ’

(39): avec T**=o0 montre que la masse magnétique totale est

nulle; 'équation (62) montre bien que ¢** est la densité¢ de masse
magnétique. A

2. LINTEGRATION DES RELATIONS DU SECOND ORDRE. — Nous n'intégrerons
que les équations (45) dont l'interprétation est la plus simple. Les

(") Ann. Inst. Henri Poincaré, v. 11, p. 357.
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_termes en divergence donne des inlégrales de surface qui s’annulent
et il reste : ' '
! 1 dTo.+

T

dlvt ——aie [
7 f(,l,, Ter dy,
x,

drss ,
: - 215fu,,]1"” dy, . .

= 0,

dx,

dTuvs

4 dx,
(l:l‘( [

¢
Tos
L-ZJI— = zisfa',, Hevr dy,
h. o

dTH+ ) )
7 = iz | o, dp,
Ly

d1o
dat

—aic f | A — e T | o,
(63) 3. .
= 2l'sf]‘ more Ry — mie Ry | dye.

dax,

923

Si 'on multiplie par 2 les équations (45) et si I'on intégre par
parties on obtient les équations :

1. T"«'L:d(i f w10 dp,
Ly

. d ,
‘ Tuv — o fL' ted dy + 2Lafx" a, Ner dy, "
B ./’_

4
ol . .
( T — fx‘ thh dy 4 fzzsf x a, ' dp,

¢ / Ay,

2.

. d . _ .
‘ e — f$zt A (]‘, —+ 2[€f$ll[’)L|~<|' “.@”"___ mhw ”‘,w l (lv,

dr,

d . . .-
} s —— F\f‘rw vk (lV —+ 2LE[.‘I)”'[IR“" I‘I"/, — ' Hu/’] d(,,

4
~

— d ‘ -~ .
‘ Tew = T ]15“ Lt — atafx" a, 117 do,
+ .
{

64) { 3.

The = i 2t e — 2i5fx“ g, T,

dr,

5. 1o — _d__ 2t 0.0,
da,
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En tenant compte de (38) qui exprime ’égalité des deux divergences
du tenseur 7, on en déduit.au lieu de la premiére équation (64),
I’équation suivante

(65) e (—Zél—fx" v dy + 2l'sfac" a, 0.

En combinant cette derniére équation avec la deuxiéme équation (59);
on en déduit @ :

66 A Sw | [at v —z ] do y =— 2ie | [x¢ a; H'T — 2" a, H7 ] dy.
dzx, 7 7

Cette derniére équation est bien connue; au second membre figure le
moment de la force pondéromotrice et au premier membre figure la
dérivée du moment cinélique total (spin plus moment cinétique
orbital). , '

On peut trouver une formule analogue avec £,. Soit

(67) %é Q, —|—/x, (bt dp } =—2 iefxu [ m# Ry, — miv R dy.

Cette équation (67) montre que méme en ’absence de champ, Q, n’est
pas une constante; il faut pour cela lui adjoindre la grandeur

2, 0% dy.
Signalons enfin pour terminer 'expression

1

(68) . » S” — 5 f{xu(lb o Zs-,-’») — l‘“(l"'u— l”"") d‘,‘

Avantd’aborder le chapitre suivant nous voudrions faire une remarque
sur les grandeurs intégrées de la théorie de Dirac et sur les grandeurs
finies de la théorie des milieux polarisés.

Dans cette derniére théorie on peut effectuer sur les grandeurs
densitaires deux types d’intégration en volume. On peut prendre
I'intégrale de volume ordinaire qui conduit & la grandeur totale; par
exemple l'intégrale de la densité de moment électrique donne le
moment électrique total. .

Le deuxiéme type d’intégration fait passer des grandeurs densi-
taires aux potentiels par 'intégrale de la grandeur retardée divisée
par r. '
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- On peut se demander s'il en est de méme en théorie de Dirac; la
réponse a cetle question est affirmative; quand on veut délerminer le
champ dipolaire rayonné par I'atome d’hydrogene par exemple, on

calcule la grandeur fm”[q;,c ¢:]de; on pourrait penser qu’il s'agit

simplement du mouvement du centre de gravité¢ de la probabilité;
mais quand on remarque que les raies quadrupolaires se calculent a

partir de la formule fx”w"[a}); ¢i] dv, on voit bien qu’il s’agit en fait

des deux premiers termes du développement en série de l'intégrale
relardée

comme cela est bien connue en théorie cla531que.
Nous pouvons généraliser et dire qu’en théorie de Dirac on peut
faire correspondre aux grandeurs densitaires des potentiels.

dp
Par exemple. f m(" — correspondra au potentiel de polarisation

, dv .
M, faé ’—' correspondra au potentiel total A?, elc.

"Bien entendu ces analogies sont purement formelles et I'on sait
parfaitement que le fluide de probabilité de Dirac n’est pas'une
véritable densité de charge électrique; elles n’en sont pas moins
intéressantes.

3. ESSAI D'INTERPRETATION DES GRANDEURS INTEGREES PAR LE MOUVEMENT DU
CENTRE DE GRAVITE DE LA PROBABILITE. — a. Les coordonndées du centre de
gravité de la probabilité. — Elles sont données par les formules

x“:f 2| P oto i o =— ’f @uYE s Pe] do,

les intégrales de volume étant élendues & tout I'espace. Ces X, sont
des fonctions du temps X, = uct.

L’équation (61) montre que ces coordonnées se décomposent en
deux parties; en posant

="~ 2/.‘ @ 10 d,

L
I o de,
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cette équation (61) s’écrit

(69) ‘ . Xy=n,+ E_ll‘

La grandeur v, peut prendre des valeurs quelconques en fonction du
temps el correspond vraisemblablement au mouvement classique
observable de I’électron.

L’autre grandeur %, est toujours plus petite ou égale 4 —— = _h
gre su y p p 168 ok, hmm,c

en vertu de la condition de normalisation; c’est le tremblement de
Schrodinger. ' v

Ce tremblement subsiste en I’absence de champ, quand par consé-
(uent 7, peut correspondre & un mouvement rectiligne et uniforme,

Fig, 1.

la trajecloire du centre de gravité P de la probabilité a alors I'allure
hélicoidale de la figure 1.
(69) peut donc s’écrire encore

—— = =
OP =OM + MP.

Tout ce qui va suivre se rapporte au cas ou le mouvement du point M
est rectiligne et uniforme de vitesse ¢{3,.

Nous allons voir comment une telle décomposition est possible
pour les coordonnées de P, en conformité avec les régles de la théorie
relativiste classique.

Soient X[, les coordonnées d’un point P, en mouvement dans un
certain systeme M, X/, X7, X{, ; les X!, sont des fonctions du temps ¢
ou mieux de X/ = ict’ el nous supposerons que la trajectoire reste a
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'intérieur d’une petite sphére; ce sera par exemple une courbe fermée
(fig- 2)- _

Si ce systéme est animé d’un mouvement de translation rectiligne
et uniforme par rapport & un autre syst¢tme OX, X, X, quel sera le
mouvement pour un observateur placé dans ce derniersystéme ? Pour

J
0) : +
Bo)
Po \‘\‘\‘ \ x(g}
M, -
Xg
Fig. 2.

résoudre ce probléme on a les équations de la lransformation de
Lorentz pure

N v I
b= 0+ %_”_, [ \/—_—:__5; — 1] 5
. . | — B2
(70) —'\/J: ])/):/«\(”0)' avec : B
[
btr-$:—bi:1:_i——”—' by —= ———— »
Vi g Vi—p

On peut préciser et écrire
(71) Xu: buw Xl‘(lo)'l" bul X{'o),
(72) X, == b0 XEO) —~+ by X(J’O).

L’observateur dans le premier systéme exprimait les X[, en fonction

de X;,.. L’observateur placé dans le deuxiéme systéme exprimera les
coordonnées X, en fonction de X,. Pour cela il calculera X/;, en
fonction de X, par la formule (72) et il portera cette valeur dans
Iéquation (71) (n’oublions pas que X, figure implicitement dans
les X* ). On obtient ainsi
y . 1 o . /J"',
. (79) Ny == Elblu buw— b'n'[)u';J ~\ju;"“ ‘[)T A,

Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 2, 104y 14
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Posons _

. v L o X2 ———
(74) Su— —{)—M |_ b-’&-i bmr— ‘b.w'bu’t_l XEIO): X&O) —_ IG"E@T{-O).[I —_— VI —_ 62 ],
(7‘)) . WILZFXJ,Z;ZSIIXA-

L’équation (73) s’écrit alors
(76) - ; Xu:nu‘i‘z_u'

'
Elle correspond a I’équation (6g) de la théorie de Dirac; 7, est bien
I'équation d’un mouvement rectiligne et uniforme et £, conserve une
valeur finie quand B tend vers 1; cette derniére condition est indis-
pensable pour qu’on puisse assimiler le £, de (74) a celui de la théorie .
de Dirac, car ce dernier reste trés petit; avec (74) on trouve

.’:.Z = X(Ow )i — (Bu Xfloy)za

ce qui montre que £ est toujours plus petit que (X, ). ; comme nous
avons supposé que (X,)’ restait toujours plus petit qu'une valeur
donnée, il en est de méme pour £. De (74) on peut aussi déduire

B2 B Xty VT

Quand § tend vers 1, quelles que soient les équations du mouvement
dans le systéme primitif, $,& tendra vers zéro; ainsi une vibration
quelconque qui se propage a la vitesse de la lumiére est nécessai-
rement transversale. Ce sont les composantes dans la direction de
-propagation qui subissent la contraction de Lorentz.

On peut dire que &, est I’équation du mouvement vu par I'obser-
vateur du systéme OX,X,X;, mais rapport¢ au systéme entrainé

0%, Lk, (_ﬁg 3)

En posant v, = X, on peut écrire
(77) \‘; Zo+ m" avec £,=o0,
(76) et (77) peuvent se réunir dans ’équation unique
(78) Xp=m,+%, (p=1, 2,3, 4).
On pourrait considérer 7, el &, comme des quadrivecteurs et
admettre que I'on a dans le systéme primitif

(79) XOy=Elo,+ 0l
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II est facile de trouver des &, et des 1!’ qui par la transformation

de Lorentz pure donnent les £, et v, des formules (74) et (75),
Ei=oetn,=X,. Cesont

e o Yu
(80) "){lo‘,—“f t.mﬂ—~\mm
ﬂ(‘o): \"/ 1— |3-"7]‘i-s .’:_(in_,-: X(‘.u) - n(lxn):_ ivaE’n),
qui donnent
(81) E./': /)/H/E/E/U‘,s TI/;: /)/u/n:/())'

,

Il importe de noter.que cette décomposition de X', donnée par la .
formule (70) ne serait pas possible pour I'observateur placé dansle

systéme entrainé; pour lui, il n’y a pas & décomposer le temps X/,
en 7/, et £, ; la vitesse §“ qui figure dans les formules (80) lui est
inaccessible en vertu méme des principes relativistes; on sait en effet
qu’aucune mesure effectuée dans son systéme ne peut lui permetire
de déterminer la vitesse de translation de son systéme.

Nous avons donné cetle formule pour montrer que si I'on consi-
dére £ comme un quadrivecteur, &, ne saurait étre nul dans tous les
systémes; cette particularité ne se présente que dans le systéme
OX, X, X, parce que l'on utilise le méme temps pour exprimer le
mouvement du point'M et le mouvement du point P.

Litant donné le caractére artificiel de la décomposition (59) avec
les formules (80), nous ne considérerons pas, dans la suite de cet
exposé, £ et v’ comme des quadrivecteurs; ils se transformeront
suivant les formules (74) et (75). On conviendra de choisir dans tous

les systémes le méme temps pour exprimer les mouvements des deux
. ,
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points M et P; £, sera donc nul dans tous les systémes; on aura en
particulier au lieu de (80) les expressions

o

(82) | 0= 0, o= X{)

? 00, == Xfoy» Z(,"oz:_ 0.
L’équation (78) sera valable dans tous les systémes.

b. La vitesse du centre de gravité de la probabilité (*). — En Théorie
de Dirac la vitesse ¢B, du centre de gravité de la probabilité a pour
expression

(83) By (N — f it | do = — f i zabe] .

La composante de temps B, est un invariant; elle est égale a 7 dans’
tous les systémes de référence; on a, en effet,

(84) &:ﬁyzuﬁﬂ%ﬁ%wmﬂfp,wum

et la condition de normalisation donne

fwﬁuum~1

On comprend pourquoi en Théorie de Dirac 'on n’utilise pas la
quadrivitesse relativiste

B,
a3

/ . ) e Vi— B2

Cette derniére devient infinie quand B tend vers 1; or la vitesse du
centre de gravité de la probabilité peut étre trés voisine de la lumiére
et méme lui étre toujours égale. La longueur dans I’espace temps de
la quadrivitesse d’Einstein est un invariant toujours égal a —1;
@Bl=—1.

La longueur de la pseudo-quadrivitesse de Dirac est un pseudo-
invariant que l'on peut faire correspondre dans le cas qui nous
préoccupe du pseudo-invariant ,

(85) B =— (1 — B2).= Q,

(p=1. 2,3, 4).

(') Les vitesses B,, 3., #, que nous considérerons sont en fait les vitesses
divisées par la constante c.
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nous poserons
(86) Q==— i\1— B

En théorie de Dirac on a
(87) = [l do =1 [ [ Yt do.

La grandeur fﬂ. dX, est bien un invariant; c’est le temps propre

de la cinématique relativiste-(*).

La premlere equatlon (59)., que nous avons déduite de la théorie
de Dirac, s’écrit .
(88) B,= 5.+ 2,

en posant

) ” _ Elﬂ_“ — o
(89) e 2/.,,T
(9¢ déy 1 don
90) W=, ok, dx,

La deuxiéme équation (59), s’écrit
(91) B, =8, ou Bi=8+ a, avec o, =0
en posant

04
b= T

On peut donc réunir (88) et (91) dans I'équation unique
(92) L B,=5,+ o:,;. ‘
On peut aussi obtenir la méme formule en dérivant par rapport

a X, I'équation (78) que nous avons déduite de la théorie relativiste
classique; nous avons donc d’apreés (74)

diy LdXE
(93) 9‘11*—--Id>x (bikbun—bm '”)B"”d}\

[ g “p,%— =%

(') Voir Louis bk BroeLie, I'Electron magnétique, p. 223, dans le cas ot le
mouvement total B, se réduit au mouvement rectiligne uniforme 3,,.
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Nous pouvons donc interpréter-I’équation (g1) de Dirac; on a en’
effet £,= o, donc «,= o; et 'on avait £, = o parce que ’on utilisait le
méme temps pour le mouvement des deux points M et P.

dXt

Voici 'expression du facteur —* e
Xy, = i 1 — 32

(94) _ = - V=F —L.
) dX, bb,/B(/o) L+ Py B(,”

qui se trouve dans (93)

En tenant compte de (93) et (94), la v1tesse B,= 0.+ o prend la |
~forme

(95) PBu= ;\/l-wwwau[w Bl —yi=E)||

cette expression est bien celle que I'on obtiendrait en utilisant la régle
de composition des vitesses de la cinématique d’Einstein; on voit,
comme il est bien connu, qu’elle s’applique encore & des vitesses By,
ou (3* qui sont égales a celle de la lumiére. On sait que la vitesse
résultante B, ne peut jamais depasser la vitesse de la lumiére; on
trouve aisément la relation "

Vi B

(96) . \/I—B’Z—_'—\/I—Bﬁ))m.

It 3 B,

On voit que si 'une des vitesses B, ou [ est égale & 1, on a aussi
B=1. Quand {3 tend vers 1, B, tend vers {3, et quel que soit le
mouvement dans le systéme de repos, on observe des trajectoires
rectilignes parcourues a la vitesse de la lumiére. '

apres (96) le facteur —&* dx“" ~ peut encore s’écrire
. dx; —B
+ V1= Bg,
On voit d’aprés cetie derniére formule que l’équatlon de transfor-
mation  pour le pseudo-lnvanant Q, est '
' X}y
d

g

-q = 9(10)

Les équations de transformation des pseudo- quadr1v1tesses B et 3,

.8 ecrlvent

dX{, _— -
(98) B,;—-b,,qB?o, dX’*)’ B,= b,,,,ﬁ,‘/o)\/l— B2, avec Bj,,= B}, =1
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[’La formule (93" donne ’équation de transformation de & puisque

w g
a, =B, eta,=a’ =o.]

c. Le pseudo-quadrivecteur de spin S*. — Le spin intégré S¢ de la
théorie de Dirac ayant toujours une valeur finie en vertu de la condi-
tion de normalisation, il n’est pas question de le représenter par le
mineur de v” dans le déterminant (50); ce dernier se réduisant aux
formules (53) dans le systeme de repos, on voit qu’il devient infini

~quand B, tend, vers 1.

Nous ferons correspondre le spin S” de Dirac au mineur de v” dans
le déterminant D ci-apreés, qui est d’ailleurs nul puisque les éléments
de la premiére ligne sont des équimultiples de ceux de la seconde.

ult I PO ™ un g Ne N3 it
‘51 . 52 5:‘, 5'» 51 ﬁ'z Br. ﬁ/,,
(00) D=—i|Vi—B Vi—F Vi— B Vi—B |=—i|Vi- B Vi-B Vi B Vi P
X, X, X, X, 5,1 .’;_ é~ E/,
Bt ) B, B R,, %y Oy ay n
Les S” ont pour expression
(100) Sr—— i _Br_ [\/' B/ — XvB].
. Vi
On peut aussi écrire
Spi_ . B [\(‘qaq_ X:/ap-l — l__s—_[ /)B:/___/]B/)] ‘
\/I — ‘ Vi— B2
ou encore
(101) Sr— [,;pa'/__ Zar].

\/ 1—
Clest cette derniére expression qui est la plus simple; elle donne
d’une manicre plus explicite

Sw:

\/I I_ ﬁ._, ['éuav . Eu O(”],
S‘: _L_f_‘ vy iy l;ﬁ
Gimg T el g

Dans le systéme de repos on a

L’{é“,
e

[Cu Uy— Euan [Cu &Ly — ,vau]-

1 _ 1 S — rl 2
(102) Sin=o, S = X%, By, — X(O)Blon

0.
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les trois composantes d’espace ne se réduisent donc pas au moment de

la quadrivitesse d’Einstein, mais au moment de la vitesse ordinaire.
B

. Vi— B

liena de B’, les quatre composantes de S’ formeraient un tenseur

complétement antisymétrique de rang 3; elles se transformeraient

donc comme un quadrivecteur; telles qu’elles se présentent elles se

‘transforment donc suivant I'expression

Si la derniére ligne du déterminant D était formée par au

X},
(103) Sy = by Sty

Elles forment donc un pseudo-quadrivecteur.
Des formules (100) et (101) on en déduit les relations

(104) ﬁ,/S'/: o, B,S7==n0.

On peut aussi calculer aisément la longueur du vecteur S¢
d’apreés (103), on trouve

(103) S;j:—l—}(l*—ﬁz)(g«:)?—(Busftm)z‘-

[v =+ 2B, P

On voit bien que cette longueur garde une valeur finie quand
ou By, tendent vers 1.

On notera que si S”n’est pas un quadrivecteur, la grandeur fS” dX,
en est un.

d. Le pseudo-tenseur antisymétrique M?’. — Pour que cette gran-
deur M7 corresponde a celle de Dirac, il faudra que 'on ait toujours
en vertu de (69)

(106) Mot = — v,

Il ne sera pas possible en général d’adopter le pseudo-tenseur

\ o L (oS
(107) Mr=— ——— | BrSv— 5757 ],

7
vi— 2

qui aurait pourtant 'avantage de satisfaire la relation de Frenkel

5,Mri=o,
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et qui donnerait dans le systéme de repos
' Mii==0, MY =—Sg,.

(0) —

Pour satisfaire & la condition (106) dans le cas général (centre de
gravité en mouvement dans le systéme de repos) on pourrait songer

a poser :
(108) - Mri==B,t, — B,%,,
on aurait aussi M, =— S, ; mais d’apres I'attitude que nous avons

adoptée avec les formules (82) qui excluent les formules (81) la
grandeur &7 n’est pas un quadrivecteur; la grandeur M précédente
ne se transforme donc pas comme un pseudo-quadrivecteur; il y a
cependant une exception; c’est quand on a ‘

(109) . GoXlyy== o0, ,
car les formules (80) et (82) coincident; mais il's’agit 14 d'un cas
particulfer, de ce que nous pourrions appeler une vibration trans-

versale. L
- Enfin on pourrait songer au troisiéme pseudo-tenseur que voici

(110) My = BpXy— By Np=3p2— Byip
il satisfait toujours a la formule (106), mais donne dans le systéme de
repos M{;=o0; au point de vue probabiliste cela veut dire que les

: ! I 1 A TV
valeurs propres _ et — _ ont la méme probabilité.

e. Le pseudo-invariant Q,. — En théorie de Dirac il est lie-a S, par
la relation :
0,— 35
T dX,

Avec nos formules comme S, = o, il en serait de méme de Q..

(0)

4. CALCUL RIGOUREUX DES GRANDEURS INTEGREES EN L’ABSENCE DE CHAMPS ET
DANS UN cAS PARTICULIER. — Nous nous proposons de calculer 'd’une
maniére rigoureuse les grandeurs intégrées.de la théorie de Dirac en
I’absence de champs, dans le cas ou, au temps ¢=o0, les fonctions
d’ondes se réduisent a4 une méme fonction de Gauss multipliée par

Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 2, 1949. ' 15

/
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quatre constantes g, différentes. Pour cela nous utiliserons les
potentiels des fonctions d’ondes que nous avons définis dans un précé
dent Chapitre. - ‘

Nous commencerons les calculs dans un cas plus général en suppo-. :
sant que, au lemps ¢ = o0, les quatre fonctions d’ondes se réduisent & -
une méme fonction quelconque de x,, x,, x;, multipliée par quatre
~ constantes complexes g différentes. Nous les poursuivrons en particu-
larisant de plus en plus cette fonction unique de z,, x,, x,; elle sera
“d’abord égale au produit d’une fonction de Gauss par ce qui reste de
l'onde plane monochromatique au temps Z=o, mais nous ne
donnerons I'expression rigoureuse de toutes les grandeurs intégrées
que pour une fonction’de Gauss a symeétrie sphérique; nous verrons
que toutes ces grandeurs s’expriment 4 1’aide d'une fonction unique 6
du temps. .

Ces calculs correspondent en théorie de Dirac, & ceux que Darwin
a effectués en mécanique ondulatoire a une fonction d’orfde. (Voir
Louts vE Brocvik, Introduction a la mécanigue ondulatoire, p. 178-188.)
1Ils sont les développements des calculs que M. Louis de Broglie a
donnés dans son Ouvrage : L'électron magnétique, p. 150-192, pour :.

1° 'approximation newtonnienne;
2° les ondes a énergies positives.

* Calcul des potentiels ®, des fonctions d’ondes {,. — En prenant
comme potentiels les expressions
TR (P P., P.) ‘
(111) p= gAJH - e"’u’“ sin /A7 + P“ Pfj ctdP, dP, dP,,
. JELp"

qui satisfont les relations [9! — £} |®,= o, les fonctions ¢, de Dirac
que ’on en déduira se redulront pour t=o0a

-+
(112) (@), 2, 73, 0) = g f(21, 22, 25) = bi\lﬁd F(P,) e dP, dP, dP,.

On'a, en effet, d’apreés l’équalion (25)
=107 — vok )Y, @y -

On voit que, seule la dérivation des ®, par rapport au temps
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remplacera le sinus par un cosinus qui ne s’annulera pas pour? =o;
le cosinus étant égal & 1 au temps = o, on a bien
v '!Jk(.'l«"i, ayy gy 0) = 1(0,®),== {i (\ddiik)‘,: &rf(z, T2y a3).

Quand on se donne arbitrairement la fonction f, le calcul de la
fonction F(P,) est compliqué et ne s’exprime pas toujours a I'aide des
fonctions habituelles de 1'analyse. Quant au calcul de l'intégrale qui
donne @, elle est encore plus difficile, c’est pourquoi nous allons
donner @, sous forme de développements en séries par rapport au
temps; les coefficients qui dépendront de «,, x,, x; se calculeront
par simple dérivation & partir de la fonction donnée /(x,, ;r,, x,) et
il n’y aura aucune intégrale a effectuer.

2° Expression des potentiels ®, sous forme de développement en série.
— Développons le sinus en série dans (1171); il vient

n==

— 1) / ‘ S ~ 2 ip 7
=g Y (—f” +)m () [ﬁ F(P,)| k2 + P e P, P, dP,,
n=0 =
ou encore
"= w
; ((,'l 2n+1
(“3) 'I)I.:gk (;‘;T)‘_:J_)T 42741
=0
en pOSHHt

. .
(114) | [ﬂ (-~ 1 F(Py) [h2+ PY | e®ur dP, dP, dP..
Le Laplacien de L, ., a pour expression
OiLann = —'ﬁ] (— 1) F(P,) [ k3 -+ Pulr Pl e dP, dP, dP; ;

on a donc la relation de récufrence '

Lonia= [0} — A7 [Lonss,
qui donne de proche en proche a partir de L,
(113) ‘ Loy =[0¢— A3 ]7L,.

1

Tous les L,,., peuvent donc se calculer par dérivation a
de L, quin’est autre d’aprés (114) que la fonction f donnée.

a parlir
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3° Définition et développement en série de la fonction ©. ~~ Nous
poserons ‘

+w%
(116) - 0 :M O ®de - avec (Dk =8 "
. - —CL(D

dy désigne I’élément de volume [ dx, dz, dz,].
Alors que les @, sont des fonctions de z, z, x, &t du temps, © n’est .
fonction que du temps. Nous verrons plusloin que la connaissance de
cette fonction permet d’exprimer toutes les grandeurs intégrées de la
.théorie de Dirac. Nous allons donner I'expression de @ sous forme de
développement en série. On a
nN—w n—w
(([))’H_i ((£)7n+1 )
& — 2(2”—!—1)' 241y 2(2,1_‘ I)’ ”H"
n=0 n=>0
La régle de multiplication de deux séries nous permet d’écrire
n=w= p=n

(117) @’“ZW)”‘*’E(?H )'|2(u—1’)—1—IJ' f"w'L’w—th‘

n=0

Pour aller plus loin nous allons supposer que la fonction donnée
J(z,, x,, x,) et toutes ses dérivées, c’est-a-dire tous les L,,. ., s’annulent
a I'infini; cette condition est bien réalisée pour la fonction f que nous
utiliserons plus loin. Dans ce cas nous allons démontrer que I'on a

. *
(118) fL"(n —)+1 L"_'/H-i d‘) :f]J?tfl—/>>+l L-2p+l d‘_'

- f LS., do— f L Lony do = Lonsa,

en désignant par I,,., la valeur commune de toutes ces intégrales.
On a en effet

' fL"u—HLnn— dy _f(d - /‘o)L""*lLHnH dv

fdzz L 2n—1 L 2-+4 d‘} - / ] f]J911 lL°1n+I ¢
et 'on peut écrire

fdll L"’"—1 L 21 —f d”(d L""— L3, 20+ ) dv — [‘G”(L’" 1 o L‘)mH ) dy

o

+fL?"—1 ()uL‘zm+1 dy. -
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Les deux premiéres intégrales du second membre peuvent se trans-

 former en intégrales de surface, qui sont nulles puisque tous les L, ,
s’annulent & I'infini; on a donc .

/ Low L, di == / Lo Lo do.
_De proche en proche on voit que I'on peut en déduire

* . x
(1 I9) [I‘!ll+l LGH—l “‘/ L2xll~/l3~’rl Lzun+p)+1 .

Pour retrouver les relations (118) il suffira de faire 7 = o ou bien

p=n—mdans (119).
Grace aux formules (118) U'équation (117) devient

n—= p=n

— NV N ) ! ! .
0= (ct) Ig,l+22(21,+1)! G i

n=0 p=0

On démontre aisément que 'on a
q :

p=n

Z T I o Q2n+2
Cp+n)!Ja(n—p)+1]l — 2 (2n+2)

p=0

/
I en résulte pour © I'expression

n—aw=x

. 1 o (2ct)n+? .
(I?‘O) 0= 5 m Izu+2 avec 127H~'.": Ll L2n.+l'd()7

' n=u .
nous verrons plus loin que 1'on peut éviter le calcul des intégrales de
volume pour la détermination des constantes L, ,.

4° Calcul de la fonction ®. — Nous allons faire le calcul dans le
cas particulier ou la fonction donnée f a pour expression

R a* T

* (121) =7 tdie T

C’est donc le produit d’une fonction de Gauss & symétrie sphérique
par ce qui reste de I'onde plane au temps t=o0; on a

BC . . . 2
AoBu 3 u I 2T M, ATV, . mye?
l)u—‘——.—.’ i“u . —_——— Vo= —5—*
\/1 Y h e h
i

= ’
‘
ﬁ S fde =1
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I1 faut calculer dans (120) les intégrales
(199) I,M_fL Lo,y do ._f/ (s — K3y

L’application de I’ operateur (9y— k)" a la fonction f conduit
rapidement a des expressions trés compliquées; le calcul des inté-
grales serait donc pénible; pour’éviter nous allons établir une formule
de récurrence qui nous donnera tous les I,,,, & partir de I, qui est
d’ailleurs égal a 1.

Nous ne donnerons pas les détails de ces calculs; il suffit de dériver
sous le 51gne somme par rapport aux parametres aet pu pour obtenir
la relation de récurrence sous la forme

9 1 Jd " : 9 dl 22
(123) — 2y = Ja [Cl"‘lzn+~.' l + farpy apr  + 2(P -+ /‘o)l"n—l—"
Cette formule donne
L=, .
al, == — {2(A} +p,,) + 3a* |,
4L = {4(ki+ pi)y 4120 (A5 +ply) +15a" -+ 8a? P;; b
8ly=— { 8(Aj+pi)’+ 36 (ki + piy)?
- -+ goat (ks —+ pi) + 48a* plit (ki + pit) + 120a"pjj+ 10dat !,

Nous avons teus les éléments nécessaires pour calculer numérique--
ment la fonction 2] pour des valeurb données de a et de p,..

Par demvatlon sous le signe somme et par 1ntegrat10n par partles,’
on peut aussi obtenir les relations suivantes qui nous seront utiles :

o " dl*n 2
(124) f (00 (D kyyfe =i Tt palane,
o : * W e o e “f 1/ PP
N N e e
. «* d[:’u-r—i dI-_’IH-"_’
— - (])u—d—PT- -+ P ()[)u ) —pltPVI2IL+2'
5° Propriétés de la fonction . — Dans le calcul des grandeurs

intégrées de la théorie de Dirac a I’aide des potentiels se présentent
des expressions du type

fd,lqr Jed dr el fo,,,(p* 9, .
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Nous allons montrer qu’on peut les relier a la fonction 0 et que I'on a
(126) . 4/0,,@* 0D =0,,0 — 4430+ 2,

(127) 4 [Ij‘();(b*'d‘q,!l):df,,‘f) — 2.

En effet, les potentiels satisfaisant les relations
* (128) (@) — k) ®@=0, (0] —k})®" =0,
on en déduit
20,9 010 =9} (D" D) — 2/ (D" D).
En intégrant et en tenant'compte de la nullité des @, a I'infini on
obtient ’
(129) zf(),,tb’id‘/(balv:d“f)—2/."‘50.

Considérons aussi 'identité ci-aprés ,
0u[ 0°®* 0, ® -+ 0, 0" "D | 1 9,[ 9, D" 0, D — 0, D" D /2D D | = 0.
En intégrant et en tenant comple de la nullit¢ des dérivées
premiéres des potentiels a I'infini, on trouve que le dernier crochet

donne une constante; en la calculant pour = o on trouve qu’elle est
égale & 1; on-a donc

(130) fd,,(l)* d"d)—/ 0,0 0y = — /10 4 1.

En combinant les relations (129) et (130) on trouve bien les rela-
tions (126) et (127). - '
De (128) on peut aussi tirer la relation
| 0,[®* 01d — B J71d* | = o,
d’ou, en intégrant,

(131) om:zfd)* d_&:zf(l)dﬂ)*.

Voici sans indication des calculs quelques autres relations:

: d0
o _ *x * T L 'q‘ —_—
(132) fd)d,,(l) _f(l) 0.0 =ip, U+ ¢ Y o

(150’) ‘/du‘l)* ()1(1’ :—f()!,(p* d“(l) j— _l)_dif(ll* 011(1),
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(134) ~-f.d,,.,(b*.®:/‘d,,d)*()..tb —{o.0* dud)-_——f(b* D

—(Lpes )0 = w00 " a0y o T
_(\;“ we T o APy (\Puﬁ Pv%) -+ ,' d])u d[)”

~ 6° Calcul des grandeurs intégrées quand p,— o. — Quand p,=o les
grandeurs intégrées prennent une forme relativement simple. On peut
les calculer sans difficulté & I'aide des formules (25), (126), (127)
et (131). Ici avec une fonction de Gauss & symétrie sphérique au
temps ¢ = o on démontre que I'on a aussi

f(),,,qr du(p(/‘,:/ﬁo‘,«p' 0 dlv :fo,,.qv 0D d(-:'};fo,,cp* M.

Pour abréger I'écriture nous poserons
(133) [val=18%vs&n] avec gZriT=gnivs

Ces crochels symboliques [y,] sont donc des constantes; nous
supposerons que les constantes g, sont choisies de maniére que

(136) i =1,

f[ipz"b/i]dv:l.

ce qui entraine

Le calcul donne alors

1L =— [y,] [9u0— 4430},
2 @, =—— %[_Tu_l 1000 4 2420 — 1)+ Ay us ] 950,
3. @, — [vi] =14, ‘
. 1 . . ,
b, Ny = — 6[‘{:[:{'{()‘,@0—‘4/\”60-—.[;,
(137) . '

: 8. My ==— &l vur ] 1000+ 8AF0 — 4] + ko[ 71940,
6. W = g [Tun ] {000 — 4430 — 1 ],
TS = v {2430 =1} — Al v ] 040,
8. Q, =— g[]’lz:m]d.m“ -+ A'oh’iz:ajd.ao- .
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Pour P'expression des pseudo-tenseurs T*” il est commode de poser
(138) 9= 0,0 — 4420 4 2.

On peut alors écrire

2 1 3 Y 1
lO,U: g ](Ol-Yu]dc - 6 [-Yu.t] ()hge,
Tot == 2 /o[ v*] = 2 ik,.

T, — 1 — ! 23 d
Tt =— g/ [ Yo J4C, Por=—Tre=— [y ] .2,

Twtr =T+ —=o, Twr =29k, | Yo ]

T,ur,v: 0, Tuk,-’v: 0, Tuv,-’p: 2/{0[Y1u":- 'I’
Tty — % [TO ‘] dh IJC, Tk, — o — :;' ](-0 [Yum J gc’
(139) : o
Tressw — é ‘_“{12::.;] 0,4C + % /foh'm:: Jﬂc

. TEm': o, - TZ,/,: o T(p,,;,: 2/{0 I-'Ylu,]’

TI» 0 —— g/‘o[.{ulfl C’

T;,w:_ Tt?,v:_ % [Yu] (),,ZIC +§ ko[Yu’b]gc_

TG:(I': % [Yuv] 04 ’JC,
L Tor—=o.
On vérifie sans peine que toutes ces grandeurs intégrées satisfont
les relations générales (59) et (63).

Portons notre attention sur le mouvement du centre de gravité de
la probabilité de coordonnées X, ; on trouve :

%fa;”a” dv:X”:i[y"]{— %fﬂi(l@,%— Ed,_();—i/{o['{”“]O,

i
(140) —Q—k;fx'lt°'4' dy — n”——ﬁ{ JC—1 }[y“ — —z Y"]f“kdx,,,

___i__ Wt — LU — AN — ﬁ 1
zko‘/mu‘,dv_ pr=— ol 1{ 5t (2430 1[} LIy ](),,0
La formule générale (61) est bien satisfaite et s’écrit

Xu: Ny Eu

Journ, de Math., tome XXVIII. — Fasc. 2, 1949 16
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On voit que malgré la symétrie sphérique des fonctions d’ondes au
temps £ = o, le centre de gravité n’est pas, en général, au repos.

Ce n’est pas seulement le tremblement de Schrodinger £, qui inter-
vient, mais aussi le terme v, quin’est pas constanl; au temps ¢=o0, on a

0=o, d.0 —o, 0,0 =— 2, g=—o0, °
d’ou
A

2k,

. u i
Xg=o, nfj=_—_[v] d=— '27\.01'{"'1-
Le centre de gravité X; est a 'origine car les deux grandeurs 7! et £}
se détruisent.
On peut voir sur expression (140) de X, que la trajectoire du
centre de gravité est plane; considérons en effet le vecteur

o= [iva]lve] = Levn ] vy

0

il satisfait la relation
Xu) @Y =o,

la trajectoire reste donc dans le plah des deux vecleurs constants
— -
Ly e[ ). |

Pour se faire une idée de la variation de X, et de chacune de ses
parties v, et £, il faut étudier la variation de 4¢ en fonction du temps.
A partir de (120) et de (123) on Lrouve aisément la relation

(i) B= 00— 130 2= (),
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J¢ est donné sous forme de développement en série :

n=w

dd (2 2) ]

=0

9l )2nt? d
o=V ooty AP avec Aga= da (@ Llapsa)- _
n

Les A,,.., sont donnés de proche en proche & partir du premier par la
relation de récurrence (123) qui peut s’écrire ici ( p,==0)

—2lops = Avprs+ 245 Lingn.

On a pour les premiers termes

A,= 3,
—2A, =3 (Su* -+ 2hy),
hA =3 (35u" 4 202 k5= 4K)),
— 8A =3 (315¢" + 2100 kf + o kf + 8A).

%
2t
5
r a=k,
T
g 1
a—zhn
1
a'T{ko
0 1 2 3 & 5 6 7 8 3 W0 2k ct

Les figures (4) et (5) indiquent I'allure de la fonction #C pour
différentes valeurs de a. ,

- 1 1
<(l = \/2 ko 0= ky, "= Ko, "= a/q,.)

Pour‘calculer les derniers points de ces courbes avec une précision
suffisante, il a fallu prendre les 14 premiers termes du développement
en série, ce qui conduit déja a des calculs longs et pénibles.
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On voit que lorsque a est plus petit que %, la courbe décroit pro-
gressivement par une série d’ondulations; la décroissance s’effectue
sans ondulations aprés une rapide ascension initiale quand a > £,. Il
est probable que pour ¢ égal a I'infini la fonction J¢ tend vers zéro
et que la surface comprise entre la courbe représentative et I’axe des
abscisses a une valeur finie. Le déplacement 7, pour le temps qui va
de zéro a l'infini aurait alors une valeur finie (*) au bout d’un temps
suffisamment grand, seul subsisteraitle tremblement de Schrodinger’,,.

Dans la période troublée qui suit la mesure faite au temps t= o,
I'intégrale du spin $" n’est pas une constante, mais on obtiendra une
constante en lui ajoutant 'intégrale du moment cinétique « orbital »;
la formule générale (66) s’écrit ici
(142) s ff[x" g — ot | de = [yt ] = 2;/‘0 T“""..

Le tenseur T“"* apparaitici, & un coefficient prés, comme le moment
cinétique total; on ne voit pas trés bien a quoi correspond la décom-
position en spin et en moment cinétique orbitral; cela ne correspond
pas en tout cas 4 la décomposition de X, en 7, et &,.

Les grandeurs Q, et J1U ne sont pas des constantes, mais comme
pour le spin, on peut leur adjoindre d’autres grandeurs qui donnent
des constantes; on a en effet

1 I .
QI—ET“T”'IIZ 2/‘ T"’:["D],
0 ‘o
Iy — _I__ Tz,n':_. ; TT&T,/}: [Yuu[.
2k, 24,

La constante a, qui fixe I’étalement du globule de probabilité au
temps ¢ = o, donc aussi la précision de la mesure de la position, peut
étre choisie arbitrairement. Elle peut éire choisie aussi petite qu’on le
veut et par conséquent, d’aprés (141), pendant un temps fini, mais
aussi grand qu’on le veut (quelques milliards d’années par exemple),

v A

(*) Cependant si les courbes tendaient vers une valeur finie, quand ¢ tend vers
I'infini, au lieu de tendre vers zéro, n, correspondrait & un mouvement recti-
ligne et uniforme.
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on peul faire en sorte que J€ reste aussi petit qu’on le veut, donc
négligeable.

Nous avons dit aussi que lorsque ¢ croitindéfiniment, il est probable
que JC tende vers zéro. D’ailleurs s’il n’en était pas ainsi, chaque
électron conserverait indéfiniment la trace de toutes les mesures qui
ont été effectuées sur lui. Ceci serait contraire au fait expérimental
que tous les électrons sont identiques.

Nous allons étudier les grandeurs intégrées dans le cas particulier
ou J¢=o.

Etude des grandeurs intégrées quand 9¢ = o. — Toutes les grandeurs
dutype T*”sontnulles, sauf celles qui avaient une valeur constante, soit

Tt — o /\'(, | Y’.- l’ Tk == o /“.0 !' .I") L Tuvsh — o /‘»” I .l/u‘"p ], TH_', [ —) ,"‘0 [ Yuv ].

La fonction 0 se calcule aisément car elle obéit alors a ’équation
différentielle
000 — 4420 &2 =o,
on a
1

= Ve [1—cosak,ct].

Les équations (137) s’écrivent

Q= [ To ly I, = [ iTlti €052 /\"0 ot + [Y" I sin2 I(" ct,

a1 e lnl Q= [yu] eosakyel —[ivu] sinak,et,
9]1,11-: | Tlll’ |> l';h‘,[_:— | iﬁl’i'_’fx" COS?‘/‘.U ol — [Ym“‘] Sin'l/\'o ct,

S ={ Y |, Q= [vim| cosakycl — [Iyie]sinak,et.

Ce qu'il y a de remarquable, c’est que les grandeurs intégrées
obéissent aux mémes relations (34) et (35) que les grandeurs densi-
taires correspondantes; on peut donc les calculer toutes & partir
de sept d’entre elles par exemple &,, @, 101,,. Comme ces sept gran-
deurs ont une inlerprétation particuliérement simple, on peut dire
que I'on a interprété toutes les grandeurs intégrées.

Les coordonnées X, du centre de gravit¢ de la probabilité sont
données par ‘

. i
-\u: — My
2k,
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La vitesse ¢, du centre de gravité est donnée par

V. 1 dX,
A= — = - .
c c dt

@, est la quatriéme composante de la quadri-pseudo-vitesse,
toujours égale a .

La trajectoire du centre de gravité est une ellipse harmonique; en
choisissant convenablement les quatre constantes complexes g;, on
pourra donner a cette ellipse une forme et une orientation quelconque.
On ne diminue en rien la généralité du probléme en prenant comme
plan de I'ellipse le plan des x,, z,. Il suffit pour cela de choisir les
constantes g, ci-aprés ot @ et b sont deux constantes telles que =~

bérﬂAE/{o;
— T2

on a aussi posé pour simplifier I’écriture
(144) 2k, —=sinZ.

Les g ont alors la forme

Les grandeurs intégrées ont pour expression

! Q,=— icost,
Q=17 ‘ X,= asinalk,ct,
L 2 o Xo==beosalk,cl,
Moy = I— —CosZ, -
! 1\11:0!
3]131_ o, .
b \ Q,=2akyacosakyet,
/ ’ .
(146) My = P ? A, =—2k,bsin2k,ct,
A,—o.
. b2
Sy =— \/I —_ - . - 7 - '
o« 8,=— 2ik,\/a*— b cosa k,et,
Sy=—o, —_—
) Q= ok, — b sinak,et,
T 8y—=— —cosZ,

14
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La figure 6 représente la trajectoire elliptique du centre de gravité
correspondant a ces formules, elle indique aussi la position des
différents vecteurs.

Parmi les relations (34) et (35) qui sont aussi valables pour les
grandeurs intégrées (146), en voici trois qui sont particuliérement
intéressantes :

e
(147) 2tk AX = — Q,5,,
> > > -
(148) 20, X N\ A=, — A, Ny,
, > > —> >
(119) 20k, 2, X — 8, A = Q,01,,, — A, 'S.
le
...... 3T,
Xy
da
P B
X b
’ Z O
A : ' a A X,
B ;
)
Fig. 6.
Cas du mouscement circulaire et uniforme. — Si I'on fait a = b dans

. ) . . . , ’
les formules (146), I’ellipse devient une circonférence; les grandeurs S,
et Q, s’annulent; il reste

le—l’\/l;—(ﬂﬁ, X\ =wusimalyet,
A, =1, Xo=wcosal,et,
; My, = = o, Ny=o,
(10) { =t A= 2k,acosakyct,
Sr=Be==0, A, =—2k,usin2kyet,
53:—\/1—(12, ? A== o,
$,=8Q,=o0

En particulier si I'on choisit le rayon @ de la circonférence tel que
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I

= 2k, hrmee

sur la circonférence est toujours égale a celle de la lumiére. On

retrouve ainsi une théorie proposée par M. de Weyssenhoff (*) pour

la représentation de ’électron dans le cadre de la Théorie relativiste

classique. On notera que dans ce cas le spin est nul, c’est-a-dire que

a y Pon a Q, = o, c’est-a-dire que la vitesse du point P

les probabilités sont égales pour les valeurs 4 —; et — g Dés le début

de notre étude sur la Théorie de Dirac, nous avons signalé I'existence
de solutions qui annulaient le spin [ équations (7)]; I'équation (148)
s'écrit alors

> > T

XAA=— monw,

B

1

- . . . o, . . .
et le vecteur JN,, a une signification cinématique parfaitement claire.
Cas du repos. — Sil’on fait a = o dans les formules (150), toutes
les grandeurs sont nulles sauf
(151) Q=—1, A, =, Nyp=—1, Sy—=—1.
—
Le centre de gravité de la probabilité est au repos et les vecteurs §

et 5]%.: sont disposés le long de l'axe des x; comme l'indique la
figure 5(a).

Les constantes g, ont alors les valeurs

—>

I1 est facile de choisir ces constantes de maniére que le vecteur I,

par exemple, ait une direction quelconque définie par les angles ¢

et 0 (fig. 7b). Il suffit pour cela d’effectuer une rotation des axes.
d’angle 6 autour d’une direction dont les cosinus directeurs sont

Hi=sing, M2 =" COSQ, Hs=o.

La matrice générale (20) nous donne les nouvelles fonctions
‘d’ondes; comme la fonction de Gauss a4 symétrie sphérique n’est pas

(') Réunions de I'Institut H. Poincaré, 1947, sous la Présidence de
M. Louis de Broglie. :
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modifiée par la rotation des axes, la transformation ne porte que sur
les quatre constantes g, qui deviennent -

5 o, —— o, —— —_— f O _— _ig » 9
(152) L1= &= o0, gn_-—e 2 sin 5’ gi—e 0032-
On a alors

(153) Oy, =101 |sin0 cose, Mgy = | M| sin O sing,

On retrouve bien les formules données par M. Louis de Broglic
dans ce cas parliculier (L’électron magnétique, p. 184-185).

=
R&LV
0 S EE—
/ K X2 -,
" Y a

Fig. 7

On notera que les deux constantes g, et g, étant nulles, on se limite
aux ondes & énergie positive; il importe de noter que méme dans ce
cas le centre de gravité de la probabilité n’est pas au repos; la sup-
pression des énergies négatives fait disparaitre le tremblement &, de
Schrodinger dans X, = 7, + £,, mais il reste v, qui n’est pas constant.
Nous avons dit cependant que 7, tendait vers une constante quand ¢
croissait indéliniment. ‘

n° Calcul des grandeurs intégrées quand p, est différent de zéro. —
Quand on considére 'expression (121) au lieu d’une fonction de Gauss
a symétrie sphérique, les grandeurs intégrées ont une expression
beaucoup plus compliquée. On trouve

fl Giyr ] do =— [ gy v Ayrivege] fdpll'* d,® dv,
_/'0[ A(.,\Yu "”‘Y\)l'r g/\ f([) d (I)dV
— /.‘0[5"2(7"7-‘—Y‘“r"‘)i‘r“gk]f‘l’*mdﬂ

R givN iy g |f([)* D dy.

Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasec. 2, 1949. 17
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On peut exprimer toutes les intégrales qui figurent dans cette
derniére expression avec la fonction 0 et ses dérivées par rapport au
temps et par rapport aux paramétres p,. Pour la vitesse &, du centre
de gravité de la probabilité on obtient

=3

N (1 ] “? d0 a0 a*  d20 l
au——zz[[l)]%<:);“ Om'+:])u1)v>0+ <puo _[ d[)u>+ ’4' W)'

=1

. o2 90 )
— [y d,,v[zp.f) vy op. |’
KK ar ; ﬁz a
(IJJ) - [Lun"»]d&[bp“’o—‘—l ?; —d/_); ’
. 2 90 ] ' '
— 2/1.0[*;'0] I:lPuO -+ % (E; o %[.i'u] d.'l'p(‘) -+ /"O[T“"-Idl'o'

Nous ne chercherons pas a faire ces calculs numériquement pour
des cas particuliers parce qu'ils sont trop longs et aussi parce qu’il
n’est pas sir que 'expression (121) soit bien celle qui convienne.

I1 est beaucoup plus s;mple et beaucoup plus correct d’appliquer la
transformation de Lorentz aux grandeurs dans le systéme de repos que °
nous avons calculées dans le paragraphe précédent.

1 cas. — Mouvement circulaire a la vitesse de la lumiére dans le
systéme de repos.

M. de Weyssenhoff a donné les formules qui se redulsent a nos
formules (150) quand B.,=o0; sous forme pseudo-tensorielle elles
s’écrivent :

Bp=o, '

a,mrr=o, on a aussi @, M7 =o,
(156) .

My, = BpQy— By Xp,

aj=o.

Les points désignent les dérivées par rapport a I’'argument 27, ct.

On notera que l'on a toujours $»=o0, Q,=Q,=o0. La grandeur
de la vitesse c@, est toujours égale a celle de la lumiére; c’est en effet -
une chose bien connue en cinématique relativiste, que si 4 une vitesse
qui est égale a celle de la lumiére on ajoute une vitesse quelconque, la
vitesse résultante est encore égale a celle de la lumiére.
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2°® cas. — La position du centre de grav1te de la probabilité est fixe
dans le systéme de repos.

Dans ce cas les temps du centre de gravu;e et de 'origine du systeme
de repos se transforment de la méme maniére. On a

. dX) / -
(157) (—5{7——_—\/1—5-.

On peut admettre que tous les pseudo-tenseurs se transforment
comme des tenseurs, mais il faut ensuite multiplier le résultat obtenu

par le facteur constant /1 — [3°. Les équations (151) donnent
QO =—, (:‘L.(,&")::- Z, M) =1, SV =1,
les autres grandeurs étant toutes nulles. On en déduit
o .

Q=0T - F=—iyi— 5,
Q= bp, Ay, V1 — (=B,

(en particulier on voit que 'on a &, = 3,==1; ce sont des invariants).
Les grandeurs obtenues satisfont toujours les relations du type (34)
et (35) avec Q,=0; en voici quelques-unes :

&, omrs—o, Uy N = Q, 5P,
(158) Qp=—$1=0Q2,  Qoum=[srar—srar],
(:‘(1 S7—o.

- M. Louis de Broglie a aussi étudié ce cas particulier dans son
ouvrage L'électron magnétique, p. 191 et 224; nous retrouvons bien ici
les mémes formules.

Nous exprimons notre profonde gratitude & M. Louis de Broglie,
qui a suivi de trés prés.l’ensemble de nos travaux sur la théorie

de Dirac.




