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Sur -le problème relativiste de la dyna,nique 
des systèmes de points en interaction; 

PAll Ü,LIVIElt COS.TA DE BEAUH.EGARD. 

!'. Le premier groupe d~s difficultés rencontrées dans l'établisse-
ment d'une dynamique relativiste des systèmes de ,points semblait 
parfois résider dans l'absence d'une définition covariante de la notion 
de harycentre, qui commande à son tour celle des moments, cinétique 
et pondéromoteur, autour du barycentre, et qui ·apparaît ·donc un 
élément tout à fàit essentiel à l'énoncé de l'ensemble des théorènies 
généraux de la dynamique; · nous avon~ proposé un moyen technique 
simple de lever ces premières difficultés, et de dêfinir en Relativité, 
d'une manière solidaire, le bmycentre et le moment cznétique et bary-
centrz·que autoL~r du barycentre d'un système de points.(1 ) ; la remarque 
qui est à l'origine de ces définitions est celle d'après laquelle les 
trois composantes ·du moment cinétique orbital d'un point matériel 
s'associent à trois expressions qui généralisent les corriposant~s du 
moment barycentrique h~bituel, pour former un tenseur antisymé-
trique <l'Univers du second rang ( 2). 

( 1) C. R. Acad. Sc., t. 224-, 19{~7, p. 5{io. Nous avons récemment pris connais-
sance d'un intéressant Mémoire de M. H. L. P _RYCE sur le problème du barycentre 
en Relativité restreinte (Proc. Roy . Soc.) 195 A, 1948, p. ~2-69) et, grâce à lui) 
d'apprendre l'existence des travaux antérieurs de A. D. FOKKER (Relati~iteils 
theorie, Groningen' 1929) et de A. PAPAPETROU ( Praklica Acad. Athènes, 14, , 
1939, p. 540 ). L'esprit de ces travaux s1apparente pa1· quelques traits à celui du 
nôtre. ( Note ajoutée à la correction des épreuves). 

(2) Journa l de Math.) t. 22) 2, 1943 , p. 121. 
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Ces questions de définition .étant résolues, un second -groupe' de 
problèmes se présente. De toute évidence, l'équivalent massique de 
l'énergie potenù"elle doit intervenir pqur assurer la conservation de la 
masse du système; en quels instants-points doit étre appliquée celte 
énergie potentielle? Par raison de syJUétrie ·re,lativiste, une impulsion . 
potentielle doit a priori être associée à l'énergiè potentielle; a priori 
encore, le principe classique de l'égali_té à distance de l'action et de la 

. réaction n'est plus acceptable en Relativité, où il n'a même pas de 
sens covariant; il est visible que ces deux circonstances sont solidilires 
entre elles. Or, l'électromagnétisme des Faraday, Maxwell, Abraha.rp., 
Poincaré, ·etait déjà familier de ce genre de problèmes, qui surgissent 
aussitôt qu'une transmission à vitesse finie des champs d'interaction 
est enyisagée; l'on se rappelle que 'Maxwell a_ considéré ' l'énergie , • 
potentielle comme densitàirement distribuée dans le chàmp, suivant 
une loi physiquement ·déterminée, et qu'Abraham et Poincaré ont 
défini de même une densité d'i~pulsion potentielle du .champ, en la 
faisant dériver du tenseur élastique de Maxwell. Nous avons fait 
remarquer. que ces notions, auxquelles il convient, par raison d'homo-
généité, d'adjoindre la densité de spin du champ de M. E. Henriot ( •1 ), 
peuvent être transportées en mécanique rationnelle ,relativisée, et y 
permettre l'énoncé des 'théorèmes généraux de la dynamique (2); 
ceux-ci, obtenus à partir de lois densitaires purem_ent locales, se 
présentent comme des lois intégtales tridimensi6nneUes énoncées au 
moyen de l'introduction d'une famille continue d·'hypersurfaces &( 0) 
du genre espace; ils sont, comme il était a priori nécessaire, iMariants 
v'is-à-vis des changements de f amzlle & (0). Ces théorèmes générali~ent . 
les théorèmes prérelativistes bien connus, _et les complètent par la . 
prise en considération de la · manière dont le champ emmagasine 
potèntiellement, et transmet de proche en proche l'interaction. 

Le second groupe des difficultés rencontrées ayant, à son tour, été 
réglé comme il vient d'être · dit, force est alors de reconnaître que 
Cessentiel du problème relativiste de la dynamique d~s systèmes n'a 
pas même été en.tamé; ses abords, simplement, ont été dégagés. En 

(1) Mém. Sc. Phys., t. 30, 1936 : 

(

2

) C. R. Acad. Sc., t. 22!,., 19!i7 , p. 333 et 540. 
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effet, l'étude effectuée permet de caractétis~r clairement l'ensemble . 
des approximations que faisait la mécanique newtonienne, grâce aux-
quelles le problème de l'évolution du ch.~mp d'interaction était résolu 
a pn·ori et, par le fait , réduit à rien. Toutes· ces approximations 
revenaient, en des sens divers, à faire C-roo·; elles sont, par nature 
même, interdites à la Relativité; il suit de là que le problème du 
champ d'interaction, que la dynamique newtonienne traitait par 

- prété~ition, passe en Relativité au premier plan, et commande tout le 
reste ( 1) . • 

Le traitement de ce problème sera certainement une: œuvre impor-
tante et de longu e. haleine; si l'on admet que la ~otion cl~ssique 
d'une force fonction de la distance finiè y doit -être remplacée par une 
loi purement locale - comme· dans le problème prérelativiste de 
deux points matériels liés par un fil élastique - l'idée d'introduire 
une métrique apparaît toute naturelle ; il faudrait conclure, alors, que 
le problème considéré est .un problème de Relativité générale·. Quoi 

,qu'il en soit de ces dernières suggestions, nous espérons que notre 
modeste contribution positive au problème n'aura malgré tout pas 
ét é inutile. 

2. EXTENSION QUADRIDIJ\ŒNSTONNELLE D \JN THÉORÈME DE LA THÉORIE DES ' 

TORSEURS. DÉFINI'fIONS SOLIDAIRES DU BARYCENTRE ET DU MOMENT AUTOUR DU 

BARYCENTRE. - Considérons un système de N torseurs , dont, par défi-
nition, chacun est constitué d'une résultante glissante pi ( i, f, k, l = 1, 

2,<~, 4) et d'un couple sil =:.- sfi ; supposon~, pour fixer les idées, que 
tous les quadrivecteurs pi soient du genre temps, avec des composantes 
temporelles po~itives. Posons, par définition de la somme Pi du système 
des N torseurs 

IP'=~p' ;I 

tout à l'heure, quand nous aurons déterminé sa ligne d'action, ou 
axe, Pi sera la résultante glùsante du torseur résultant; en vertu des 

(1) C. R. Acad. Sc., t. 225, 1947, p. 525. 
Journ. de Math., tome XXVIII. - Fasc. 1, 1949. g 
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restrictions indiquées, le quadrivecteur p i est certainement du· genre 
temps, avec une composante temporelle positive . . 

. Soient mainten~mt X i les quatre coordonnées dU point d'application 
d'ùn quacl.rivecteur équipollent à. P i, et S iJ == - SJi les six composantes 
d'un tenseur antisymétrique, aùquel nous imposons a priorila condition 

qui s'exprime par quatre équations, dont trois seulement sont indé-
pendantes. Définissons alors solidairement l'instant-point X i et le 
tenseur S1:J au moyen de l'équation tensorielle 

(3) ! Xip;_ X; Pi + S ;i= .~ [xip ;- :dp l+ s;j ], 

qui équiva.ut à six équations I algébriques; les P i étant déterminées 
d'après ( 1 ), on verra que les ( 2) et ( 3) forment un système linéaire de 
rang g en les dix inconnues X i et SiJ . 

Plaçons-nous provisoirement dans le repère galiléen ~o . dans 
lequel les trois p u ainsi que, d'après ( 2 ), les trois 5 u,, s'annulent · 
( u, (,/ ' W -:- I, 2, ipar permutation circulaire) : 

( 2·' ) 

dans CJ 0 , les équations ( 3) se réduisent à 

( 3') 
xn P'• - [:i/l p '•· - x '•p ll .__L._ s'' 'l]· 0 0 - 0 ,0 0 0 -, 0 , 

le tenseur S ii est complètt:~!llent déterminé par les ( 2 '2) et (3'1 ), et-la 
ligne d'action du quadrivecteur P i par les (3'2) ; des dix inconnues X~ et 
S1t, seule X~ reste pour le moment arbitraire. • 

Finale~ent, les équations ( 1 ),-( 2) et ( 3) déterminent complètement, 
par sa résultante glùsante p i: et par son · couple "SiJ == - S.ii_ le torseur 
résÙltant du système des N torseurs p i, sil == - sii. , 

Maintenant, et facultativement, supposons que les 
1
N quadrivecteurs 
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/ ne soient plus g!issants, inais liés; il est-possible, alors, de lier aussi 
le quadrivecteur pi:, ·en vertu de la nouvelle équation 

( 4.) 

qui, dans le repêre CJ,o, s'écrit 

et détermine la dixième inconnue X ~; on voit que' les équations ( 2 ), 
(3) et ( 4) forment nn système linéaire de rang 1 o eri les dix inconnues 
Xi el Si.i. 

Les précédents calculs fournissent le moyen de définir de manière 
covariante d'abord l'z'mpulsion masse totale Pi, puis, solidairement, le 
ba,ycentre Xi et le moment autpur du ·barycentre Si.i d'un système de 
p.oints matériels ( doués de spins sfi dans le cas général). Que les deux 
dernières notions soient lièes entre elles, c'est .ce qui ressort ,.a priori du 
fait suiv.ant : étant donné un point matériel xi d'impulsion-masse i, 
les trois composantes en u, ·v du tenseur x.ii- xip.i représentent le 
moment cznétique orbital de ce point, et les trois composantes en u, 4, 
une généralisation de la,notion classique du moment bmycentrz·que; en ' 
effet,. Pon a, dans le ca~ du point sans spin, pu= mvu, p 4 = icm ( et:, 
naturellement, x '' = ict); les composantes en u, considérées s'écr:ivent 
alor,s icm ( xu- ,Pt) et, si le point est pris simultanément avec l'origine, 
elles se réduisent à icmxn; ce résultat subsiste .encore lorsque test pris 
infiniment ·petit ( t= dt), car alors le terme - vu dt p~ut être consi-
déré comme une èorrectzon de non:,sùnultanéité; lorsque i e.st fini, l'on 
a affaire à une véritable généralisation de la notion ·classique. 

Pour définir à la manière large le barycentre d'un essaim de 
points matériels provisQirement supposés • sans interaction, nous 
considérerons fictivement chacun de ces points comme glissant le 
long d'un axe du genre temps , colinéaire à son impulsion-masse i 
(donc non tangent à- sa trajectoire · <l'Univers dans' le cas g'.énéral du 
spin); par définitions, la somme Pi sera l'impulsz'on~masse totale de 
l'essaim, le couple Sils.on moment cinétz'que et ba,ycentrz:que autour'du 
ba,ycentre, enfi_!l l'axe sera le lie.u d' Unù;ers du ba,yéentre Xi. La 

~) . 
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justification de ces dénomio.ations résulte de ce que, si l'on pose 

P4= icM, 

les ( 1) s'écrivent 

que, dans_ ~ 0 , les (3'1) définissent à la mà.nière habituelle le moment 
cinétique autour du bmycentre ( le mom~nt ba,ycentrique correspondant 
étant nul dans ~o), et cela, notons.:le bien, indépen_damment de l'origine 
des r:spa.ces, parce que les trois P~ sont1 nulles; enfi_n que, toujours da~s 
CJJ, 0 , les(3'2 ) généralis.ent la' défini_tion habitùeHe du barycentre suivant 

• ' '. , ·- t t 1 

M xu-~ 1 m (xll - ,,ut ) - __ 1 sil ~ (. · o - O - ) · 0 o Yu O • o l , . l . l C } 
. . , . , · . . , . l .·· , 

si tous les ·points sO:nt pris au même instant. tq -~o, et enPabsence.de 
spin, l"on retombe exactement sur les équations classiques~_ 
• .Pour. :définir le. baryc,entFe-à lq manièr~ stricte, on liera èhacun de~ 

N points de l'essaim à l'instant,.po~nt d'i~tersection_ de son axe et de ·sa 
tr.ajectoire d'Univers (tou~ ces instants-points n'étant :pas:, dans le ca·s 
général, considérés . simuJtanément); dans, (J, 0 , . l'équati<?n (4')s'écrit • 
alors 

èt le ·temps du barycentre T O . X~/ic· apparaît.a_insi comme la m:oyenne 
pondérée des :temps des points de l'essaim, à un trè.s petit. terme cor~ 
rectif.p:tès correspondant au viriel de ces points. Ainsi, même si l'on 
p'rend tous les points au même instant, leu~ -barycentre défini à: ·1a 
man.ière ·stn'cte ne_ sera pas·. à cet.instant; ce fait risque -de paraître .for.~ 
tement singulier .aux habituês ·de la méca,nique . rie.wtoniènne r .on _ 
p'ourrnJ'éviter, si l'on .ve~t, en· en restant à la . définition .large du 
b avycen tre .. • 

• L'esprü_ de la· mécanique newtonienne aussi bien que celui .de la 
t~iéo.rie quantique des particules à spin seront respectés . si .nous a·ppe-
lons: .fictiv~ment. Pi l' zmpulsion~masse dü. l:Ja,ycentre et SiJ le spin. 1.dlf:,' 
bàryéentte ~· remarquon~ bien que; même si les points ·coris-titua_nt_s;so~t 
dénués·: de ·sp_in, -leur barycentre ·aura un spin, qui n'est autre que-le 
classique m~inent du système dutow: du bary,centre. 
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:i. L'IMPULSION-ÉNERGiE POTENTIELLE ET LE SPIN POTENTIEL DU CHAMP. ÉNONCÉ 

DES THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE LA DYNAl\tlQUE. - Tan4is que, dans la phy-
sique prérelativiste, l'électromagnétisme était tributaire de la méca-
nique qui lui fournissait, notamment, les notions fo!1damentales de la 
force ou de.l'énergie, la situation se renverse en Relativité: la mécanique 

. y ~eçoit notamment de l'électromagnétisme les lois ·de variance de la 
force et de l'énergie ; la raison profond~ de ce fait est que, avant 
Einstein, la mécanique avait ignoré le rôle que joue la constante· c 

_ dans son propre domaine, Suivant la tradition relativiste, et confor-
mément à ce que nous avons dit au paragraphe 1, nous allons.demander 
à l'électromagnétisme les conceptions nécessaires et suffisantes p·our 
fonder la dynamique des systèmes de points-matériels en interacti,Qn. 

Nous admettrons essentiellement que l'existenced'urt champ d'inter-
action se traduit _par une distribution continue d'impulsion_-masse' et 
de spin dàns l'espace-temps; soient Til et criJk les tenseurs· densitai:res 
correspondants, Ti.i étant asymétrique dans le cas géné~al du spin, et 
criJ" étant essentiellement antisymétrique suri, j ( 1 ). Pour èommencer~ 
nous remplacerons les N trajectoires <l'Univers des points matériels 
par N hypertubes, dont - les hyperseçtions du genre espace seront • 
finies dans toutes les directions; à l'intérieur de la matière, les teh:.. 
seurs TiJ et criJk seront décrits chacun par la somme de deux tenseurs, 
le premier, _ affecté de l'indice 1., résultant de l'existence· de la matière 
et s'annulant à l'extérièur; le second, affecté de l'.indice 2,, résultant 
de l'existence du champ et ne supissant pas de discontinuité à la tra:... 

' versée de l'hyperparoi des tubes matér:iels. Cela étant, en tout instant-
point de l'Univers, la densàé de force fi et la densité de couple p.U s' écri-
_vent respectivement 
(5) 

les équations d'évolution du système matière+ champ ·d'interac{ion 
seront écrites sous 1a forme de l'équilibre dynamique ( au sens de 
d' Alempert); elles admettent la forme purement locale, valable-en 

( 1) Pour l'exposé de la dynamiquè relativis~e des milieux continus doués d-è 
spin, on pourra consulter notre Mémoire au Journal de il1athématiques, t. 22, 
2, 1943, p. 1,18-136, et nos notes aux Comptes rendus de l'Académie des 
_Sciences, t. 218, 1944, p. 31; t. 218, 1944; p. 961; t. 225, 1947, p. 523. 

__, 
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tout instant-point, 
(6) ji-::::::::.o, 

compte tenu des relations évidentes . 

. les ( 6) et ( 5) admettent comme consèquences 

(8) . 1 dkP' = o, 1 1 a,[xi'f'' ~x;Ti'+o"i']=o; 1 

' telies sont )es deux équations teùsorielles générales, en somme et en 
~ornent, de l'évolution du système m~tière + cha~p ~- dles sont pure.-
me~t locales; nous allons en _tirer les énoncés relativistes des théo,)mes 
générau:iJ, bien connus de la mécanique classsique. 

Introduisons arbitrr:iirement une famille d'hypersurfaces tridimen:-
sionnelles &( 0 ), en général curvilignes, partout du genre espace, et 
balay~nt continûment tout l'Univers·. de Minkowski dans le s.ens des 

• temps croissants lorsque le paramètre réel 0 varie de ~ -oo à + oo ; 
nous admettrons que, lorsqu.'on_ s',éloigne l'infini daris une direction 
qtielconque sur une & (0), la dens~té moye~ne de matière décroît en 
sorte. que, si l'intensité du champ d'interaction décroît avec la di;stance 
à la matière, les deux .ten~éurs densitaires TiJ et aiJk tendent vers zéro 
suf:tisarnment vite à l'infini spatial. Considérons alors un domaine-
quadridimensionnel limité p·ar deux\ hypersMrfaces &( 0.1) e~ & ( 02 ), 
ainsi que par une hyperparoi 'if du ,genre temps qui ne soit rencontrée 
par· aucun hypertube· matériel; intégrons les ( 8) dans ce domaine, 
transformons le résultat en inté:grale triple étendue au contour pré_cé-
demment .. défini, enfin _éloignons à l'infini dans toutes les directions 
l'hyperparoi 'if; il résulte des hypothèses faites que les intégrale~ 
triples d'hyperparoi 'if tendent-vers zéro, en sorte que, si l'on oriente 
les hypercloisons &( 01) et &{02) dans le même sens· relativement aux 
aX'.es d·e temps, les équations densitaires (8) sont équivalenies aux 
ëquations intégrales ·, 

(g) 
fff .. 'l 'ik ~ . - f) i 

Ullk- 0 ' 
._ 5 (6) 

JD.. [ x iTik_ x i Ti* + a iik] Ollk -=;:. Çt-J; 
ô (0) • • 
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suivant notil.'e habilude, z·c out désigne _ le dual de l'élément d'intégra-
tion trilinéaire ['dx,:dxldx1. ·1· pi et CiJ=-CJi désig·nent deux ten-

- ' U U - , 0 . 

seurs constants. ., 
Par définitions de l'ùnpulsz'vn-masse ôi et du spin 8/J d'origine 

inerlique relatifs à un hypertube matériel infiniment délié, on a 
identiquement , 
( 10 ) ôp 1= 'f'/'ouk, · osii = a/1' ô ll 1,:j 

étranglons al.ors les N hypertubes matériels précédemment considérés 
de manière à-passer au cas des· N trajectoires <l'Univers de points · 
matériels, et.supposons essentièllement: a. que les intégrales d'origine 
matérielle tendent vers des lim_ites finies p;, si.i pour chaque hyper-
tube; b._ què l~s parties intén'-eurès des intégrales de champ tendent ·vers 
zéro, et que leur partie extérieure tende vers une , limite finie; dans· ces 
conditions, les deux équations d'évolution du système, en -so-rinne 
el en moment, deviennent respectiv,ement, sous forme intégrale, 

( r l) 
{ Ipi + llF'fi.k Ollf.: L == Pt' 

l l I x i p ; - ~; p i + s;i] + JI! [ x i'J'ik _ x;'fi'+ ~;i'] IJu, (,, = Cj; 

les termes en~, ou termes cùieJz·ques, sont relatifs aux N points malé-

r.iels, et les. l·ermes enjf(, te,rmes potentiels, ·sont relatifs au champ 

d'interaction; les intégrales sont calculées sur l'hypersurfaée cou-:-
• rante &(0), et les points matériels sont Lous pns sur cette même . 
hypersurface. 

En l'absence de .}pz'.n, ou aurait 

la seconde relation étant la conséquence intégrale de
1 
la première, et 

de même ( 1) 
(13 ) Tii _ T ii = o, x ' ip i - x.11p 1 = o ; 

( 1) Voir, ·sur ce sujet, notre N<?te aux Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences , t. 225, 19{~7, p. 523. 
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on voit sans peine, alors, que la seconde des équations ( n ) est consé-
quence de la première, avec • • 

Xi désignant l'instant-point couran.t d'un certain axe colinéaire à P~. 
• Revenons au cas général et, comme il était annoncé, tiron~ des ( 11) 

les énoncés relativistes des théorèmes générau~ de 1~ dynamique des 
systèmes de points. Décomposons arbitraireme:qt l'hypersurface cou-
rante &(0) en éléments infiniment petits dans toutes leurs dimen-
sions, ôu10 variarit de manière continue en fonction de 0; il résulte de 
la théorie développée au par~graphe 2, ainsi que des équations ( 11) 

précédentes, que le torseur résultant Pi, • SiJ du système des N tor-
seurs i, si.i et des oo torseurs infinitésimaux Tïk ôu1., cri.ik ôuk est conser-
mtlj. Il est conservatif en ce double sens qu'il n'est altéré ni par un 
changement de & à fintérieur d'une famille &(0 ), ni par un change-
ment de famille &( 0); celà revient à dire que le torseur dynaml·que • 

_ résultant est : a. conservatzf lors de l' émlution mécanique du système 
points+ champ; b. z'ndépe-ndant dans sa .définz'tz'on du choix de la. 
famzlle &( 0 ). Insistons au passage sur l'importance essentielle qu'avait 
a priori le second résultat, et venons-en à l'explicitation détaillée du 
premier. 

THÉORÈME I. - En l'absence de forces extérz°elll'es, l'l'mpulsion-masse 
totale P i du systéme ._points·+ champ, dùe encore impulsion-masse du 
barycentre, est conservative. 

Pour i = 4, on obtient ainsi à la fois l'.énoncé du théorème ( et non 
plus du principe ) de la conservatz'on de la masse totale, et ceiui du 
théorème des forces vz·ves. Par rapport à la théorie classique, la pre-
mière nouveauté consiste dans une masse potentz'elle attach ée au champ 
d'interaction, et corrélative à l' énergù potentielle dont la ·constante se 
trouve par là fixée; dans un système . stable, la masse potentielle doit 
être évidemment négative, et c'est là , on le · sait, un résultat que la 
chimie nucléaire permet de vérifier quantitative~ent. La seconde 

. nouveauté consiste dans ·1e fait que la loi de répartition densitaire 
dans le champ de cette masse et de c·ette énergie potentielles est phy- • 
siquement déterminée. 



SUR LE PROBLÈME RELATlVISTE DE LA. DYNAMIQUE. 13 

~our i-. u = I' 2, 3, le théorème I généralise le classique théorème 
de l'impulsion; comme il était a priori certain, l'ancien principe de 
l'égalité à distance de l'action et de la réaction est rejeté .comme 
,dépué de sens; corrélativement_, la notion d'upe iT(lpulszon potentzûle, • 
densitairement répartie dans le champ, est int1~oduite. 

THÉORÈME II. ----: En l'absence de forces extén·eures, le momen(ciné-
iz:que et ba,:ycentrz·que autour du ba,yc~ntre Si.i == - SJi du système 
poznts + champ, dù encore spin du barycentre, est conservatzj. 

Pour i, j = u, ,:, = 1, 2 ·, 3, on obtient ainsi l'extension du classique 
théàrème du moment ànétique.: à côté du spin ànétz"que dû · aux points 
figure un spin potentz"el ( 1) lié au champ; chacun de ces deux moments 
est lui-même, dans ie cas gënéral du spin, · la somme d'un moment 

'brbùal et d'un moment propre. 
Pour z·, j = u, 4: les mêmes énoncés sont rèp.étés relativement au 

moment barycent~ique. 

TttÉO_RÈ~E III . . - lorsque 0 varz·e, l' ·instant-poz"nt Xi associé par _ la 
définùion stricte ·du paragraphe l à chaque hyperswface &(0) décrit 
dàl!,S l' Unfr;ers un axe fixe colinéaire au quadrz"recteur constant Pi; on 
est- donc en droit de dire que, en l'absence de forces extérieures, la 
quadrivitesse Vi du bmycentre d-' Unirers du :,ystèm.e points+ champ ·est 
conseNatz"ve, et de plus cohnéaire à l'z:mpulsz"on-mass~ totale ( elle--rriêmè 
conservative en_ vertu du théorème I). 

On r~connaît l~, évidemment, l'extension du class,ique théorème du 
bmycentre; et 1e plus une précision tPès intéressante . pour ia théorie 
.du poi_n_~ doué . d~ spin ,. Le ba.rycentre étant, conformément à l'_esprit 
de l~ mécanique tant classiqqe que quantique, considéré fictivement 
comme un point matériel doué de spin, ·on ne s'attend pas à ce que 
son impulsion-masse et sa vitesse d'Univers soient en gén-éral des q~a-
driveQteu_rs colinéaires; c'est là, en effet, un résul,tat maintenant bien 
admis de 1a dynamique du poînt à spin. Il résült.e alors du corollaire 

( 1) Les ,mots moment cinétique cinétique Ôu mome'nt cinétique potentiels~ 
trouvent malheureusement jùrer en.tre·eux. 
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impliqué dans le théorèrne III que, dans le cas p.articulz'er très impor-
tant du mouvement lzibre du système, les deux quadriPecteurs en question 
sont colz'néaù·es (etd'cu'lleursconstants). Il sem~letout natu-rel d'étendre 
inductivement ce résultat au cas du point élémentaire doué de spin;. 
on saü qu'en mécanique ondulatpire des particules à spin, et dans le 
cas ·particulier très important de :l'onde plane . monochromatique, 
l'impulsion-masse, bien déterminée, est" colinéaire aux rayons d'Uni-

. vers; ce fait constitue la transposition quantique du résultat pré- • 
cédent. 

Toute la précédente théorie a été formulée dans l'hypothèse de 
l'absence de forces extérieures. Pour passer. de là au cas général, il 
faudrait superposer au champ d'interaçtion considéré uri champ d'action 
extérieure, dont le torseur résultant serait varia~le en fonction de &(0); 
le torseur_ résultant du torsem: intérz·eur et du torseur extérieur au 
s.ystèr.ne serait conservatif. 

4. LIMITES ·oE LA PRÉCÉDENTE THÉORIE. QUELQUES MOTS SUR LE PROBLÈME 

GÉNÉRAL DE LA DYNAMIQUE RELATIVISTE DES SYSTÈMES. - . La théorie précé-
dente, qui nous a permis d'étendre successivement à la ·Relativité les 
notions de base caractérisél.nt dynamiquement un- système, ·et l'énoncé 
des théorèmes généraux de la dynamique des systèmes, n'aura fait 
que nous mettre à pied d\euvre du vrai problème, qui apparatt comme 
un problème de champ. La Relatz"rité se voù dans l'incapaàté d'utilùer 
les théorèmes généraux dans la ,:ésolutz"on ejfecâre des problèmes, parce 
que_cette ùtilisatiqn exigerait la connaissance de la loi d'évolution du 
champ d'interaction, l~quelle dépend de· celle_ de l'ensemble des 
points; inversement, l'on voit clairement que si la dynamique newto-
nz·enne pouvaù utzhser les théèèm'es généraux comme intermédz"aires-de· 
raù?nnemeni, c'est essenûellement parce qu'elle fais a à un· groupe 
d' approxz·maûons re('enant à · z"gnorer par prz·ncipe ·ce qui se pa'sse darts 
le champ, sav__oir : 

- transmùsz·on instantanée de l'.z.nteraction, postulée dans le fait 
que tout le système était pris au même temps t réputé uniPersel; • • 

- égalùé à dùtance de l'action et de la réaction, conséquence du 
postulat précédent et de s.es implications, rendant inutile l'introduc-
tion de la notion d'une impulsz"on potentz"elle; 
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absenqe d' équz·valent massique de l' énergù potentielle, rendant 

inutile la spécification de sa loi de distribution au sein du champ pour 
la définition, not.amment, du barycentre. 

Toutes ces appro?imations revenaient, en des sens divers, 'à · 
faire c oo; elles formaient entre elles un corps cohérent dont, par 
essence même, la· Relativité se voit interdire l'usage. 

Comment donc, alors, va se présenter le problème principal dé la 
dynamique relativiste de's systèmes de points en interaction? On 
connaît physiquement deux importants précédents analogues, celui 
de l'électromagnétisme et celui de la théorie relativiste de la gravita-
tion; dans les deux cas, on a essentiellement_ à résoudre un système 
d'équations aux dérivées partielles décrivant le ·champ d'interaction, 
et N systèmes d'équations de condition traduisant l'action du çhamp 
sur les points matériels ( charges électriques ou masses gravitantes ). 
En électromagnétisme, malgré les travaux sur la question .qui se , 
sont succédés depuis l'époque classique des Abraqam, Poincaré, 
Langevin ( ), le problème reste fort complexe; on en peut dire autant 
du problème relativiste de la gravitation (2 ), mais les méthodes plus 
puissantes et synthétiques employées là nous sembler~ient, dûment 
transposées, avoir a priori beaü.coup d'intérêt pour le problème que 
nous considérons. 

Il semble, en effet, qu'un argument milite fortement en faveur de 
l'introduction d'une métrique pour attaquer ce problème : la notion 
d'une force d'interaction e'!-tre deux points fonction de leur distanc'e 

• _finz·e est tout aussi irrecevable en Relativité que le principe de l'égalité à 
distance del' action et de la réacu"on. Or, considérons ce qui arrive, en 
mécanique newtonienne-, lorsqu'on remplace entre deux points maté-
riels une attraction proportionnelle à leur distance par l'action d'un 
fil élastique matériel : la ·force d'interaction est transmise de proche 

( 1) On pourra consulter à ce sujet Richar~son) The electroft theory of m alter, 
Cambridge, 1914, Chap. XII et XIII. Dans le cas électromagnétique, il se 
présente le phénomène particulier très important de la création irréversible de 
rayonnement par les charges accélérées. 

(2) On lira notamment, sur ce sujet, le Mémoire de M. A. Lichnerowicz 
(Journ. de -Math., t. XXIII, 1, 1944, p. 37). 

I 
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en proche; on peut dire qu'elle existe virtuellement en tout point du 
fil, et qu'elle s'y actualiserait en deux tensions opposées si l'on coupait 
le fil; elle n'apparaîi effectivènient qu'aux extrémités et, si le fil 
matériel est supposé pesant, il n'y a pas égalité scalaire des tensions 
en ces extrémités; la force d'interaction est alors transmise à vitesse 
finie par ondes dans les deux sens le long de la c01•de vzbrante. Hien· 
n'est plus aisé, d'aiÜeurs, que de mettre le problème en· équations; on · 
attachera une métrique au fil matériel en .le graduant, lorsqu'il est 
tendu au repos, en longueurs égales, et en supposant ces gradua-
tions !; adhérentes au fil; si, pour simplifier, l'on raisonne avec une 
seule dimension galiléenne d'espace x' x, on trouve que l'équation 
d'évolution d'une graduation • ç = /; 0 est donnée par l'équation d~s 
cordes vibrantes 

d' x p d2 x 
d:.,2 - y dt' = 0 ' 

qui est ainsi vf.lable pour les déformations même grandes d'un fil 
élastique; par ailleurs, les deux équations dé condition 

dx . d2 x _ \ + m.1 
p ,J: • dP _ /, 

-, ., - 1n11 

pour ~= ~"' 
pour ..; = tu, 

\ ' ' 

doivent être satisfaites aux extrémités; p désigne la densité linéaire 
du fil rapportée à sa graduation naturelle ç, et -y le coefficient d'élas'-
ticité; ( 1 et çn sont les abscisses naturelles des extrémités liées aux 
points matériels, dont m _,\ et m 11 désignent les masses . . 

Il nous paraît que ce problème .de méca!l,ique newtonienne fou mit 
une assez juste image de ce que doit être le problème relativiste consi-
déré, et qu'il milite en faveur de l'introductitrn d'une métrique pour 
l'aborder; ce problème serait donc, quant à la méthode, un problème 
de Relativité générale. • 

Quoi qu'il en soit de ces suggestions, la présente étude n'avait pour 
but que de dég~er les abords du problème principal, en résolvant le 
problème préalable de l'extension relativiste des notions et des résul-
tats classiques de la mécanique newtonienne des systèmes de points. 
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