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Sur un type d’équations intégrales de seconde espece

résolubles par le calcul symbolique

Par Mavrice PARODI.

1. FoRME DU NOYAU ; METHODE GENERALE DE RESOLUTION. — Considé-
rons les équations intégrales singuliéres de seconde espéce du. lype

(1) Sfle) —+ 7..fwK(.7', t) fla)de == g(1),

ou f(¢) est une fonction inconnue, le noyau K (, ¢) étant de la forme

)n

n

(2) INEX ):2(:)2( r"b(t)“
' 0

* étant le symbole du produit de composition, la série étant supposée
uniformément convergente pour toute valeur de a et ¢ appartenant a
Vintervalle (0, + o). :

Nous allons montrer que le calcul symbolique permel de ramener
la recherche des solutions des équations de ce type a la résolution
d’équations fonctionnelles.

Posons, au sens de Laplace (*), a(t)D¢(s), b(1)DY(s); le noyau
K(x, t) a pour image, prise par rapporl a ¢,

)
o(s)er? .

(') D'une fagon générale, une transformation de Laplace sera caractérisée par
Ie parameétre s, une intégrale de Carson par le paramétre p.
g I P
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Faisons sur les deux membres de (1) une transformalion de Laplace
en opérant sur la variable z; en posant f(2)Do(s), £(2)D0(s), il vient

o(s) + 20(s) ‘/me—m’?(-“f(x) dax = 0(s),

ou.encore

(3) o(s) +2p(8)o[Y(s)|=0(s)-

Si I'on sait résoudre I’équation fonctionnelle (3) en o(s), I'original
de sa solution, s’il existe, sera une solution de (1) a condition que les
intégrales convergent. :

La résolution de (3) n’est pas, en général, plus aisée que celle de
I'équation (1), cependant, dans certaines circonstances, ce procédé
peut conduire a des résultats intéressants.

C’est ce qui se produit en particulier quandvla fonction ¢(s) est une
fonction périodique d’ordre deux (*), c’est-a-dire telle que sa seconde
itérée redonne la variable : ’

Ylp(s)=s.
La fonction ¢(s) peut, dans ces conditions, revélir les formes
T ' S 2— S
S, “y a—s, 9 Yo (@ = const.).
us as — 1 I—S

En remplagant alors s par {(s) dans équation (3), on obtient
o[ ()] +2p[b(s)]o(s) =0[¢(5)],

et en éliminant ¢| $(s)] entre cette derniére équation et I’équation (3),
il vient la solution

C0(s) —2p(s) 0[ Y (s)]
() ) = sy e 9]

a condition (ue l’expression qui figure au dénominateur du second
membre soit différente de zéro; de la considéralion de cette derniére
on peut d’ailleurs déduire, comme nous le montrerons, les valeurs
caractéristiques de I’équation (1).

Avec I'expression lrouvée pour ¢(s), la solution de (1) est donnée

() M. Panoni, €. R. Acad. Se., 226, 1948, p. 43.
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en ayant recours a la formule d’inversion de la transformation de
Laplace, par I'intégrale complexe

(1) — - L 00s) — () 0[d(9)]
(5) f(l)—z—m.‘/c‘e T () 9 (5)] ds

C étant un contour de Bromwich approprié.
On peut remarquer que ¢(s) est égal au produit de deux facteurs;
le premier, 0(s)— Az(s) 0[4(s)], a manifestement pour original
g(t)— lfwK(m, t) g(x) dx.
Posons, pour le second

91(s) =

1
TRl <MY

la correspondance élant entendue au sens de Laplace.
La solution de I'équation envisagée (1) s’écrit alors

f(t)-—h(t)[ -—-Af K(z, t) g(zx) dx]

avec les notations du produit de composition.
L’expression de 9, (s) conduit de plus a la relation

91(s) = Ra(s)p(s)p[b(s)] =0,

dont l'original s’écrit

*

h(e)y — 22 h(t) fwl((.z',t)a(x) dz =o.

C’est une équation homogéne en A(t) dont les valeurs caractéristiques
sont les carrés de celles de I équation (1); elles sont indépendantes de b(%).

Les expressions de ¢(s) que nous avons données el qui sont telles
que U[{(s)] =+ permettent de construire une infinité d’autres fonc-
tions périodiques du second ordre. Babbage (*) a en effet montré que
si f(s) est une solution particuliére de ’équation

()=

la fonction =" { fTo(s) ]} ou ©(s) est une fonction arbitraire, d’mverse
¢~'(s), est une fonction périodique du second ordre.

(Yy Phil. Trans., t. 103, 1813, p. 389.
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Montrons-le. On a, en écrivant o(s) & la place de ¢[{(s)] pour
simplifier écriture, et en opérant sur la fonction précédente,

YU =197 fo(s) = ¢~ foo~1fo(s)
=97 ffe(s) =99 (s) =s.

La fonction ¢=' fo(s) est donc une fonction périodique du second
ordre.

Ces considérations nous permettent donc de déterminer une infinité
de noyaux K(a, t) pour lesquels la relation (4) sera valable.

Parmi les noyaux simples ainsi définis, nous pouvons signaler les
suivants :

x_it;Jv(z\/l._v)Ds‘—L—‘e‘? (R(v) > —1 -
(R(s)>o0),

cos 2\/tz /m —% sine\tz _ 1. /m =
_VT\/“? Vise —\/_;,;\_ 3.;\/;“‘
J,(?) étant la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre v.

Notons que la méthode est encore valable quand {(s) est une fone-
tion périodique d’ordre =, c’est-a-dire. telle que son itérée d’ordre n
redonne la variable; nous le montrerons sur des exemples, nous
bornant pour l'instant & indiquer qu’il est possible de trouver des
noyaux satisfaisant a cette condition. En se référant aux travaux de
Babbage (*), on sait en effet que parmil’ensemble des fonctions pério-
diques d’ordre n, il existe la suivante

4 2 /('Tf
aa's — | a*— 2a oS — -1
n

Y(s)=

b
ars —a' k=

—_ a— 2¢c0s— ) .
n

a et @’ étant arbitraires et £ un entier compris entre zéro et n.
Il est alors facile de déterminer I'original de

p(s) e,
quand la forme de ¢(s) a été précisée.

Nous allons appliquer ces principes généraux a I’étude de quelques
types d’équations intégrales de seconde espéce.

(*) Voir, par exemple, H. Lavrent, Traité d' Analyse, Paris, 189o, t. 6, p. 246.
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= . -
2. EQuATIONS DE SECONDE ESPECE 0U ) (§) EST UNE FONCTION PERIODIQUE DU
seconp orbRE. — Considérons, par exemple, I'équation en f(2)

J(t)+1j K(t, z) f(x) dx = g(¢),
K¢, z)= <% + 1) tg.r—;.]\,<2\/t.—z).
Puisque

Y x

v
cx ), (2\tx)> sv—:ie_—‘, R(V)>—1,  R(s)>o0,

et que le membre de gauche de cette correspondance est nul pour
t= o0, on peut écrire

s+1 %
K(th)D—“‘;,;—,e S
On a donc
1 S—+1
‘P(S):} p(s) = o
et

e (3) =5+ 1) (§.+n)-

D’aprés la théorie générale faite plus haut, I'tmage au sens de
Laplace, de f(t), a pour expression

e el MOl

S
- Ainsi

h(t) > i —9

S=RET I i

= ! — ! I
1— 20241 — 4 2° 1—a2l—\1—42°
s — s — -
2 A2 2 A2
et '

I

Vi—4a
= é(t)——lfwK(t, x)g(x)dx]-

12 A V1 —4a k2 1— 2N V1— i A2
* ¢ * [

e X —e 2 A2

RYEY

J) =~
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e e I
Les valeurs caracteristiques sonl == -

Etudions maintenant un exemple simple qui va nous conduire a des
généralisations intéressantes. Soit I’équation en f(7)

(6) - f(2) + 7/ £z Jv(2 Viz) flx) de = g(t).
Puisque
cx *J,(2y/ixz) > ;v—i;e—;,
I'équation fonctionnelle adjointe (3) prend la forme

¢(5)+ 0 (i) —0(s),

o=r15 00— 50 (3) ]

En remontant aux originaux, il apparait que la solution de (6)
s’écrit

(7) NOES 72{g<t> zf ?‘EJv(zx/t‘@g(x)dx}

et sa solution est

a condition que A différe des valeurs caractéristiques 1.

Cherchons maintenant” les solutions de (6) correspondant aux
valeurs caracterlsuques de x (').

Supposons en premier lieu A = -1 il nous faut trouver la solution
en ¢(s) de I’équation

(8) e+ e (5) =00

Remplacons s par SE, il vient

&) cp<§>+sv+icp(s)—_—e(.‘s.>.

L’examen des équations (8) et (8') montre que la résolution de (8)
ne sera possible que si 8(s) salisfait a I'équation

(9) 0= 50 (3):

(*) M. Paroot, C.R. Acad. Se., t. 226, 1948, p. 153. -

Y
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La fonction g(¢), d'image 6(s), doit donc, pour que le probléme
‘soit possible, avoir une forme particuliére qu’il est d’ailleurs facile
d’obtenir; 'équation (9) a pour solution

0(s)=(s) + (i),

a(s) étant une fonction arbitraire; si donc A(?) est 'original de a(s),
g(¢) doit étre dela forme -

(10) «r(z)_A(:)+f & -Jv(z\/tx)A(x)dx

Supposons g(?) de la forme (10) et cherchons les solutions de (8).
Nous pouvons considérer I’équation

(1) 20+ S e (5) +enar =000,

n(s) étant une fonction arbitraire; pour g.=o elle est identique a
I'équation (8).

I . .
Changeons sen S il vient

(11') ?(é>+(1+fﬂ)s"+‘9'(5)+w) (g):o(g).

Entre (11) et (11') on peut éliminer ¢ (;) compte tenu de la rela-
tion satisfaite par O(J), il vient o

o0~ 8n(2) 0]
En faisant p. = o dans la formule précédente, nous obtenons la solu-

tion de (8)

<P(S):

2(0) =306 = g (5) + 00|

ou v(s) est’une fonction arbitraire.
En remontant aux originauk, il apparait que la solution de (6)
correspondant a la valeur caractéristique A = + 1, est

(12) fl= é [g(t) —-;f t;x_iJv(2 \/25)/1(30) dz —+ h(t)},

h(t)D7(s) étant une fonction arbitraire.
Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 1, 1949. ' 6
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Supposons maintenant A = —1 ; nous avons & résoudre I’équation
en ¢(s)
T I
(8") ?(s)— 5= 9 <§>:0(s).

En suivant la méme marche que dans le cas précédent, on voit que
le probléme n’est possible que si 8(s) salisfait a la relation

O(s):—#@(%)

ce qui impose & g(¢) d’étre de la forme

®° v

' g(t)::A(t)—f t‘-’—x_;:’J,,(z\/t_a_OA(az)dx,

A(t) étant une fonction arbitraire.
Cette condition étant supposée remplie, en opérant comme plus
haut, on trouve pour la solution de (6) correspondant a A= —1,

v

(i2) =] [g(l) v [ ESTE I (@) he) de +h(t)]’
h(t) étant une fonction arbitraire.

Noyaux réciproques. — L’étude de I'équation (6) suggére une
généralisation importante.

Il apparait que le noyau de cette équation est tel que la fonction
e(s) qui figure dans son image satisfait 4 la relation '

p(s)p[d(H]=1.

Montrons que tous les noyaux du type (2) pourlesquels cette rela-
tion est satisfaite, sont réciproques, c’est-a-dire tels que sil’on a

(13) g‘(l):fwK(x, t) f(x)dz,
1l en résulte
(14) f(t)y= f K(z, 1) g(x) d=.

L’équation fonctionnelle adjointe de (13) s’écrit

0(s)=p(s)o[¥(s)],
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d’ou l'on tire par itération
0[d()]=p[d(s)] 9(s).
Compte tenu de la relation satisfaite par p(s), il vient
e(s)=p(s)0[d(s)].

En remontant aux originaux, il apparait immédiatement que cette
relation implique (14).

Ces considérations permettent de déterminer une famille de noyaux
réciproques (').

. L’équation fonctionnelle :
p(s)pld(s)] =1
admet la solution

()
P= TG
ol v (s) est une fonction arbitraire.

Il en résulte que I'image d’un noyau réciproque peut étre de la
forme '

V() e
T
b (s) étant périodique d’ordre deuzx.
Une famille de noyaux réciproques peut donc étre définie par
I'intégrale complexe

1 v(s) —eU(s) st
E.va(s)]e v st ds,

prise le lorig d’un contour de Bromwich approprié.

Toutes les fois que le noyau d’une équation du type (1) sera réci-
proque, il est clair que les valeurs caractéristiques seront A =--1 ; les
solutions fondamentales sont alors faciles 4 déterminer.

Montrons-le dans le cas ot A =41 ; on a a résoudre

7o) +f°°K<x, 0) () de = g(1).

(') M. Paront, C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 1948.
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L’équation adjointe est de la forme
() +p(s) o[ ()] =0(s).
En itérant, compte tenu de la relation satisfaite par o(s), il vient
9(s)+p() @[ L(5)] = p(s) O[H(5)]-
Pour que le probléme soit possible, il faut donc que 'on ait

0(s)=p(s)0[ ()]s
ce qui implique que g(¢) soit solution de I'équation intégrale
s0= [ K(x, 1) gy da,
dont la solution s’écrit
g =AW + [ K(z,1)Ale)da,
Yo

*

A (x) étant une fonction arbitraire.
La solution correspondant a A =--1 s’écrit dans ces conditions

S = -; [g(l)l—i— h(t) —me(x, ) h(z) dx]a

h(t) étant une fonction arbitraire.
Remarquons de plus que pour qu’une équation du type

g(t):ame(x,t)f(x)dx . (a = const.)

admette une solution réciproque, il faut que son noyau ait une image
de la forme
p(s)e=wv0,

J () étant toujours périodique d’ordre deux, la fonction ¢(s) satisfai-
sant a la relation

p(s)pld(s)]= =

La méthode précédente de détermination d’une famille de noyaux
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réciproques suggeére un procéd¢ plus général pour la recherche de tels
noyaux ('). ‘

Au lieu de considérer la transformation de Laplace qui fait corres-
pondre & f(¢) une fonction o(s) par I'intermédiaire de ’exponentielle
e, on peut envisager une transformation fonctionnelle de la forme

cp(s):‘/m(l)(s, t) f(¢)de,

qui fait correspondre a f(¢), par 'intermédiaire de la fonction & (s, ?),
une fonction 9(s); nous noterons celte correspondance

o)/, S Dols)
P ¢ :

Si, dans ces conditions, onapplique la transformation fonctionnelle
précédente aux deux membres des équations (13) et (14), en-admet-
tant la convergence des intégrales el en posant

oVCro, 1 Ceso, | \
¢

18]

on obtient

(13) 0(s>:f0m<b<s,t)dz[o”K(x,t)f(x)dx,

(147) | q»(s):fo'”@(s, z)dzf0°°1<<x, 1) () da.
Supposons U'interversion des intégrales possible, il vient

(13" O(s):ftf(x)dxfomd)(s, ) K (x, t)dt,

(14") q(s):fo“g(.,,)dx fo"’q)(s, 0K (e, ¢,

Imaginons alors (ue la fonction K («, ¢) soil telle que I’on ait

K(z,6) ) @[(s), 2] p(s),
i)

() M. Paront, C. R. Acad. Sei, 1. 227, 1948, p. 810.
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{(s) étant une fonction périodique du second ordre ; les équations (13")
et (14") prennent les formes

(13") 6(s)=o[y(s)]p(s),
(r4)" o(s)=0[¢(s)]p(s),

et il apparait, puisque {(s) est périodique d’ordre deux, que (13") et
(14") sont équivalentes si ¢ (s) satisfait a la relation

p(s)ply(s)]=

Ainsi, si K(z, £)Dp(s) ®[Y(s), 2], ot L(s) est périodique-d’ordre
deux, et sip(s) vérifie la relation précédente, les équations (13) et (14)
seront vérifiées simultanément.

Il existe donc une famille de noyaux réciproques qui sont tels
qu’étant donnée une fonction arbitraire ®(s, ¢), ils sont solutions de
I’équation intégrale

qu)(s, O K(x, tyde = ®[d(s), ] p(s),

$(s) et p(s) satisfaisant aux conditions ci-dessus indiquées.

Cette remarque permet de construire des noyaux réciproques; il
suffit de se fixer ® (s, 7), U(s) et o(s), puis de résoudre I’équation inté-
grale précédente

Le noyau ®(s, ¢) de cette derniére équation étant arbitraire, rien
n’empéche de le choisir lui-méme remproque dans ces conditions sa
solution est immédiate, il vient

K(z, ¢) :f D¢, z)p(3)P|Y(5), x]dsz
0

Connaissant un noyau re(:lploque, nous pourrons ainsi en cons-
truire d’autres

Donnons un exemple simple.

Prenons

D (s, t) = cosst, d(s)=1—s, p(s) =e'—2,

nous'avons

Y (s)=s, p(s)p(r—s)=r1,
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et, par suite, le noyau
K(z, t)= QTE—efe—'—" costzcos(1— z)x ds,
0
est réciproque.
On trouvera dans la note signalée, d’aulres exemples de noyaux
réciproques déterminés par cette méthode.

Exemples divers. — a. Soit Péquation de seconde espéce
(15) J(t) + A f ele—rz P, (2vtx) f(z) dz = g(1).
On a

e

v
21, (aytz)> (s_—l——— PRI

—1)VH

)<

e'x

et, en prenant les images des deux membres de (15) par rapport a ¢,
il vient I'équation fonctionnelle adjointe :

(16) Q(‘q)_’_(s___/i)v—mc.p(_g_il)zo(s) R(s)>1.

. B » . . e .
La fonction —— est une fonction périodique du second ordre et la

solution de (16) s’écrit

o= 5|00~ =m0 ()|

La solution de la proposée est donc

(17) Sy = i—_l__}ﬁ[g(t)_;‘[ e’e—ﬂ’x“?t?—.]\,(2\/1_3_3)57(.7;)(14'],

quand A différe des valeurs caractéristiques == 1.
Les solutions correspondant aux valeurs caractéristiques peuvent
étre déterminées en opéranl comme dans ’exemple précédent.

b. Soit a résoudre I'équation en f(¢)

(18) f(t)+)f 6’8“"[2-;1;_;IV(2¢2i>f(‘zr)(lx:g(t).
On a

v v r
celtx ;Iy(z\/ﬁ)j (-s—l—e‘_l R(s)>1,

. l)v—i—l
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et 'équation fonctionnelle adjointe prend la forme

§— 2

CP(S)+(s—)‘I)V—HCP<S_—I>:0(S), R(s)> 2.

. S— 2
La fonction

— est périodique d’ordre deux et 'on obtient sans dif-

ficulté la solution f(z) de (18):

(19) f)= " l;\_) [g(t)—kf e’e—‘“t:’x_;Iv(2\/2})g(x)dx]
— A7 0
avec A £ =1,
c. Soit I'équation

(20) f(t)'—:gm—]—lfw%/ﬁf(w) dz.

L’équation fonctionnelle adjointe s’écrit

(21) ‘ q;(s):.ﬁ(s)—i—}.\/g'cp(;)]-

et sa solution est

o(s)= 1——_]}.‘2—1:[0(8)"_)‘\/26(;)]'

Ainsi ’équation {20) est satisfaite par

cos2 \/tx

f(t):l_;h[g(z)ﬁu;\]o““ - g(x)d.r],

a condition que A différe des valeurs caractéristiques == 71,—,.
VT

En opérant comme au début de ce Chapitre, on trouve que pour

que 'le probléme soit possible quand % =— —, il faut que g(¢) soit
™

de la forme _

(22) g‘(t):A(t)+ﬁl"wCOS;%/E”A(x)dx,

A (¢) étant une fonction arbitraire et ue, dans ces conditions, la solu-
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tion de la proposée est
» 17—
L
(23) s=1| 80— > f OS2V ) () da + h(e) |
V7o Ve

h(t) étant une fonction arbitraire.

En prenant A = \%—., on trouve (ue le probléme n’est possible que si

. ™

g () est de laforme

COS2 \/[I‘

.(24 "(l)_A(t)_\/ﬁ.[ —\/T-—-A(‘L)dx

A(t) étant une fonction arbitraire et que la solution est de la forme

(25) fy=" [o(z)q- 7 f COS?\/\L/lxlz(x)cla +h(l)]

h(t) étant une nouvelle fonction arbitraire.
A ce type d’équations se rattache le suivant

(26) ()= g(1) +)f S”’\’/f“ f(x) do.

On trouve la solution

(27) Sy =-

[”(l)“*")\f sm)\/lz (7)dz]

avec hs£ =+ —.
™

d. Soit'équation

(28) f(l):g(l)—|—7\[wcos(2thzf)f(x)dx.

o

Posons ¢ = y/z et divisons les deux membres de (28) par y/z, il vient

f(&/g)_c(\/\/;) +)/x@1\7’z_’£ﬂx)d¢.

Supposons que l'on puisse écrire f<\ Do(s), “’( >30(s), la

Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 1, 19:/[{). 7
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transformée de Laplace de I’équation précédente est

cp(s)::(](s)+X\I/Zr/me_‘%f(x) dz.
/ $J

Faisons le changement de variable #* = u, nous obtenons immédia-
tement I’équation fonctionnelle

(e =0(s)+ . \/ ( >
9(s)= 12\7["““" \/%‘)C*)]

/
“

de solution

En remontant aux originaux, il vient

f(\/Z)_ I [n(\/ ) {' 052\/1 —[)dz‘]

VRS V/S:
soit
(29) J= g0+ [ eostaengte) do|
r— - 0 V
avec A £ =& — |

Ce résultat peut étre generahse la méme ‘méthode monire que les -
équations du type '

(30) f(—) 0(!)—%—7\[ (mla)f(.z’)dx

admettent la solution
(31) f(l)———ﬁ[g<_j"_f>+7\/ i:;;(..tl')g(%x)(lx]-
4

e. Soit enfin 'équation en f(¢)

S =g(0) + Zfasin(a:t)_/(x) dz.

0

En posant, au sens de Laplace, /(V£)Da(s), g¢(vz)20(s) il est
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facile de voir que la résolution de I’équation envisagée se ramene &
celle de I’équaltion fonctionnelle

sy e - "/1’3((,'*)
(.J(S)—)(S) ' I|S\/SJ ¢/|S

dont la solution s’écrit

1 A P t .
o(s) = oy~ /50 (2]
¢ (5) /\?ﬂ{JkS)_*__’,s\/x‘)(.ﬁs)] _

| — ——

2
Si donc A différe de 'une des valeurs caracléristiques i\/;, la
- iv
solution cherchée s’écrit

S = I—, [g(()/—i— A /Msin(.z't)g'(:c) da.:] .

\ gy

[ — ——

2

Restent & déterminer les solutions de la proposée quand A prend
une des valeurs caracléristiques.

- 9 . .
Dans le cas ot n=-/>> Goursat (') signale que les solutions

fondamentales, en nombre infini, dépendanl d'un paramétre arbi-
traire; nous allons préciser ce résultat en montrant que quand 7
prend une valeur caractérislique il existe une infinité de solutions
fondamentales dépendant d’une fonction arbitraire el en donnant la
forme générale de ces solutions.

En opérant comme nous avons fait dans les paragraphes qui pre-

cédent, 1l apparait que pour A =+ \/i, le probléme n’est possible
i

que si g(t) est de la forme

o) = \ () — \/:—i/‘zsin(wl) A(x) dx,

" A(x) élant une fonction arbitraire el que dans ces conditions les

(") Analyse mathématique, 2¢ éd., 1. 3, p. 437, voir aussi k. Picarp, Lecons
sur quelques types simples d’équations aux dérivées partielles, Gauthier-
Villars, 1927, p. j1 et P. Levy, Bull, Sriences math., 1. 52, 1928, p. 156.
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solutions fondamentales s’écrivent

fu):;-[g(c)+h(z)+\/§/0'”sin(.m)h(x>dx].

Elles dépendent de la fonction arbitraire A(?).
Dans le cas ot A =— \/j:, on trouve que la condition de possibilité

du probléme est que g(t) soit de la forme
2(1)=A(¢) + \/gfwsin(.rt)A(x)dx,

A(2) élant une fonction arbitraire et que dans cette hypothése, les
solutions fondamentales s’écrivent

f([):z_lz [g(t)—l—h(l)—\/%[nsiu(xt) h(x)dx:l,

h(t) étant encore une fonclion arbitraire.

Remarque. — Dans le cas ou la fonction g() est une constante, la
“méthode que nous avons utilisée pour trouver les solutions fonda-
mentales ne s’applique pas; il est cependant possible de déterminer
ces derniéres quand I'équation fonctionnelle adjointe appartient a un
type connu. ;
Donnonsun exemple. Soit I’équation en /(2)

1

S + 7xftx_gt“’Jl(2 Vi) f(z)de=—1.

En utilisant la transformation de Carson, I'image de cette relation
conduit a 'équation en ¢(p)

9(p)+ 1o (},)-’—'—I

qui admet A=—1 comme valeur caractérislique.
L’équation a résoudre est alors I’équation d’Abel dont une solution
particuliére s’écrit
loglogp — logloga

e(p)= Tog (— 1) ’

a étant une conslante arbitraire.
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Une solution fondamentale correspondant & A = — 1 sera l'original
de celte expression; déterminons-le.
On a (au sens de Carson)

— (logp + ) —pf —rtlogt dt (y = const. d'Euler),

donc
("‘] -w
lO logp+ ___f e—"1osrlogt dt —j ])—’logtdl
Ofl

0 0
Or,
. )_IC .I./

S Y=Y
Ainsi

log logp + v “ a'logt dt

logp  “Jy TG+ 0)

el comme on peut écrire

1 — (loglogp - ‘)IOEP]

loglogp ==y —p [p logp

il vient

1 " logsds
f(t)—log(—-l)[_ ¢ —lovlona—i—-—f[ +log(¢t —< )[d;./( r(_l_q__g.)J

5. 15QUATIONS DE SECONDE ESPEECE 0U LA FONCTION ($) EST PERIODIQUE
"p’orDRE 2. — Nous avons indiqué que la méthode pouvait s’appliquer
au cas ou la fonction {(s) est périodique d’ordre n; nous allons, dans
cette hypothése, généraliser quelques-uns des résultats établis au
paragraphe précédent.
Raisonnons tout d’abord dans le cas oi (i) est une fonction pério-
dique d’ordre trois
Yol =

Considérons I’équation intégrale
(32) j(f)—{—/«f K(z, ¢) f(x)de=g(0)

ou le noyau K(, ¢) a une transformce de Laplace de la forme

p(s)e=v,

U(s) élant périodique d’ordre trois.
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L’image de cette équation est
_ ¢(5)) +dp(s)[b(s)] =0(s)
dont la solution en ¢(s) s’écrit

_0(s) — () 04 ()] + 22p(s) p{ 4 ()] O [$ ()]
(33)  el= T 56(5) P10 ()] L U (0)] g

- Une intégrale de Bromwich-Wagner, prise le long d’un contour
convenable, donnerait donc f(¢).

Nous allons étudver plus particuliécrement le cas ot
34 o()eld(n)]e[dvd()l=e (e==*1). -

Cherchons quelles sont dans ces conditions les propriétés du noyau.
Considérons les trois relations

g([):lei(w, 0) f(v) dx, h(t):fnl((x, \) g(x) dx, |
X \(35)' 0 3 ) » 0. .
J zsf K(z, t) h(z)dz,

dont les images I:espectives s’écrivent, en posant h(¢)>H(s),
0(s)=p(s) g[9(s))
(36) H(s)= p(s) 0[4(5)],
B @ (s)=ep(s) H[Y(s)]:
- La premiere de ces relations, itérée deux fois, donne
0[] =pl¥()ol¥ Y()}
\ 0[pd ()] =plEd()]9(s),
et il vient
_ O d()],
R ERI0)
Mais la seconde relation (36) donne

UG =2 [4()]0[d d(5)]

et, par suite,

_0[Ys)] ey
o) =Sy — P H ()]

compte tenu de (34).
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Les deux premiéres relations (35) impliquent donc la troisiéme.

Si donc le noyau est tel que p(s)o[4(s)]e[dd(s)]=2¢, on aura

v

(35 | f({):sf 4K(.r, t)dx xK()., x) () di.

0 0

et aussi

Jy=: /‘Z N (r, ¢)dx /l K (7, @) dx [ml(()\, P (p) dp

) 0

Quand la relation (34) est satisfaite, les valeurs propres de (32)
sont données par I'équation

M4 1—o0.

Cherchons les solutions fondamentales de (32) dans le cas ou
¢ =-t1; les valeurs caractéristiques sont :

)

1+ /3 1 —iy3

@ 2 2
Délerminons la solution fondamentale correspondant a # = —1.
On a a résoudre I'équation en o(s),
(37) ' 9(s) —p(s) o[ 4(5)]=0(s)

qui, itérée deux fois, donne :

gl —ple()]e[bd()]=0d(s)],
eLb ()] —oldd(s)]o(s) =0[Yd(s)].

De la premiére de ces équations on tire

— 0[4 ()| +9[P(s)]

Loldd — _
/ ely¢(s)] O]
et, en portant cette valeur dans la seconde, il vient
' - . (YRR
9(5) = () [ F(5)| = — () 0] ¥ (5)] — —*o{kb aE;I

LLa comparaison de cette équation et de I'équation & résoudre,
montre que le probléeme n’est possible que si 0(s) est telle que

0) = =) 0[4)] — sl



56 MAURICE PARODI.

En remontant aux originaux, on voit que g(¢) doit satisfaire a la
relalion '

g(k) :——fxl{(x, 1) g(x)dx ——f K(z, ¢) n’a"f 7 K(2, ) g(}) dk
donl la solution est, comme on le vérifie facilement,
g(t)y=A(¢) —fwK(a:, HA(z)dx,
0

A (z) étant une fonction arbitraire.
Cherchons maintenant la solution fondamentale correspondante.
Considérons ’équation fonctionnelle qui, pour y.=o, se réduit a
celle que I'on se propose de résoudre (37):

o(s) — (r=+p)p(s) o[ b(s)] + pn(s) =10(s),

n(s) étant une fonction arbitraire.
Par itération, 1l vient &

el9(s)] — G+ p)pld()] o[ b (s)] + pa[ b =04 ()],
ol ()] — (1 p)p[bd(s)]ols) + palbd(s)] = 0[ b d(s)).

La solution de 'équation envisagée se détermine alors facilement et
en y faisant . = o, il vient, aprés quelques Lransformations, la solution
de P’équation fonctionnelle (37)

vl . YllH'J'JJ(S)I]
0(s)=— 5| —20(s)—p () 0[L(s)] —n(s) —o(8$)n|L(s)] — ———=1.
p(8) == § | = 2005) = p () D1 b()] — () — p(s)a (o)) — ZLZL
En remontant aux originaux, la solution fondamentale de (32),

pour ¢ = —+1, correspondant a A =—1, s’écrit

)y =— % [— 22(¢t) —‘/ml\'(m, )y g(x)dx — h(t)

—f K(z, ) h(z)dx

0

-—fwK(;r, l)(/.'zrftl{()., x)/,.(z)dzJ

ou A(¢)D7(s) est une fonction arbitraire.
1=i\/3

2

» on voit, sans difficulte,

Pour les valeurs caractéristiques
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que le probléme n’est possible que si g(z) prend I'une des formes
respectives '

»g(l):A(l)_l_ L;\/g[xli(a:, t)A(x)»da:

’

A(t) étant une fonction arbitraire, et que les solutions fondamentales
correspondantes s’écrivent

1=

iv3 /IK(,T, yg(x)ydr — h(t)

2

—+ Il—:@f 'K(x, t)h(x)dx
0

J(y=—3]—28(0)+

2

-+ —
Iii\/3

fwk(x, nde [ KO, 2y Ry @l

h(2) étant une fonction arbilraire.

Plus généralement cette méthode peut étre utilisée pour déterminer
les solutions fondamentales d’équations intégrales de seconde espéce
dont les noyaux ont des images de la forme

p(s5) b

ot Y(s) est une fonction périodique d’ordre n et ou g(s) satisfait a la
relation

(38) p()pLd(s) - pldd. . W) =e (=),
(n—1) ‘

La forme dunoyau conduit a une généralisation des équations (35)
. et les valeurs propres sont données par I’équation (')

eM i~ 1—o.

Notons que la résolution de (38) permet de déterminer la famille
des noyaux considérés par une intégrale de Bromwich-Wagner (?).
Parmi les noyaux simples qui rentrent dans le type précédent, nous

‘(1) M. Paront, C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 980.
(2) M. Paront, C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 1877.

Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 1, 194g. . 3
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pouvons signaler les suivants :

e 11—

|IR(S) >1],

K(z, t)= e'l, (2y/tz)> —

(39)

s—1

—.

K(z, t):e—'”Io(‘z\/E'))-e—sN—— [R(s)>T1],

pourlesquels {(s) est périodique d’ordre trois et ¢(s) salisfait a (3;/;);
- cecl suppose f(x) et g(x) telles que les intégrales
T s
/( ) {g(x) e
existenl pour R (s) >1. _
Parmi les noyaux pour lesquels {(s) est périodique d’ordre qualre,
nous pouvons retenir le suivant

2.

- - T [R(s)>a).

(40) e lo(2y/2tx)>

S
la fonclion {(s) = 2%5 est bien périodique d’ordre quatre, mais
I

p(s)pld)pldd(s)]olbdd(s))=— 0

L.a méthode utilisée plus haut pour déterminer les solutions fonda-
mentales s’applique, la encore, sans difficulté; ces considérations
supposent bien entendu, que les intégrales existent pour R (s) > 2.

A. EQUATIONS INTEGRODIFFERENTIELLES. — a. Le calcul symbolique
permet de résoudre également les équations du type

(41) f”"(l)—}—?-.fwl((x, 0) f(z) dx‘:g(t). (n entier > 0),

K (@, t) étant toujours de la forme (2).
En posant ‘
J(O29(s),  5(0)20(s)

on a, au sens de Laplace,

n

S350 (s) = X shfH (o)

=1
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et Uéquation fonctionnelle adjointe s’écrit

(42) 510(8) -2 () o [(5)| = 0(s) + Y, prhf 4 (o).
. pay

I original, s'il existe, d'une solution (s) de cette équation pourra
étre une solution de (41).

La encore, le probléme est de solution aisée si ¢(s) est une fonction
périodique d’ordre n.

Montrons-le sur un exemple.

Soil I’équation en f(¢)

(43) Sy + 7/ ’ ra 2), (o) f(a) de = g(t)

dont 'équalion adjointe s’écrit

L

e ) — o \“1 n—k fik—1\
(44) 90+ oo (§) =00+ X et o)
k=1
Lafonction ;l est périodique d’ordre deux, nous savons donc résoudre
(44), 1l vient i

I 0(s) +"'\:‘ o) y 1 X f‘hm(o)_ .
N k=1 A __\‘ 7
? (S) - ]~ )‘2 sn RXan] [O (.\‘ > i ded .S'“_‘A __I \

k=1

avec A £ 1. )
En remontant aux originaux, il apparait que la solution de (43) est

(45) S = 1_—1-—7?-’ [[ ‘/l: &(x) (dx)"

— ).f i [;.x_EJV ( 2 \/E) o) dx

0

PN N S oy
P I'(4) ‘I—‘I(‘J-i— n— k1)
== =

a condition que les intégrales convergent. .
Lorsque 2 prend une des valeurs caractéristiques —1 ou 41, la
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recherche des solutions fondamentales s'effectue comme il a é1é
indiqué plus haut.-

b. La methode opérationnelle permet aussi d’ etudler les équations
du type

(46) f . f Jz) (dx)r+ ljm K(z, t) f(z)de=g(t) (n entier > 0),
K (@, t) étant de la forme (2). ‘

L’équation fonctionnelle adjointe s’écrit
(47) | 9 () o () o[ ¥ ()] =0(s)

avec les notations déja utilisées. ‘

Le probléme est 1a encore de résolution facile quand (s) est pério-
dique d’ordre n.

Donnons un exemple; soit I'équation

(48) j f f(@)(dz)y 2 f “‘”W‘” fla)de = g(t)

dont I’équation fonctionnelle adjointe est

(49) ’ s—'l'@(s)+x\/§¢ <§>:0(.s).

.Sa solution s’écrit N

o/ ()

et la solution de (48) est donc, en remontant aux originaux,

(50) D=8 [ JUETY “’Sj‘/‘” r(x)dx]

Yo

9(5) = —

a condition que g(0)=.. -——g‘"'”(o)—— oeth £ + —— \/7‘

Nous aurions pu tout aussi bien étudier I’équation

(51) f f Slz) (dz) + Rfmtéx_‘;Jv(z\/l‘;)f(x) dx = g(t).
On trouve ’

= —=; [gi’”(t)— %fmtzx_éJv(z \/Ec)g(x)dx]

0
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avece
At et glo)y=...=g" V(o) =no.

Remarque. — Signalons que la méthode symbolique permet
d’étudier des équations intégrales de formes plus compliquées que
celles que nous avons envisagées, dont le noyau est toujours du
type (2), telle que I'équation en f(?)

‘_{;r(t):z P;()f7 (&) +2 Q(8) /‘ f 2(x) (dz )+ Afml\'(x, O f(zx)dx

j==0 k=0

P;(t) et Q,(2) étant des polynomes en .
Soit, par exemple, Péquation en f(¢)

i () —+—fﬂJ\,(2 Viz) flz)de =o.

Posons, au sens de Carson, f(t)Do(p), I'équation fonctionnelle

adjointe s’écrit
J(p)y=o (-
dp)=v < p)

de solution (')
. l+~i‘/:; ‘ 1+i\/§p1—;‘\/:;

2
et il s’ensuit
REL) B L]

: e i+ i3 7
v S = 1 —iy/3 - 1"\/ I—{--L'\/g—”
(=) ()

BN 2 2

3. Equations momocines. — Le calcul opérationnel permet égale-

ment de résoudre des équations homogeénes; ’équation fonctionnelle
adjolnte s'écrit, avec les notations déja utilisées,

(52) 9(s) +2o(s) o[ ()] =o.

Si 4 (s) est une fonction périodique la résolution des équations de
ce type est facile, comme un exemple va nous le montrer.
Soit l'équation homogéne, correspondant a (6) qui, pour les

(') SusgrstriN, Phil. Mag., t. 8, 1940, p. 185.
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valeurs caractéristiques de A s’écrit

(53) J(0) if x 2),(a1z) f(@) de=o.
0
Son image est
‘ e g : I I —
o(s) = e @ " =0
et cette équation fonctionnelle admet la solution

¢ =005 50 (3 )

s

O(s) étant une fonction arbitraire ; la solution de la proposée est donc

(54) Sy ="h(0) ;:ftt"::w—':’.l\,('z Viz) h(z)der,

h(x)D0(s) étant une fonction arbitraire.
En portant ce résultal dans I’équation envisagée, on obtient la
relalion ' :

w Y % v .
(55) /L(l):f l"l(fz\/ﬂ‘)[la:/ ¥ T,(2ay) h(y)dy

(ui est a rapprocher de l'intégrale de Bessel-Fourier obtenue par
Hankel. '

Notons que si I'on avait envisagé 'équation homogéne qui corres
pond a (18), en donnant a A les valeurs caradléristiques =+,

(56) f(z)i—f eterx 221,(2\1z) flz)de = o,
0,
on aurait obtenu la solution
/u):h(z):_f ce=rz 21, (2\iz)h(z)de,
0

h(t) étant une fonclion arbitraire.
De ce résultat, on déduit la relation

h(t) :/. e'?J,(2 \/Z;E)dx‘/pwg".")'_SJv(2\/.;;)h(y) c{\y.




