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Sar un ~ype rl'éqnations intégrales rie seconde espèce 
résofobLcs par le calcul "1:rmbolù;ue; 

PAn lHAmncE PARODT. 

1. Fo1urn ou NOYAU; ~ll~THOllE GÉNÉI\ALE OE RESOLUTION. - Considé-
rons les équations inLégrales singulières de seconde espèce du type 

( I) j(t)+1.[~K(:r, t)j'(:r)d.1:=-c::g(t), 

où/(t) est une fonction incon11ue, le noyau K(.:x:, l) étant de la forme 

* . , ~..., ( - I )" -*-
K ( :r, l )=a(lJ X --,c11 b1t)"· nl \ 

* étant le symbole du produit de composition, la série étant supposée 
uniformément convergenle pour toute valeur de :.r et t appartenaut à 
l'intervalle ( o, +a:,). 

Nous allons montrer que le calcul symbolique permet de ramener 
la recherche des solutions des équations de cc type à la résolution 
d'équations fonctionnelles. 

Posons, au sens de Laplace (1), a(t)::>p (s), b(t)::>•}(s); le noyau 
K(x, t) a pour image, prise par rapporl ù t, 

( ') D'une fa,:on géuérnle, une transformation de Laplace sera caractérisée par 
le paramètres, une intégrale de Cai-son par le paramètre p. 
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Faisons sur les deux membres de ( 1 ) une transforma lion de Laplace 
en opérant surla variable t; en posant/( t)::, q, ( s), g( t)::, O(s ), il vient 

7 ( s) + 1.p ( s) l e-"''fi-'1 f( x) dx = 0 ( s), 

ou encore 
(3) i:p ( s) + ),p ( s) 7 [ y; ( s) J = 0 ( s). 

Si l'on sait résoudre l'équation fonctionnelle (3) en q,(s), l'original 
de sa solution, s'il existe, sera une solution de ( 1) à condition que les 
intégrales convergent. 

La résolution de (3) n'est pas, en général, plus aisée que celle de 
l'équation ( 1 ), cependant, dans certaines circonstances, ce procédé 
peu.t conduire à des résulta"ts intéressants. 

C'est ce qui se produit en particulier quand la fonction ( s) est une 
fonction périodique d'ordre deux (1- ), c'est-à-dire telle que sa seconde 
itérée redonne la variable : 

y;[y;(s)] =s. 

La fonction 4J( s) peut, dans ces conditions, revêtir les formes 

s, - , 
Us 

a-s, s --_, as- r 
2-S --, ... 
I -S 

(a= const. ). 

En remplaçant alors s par~( s) dans l'équation ( 3 ), on obtient 

9[y;(s)l + !.pl lji(s)] 9(s) = O[ i_p(s)], 

et en éliminant q, [ 4J(s)] entre cette dernière équation et l'équation (3), 
il vient la solution 

(4) ( s) = 0 ( s) -:- '·P ( s) 0 [ 41 ( s) l ' 
qi 1 -1."p(s) p[4'(s) [ 

à condition que l'expression qui figure au dénominateur du second 
membre soit différente de zéro; tle la considération de cette dernière 
on peut d'ailleurs déduire, comme nous le montrerons, les valeurs 
caractéristiques de l'équation ( 1 ). 

Avec l'expression trouvée pour ;o( s ), la solution de ( r) est donnée 

( 1) M. PAHODI, C. R. Acad. Sc., 226, 1948, p. 43. 



SUH UN TYPE D1 1~QUATIONS INTÉGRALES DE SECONDE ESPJ\CE. 37 
en ayant recours à la formule d'inversion de la transformation de 
Laplace, par l'intégrale complexe 

5 j( l = _1 __ f e-'l O ( s) - Î,p ( s) 0 1 41 ( s)] ds. 
(. ) ) 2 T:l C I - /. 2 p ( s) pl 41 ( s) l 
C étant un contour de Bromwich approprié. 

On peut remarquer que cp(s) est égal au produit de deux facteurs; 
le premier, 0 ( s) - ),p (s) 0 [ •f(s) ], a manifestement pour original 

g ( t) - ;, J K ( .r, t) g ( x) dx. 
0 

Posons, pour le second 
I 

9i(s) = I -Ï,"p(s)p[41(s)J C h(t), 

la correspondance étant entendue au sens de Laplace. 
La solution de l'équation envisagée ( 1) s'écrit alors 

j( l) = 1: (t) [ g(t) - 1,j K(x,*t) g(x) dx] 

avec les notations du produit de composition. 
L'expression de qi, ( s) conduit de plus à la relation 

91 ( s) - )_~ 9, ( s) p ( s) p [ 41 ( s) J = o, 

dont l'o"riginal s'écrit 
* 

h ( t ) - t. 2 1: (t) 1 K ( x , t) a ( x) dx = o. 

C'est une équation hom~gène en h( t) dont les valeurs caractéristiques 
sont les carrés de celles de l'équation (1); elles sont indépendantes de b(t). 

Les expressions de 'f(s) que nous avons données el qui sont telles 
que 'f [ 'f(s)] = s permettent de construire une infinité d'autres fonc-
tions périodiques du second ordre. Babbage ( 1) a en effet montré que 
si/( s) est une solution particulière de l'équation 

41[41(s)] =s. 

la fonction qi-1 (/[ qi( s)]) où f(s) est une fonction arbitraire, d'inverse 
sp~' ( s ), est une fonction périodique du second ordre. 

( 1) Phil. Trans., t. 103, 1815, p. 389. 
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Monlrons-lc. On a, en écrivant cp41(s) à la place de cp[41(s)] pour 
simplifier l'écriture, et en opérant sur la fonction précédente, 

'f [ 't' (s)] = i_j,,q,-tjq, ( s) = q,-1/q,q,-1/q, ( s) 
= 9-1Jj9(s) = r;i-'cp(s) = s. 

La foncLion cp- 1/r.p(s) est donc une fonction périodique du second 
ordre. 

Ces considérations nous permettent donc de déterminer une infinité 
de noyaux K( x, t) pour lesquels la relation ( 4) sera valable. 

Parmi les noyaux simples ainsi définis, nous pouvons signaler les 
suivants : 

(R(v)> -r 
(R(s)>o), 

J,, ( t) étant la fonction de Bessel de première espèce d'ordre v. 
Notons que la méthode est encore valable quand 41(s) est une fonc-

tion périodique d'ordre n, c'est-à-dire. telle que son itérée d'ordre n 
redonne la variable; nous le montrerons sur des exemples, nous 
bornant pour l'inst,ant à· indiquer qu'il est possible de trouver des 
noyaux satisfaisant à cette condition. En se référant aux travaux de 
Babbage ( 1 ), on sait en effet que parmi l'ensemble des fonctions pério-
diques d'ordre n, il existe la suivante 

aa' s - ( a" - 2 a cos. '5?!- + r) 
'f(S) = l 

a'"s - a' ( a - 2 cos /~rr) . 

a et a' étant arbitraires et k un entier compris entre zéro et n. 
Il est alors facile de déterminer l'original de • 

p (s) e-:c•.j,(s), 

quand la forme de p ( s) a été précisée. 
Nous allons appliquer ces principes généraux à l'élude de quelques 

types d'équations intégrales de seconde espèce. 

(') Voir, par exemple, H. L11rnllNT, Traité d'Analyse, Paris, 1890, t. 6, p. 246. 
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2. ÉQUATIONS DE SECONDE ESPÈCE OU ( S) EST UNE FONCTION PÉRIODIQUE DU 

SECOND ORDRE. - Considérons, par exemple, l'équation en/( t) 

J(l) + ), .l"' K (t, x)f(x) dx = g(t), 

où 

Puisque 

Ol(11)>- r, Ol(s)>o, 

et que le membre de gauche de cette correspondance est nul pour 
t = o, on peut écrire 

On a donc 

et 

s+r _·1:: 
K(t,.r):::>-~e ,. s 

I 
~(s) = -s 

s+1 
p(s) = s•+1 

D'après la théorie générale faite plus haut, l'image au sens de 
Laplace, de/( t), a pour expression 

r [ s+r (r)j cp(s)=---- O(s)-À-,-0 - .. o(s+r)2 s 1+1 s I - ),- • . 
s 

Ainsi 
h (t) :::> _ s 

s- }."(s+ 1)2 
-s 

et 
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Les valeurs caractéristiques sont + . .: • 
. 2 

Étudions maintenant un exemple simple qui va nous conduire à des 
généralisations intéressantes. Soit l'équation en /(t) 

( 6) .• l "' V V 

j(t)-+- ), tfx -, Jv ( 21/tx )j(x) dx = g(t). 
0 

Puisque 
V V X 

t2 X - Î J v ( 21/ tX) :, SV~t e - s , 

l'équation fonctionnelle adjoinle ( 3) prend fa forme 

9(s)-+- sL1 9 G) = 6(s), 

et sa solution est 
m(s) = - 1-. [a(s) - 0 (.:)] • T I - À2 SV+! S 

En remontant aux originaux, il apparaît que la solution de ( 6) 
s'écrit 

(7) j(t)= 1 
1 ),2 {g(t)-À.[ 00 ix-ÎJv(2ytx)g(x)dx} 

à condition que À diffère des valeurs caractéristiques + 1. 

Cherchons maintenant· les solutions de ( 6) correspondant aux 
valeurs caractéristiques de À ( 1 ). 

Supposons en premier lieu À=+ 1; il noüs faut trouver la solution 
en ip(s) de l'équation 
(8) CD ( s) -+- 9 (.:) = 0(s). 

1 sV+, S 

Remplaçons s par !. , il vient 
s 

( 8') 9 (:;) + sv+1 9 ( s) = e ( ~) • 
L'examen des équations (8) et (8') montre que la résolution de (8) 

ne sera possible que si 0(s) satisfait à l'équation 

< 9) o < s) = s'~j e ( D . 
(1) M. PARom, (!. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 153. 
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La fonction g(t), d'image 0(s), doit donc, pour que le problème 

soit possible, avoir une forme particulière qu'il est d'ailleurs facile 
·d'obtenir; l'équation ( g) a pour solution 

0 ( s) = a ( s) + s"~' a G) , 
ix(s) étant une fonction arbitraire; si donc A(t) est l'original de ix(s), 
g( t) doit être de la forme • 

(10) f "' 'I V 

g(t)=A(t)+ 
0 

t'x-'J"(2v't:.;,.)A(,r)dx .. 

Supposons g ( t) de la forme ( 1 o) et cherchons les solutions de ( 8 ). 
Nous pouvons considérer l'équation 

( r r) cp (s) -i- \-::}'· cp G) + p.tJ (s) = 0 (s), 
YJ(s) étant une fonction arbitraire; pour fL=O elle est identique à 
l'équation(S). 

Changeons sen ~, il vient 

(11') 9 G) + (1 + p.)s•1+1 cp,(s) + fl-YJ (D = 0 G) · 
Entre ( r 1) et ( r r ') on peut éliminer ip ( ~): com~te tenu de la rela-

tion satisfaite par 0( s ), il vient 

cp(s)=-1 -[Ü(s)- fl-+IYJ(~) +YJ(s)]• /J- -j- 2 5V+1 S 

En faisant p.= o dans la formule précédente, nous obtenons la solu-
tion de ( 8) 

9(s) = -~ [o(s)- - 1 YJ (~) + YJ(s)] 2 s'l+l S 

où YJ(s) esfune fonction arbitraire. 
En remontant aux originaux, il apparaît que la solution de ( 6) 

correspondant à la valeur caractéristique À=+ r, est 

(12) j(t)=;[g(t)- J"'t;x-rJv(2{tx)h(.x)dx+h(t) ], 

h(t)=:ni(s) étant une fonction arbitraire. 
Journ. de Math., tome XXVIII. - Fasc. 1, 1949. 6 
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Supposons mainteijant À= - 1 ; nous avons à résoudre l'équation 
en <p( s) 

( 8") cp(s)- L, 9 (~) =Ü(s). s s 

En suivant la même marche que ·dans le cas précédent, on voit que 
le problème n'est possible que si 0(s) saLisfait à la relation 

Û ( S) = - -1 0 (~) , 
5V+l S 

ce qui impose a g(t) d'être de la forme 

A( t) étant une fonction arbitraire. 
Cette condition étant supposée remplie, en opérant comme plus 

haut, on trouve pour la solution de ( 6) correspondant à),= - 1, 

[ f oo V 'I ] 
f ( t) = : g ( t) -+ 

0 
t' x - ;; J ,, ( 2 y tx) h ( x) dx -+ h ( t) , 

h(t) étant une fonction arbitraire. 

No y.aux réciproques. - L'étude de l'équation ( 6) suggère une 
généralisation importante. 

Il apparaît que le noyau de cette équation est tel que la fonction 
p ( s) qui figure dans son image satisfait à la relation. 

p(s)p[tj;(s)] = r. 

Montrons que tous les noyaux du type ( 2) pour lesquels cette rela-
tion est satisfaite, sont réciproques, c'est-à-dire tels que si l'on a 

( r3) 

il en résulte 

( 14) 

g(t) = [ 00 K(x, t)/(.x:) dx, 

/(t) = f 00 K(a:, t) g·(:x:) dx. 
0 

L'équation fonctionnelle adjointe de ( 13) s'écrit 

0(s) = p(s) cp[tj;(s)], 
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d'où l'on tire par itération 

O[y(s)] = p[y(s)] qi(s). 

Compte tenu de la relation satisfaite par p (s), il vient 

qi(s) = p(s) O[y(s)]. 

En remontant aux originaux, il apparaît immédiatement que cette 
relation implique ( 14 ). 

Ces considérations permettent de déterminer une famille de noyaux 
réciproques (1). 

L'équation fonctionnelle 

p(s) p[y(s)] =1 

admet la solution 

où v (s) est une fonction arbitraire. 
Il en résulte que l'image d'un noyau réciproque peut être de la 

forme 

~(s) étant périodique d'ordre deux. 
Une famille de noyaux réciproques peut donc être définie par 

l'intégrale complexe 

prise le long d'un contour de Bromwich approprié. 
Toutes les fois que le noyau d'une équation du type ( 1) sera réci-

proque, il est clair que les valeurs car;ietéristiques seront À=+ 1 ; les 
solutions fondamentales sont alors faciles à déterminer. 

Montrons-le dans le cas où À = + 1 ; on a à résoudre 

j(t) + ["' K(,:c, t)f(x) dx = g(t). 

(') M. P.rnonr, C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 1948. 
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L'équation adjointe est de la forme 

cp(s) + p(s) qi[lj;(s)] = G(s). 

En itérant, compte tenu de la relation satisfaite par p(s), il vient 

cp(s) + p(s) rp[41(s)] = p(s) 0[41(s)]. 

Pour que le problème soit possible, il faut donc que l'on ait 

O(s) = p(s) 0['1i(s)], 

ce qui implique que g( t) soit solution de l'équation intégrale 

g(t)=f"'K(.x:, t)g(x)cl:-i::, • 
0 • 

dont la solution s'écrit 

g(t) =A(t) + ("' K (x, t) A(x) dx, 
.; 0 

A ( x) étant une fonction arbitraire. 
La solution correspondant à ), =+ 1 s'écrit dans ces conditions 

f(t) = [ g(t) + h(t) -1·"' K(x, t) h(x) dx], 

h(t) étant une fonction arbitraire. 
Remarquons de pius que pour qu'une équation du type 

g(t)=a l"'K(x,t)f(x)dx (a= const.) 

admette une solution réciproque, il faut que son noyau ait une image 
de la forme 

p ( s) e- x•f (s}, 

( s) étant toujours périodique d'ordre deux, la fonction p ( s) satisfai-
sant à la relation 

I 
p(s) p['1i(s)] = -:;· a-

La îJléthode précédente de détermination d'une famille de noyaux 
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réciproques suggère un procédé plus général pour la recherche de Lels 
noyaux ( 1 ). • 

Au lieu de considérer la Lransformation de Laplace :qui fait corres-
pondre à.f(t) une fonclion cp(s) par l'intermédiaire de l'exponentielle 
e-,,, on peut envisager une transforma Lion fonctionnelle de la forme 

i• 00 

qi(s) = j W(s, t) j(t) dt, 
fi 

crui fait correspondre à/( t), par l'intermédiaire de la fonction cD(s, t), 
une fonction cp(.I'); nous noterons celte correspondance 

rr ( s) c J(t), f(t)::) 9 (s). 
<l> <J> 

Si, dans ces conditions, on applique la transforma Lion fonctionnelle 
précédente aux deux membres des équations ( 13) el ( 14 ), en admet-
tant la convergence des intégrales et en posant 

on obtient 

O(s) = f <l>(s, t) dt f 00 K(x, t)j(:t) dx, 
0 0 

( I 4') 9(s) = f 00 <l>(s, t) dt f 00 K(x, t) g(x) da:. 
0 0 

Supposons l'interversion des intégrales possible, il vient 

( 13 11 ) O(s) =f f(x) d,c f <l>(s, t) K(;x:, t) dt, 
() 0 

Imaginons alors crue la fonction K(x, t) soit telle que l'on ait 

K(x, t)::) «D[y(s), :r:] p(s), 
LI> 

(') ~1. Prnou,, C. n. Acad. Sr<, t. 227, 1948, p. 810. 
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(s) étant une fonction périodique du second ordre; les équations ( I 3") 
et ( i 4") prennent les formes 

0(s) =qi[yi(s)] p(s), 
qi(s) = G[yi(s)] p(s), 

et il apparaît, puisque l.j,( s) est périodique d'ordre deux, que ( i31") et 
( I4111 ) sonL équivalentes si p(s) satisfait à la relation 

p(s) p[yi(s)l = r. 

Ainsi, si K(x,t)::>p(s)cJ>[l.j,(s),x],ou l.j,(s)·est périodique d'ordre 
deux, et si p ( s) vérifie la relation précédente, les équations ( 1 3) et ( 14) 
seront vérifiées simultanément. 

Il existe donc une famille de noyaux réciproques qui son l tels 
qu'étant donnée une fonction arbitraire cJ>(s, t), ils sont solutions de 
l'équation intégrale 

l" cll(s, t) K(x,_ t) dt= cil[ tji(s), :c] p(s), 

l.j,( s) et p ( s) satisfaisant aux conditions ci-dessus indiquées. 
Cette remarque permet de construire des noyaux réciproques; il 

suffit de se fixer cJ>(s, t), ·-!,Cs) et p(s), puis de résoudre l'équation inté-
grale précédente 

Le noyau <P(s, t) de cette dernière équation étant arbitraire, rien 
n'empêche de le choisir lui-même réciproque; dans ces conditions sa 
solution est immédiate, il vient 

K ( x, l) = f "' cil (t, z) p ( z) cil 1 1.li( z ) , .1:] dz. 
" 

Connaissant un noyau récipl'oque, nous pourrons ams1 en cons-
truire d'autres 

Donnons un exemple simple. 
Prenons 

cll(s, t) = cosst, l.ji(s)=1-s, p(s) = e1-2s, 

nous·avons 
p(s)p(r-s)=1, 
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et, par suite, le noyau 

K ( x, t) = -- e-sz cos t.~ cos ( I - z ) x dz, 2ef 
7r 0 

est réciproque. 
On trouvera dans la note signalée, d'autres exemples de noyaux 

réciproques déterminés par cette méthode. 

Exemples dt.vers. - a. Soit i'équation de seconde espèce 

l "' 'i 'i 

f(t)+À 
O 

eie-'·x-"-t'J,,(2V'ix)j(x)dx=g(t). 

Ona 

et, en prenant les images des deux membres de ( 15) par rapport à t, 
il vient l'équation fonctionnelle adjointe 

-;. ( s ) r 9 ( S) + ( S - i )'h-1 cp S - i = J ( S) 

La fonction _s - est une fonction périodique du second ordre et la 
S-1 

solution de ( 16) s'écrit 

c:i s = _,_ e s - /. O _s_ . [ -

, ( ) I _ ,, , ( ) c s _ I rH-, (s _ 1)] 

La solution de la proposée est donc 

[ l "' V 'J j 
j(t) = 1 )," g(t) - Î, 0 e1e-'' x - , t' J,, (2 \itx) g(x) cLi: , 

quand À diffère des valeurs caractéristiques -+:: r. 
Les solutions correspondant aux valeurs caractéristiques peuvent 

être déterminées en opérant comme dans l'exemple précédent. 

/;. Soit à résoudre l'équation en/(t) 

(18) /(t) + 1, ["' e;e_"rr-~ Iv(2\ft:r)j(J·)dx=g(t), 

On a 

6l(s) > 1, 
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et l'équaLion fonctionnelle adjointe prend la forme 

À (S-2) r.p(s)+ (s-1)'1+19 s-1 =Ü(s), Ol(s) > 2. 

La fonctions - 2 est périodique d'ordre deux et l'on obtient sans dif-s - 1 

ficulté la solution .f( t) de ( r 8) : 

avec), "-:T-+ 1. 

c. Soit l'équation 

(20) 1~ COS21/tx j(t)=g(t)-,-À / j(x)dx. 
D \ f 

L'équation fonctionnelle adjointe s'écrit 

et sa solution est 

(!)(s)~ - 1-, lO(s)+),• /~6(~)]· 
, 1 - }.2 T( V s s 

Ainsi l'équation ( 20) est satisfaite par 

1 l 1·~cos2v'tx J /(t) = g(t) + ). _ g(x) d.r , 
!-/.. ,, 0 1/t 

à condition que À diffère des valeurs caractéristiques + -1'_, 
\ 7r 

En opérant comme au début de ce Chapitre, on trouve que pour 

que '.le problème soit possible quand ), = - +, il faut que g( t) soit 
VTi: 

de la forme 

A ( t) étant une fonction arbitraire et (1ue, daus ces co11<litions, la solu-
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tion. de la proposée est 

1 [ ( ) • 1 J cos 2 v1 tx J j(t) = .. g t - r _ h(x) dx + h(t) 
2 \,1îo Vl 

h( t) étant une fonction arbitraire. 

En prenant À=:+"' on trouve que le problème n'est possible que si 
' y7r 

g ( t) est de ]a forme 

1 [~ COS2 Jtx 
g ( t ) = A ( t) - ---,= _ A ( x) dx, 

\f1I," Vl 

A( t) étant une fonction arbitraire et que la solution est de la forme 

I [ I r cos ·2 V lx J j(t)= 2 g(t)+.r- _ h(x)dx+h(t), 
y1îvl) 1/t 

h( t) étant une notivelle fonction arbitraire. 
A ce type d'équations se rattache le suivant 

On trouve la solution 

(27) /(t)= r-,~ [g(t)+ÀJ~sÎn'.>.jt~;: g(r)dJ·J 
I-). ,. Il VJ:' 

avec À~+.:-
v 1î 

d. Soit l'équation 

( 28) j( t) = g( t) + ), [~cos ( 2 t.r)j(x) dx. 
'" 

Posons l = J; et di visons les deux membres de ( 28) par /z, il vient 

J(J;) _ g({;) '} r~cos2.rv;-f( ) i 
'r; - . ;-; + . /-:: X l X. v~ v~ vu v~ 

Supposons que l'on puisse écrire 11? ::>?(s), /!1~;) ::,0(s); la 

Journ. de Math., tome XXVIII.- Fasc. 1, 19fiu- 7 
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transformée de Laplace de l'équation précédente est 

cp (s) = 0 (s) + L /~ j'm e - 7.f(x) dr. Vs () 
Faisons le changement de variable x~ = u, nous obtenons immédia-

tement l'équation fonctionnelle 

de solution 

~(s)=--=-1- ___ [o(s)--1~,/.~o(~)]· • J/·n 2 y s s 
1- -/-

'I 

En remontant aux originaux, il vient 

soit 

f(l) = 1 [ o·(t) + À.J,, r. cos(2:rt)g(x) dx] /\,-!. 7! b 

r-T 
avec À~+ ~---

V ï: 
Ce résultat peut être généralisé : la même 'méthode montre que les 

équations du type 

(3o) f --:-· = g( t) + À ( ml :r) f( x) d:r ( ml) !~sin 
' '.l - O cos 

admettent la solution 

I [ (''l) 1•r.si11 (2X) J /(l) = J"' g :::___ + /, ( 2 t x) g - d.x • ,-n ,n cos m 
[-- !) 

( 

'1 

e. Soit enfin l'équation en/( t) 

./( t) = g( t) + J,J sin (.rt).f(x) dx. 
Il 

En posant, au sens de Laplace, J({t)-::)rp(s), ,t;·({i):)0(s) il est 
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facile de voir que la résolution de l'équation envisagée se ramène à 
celle de l'équation fonctionnelle 

y ( $) = f) ( S ) L i-__ vif /J ( I ) • îs s \'is 
dont la solution s'écrit 

Si donc À diffère de l'une des valeurs caractéristiques + • /~, la V,. 
solution cherchée s'écrit 

Restent a déterminer les solutions de la proposée quand ), prend 
une des valeurs caractéristiques. 

Dans le cas où /, = Goursat ( 1) signale que les solutio11s 

fondamentales, en nombre infini, dépendant d'un paramètre arbi-
traire; nous allons préciser ce résultat en montrant que quand i, 
prend une valeur caractéristique· il existe une infinité de solutions 
fondamentales dépendant d'une fonction arbitra,·re el ~n donnant la 
forme générale de ces solution~. 

En opérant comme nous avons fait dans les paragraplies qui pré-

cèdent, il apparait que pour À=+v~, le problème n'est possible 

que si g( t) est de la forme 

/.,'(t) = A (t) --vi [~ sin(:rt) A (:c) d.r, 

• A.( x) étant une fonction arbitraire el que dans ces conditions les 

( 1) Analyse mathématique, 2" éd., t. 3, p. !137; voir aussi E. PtCAHD, Leçons 
.wr quelques types simples d'équations aux d1;rivées partielles, Gauthier-
ViHars, I\)2'j, p. 'ir et I'. LÉH, Bull. Sr-ie11ces matit., t. 52, I\)28, p. 156. 
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solutions fondamentales s'écrivent 

j(t) = ;- l g(t) + h ( l) + V~ l z sin ( xt) h ( .'.l') dr J • 
Elles dépendent de la fonction arbitraire h( t). 

Dans le cas où ), = - V~, on trouve que la condition de possibilité 

du problème ~st que g( t) soit de la forme 

g(t) = A(t) + \!/~ [z sin( . .ct) A(x) dx, 

A( x) étant une fonction arbitraire et que dans cette hypothèse, les 
solutions fondamentales s'écrivent 

j(t) =; [.;r(t) + h(t)-v[ l~ sin(.'.l:l) h(x) dx], 

h( t) étant encore une fonction arbitraire. 

Remarque. - Dans le cas où la fonction g(t) est une constante, la 
• méthode que nous avons utilisée pour trouver les solutions fonda-
mentales ne s'applique pas; il est cependant possible de déterminer 
ces dernières quand l'équation fonctionnelle adjointe appartient à un 
type connu. 

Donnons un exemple. Soit l'équation en/( t) 

Jz 1 1 

j(l) + ), x-ê/Ji(2ytx·)J(x) d::c=-1. 
ll 

En utilisant la transformation de Carson, l'image de cette relation 
conduit à l'équation en ?(JJ) 

9 (p) + À 9 G) = - I 

qui admet),= - 1 comme valeur caractéristique. 
L'équation à résoudre est alors l'équation d'Abel dont une solution 

particulière s'écrit 
o( )= loglogp-logloga, 
' p log(- r) 

a étant une constante arbitraire. 
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Une solution fondamentale correspondant à),=- r sera l'original 

de cette expression; déterm,inons-le. 
On a ( au sens de Carson) 

-(logp+·()=rfz e~t11 logtdt 
" 

(y= const. d'Euler), 

donc 
log I og P + y =J ' e-' io~ I' log/ dt =1· z p-tJ og t dt. 

logp O 0 

Or, 

Ainsi 
_loglogp+y cjz·r'logtdt 

logp O 1'(1+t) 

et comme on peut écrire 

Joo-l0°·11=-v-p - "' ,., • 1 logp [ 1 -(Jo,,Joo·p--'-"') ] 
" " • - p logp •• 

il vient 

/(t)=~-- -v-Joa-lo 0 a+-- [·-+lo"(t-,)[ch ' • 1 l d 1'·. (~ ,·'iogsdsj 
• log(-1) ' 0 " dt O ' " ~" l'(l+s) 

5. JtQUATIONS DE SECONDE ESPJ<:CE OÙ LA FONCTION i_p( S) EST PÉRIODIQUE 

• n'onnnE n. - Nous avons indiqué que la méthode pouvait s'appliquer 
au cas où la fonction ~(s) est périodique d'ordre n; nous allons, dans 
cette hypothèse,· généraliser quelques-uns des résultats établis au 
paragraphe précédent. 

Raisonnons tout d'abord dans le cas où ~(s) est une fonction pério-
dique d'ordre trois 

If 1 '-lil y;(s) l l =as. 

Considérons l'équation intégrale 

f(t) + ).Jz K(x, t)f(x) d.x:=g(t) 
() 

où le noyau K(x, t) a une transformée de Laplace de la forme 
p ( s) e-:,.-<J, s', 

t.j,(s) étant périodique d'ordre trois. 
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L'image de cette ~qualion est 
cp ( s)) + Àp ( s) cp [ i.p ( s) ] = 0 ( s) 

dont Ja solution en cp(s) s'écrit. 
( 3 3 ) ( s) = 0 ( s) - 11p ( s) 0 [ i.p ( s ) ] + /, 2 p ( s) p [ i.p \ s)] 0 [ i.p i.p ( s )J_ 

cp r+113 p(s)p[i.p(s)]p[i.pi.p~s)] .. 

Une intégrale de Bromwich-Wagner, prise le long d'un contour 
convenable, donnerait donc/( t). 

Nous allons étudz"er plus particulièrement le cas où 
(34) p(s) pl t_/;(s)j p[i.p tji(s)] = ë (e=+ 1 ). 

Cherchons quelles sont dans ces conditions les propriétés du noyau. 
Considérons les trois relations 

• ,( 35). l g(t)-J"J..:(.,r:, t)f(·r:)d:r, h(t)=IzK(x, t)g(x)dx, 
1) o. 

f(t)=s[.,I{(x, t)h(x)dx, 

dont les Îm\J-ges respectives s'écrivent, en posant h( t) :> H( s ), 

(36) ) 
O(s) = p(s) 9[41(s)], 
H(s) = p(s) O[lji(s)], 
cp(s) = ep(s) H[i.p(s)]. 

La première de ces relations, itérée deux fois, donne 

O[lji(s)]= p[y;(s)] qi[yi i.p(s)j. 
O[i.pi.jJ(s)] = p[y; i.jJ(s)J :p(s), 

et 'il vient 

Mais la seconde relation ( 36) do1rne 

. H[yi(s)] p[y;(s)] O[i.p lji(s)J 
et, par suite, 

. o [ t t (s) l . . 
Q(s)= [.Jiyi J=ëp(s)H[y;(s)j ' p 1 ( s) 

compte tenu de ( 34 ). 
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Les deux premières relalions ( 33) impliquent donc la troisième. 
Si donc le noyau est tel que p (s) p [ i.ji( s )] r ri.Ji 41( s)] = E, on aura 

( 35') 

et aussi 

f(t)=z rr.h~(.r, t)d:r{r.K(1.,:x:)d,x:{r.K(1,, [J.)/(p.)dp. 
,._, () '- 0 ._, IJ 

Quand la relation ( 34) est satisfaile, les valeurs propres de ( :h) 
sont données par l'équation 

1?s+1=0. 

Cherchons les solutions fondamentales de ( 32) dans le cas où 
s = + 1 i les valeurs caractéristiques sont : 

1. + / 1 - i 
- 1, 

2 2 

Déterminons la solution fondamentale correspondant à ;, = - 1. 

On a à résoudre l'équation en ep( s ), 

cp(s)- p(s) cpl •+(s)I = O(s) 

qui, itérée deux fois, donne 

cp[y;(s)J- pl y;(s)j cp[tj, •-j,(s)] = U[tj,(s)I, 
cply; tj,(s)J- p[ y; y;(s)]9 (s) = O[•-j, y;(s)I, 

De la première de ces équations on tire 

- . [ 1 t!i(s)] = - O[y;(s)] + cp[tj,(s)j 
cp 'f' p[y;(s)] . 

et, en portant cetle valeur dans la seconde, il vient 

, " ( s) - ,, ( s l ::o l "'( s J 1 = - ,, ( s l o 1 ,1., ( s l 1 - o 1 ·+ ·+ ( s) l. 
T ' 'T • ' ., p[y;t.),(s)j 

La comparaison de cette équation et de l'équation à résoudre, 
montre que le problème n'est possible que si 0(s) est telle que 

. . O(d, w(s)] • 
O(s) =-o(s) O[tli(s)] - T ' •• 

' ' • pltJiy;(s)J 
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En remontant aux originaux, on voit que g( t) doit satisfaire à la 
relation 

g(~) = -1 x K (a;, t) g(.:c) dx - j x K(x, t) dx f 00 K (),, a.:) g(À) d). 
0 0 U 

dont la solution est, comme on le vérifie facilement, 

g(t) = A(t) -~ f 00 K(x, t) A(x) cLc, 
0 

A(x) étant une fonction arbitraire. 
Cherchons maintenant la solution fondamentale correspondante. 
Considérons l'équation fonctionnelle qui, pour !-'· = o, se réduit à 

celle que l'on se propose de résoudre ( 31 ): 
r.p(s) - ( r -è- p.) p(s) 9[ 1-!i(s)l + p.-r;(s) = O(s), 

Y] ( s) étant une fonction arbitraire. 
Par itération, il vient 

qi[41(s)J - ( i + p.) p[ 41(s)] 9[ 41 'f(s)] + fl-YJl 41(s)J = O[ 41(s)], 
cp[ 1-!i41(s)]-(1+ p.)p[4141(s)jcp(s) + p:r,[4141(s)J • 0[ 1-!il)l(s)J. 

La solution de l'équation envisagée se détermine alors facilement et 
en y faisant !-'· • o, il vient, après quelques transformations, la solution 
de l'équation fonctionnelle ( 37) 

cp(s) =- i [- 20(s) - p(s) O[lji(s)J - -r;(s) - p(s)-r;[ 41(s) [ - ;rt t~:m · 
En remontant aux originaux, la solution fondamentale de ( 32 ), 

pour E = + 1, correspondant à À=- 1, s'écrit 

f(t)=-i[-2g(l)-[ 00 K(a:, !)g(:I)d.:c-h(t) 

-f 00 K ( :c, t) h ( .:c) dx 
Il 

-1· 00 K(cr, t) d:r[ 00 K()., ,:r:) h(I,) d),] 

où h(t):n1(s) est une fonction arbitraire. 
r+i\13 Pour les valeurs caractéristiques --- , on voit, sans· difficulté, 

2 
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que le problème n'est possible que si g( t) prend l'une des formes 
respectives 

g(t)=A(t)+ i±iV3j~K(x, t)A(tc)&c 
2 " 

A( t) étant une fonction arbitraire, et que les solutions fondamentales 
correspondantes s'écrivent 

h( t) étant une fonction arbitraire. 
Plus généralement cette methode peut être utilisee pour déterminer 

les solutions fondamentales d'équations intégrales de seconde espèce 
dont les noyaux ont des images de la forme 

p ( S) C-''f(S) 

où 'f(s) est une fonction périodique d'ordre net où p(s) satisfait à la 
relation 
(38) p(s)p[tp(s) ... p[tptp ... tp(s)l =E 

(n - 1) 

La forme d11 noyau conduit à lJHe généralisation des équations (35') 
et les valeurs propres sont données par l'équation ( 1) 

Notons que la résolution de ( 38) permet de déterminer la famille 
des noyaux considérés par u'ne intégrale de Bromwich-Wagner (2). 

Parmi les noyaux simples qui rentrent dans le type précédent, nous 

'(1) M. P.rnon1, C. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 980. 
(") M. PARODI, Ç. R. Acad. Sc., t. 226, 1948, p. 1877. 
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pouvons signaler les suivanls : 

I I((.x·, t)= c!J0 (2Jt:c)::>c-~~ 
S-1 

(39) 
J _ -· e- ·C~') 
r h..(x, l)=e-"10(2vt.x)::> s 

[Ol(s) > 1 ], 

[ ('R_ ( S) > I j, 

pourlesquels ½J( s) est périodique d'ordre trois et p ( s) satisfait à ( 34); 
· ceci suppose f( x) et g ( x) telles que l~s intégrales 

("Y. 1 (j'() j e- ,.T=, Î . x· / d.r 
, 0 ,g(x)I 

existen L pour dl( s) > 1. 

Parmi les noyaux pour lesquels '-1,(s) est périodique d'ordre quatre, 
nous pouvons retenir le suivant 

( 4o) [R(s)>2J. 

la fonction ~(s) = _s_ est bien périodique d'ordre quatre, mais 
2-S • 

p ( s) r 1 ·.Ji ( s lJ Pl ·.Ji ·.Ji ( s) 1 P 1 ·.Ji lJi lJi ( s li= - } • 
•I 

La méthode utilisée plus haut pour déterminer les solutions fonda-
mentales s'applique, là encore, sans difficulté; ces considérations 
supposent bien entendu, que les intégrales existent pour Ol(s) > 2. 

4. ÉQUATIONS INTÉGRODIFFÉRENTIELLES. - a. Le calcul symbolique 
permet de résoudre également les équations du type 

f"' (t) + 1.f K (x, t)j(x:) d.1::'= g(t) 
" 

K ( x, t) étant toujours de la forme ( 2 ). 
En posant 

j(t) :i Cf (s), 

on a, au sens de Laplace, 

g(t):iO(s) 

" 

(nentier> o), 

f"(t)::>s"cp(s)- l s11 - 1f•- 1i(o) 
l.'=I 
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et l'équalion fonctionnelle adjointe s'écrit 

Il 

( 2 ) s" cp ( s) + ).p ( s) 9 [ yi ( s) J , [J ( s) + p"-kf ,_, ( o). 
k=l 

L'original, s'il existe, d'une solution 9(s) de cette équation pourra 
être une solution de ( 41 ). 

Là encore, le problème est de solution aisée si ~(s) est une fonction 
périodique d'ordre n. 

Montrons-le sur un ex~mple .. 
Soil l'équation en/(t) 

( 43) f"" (l) + ,.J X rr--~ .L, (:,, V i;,) f(.cJ d.c = g( t) 
u 

dont l'équation adjointe s'écrit 
Il 

(44) s11 w(s)-1- ~ü (~) = O(s) + )~ s 11-kj',k-t 1(0)• 
T SI+, ' S ,.;..J 

k=l 

La fonction!. est périodique d'ordre deux, nous savons donc résoudre 
s 

(44), il vient 

) ,, I O(s) + "--, s"-kj'1k-1•(o) _ 
',..... ' Il 

1 k=I Î. 0 '1 ,-,Jk- 1 (0) > 
os=-- -- - +~ 
' ( ) 1 .. ),2 s" s·1+1 [ ( s ) s"-k l 

. k=L J 1 
avec),~+ 1. _ 

En remontant aux originaux, il apparaît que la solution de (43) est 

f(L) = 1 I." f .. ·1 g(.r) (r/:r)" [ 
/ t 

!l (l 

à condition que les intégrales convergent. . 
Lorsque À prend une des valeurs caractéristiques - 1 ou + 1, la 
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recherche des solutions fondamentales s'effectue comme il a été 
indiqué plus haut.· 

b. La méthode opérationnelle permet aussi d'étudier les équations 
du type 

(fiô) Il• •f 1/(x) ( (Lr:)"+ ). f 00 K (x, t)/(x) dx = g( t) 
o o Jo 

(n entier> o), 

K(x, t) étant de la forme (2). 
L'équation fonctionnelle adjointe s'écrit: 

( fi 7) s-n Cf ( s) ;+- ).p ( s) rp [ l)i ( s) J = 0 ( s) 

avec les notations déj a utilisées. 
Le problème est là encore de résolution facile quand H s) est pério-

dique d'ordre n. 
Donnons un exemple; soit l'équation 

(48) 1·1 I 1 • f 00cos2 \!tx ... j(x)(dx)"+Î, _ j(x) dx=g(t) 
li O O V { 

dont l'équation fonctionnelle adjointe est 

(4g) s-"co(s) + ), ' /~ (J) (~) = O(s). 
1 Vs l s 

-Sa solution s'écrit 

q,(s) = - 1--, rs"O(s) - ). v1~ 0 ( ~) l 
1-A-rrl s ,s J 

et la solution de (48) est donc, en remontant aux originaux, 

(5o) r [ /' cos 2 V Le ] /(t)= , g'"l(t)-À _ g(x·)dx 
I-},'TC ., 0 \!t 

à condition que g( o) = ... = gin-11 ( o) = o et À + . / . 
V 7r 

Nous aurions pu tout aussi bien étudier l'équation 

On trouve 

/(t)= I I fi [g"'(t)-J.[oct~x-iJ,,(2vt.r)g(x)d.'.l'.] 
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avec 

et g( 0) = • •. = g•n-1) ( 0) = O. 

Hemarque. - Signalons que la méthode symbolique permet 
d'étudier des équations intégrales de formes plus compliquées que 
celles que nous avons envisagées, dont le noyau est toujours du 
type ( 2 ), telle que l'équation en f ( t) 

g( t) =~ P1(t) ]'i 1 ( t) • ~' Qk( t) ~f 1 ... J, 1 /;(x) ( dx)k +À[,, K. (,r, t) j(x) dx 

P/t) et Q!.(t) étant des polynomes en t. 
Soit, par exemple, l'équation en/( t) 

tf(t) +[~ J,1 (21/t:r)J(x) dx= o. 
• Il 

Posons, au sens de Carson, /( t) -:J 9 (p ), l'équation fonctionnelle 
adjointe s'écrit 

de solution (1) 

et il s'ensuit 

1-i{Ï 

Cl( (p) = p 

a. ]~QUATlONS HOMOGÈNES. - Le calcul opérationnel permet égale-
ment de résoudre des équations homogènes; l'équation fonctionnelle 
adjointe s'écrit, avec les notations déjà utilisées, 

Si t}( s) est une fonction périodique la résolution des équations de 
ce type est facile, comme un exemple va nous le montrer. 

Soit l'équation homogène, correspondant à ( 6) qui, pour les 

(') S11.B!JHSTE11i, Phil. lliag., t. 8, 1940, p. 185. 



62 PARODI. - TYPE D'ÉQUATIONS INTÙGRALES DE SECONDE ESPi'.iCE. 

valeurs caractéristiques de À s'écrit 

(53) /(l) + f 00 x-~t~Jv(2 yt.~:)/(tx:) dx= n. 
,, 

Son image est 

et cette équation fonctionnelle admet la solution 

<JJ(s) = O(s) + --1-0 (:), 
l s'J---!-1 S , 

0( s) étant une fonction arbilraire; la solution de la proposée est donc 

(5{i) j(t)=h(l) +[~ /r:-~J,,(2{tx)h(x)dJ:', 

h(x):> 0(s) étant une fonction arbitraire. 
En portant ce résultat dans l'équation envisagée, on obtient la 

relation 

(55) h(t)= f 00 i2J.1(2{tx)dx f"'y-;Jv(2yxy)!t(y)dy 
[) 0 

qui est à rapprocher de l'intégrale de Bessel-Fourier obtenue par 
Hankel. 

Notons que si l'on avait envisagé l'équation homogène qui carres 
pond à ( 18), en donnant à À les valeurs caractéristiques + 1, 

• :.o . 'I V. • 

(56) /(t)±j e1 e-~:x-'i./i.Jv(2yta:).f(x)dx • o, 
"· 

on aurait ab.tenu la solution 

j(t)=h(t)=t= J00 e1 e-'-·x-~;i.J,,(21/tx)h(x)dx, 

h( t) étant une fonction arbitraire. 
De ce résultat, on déduit la relation 

!t ( t) =1' 00 e' l; J,h {ix) dxj"~ e-'j-i.Jv ('),V :ry) h (y) (fY · 
0 {) 


