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Sur les variétés .1 d'un espace de Hilbert; 

PAn .J. IHXl\lIER. 

Introduction. 

Ce Travail complète sur quelques points le premier Mémoire (') 
que j'ai publié sur les variétés et les opérateurs J l:{J. Je suppose ce 
l\ilémoire connu du lecleur, et j'utilise ses notations. L'espace de 
Hilbert complexe considéré sera, pour simplifier, supposé séparable, 
sauf men Lion expresse du contraire e). 

Rappelons brièvement certaines définitions et certains résul Lats de E. 
On définit les variétés J d'u11 espace hilberlien Il comme les 

domaines d'existence des opérateurs fermés de H. Les opéraleurs .1 
sont les opérateurs dont l'image esL une variété J. Les variétés .J 
forment un réseau 1: pour les opérations+ et n, très exactement le 
réseau engendré par les variétés fermées. Les opérateurs J se repro-
duisent par addition et multiplication, et tout opérateur J est le 
produit de deux opérateurs fermés. Le domaine d'existence et le 
domaine des valeurs d'un opérateur .1 sont des variétés .l. La variété 
transformée d'une variété J par un opérateur J est une variété .1. 

Soit D une variété J. Les variétés fermées à une infinité de dimen-
sions contenues dans D sont appelées les noyaux de D. Si n n~ con-
tient aucun noyau, D est dite de classe 3", n étant sa dimen-

(') Ce Mémoire est désigné dans la suite pal' E. Les chilfres entre crochets 
renvoient à la bibliographie qui suit cette introduction. 

(') Le cas général peut aussi se traiter, mais conduit à des classifications plus 
pénibles, les questions de dimension jouant souvent un rôle essentiel. 
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sion ( n = I, 2, ... , 00 ). Si D, non fermée, possède des n"oyaux, D est 
dite de classe 2. Si D esl fermée el a une infinilé de dimensions, D est 
di Le de classe 1. Les variétés J de classe 3 sont les domaines des 
valeurs des opérateurs fermés complètement continus. Une variété J 
de classe 2 csl somme, d'une infinité de façons, de deux de ses noyaux. 

Un noyau N est dil maximal s'il n'exisle aucun noyau N1 ::> N tel 
que N19N ail une infinité de dimensions. D, de classe 2, est dite de 
class~ 2a si elle ne possède aucun noyau maximal, de classe 2b dans 
le cas contraire. 

Une variété fermée V réduit n si l\D c n. Une base orthonormale 
(e.,) de [D] esl dite base de D si Loule variété [e, 1 , e,~, .. . ] réduit D. 

D est alors l'ensemble des vecteurs 2:, x·, e1 tels que 2:, a/1 x; i2 < + oo, 
i== 1 i==1 

(a,)· étant une certaine suite de nombres ( appelée suile de valeurs 
propres) tels que iuf a;> o, bien déterminée, à une similitude près, 

i 

par D, et qui définit D à une transformation isoméLrique près. 
Soil D, D', deux variétés J partout denses dans H, etsoit<J(D, lY) 

l'ensemble des opérateurs J biunivoL1ues dont le domaine d'existence 
est D et le domaine des valeurs 1)'. On peul caractériser les cas clans 
lesr1uels q; ( n, D 1 ) contierit des opérateurs bornés. L'existence de tels 
opérateurs définil entre D et D' une relation d'ordre au sens large 
notée D>- D'. La relalion d'équivalence << D>- D', D'>- D >> est 

. notée DrvD'. Eufin, l'existence d'un opérateur bicontinu L tel 
que L(D) = D' est une relation d'équivalence notée D1'-ID' (L peut 
alors être supposé unitaire). 

Enfin, relativement aux opérateurs fermés de S}(D, D'), on a les 
résultats suivants. Si D ou D' est de classe 1, tous les opérateurs de 
Sï(D, D1) sonl fermés. Si l'une des variétés D et D', D par exemple, 
csl de classe 3, Sî(D, D') ne contient d'opérateurs fermés que si D'est 
de classe 1. Enfin, si D et D1 sont <le classe 2, 'iÎ (D, D') contient à la 
fois des opérateurs fermés et des opérateurs non fermés. Ce cas, le 
plus complexe, conduit à la construction de . certains opérateurs 
notés A(V, V'; \V, \V'; L, L'). 

Ceci posé, voici quels sont les problèmes, laissés en suspens dans E, 
et que nous résolvons ici. 
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Soit Dune variété J, Net N' deux noyaux non maximaux de D. Il 
est prouvé dans E qu'il existe un opérateur unitaire U conservant D 
tel que U(N) = N'. Donc Net N' jouent exactement le même rôle 
dans D. Dans une variété J de classe 2a, Lous les noyaux jouent le 
même rôle. En est-il de même pour les noyaux non maximaux d'une 
variété J de classe 2b? Celle question, englobée clans un problème 
plus général, fait l'objet du Chapitre I. 

On a noté clans E que heaucoup de définitions relatives aux 
variétés J ne faisaient intervenir que les opérations+ et n, autrement 
dit étaient invariantes clans tout automorphisme du réseau J:!. Il en 
est ainsi en particulier pour la classification clcs variétés J. D'où les 
problèmes suivants, relatifs en somme à la structure de L". 

1° Étudier les relations entre la classification des variétés J et la 
relation d'inclusion dans C. Ce problème fait l'objet du Chapitre II, 
et conduit à une relation d'ordre in Lércssantc entre opérateurs bornés. 

2° füudier les relations entre la classi{îcaLion des variétés J et les 
opérations+ et n dans C'. Cc prohlème fait l'ohjct du Chapitre III. 
Le résultat le plus notable esl que les variétés J de classe 3 se repro-
duisent par les opérations+ et n, el peuvent en un certain sens être 
considérées comme néglifjca!Jles : si l'on ajoute à une variété J de 
classe r ou 2 une variété J de classe 3, on ne modifie que très peu ses 
caractfristiques essentielles. Ce fait est d'ailleurs lié à l'étude des 
idéaux dans l'anneau des opérateurs fermés bornés, comme nous le 
montrerons ailleurs ( 1 ). 

Dans le Chapitre IV, ou monlrc que les relations >-, ,'"V, l""v' 

peuvent être définies uniquement à partir des opérations+ et n, ce 
qui prouve que beaucoup de propriétés établies dans E et dans le 
présent article sont des résultats relatifs à la structure du réseau J}'. 

Au Chapitre V, on détermine exactement l'ensemble des opérateurs 
du type A(V, V'; \V, \V'; L, L'), ensemble dont on savait déjà qu'il 
déborde celui des opérateurs fermés. Celte étude est englobée dans 

( 1 ) Cf. Les idéau.i: dans l'cnsemldc des val'iétés J d'un espace hilbértien 
(Ann. Fac. Sei. Toulouse, ,)"série, t.10, 19!i(), p. 91-11{i). 
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une recherche plus générale, qui permet en particulier de classer les 
opérateurs J. 
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I. - Variétés linéaires fermées· contenues dans une variété J. 

l. PRÉLIMINAIRES suit LES surrEs DE NOMBRES. - Il n'est question dans 
ce paragraphe que de suites de nombres (a,, a 2 , ••• ), avec a,> o 
pour tout i. 

On appellera nième sectz·on d'une Lelle suite la suite ( an, an-H, ... ). 
Lorsque la suite (a,) est équivalente à sa première section, c'est-à-dire 
lorsque a~'. a1+ 1 est borné ainsi que le rapport inverse, il est immé-
diat que la suite est équivalente à toutes ses sections. Dans ce cas, la 
suite est aussi équivalente à ,toute suite ( 0: 1 , 0: 2, ••• , 0:11 , a1, a2, ••• ), 
où les o:i ( > o) sont arbitraires. 

Si la suite (a;) est non décroissante, elle est semJ_ilable à sa nième sec-
tion si et seulement si elle lui est équivalente ( cf. E, lemme 5. 4). 

LE,urn 1 . 1 - Soù (a;) et ( a; ) deu;-x: suites non décroissantes tendant 
vers +oo, (b;) et (V) deux suifes bornées. Si les suz'tes (b1 , a1 , b2 , 

a2 , ••• )=Set (b',, a',, b~, a~, . .. )=S' sont semblables, l'une des· 
suites (a1), (a;) est équivalente à une sectz"on de l'autre. 

Démonstration. -:- Soit & le sous-ensemble de S' qui correspond 
aux ai. dans la similitude. & est un ensemble de nombres tendant 
vers + oo et S' - & est un ensemble de nombres bornés. Donc & 
contient tous les a;, sauf un nombre fini n d'entre eux, et ne contient 
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qu'un nombre fini n' de b;. Si n~ n' (resp. n < n') on obtient une 
sui le semblable à & en remplaçant ces b; ( resp. n d'entre eux) par n' 
( resp. n) des nombres a; de S' - c;,;, Dans les deux cas, l'une des 
suites ( a;), (a;) est semblable, et par suite équivalente, à une section 
de l'au Lre. 

2. D1tnNITIONS. - Soit Dune varié lé J, partout dense dans l'espace H 
(pour simplifier). Soit V, V' deux variétét, linéaires fermées contenues 
dans D. S'il exisle un unitaire U e'll(D) (E, Chap. IV, § 5) tel 

1) 

que U(V')cV, on écrira V>V'. Cette relation est évidemment 
réflexive et transilive, c'est donc une rclalion d'ordre au sens large. 

ll Il . 

La relation «V> V', V'> V 1> est une rel a Lion d'équivalence que 
Il Il 

nous noterons : V= V'. Alors, la relation V> V' est une relation 
d'ordre entre classes d'équivalence : les classes d'équivalence forment 
un ensemble ordonné,. soit S-( D ), dont nous allons étudier la struc-
ture. On va établir les résulLaLs suivants: 

1) 

THÉORÈME 1 . r. - La relatz"on V = V' est équiPalênte à l'existence 
d'un U E 'll(D) tel que T_T (V)= V'. 

n 
Il est évident que si U(V)= V' pour un U E~ll(D), on a V= V'. 

On démontrera la réciproque dans la suite. 

THÉORÈME 1 . 2. - tF ( D) est totalement ordonné, et même isomorphe 
à un ensemble de nombres ratz'onnels ordonné à la mamëre habi'tuelle. 

Ainsi, étant données V et V', on a une et une seule des rela-
11 D Il 

tions V> V', V= V', V'> V. 

IJ 

5. DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES. - LE1IME 1. 2. - V> V' entraîne 
Il H 

V> Y'. V> V' est équwalent à 

dim V:::,,,.dim Y', dim Fl8VL.dim H8V'. 

Démonstration immédiate. 
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LEmiE 1. 3. - Soù n = dim V, n' = dim V', net n'finù. 
Il 1) Il I 

a. On aV > V1, V= V', V'> V suivant que n > n', n = n', n' >n. u . 
Il 

b. Si V=V', il exùte un Le'lL(D)telqueU(V)=V'. 
IJ 

Démonstratz"on. - Si V=V', on a n''o.n', n'~n (lemme 1.2), 
donc n = n'. 

Réciproquement, si n = n', il existe ( E, prop. 5. g) un U E 'li( D) 
tel que U(V) = V', D'où ( b ). 

Supposons maintenant par exemple n > n'. Soit V" une variété 
linéaire à n' dimensions avec V" CV. On a V"= U (V') pour 

- Il 1J 
un U E'll(D), donc V>V'. D'ailleurs, V ~V' puisque n~n'. 

L Il 1) 

Ainsi, n > n' entraîne V> V', n = n' entraîne V= V',· n'> n 
Il 

entraîne V'> V; donc les réciproques sont vraies; d'où (a). 

LEMME 1 . 4- - Si la dz·mensz'on de V est finfr et celle de V' infinie, 
Il 

onaV'?V'. 

Démonstration. - Soit V" CV, avec dim \Tl'= dim V. On a 
Il 

V11 = U (V) pour un U E 'll(D ), donc \!I > V. Il est évident 
Il 

queV~V'. 

LEll1ME 1. 5. - Si V et V' sont deux noyaux non maxùnaux, on a 
V'= U (V) pour un U E 'U(D ). 

Démonstratz·on. - C'est la proposition 5. 10 de E. 

LEMME l. 6. - Les théorèmes l. 1 et l. 2 sont vrais sz' D est de classe 3,,, 
n_fzm·. 5T(D) est alors ùom01phe û l'ensemble ordonné 1, :ol, 3, 4, ... n. 

Démonstratz'on. - lmmécliale à partir du lemme i. 2. 

LE1IME 1 . 1. - les théonimes i . I et L . 2 sont vrais si D est de classe 1. 

§i' ( D) est alors ùomorplie à l'ensemble ordonné 
J 

2' - 3, o· 
' 

1 
3' ~' 1. 

2 
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Dénwnslratz'on. - Immédiate à partir du lemme J. 2. 

LrnME 1. 8. - Les tlu;orèmes l. 1 et J. 2 sont iTnÙ si D est de 
classe 3 ~. §î ( D) est alors isom01phe à l'ensemble ordonné 1, 2, 3, 4, ... 

Démonstration. Immédiate à parlir du lemme l. 3, puisque D ne 
contient aucun noyau. 

LEMME 1 . 9. - /,es théorèmes 1 . 1 et l . 2 sont vrais si D est de classe 2a. 

§î (D) est alors isomorphe à l'ensemble ordonné 

Il 

Démonstration. - Si V= V', dim V= dim V' (lemme 1. 2 ). Le 
théorème t. 1 résulte alors du lemme 1. 3, b et du lemme 1. 5. 

La comparaison des V de dimensions finies résulte du lemme 1. 3. 
Il 

·Pour deux noyaux quelconques V, V', on a V= V' (lemme 1. 5). 
Il 

Pour un noyau V' e Lune V de dimension finie, on a V'> V (lemme J . 4). 
D'où le lemme. 

LEMME t . 1 o. - Les théorèmes 1 . 1 et 1 . 2 sont vrais si D est de classe 2b. 
:'F(D) est alors isom01phe,·.1·uiMnt les cas, soit à l'ensemble ordonné 

-- 1, - ' - .,, I ) ... ' 0 ;. 1, 
'.~ " -1 

soit à l'ensemble ordonné 
l I 

') 5 7 0 
-I, -

~' 
- 3' - 7, ... ; n; ... ' 1i' 3' ;, I' 2' 3, 4' 1 

/Jëmonstratz'on. - La comparaison des V de dimensions finies 
résulte du lemme l. 3. Pour un noyau V' et une V de dimension finie, 

n 
on a V'> V ( lemme l . 4 ). Reste à comparer les noyaux entre eux. 

a. Si V et V' sont deux noyaux non maximaux, on a V'= U (V) 
- D pour un U e ·lL(D) (lemme l. 5 ), donc V'= V. 

Il 

b. Si V est non maximal et V' maximal, on ne peut avoir V> V'. 
D'ailleurs, soiL V" CV' un noyau de déficience infinie dans V'. On 

Journ. de Math., tome XXVIII. - Fa5c, 4, r949, 4 I 
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a V"= U (V) pour un U E 'lL(D ), puisque V" et V sont non maximaux. 
f) 

Ainsi, V'> ·v. 
c. Soit enfin V et V' maximaux. Soit Â = D n (H 8 V), 

Â'= Dn (H8V'). Soit (e 1, e2 , ••• ) une base orthonormale de V, 
( Ei, E2 , ••• ) une base orthonormale de Â, ( a.1 , a2 , .•• ) une suite de 
valeurs propres correspondanles de Â. Comme Â est de classe 3,,, 
(E, Chap. V,§ 4), on peut supposer la suite (a,) non décroissante 
et tendant vers + oo. Posons 

Ona 
Sl p > q; 

pour tout p. 

vll admet la base orthonormale ( en-H, en+2) ••. ) si n :::-:-,. o, et 
(E,, E2 , ••• , c,., e1 , e2 , ••. ) si n< o; Â,, admet pour base ortho-
normale et suite de valeurs propres correspondantes : 

(a. n+1, a .. ,,+2, ... ) sin< o, 
et ( I , I , .•. , 1 , ll1 Cl2, •.. ) 

(récrit n fois) si n:::-::-,.o_ 
SoiL a~ors ( a'1 , a_~, ... ) une suite de valeurs propr~s de Â'. Puisque 

D =V+ Â =V'+ Â', D admet les suites de valeurs propres ( r, a'1 , 

r, a'2 , ••• )et(r, a 1 , 1,a2 , ••• )quisontdoncsemblables(E,th. 5.6). 
Par suite (lemme 1. 1), l'une des suites (a11 a 2 , ••• ), (a'1' a:, ... ) est 
semblale à une section de l'autre. On en déduit aisément, utilisant le 

. théorème ;j. 7 de E, que Â1 ~Â" pour un n au moins, donc 
que V'= U (V11 ) pour un U E 'U(D) et un n au moins. Nous sommes 
donc ramenés à comparer entre eux les Vn. 

Premier cas. - lim ai+i• a~ 1< +oo. Alors, la suite (a,-) est sem-
,==~ 

blable à ses sections, donc Â/'-'Âq pour tout couple (p, q). Par suite, 
VI'= U (V1) (U E i'L(D )) pour tout couple (p, q). 
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Deuxième cas. 
Il 

lim a;+r• a-;-'=+OC!. Si P>f/, V"cV,,, 
,~ -:r., ;;:..:: 

donc V'I> Yw 
I> 

Montrons que V,,~\\. Supposons qu'il existe un U E'll(D) tel 
que U (VJ = V;, c V,, c Y,r Soit _Â;, = n n (I-I 8 V;,)= U (1,,). On 
a â;, =Âq+ (Vq8 V'.). Or, 1,1 --t- (V,,8V'.) r"'-' Â,1 est impossible puisque 
la suite ( a;) n'est pas semblable à ses sections. 

Ainsi, le lemme est démontré dans tous les cas. 

II. - Inclusion des Variétés J, 

1. PROBLÈME. - Soit lJ une variété .l. Étudions les variétés J, D', 
contenues dans D et notamment leur~ classes et leurs valeurs propres. 

Si D a n dimensions (n fini), les variétés J contenues dans D sont 
des variétés J à o, 1, 2, ... , n dimensions. Si dimD =oc,, D contient, 
on le sait, des variétés J à un nombre fini quelconque de dimensions. 
En définitive, on peut se bo'rner au cas où dim D = dirnD' =oc,. 

LEl'iIME 2. I. - SoitA un opérateur lùu;aire fermé borné, avec D_1 = H. 
On a Â 1 Â_1, et Â"r"'-' Â,1* quand A est dans le cas p. • 

f)émonstrati'on. - On a A ' UK, avec les propriétés suivantes 

1° K est self-adjoint; par suite, ÂK = K([ ÂKJ). 
2° U est partiellement isométrique, et transforme isométrique-

ment PK] en [ 1A], ÂK en J.A. Par suite, U* transforme isométrique-
ment PA] en [ ÂK]. 

Ceci posé, comme A*= KU*, on a J._1* C 1 1u et 

donc 

Si A est dans le cas p, U est unitaire ( cf. E, lemme 3. 1 ). 

LEMME 2. 2. - Soù A, A', deux opérateurs lt'néaires fermés bornés 
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biunivoques tels que DA= DA.= H, JlA. C JlA. On a A'= AR, où R est 
linéaz're fermé borné bùmù•oque, arec Dn= H. 

Démonstration. - R = A 1 A' est un opérateur J biunivoque, 
et Dit= H. Donc R est fermé borné. Et A'= AH ( cf. E, démons-
tration de la proposition 6. 3). 

Remarque. - Si A est complètement continu, A' l'est aussi ( cf. E, 
th.t.11). 

2. SOLUTION DU PROBLÈME QUAND D ET D' SONT PARTOUT DENSES. -

Rappelons d'abord la proposition 6. 3 de E. 

PROP,OSITION 2. I. - Soit D, D' deux varz"étés J partout denses : 

a. Pour qu'il existe une variété J, lY' CD, telle que D 11 ,..._, D', il faut 
et z"l suffit qu'il existe un opérateur linéaz're borné T avec DT= H qur 
tran:iforme biunivoquement D en D'. 

b. Quand T e.xùte, zl peut être supposé dans le cas p. 

Démonstratt"on. - a. 1° La condition est nécessaire : soit D 11 CD 
avec lY'rvD'. Soit B, B" des opérateurs linéaires bornés, dans le 
cas p, avec Du= DB"= H, .:111 = D, Jill.,= D 11 • 

On a (lemme 2.2) B"= BR, avec H borné biunivoque, :OH= H. 
Puis, utilisant le lemme 2. r, 

et, comme .:lu,,..._, Â 11 = D, on voit que 1)' = T(D), avec T borné, 
Dr= H, et T biunivoque dans D, puisque R* est biunivoque dans Âu, 
( en effet, H*B* = B 11* est biunivoque). 

2° La condition est suffisante : si D' = T ( D) avec T linéaire borné, 
Dr= H, T biunivoque dans D, on a D' = Ârn et TB est fermé borné 
dans le cas p. Donc 

donc 
D'~ TY', avec D"c D. 
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b. Résulte de E, théorème (i. 2, e. 

Le théorème G. 2 de E donne aussi la 

P1wP0s1TION 2.2. - Soit D, ])', deux variété.1· ,l partout denses. Il 
existe un opérateur lùu;aire borné T, avec DT= H, qui tram/orme 
biunimquement D en D', seulement dans les cas s1u'rnnts : 

1° n hant de classe I ou·>,, la classe de D' est supérieure ou égale à 
celle de D. 

'.>." 1) et I)' étant de classe :), avec les suites non décroissantes de 
valeurs propres (a;) et (a;), on a 

limat' a1<+ oo. 
i...=,r, 

Les propositions 2. 1 et 2. 2 donnen L le 

THÉORÈME 2. 1. - Soit D, D', deut:c variétés J partout denses·. Il existe 
un opérateur unitaire lJ tel que U ( D') CD seulement dans les cas 1 ° et 2° 

de la propos/ûon 2. 2. 

( On voit alors aisément qu'on peul choisir U de façon que D 
el U (D') aient une base orthonormale commune.) 

:-i. SOLUTION DU PROBLf:~JE DA:.'lS LE CAS GÉNÉRAL. PROPOSITION 2. 3. 
Soit D, D', deu::c van"étés J à oo dz'mensions. Pour qu'il exùte une 
variété .1, D11 CD, telle que D" D', d faut et il suiJit qu'il exùte un 
opérateur linéaire borné T tel que T ( D) = D'. 

Démonstratz'on. - 1 ° La condition est nécessaire soiL D"cD 
avec D" D'. Soit 13, il" des opérateurs linéaires bornés biunivoques, 
avec l\=Dw=H, d 11 =D, dw=D". On a (lemme 2.2) B"=BR 
avec ll borné biun_ivoque, Dit= II. Puis, utilisant le lemme 2. 1, 

D' D" = 1w -~ :lw, c·c_-: 111,11• = H.* ( 111,) 

et, comme d11 • ,~ d11 = D, on voit que ])' = T ( D) avec T borné. 

2° La condition est suffisante : si D' = T ( D ), avec T linéaire borné, 
on a 
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avec D"cD. 

P,wrosmo~ :2.4. - ,\oit D, D', deux variétés J à oo dimensions. ll 
exùte un opérateur linéaire borné T tel que D' = T ( D) seulement dans 
les cas suirants : 

1 ° D est de la classe 1 ou 2. 

2" D et D' étant de classe :; avec les .màes non décroùsantes de valeurs 
propres (ai) et ( a;); on a 

lima;' a 1<+ ,x,_ 
l=7.1 

/)émonstration. - D'après la proposition 2.2, les conditions précé-
dentes sont effectivement suffisantes pour l'existence de T, sauf dans 
le cas, qui reste à examiner, ou D est de classe 2 et D' de classe 1; or, 
dans ce cas, si N est un noyau de D et J un opérateur qui transforme 
isométriquement N en D, T = .1 P N est borné et T ( D) = D'.. 

D'autre part, ces conditions sont nécessaires. Car, si D' est de 
classe 1 ou 2, avec un noyau N, T-1 (N) esL un noyau de D. Donc, 
si D est de classe 3, D' = T( D) est de classe 3; de plus, les conditions 
relatives aux valeurs propres résultent alors de E, lemme 6. 3 ( où D 
et D' sont supposés partout denses; mais on se ramène à ce cas en 
transformant D et or par des opérateurs isométriques). 

Les propositions 2. 3 et 2. 4 donnent le 

THÉORÈME 2. 2. - Soù D, IY deux van"étés .J à oo dl·mensions. Il exùte 
un opérateur ùométrique I tel que I ( D') CD seulement dans les cas I 0 

et 2° de la proposition 2. 4. 

Conséquences particulières. - Soit D et D 1 partout, denses, de 
classe 3x. 

1 ° S'il existe un opérateur linéaire borné T tel que T ( D) = D', il 
existe aussi un opérateur T' linéaire fermé borné dans le cas p tel 
que T'(D)=D'. 
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2° S'il existe un opérateur isoméLrique l tel que I (D') CD, il existe 

aussi un opérateur uni Laire U tel que U ( D') CD. 
3° S'il existe des opérateurs isométriques [1 , I~ tels que li ( D) CD', 

L2 (D)::>D 1, on aD"-'D'. 

Remarque. - Soit D, D' deux variétés J, avec D' CD. Soit X,, une 
suite de vecteurs de D'. Si X11 -+ o dans la topologie de D', X11 --;>- o 
dans la topologie de D (la topologie de D'est plus fine que celle de D). 
En effet, on peut se borner au cas où n et D' ont oo dimensions. Soit 
alors A ( resp. A') un opérateur linéaire borné biunivoque avec 
DA= IJ' 111 = D (resp. Dl'= H, .i\'= D'). On a A'- 1 X,,->- 0 au sens 
usuel. Or (lemme2.2) A.'- 1 =H- 1 A- 1 , donc A- 1 Xn=RA'- 1 X,.-+o 
au sens usuel, ce qui veut dire que X,,-+ o dans la topologie de D. 

4. H.ELATION n'oRDRE ENTRE OP!tRATEURS LINÉAIRES FERIIIÉS BORNÉS DANS LE 

CAS p. - Soit A et A' deux opérateurs linéaires fermés bornés dans 
le cas p. On écrira A>- A' s'il existe deux opérateurs Set T linéaires 
fermés bornés dans le cas p tels que A'= SA T. Celle relation est 
réflexive et transitive : c'est une relation d'ordre au sens large. La 
relation « A>- A', A'>-A », que nous noterons A rv A' est une 
relaLion d'équivalence que nous exprimerons en disant que A et 
A' sont pseudo-éq1àmlents. Si A el A' sont équivalents, ils sont pseudo-
équivalents, mais on verra que la réciproque n'est pas toujours vraie. 
La pseudo-équivalence partage les opérateurs fermés bornés dans le 
cas p en classes, ordonnées par la relation >- . 

THÉORÈME 2. 3. - Soit A et A' deux opàateurs linéaires fermés bornés 
dans le cas p. On a A>- A' si et seulement si ÂA>- Âv donc si et seulement 
si, pour un unitaire u~ 

En particuher, si Â_1,C Â 1, on a A>- A'. 

( Ce résultat est à rapprocher du théorcme ;3. 8 de E). 

Démonstrat,-on. - Si A>- A' on a, avec les notations précédentes, 
A'= SAT . .Donc ÂA,= S(Â\T), Â,1 1 >-ÂA'• D'autre part, Â_\Tc.iA, donc 
(prop. 2. 1) Â,1>-ilAI. Ainsi, il,1>- ù1 •. 
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Réciproquement, si .:iA>-1-A., on a 

où l'on peut supposer S fermé borné dans le cas p (th. 2. 1 1 b). Donc 
(E, th. :LS et :Lg) A'=LSAU avec U unitaire el L de première 
classe. S = LS est borné dans le cas p. 

THÉORÈME~. fi. - ,",'où A et A' dcu.T opérateurs hnà1ù·cs fermés bornés 
dans le cas p. :-.,·t· A >- A', il exùte dcu.T unùaires, C et V, deux opéraleurs 
linéai"res fermés /Jornés dans le cas p, Set T, tels que A'= SAU = VAT. 

( Ce résultat est à rapprocher du théorème :1. g de E). 

Démonstratt'on. - L'existence de S et U a été prouvée dans la 
démonstration précédente. On a 

A"= t:'A*S', 

donc A*>- A'*, donc il existe un unitaire et un opérateur linéaire 
fermé borné dans le cas p, qu'on peut appeler V* el T*, tels que 
A'*= T*A *V*. D'o1"t A'= VAT. 

Remarque. - Si, plus particulièreme1Ù, 1\. C 1.u on a A'= AH 
(lemme 2.2) avec H. fermé borné biunivocrue et D1t=H. Mais Rest 
dans le cas p ( c'esl-~t-dire L1n] = H) si et seulement si ÂA,= A(.:ln) est 
partout dense dans la topologie de .1 1 [ce qui n'est pas toujours le cas, 
même avec .:1_1, partout dense ( cf. E, prop. ~). 5 )]. 

Le théorème 2. 3 permet de déterminer le comportement des 
opérateurs linéaires fermés bornés dans le cas p vis-à-vis des rela-
tions >- et rv : 

""[' • • > 5 1 l d / • • l IIEOREME :... . . - Jes c asses e pseur O-f'quwa ence sont : 

Classe C1 : les opérateurs de premÙ're classe. 
Classe C2 : les opérateurs linéaires fermés bornés dans le cas p d' ùwerse 

non borné, non complètement continus. 
Classes C:1 : les opérateurs lz'néaù·es fermés complètement continus dans 

le cas p; deux tell' opérateurs A et A' sont pseudo-équii'alents si et 
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seulement si les suùes non croissantes de valeurs propres de A* A et A'* A', 
soit (a;) et (a;), sont équivalentes. 

Deux opàateurs pseudo-équi1,•alents sont équimlents s'z'ls appartiennent 
à C1 ( cas trivial) ou à une même classe C3 , maù pas toujours équivalents 
s'ils appartiennent à C

2
• On a C

1 
>- C

2
, C~ >- C si C est une classe C

3
• 

'l" 'l" 
Si A et A' sont complètement continus, on a A,>- A' si et seulement 
sz· lima~' a;<+ oo. Censemble des classes C 3 n'est pas totalement 

ordonne par la relatz'on >- . 

III. - Sommes et intersections des variétés J. 

J. SOMME ET INTERSECTJ0:>1 DE DEUX VARIÉTÉS J QUI ONT UNE BASE COMMUNE. 

- Si D, D' ont une base commune, on a [D] = [D'J. Supposons, 
pour simplifier, D et D' partout denses. 

[L'existence d'une base commune est assurée par exemple, si 
D + D' = H (E, lemme 3. 2 et th. 5. 12 )]. 

Soit donc deux variétés J, D et D' admettai1t la base hétérogonale 
commune (A 1 , A2 , ••• ). S étant une suite d'entiers, soit W 8 la 
variété linéaire fermée sous-tendue par les A; ou i ES. S et S' for-
mant une partition de la suite des entiers, W 8 et ,vs, sont en positz"on 
sùnple par r apport à D et D', 
( I) 

(2) 

(3) 

(4) 

\Vs n Ws•= o, 
Ws-i- Ws•= [D] :-= [D'J H, 
( w s ('\ l)) --+- ( w S' ('\ D) = D, 

( W s n D') --Î- ( W s· n D') ----' TY. 

Comme D -i- D' et D n D' ( qui contiennent les A;) sont partout 
denses, on a aussi 

( :3) 

Si 

on a 

w s -i- w S' = ln + D' J = ln n D' [. 

XE D n D', 

avec X,EvV8 nD, 
Journ. de Math., tome XXVIII. - Fasc, 4, 19fo. 

X, E \V8 , n D 
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d'apres ( 3 ), et 
x, E vVs-n D1 

d'après (4), donc 
X 1 eDnD1 , X,eDnD 1 , 

(6) 

On montre de façon analogue que 

(\Vs n ( D -+- fY)) _;_ ( w S' n ( n ~- D1) ) • = u -~ IY. 

( 1 ), ( 5 ), ( 6 ), ( 7) prouvent que W s et W s· sont en posztwn simple par 
rapport à D ri IY et D + D1, donc que ( A;) est base hétérogonale 
de D ri D1 cL D + D'. 

On va le redémontrer par un procédé moins simple, mais qui 
donnera en môme temps les valeurs propres de D ri D' et D + D'. 
Soit ( a;) et ( a;) des valeurs propres de D et D 1 correspondant à la 

• base (A;). Soit un vecteur 

i:=·1 

On a XE D si et seulement si 

on a XE lY si et seulement si 

Donc XE D ri D' si et seulement si 

i=I 

Or 
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Donc (Ai) est base de D n IY, la suite correspondante de valeurs 
propres étanl !max( ai, a)I- Si maintenant Xe D + D', on a 

X=Y +Z, avec YeD, ZeD'; 
Sl 

i::::I 

on a 

~al ly,l"<+oo, et 
i::::1 

Soit 

Ona 

Réciproquement, supposons 

,~ 2, ,.
1
i 

...;... :X.; j il 1 < + 00 • 

i::::::l 

Soit et S' deux suites formant une partition de la suite des enliers 
et telles que ai= ai si ie S, ct.j= a~ sije S'. On a 

Soit alors 

On a 

Donc: 

~al lx,I"<+ oo, 
iES 

Y'---""\" :r;A;, 

iES 

YeD, ZeD' 

Icf jxil 2 <+ oc. 
JES' 

X: sY + Z. 

Tmton1::~rn :1. 1. - Soù ]) , fY, deux variétés .l ayant la base hétérogo-
nale commune (Ai) a\'ec les .1uàes corre.1pondanles de valeurs propres ( a;) 
et ( a;) reJpectirement. D n D' el n + D' admettent pour base (Ai), m·ec 
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les suùes correspondantes de valeun propres [ max(a;, a;)] et [min(a;, a;)] 
respectivement. 

2. CLASSES DE LA SO~IME ET DE L'Ii'ÎTERSECTIOi'i' DA.i'ÎS LE CAS GÉNÉI\AL. 

Même quand la position relaLive de D et D1 est inconnue, on peut 
donner des renseignements sur les classes de D -Î- D1 et D () D' quand 
on connaîL celles de D et D1• Nous allons étudier le cas où l'une des 
deux variétés J, par exemple D', est de classe 3 ( on pourrait étudier 
aussi le cas où D et D' sont de classe I ou 2, mais les résultats sont 
peu intéressants). 

D () D 1 ne peut contenir aucun noyau, donc est de classe 3 (cf.aussi 
le tlL 2. 2). On peut d'ailleurs avoir D () D1 = o même si [D] = [D'] = H 
( E, th. 8. 1 ). Étudions maintenant D + D 1 • 

LEMME 3. r. - Soit D, D1 deux variétés J. Sz' D1 est de classe 3, on 
obtient, à une équivalence ( 1) près, le noyau le plus général N de D + D' 
de la façon suivante : soit P un noyau de D, C un opérateur complè-
tement contz'nu avec De= P, ile C D 1, C' = r + C; on prendN = C'(P). 

Démonstration. - 1° Soit V, V' deux variétés linéaires fermées 
orthogonales complémentaires dans un espace d'Hilbert h, Vayant 
même dimension que D et V' même dimension que D 1• Soit A (resp. A') 

un opérateur linéaire borné biunivoque avec DA= V, il_,= D ( resp. 
DA,= V', 1_\'= IY). A' est complètement continu puisque D1 est de 
classe 3. Soit B = APv + A' Pv,. Soit vV la variété linéaire fermée 'des 
zéros de B, \V'= h 8 W, B la restriction, linéaire fermée bornée ., 
ln'unù•oque, de B à \V 1 . On a 

Soit N un noyau de D + D 1 . B-1 ( N) = M est une variété linéaire 
• fermée ( puisque Ü est borné) a oo dime_nsions contenue dans ·\V' et B 
transforme M en J\ de façon bicontinue. Dans M () V', B, qui est 

( 1) llappelons ([IIe dt)ux noyaux N, N' sont dits équivalents si N .. _ \!', c'est-
à-dire si i\ n :\' est de déficience finie dans Net l\'. 
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bicontinu, et A', qui est complètement continu, coïncident, donc 
m=~MnV'-'_'_o. Donc M 1 =M8m a oo dimensions; M11îV'=o, 
et B(M 1) est un noyau de D + D' éq1àralent à N. 

AI\, restreint à M1 , est alors biunivoque. Montrons qu'il est 
bicontinu. Dans le cas contraire, il existerait dans M 1 une suite de 
vecteurs Xn, avec Il X11 Il= I, Xn __,,_ o, APvXn o; comme A' est 
complètement continu, on aurait A'Pv,Xn o, donc BX11 o, ce qui 
est impossible, puisque B est bicontinu dans 1\1 1 . Puisque ainsi AI-\ est 
bicontinu dans M 1, APv(M 1 ) = P est un noyau de D. 

Soit X un vecteur qui décrit P, et Y E 1\1 1 le vecteur unique tel 
que A Pv Y= X. BY décrit B(M 1 ). Or 

BY - (APv + A'Pv,)Y ,=X+ A'Pv,Y =X+ CX, 

où C est complètement contz'nu (puisque A' est complètement continu 
et que Y correspond à X de façon bicontinue) avec De= P, 1c CD'. 
Donc l'opérateur C' = 1 + C transforme Pen B(l\:1 1 ). 

2° Héciproquement, soit P un noyau de D, C un opérateur complè-
tement continu avec 

Dc=P, et C1 =1 + C. 

Soit v la variété linéaire fermée dans laquelle C'X = o; dans \', 
l'opérateur, qui est bicontinu, et - C, qui est complètement continu, 
coïncident, donc 1' .. o. Soit l\ = P 8 v, qui est un noyau de D. 
C'est bùmz'ïor;uc clans P 1 , et, de plus, bicontz'nu. Car, dans le cas 
contraire, il existcraiL clans P 1 une suite de vecteurs X11 avec Il X11 \\ = 1, 

X"·--'-- o, C' X,, .. :,. o; comme C est complètement continu, on aurait 
aussi ex/! + o, d'où XII-:,. o, donc contradiction. C' étant bicontinu, 
C' ( P 1) est fermé, à oo dimensions, et, comme 1v CP+ D' CD+ D', 
C'( l\) est un noyau de D. De même C'( P) qui est égal à C'(l\ ). 

LEMME ;3. 2. - /.es noyaux N et P du lemme 3. 1 sont complètement 
asymptotù;ues. 

lkmonstrat1·on. - Soit une suite de vecteurs X11 E P, avec 1\ Xn Il= r, 
X,,-::-.o. Alors, donc c,:(X11 , Par 
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suite ( E, th. 1. 5) P est complètement asymptotique ü N. De même, 
soit une suite de vecteurs Y,, EN, avec Il Y n Il= I, Y"--'-- o, el considérons 
la restriction C' de C' à l-\. Soit X,,=-= C'-1 Y n· On a Xn--'-- o, donc 
Il Y"- XnJJ = Il CXnJJ o, donc a(Y,,, P) o. Par suite, N esl complè-
tement asymptoLique à P. 

LEMME 3. 3. - a. N est maximal dans D ---i--- D' si et seulement si Pest 
maximal dans D. 

b. 8n pmûculier, si P est maximal dans D, P est maximal 
dans D ~---D'. 

D/fnonstration. - ( b) résultera de ( a) en faisant C = o. Démon-
trons (a). 

1° Si P est non maximal dans D, soit P' un noyau de D ortho-
gonal a P. •\f est complètement asymptotique à P (lemme :L 2 ), 
donc Nn(H8P)=n=Oi N8n-..__N est complètement asympto-
tique it Pet disjoint de H8P, donc de P'; N 8n est non asymlotique 
à H 8 P (E, prop. 1. J ), donc non asymptotique à P'; donc 
N +P' CD-+- D' est fermé .el par suite est un noyau de D---(-D', et N 
est de déficience infinie dans·:\/~--- P' : N n'est pasmaximal dans D + D'. 

2° Si N est non maxim~l dans D + D', soit~' un noyau de D + D' 
orthogonal à N. D'après les lemmes 3. 1 el 3. 2, il existe alors un 
noyau P' de D complètemenL asymptotique à N'. P et N sont complè-
tement asymptotiques, donc aussi l-18 P el l-18 N (E, prop. 1. 4 ). P' 
est complètement asymptotique à N', donc à l-18N :> N', donc à H8P 
( d'après E, prop. 1. 6 ). Donc ( E, prop. 1. 7) P' est non asymptotique 
à P, et P n P' _:'. ___ o. Donc P -Î--- P' est un noyau de D, et P est de défi-
cience infinie dans P -+- P': P n'est pas maximal dans D. 

LEMME 3. 4- - Si D +D'est fermé, D est fenné. 

/Hmonstration. - C'est la proposition 3.13 de E appliquée dans 
l'espace D ---t- D1 • 
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TnÉonf,~rn 3.2. - a. Soà D, D', deux variétés J, {Wec D' de classe 3. 

D + D' est de c!asse 3, 2b ou 2a suù:ant que D est de classe 3, 2b ou 2 a. 
Si D est de classe 1, D + D1 est de classe 1 ou 2b. 

b. les noyaux de D et de D + D' se correspondent par le procédé du 
lemme 3. I. Dans cette corre.1110ndance, les noyaux homologues sont 
complètement asymptotù1ues. 

Démonstratz'on. - Il suffit d'établir a. 

1° Si D est de classe 3, D + D1 ne peut avoir aucun noyau 
(lemme 3. 1 ), donc est \le classe 3. 

2° Si D est de classe 2b, D ~- D 1 contient des noyaux maximaux 
(lemme 3. 3) et n'est pas fermé ( lemme 3. 4), donc est de classe 2b. 

3° Si D est de classe 2 a, D + D' contient des noyaux dont aucun 
n'est maximal (lemme :L3) et n'est pas fermé (lemme 3.4), donc est 
de classe 2 a. 

4° Si D est de classe r, D + D' peut être de classe r (par exemple 
si D' CD) ou 2b (par exemple si D'est de dasse 3~ et [D'] orthogonal 
à D); car D, étant noyau maximal de lui-même, est noyau maximal 
de D-Î D'. 

En particulier, on voit que : 

T11ÉOHÈME 3. 3. - Les van/té J de classe 3 forment un sous-réseau i"'' 
de C. 

On peut remarquer que J:', contrairement à J,"', ne possède pas de 
plus grand élément. 

3. VALEURS PROPRES DE LA SOMME ET DE 1:rnTERSECTION DE DEUX VARIÉTÉS DE 
CLASSE 3. - Soit D et D' deux variétés .1 de classe 3. Le théorème 2.2 
fournit des renseignements sur la suite des valeurs propres de D n D 1 • 

füudions D + IY. Le problème est sans intérêt si D et D' sont de 
classe 311 et 311., net n' finis. Supposons donc D de classe;)~. Si D'est 
de classe 3," n fini, on se ramc'ne par récurrence à étudier le cas où])' 
a I dimension. Nous avons donc 'deux cas à envisager. 
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I. D est de classe 3d D' a 1 dimension. 
Si D' q: [D J, la question peut 6trc réglée aisément. Car soit ( A 1 , 

A 2 , .•. ) une base hétérogonale de D, (a1, a2, ••• ) une suite corres-
pondante de valeurs propres, A 0 un vecteur unitaire dans D'. 
Alors ( A 0 , Ai, A 2 , ••• ) est base hétérogonale de D + D', avec la suite 
correspondante de valeurs propres ( I, a1 , a 2 , ••• ). 

Envisageons le cas général. Soit V une variété linéaire fermée de H, 
telle que V'= H 8 V ail 1 dimension. SoitA un opérateur linéaire borné 
biunivoque tel que DA= V, ÂA=D. Il existe une base orthonor-
male (e1 , e2 , ••• ) de V telle que Ae;= a-;'2.;, les ê.; formant une base 
orthonormale de D et les a; une suite non décroissante de valeurs 
propres correspondantes ( d'après les propriétés des opérateurs 
complètement continus). Soit A' un opérateur linéaire biunivoque tel 
que DA.= V', Â.v= D'. Soit B= AP,+ A'Pv·· On a Ân= D + D'. 
B est complètement continu. Soit (/1, / 2, ••• ) un système ortho-
normal de H ( 1) tel que Bf; = b1' rp;, les rp; formant une base ortho-
normale de D + D' et les b; une suite non décroissante de valeurs 
propres correspondantes. Soit 

W; a I dimension de plus que V ;_2 E9 V', donc il existe un 
vecteur unitaire XE \i\,\ orthogonal à V;_ 2 E9 V', donc appartenant 
à [e;_" e;, e;+1, •.• ]. Comme XeW,, on a IIBXll~b,:-1. Comme 
Xe[e;_i, e;, e1+ 11 ••• ], on a [[BXll=ljAXljLa;=',. Donc b---;'La-;.!__" 
b; ~"' a;_1 . 

V, a 1 dimension de plus que vV,_ 1 , donc il existe un vecteur 
unitaire Y EV; avec Y E [/,,/'.+1, ... ]. D'où IIBYll~at', IIBYII / b;1. 
D'où b;./ a;. 

Conclusz"on. - a;_.1 Lb,':'::. a;. 
Si lima;=',. a;<+ oo, on voit que la suite ( b;) est éq1~ivalente à la 

1= 7.) 

suite ( a1), donc que D D + D'. Si lim a;='1 • a;=+ oo, il n'en est pas 
t=-z 

( 1) Ce système est complet, il moins que J3 ait des zéros non nuls, ce qui ne 
peut (l'ailleurs arriver que si D' CD ( cas trivial). 
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toujours ainsi; on peut alors donner des résultats plus compliqués que 
nous n'indiquerons pas. IZnonçons simplement : 

PROPOSITION 3. 1. - S'oit D une van"été J de classe :37., ( ex;) une suite 
non décroiesante de valeurs propres de D. Supposons lim r:x;='.1 • ex;<+ oo. 

i= 

Alors, si D' est une va,-z'étè h'néaire à n dimensions ( n .fini), on 
a D D+D'. 

Remarque. - De l'étude qui précède, on peut tirer des renseigne-
ments concernant les variétés J de la forme D -~ D 1, où D est une 
variété J quelconque et où D 1 a n dimensions ( n fini). Si D est de 
classe 2b, soit D = N -~ .1., ou N est un noyau maximal et .1 une 
variété J de classe 3 orl hogon ale à N. On a 

D + n'= N + d + D' --c:: X__:(d + 1\i1D'), 

1\11 D' a un nombre fini de dimensions, et l'on est ramené à étudier 
.1 + l\l1 IY. 

Si D est de classe 2r1, on peut aussi indiquer un procédé général 
d'étude dont nous avons fait l'application dans E, (lemme iO. 3). 

TI. Del D' sont de classe 3T.. 
Soit V, V', deux variétés linéaires fermées orthogonales complé-

mentaires dans H et it oo dimensions. Soit toujours A un opérateur 
linéaire borné biunivoque tel que D"= V, -1,=D; soiL (e1 , e2 , ••• ) 

une base orthonormale de V telle que Ae;= a1'. E;, les E; formant une 
base orthonormale de D avec la suite non décroissante ( a;) comme 
système de valeurs propres correspondantes. Définissons de même 
A', e;, e:;, a; pour V' et D 1• Soit 

Ona 

Soit (.fii / 2 , ••• ) un système orLhonormal de H (non complet si Ba 
des zéros non nuls) tel que Bf;= li11 Ç>;, les 9; formant une base ortho-
normale de D + D', avec la suite non décroissante ( b;) comme 

Joui'/!. de Math., tome XXVIII. - Fasc. lt, 19~9. 43 
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système de valeurs propres correspondantes. Soit 

W;-= Vu .f,, ····Ji 1· 

\V 2 "_1 a 1 dimension de plus que V11_ 1 EB v;,_" d'où, pour X unitaire 
bien choisi, Il BX Il':':." b-;;,1_1 , et 

Il BX Il= \1 APvX-+ A'l'v-X Il L Il APvX 11-+ 11 A' Pv,X Il L a;;-1 _:_ a;-; 1 

Donc 
b b . 1 • ( ' 

2n~-- 2n-1~- - nun a11: (tfl). 
--- - '.~ 

V" a 1 dimension de plus que \\111 _ 1 , d'où, de même, b"~< a11 • On a 
aussi b11 /~a'.,. Ainsi b"_/::'.:min (a11 , a'.,). 

Donc: 

PROPOSITJOi'. :3. 2. - Soit D ,· D,, deux variétés J de classe J z; soit((/-;), 
( a; ), (~;)des suites non décroùsantes de valeurs propres de D, 1)', D + D1 . 

Ona 

( I ) lirn I min ( ::t.;, a; ) ] 13;--1 > o, Jimlmin(:x;, :x;)Jp:;/ 1< 1oc.,. 
i=z, l=·'l:J 

On ne peut d'ailleurs pas préciser davantage ces résultats. En effet, 
si D et D1 ont une base commune ( e1 , e2 , •.. ) à laquelle correspondent 
les suites de valeurs propres (a 1 , ex 2 , ••• ) et ( ex'1 , ex',, ... ), on peut 
prendre ~;= min ( a;, 7.; ), de sorte que 

limimin(::t.;, a'. )l~;-1<-i oc.,. 
/-;__;,:; 

D'autre part, si D D', avec D et D'orthogonaux, on peut prendre 
' P r; d • d ex,= a,, 1.J 2 ;_1 = i-J 2 i= a;, e sorte que, ans ce cas, 

Jim I min ( Cl.;, a;) 1 ~,-L1 > o. 
l=::r.: 

P1wroSIT10i.'i :3. 3. - Soit D, D' deux variétés .1 de classe 3z; soit ( a;) 
une suùe non décroùsante de valeurs propres de D. D >- D' entralne 
D -t D' D si et seulement si 

lima; 1.:x,1< -1 oc.,, 
t ~-= z: 
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Démonstration. - Si 

lim :z1 1 • :z 2;< 1 oo el lirn :z;-1 • :z 1< + oo, 
/=:.::;o i=::.oo 

les conditions ( 1) et ( 2) de la: proposition 3. 2 montrent que les 
sui Les (IX;) et (~;)sont équivalentes, donc que D --1'.... D' D. Si 

lim a;- 1 • :z 2 ;=----: -+ u::,, 
i·:::_-::x: 

soit D 1 et D 2 deux variétés .l orthogonales avec D 1 D 2 D. D 1 + D 2 

admet ( IX 1 , a 1, IX 2 , IX 2 , ••• ) pour suite de valeurs propres, donc D1 -~ b 2 

et D 1 ne sont pas isométriquement équivalents. 

IV. - Automorphismes du réseau 1: des variétés J. 

Dans ce chapitre, nous ne ferons aucune restriction de séparabilité 
sur H. 

1. ÜPltRATEURS SEMI-LINÉAIRES. - JJéjiniti"on. - Soit A un opérateur 
·de H possédant les deux propriétés suivantes : 

A(\'.. Y) __ J\._\_ 1 AY, A().X) _ __: cp (/.) AX, 

ou X et Y sont deux vecteurs arbitraires de II, À un nombre complexe 
arbitraire, rp un automorphisme du corps des nombi:;es complexes. 
A est appelé opérateur semi-linéaire ( cf. [ 2 l, p. 120 ). 

SoiL À le nomore complexe conjugué de ) .. On sait que, si <p est 
éonLinu (pour la topologie usuelle du corps des nombres complexes), 
rp(À) ==),ou rp(À) = X. 

LEMME 4. I. - Si A et B sont deux opérateurs femi-hnéaires relatlfs à 
l' autom01plu·srne rp et si C est un opérateur linéaù·e, AC B-1 est un opéra-
teur linéaire. 

Dénwnstratt"on. - Pour tout vecteur X et tout nombre complexe À, 
on a 

--1 -- l 
ACl3- 1 ÀX::.::AC qi ().)B-1 X::__:Aq;(J.)CB-1X=),ACB-1 X 
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/)éflnltion. - A, semi-linéaire, est appelé conjugaison ( Cf. [5 ], 
page 35'7, où est donnée une définition un peu plus restrictive) si A 
transforme biunivoquement H en H, si 'fi (À)= X, et si ( AX, A Y) 
= ( X, Y) pour tout couple de vecteurs X, Y. 

LEMIIIE 4. 2. - Si A et B sont deux conjugaisons, AB est unitaire. 

Démonstration. - B-1 est une conjugaison, donc AB= A(B-1 )-1 

est linéaire (lemme 1. 1 ), transforme biunivoquement H en II, 
et (ABX, ABY) = (X, Y) pour tout couple de vecteurs X, Y. 

LEMME 4. 3. - Soit A une conjugaison, D une variété J. On a 
A(D)"-'D. 

Démonstration. - Soit ( e;) une base orthonormale de D ( 1 ), ( Ej) un 
système orthonormal tel que l'ensemble des e; et des ë.; forme une base 
orthonormale de H. L'opérateur A' qui, au vecteur X de coordonnées 
x;=(X, e;), Ç;=(X, E.;), fait correspondre le vecteur X' de coor-
données x; = x;, ç~ = !J est évidemment une conjugaison. Comme D 

est l'ensemble des X pour lesquels Ç;= o, a; 1 x; j 2 < + oo [ avec une 
i=l 

certaine suite (a;)], on a A'(D)=D. D'ailleurs AA'=U est un 
unitaire (lemme lt. 2 ). Donc 

A(D) _-:-: AA'(D) =U(D). 

2. AuroMORrnrsMES DE .C'. -TmtonÈ~IE 4. 1. - Supposons la dùnension 
de I-I infinie. Soit a un autommphisme de .C. Deux cas peuPent se 
présenter: 

a. Ou bien il exùte un autom011Jhisme A de H ( c'est-à-dire un opéra-
teur de première classe) tel que tt ( D) = A ( D) pour toute DE C. 

b. ·Ou bien il existe une conjugaison Cet un autommphisme A' de H 
tels que c:t(D) = CA' (D) pour toute DEC. 

( 1) Dans Eon établi l'existence d'une base orthonormale quand D est séparable. 
Mais la démonstration est valable sans changements dans le cas g~néral. 
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Démonstration. - D'après ( E, Chap. III,§ il), l'homologue dans ét 
d'une varié Lé linéaire à n dimensions ( n fini) est une variété à n 
dimensions. Alors ( [li], p. 245) il existe un opérateur semi-
linéaire A, transformant biu'nivoquement H en H,tel que L'l(D) = D' 
soit équivalent à A(D) = D' lorsque D et D' ont r dimension. Soit D 
une variété .J quelconque, D' = et( D ). Si D 0 CD a r dimension, 
D'

0 
= tl(D

0
) esl contenue dans D'. Or D'

0 
= A(D

0
). Ainsi, A(D)c D'; 

de même, A- 1 (D')cD. Donc, pour toute variété .J, D, la relation 
D' = tt(D) est équivalente à D' = A(D). 

Soit T un opérateur linéaire biunivoque borné tel que Dr= H. 
T' = AT A- 1 est linéaire (lemme 4. r ), biunivoque, partout défini, et 
transforme toute variété .J en une variété .J. Donc ( E, th. 3. r 6) T' est 
borné. 

Ceci posé, utilisons un raisonnement dù. à Arnold ( [ 1] p. 34). 
Supposons que l'automorphisme 9 du corps des nombres complexes 
correspondant à A ne soit pas continu. Alors, pour tout entier i, on 
peut trouver v; tel que J ('; j < r, 1 9 ( v;) j > i. SoiL ( e;) un système 
orthonormal dénombrable de H( z· = r, 2., ... ) ; soit e; = Ae;; soit ( Ep.) 
un système orthonormal tel que l'ensemble des ei el des Ep. forme une 
base orthonormale de H; et soit T l'opérateur borné linéaire biuni-
voque défini dans touL H par Te;= v;e;, Tr::p.= Ew On a 

donc Il T' e; Il \I e; 1[-1 i, 

de sorte que T' ne seraiL pas borné. 
Donc 7 est continu. Si 7(A) = À, A est linéaire, et transforme toute 

variété J en une variété J, donc ( E, th. 3. r 6) est de première classe. 
Si ip(À):=À, soit C une conjug·aison de H.A'=C- 1 A est linéaire 
(lemme 4. r) et transforme toute variété .J en une variété .J (cf. 
lemme '•. 3 ), donc est de première classe; et A= CA'. ' 

Remarques. - r O Réciproquement, tout automorphisme de H, et 
tout produit d'un automorphisme de H par une conjugaison, défi-· 
nissenl des automorphismes de C. C'est immédiat grâce notamment 
an lemme 1,. 3. • 

2° Le théorème li. r n'est pas vrai si la dimension de H est finie. 
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PRorosmoN 4. 1. litant données deux van'étés .J, D et D', on a 
D ,..__,_ ]y si et seulement sl IY == L"t( D) pour un autom01phisme de C:1. de J:. 

Démonstratz'on. - Si D ,...__, JY, c'est-à-dire si D' = [j ( D) pour un 
unitaire U, U définit dans C un automorphisme C:1.. 

Supposons maintenant D' = C:1.(JJ). Si la dimension de H est infinie, 
ou bien D'=A(D) avec A de première classe, donc D1 ,...__,D (E, 
th. 3. 7 ), ou bien D1 = CA' (D) avec A' de première classe ( donc 
A' (D) ,...__, D ), et C conjugaison ( donc D' ,...__, D d'après le lemme 4. 3). 
Si la dimension de H est finie, la proposition est presque triviale. 

Définàion. - Soit D une variété .J. On désignera par 1.'\, le réseau 
des variétés .J contenues dans D. On a J;11 = e. 

LEMME 4. 4. - Soit D et D' deu;x: variétés J. S' d existe un ùom01phisme 
de 1:n sur f:w, on a dim l D 1 = dim l D'J. 

Démonstration. - Comme dans E, proposition 5. 10, on voit qu'il 
existe un isomorphisme entre l:n el J,"w, et entre L''w et i"wP donc 
entre 1.''w et ,.~li)''" Considérons alors dans [D] une famille 5f de 
variétés linéaires fermées V:L possédant les propriétés suivantes : 
a. Étant données V1L et V., (11-~v), ou a VµCY,, ou V.,CVµ; 

b. [ D JE 5' et O E ffe; c. A toute Vµ E ~r, correspond une Vµ• E ~T, [ et, 
d'après (a), une seule J telle que V IL C V1L. avec V:L de déficience 1 

dans \1 11_.; d. La variété linéaire fermée engendrée par toute sous-
famille de 5' appartient à ffe. On voit aisément que le nombre cardinal 
de 5' est la dimension de [D ]. L'isomorphisme entre .C1v1 et L"1D'i et les 
remarques de E, Chapitre III, paragraphe 5, prouvent alors que 
dim [D] = dim [D']. 

PROPOSITION ll. 2. - Étant données deux van'étés J, D et D', on a 
D D' sz et seulement si d existe un isom01phisme .'J de L'.'[DJ sur ;~~lD'J tel 
que .:1(D)=D'. 

Démonstration. - La condition est évidemment nécessaire. Montrons 
qu'elle est suffisaute. Supposons-là remplie. D'après le lemme 4. 4, 
[ D] et [D'] ont même dimension. Soit alors J un opérateur qui Lrans-
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forme isométriqueme11L [JY J en [D]. J définit un isomorphisme .1' 
de t'[ll'1 sur 1:l11,. Donc /J' ,) est un automorphisme de .t'[ni, de sorte que, 
(prop. li. 1 ), 

d'où D'=ü(D) D. 

Remarque. - Les relations,-...,, et sont ainsi définies in\rinsèque-
ment dans J.~. 

5. IsonJORPIIISMES DE f.''i, SUI\ ('i,,. - THÉORtME l1. 2. - 5;oit D et D' deux 
variétés ,) de dimensions ù1:finies. Soit .1 un ùom017Jhisme de /}11 sur t: 11 •• 

Deux cas pe1wenl se présenter : 

a. Ou b1'en il existe unopérateurJ biuniroque A, a~•ec DA= D, .1A = D', 
tel que ,1 ( d) = A( d) pour toute d E J."n· 

b. Ou bien il existe une c01~jugaison C conservant D' et un opérateurJ 
biunù•oque A', arec DA'= D, Li\'= D1, tels que :-1 ( d) = CA' ( d) pour 
toute de f'i,. 

Déinonstration. - D'après le lemme ft. 4, on a dim [ D] = dim [D'], 
doue, gràce ü un opérateur isométrique, on peut se ramener au cas 
où [D] = [D'], puis raisonner dans l'espace [D ]. Autrement dit, 
supposons [D] = [D'] = II, II étant de dimension infinie. Soit alors B 
et B' deux opérateurs linéaires bornés biunivoques tels que 

Llw------= D'. 

On peut considérer Bel B' comme opérant dans J.':. Alors, B'-1 .JB est 
uu automorphisme de e. D'après le théorème 4. 1, deux cas sont 
possibles: 

a. Ou bien il existe un opérateur de première classe L Lel que 

ou 

pour toute J.ec, ou ~Y(d)=l3'LI3 1 (d) pour toute del..:'n: c'est le 
cas (a) du théorème, car B'LD- 1 est un opérateur J biunivoque (E, 
th. 3. 1). 
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b. Ou bien il existe une conjugaison C 1 et un opérateur de premiere 
classe L' tels que 

ou 

pour toute ile L", ou ,:7 ( d) = B' C, L' 13-1 ( d) pour toute d E l'i, : c'est 
le cas ( b) du théorème; en effet, soit C une conjugaison telle que 
C(D')=D' (il en existe; cf. démonstration du lemme 4.3); 
A'= C-1 B' Ci L1 B- 1 esL linéaire (lemme 'i. 1) biunivoque et transforme 
toute variété J en une variété .J, donc est un opérateur J, avec DA,= D, 
il\,= D'; et 13' Ci L' B- 1 = CA'. 

Remarque. - Réciproquement, Lout opéraLeur,J biunivoque, et tout 
produit d'un opérateur .1 biunivoque par une conjugaison, définissent 

. un isomorphisme d'un J:;JJ sur un .t:n ... 

THÉORÈME !1. 3. - Supposons la dimenst'on de H injinz"e. Soit DE J:, 
et ,J un isomorphzsme de t' sur J.."1>· /Jeux cas peuvent se présenter : 

a. Ou bien il existe un opérateur biunivoque borné A, avec DA = Il, 
..iA = D, tel que .J(Li) = A(Li) pour toute .1 E C. 

b. Ou bien zl existe une conjugaison C conse,vant D, et un opérateur 
biunivoque bomé A', avec D,.=H, .:l,=D, tels que .:7(ii)=CA'(ii) 
pour toute li E J;!. 

Démonstratz'on. ll suffit d'appliquer le théoreme 4. 2 au cas où 
D = H, et le fait qu'un opérateur .1 uniforme A tel que DA= H est 
borné (E, th. 3.4). 

PROPOSITION -'i. :J. - Soù D, l)' E !.", avec ID]= 1 D'I = H. On a 
D >- D' si et seulement si il existe une D 11 E C', D":) D', et un ùomor-
phisme ;J de C sur C1,,, tel que .:l(D) = D'. 

Démonstration. - La condition est nécessaire: si D >- D', il existe 
un opérateur linéaire fermé borné dans le cas p tel que A( D) = D' 
(E, th. 6. 3, e); A définit l'isomorphisme entre t' et J.."j,_", 

La condiLion est suffisante : supposons la dimension de H infinie et 
appliquons le théoreme 'i. 3 a. Si .J(il) = A(.i) pour toute ilE J: 
avec A borné biunivoque,. la proposition est immédiate. b. Si 
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,'.J(.i)=CA'(.i) (C, conjugaison; Ar, borné biunivoque)pourtoute 
ÂEC, on a 

( lemme 4. 3 ), donc D >- D 1 • Si la dimension de H est finie, la proposi-
tion est presque triviale. 

Remarque. - Les relations>- et rv sont ainsi définies intrinsèque-
ment dans C. Rappelons alors les résultats suivants, qui apparaissent 
maintenant comme des résultats sur la structure du réseau C' : 

1 ° Si la classe de D1 est supérieure à celle de D, on a D >- D 1 ; si D 
-;4 

et D' sont de classe 2, on a D rv D' ( mais pas en général DI",../ D'); 
si D et D' sont de classe 3, elles sont comparables ou non, et D rvD' 
entraîne D "-' D'. • 

2° Pour que D >- 1)', il faut et il suffit qu'il existe une D" EL", 
.D11 c D, D11 "-' D'. 

V. - Construction des opérateurs J. 

Dans ce chapilre, H est supposé de nouveau séparable à une infinité 
de dimensions. Pour tout opérateur J considéré, A, on suppose, sauf 
mention expresse du contraire, que A est biunivoque et que 
[ D Al = p \ l = H. 

L CLASSIFICATION pr.s OPÉRATEURS.!. - Un opérateur.! sera dit de classe 1, 

2, ou 3,,, suivant que son image est une variété de classe 1, 2, ou 311 • 

Les opérateurs J de classe I sont les opérateurs fermés ( 1 ). Soit A un 
tel opérateur. Rappelons que les circonstance suivantes peuvent 
seules se présenter ( E, th. 7. 3) : 

n\ fermé, Â,1 quelconque; À_\ fermé, DA quelconque; DA et ÂA de 
classe 2. 

PnoPOSITION 5. 1. - ,\'où A un opérateur J : a. Si l'un des domaines 

(1) Ne pas confondre opfraLeurs de classe f et opérateurs de ·f'·• classe (ces derniers 
,:tant, rappelons-le, les applications linéaires biuniYoques et bicontinues de H sur Il). 
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D_\, .l_, est de classe 1, A est de classe 1. b. Pour que A, non fermé, solt 
de classe 2, il faut et il suffit que l'un des domm'nes DAJ dA soit de 
classe 2. c. Pour que A soit de classe 3 il faut et d suffit que DA et dA 

soient de classe 3. 

Démonstration. - a. résulte de E, théorème 3. 4. 
b. Supposons D_\ par exemple de classe 2; soit N un noyau de DA; 

la restriction de A à N est fermée bornée, donc son image est un 
noyau de l'image V de A. V est de classe 2, puisque A est supposé non 
fermé. 

Réciproquement, si A est de classe 2, soit un noyau de V, qui est· 
l'image d'une restriction A' de A; A' est fermé, donc l'un des 
domaines DA,, dA, contient un noyau qui fournit un noyau de DA ou 
de dA. D'ailleurs, DA et dA sont non fermés [ sinon A serait de classe 1, 

d'après (a)]. 

c. Si A est de classe 3, D-1. et d-1. sont de classe 3 d'après (a) et (b). 
Si réciproquement D-1. et d_\ sont de classe 3, A ne peut être de classe 2 

d'après ( b ), ni de classe I d'après ce qu'on a rappelé des opérateurs 
fermés. 

Conséquence. - Nous sommes amenés ü partager les opérateurs de 
classe 2 en trois sous-classes : 

Classe 2ex: D_\ et d\ sont de classe 2; 
Classe 2 : D-1. est de classe 2 et d-1. de classe 3; 
Classe 2y: D\ est de classe 3 et d\ de classe 2. 

Rappelons enfin que, d'après E, proposition (i. 2, il existe, dans 
chacune des classes 2 ex, 2 ~' 2 y et 3, des opérateurs A tels que A= n. 

2. CONSTRUCTION DES OPÉRATEURS DE CLASSE 2 ex. - LEMME 5. 1. - Soù T 
un opérateur linéaire fermé borné dans le cas p, non complètement 
continu. On peut trow•er; d'une infinité de manières, une van'été linéaù·e 
fermée N de dimensz·on et de déficience infinies dans H, telle que, pour 
toute variët/ linéaire fermée, M 1 disjoz'nte de N, et non asymptotique 
à N, T(M) soùfermée. 
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Démonstratz·on. - Si T = UT O est la décomposition de T en 

unitaire U et self-adjoint T 0, il suffit d'établir le lemme pour T 0. 

Autrement dit, supposons T self-adjoint ( et non complètement 
continu). Alors on peut trou'ver une variété fermée N, réduisant T, 
de dimension et de déficience infinies, telle que T soit biconlinu 
dans H 8 N ( en effet, le spectre continu de T contient un point À =fa o ). 
Supposons Il TX Il~ m Il X Il, m > o, pour XE He N. Soit alors M une 
variété linéaire fermée disjointe de Net non asymptotique à N. On a, 
pourXeM: 

l!TXl[=i[Tr\X +TPne:xX[['::::c,. [[TPHexX[[, 

car TPNXe Net TPne:--Xe He N sont orthogonaux. D'où 

Il TXl['::::c,. m[[ Pne:xXl\'::::c,.mCIIXI[, 

où C > o est indépendant de X, puisque M est non asymptotique à N. 
Donc T(M) est fermée. 

LEMME 5. 2. - Soit YJ > o un angle arbùrairement petà, et soit V 1 , V 2 

deux variétés lt'néaires fermées. On peut trouver un opérateur L 
depremi'èreclassedansH,telque, siV 1 =L(V1 )etV 2 =L(V2 ), on aù 

ou 

Démonstrat1·on. -- Disons, avec l'\icodym, que deux variétés 
linéaires fermées V, V' sont compatibles si Pv et 1-\, permutent, c'est-
à-dire, si, par exemple, 

V'= (V' n V) E9 [V' n(H 8 V)]. 

Soit alors M1 , M2 , ..• , Mn, des variétés linéaires fermées orthogo-
nales deux à deux et sous-tendant H, compatibles avec V 1 et V 2 • Si 
l'on démontre par exemple le (a) du lemme pour V 1 tî M; et V 2 tî M; 
dans l'espace M,- pour tout i, le (a) du lemme en résulte aussitôt 
pour V 1 et V 2 dans H. 

Ceci posé, soit 

V,,_.,,_H8V2; !'u=V;nV1 (i,j=r, 2, 11, 2'); 

li'= H 8(v12E9 V12'E9 !'1•,EB P1'2'); 

W;=V;nll' (Î,] = I, 2, I 1, 2'). 

44. 
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Appliquant le lemme 1. 3 • de E, nous pouvons prendre pour 
variétés M; les variétés définies comme suit : 

On prendra, pour Xe Mt, LX= X. 

1,1,, et Pt,, sont orthogonales complémentaires dans M2 • Supposons, par 
exemple, dim f\,,L dim 1'12,; soit U un opérateur isométrique tel 
que U ( 1'1,2 ) Cri,,. On prendra, pour XE M2, 

LX= X+ (cotg·//) UP .,1,,X. 

3° • W 1 et W 2 sont en position p dans H'. Appliquons Ja propo-
sition 1. 8 _ de E. Soit H1·ri et H1·ri, variétés linéaires fermées ortho-
gonales complémentairès dans H', compatibles avec W 1 et W 2 , avec 

j3(W1nff'r,, W2nîh)=J3(W,nî1'~, W1nl11~),/-f/ 

et 
a CW1 n Il'YJ, \V, n Il'YJ) ·f/. 

On prendra M3 = H1'1 et, pour XE M31 LX= X. 

4° M,, = H1·r.. V 1 ri M., et V 2 ri M1, sont en position p dans NC et non 
asymptotiques, donc on peut, par un opérateur bicontinu de l.VC, les 
transformer en variétés linéaires fermées orthogonales complémen-
taires de 1\1 4, puis démontrer le lemme dans 1\1 4 à l'aide d'un nouvel 
opérateur bicontinu par le même procédé que dans M 2 • 

LEMME 5. 3. - Soit V 1 , V 2 , deux variétlf linéaires fermées de dt'men-
sion et de déficience infinies. On peut trotwer deux variétés lt"néaz"res 
fermées M, M' disjointes, à oo dimensions telles que M-+ M' = H, dis-
jointes de V 1 et V 2 , non aJymptotiques àV 1 , non asymptotz'ques à V 2 • 

Démonstratz'on. - Comme les propriétés exigées de riI et M' sont 
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invariantes dans toute transformation biconlinue de H, on peut, 

d'après le lemme 5.2, supposer au départ ~(V 2 , V1)=1j<;par ,, 

exemple. Soit (e;), (e;) des bases orthonormales de V 1 et H8V1, 
qui ont oo dimensions. Soit 

Il est immédiat que M et 1\11 sont orthogonales complémentaires 
dans H, it oo dimensions, et que 

:z(lVJ, Vi)=p(M, V,)=o:(M', V,)=p(M', V,)=;. 
4 

Comme, pour XeV 2 , on a !X(X, V1 ).,::::::::-IJ, on voit de plus que 

Définitz'on. - ( Cf. E, Chap. VII, § 3). Soit V, V', deux variétés 
linéaires fermées disjointes à oo dimensions, sous-tendant H; 
soit ,v, W', deux autres variétés ayant les mêmes propriétés; 
soit L, L', deux opérateurs bicontinus tels que 

DL'=V1, 

Définissons, dans V+ V', un opérateur linéaire A de la manière 
suivante: pour tout Z =X+ X' de V+ V' (Xe V, X' EV'), on pose 

AZ =LX+ L'X'. 

A est biunivoque, 

Désignons l'opérateur ainsi construit par A(V, V'; \1/, \V'; L, L'). 
Ona 

THÉORÈME 5. r. - Tout opàateur du type A(V, V'; \V, W'; L, L') 
est un opérateur J bùmù•oque A, avec DA) tlA partout denses de classes 1 

ou 2. 
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b. Réciproquement, tout opérateur J biunimque A, arec D_1 , 11_1 , par-
tout denses de classes I ou 2, est du ~ype A(V, V'; vV, vV'; L, L'). 

c. V et V' sont 0des noyaux conjugués de Du W et W' des noyaux 
conjugués de dc1. 

Démonstration. - a. est établi dans E (Chap. VII, § ;:,); c. est 
évident; prouvons b. On a A= C'C- 1 , ou C, C' sont des opérateurs 
linéaires fermés bornés dans le cas p(E, th. 3. 2) non complètement 
continus puisque DA=dc et d,1=dc sont de classes I ou 2. Soit N 
( resp. N') la variété linéaire fermée que le lemme 5. I permet d'at-
tacher à C (resp. C'). N et N' sont de dimensions et de déficiences 
infinies. Soit ( lemme 5. 3) M et M' des variétés linéaires fermées, à 
oo dimensions, telles que Mn lW = o, M + lW = H, disjointes de N 
et N', non asymptotiques à Net N'. Alors, on peut prendre 

\V= C' (.\1), V'= C(.\I'), \\'= C'(.M'). 

Remarques: 1° Le b. du théorème avait été prouvé dans E dans le 
cas des opérateurs linéaires fermés, par une méthode Loule différente. 
On obtient ici le même résultat en même temps pour les opérateurs 
de classe 2 o:. Ces opérateurs sont donc, eux aussi, dans la mesure du 
possible, ramenés aux opérateurs de première classe. 

2° Soit D, D', deux variétés J de classe 2 partout denses. On a 
donné dans E la construction suivante des opérateurs fermés 
de Sî(D, D1): soit V, V' deux noyaux conjugués de D; W, \V', deux 
noyaux conjugués de D'; L, L', des opérateurs biconlinus tels 
que D1,= V, .ii,= W, D1.-= V', Llv= \V'; on forme 

A(V, V'; \V, W'; L, L'). 

On a fait remarquer dans E que cette construction fournissait égale-
ment des opéra Leurs non fermés. Effectivement, le théorème 5. I 

prouve qu'on obtient ainsi tous les opérateurs de Ç(D, D'). 

3° On obtient aussi des renseignements sur les opéraleurs 

.-\.(V, V'; "\V, "\Y'; L, L') 
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qu'on aurait pu considérer a priori. Ils sont fermés bornés si V et V' 
sonl non asymptotiques, fermés d'inverse borné si \V et \V' sont non 
asymptotiques. Mais, si V et V' d'une part, \V et vV' d'autre part, 
sont asymptotiques, A peut ne pas admettre de prolongement fermé 
uniforme et l'on peut même avoir A= n (E, prop. G. 2 ). Plus préci-
sément, on peut montrer ( nous ne le ferons pas) que, si l'on se 
fixe V, V', \V, W' avec V et V' asymptotiques, W et \V' asympto-
tiques, on peut choisir L el L' de façon que A= n. 

3. CoNsrnur.rroN nEs OPERATEURS DE CLASSE 2 ET 2 y. - füudions par 
exemple les opérateurs de classe 2 ~-

Définùion. - Soit V, V', deux variétés linéaires fermées disjointes, 
à TJ dimensions, sous-lendanl H; soit d, d' deux variétés J de 
classe 3~, disjointes, sou~-tendant H; soit C, C' deux opérateurs J 
biunivoques, nécessairement fermés, complètement continus, tels que 

Ile= V, 

Définissons, dans V+ V', un opérateur linéaire A de la manière 
suivante: pour tout Z =X+ X' de V+ V'(X EV,.\_' EV'), on pose 

\Z = C.\ + C'.V. 
A est biunivoque, 

D1 =--= V -• V'., 1-1= d + d'. 

Désignons l'opérateur ainsi construit par B(V, V'; d, d'; C, C') .. 

T111\on1;:~rn 5. 2. - a. Tout oph·ateur du type 13 (V, V'; d, d'; C, C') est 
un opàatf'ur J bium·voque A avec D I partout dense de classe 1 ou 2, .l.1 

partout dense de classe 3. 
b. HécrjJroquement, tout opérateur J bùmimque A, arec DA par-

tout dense de classe I nu 2, .1 1 partout dense de classe 3, est du 
type B(V, V'; d, d'; C, C'). 

c. V et V' sont des noyaux conjuguës de D 1 • 

/Jémonstrat,·on. - a. On montre, comm,-e. au théorème 5. 1, que A 
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est un opérateur J, évidemment biunivoque; .lA = d + d1 est partout 
dense, et de classe 3œ ( th. 3. 2); DA est partout dense, de classe I si V 
et V1 sont non asymptoliques ( auquel cas A est fermé complète-
ment continu), de classe 2 si V et V' sont asymptotiques.( auquel cas 
A est de classe 2 ). 

b. Soit N, N1 des noyaux conjugués de DA. On a 

d1= A(N') C ilA, 

donc d et d1 sont des variétés J de classe 3œ; comme 

N nN'= o, [N+N']=H, 

d et d' sont disjointes et sous-tendent H; enfin, la restriction de A à N 
est un opérateur J, C, nécessairement fermé, et alors complètement 
continu puisque .le= d; de même pour la restriction C' de A' à N1 et 
l'on a 

A=B(~, N'; d, d 1 ; C, C'). 

c. est évident. 

Remarques. - Le b. du théorème n'est pas intéressant quand DA 
est de classe 1, puisqu'alors A est fermé complètement continu. Mais 
il donne une cons truc Lion de tous les opérateurs J de classe 2 et 
ramène ceux-ci, dans la mesure du possible, aux opérateurs complè-
tement continus. On a aussi une construction de tous les opérateurs 
de S}(D, D') lorsque D est de classe 2 et D 1 de classe 3, et des rensei-
gnements sur les opérateurs B(V, V1 ; d, d1 ; C, C') qu'on aurait pu 
considérer a priori. 


