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Sur les wariétés J d’un espace de Hilbert ;

Par J. DIXMIER.

Introduction.

Ce Travail compléte sur quelques points le premier Mémoire ()
que j’al publié sur les variétés et les opérateurs J [3]. Je suppose ce
Mémoire connu du lecteur, el j'ulilise ses notations. L’espace de
Hilbert complexe considéré sera, pour simplifier, supposé séparable,
sauf mention expresse du contraire (*). ’

Rappelons briévement certaines délinitions et certains résultats de IS,

On définit les variétés J d’un espace hilbertien Il comme les
domaines d’existence des opérateurs fermés de H. Les opérateurs J
sont les opérateurs dont I'image est une variété J. Les variétés J

forment un réseau £2 pour les opéralions et N , trés exactement le
réseau engendré par les variétés fermées. Les opérateurs J se repro-
duisent par addition et multiplication, et tout opératcur J est le
produit de deux opérateurs fermés. Le domaine d’existence et le
domaine des valeurs d’un opérateur J sont des variétés J. La variété
transformée d’une variété J par un opérateur J est une variéié J.

Soit D une variété J. Les variétés fermées a une infinité de dimen-
sions conlenues dans D sont appelées les noyaux de D. Si D ne con-
tient aucun noyau, D est dite de classe 3,, n étant sa dimen-

(*) Ce Mémoire est désigné dans la suite par E. Les chillres entre crochets
renvoient a la bibliographie qui suit cette introduction.

(?) Le cas général peut aussi se traiter, mais conduit & des classifications plus
pénibles, les questions de dimension jouant souvent un role essentiel.
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sion (n=1, 2,..., ). 3i D, non fermée, possé¢de des noyaux, D est
dite de classe 2. Si D est fermée et a une infinité de dimensions, D est
dite de classe 1. Les variétés J de classe 3 sont les domaines des
valeurs des opérateurs fermés complétement continus. Une variété J
de classe 2 est somme, d’une infinité de fagons, de deux de ses noyaux.

Un noyau N est dit maximal s’il n’existe aucun noyau N'DN tel
que N'ON ail une infinilé de dimensions. D, de classe 2, est dile de
classe 2a si elle ne posséde aucun noyau maximal, de classe 24 dans
le cas conlraire.

Une variété fermée V réduit D si P,1D c D. Une base orthonormale
(¢;) de [D] est dite base de D si toute variété [e;, e, . . .| réduit D.

a U 7
D est alors I’ensemble des vecteurs Z x; e; tels que Za,‘| z|* <+ o,
i=1 i=1
(a;) étanl une certaine suite de nombres (appelée suile de valeurs
propres) tels que inf ;> 0, bien déterminée, a une similitude prés,
i

par D, et qui définit D a une transformation isomélrique pres.

Soit D), D', deux variétés J partout denses dans H, etsoit G(D, D’)
I'ensemble des opérateurs J biunivoques dont le domaine d’existence
est D et le domaine des valeurs 1)’. On peul caractériser les cas dans
lesquels G(D, D') contient des opérateurs bornés. L’existence de tels
opéraleurs définit entre D) et D’ une relation d’ordre au sens large
notée D3~ D’. La relation d’équivalence « D>D’, D's-D » est

_notée D~oD'. Lnfin, l'existence d’'un opérateur biconlinu L tel
que L(D)=1D’ est une relation d’équivalence notée D~D’ (L peut
alors étre supposé unilaire).

Enfin, relativement aux opérateurs fermés de G.(D, D'), on a les
résultats suivants. Si D ou D’ est de classe 1, tous les opérateurs de
G(D, D") sont fermés. Sil'une des variétés D et D', D par exemple,
esl de classe 3, (D, D’) ne contient d’opérateurs fermés que siD’est
de classe 1. Enfin, si D et D’ sont de classe 2, ¢ (D, D) contient a la
fois des opéraleurs fermés et des opéréteurs non fermés. Ce cas, le
plus complexe, conduit & la construction de certains opéraleurs
notés A(V, V5 W, W/ L L.

Ceci posé, voici qucls sont les problémes, laissés en suspens dans L
et que nous résolvonsici.
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Soit D une variété J, N et N’ deux noyaux non maximaux de D. Il
est prouvé dans E qu’il exisle un opérateur unitaire U conservant D
tel que U(N)=N'. Donec N et N’ jouent exactement le méme role
- dans D. Dans une variété J de classe 24, lous les noyaux jouent le
méme role. En est-il de méme pour les noyaux non maximaux d’une
variété J de classe 20? Celle question, englobée dans un probléme
plus général, fait 'objet du Chapitre 1.

On a noté dans E que beaucoup de définitions relatives aux
variélés J ne faisaient intervenir que les opérations 4+ et N, aulrement
dit étaient invariantes dans tout automorphisme du réseau £. Il en
est alnsi en particulier pour la classification des variétés J. D’ou les
problémes suivants, relatifs en somme a la structure de £. '

1° Etudier les relations entre la classification des variétés J et la
relation d'inclusion dans /7. Ce probléme fait I'objet du Chapitre II,
et conduit a une relation d’ordre intéressante entre opérateurs bornés.

2¢ TStudier les relations entre la classificalion des variétés J et les
opérations + et N dans 2. Ce probléme fait Vobjet du Chapitre III.
Le résultat le Pll_lS notable est que les variétés J de classe 3 se repro-

duisent par les opérations et n , ¢l peuvent en un certain sens étre
considérées comme négligeables : si 'on ajoute a une variété J de
classe 1 ou 2 une variété J de classe 3, on ne modifie que trés peu ses
caractéristiques essentielles. Ce fait est d’ailleurs li¢ a I'étude des
idéaux dans I’anncau des opérateurs fermés bornés, comme nous le
montrerons ailleurs (). '
Dans le Chapitre IV, on monire que les relations >, ~, ~,
peuvent étre définies uniquement a partir des opérations - et N, ce
qui prouve que beaucoup de propri¢tés établies dans E et dans le
présent article sont des résultats relatifs 4 la structure du réseau £.
Au Chapitre V, on détermine cxactement’ensemble des opérateurs
du type A(V, V5 W, W’; L, L"), ensemble dont on savait déja qu’il
déborde celui des opérateurs fermés. Cette étude est englobée dans

(V) Cf. Les idéaux dans lensemble des variétés J d'un espace -hilbértien
(Ann. Fac. Sci. Toulouse, 4° série, L. 10, 1949, p. 91-114).
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une recherche plus générale, qui permet en particulier de classer les
opéraleurs J.
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I. — Variétés linéaires fermées contenues dans une variété J.

1. PRELIMINAIRES SUR LES SUITES DE NOMBRES. — Il n’est question dans
ce paragraphe que de suiles de nombres (a,, 4,, ...), avec @, >0
pour toul Z.

On appellera n'™ section d’une telle suite la suite (@ny Gpoyy - .2 ).
Lorsque la suite (a;) est équivalente a sa premiére section, ¢’est-a-dire
lorsque a;". a,., est borné ainsi que le rapport inverse, il est immé-
'diat que la suite est équivalente a toutes ses seclions. Dans ce cas, la
suite est aussi équivalente a toute suite (0, Gay <oy Oyy @y, Aoy - .. ),
ou les a; (> o) sont arbitraires.

Si la suite (a;) est non décroissante, elle est semblable & sa n'*"* sec-
tion si et seulement si elle lui est équivalente (¢f. E, lemme 5.4).

Lewve 1.1 — Soit (a;) et (a;) deux suites non décroissantes tendant
vers + o, (b;) et (b) deux suites bornées. St les suites (b,, a,, b,,
=S e (b, 4,0, a, ...)=S5" sont semblables, I'une des

suzzes (ai), (a,) est équivalente a une section de l'autre.

Démonstration. — Soit & le sous-ensemble de S’ qui correspond
aux aq; dans la similitude. & est un ensemble de nombres zendant
vers—{- w et S'— & est un ensemble de nombres bornés. Donc &
contient tous les @, sauf un nombre fin1 n d’entre eux, et ne contient
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~qu’un nombre fini »’ de ;. Si n>>n' (resp. n<_n') on obtient une
suile semblable 4 & en remplacant ces b, (resp. n d’entre eux) par n'
(resp. n) des nombres @, de S'— &. Dans les deux cas, 'une des
suites (a;), (a, ) est semblable, et par suite équivalente, 4 une section
de 'aulre.

2. Dirinrrions. — Soit D une variété J, partout dense dans 'espace H
(pour simplifier). Soil V, V' deux variétés linéaires fermées contenues

dans D. S'il exisle un unitaire Ue:ﬁ(D) (E, Chap. IV, § 3) tel

D
que U(V)cV, on écrira V>V'. Cette relation est évidemment
réflexive el transilive, c’est donc une relation d’ordre au sens large.

D )]
La relation « V>>V', V>V est une relation d’équivalence que

D D
nous noterons : V=V’. Alors, la relation V>V’ est une relation -
d’ordre entre classes d’équivalence : les classes d'équivalence forment

un ensemble ordonné, soit (D), dont nous allons étudier la struc-
ture. On va établir les résuliats suivants :

Tutonine 1.1. — La relation V — V' est équivallnte a lexistence
dun UeW(D) tel que U(V)y=V",
11 est évident que si U(V) =V’ pour un U€Il(D), ona V — v

On démontrera la réciproque dans la suite.

Treorime 1.2. — (D) est totalement ordonné, et méme isomorphe
a un ensemble de nombres rationnels ordonné a la maniére habituelle.

Ainsi, étant données V et V/, on a une et une seule des rela-

tons V>V, V=V, V'SV,

D
3. DEMONSTRATION DES THEOREMES. — LEMME 1.2. — V >V’ entraine
H _H .
V>SV.V SV est équivalent a
dim V> dim V, dim HEVZLdim HE V.

Démonstration immédiate.
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Lemve 1.3, — Soit n=dim \, n’ =dim V', n et ' finis.
D 1} b !
a. OnaV >V', V=V N>V suicant que n >n', n=n', n’ >n.
1] w7
. ]
b. St V=V, i existec un UeU(D)tel que U(V)=V".

Démonstration. — Si V;V’, on-a n>xn', n'>>n (lemme 1.2),
donc n=rn'.

Réciproquement, si n=n’, il existe (E prop. 5.9) un Ue (D)
tel que U(V)=V’. D’oul (b).

Supposons maintenant par exemple » > n'. Soit V" une variété
linéaire & n’ dimensions avec V' CV. On a V'=U(V') pour

un UE‘LL(D), donc V > V7. D ailleurs, V # V' puisque n#n

L\1n51 n >n' entraine V >\’ n=—n' entraine V——\” n'>n -

entraine V’> V; donc les réciproques sont vraies; d’ot (a).

Lemyve 1.4. — St la dimension de NV est finic et celle de V' infine,
b
onaV' >V.
= Coow
Démonstration. — Soit V'cV, avec dim V'=dim V. On a

Vi=U(V) pour un Ueil(D), done VIS VLD est évident
que V#V’.

LemMe 1.5. — S¢ V et V/ sont deux noyaux non maximauz, on a

= U (V) pour un U (D).
Démonstration. — Clest la proposition 5. 1o de E.

Lemme 1.6. — Les théoremes | .1 et 1.2 sont vraissi D est de classe 3,
J
n fini. 5 (D) est alors isomorphe ¢ l'ensemble ordonné 1, 2,3, 4, ... n.

Démonstration. — Immeédiate a parlir du lemme 1. 2.

Lewme 1.7, — Les théorémes 1.1 et | .2 sont vrais st D estde classe 1.
/ .
F (D) est alors isomorphe a l'ensemble ordonné

. R 0;

FENE
-
LIl -
-
|
-
-



SUR LES VARIETES J D'UN ESPACE DE HILBERT. 327
Démonstration. — Immeédiate & partir du lemme 1.2.
Lemme 4.8, — Les théorémes 1.1 et 1.2 sont ¢rais st D est de
classe3.,,. (D) est alors isomorphe a lensemble ordonné 1,2,3,4, ...
Démonstration. — Immédiate & partir du lemme 1.3, puisque D ne

contient aucun noyau.

Lesme 1.9. — Les théorémes | .1 et 1.2 sontvrais stD estde classe 2a.
F (D) est alors isomorphe ¢ l'ensemble ordonné

I T I
= 1, - —g’ __Z’ — O
I
Démonstration. — 351 V=V’ dim V=dim V' (lemme 1.2). Le

théoréme 1.1 résulte alors du lemme 1.3, 6 et du lemme 1.5.
La comparaison des V de dimensions finies résulte du lemme 1.3.

Pour deux noyaux quelconques V, V', on a \:"_]—‘_V’ (lemme 1.5).

] . . - - I)
Pourunnoyau V'elune V dedimension finie,ona V' >V (lemme 1 . 4).

‘Dot le lemme.

Lemye 1.10. — Lesthéorémes 1.1 et 1.2 sontvraissi D estde classe 20.

F (D) est alors isomorphe, suivant les cas, soit a I'ensemble ordonné
I I

1
— i, — - — 0 — I ] 05 1,
% 8] N

1 1 1 1 I I 3 5 9
-1, — 5 T3 T T ey 0y ') 7‘) 30,0 1L, PEIE 3; .
Démonstration. — La comparaison des V de dimensions finies

résulte du lemme 1.3, Pour un noyau V' et une V de dimension finie,

D
ona V' >V (lemme 1.4). Restc a comparer les noyaux entre eux.

a. Si'V et V' sont deux noyaux non maximaux, on a V'=U(V)

~ D
pour un U€ (D) (lemme 1.5), donc V'=V.
D
b. Si'V est non maximal et V' maximal, on ne peut avoir V>V’
D’ailleurs, soit V'€V’ un noyau de déficience infinie dans V'. On

Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 4, 19fg. 41
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aV'=U(V) pour un UeIL(D), puisque V" et V sont non maximaux.
n

Ainsi, V"> V.

c. Soit enfin V et V' maximaux. Soit A=Dn (HBV),
A'=Dn(HBV’). Soit (e,, e;, ...) une base orthonormale de V,
(g1, &5, . .. ) une base orthonormale de A, (a,, a,, ...) une suite de
valeurs propres correspondantes de A. Comme A est de classe 3,

(E, Chap. V, § 4), on peut supposer la suite (a;) non décroissante
et tendant vers - . Posons

Vo= [en+17 €niay - -]; V_,= \i@[siy €yy ey En]; Vo= V;

Av=A ey, €y ..., e]; A =A0 [Bnpt; Ensny -1 |5 A,=A.
Ona

VPSV,,, A,,_?L\(, si p>gq;
D=V,+A4, pour tout p.
V, admet la base orthonormale (e,.y, €n40, ...) si n>o, et
(g4, €, ..oy €y €1, €s, ...) sl n< 05 A, admet pour base ortho-
normale et suite de valeurs propres correspondantes :
(Emnity E—nuny - -) et (G—pi1y Qepyny --.) sl n <o,
(€15 €2y « v €y €4y Euy . .) et (1, I, ooy 1, @y @ay .. .)

(1 écrit n fois) si n>>o.

Soit alors (@), a,, . ..) une suite de valeurs propres de A’. Puisque
D=V +4A=V A, D admet les suiles de valeurs propres (1, a,,
1,d,...) et (1, ay, 1,4a,, ...)quisontdoncsemblables (E, th. 5.6).
Par suite (lemme 1.1), I'une des suites (a,, a,, ...),(a,,a,, ...)est
semblale & une section de ’autre. On en déduit aisément, utilisant le

‘théoréme 5.7 de E, que A'~A, pour un n au moins, donc
que V'=U(V,) pour un U e‘ﬁ(D) et un n au moins. Nous sommes
donc ramenés & comparer entre eux les V.

Premier cas. — lim a,,,. a; ' <+ . Alors, la suite (g;) est sem-
==

blable & ses sections, donc A,~A, pour tout couple (p, ¢). Par suite,
V,=U(V,) (UeTU(D)) pour tout couple (p, g).
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Deuxiéme cas. — Fn Aiy. a'=—+o. 51 p>¢q, V,CV,,
] e =
donc V,>V,.
b ~

Montrons que V,5V,. Supposons qu’il existe un Ue (D) tel
que U(V,)=V cV,cV,. Soit A=DnHBV)=U(,). On
ad,=48,+(V,8V).0r,A,-(V,8V )~A, estimpossible puisque
la suite (@;) n’est pas semblable a ses seclions.

Ainsi, le lemme est démontré dans tous les cas.

II. — Inclusion des Variétés J.

1. ProsriMe. — Soit D une variété J. Etudions les variétés J, D/,
contenues dans D et notamment leurs classes et leurs valeurs propres.

Si D a n dimensions (n fini), les variétés J contenues dans D sont
des variétés J a o, 1,2, ..., n dimensions. S1 dimD = o, D contient,
on le sait, des variétés J a un nombre fini quelconque de dimensions.
En définitive, on peut se borner au cas ot dimD = dimD'= ».

Lemye 2. 1. — Soit A un opérateur linéaire fermé borné, avec D ,— H.
Onald,~A et A,~ A, quand A est dans le cas p.
Démonstration. — On a A = UK, avec les propriétés suivantes :

1 K est self-adjoint; par suite, Ay = K ([ A, ).

2° U est partiellement isométrique, et transforme isomélrique-
ment [A ] en [A,], A¢ en A, Par suite, U transforme isométrique-
ment [A] en [Ag] ’

Ceci povsé, comme A*=KU* onaA.CA, et

Ae=K(U () K(U([A])) = K([Ax]) = A,
donc '
’ A_.\*: AK, AA: L(AK) -_—‘U(A,\*).

Si A est dans le cas p, U est unitaire (¢/. E, lemme 3.1).

LemMe 2.2, — Soit A, A/, deux opérateurs linéaires fermés bornés
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biunicoques tels que D,=D,=H, A, CA,. On a A'=AR, oi R est
linéaire fermé borné biunivoque, avec Dy = H.

-

Démonstration. — R==A""A' est un opérateur J biunivoque,
et Dy=H. Donc R est ferm¢ borné. Et A’=AR (¢f. E, démons-
tration de la proposition 6. 3).

Pest aussi (¢/. E,

Remarque.

th.1.11).

2. SoLurioN pu PROBLEME QuAND D ET D) SONT PARTOUT DENSES. —

Rappelons d’abord la proposition 6.3 de E.

Prorosition 2. 1. — Soit D, D' deux variétés J partout denses :

a. Pour qu'il existe une variété J, D"C D, telle que D"~ D', il faut
et il suffit qu'il existe un opérateur lincaire borné T avec Dy=H qui
transforme biunivoquement D en D).

a

b. Quand 'l existe, il peut étre supposé dans le cas p.

Démonstration. — a. 1° La condilion est nécessaire : soit D"c D
avec D"~ D', Soit B, B” des opérateurs linéaires bornés, dans le
cas p, avec Dy=D,=H, 5, =D, A, =D".

On a (lemme 2.2) B” BR, avec R borné biunivoque, D,= H.
Puis, utilisant le lemme 2.1,

D= Apre Apre = Apapr = R* (Am)

et, comme A, ~A,—D, on voil; que D'="T(D), avec T borné,
D,=H, et T biunivoque dans D, puisque R* est biunivoque dans A,,
(en effet, R*B*=B"* est biunivoque).

2° La condition est suffisante : si D’="T(D) avec T linéaire born¢,
D,=H, T biunivoque dans D, on a D’==A,, et TB est fermé borné
dans le cas p. Done

D'=Ap~ Aprn CAp~ Ay=D,
donc
D'~D’,  avec D’cD.
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b. Résulte de E, théoréme 6.2, e.

Le théoréme 6.2 de E donne aussi la

Prorosition 2.2. — Soit D, 1), deux variétés ) partout denses. 11
existe un opérateur linéaire borné I, avec Dy=H, qui transforme
biunicoquement D en D', seulement dans les cas suivants :

1° D étant de classe 1 ou 2, la classe de D' est supéricure ou égale a

celle de .

20 1Y et D' étant de classe 3, avec les suites non décroissantes de
valeurs propres (a;) et (a;), on a
m(t;—l a;<—+ 0.
==

Les propositions 2.1 et 2.2 donnent le

Tutorime 2. 1. — Soiz D, V', deuz variétés J partout denses. Il existe
un opérateur unitaire U tel que U(D’")C D sewlement dans les cas 1° et 2°
de la proposition 2. 2.

(On voit alors aisément qu’on peut choisir U de fagon que D
et U(D") aient une base orthonormale commune. )

0. SOLUTION DU PROBLEME DANS LE CAS GENERAL. ’RoposiTion 2.3. —
Soit D, D', deux wvariétés J @ o dimensions. Pour qu'il existe une
variété J, D" D, telle que D"~ D', il faut et il suffit qu’il existe un
opérateur linéaire borné 1" tel que T(D)=D".

Démonstration. — 1° La condition est nécessaire : soit D"cD
avec D"~ D’. Soit B, B” des opérateurs linéaires bornés biunivoques,
avec Dy=D,=H, A;=D, A,.=D". On a (lemme 2.2) B"=BR
avec R borné biunivoque, Dy = H. Puis, utilisant le lemme 2.1,

DaD'= A];" X A];"‘ ey A[p]p\: P\*(A“*)

et, comme A~ A=D1, on voit que D’="T(D) avec T borné.

2° La condition est suffisante : si D’="T(D), avec T linéaire borné,

oIl a
D= A]‘U:



332 J. DIXMIER.

done : .
D/: A-“; ~ /.\];rlw C A];« I AB: ]),
done
D'~ DY, avec D’cD.
Proeositiony 2.4. — Soit D, D', deux variéiés J a oo dimensions. 1l

existe un opérateur linéaire borné 'l tel que D'="T (D)) seulement dans
les cas suivants :

1° D est de la classe 1 ou 2. .

2" D et D' étant de classe 3 avec les suites non décroissantes de valeurs
propres (a;) et (a;), on a

_ﬁEa,'f "<l + 0.
=

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.2, les conditions précé-
~ dentes sont effectiverment suffisantes pour l'existence de T, sauf dans
le cas, qui reste & examiner, ou D est de classe 2 et D’ de classe 1; or,
dans ce cas, si N est un noyau de D etJ un opérateur qui transforme
isométriquement N en D, T =Py est borné et T(D)=D!..

D’autre part, ces condilions sont nécessaires. Car, si D’ est de
~classe 1 ou 2, avec un noyau N, T='(N) est un noyau de D. Donc,
si D est de classe 3, D'="T (D) est de classe 3; de plus, les conditions
relatives aux valeurs propres résultent alors de E, lemme 6.3 (ou D
et D’ sont supposés partout denses; mais on se raméne a ce cas en
transformant D et D’ par des opérateurs isométriques).

Les propositions 2.3 et 2.4 donnent le

ToEorREME 2. 2. — Sott D, D' deux variétés J a oo dimensions. Il existe
un opérateur sométrique 1 tel que 1(D')C D seulement dans les cas 1°
et 2° de la proposition 2. 4.

Conséquences particuliéres. — Soit D et D’ partout, denses, de
classe 3.

1° S'il existe un opérateur linéaire borné T tel que T(D)=D’, il
existe aussi un opérateur T’ linéaire fermé borné dans le cas p tel

que T'"(D)=D".
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2° S'il existe un opérateur isométrique L tel que I(D")c D, il existe
aussi un opérateur unilaire U tel que U(D")cD.

3o 9’1l existe des opérateurs isométriques I, I, tels que 1, (D) c D,
L,(D)>DD’,onaD~D".

Remarque. — Soit D, D’ deux variétés J, avec D' D. Soit X, une
suite de vecteurs de D'. Si X,,-+ o dans la topologic de D', X, - o
dans la topologie de D (la topologie de D’ est plus line que celle de D).
En effet, on peut se borner au cas o D) et D’ onl % dimensions. Soit
alors A (resp. A') un opérateur linéaire borné biunivoque avec
Dy,=H, A;=D (resp. D,=H, A =D"). On a A’~'X,,— 0 au sens
usuel. Or (lemme 2.2) A'~'=R~"'A~*, donc A~*'X,=RAX,~>o0
au sens usuel, ce qui veut dire que X, -> o dans la topologie de D.

A. RELATION D’ORDRE ENTRE OPERATEURS LINEAIRES FERMES BORNES DANS LE
cas p. — Soit A et A’ deux opéraleurs linéaires fermés bornés dans
le cas p. On écrira A > A’ s’il existe deux opérateurs S et T linéaires
fermés bornés dans le cas p tels que A’= SAT. Cetle relation est
réflexive et transilive : c’est une relation d’ordre au sens large. La
relation « A> A’, A’> A », que nous noterons A~ A’ est une
relation d’équivalence que nous exprimerons en disanl que A et
A’ sonl pseudo-équivalents. Si A el A’ sont équivalents, ils sont pseudo-
équivalents, mais on verra que la réciproque n’est pas toujours vraie.
La pseudo-équivalence parlage les opérateurs fermés bornés dans le
cas p en classes, ordonnées par la relation > .

Treorime 2.3, — Soit A et A’ deu.x opérateurs linéaires fermés bornés
dans le cas p. On a A > A’ si et seulement st A, > A, donc st et seulement
st, pour un unitaire U,

Apy=U(Ay)cAy.

En particulier, st A, CA,, ona A> A’
(Ce résultat est a rapprocher du théoréme 3.8 de E).

Démonstration. — 51 A> A’ on a, avec les notations précédentes,
A’=3SAT. Donc A= S(A), A\,> A,. D’autre part, A,,C4,, donc
(prop. 2.1) A > A,y Ainsi, A > A,
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Réciproquement, si A > A, on a

A= S(A\) = Ay,

ou 'on peul supposer S fermé borné dans le cas p (th. 2.1, b). Donc
(E, th. 3.8 et 3.9) A’=LSAU avec U unitaire et L de premiére
classe. S == LS est borné dans le cas p.

Tugoriye 2. 4. — Soit A et N' deuzx opérateurs lincaires fermés bornés
dansle cas p. St A > A, ilexiste deux unitaives, U et V, deux opérateurs
linéaires fermés bornés dansle cas p, Set'T, tels que A’/ SAU =VAT.

(Ce résultat est & rapprocher du théoréme 3.9 de E).

Démonstration. — L'existence de S et U a été prouvée dans la
- démonstration précédente. On a

A= U APSY

donc A*» A’*, donc il existe un unitaire et un opérateur linéaire
5 P

fermé borné dans le cas p, qu'on peut appeler V* et T*, tels que

A"=T*A*V*. Dot A'= VAT.

Remarque. — Si, plus particuliérement, A, Cy,, on a A’=AR
(lemme 2.2) avec R fermé borné biunivoque et D, = H. Mais R est
dans le cas p (c’est-a-dire [A, ] = H) si et seulement si A, = A(4Ay) est
parlout dense dans la topologie de A, |ce qui n’est pas loujours le cas,
méme avec A, parloul dense (¢/. E, prop. 9.5)].

Le théoréme 2.3 permet de déterminer le comportement des
opérateurs linéaires fermés bornés dans le cas p vis-a-vis des rela-
tions . et ~u @

“TneoreME 2.5. — Les classes de pseudo-équicalence sont :

Classe G, : les opérateurs de premicre classe.

Classe C, : les opérateurs linéaires fermés bornés dans le cas p d’inverse
non borné, non complétement continus. '

Classes C, : les opérateurs linéaires fermés complétement continus dans
le cas p; deux tels opcrateurs A et A’ sont pseudo-équivalents si et
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seulement st les suites non croissantes de valeurs propres de A*A et A" A/,
soit (a;) et (a,), sont équivalentes.

Deuz opcérateurs pseudo-équivalents sont équivalents s’tls appartiennent

a C, (cas trivial) ou @ une méme classe Cy, mais pas toujours équivalents

s'tls appartiennent @ Cy. On a C, > C,, Cy>- C st C est une classe C,.
% %

St A et A’ sont complétement continus, on a A> A si et seulement
si lima;' @<+ . L'ensemble des classes Cy n’est pas totalement

l=»

ordonné par la relation > .

III. — Sommes et intersections des wvariétés J.

4. SOMME ET INTERSECTION DE DEUX VARIETES J QUI ONT UNE BASE COMMUNE.
— Si D, D’ ont une base commune, on a [D]=[D’]. Supposons,
pour simplifier, D et D’ partout denses. v

[L’existence d’'une base commune est assurée par exemple, si
D+ D'=H(E, lemme 3.2 et th. 5.12)].

Soit donc deux variétés J, D et D’ admettant la base hétérogonale
commune (A,, A,, ...). S étant une suite d’entiers, soit Wy la
variété linéaire fermée sous-tendue par les A; ou 7€S. S el &' for-
mant une partition de la suite des entiers, Wy et Wy, sont en position
stmple par r apport a D et D',

(1) ‘ WinWe=o,

(2) Wy We=[D]=[D']=H,
(3) C (WsnD) S+ (WenD)=D,
(4) (WsnD') - (WegnD') =D,

Comme D D" et DD’ (qui contiennent les A;) sont partout
denses, on a aussi

(5) Ws+ We=[D+D'|=|DnD|.
S1

XeDhnly,
on a

X-=X,+-X, avec \,eWgnD, X,eWgnD
Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 4, 194g. 42
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d’apres (3), et
X,eWsnD, X, e WgnD'’
d’apres (4), donc
X;eDbnl, X,eDbnly,
(6) (WsnDAD) + (WenDAD)=DAD'.

On montre de facon analogue que
(7) (Wsn(D £ D)) - (Wen(D 4 D)) =D LD

(1), (5), (6), (7) prouvent que Wy et Wy sont en posution simple par
rapport & DD’ et D -~ D', donc que (A;) est base hétérogonale
deDAD et D+ D,

On va le redémontrer par un procédé moins simple, mais qui

donnera en méme temps les valeurs propres de DD’ et D D’.
Soit (a;) et (a;) des valeurs propres de D et D’ correspondant a la
‘base (A;). Soit un vecteur

)

X:E.Z'[Ai <2|x1|2<+00 )'
i=1 /

i=1

On a X eD si et seulement st
3 |
Yat <+ oo
i=1

on a X €D’ si et seulement si

S
Zalf fxi |P<<+ 0.
i=1
Donec XeDn D’ siel seulement si

kel
PACERIEASSES
=1

Or

max(a}, a;*) L af + «* ~Z 2amax(a;, ).
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Donc (A;) est base de DnD’, la suite correspondante de valeurs
propres étant | max(a;, a;)|. Si maintenant X€D —+ D', on a

X=Y+7 avec YeD, ZeD,

st
Y :zyiAiY 7 :‘2 ,"J[A,',
i=1 i=1

on a

N\ 2 , N /e R

Zaf])’i|'<—koo, > | 5 P<<—+ o et xri= )i+ 5.

i=1 i—=1t
Soit

o, == min(ay, a;).

Ona

o

9

‘1 3 i‘ a2 2 19 2
Noadlar= Yot |y s Za 3ot (15l s ) <+ oo
i=1 ) i=1 i=1

Réciproquement, supposons

§ .
Zaf|‘7’[|2<—{—oo.

i=1

Soit S ct 5’ deux suites formant une partition de la suite des entiers
et telles que a;=@a,;s17€S, a;=a;si j€S'. On a

1 9 B 1 19 5
zaz‘lxz|‘<+°°; . Za;‘lfvfi'<+°0-
ies JjES’

Soit alors
Wl - Wl
Y:Z.’Z‘iAi, LT:ZI‘/AI.
ies jes’
Ona
YeD, LelD et XY+ 7.
Donc :

Tutorime 3. 1.

Sowt 1, 1V, deux variétés ) ayant la base hétérogo-
nale commune (A\;) avec les suites correspondantes de valeurs propres(a;)
et (@) respecticement. DA D et D - D' admettent pour base (A;), avec
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les suites correspondantes de valeurs propres [max(a;, a)] et [min(a;, a)]
respectivement.

2. CLASSES DE LA SOMME ET DE L'INTERSECTION DANS LE CAS GENERAL. —
Méme quand la position relative de D et D’ est inconnue, on peut
donner des renseignements sur les classes de D + D’ et DA’ quand
on connait celles de D et D'. Nous allons étudier le cas ot 'une des
deux variétés J, par exemple D', est de classe 3 (on pourrait étudier
aussi le cas ou D et D’ sont de classe 1 ou 2, mais les résultats sont
peu intéressants). '

D N D’ ne peut contenir aucun noyau, donc est de classe 3 (¢f. aussi
leth,2.2). Onpeut d’ailleurs avoirD N D’ = o mémesi[D]=[D']=H
(E, th. 8.1). Etudions maintenant D D"

Lemme 3.1. — Soiz D, D' deux variétés J. St D' est de classe 3, on
obtient, a une équivalence (") pres, le noyau le plus général N de D + D
de la fagon suvante : soit P un noyau de D, C un opérateur comple-
tement continu avec D,="P, A, D', C'=1+ C; on prend N = C'(P).

Démonstration. — 1° Soit V, V’ deux variétés linéaires fermées
orthogonales complémentaires dans un espace d’Hilbert 4, V ayant
méme dimension que D et V' méme dimension que D'. Soit A (resp. A’)
un opérateur linéaire borné biunivoque avec D,=V, A, =D (resp.
D,=V', A,=D"). A’ est complétement conlinu puisque D’ est de
-classe 3. Soit B= AP, + A’P,. Soit W lavariété linéaire fermée des
zéros de B, W =AW, B la restriction, linéaire fermée bornée
biunivoque, de B & W’. On a

) ‘Dy=h, Dip=—W/, AB.—'_—A]‘;::D—LD’.

Soit N un noyau de D +D’. B=*(N)=M est une variété linéaire
-fermée (puisque B est borné ) 4 o dimensions contenue dans W' et B
transforme M en N de fagon bicontinue. Dans MNV', B, qui est

(") Rappelons que deux noyaux N, N’ sont dits équivalents si N = I/, c’est-
a-dire st NN N’ est de déficience finie dans N et N,
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bicontinu, et A’, qui est complétement continu, coincident, donc
m=MnV'==o0. Donc M\,=M&m a o dimensions; M, NV =o,
et B(M,) est un noyau de D - D’ équivalent a N.

APy, restreint a M,, est alors biunivoque. Monlrons qu’il est
bicontinu. Dans le cas contraire, il existerait dans M, une suite de
vecteurs X,, avec |X,|=1, X,—~o0, AP.X,>o0; comme A’ est
complétement continu, on aurait A'P,.X,,— o, donc BX, o, ce qui
est impossible, puisque B est bicontinu dans M, . Puisque ainsi APy est
bicontinu dans M,, APy(M,) =P est un noyau de D.

Soit X un vecteur qui décrit P, et Y &M, le vecteur unique tel
que AP, Y =X. BY décrit B(M, ). Or

BY = (APv+ APy )Y =X + A'Py Y =X + CX,

ou C est complétement continu (puisque A’ est complétement continu
et que Y correspond a X de fagon bicontinue) avec D=1, A, cD".

Donc 'opérateur C’ =1+ C. transforme P en B(M,).

2° Réciproquement, soil I’ un noyau de D, C un opérateur compleé-
temenl conlinu avec ’

De=P, Ay et C=1-+C.

Soit ¢ la variété lin¢aire fermée dans laquelle C'X =o; dans ¢,
l'opérateur 1 qui est bicontinu, et — C, qui est complétement continu,
coincident, donc ¢==o0. Soit ', =1 3¢, qui est un noyau de D.
C’ est biunivoque dans 1, et, de plus, bicontinu. Car, dans le cas
contraire, il existerail dans I, une suite de vecteurs X, avec | X, | =1,
N,—~o0, C'N,~o; comme C est complétement continu, on aurait
aussi CX,,— o, d’ou X,,— o, donc contradiction. C’ élant bicontinu,
C'(P,) est fermé, & oo dimensions, et, comme A, --D'cD 1),
C’(Py) est un noyau de DD. De méme C'(I*) qui est égal & C'(P,).

Lewwe 3.2. — Les noyaux N et P du lemme 3.1 sont complétement
asympltotiques.
Démonstration. — Soil une suile de vecteurs X, €, avec|| X, || =1,

X,->o0. Alors, [|[C'X,— X,||=]CX,]| + o, donc a(X,, N)—=o. Par
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suite (E, th. 1.5) P est complétement asymptotique a N. De méme,
soil une suite de vecteurs Y, €N, avec||Y,|=1, Y,—~o0, et considérons
la restriction ¢/ de C’ a P,. Soit X,=C-*Y,. On a X,—o, donc
1Y,—X,|=|CX,||—o, donc «(Y,, P) —o. Par suite, N est compleé-
tement asymptolique a P.

Leume 3.3. — a. N est maximal dans D - D' st et seulement st P est
maximal dans D.

b. En particulier, st P est maximal dans D, P est maximal

dans D - D'. ‘ '
Démonstration. — (b) résultera de (a) en faisant C = o. Démon-
trons (a).

1° Si P est non maximal dans D, soit P’ un noyau de D ortho-
gonal & P.N est complétement asymptotique a P (lemme 3.2),
donc NNn(HBP)=n-—o0; NSn-=-N est complétement asymplo-
tique a P et disjoint de HG P, donc de P’; N n est non asymtotique
a HEP (E, prop. 1.7), donc non asymptolique a P’; donc
N—+P'cD D’ est fermé et par suite est un noyau de D - D/, et N
estde déficience infinie dans N - P’ : N n’est pasmaximal dans D -- D'.

2° Si N est non maximal dans D -+ D’, soit N’ un noyaude D N )Y
orthogonal a N. D’aprés les lemmes 3.1 el 3.2, il exisle alors un
noyau P’ de D complétement asymptotique a N'. P et N sont complé-
tement asymptotiques, donc aussi HESP et HO N (E, prop. 1.4). P’
estcompletement asymptotique a N’, donca HSND N, donc a HESP
(d’aprés E, prop. 1.6). Donc (E, prop. 1.7) P’ estnon asymplotique
aP,etPnP 0. Donc P -}- P’ est un noyau de D, et P est de défi-
cience infinie dans P -i- P’: P n’est pas maximal dans D.

Lemve 3. 4. — St D - D’ est fermé, D est fermé.

Démonstration. — Clest la proposition 3.13 de E appliquée dans
I'espace D -~ D'
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TuioriMe 3.2. — a. Soit D, D', deux variétés J, avec D' de classe 3.

D L D est de classe 3, 20 ou2a suivant que D est de classe 3, 2b ou 2.a.
St D est de classe 1, D -+ D’ est de classe 1 ou 2b.

b. Les noyaux de D et de D) + D' se correspondent par le procédé du
lemme 3.1. Dans cette correspondance, les noyaux homologues sont
complétement asymptotiques.

Démonstration. — 1l suffit d’établir a.

1 Si D est de classe 3, D4 D’ ne peut avolr aucun noyau
(lemme 3. 1), donc est de classe 3.

2° 81 D est de classe 26, D - D’ contient des noyaux maximaux
(lemme 3.3) et n’est pas fermé (lemme 3.4), donc est de classe 20.

3° S1 D est de classe 2a, D D’ contient des noyaux dont aucun
n’est maximal (lemme 3.3) et n’est pas fermé (lemme 3. 4), donc est
de classe 2a.

4° S1 D est de classe 1, D D peu<t étre de classe 1 (par exemple
si D’c D) ou 26 (par exemple si D’ est de classe 3, et[D’]orthogonal
a D); car D, étant noyau maximal de lui-méme, est noyau maximal
de D -+ D

‘n particulier, on voil que :

Tukorine 3.3. — Les variété J de classe 3 forment un sous-réseau £’
de 12 '

On peut remarquer que £, conlrairement a £, ne possede pas de
plus grand élément.

3. VALEURS PROPRES DE LA SOMME ET DE L'INTERSECTION DE DEUX VARIETES DE
cLassk 3. — Soit D et D’ deux variétés J de classe 3. Le théoréme 2.2
fournit des renseignements sur la suite des valeurs propres de DA D’.
tudions D-+D’. Le probléme est sans intérét si D et D’ sont de
classe 3, et 3,,, n et n’ finis. Supposons done D de classe 3,. Si D’ est
de classe 3,, n fini, on se ramc¢ne par récurrence & ¢tudier le cas ot D’
a 1 dimension. Nous avons donc deux cas a envisager.



342 ~ J. DIXMIER.

I. D estdeclasse 3_, D’ a 1 dimension. ‘

Si D'¢[D], la question peut étre réglée aisément. Car soit (A,
A, ...) une base hétérogonale de D, (a,, a,, ...) une suite corres-
pondante de valeurs propres, A, un vecteur unitaire dans D’
Alors (A,, Ay, A,, ...) est base hétérogonale de D 4+ D', aveclasuite
correspondante de valeurs propres (1, ay, @, ...).

Envisageons le cas général. Soit V une variété linéaire fermée de H,
telle que V'=H & V ait 1 dimension. Soit A un opérateurlinéaire borné
biunivoque tel que D,=V, A,=D. Il existe une base orthonor-
male (e, €,, ...) de V telle que Ae;=a;"¢;, les ¢; formant une base
orthonormale de D et les @; une suite non décroissante de valeurs
propres correspondantes (d’aprés les propriétés des opérateurs
complétement continus). Soit A’ un opérateur linéaire biunivoque tel
que D, = V', A,=D'. Soit B=AP,+A'Py. On a A,=D 4 D"
B est complétement continu. Soit (f,, f5, ...) un systéme ortho-
normal de H(") tel que B f;=b;"0;, les ¢; formant une base ortho-
normale de D D’ et les b; une suite non décroissante de valeurs
propres correspondantes, Soil

Viz=Te, es, ..., €], Wi=[/i, fo» -5 [i]-

W, a 1 dimension de plus que V, ,pV’, donc il existe un
vecteur unitaire X & W, orthogonal a V,_,5V’, donc appartenant
a e, €, €y, ...]. Comme X€W,, on a [|[BX|>0;". Comme
- X€lei, ey einr, -], on a || BX||=[|AX | Za. Donc b;' Za,,
bié(l,'_i. :

V: a 1 dimension de plus que W._,, donc il existe un vecteur
unitaire Y € V; avec Y €[ /i, fivr, .. - |- D'ou||BY | >~ a7, [BY || Z 67"
D’ou b, a;.

Conclusion. — a;_, = b, a;.
Silim @, !,.a;<+ o, on voit que la suite (b;) est équivalente & la
i=» "

suite (a;), donc que D ~ D +D'. Silima;,.a;=+ o, il n’enest pas

i==

(') Ce systéeme est complet, & moins que B ait des zéros non nuls, ce qui ne
peut d’ailleurs arriver que si D’ cD (cas trivial).
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toujours ainsi; on peut alors donner des résultats plus compliqués que
. . 5 .
nous n’indiquerons pas. Enongons simplement :

Proposition 3. 1. — Soit D une variété J de classe 3., (o;) une suile

non décrotesante de valeurs propres de D. Supposons lim o . ;< ~+ .
; =«

Alors, st D' est une variété linéaire & n dimensions (n fini), on

aD~D-1D. :

Remarque. — De 'étude qui précéde, on peut tirer des renseigne-
ments concernant les variétés J de la forme D - D', ou D est une
variété J quelconque et ot D' a n dimensions (n fini). Si D est de
classe 26, soit D=N--A, ou N est un noyau maximal et A une
variété J de classe 3 orthogonale a N. On a

D4 D'=N+A4D=N+L(A+ PyD),

PyD’ a un nombre fini de dimensions, et ’on est ramené & étudier
A+D D'

Si D est de classe 24, on peut aussi indiquer un procédé général
d’étude dont nous avons fait 'application dans E, (lemme 10.3).

II. D et D’ sont de classe 3.

Soit V, V', deux variétés linéaires fermées orthogonales complé-
mentaires dans H et a o dimensions. Soit toujours A un opérateur
linéaire borné biunivoque tel que D,=V, A,=D; soil (e, €5, ...)
une base orthonormale de V Lelle que Ae;=a;".¢;, les ¢; formant une
base orthonormale de D avec la suite non décroissante («;) comme
systéme de valeurs propres correspondantes. Délinissons de méme
Ay e, e, a pour Vet D'. Soit

B=APy+ A'Py.
On a
Dy==1I, Ay =D 1 D

Soit (fy, f5, -..) un systéme orthonormal de H (non complet si B a
des zéros non nuls) tel que B /;= 6;"9;, les ¢; formant une base ortho-

normale de D +4-D’, avec la suite non décroissante (6;) comme
Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 4, 1949. 43
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systéme de valeurs propres correspondantes. Soit

VA . 7 ’ 7
Vizz[ey, ean oo,y el Vi=lel, ey, .

ol Wimlfe fo o il

W,, . a 1 dimension de plusque V,_, @V, _,, d’oti, pour X unilaire
bien choisi, |BX|>6]",, ct

|| BX|| = [|APvX 4+ APy X|| Z || APy X |
= 2max(ay;’, a, ).

+ [|A' Py X || Z a;t+ ai!
n oo

Donc
. ,
bon>> bopy>. — mun (a,, a,).
2

V. a1 dimension de plus que W,_,, d’oti, de méme, 4,-"a,. On a
aussi b, a,. Ainsi b, min (a,, a,
Donec :

Prorostrion 3.2. — Soit D, D', deux variétés J de classe 3 ; soit (o),
(), () des suites non décroissantes de valeurs propres de D, D', D + D
Ona .

(1) lira [min (=, o} )] 71> o, lim | min (o;, ;)| B, <<-+ .
i== i== .

On ne peut d’ailleurs pas préciser davantage ces résultats. En effet
p pasp ge C s

si D et D’ ont une base commune (e,, e, . . . ) alaquelle correspondent
les suiles de valeurs propres («,, .,

...)et (o, &, ...), on peut
prendre 3;= min(«;, «,), de sorte que

Him [ min (o, 27 ) | 27 <~ 0.

i— =

D’autre part, si D ~ D', avec D et D' orthogonaux, on peut prendre
o == o, Pais = Pai= ;, de sorte que, dans ce cas,

ml min (o, of )| Brl, > o.
(==

Prorostmion 3.3. — Soiz D, D' deux variétés ) de classe 3, ;5 soit (a;)
une suite non décroissante de valeurs propres de D. D> D' entraine
D -+ D"~ D st et seulement st

Hm a7 oy <<+ .

===
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Démonstration. — Si
lim o' oy <<+ o0 et Hm oo™ o <<+ 00,

les conditions (1) et (2) de la proposition 3.2 montrent que les
suites (o) et (B;) sont équivalentes, donc que D -- D’ ~ D. Si

lim a7t oy==+ o0,

i=w

soit D, et D, deux variétés J orthogonalesavec D, ~ D, ~ D. D,+D,

admet (o, a, &y, %y, .. . ) pour suile de valeurs propres, donc D, D,
et D, ne sont pas isométriquement équivalents.

IV. — Automorphismes du réseau ~ des variétés J.

Dans ce chapilre, nous ne ferons aucune restriction de séparabilité
sur H.

1. OPERATEURS SEMI-LINEAIRES. — [éfinition.
‘de H possédant les deux propriétés suivantes :

Soit A un opérateur

AN YY) AN 4+ AY,  A(X)=g(2)AX,

ou X et Y sont deux vecteurs arbitraires de I, 2 un nombre complexe
arbitraire, ¢ un automorphisme du corps des nombres complexes.
A est appelé opérateur semi-linéaire (¢/. [ 2], p. 120).

Soit A le nombBre complexe conjugué de . On sait que, si o est
continu (pour la topologie usuelle du corps des nombres complexes),

¢(1) =% ou () =7,

Lemye 4. 1. — Si A et B sont deux opérateurs semi-linéaires relatifs a
lautomorphisme ¢ et st C est un opérateur linéaire, ACB~* est un opéra-
teur linéarre.

Démonstration. — Pour tout vecteur X et tout nombre complexe %,
on a

ACB=1AX == AC o (1) B-'X == Ao (1) CB—1X == AACB—1 X
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Définition. — A, semi-linéaire, est appelé conjugaison (Cf. [5],
page 357, ou est donnée une définition un peu plus restrictive) si A
transforme biunivoquement H en H, si 9 (A)=12, et si (AX, AY)
— (X, Y) pour tout couple de vecteurs X, Y.

LewMe 4.2. — SU A et B sont deux conjugaisons, AB est unitaire.

Démonstration. — B~* est une conjugaison, donc AB=A(B~*)"*
est linéaire (lemme 1.1), transforme biunivoquement H en H,

et (ABX, ABY)=(X, Y) pour tout couple de vecteurs X, Y.

Lemve 4.3. — Soit A une conjugaison, D une variété J. On a
A(D)~D.
Démonstration. — Soit (e;) une base orthonormale de D (*), (¢;)un

systéme orthonormal tel que I'ensemble des e; et des ¢; forme une base
orthonormale de H. L’opérateur A’ qui, au vecteur X de coordonnées
= (X, ¢), &;=(X, ¢;), fait correspondre le vecteur X' de coor-
données x; = x;, £, =£; est évidemment une conjugaison. Comme D
est ensemble des X pour lesquelsZ;= o, ¥ @} |;|* <+ oo [avecune
i=1

certaine suite (a;)], on a A/(D)=D. D’ailleurs AA’=U est un
unitaire (lemme 4.2). Donc

A(D) = AA (D) =TU(D).

2. AuromorpuismEs DE £, — TuEOREME 4. 1. — Supposons la dimension
de H infinie. Soit @ un automorphisme de 12. Deux cas peuvent se
présenter :

a. Ou bien il existe un automorphisme A de H (c’est-a-dire un opéra-
teur de premicre classe) tel que (D)= A (D) pour toute D € 1.
b. -Ou bien 1l existe une conjugaison C et un automorphisme A’ de H

tels que (D)= CA'(D) pour toute D € 1.

(1) Dans E on établi I'existence d'une base orthonormale quand D est séparable.
Mais la démonstration est valable sans changements dans le cas général.



SUR LES VARIETES J D'UN ESPACE DE HILBERT. 347

Démonstration. — D’aprés (E, Chap. III,§8), ’homologue dans &
d’une variété linéaire a n dimensions (n fini) est une variété a n
dimensions. Alors ([4], p. 245) 1l existe un opérateur semi-
linéaire A, transformant biunivoquement H en H, tel que & (D) =D’
soil équivalent a A(D) =D’ lorsque D et D' ont 1 dimension. Soit D
une variété J quelconque, D'=@(D). Si D,cD a 1 dimension,
= A(D,)estcontenue dans D’. Or D', = A(D,). Ainsi, A(D)cD’;
de méme, A='(D")cD. Donc, pour toute variété J, D, la relation
D’=@a(D) est équivalente & D'=A (D).

Soit T un opérateur linéaire biunivoque borné tel que D,=H.
T'= ATA~" est linéaire (lemme 4. 1), biunivoque, partout défini, et
transforme toute variété J en une variété J. Donc (E, th. 3.16) T est
borné.

Ceci posé, utilisons un raisonnement di & Arnold ([1]p. 34).
Supposons que 'automorphisme ¢ du corps des nombres complexes
correspondant a A ne soil pas continu. Alors, pour tout entier Z, on
peut trouver ¢; tel que |¢;| < 1, |0 (¢)] > 1. Soit (¢;) un systéme
orthonormal dénombrable de H(i =1, 2, .. .);soite, = Ae;; soit (g,)
un systéme orthonormal tel que I’ensemble des ¢; el des ¢, forme une
base orthonormale de H; et soit T 'opérateur borné linéaire biuni-
voque défini dans tout H par Te;= ¢;e;, Te,—=¢,. On a

Te; =o(e)e;, done

17,

e -2

de sorte que T ne serail pas borné. .

Donc ¢ est continu. Si¢(A) =12, A estlinéaire, et transforme toute
variété J en une variété J, donc (E, th. 3.16) est de premiére classe.
Si o(A)==2, soit C une conjugaison de H.A’=C~"A est linéaire

(lemme 4.1) et transforme toute variété J en une variélé J (cf.
lemme 4.3), donc est de premiére classe; et A = CA'.

Remarques. — 1° Réciproquement, toul automorphisme de H, et
tout produit d’un automorphisme de H par une conjugaison, défi-
nissent des automorphismes de £. C’est immédiat grice nolamment
au lemme 4. 3. ' '

2° Le théoréme 4.1 n’est pas vrai si la dimension de H est finie.
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ProvosiTioN 4.1. — Etant données deux variéiés J, D et D', on a
D~ si et seulement s1 D' == &(D) pour un automorphisme de & de 1.

Démonstration. — S1 D ~D’, c’est-a-dire si D'= U(D) pour un
unitaire U, U définit dans £ un automorphisme A.

Supposons maintenant D’= @ (1)). Siladimension de H estinfinie,
ou bien D'=A(D) avec A de premiére classe, donc D’~D (E,
th. 3.7), ou bien D'= CA’(D) avec A’ de premlere classe (donc
A'(D)~D), et C conjugaison (donc D'~ D d’apres le lemme 4.3).
Si la dimension de H est finie, la proposition est presque triviale.

Définition. — Soit D une variété J. On désignera par £, le réseau
des variétés J contenues dans D. On a £,= £.

LemMe 4. 4. — Soit D et D' deux variétés J. S'il exvste un isomorphisme
de 2, sur £2,,, on a dim|D |=dim|[D"].

Démonstration. — Comme dans E, proposition 5. 10, on voit qu’il
existe un isomorphisme entre £, el £, et enlre £, el £, donc
entre £, et f2,.. Considérons alors dans [D] une famille & de
variétés linéaires fermées V, possédant les propriéiés suivantes :
a. Eiant données V, et V, (n3£v), on a V CV,, ou V, CVM

b. [D]eF et O€F;c. AtouleV,€F correspond une V,, €T [et,
d’aprés (a), une seule] telle que V, 'V, avec V, de déficience 1
dans V,; d. La variélé linéaire fermée engendrée par toute sous-
famille de & appartient a &. On voil aisément que le nombre cardinal
de & est la dimension de [ D ]. L’isomorphisme entre £, et £, et les
remarques de E, Chapiire III, paragraphe 5, prouvent alors que

dim[D]=dim[D'].

ProrosiTioN 4.2. — Etant données deuzx variétés J, D et D', on a
DaD’ st et seulement si il existe un isomorphisme J de £, sur 17, tel

que J(D)=D".

Démonstration. — La condilion est évidemment nécessaire. Montrons
qu’elle est suffisante. Supposons-la remplie. D’apreés le lemme 4. 4,
[D]et[D’] ont m¢me dimension. Soit alors J un opérateur qui trans-
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forme isométriquement [D’| en [D]. J définit un isomorphisme J’
de 2., sur 7. Donc J’J est un automorphisme de £, desorte que,
(prop. 4.1),

JID)=JI(D)y~D, dou D'=2(D)~D.

Remarque. — Les relations ~ et ~ sont ainsi délinies intrinséque-
ment dans £.

3. Isomorpnismes DE 12, SUR £7,. — THEOREME 4. 2. — Soit D et D' deux
variétés J de dimensions infinies. Sott J un isomorphisme de ©2, sur 12,..
Deux cas peuvent se présenter :

a. Oubien il existe un opcérateur ) biunivoque A, avec D, =D, A, =1D’, -
tel que I (d) = A(d) pour toute d € 2,,.

b. Ou bien il existe une conjugaison G conservant 1)’ et un opérateur)
biunivoque A', avec D= D, A, =D, tels que J(d)= CA'(d) pour
toute d € 17,

Démonstration. — D’apres le lemme 4.4, 0on adim| D | =dim[D’],
donc, grace a un opcéraleur isomélrique, on peut se ramener au cas
ot [D]=[D’], puis raisonner dans l'espace [D]. Autrement dit,
supposons | D |=|D"]=1I, H étant de dimension infinie. Soit alors B
et B’ deux opérateurs linéaires bornés biunivoques tels que

Dy—="Dy—H, Apy=—D, Ay — D',

On peut considérer B et B’ comme opérant dans £2. Alors, B~ JB est
un automorphisme de . D’apres le théoréme 4.1, deux cas sont
possibles :

v

a. Ou bien il existe un opérateur de premiére classe L tel que
B-1aB(A)=L(A)  ou  JB(A)==BL(A)

pour toute A€ £2, ou J(d)=DB'LB~'(d) pour toute d€ 12, : c’est le
cas (a) du théoréme, car B'LB~' est un opérateur J biunivoque (E,

th. 3.1).
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b. Ou bien il existe une conjugaison C, et un opérateur de premiére
classe L/ tels que '
B—oB (A)=C,L'(A), ou  JB(A)=BC, L(A)

pour toute A€ 2, ou J(d)=DB'C,L/B~*(d) pour toute d€ £, : c’est
le cas (0) du théorcme; en effet, soit C une conjugaison telle que
C(D')=D' (il en existe; ¢/f. démonstration du lemme 4.3);
A’=C'B'C,L'B" estlinéaire (lemme 4. 1) biunivoque et transforme
toule variété J en une variété J, donc est un opérateur J, avec D =D,
A,=D";et B'C,L'B~'= CA’.

Remarque. — Réciproquement, Lout opéraleurJ biunivoque, et tout
produit d’un opérateur J biunivoque par une conjugaison, définissent
- un isomorphisme d’un £, sur un £2,.

TukoriME 4.3. — Supposons la dimension de H infinie. Soit D € £2,
et J un isomorphisme de £ sur £2,,. Deux cas peuvent se présenter :

a. Ou bien il existe un opérateur '/)z'unl'voqﬁe borné A, avec D, = H,
A,=D, tel que J(A)= A(A) pour toute A€ 1.

b. Ou bren il existe une conjugaison C conservant 1, et un opérateur
biunivoque borné A’, avec D, =H, A, =D, tels que J(A)= CA'(4A)
pour toute A€ 1. ‘

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le théoréme 4.2 au cas ou
D =H, et le fait qu'un opéraleur J uniforme A tel que D ,—=H est
borné (E, th. 3.4).

Provosition 4.3. — Soix D, D'e 2, avec [D]|=|D'|=H. On a
DD’ st et seulement si il existe une D"€ ', D"D 1, et un tsomor-
phisme I de 2 sur 12\, tel que J(D)=D".

Démonstration. — La condition est nécessaire : s1 D = D/, 1l existe
un opérateur linéaire fermé borné dans le cas p Lel que A(D):D'
(E, th. 6.3, ¢); A définit 'isomorphisme entre £ el £ .

La condition est suffisante : supposons la dimension de H infinie et
appliquons ‘le théoréme 4.3 a. Si J(A)=A(A) pour toute A€ £
avec A borné biunivoque,. la proposition est immédiate. b. Si
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J(A)=CA'(A) (C conjugaison; A’ borné biunivoque) pour toute
Ae 2, on a

)= CA/(D) >~ A’(D)
(lemme 4.3), donc D > D'. Sila dimension de H est finie, la proposi-
tion est presque triviale.

Remargue. — Les relations > et ~ sont ainsi définies intrinséque-
ment dans «7. Rappelons alors les résultats suivants, qui apparalssent
maintenant comme des résultats sur la structure du réseau 1°

° Si la classe de D’ est supérieure a celle de D, on a D >— D';s1iD

et D’ sont de classe 2, on a D~ D’ (mais pas en general DND’)
si D et D' sont de classe 3, elles sont comparables ou non, et D ~vD’
entraine D ~D'.

2° Pour que D3 D', il faut et il suffit qu’il existe une D" € 1,
D'eDh, D"~1. '

v

V. — Construction des opérateurs J.

Dans ce chapitre, H est supposé de nouveau séparable a uneinfinité
de dimensions. Pour tout opérateur J considéré, A, on suppose, sauf
mention expresse du contraire, que A est biunivoque et que

[D,]=[A,]=H.

1. CrassiricatioN pes orERATEURS ). — Un opérateurJ seraditdeclasser,
2, ou 3,, sulvant que son image est une variété de classe 1, 2, ou 3,.

Les opérateurs J de classe 1 sont les opérateurs fermés (*). Soit A un
tel opérateur. Rappelons que les circonstance suivanies peuvent
seules se présenter (E, th. 7.3) :

D, fermé, A, quelconque; A, fermé, D, quelconque; D, et A, de
classe 2.

ProposiTiON 5. 1. A un opérateur) : a. Si l'un des domaines

() Ne pas confondre opérateurs de classe 1 et opérateurs de 1 classe (ces derniers
¢étant, rappelons-le, les applications linéaires biunivoques et bicontinues de H sur II).

Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 4, 1949. 44
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Dy, A, est de classe 1, A est de classe 1. b. Pour que A, non fermé, sou
de classe 2, 1l faut et il suffit que l'un des domaines D,, A, soit de
classe 2. c. Pour que A soit de classe 3 il faut et il suffit que D, et A,
sotent de classe 3.

Démonstration. — a. résulte de I, théoréme 3.4.

b. Supposons D, par exemple de classe 2; soit N un noyau de D, ;
la restriction de A 4 N est fermée bornée, donc son image est un
noyau de I'image V de A. V estde classe 2, puisque A estsupposé non
fermeé.

Réciproquement, si A est de classe 2, soit un noyau de V, qui est’
I'image d’une restriction A’ de Aj; A’ est fermé, donc l'un des
domaines D, A, contient un noyau qui fournit un noyau de D, ou
de A,. D’ailleurs, D, et A, sont non fermés [sinon A serait de classe 1,
d’apres (a)].

c. Si A estdeclasse 3, D, et A, sont de classe 3 d’apres (a) et (b).
Si réciproquement D et A, sont de classe 3, A ne peut étre de classe 2
d’aprés (b), ni de classe 1 d’aprés ce qu’on a rappelé des opérateurs
fermés. ' :

Conséquence. — Nous sommes amenés a partager les opérateurs de
classe 2 en trois sous-classes :

Classe 20 : D, et A, sont de classe 2;
Classe 23 : D, est de classe 2 et A, de classe 3;
Classe 27y : D, est de classe 3 et A, de classe 2.

Rappelons enfin que, d’aprés E, proposition 6.2, il existe, dans
chacune des classes 24, 23, 27 et 3, des opérateurs A tels que A=Q.

2. CONSTRUCTION DES OPERATEURS DE CLASSE 20, — LEMMED. 1. — Souz T
un opérateur linéaire fermé borné dans le cas p, non complétement
continu. On peut trouser; d’une infinité de maniéres, une variété linéaire
Jfermée N de dimension et de déficience infinies dans H, telle que, pour
toute varicté linéaire fermée, M, disjointe de N, et non asymptotique

a N, T(M) soit fermée.
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Démonstration. — Si T=UT, est la décomposition de T en
unitaire U et self-adjoint T,, il suffit d’établir le lemme pour T,.
Autrement dit, supposons T self-adjoint (et non complétement
continu). Alors on peul lrouver une variété fermée N, réduisant T,
de dimension et de déficience infinies, telle que T soit biconlinu
dans HES N (en effet, le spectre continude T contient un point A 5= o).
Supposons || TX || >~ m| X |, m > o, pour X€ H& N. Soit alors M une
variété linéaire fermée disjointe de N et non asymptotique & N. On a,
pour XeM : '

| TX || = || TPxX + TPuoxX || = [TPugxX|,

car TPy X &N et TP gnX € HES N sont orthogonaux. D’ou
ITX | > m || Phex X || > m G| X,

ou C > o estindépendant de X, puisque M est non asymptotique a N.
Donc T(M) est fermée.

LemME 5. 2. — Soit v >> o un angle arbitrairement petit, et soit Vy, V,
deux wvariétés linéaires fermées. On peut trouver un opérateur L
de premiére classe dans H, tel que, si V,=L(V,) etV,=L(V,), on ait

a. B(V, V,)=n ou b. B(V,, Vo) =n.

Démonstration. — Disons, avec Nicodym, que deux variétés
linéaires fermées V, V' sont compatibles si Py et Py, permutent, c’est-
a-dire, si, par exemple,

V= (VaV)@[VaHE V)]

Soit alors M,, M,, ..., M,, des variétés linéaires fermées orthogo-
nales deux a deux et sous-tendant H, compatibles avec V, et V,. Si
I'on démontre par exemple le (a) du lemme pour V,nM; et V,nM;
dans lespace M; pour toul 7, le (@) du lemme en résulte aussitot
pour V, et V, dans H.

Ceci posé, soit

Vi=HE Vy; Vo==HG V,; vii=V:nV; (f, =1, 2,1, 2;

H=HOQ(¢:® P 1D riw);
Wi=Vinlll (i, j=1, 02, 1, 2).
44.
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Appliquant le lemme 1.3 de E, nous pouvons prendre pour
variétés M; les variétés définies comme suit :
1° M, =v¢,, P 0. Alors
VinMy=v,=V,nM,.

On prendra, pour XeM,, LX =X,
2° My=v¢,P ¢,. Alors

VinMy=rp,,  VaAMy== oy,

¢« et v, sont orthogonales complémentaires dans M,. Supposons, par
exemple, dim¢,=Zdime,; soit U un opérateur isométrique tel

que U(¢,,)C ¢ On prendra, pour X€M,,
LX =X+ (cotgqn)UP,,  X.

3> W, et W, sont en position p dans H'. Appliquons la propo-
sition 1.8 de E. Soit H' et H'%, variétés linéaires fermées ortho-
gonales complémentairts dans H’, compatibles avec W, et W,, avec

CB(WinH", WonTl's) =3(W.nH, WyonHM) <4

et .
a(WinH", Won ") > 4.

On prendra M, = H'% et, pour X€M,, LX = X.

4 M,=H".V,AM, et V,nM, sont en position p dans M, et non
asymptotiques, donc on peut, par un opérateur bicontinu de M,, les
transformer en variétés linéaires fermées orthogonales complémen-
taires de M,, puis démontrer le lemme dans M, a I’aide d’un nouvel
opérateur bicontinu par le méme procédé que dans M,.

Lemme 5.3. — Soit V,, V,, deux variétés linéaires fermdes de dimen-
ston et de déficience infinies. On peut trouver deux variétés linéaires
Jfermées M, M! disjointes, a % dimensions telles que M+ M’ = H, dis-
jointes de V, et V., non asymptotiques ¢ V, non asymptotiques a V,.

Démonstration. — Comme les propriétés exigées de M et M’ sont
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invariantes dans toule transformation biconlinue de H, on peut,
d’aprés le lemme 5.2, supposer au départ 3(V,, V{):~r]<gpar
exemple. Soit (¢;), (¢;) des bases orthonormales de V,et HOV,,
qui ont o dimensions. Soit

M=[e+e\,e+¢€), ...}, M=[e,—e), ea—e€,. ...]

Il est immédiat que M et M’ sont orthogonales complémentaires
dans H, & « dimensions, et que

T
.

2(M, Vi) =B(M, V,) = a(M, V,) = B8(M/, V,) =

{

F=NE=|

Comme, pour X€V,, on a «(X, V,) =, on voit de plus que

a(Vo, My 7 — o a(Vy, M) & — oy,
4

k!

Définition. — (Cf. E, Chap. VII, § 3). Soit V, V’, deux variétés
linéaires fermées disjointes & oo dimensions, sous-tendant H;
soit W, W', deux autres variétés ayant les mémes propriétés;
soit L, L', deux opérateurs bicontinus Llels que

D=V, A=W, D=V, A,—=W.

Définissons, dans V -+ V', un opérateur linéaire A de la maniére
suivante : pour tout Z=X -+ X'de V- V/(X eV, X'€ V'), on pose
AZ =LX + L'X".

A est biunivoque, ’
D,—=V4+V, A=W W.

Désignons 'opéraleur ainsi construit par A(V, V/; W, W’; L, L).
On a ' '
A= =A(W, W'; V, V/; L1, L),

TrkoreMe 5. 1. — Tout opérateur du type A(V, V'; W, W'; L, L")
est un opérateur J biunivoque A, avec D, A, partout denses de classes 1
ou 2.
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b. Réciproquement, tout opérateur J biunivoque A, avec D, A,, par-
tout denses de classes 1 ou 2, est du type A(V, V'3 W, W’/; L, L"),

c. Vet V' sont des noyaux conjugués de D, W et W' des noyaux
conjugués de A,.

Démonstration. — a. est établi dans E (Chap. VII, § 3); c. est
¢vident; prouvons 6. On a A =C'C~', ou C, C’ sont des opérateurs
linéaires fermés bornés dans le cas p(E, th. 3.2) non complétement
continus puisque D,=A; et A,= A sonl de classes 1 ou 2. Soit N
(resp. N') la variété linéaire fermée que le lemme 5.1 permet d’at-
tacher a4 C (resp. C'). N et N’ sont de dimensions et de déficiences
mnfinies. Soit (lemme 5.3) M et M’ des variétés linéaires fermées, a
w0 dimensions, telles que MAM' =0, M M= H, disjointes de N
et N’, non asymptotiques a N et N'. AlOPb, on peut prendre

V=C(M), W=C(0), V=CO), W= ().

Remarques : 1° Le b. du théoréme avail été prouvé dans E dans le
cas des opérateurs linéaires fermés, par une méthode toute différente.
On obtient ici le méme résultat en méme temps‘pour les opérateurs
de classe 20. Ces opérateurs sont donc, eux aussi, dans la mesure du
possible, ramenés aux opérateurs de premiére classe.

2° Soit D, D', deux variétés J de classe 2 partout denses. On a
donné dans E la construction suivante des opérateurs fermés
de G(D, D") : soit V, V' deux noyaux conjugués de D; W, W’ deux
noyaux conjugués de D’; L, L', des opérateurs bicontinus tels
que D, =V, A =W, D, =V, A = W' on forme

A(Y, VW, Wi L L.

On a fait remarquer dans E que cette construction fournissait égale-
ment des opérateurs non fermés. Effectivement, le théoreme 5.1
prouve qu’on obtient ainsi tous les opérateurs de G (D, D").

3° On obtient aussi des renseignements sur les opéraleurs

AVOVE W, W L LY
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qu’on aurait pu considérer a priori. lls sont fermés bornés si V et V'
sont non asymplotiques, fermés d’inverse borné si W et W' sont non
asymptotiques. Mais, si V et V' d’une part, W et W' d’aulre part,
sont asymptoliques, A peut ne pas admeltre de prolongement fermé
uniforme et 'on peut méme avoir A = Q (I, prop. 6.2). Plus préci-
sément, on peut montrer (nous ne le ferons pas) que, si 'on se
fixe V, V/;, W, W' avec V et V' asymptotiques, W et W' asympto-
tiques, on peut choisir L et I” de facon que A = Q.

L4 . tal .
3. CONSTRUCTION DES OPERATEURS DE CLASSE 23 ET 2. — Etudions par
exemple les opérateurs de classe 2 3.

Définition. — Soit 'V, V', deux variétés linéaires fermées disjoinles,
a oo dimensions, sous-lendant H; soit d, d deux variétés J de
classe 3, disjointes, sous-tendant H; soit C, C' deux opérateurs J
biunivoques, nécessairement fermés, complétement continus, tels que

.I)q‘_: \7/. Al; jum a’, I,)(;': \7/1. Al)': d'.
Définissons, dans V =+ V', un opérateur linéaire A de la maniére
suivante : pour toul Z= X+ X"de V + V(XeV,XNeV), on pose
' AZ=CN + '\
A\ est biunivoque,

D=V V., A=did.

Désignons 'opérateur ainsi construit par B(V, V/; d, d'; C, C").

Tutorive 5.2. — a. Tout opérateur du type B(V,N';d,d'; C, C')est
un operateur J biunivoque A avec D, partout dense de classe 1 ou 2, A,
partout dense de classe 3.

b. Réciproquement, tout opérateur J biunivoque A, acec D, par-
tout dense de classe 1 ou 2, A, partout dense de classe 3, est du

type B(V, V5 d, d'; C, C).

c. Vet V' sont des noyaux conjugués de D .

Démonstration. — a. On monlre, comme au théoréme 5.1, que A
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est un opérateur J, évidemment biunivoque; A =d-d est partout
dense, et de classe 3, (th. 3.2); D, est partout dense, de classe 151V
et V' sont non asymptotiques (auquel cas A est fermé compléte-
ment continu), de classe 2 si V et V' sont asymptotiques (auquel cas
A est de classe 23).

- b. Soit N, N’ des noyaux conjugués de D,. On a
d=A(N)cA,, d=A(N)cA,,

donc d et d' sont des variétés J de classe 3_; comme
NAN'=o, [N4+N]=H,

d et d’ sont disjointes et sous-tendent H; enfin, la restriction de A 4N
est un opérateur J, C, nécessairement fermé, et alors complétement
conlinu puisque A,=d; de méme pour la restriction C’' de A’ a N’ et
I'on a ‘
A=DB(N,N; d, d'; C, C).

c. est évident.

Remarques. — Le b. du théoréme n’est pas intéressant quand D,
est de classe 1, puisqu’alors A est fermé complétement continu. Mais
il donne une construction de tous les opérateurs J de classe 20 et
rameéne ceux-ci, dans la mesure du possible, aux opérateurs comple-
tement continus. On a aussi une construction de tous les opérateurs
de (D, D") lorsque D est de classe 2 et D’ de classe 3, et des rensei-
gnements sur les opérateurs B(V, V'; d, d'; C, C') qu’on aurait pu
considérer a priors.




