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JOURNAL 
DE 

MATHÉMATIQUES 
PURES ET APPLIQUÉES. 

Proprz:étés et applications de 4 matrices ,wuvelles 
reliées au.r matrices de Dirac). 

PAR ÉinILE DURAND. 
( Faculté des Sciences de Toulouse). 

Les relations entre les formes bilinéaires construites sur les matrices 
du type Dirac ont été signalées par Pauli (1); elles ont fait l'objet 
d'une série de Mémoires de Kofink (2); M. O. Cosla de Beauregard 
a mis en évidence leur forme tensorielle <l'Univers C1 ). M. G. Peliau 
a monlré qu'on pouvait les établir à partir des matrices à deux rangs 
de Pauli (') et qu'on pouvait les écrire d'une manière très condensée 
en se plaçant dans un espace à cinq dimensions ( ;; ). 

( 1) Ann. lnst. JI. Poincaré, L. IV, § 6, p. 131. 
(") Ann. der Physik, t. 38, 1940, p. /i::ir. 
(") Thèse, Paris 1943, p. 52 à 66. 
(•) Journal de Math., t. XXV, 1946, fasc. 1~. 
('') Journal de Math., t. XXVI, 11/r7, fasc. 1. 

Journ. de Math., tome XXVIIf. - Fasc. 1, ,g49. 



2 ÉMILE DUHAND. 

Dans cette étude nous indic1uerons une manière plus simple el plus 
méthodique pour établir ces relations el nous en donnerons de 
nouvelles; nous montrerons que, tensoriellement, on peut toutes les 
déduire de quatre d'entre elles; enfin, nous indiquerons une nouvelle 
écriture Lrès supérieure à l'écriture tensorielle d'Univers. 

Ce sont ces dernières nolations qui nous conduirons à introduire 
dans les diverses théories géométriques el physiques quatre matrices 
d'un type nouveau qui jouissent de propriétés remarquables el qui , 
ont l'avantage d'être directement reliées à celles de Dirac. 

I. - Les relations entre les formes bilinéaires 
construites sur les matrices du type Dirac. 

1. DÉFINITIONS. - Soient /1; et g1; deux groupes de quatre fonctions 
quelconques; k = r, 2, 3, 4. Désignons par a et deux matrices 
quelconques de rang 4, on pose par définition 

m,=4 n=i 

m=l n:::=1 

Considérons la multiplication suivante suivie d'une sommation sur 
l'indice k 

L/,n:Zmk~kn,5'i, = !i (J,n L O:mki3kn6'i,) • 
k lll,ll k 

Si l'on remarque que a,,,1, ~1.11 est le Lerme général de rangs m, n 
k 

de la matrice produit des deux matrices a el on peut écrire 

m,n 

C'est cette dernière somme que nous représenterons par le crochet 
symbolique 

dans lequel il nous arrivera même de supprimer les indices k et les 
lettres f et g quand il n'y aura pas de confusion possible. 

Nous définirons les opérations multiplication en avant de ~g1. 

par / 1,a ou multiplication en arriêre de / 1,a par ~g,, comme étant les 
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opérations qui conduisent au crochet symbolique précédent; ce sont· 
ces opérations que nous utiliserons couramment pour obLenir des 
grandeurs bilinéaires. 

~- CuoIX DES MATRICES DE BASE. - Il esL commode de faire un choix 
pour les quatre matrices de base du type de Dirac car les formes 
bilinéaires ont alors une expression bien définie et l'on peul effectuer 
sur elles toutes les opérations nécessaires; il esl facile ensuite de 
montrer que les résultats obtenus ne dépendent pas du choix parti-
culier effectué. 

Si l'on veut que ces formes bilinéaires représentent une grandeur 
géométrique ou physique donn~e la co~1plexilé des fonctions j~ el g1, 

qu'il faut adopter dépend du choix des quatre matrices fondamentales. 
Les quatre matrices 0P suivantes correspondent aux fonctions les plus 
simples p = 1, 2, 3, 4 de gauche à droite 

ces quatre matrices satisfont les conditions de Dirac 

où ~o est la matrice unité à quatre rangs. 
Désignons par ~1)(1,. . .. la matrice obtenue par la multiplication des 

matrices 0/i~,1 ~,. .. ; la multiplication des quatre matrices de base 
conduit à 16 matrices distinctes que l'on peut ranger dans le tableau 
ci-aprcs 

~u ~. ~" ,3 
1 " 

~::, "' pi, ~1\ 

"' i.J:?.:F~ (-3:\·],'i- ~l:!.'1 

~lé~!, 

Pour simplifier l'écriture nous introduisons dans les formules les 
matrices duales, surmontées d'un Lrait, définies par les relations 
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Epqrs est l'indicatif de dualité; il prend la valeur ( + 1) ou (- I) suivant 
quepqrs est une permutation paire ou impaire de 1, 2, 3, 4; il est 
égal à zéro si tous les indices ne sont pas différents. On convient de 
faire usage de la règle de sommation du calcul tensoriel <l'Univers. 
D'une manière plus explicite cela s'écrit 

~w== Puv-'1-, 

p.,. == -- ~1~::, 
Po= P12:1!, ( u, F, w permutation paire de 1, 2, 3 ). 

Avec ces matrices les 16 formes bilinéaires [/1, g;J = [ ~] ont pour 
express10n 

[p, l = [ /,g1 - /2g,- J~g.-,- /4g,,l, 
[ p,] = [ j,g, + .f,g, - f,g,, - fi,g,], 
[p,J =[ /1g:i+ J,g,,+ f,g,+ f,g,], 
[ 13 1, 1 = r -- lfig, + iJ,g,-+- if g,- if,g,J, 
[~~] = [- lf1 b:l + if,g. - lJ,g1 + if~g,], 
[~,J = r- 1J,g,- 1J,g"- 1J,g,- 1Ji,g,J, 
[~~] = l 1J~g1-'- 1/,g, - 1J,g" - ifi,g,,J, 
[ P1,] = l - J,g1, + J,g:i- J,g, + fi,g1J, 

[i3,d = [ J;g,-+- .f,g,- .f:ig,- fig1J, 
[ P:i, l = [- J~g,, + J~g,-+- J,31 - f,g,J, 
[i3,,l = [ .f,g,-- J~g, + J,g,. - fi,g,_I, 
[ i31, l = [- 1J,g,- iJ,g1 - iJ~g,- 1J,,g,J, 
l p,, J = l 1/, g, --- 1/,g, + 1J,g,, - ifi,g,,J, 
1· ~;Jr•] == [ l/1 §\- 1/2{]':; - lj3g2 + i/,~§·1], 

[Pol =l /,/J,+ J,g,+ J~g"+- f,g1,J, 
[ ~-;;] = [- if, g, - tj,g,, -t- 1J,g, +ifi,g2], 

Dans la théorie de l'électron de Dirac on a l'habitude d'utiliser 
d'autres matrices de base r:1.r ( Voz·r L~uis de Broglie; L'lilectron 
magnétique, p. 227.) Elles sont reliées à nos matrices ~JJ par la relation. 
(3) 

A est une matrice unitaire ( AA+ = 1) qui a pour expression 

(4) 

·on a aussi 

i -17 

- ; [J 

Voici l'expression des quatre matrices aP (p = r, 2, 3, 4 de gauche 
à droite) 
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Quand on passe de la représentation ~P à la représentation a.Pon voit 
que les grandeurs bilinéaires ne changent pas si l'on choisit de 
nouvelles fonctions g~ et/~ liées aux anciennes par les relations 

On a en effet 

5. RELATION FONDAMENTALE. - Désignons par P1,Q1;R1c, trois groupes 
de quatre fonctions quelconques; on a l'identité fondamentale 

p::::::ij. 

( 5) !i [ Q[3pP ][ R13p l' J = [ Qi3o P] [ Rp0 P] - [ Q t3 0 P ][ R~P]; 
IJ:::: t 

il esl facile de le vérifier avec les expressions données dans le pah-
graphe précédent pour les formes bilinéaires construites sur ~N ~o, ~o. 

Celte in den Lité ne dépend pas du choix des quatre matrices de base; 
si l'on prend quatre autres matrices yp, Pauli a :r;nontré que l'on 
pouvait trouver une matrice unitaire S à quatre rangs telle que 
y/i=S-1 ~/JS. Chaque produit du type [QyJJPJ[H.yPP] s'écrit 
alors [ QS-1 ~PSP] [RS-1 ~PSP] ce qui, au fond, n'est pas différent de 
[Q~PP][R~PP] puisque QS-1 , RS- 1 , SP sont encore trois groupes 
de quatre fonctions qu'on peul égaler à des fonctions quelconques par 
un choix convenable des Q1,, H1., Pi:. 

S étant une matrice à quatre rangs on peut toujours intercaler SS-1 

entre la matrice figurative et les fonctions P1;. Comme s-i P1r peut 
encore être égalé à quatre fonctions quelconques on en déduit que l'on 
peut toujours introduire une matrice S à quatre rangs entre et P1r. 
Pour les mêmes raisons on· peut en placer une autre entre et Q1, et 
une autre entre et Rk. De ( 5) on peut donc passer à l'identité 
suivante qui nous servira de point de départ pour établir toutes les 
identités que nous avons en vue 

p=• 

( 6) L [ Q i3d\, P J [ R [3~'. PPP j = [ Q ,3LPo P J [ R P)li3o P] - [ Q PL Po P] [ R PM Po P]' 
p= 

~Let ~.,1 désignent deux quelconques des 16 matrices~-
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4. LES IDENTITÉS QUADRATIQUES (1 ). - On les déduit de l'identité ( 6) 
du paragraphe précédent dans laquelle Oil fait e) H"= Q1,=.f1,i 
1\= g1;. Tous les crochets sont alors du type f/1,}gi.J et pour alléger 
l'écriture nous les écrirons simplement [ ~J. 

Comme il y a C~ ,, combinaisons ~L~)' telles que ~L'~ ~M, on pourrait 
s'attendre à 120 identités; en fait, il n'y en a que 3o qui soient 
distinctes, chacune d'elles étant donnée par quatre combinaisons 
différentes. 

L'équation (6) contient six produits du type [ ][ ] ; mais 
cruand Q = n., il y en a deux qui se détruisent, ·si bien que les 
identités n'en contiennent plus que quatre; il y en a en tout 4 X 3o = 1 20 

qui sont Lous différents, ce qui épuise toutes les combinaisons. En• 
outre il y a 16 combinaisons telles que ~L= ~),, qui donnent des 
id!ntités toutes distinctes contenant six produits chacune. 

a. Forme tensorielle d'Uni()ers. - Si p, q, r, s désigne le jeu des 
indices tensoriels <l'Univers et si l'on fait usage de la règle de somma-
tion pour les indices muets, les 3o identités rectangles peuvent être 
condensées dans les huit équations ci-après 

l. [ p P'/ l [pi''/] = 
LI-

[Pu] [ru] (]5, p); 

2. (is,J [ p!"! J = 1 Pol r ,31'] (q,pq; o,]:i); 

3. [fS,1] l pP'T] = - lf3o] [is/JI (g,pq; o,p); 

( 7) 1 '~- [ P""l r P'1i-l - [pP][p'!j _ l i31,J [ i31J (p, q; p, q; pr, qr); 

5. r ?r l [?"'/'l = [ ? () ] [ pi"/ ] + l p () J [ ?l"f ] (pq, o; o, pq; p, q) 

6. [ Pr; l [ /3l"I l - 1 Pu l [ P"] (o,p; q,pq); 
7. [ Prt J [ P"" J =-ris:H~PJ (o,p; q,pq); 

1 8. [?p] [pl'] =o (o, o;pg,pq); 

( 1) E. DunAND, C. R. Acad. Sc., t. 220, 1945, p. 5r7-520. 
(") L'identité du type plus général où les R1; sont différents des Q1; sert à 

établir d'autres identités oü figurent des dérivées partielles; voir par exemple : 
Kor1NK, Ann. der Physik, t. 38, p. {136; Cosn Dll BEAUREOARD, Thèse, Paris 
19!13, p. 61 ù 66; G. P1n-1Au, Journ. de Math., t. XXVI, 1947., fasc. L Nous 
n'étudierons pas les identités de ce type. 
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On a indiqué à droile du lableau les combinaisons des indices L, M 

qui conduisenl à l'identité se trouvant sur la môme ligne. 
Les 16 identités carrées s'écrivent 

9. 1 Po l" - 1 ,30 !2 = [ (3p 11 (3/11 
10. [/3p]2 -lp;,p =[/3"'1](./31\]+[i3o 1" 

( 8) Jl. [(31"11 2 --- [pl"/]2 = [,3p ]2+ ((3,, I"+ [i3r ] 2 + [~~] 2 

12. [,s;-,r - 113,,r = r ;si,,, J 1>1,i J-+-- [~--:1 2 

13. [/3~]" - 11311 F = [~/11 [~Pl 

( 0 ), 

(p), 

(pq), 

(]5), 

(o). 

Par addition ou soustraction de ces dernières identités, on obtient 
une nouvelle famille d'identités à huit produits du type [ ~11 ] [ ~M]; 
en voici deux 

L'identité n" 11 n'est pas valable pour p = q; mais on•peut réunir 
les n'" 11 et tO ainsi que les n'" l1 et 12 dans les équations générales 

(Il) ( ,31""] 1 ?'!;( = (/3P] [ /3'! 1 - [(3P ][/3'! ]- Q/J'l[/3oJ", 

(12) [(31""] [;3,1;.] :c--[/31'] [:3~]- [?fi] l}'i( - ()1''1[(30] 2 • 

Par soustraction des identités ( 11) et ( 12 ), on obtient 

( i3) _l_r[s/Jl"ll6'/··1-1·3wJ[3'/·]l ?, /_ .1 __ l ,. _ _j _ 1 t'_ J 

On peut mettre ( 1 3) sous une forme plus symétrique qui met en 
évidence les corrections de traces 

( I f1 ) 1131""] 1 (3<r;.] - à ()/U/ [ p rs] [ /3 '"-'] = [ pP] [ P'1 1 - r /311 ] [ ~-;;] 

- ~(JP'T'[~J- 11·.r;,,·]-[P.-1,.r;,,.11. / 1, i ,. I.J 1-"'r l..) 1 • 
cl 

On notera que le prernier membre de ( 14) a même forme que le 
tenseur de Maxwell. 
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L'équation (14) est la contraction d'une équation tensorielle plus 
générale qui s'écrit 

( r 5) wpr] [(3ffS] - [ P"l'l [ ?1"'] = a1"1 \ [ ?"] [ ps] - [ pr·] [ P"] \ 
+ars\ [P"] [pq] - [pP] [pq]) 
+ a,,s l l P" J [ is~· ]- [ Pl/ l [ W J l 
+ aqr î [ [3P] [ifs] - [ P" J [ P' J l 
+ ( a/JI/ ars - aps aqr l ( [Pop - [ Po ]2 l-

Par contraction de ( 15) sur pr et qs, on obtient 

j[3p] [i3Pl -- [{3/J] [{3P] = 2 ( [PoF- [~~]2), 

qui résulte aussi des identités n°' 9 et 13; par contraction sur rets on 
retrouve (13); quandp=q, r=s, on retrouve l'identité n° H en 
tenant compte de l'identité n° 1:1. 

Montrons maintenant que tensoriellement, on déduit toutes ces 
identités de quatre d'entre elles, à savoir les identités n°s 5, 8, 9, 13. 
L'identité n° 5 peut s'écrire sous la forme -

(16) [[3p][pq]-[[3q)[~;J+[Po][Prq)+[Po][i3rqJ=o. 

Pour la commodité de l'écriture, nous introduisons le tenseur Bpq 

défini par 

ainsi que son dual lY". En combinant l'équation (16) avec sa duale, 
on en déduit 

On vérifie sans peine que l'on a 

[ P J BP'I - [ ~] Bpq -- B BPff - B-pr Bq· - BPr BI/· - O t-"''l - t"''l - Pff - r - r-

et des identités n°s 8, ~}, 13 on tire 

BT"' Ü'f1'. + gpr B'i;. = - Of"!, B 0 ,1 BP'/ = - 2; 

[p'7]8P'l=-[pP], ,~~jBP'l=-[pPJ. 

On voit alors que la multiplication contractée de ( 1?) et de sa duale 
par [ ~q] et [ ~q] conduit respectivement aux identités n"' 7; 6, 3, 2. 
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La multiplication de ( 1 7) par sa duale conduit à l'identité n° 1. La 
multiplication con tractée de ( I 7) par r~ p,,l, [ W,ï] conduil à ( 10) et ( I I ). 

La multiplication contractée de la duale de ( 1 7) par [ W,i] conduit 
à ( I 2 ). 

b. Forme vectorielle d'espace. - On utilise les trois vecteurs 

d'espace [~:], [~:], [~~~], [~"':]; les indices u, v, w prennent les 
valeurs 1, 2, 3 i u, \', n,, est toujours une permutation circulaire de 1, 
2, 3. On utilise le même numérotage que pour les relations de forme 
tensorielle; de petits indices placés au bas du grand montrent 
comment une même équation tensorielle se décompose en plusieurs 
équations vectorielles. 

On a d'abord l'expression des six produits scalaires des quatre 
vecteurs pris deux à deux 

7, .. 

8. 

On a ensuite l'expression de six produits vectoriels 

puis l'équation unique de son genre • 

Il reste alors les identités 41.,;u qui ne peuvent être mises sous la forme 
Journ. de Math., tome XXVII!. - Fasc. 1, 1949. 2 
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vectorielle; on peut les condenser dans la formule explicite 

1 ~Ill\' 11 3, . .,.1 + 1 P11•, 11},.,] = [i3u] [j3,.] - [ ;s::] [ rs~]. 
Parmi les identités carrées nous ne donnerons que celles qm 

expriment les longueurs des quatre vecteurs, soit 

[~: T = [(3" 1"- [3~1 2 - 1 ~- r, 
[~~:T =-lPo["+[(-3,,J"-l~,,)2, 
[~,:T = [rs,,J- [~, .. r - [~;p, 
[Pw:T =--=- [3o F-[p!,] 2 + [rs~P · 

c. Forme analytique notffelle (1 ). - Nous allons montrer qu'il y a 
intérêt, au moins pour la question qui nous intéresse, à désigner les 
16 matrices du type Dirac par la lettre b1)(1 à deux indices, la corres-
pondance avec les notations précédentes éta.nt définie par les tableaux 
ci-après : 

Toutes les matrices b1,,1 sont réelles; celles qui contiennent une fois 
l'indice 4 sont antihermitiques, les autres sont hermitiques; dans la 
quatrième ligne ( ou colonne) la dernière matrice est égale au produit 
des trois premières; elle est égale au produit des trois premières 
changé de signe pour les trois premières lignes ( ou colonnes). 

Avec les notations b1u1 l'écriture des identités précédentes est consi-
dérablement simplifiée; on peut toutes les représenter par les trois 
équations 

( 18) 
r:= t 

r::.::: t 

(') É. DrruNo, C. R. Acad. Sc., t. 22:>, 19(17, p. 280. 
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11 faut prendre le signe (+)ou(-) dans (20) suivant que pqrs et 
~ïkl sont des permutations de même parité ou de parités différenles; 
1 désigne le déterminant des lb,,,,]. Les équations (18), (19), (20) 
représentent respectivement rn, ro et 18 équations ordinaires 
distinctes. 

Pour justifier l'apparition du coefficient JfII, il faut d'abord écrire 
les relations précédentes à huit termes carrés de manière qu'il y ait 
quatre de ces derniers de chaque côté du signe égal; pour les identités 
à six termes carrés on ajoute un même terme de part et d'autre du 
signe égal pour retrouver la forme précédente; on voit alors que toutes 
ces sommes de quatre termes carrés ont une valeur commune; cc sont 
précisément les sommes des carrés des termes des lignes ou des 
colonnes du tableau des [ b,," ]. Les autres relations indiquent que les 
produits terme à Lerme, de deux lignes ou de deux colonnes sont nuls. 
li en résulte qu'en élevant le déterminant des [b,,,J au carré, on obtient 
un déterminant diagonal dont chaque élément est égal à la valeur 
commune précédente; cette dernière est donc égale à 

Les trois équations précédentes ne sont pas indépendantes el l'on 
peut aisément déduire deux d'entre elles de la troisième; on peut 
simplifier encore en donnan·L une équation unique très simple qui 
entraîne automatiquement les trois équations précédentes. Cette 
équation est la suivante 

131)(1 désignant le mineur de I bJHI I dans le déterminant. On a, en effet, 
pour un tableau carré à quatre rangs avec des éléments I ppq] absolu-
ment quelconques les identités suivanles : 

r='t-

[ b1,1 1 Bqi - r bpil B,,; - r b,,;] B,.i- r bqi] B,., -
[ hr1. J B.,, - 1 b,.1 j llsk = 1 {;pkl B.,1- [ b,,i] Ils/. == ••• 

~/Il {;/,i 11 bp; 12/IB,,jBJ,i 
l:,.[ b,.k] [ b,.1cp;,.B,.1B,.1 
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Dans ces conditions, on voit sans peine que la relation ( 2 1) entraîne 
les relations (18), (19), (20 ). 

Pour calculer JfKl il suffit de prendre la somme des carrés des 
termes d'une ligne ou d'une colonne; par exemple 

les crochets sont du type [./J.~g1.l 
On vérifie sans peine que JfKï peut aussi se mettre sous la forme 

remarquable suivante 

( 2 5) vi:r1 = lfk~ofd lgk~ogk 1 = [/~ + j~ + f~ + 1n [g~ + g; + g; + gn. 

Il. - Définition et propriétés des matrices Ep . . 

Voici l'expression des quatre matrices "-p (p=1, 2, 3, 4 de gauche à 
droite) 

Ces matrices obéissent à des conditions qui rappellent celles de 
Dirac, soit 

s0 désigne la matrice unité à quatre rangs; s; désigne les matrices 
adjointes de Ep qui sont égales ici aux matrices transposées puisque 
tous les éléments sont réels. 

Le produit de deux de ces matrices Ep est asymétrique, EpEq~ EqEp; 
le produit ë.pErz représente donc 16 matrices distinctes qui sont précisé-
ment les 16 matrices bpq précédentes du type Dirac que nous avons 
groupées dans un tableau carré 

Nous pouvons donc maintenant justifier la notation bpq que nous avons 
substituée à la notation ~pqr ... pour les 16 matrices ~-

Si nous avions utilisé les 16 matrices a liées aux matrices par la 
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relation ( 3) nous aurions pu les grouper aussi dans un tableau carré 
comme les matrices et les désigner par la leure a1,,1 à deux indices. 
On peut obtenir aussi ces r6 matrices par la multiplication asymé-
tri11ue de quatre atJtres matrices de base VP liées aux matrices E" par 
la relation 

On a en effet 

Voici l'expression des quatre matrices VP (p = 1, 2, 3, 4 de gauche 
à droite) 

Dans les applications 1-1ui vont Suivre nous utiliserons de préférence 
les quatre matrices Ep dont tous les termes sont réels. Voici quelques 
autres propriétés des matrices Epi on a 

E; E,1 Ei- €.,- = + 1, 

(+) sipqrs est une permutation paire de 1, 2, 3., 4; 
( -- ) » >> impaire de » 

On notera que s,, = E'.. 
Plus loin, nous aurons à associer aux matrices Ep et s; des matrices 

surlignées définies par 
l ~=-E1,èpE1., 

t c;==- c.,,_c~c.,,. 

On a les importantes relations 

Malgré l'analogie des condilious (2.G) avec celles de Dirac, l'usage 
qu'on est amené à faire des matrices Ei1 est tout à fait différent de celui 
des matrices de Dirac. L'opérateur Eqà'1 appliqué a des fonctions 
d'ondes leur confère des caractères tensoriels <l'Univers bien définis 
alors que l'opérateur de Dirac ~,1 rJ'1 conduit ù des spineurs. 
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Chac1ue fois ,rue dans une théorie on aura des fonctions d'ondes <1ui 
seront des tenseurs, on pourra songer à utiliser les matrices Ep; nous 
verrons ainsi que l'on obtient une représentation remarquable des 
formules de l'électromagnétisme classi<1ue. 

L'opérateur ~q ù'1 de Dirac élevé au carré donne l'opfraleur 
Dalembertien ,J~; avec les matrices si' on a entre les opérateurs EJJ (Ji' 
et E 1 ù'1 la relation 

'/ ' 

Cette remarque nous amènera à indiquer une possibilité d'emploi 
des matrices sP et de leurs adjointes s~; en mécanique ondulatoire. 

Mais avant d'aborder ces théories à forme tensorielle nous allons 
donner une nouvelle représentation des rotations <l'Univers. elles-
mêmes gTùce à ces mêmes matrices Ep· l\ ous allons généraliser les 
paramètres d'Olinde Rodrigues et représenter les éléments de la 
matrice de Lorentz générale par des formes bilinéaires. 

III. - Généralisation des formules d'Olinde Rodrigues 
et nouvelle représentation des rotations d'Univers l'), 

1. LES PARAMÈTRES o 'ÜLINDE HooRIGUES ET LES ROTATIONS SPATIALES. -

Considérons les deux systèmes de coordonnées carté)siennes OX 1 X 2 X,1, 

OY1 Y" Y 3 ayant même origine O (fig. 1 ). • 

Fig. 1. 



( :h) 

(33) 
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Si l'on considère la matrice BP't ci-après 

(3o) l cos ( y 1 , \ \ ) cos ( y s, _\_ 1 ) CO,, ( ) , , :\ \ ) 

cos( Y,, X,) cos(),,~,) co,( Y,,\,,) 
cos ( Y 1, .\ :: ) cos (Y,, X,) ms () 0, .\ 0) 

0 0 0 

On sait que l'on a entre les coordonnées XP et YJJ la relation 

(p, 'j=r, 2, 3, 4); 

on utilise la règle de sommation sur les indices muets. 
L'<'•quation ( 3 I) peut se décomposer en 

\ 1-- Y. (le temps est le même poul' les deux systèmes). 

Si le deuxième système Y 11 est défini par rapport au premier X 11 à 
l'aide des angles d'Euler~' 0, 9 la matrice précédente prend la forme 

1
-!cos y COS 'f -- SÎll 9 S Ïll 'f COS Ü] f - S lll Cf) \'OS•~ - - COS? S j Il 4' COS (J] [ S Î IL 'f S Î Il Ü j 

lcos9si11t+sinyco,;l)ico,<JJ l-siuysin·-j;, 1'os9c1w-j;cosOj [-cos·-j;,inO] 
[sinqi sinO 1 1 rns9 sinO j [cosO 1 . 

o O 0 

Si l'on définit le passage du premier système au second en donnant 
les cosinus directeurs p.,, ( u = 1, 2, 3) de l'axe de la rotation el la 
grandeur Ode l'angle, on a la matrice 

[i.f(r-cosO) i cosfJ] [i. 1 1.,(r -cos0)-1,JsiuOJ 
p,1. 1(1 -L·o-;Ü) i ),0sinO] [i.~(1 -- cosO) - cosO] 
[).J,(1- rn,O)-).,si110j [!-:),(1-cosfJ) ). 1sin0j 

0 0 

[ 1. 1 /,:1(1-cosO) +1,, sin O] 
[!.,).,,( 1- cos0)-À1 sin Oj 
p, ( 1 - - cos o i + cos o l 

0 

Au lieu des éléments B,,,1 des matrices ( 32.) et ( 33) les géomètres 
utilisent souvent des expressions bilinéaires plus symétriques formées 
avec <1uatre paramètres l1; (k = 1, 2, 3, 4); s1 les paramètres l1, sont 
normalisées: c'est-à-dire si 

/,- ., '• 

( 1î) !/~c-=1, 

• 



~1 () 

1 

ce sont les formules d'Olinde Hodrigues. 
Si les paramètres l1. n'étaient pas normalisés il faudrait diviser tous 

les éléments de la matrice ( 35) par ( l~ + l; + l~ + t:) ( 1 ). 
On vérifiera sans peine L[Ue les éléments B1"' de la matrice ( 35) sont 

les formes bilinéaires [ l 1, bpq l,, 1 construites sur les matrices b P't des 
paragraphes précédents (l,,=/,,=g,.). Nous les avons précisément 
choisies pour tiu'il en soit ainsi. 

Si l'on veut que (35) soit identique à (:b) il faut prendre 
. Ü CO -- tJ., 

l1= sm-cos -· --', 
2 2 

. 0. 0-41 /.,--s111-s111 -' --, 
- ?. 2 

(36) 0 . q, --1-- ,1. / .. =cos-sm __ i', 
" 2 2 

() o+tli !.-, = - cos -- cos -' --' . 
~). 2 

Si l'on veut que ( 35) soit identique à ( 33) il faut prendre 
. 0 

I, = - fl-1 S111 - , 
2 

. 0 
l2=- fl·2 Slll -, 

'.). 

. 0 
l,=- /J·~ S111 -, 

2 

0 
/., = cos 2 • 

2. LEs PARAMÈTRES COMPLEXES ET LES R0TAr10:.-;is n'UNIVERS. - Nous 
avons vu que Fon peut représenter les rotations spatiales avec les 
quatre paramètres réels d'O lin de Rodrigues dont un est arbitraire; 
on en profite pour imposer aux l1c la condilion de normalisation. 

Pour représenter une rotation <l'Univers il nous faudra huit para-
mètres, dont deux seront arbitraires, que nous condenserons en quatre 
paramètres complexes; il sera donc possible d'écrire deux conditions 
de normalisation. 

Nous choisirons ces paramètres complexes l,, de manière (1ue les 
éléments de la matrice des rotations <l'Univers Bpq soient représentés 
par les formes bilinéaires 
(38) 

( 1) Pour les formules d'Olinde Rodrigues, voir APPELL, Traité de mécanique, 
t. 11, p. 150; KooNH:s, Leçons de cinématique. 
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Voici le tableau des B P'l (p désigne la ligne, q la colonne), 

1111 - tt l2- l1 l:+ ttl. 
l1 l,+ 11 l, - If 1,- lt !3 

/~ 1, + l1 !,. + 1111 + lt !, 
- !~ !, + lt l, - l1 /2 + 1: !, 

l1 l, + 11 l, + l~ /,, + lt 1, 
-l1 l, + 11 l,- lt,l,+ lt l, 
-11 /1+ 1: l,+ 11 !2 - lZ I, 
- 11 /3 :-- tr l, + l~ l 1 + 111, 

11 l 3 - t; 1:, + 11 l1 - lt 12 11 l, + l1 l3 - lt, l, - lt l, 
/7 I, + 1r l 3 + l1 l, + lt l, -11 l: + lt l, + l1 l, - l7 l, 

- l1 l, - l1 l, + !; /3 + 11 l, l7 I, - lt l1 + 1: l,, - l~ l, 
Zt l, - lt /1 - t: '1, + /t l,, lt l, + /~ L, + t: l, + lt '1. 

D'après la formule ( 13), on voit que le déterminant des BP'I sera 
égal à r si nous choisissons comme conditions de normalisation des lk 

les expressions 
(40) [!k(3olk]=[lf~n1t]=t. 

On aura alors d'après (18) 

( 4 I ) l\,,.Bq,.= ôr,,1, 

,·== 1 

qui assure l'orthogonalité de la transformation; on voit que les rela-
tions ( r g) et ( 20) qui se rencontrent en théorie de Dirac entre les 
densités de valeurs moyennes sont aussi ( avec [ àj = r) les relations 
qui existent entre les éléments de la matrice des rotations <l'Univers. 

Pour être complet il nous faut maintenant donner les formules qui 
permettront de calculer les paramètres complexes qui correspondent 
à une rotation <l'Univers BJJ'I donnée; en posant 

( 4 2) 

on a les expressions 

On voit que les paramètres lk ne sont définis qu'à un facteur de phase 
près cp. dont on peut disposer dans chaque cas pour symétriser les 
formules. 

Journ. de Math., tome XXVIII. - Fasc. 1, 19'i,1, 3 
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Quand le tableau des B1)/1 est symétrique, les phases se présentent 
sous la forme indéterminée % ; mais en reprenant le calcul on trouve 
que l'on doit avoir l,. = o, cp 2 quelconque et 

.B:i. y,= ?2 + arc tg l ,,-. , 
Dte 

Dans le cas, plus particulier encore, de ia transformation identique 
n " 1,.1= opq on a 

Voici quelqnes exemples d'application des formules ( 43 ). 

a. Rotatz"ons spatt"ales. - Si l'on se donne les éléments Bpq des 
matrices ( 32) ou (33) les formules ( 43) conduisent bien aux expres-
sions réelles (36) et (37), c'est-à-dire que l'on retrouve les paramètres 
d'Olinde Rodrigues. 

Si l'on changeait la r2présentation en prenant les matrices VJJ reliées 
aux matrices El' par la relation ( 27) on aurait, au lieu de ( 38) 

l{p,1= [ l't llp,7 l'i_ j = Vi" v,, V,Jk] j 

les nouveaux t;, seraient reliés aux anciens par les relations l~ = A !1,, 

ce qui donne 

( !i 5) 

.c-•,!, ( 
l '> I . 1-· ,- . J 

î = ---c 1.e • Slll -• 
v21 2 

-l'?+'f Ü 
e " cos - • 

2 

On reconnaît au facteur près :~ les parall)èLres de Cayley-Klein. 
V 7. 

Mais, si l'emploi des grandeurs complexes n'est pas une nécessité 
pour les rotations spatiales il esl indispensable pour les rotations 
d'univers les plus générales. 

b. Transformatwn de Lorentz pure. - Le système OX1 Y 2 Y 3 est 
animé par rapport au système OX1 X2 X 3 d'une vitesse de grandeur c 
et de cosinus directeurs Ài, ). 2 , ). 3 (ji3. 2). 
En posant th ï = ~' on a 

p 
sh ·r = -1===r.i=-,, 

\' l -· i,;· 
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les éléments Bfl'i de la matrice de transformation onL les valeurs 

B,,.,= '3uv+ '·Il À.,.( ch y - I) 

B,,1e=- B4,,=- O.,,sh·t, 

X 1 

Fig. i. 

Les formules (43) donnent alors 

" /,,=ch-'-• 
2 

c. Produù d'une rotation Jpaûale par une transformrzt1'on de Loren{::; 
pure. - Ou est conduit aux valeurs suivantes des li.-

' - • fJ ~' • 1-' ' - () ' ' .• ()] y /11,-- [Jw sin - ch -- -f-- t 1. 11 , cos_- - (f. 11 u,, --- J..,,fJ.,,) s111 - sh _·, 
2 :~ 2 ,-- '.>. .,. 

(47) Y 0 ,., . 0 .. , 
/,, = cli -'- cos -t- i J' À,, [J. 11 sm - sh -'- • 

2 2 ....,j 2 2 

En théorie de Dirac, les paramèlrqs complexes l1, permettent de donner 
l'expression générale de la matrice de transformation des fonctions 
d'ondes. • 

:'i. NouVELLE I\El'llÉSENTATION DES ROTATIONS D1UNIVERS. - L'écriture 
habituelle fait intervenir les formes bilinéaires B1111 ; on a 

Xi,= B1u1 --y-'/' 

Yi,= B,11,\'I. 

Voici une écriture nouvelle qui a l'avantage de faire jouer un rôle 
symétrique aux coordonnées X1, et Y P el qui est linéaire par rapport , 
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aux paramètres l1r ou z; supposés normalisés 
(5o) 

Les matrices 2:; .ou Eq opèrent sur les indices k des paramètres lZ ou l" 
comme il est d'usage en mécanique ondulatoire. D'une manière plus 
exJ?licite ( 5o) s'écrit : • 

- X1 l1 + X2l1- X:,l1 + X4 l7=- Y1 /4 - Y2 l:,+ Y3l2+ Y.l,, 
- X,l;- X2l;+ X:il7+X,l1= Y,l:,-Y2l,,-Y3 / 1 + Y4 l,, 

X111- X2lf- X;J7+X.l1=-Y1'2+ Y2l1-Y:,l4 + YJ,, 
- X, 17- X2l1- X:i t:- X.l1=- Y1 !, - Y2l,- YJ,- Y,h. 

En multipliant ( 5o) en avant par t;EP et par lkE; on obtient 

[ l! SpE; lt] X'I= [hsp.Sq h]Y't, 

Et comme on a 
1 hs71·E;ltJX'I= [lkstsqh[Y't. 

[ l!s/!s;LZJ = [ /ks;s,1h] = r3w,, 
[ hs;s;LtJ = [ lJsqsplk] = Bp,1, 

On voit que l'on obtient bien la forme habituelle ( 48) et son 
inverse ( 4g ). 

Comme on a entre opérateurs les relations 

et 

Soit 

L'équation conjuguée de ( 5o) peut s'écrire sous la forme suivante 
avec les matrices associées 

l ~X'l- [*~Y'l· k c-rr - k ...,q - , 
,+ + 

Les matrices agissent sur les indices k des paramètres l" ou l7placés à 
leur gauche [ voir les définitions ( 1)]. 

Si l'on effectue une transformation unitaire, dont l'élément de 
matrice est oP'I' sur les Y,, ou sur les X,0 la forme de l'équation (5o) se 
conserve. 
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Supposons, en e!fet que l'on ait 

( 5o) devient 
(53) 

en posant 

on vérifie sans peine que l'on a 

(54) 

avec 

\-

m~ 
-- mt 

mt 
-m7 

m: 
,n,1 

-- mt 
1n1 

,n~ 
,n*J m7 ,n~.' 

,n~ m1 ' 
-m: mt 

l /Il., lti;: ,n, 111.t 

\= 
,n .. 111., ·- lll1 1122 

-- Ille.' ni, ni.~ m:: 
-- m., - ni, - lit;: m,. 

les m1r étant les paramètres complexes qm correspondent aux élé-
ments opq de la transformation, soit 

On peut aussi écrire 
'/=i 1/= j 

\ -,~-- * - . - c.qc.41nq, \ - -+-+ 
- Cr/C\ Jlt,1 

1/:::=:l q=l 

et l'on notera que les matrices inverses ont pour expression 

(A)-1 = 2:: c;z;m;, \ _, - - - m - ,:._,~c,7 '/' 

rr=t q...::::: 1 

L'équation (53) peut donc s'écrire en tenant compte de (54) et après 
multiplication en avant par (1)- 1 

c,)-'c;ïX'tlt=E,._\ Y'r/k, 

et comme on a 

on voit que l'on a, en définitive 
êqX?(_\ * lZ) = ë,.Y',,C\lK) 

qui a bien la même forme que ( 5o ). 
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Si l'on avait effectué une transformation unitaire sur les X'1 (au lieu 

d,es Y,i) on aurait fait la vérification d'une manière analogue en tenant 
comple des relations 

IV. - Nouvelle représentation êt forme plus générale des équations 
de l'électromagnétisme classique (1). 

,1. LES FORMES lllLINÉAIRES. EN ELECTR0~IAGNf:TISME CLASSIQUE. - Nous 
considérons ici les formules rriicroscopiques de Maxwell-Lorentz; on 
sait qu'à partir de ces équations, par le jeu des moyennes, on peut 
introduire la distinction entre les champs et les inductions et aboutir 
ainsi aux formules de l'électrc,magnéLismc des milieux polarisés. 

On a les deux équations de base 

(55) 
( .56) 

JqHl''I= a", 
. J,1 llP'I = o 

qui entraînent l'équation du second ordre 

• J;: 1-IP'l = - ( Ù/J a'! - Ù'I al'), 

( 
f1 IT a"= c p0 V11 ; Fo la densité de charge électrique au repos; V" 

quadri vitesse relativiste) • 

On peut faire dériver le champ H11'1 d'un quadripolentiel A" qui 
• obéit à la condition de Lorentz 

(58) 

par la relation 
(59) 

( 55 ), ( 58) et ( 59) entraînent l'équation du second ordre 
(60) àJA''=- uP. 

Les grandeurs bilinéaires que l'on forme avec Ht''' et a" sont le 
enseur de Maxwell M1"1 et la densité de force de Lorentz /P; on a, 

(1) É. D@ANo, C. R. Acad. Sc., t. 225, 1947, p. 567-569. 
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en effet 

( 6I) 

( fo) 
I f /! - - Cl 11 ,,,, - [in ,, • 

Le tenseur de lVIaxwell obéit aux relations suivantes qui ne sont pas 
mentionnées dans les traités classiques 

I,.M,,,.M,v = VîTT op,1, 

.i désignant le déterminant des 1\1 1"1 ; on a d'ailleurs 

v-ixT = l o{,_ 11,)2 + 4(ïttiY /; 
611 7r'.l 

On peut donc le représenter par des formes bilinéaires du type de 
celles que nous avons étudiées dans les paragraphes précédents avec 
nos matrices "r Nous pouvons poser 
(63) 

Connaissan L les 1\1 1"1 on peut calculer les ~1, par les formules ( li li), le 
tableau étant ici symétrique, on trouve ( 1) 

(64) tji,,=,;~-(11,,+iEu), ·y;,=o 
v8n 

(1t=1,2.3). 

Si l'on avait choisi les matrices VJJ reliées aux matrices E.P par la rela-
tion (27) et si.l'on avait posé 

MP''= l tl v,, v,f'f'.s 1 
la quatrième fonction f,, n'aurait pas été nulle; on trouve en effet 

i . • 
,; , [(ll 1 +iE,)--i(IJ,+iE,)J, 
V 161r 

, i [(TI1 +iE1 )+i(ll,+iE,)l, 
V 16rr 

( 1 ) Hu= llvw, E,,= i IJ,,,; u, ", w permutation paire de I, 2, 3. 
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Il apparaît, comme nous l'avons déjà dit que la' représentation avec 
les matrices "-pet la plus simple; c'est d'elle qui s'agira dans tout ce 
qui va suivre. 

Il importe de bien noter cependant que les tensions et les forces 
étant les seules grandeurs observables, les << champs>> y;;. ne sont pas 
définis; ils dépendent en particulier de la représentation choisie et 
contiennent un facteur de phase arbitraire. Le champ électromagné-
tique classique n'est qu'un cas particulier parmi celte multitude de 
champs; c'est celui qui correspond aux matrices Er 

La force de Lorentz est aussi une grandeur bilinéaire que l'on peut. 
représenter par l'expression 

(65) P= [yifep<IJk] + [<ll!El'yik]. 

Les y;,1, sont ceux qui ont déjà été définis par la formule ( 64); les <I>;. 
sont reliés aux grandeurs densitaires précédentes a1, par l'expression 

(66) 
1 

<IJk=----;= llk vsr.-

( a1, a2, a3 sont réels; a4 est imaginaire pure). 
On vérifie aisément que l'expression (65) est bien identique à (tb). 

On sait que les grandeurs pet MP'l sont reliées par l'équation 

Ainsi on voit apparaître une certaine analogie, au moins formelle, 
entre la théorie de Dirac et l'électromagnétisme classique, les équa-
tions ( 5 5) et ( 56) de ce paragraphe (1 ) correspondant aux équations 
d'ondes. 

Nous sommes donc amenés à adopter pour ces équations une repré-
sentation analogue à celle de Dirac, mais en remplaçant les matrices 
de Dirac qui ne sauraient convenir par nos matrices '-r 

C'est cette représentation que nous allons maintenant indiquer en 
lui conservant toute sa généralité, c'est-à-dire en conservant la 
quatrième fonction h; nous obtiendrons ainsi une théorie plus géné-

( 1) Après avoir été regroupées en une équation complexe unique ( voir le 
paragraphe suivant). 
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rale que la théorie classique qui fera intervenir à côté du champ H1111 
les deux il\variants 0 1 et 0 2 ; il sera ensuite facile de revenir à la 
théorie classique en faisant i.J,. = o; même si l'on se borne à ce dernier 
cas, la représentation matricielle est très supérieure aux notations 
tensorielles tant au point de vue de la simplicité de l'écriture que de 
la rapidité des calculs. 

2. FORl\lE PLUS GÉNÉRALE BES ÉQUATIONS DE L'ÉLECTROMAGNÉTISME. 

Désignons par 4'1r et c))" les fonctions complexes qui correspondent 
respèctivement aux champs et aux vecteurs densitaires liés à la 
matière électrisée; nous écrirons les équations de base de l'électro-
magnétisme sous la forme 
(68) Eqd'l\h= Eo(J)k• 

->-

Les matrices 2." agissent sur les indices le des fonctions i.J,,, etc)),,, d'une 
manière plus explicite on a 

(tig) 

- Ù1 y,- 1), Y::+ </, Y,, -r- 1). \f1 =---.: IJI,, 
ù, <}, -- J, 'f·, - iJ, t, + <r, 'f2 = (JI,, 

- â,yi,+a,t,- 11,,,h+ rJ4\h=<I>::, 
- d,t,- a,t,-- rJ,,_h- à,,+,=([),. 

Les équations conjuguées de (68) peuvent s'écrire (1) 

yf 11,, E:;= tf1t 2 •. 
-,(-

Multiplions ( 68) en avant par 4'7 i,, et ( 70) en arrière par Èi,;i.J,,,; comme 
E;~;,= EpEq on en déduit par addition 

f" et M1)/' étant définis par les formules ( 63) el ( 65); ces grandeurs 
ont le caractère de réalité propre aux notations d'U ni vers; M'" corres-

(1) Au lieu d'utiliser les matrices associées z~; on pourrait utiliser les 
matrices Eq avec les fonctions d'ondes associées •-V{ définies par tj;ir= ytz,,; on 
écrirait alors 

yif Ù'i E,1 = - tlJf Eo. 
-<-
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pond, au point de vue formel, à la densité de présence de la Mécanique 
ondulatoire puisque E~ i:: 4 = 1. 

( 7 r) généralise la formule ( 67) du paragraphe précédent. 
Multiplions (68) en avant par l'opérateur E;ù'1; on obtient 

qui généralise l'équation ( 57) du paragraphe précédent, ( 72) admet 
les solutions retardées 

auxquelles on peut toujours ajouter des solutions de Dalembertien 
nul. 

On peut faire dériver le champ complexe ~1, d'un potentiel com-
plexe 01, par la formule 

qui généralise la formule ( 59 ), ( 74) s'écrit d'une manière plus 
explicite 

fi=- Ù1Û1,+ ù,0,- Ù:,Ûe+ â,.o,, 
tj.i,-~ - ù1 O:i-- d, O,. + i/, O, + Ù; 0,, 
YJ:i= Ù1 o, - ù,01 - ù)J,+ ù,03, 
tJ.i•,.=- ù1 0,- ù,0,- à,,0:i- à,.O,, .. 

L'équation conjuguée de ( '74) peut s'écrire 

En multipliant ( '74) en avant par l'opérateur z" à" et en tenant 
compte de (68) on trouve que les potentiels complexes Û1r satisfont 
l'équation du second ordre 

Cette dernîère équation admet la solution retardée 

à laquelle on peut toujours ajouter une solution de Dalembertien nul. 
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En combinant les équations (68), (74), (77), (73), (78) avec leurs 
conjuguées par addition et soustraction et après regroupement on 
obtient des équations réelles qui ont le caractère tensoriel; pour les 
écrire plus simplement, nous poserons : 

I 41"'= ~(llu.,- li/li'), 
V8rr 

41~,= V;-/llu,,+ 111/-,.), 

.I.,>_ 1 (0 , 0 
'f-l, - • /- 1.n.'1 -r """"~ ), 

V 8" 

Üu= _1__(A,,- Bu); 
v8rr 

0*= Il 

1 
-;-:=(Au+B"); 
vsrr 

o, = ,1 (A,- B,); 
v8-rr 

Les grandeurs H;;-;-., 0~, a1,, b"' A,,, B" sont imaginaires pures, les 
autres sont réelles, on a ainsi intérêt à poser 

on a alors les équations réelles 

(Sr) 

( 82) 

(83) 

( 8/i) 
(85) 
(8G) 

iJ,11111•1 + 1)''!21= fl", 
â'I l 1ï0 + dl' ii, = {;11 , 

11/1,,= [ 1JpA,1 - ù,, A,, J + [ a,, n,, - a,, Hp J, 
Q,=- a,,A•,, !1,=- rJ1 g,,, 

d~AI'=- a11 , 

d~ 1311 = - 011 , 

qui généralisent rcRpectivement les équations ( 5.5 ), ( 56 ), ( 5g ), ( 58 ), 
( 60) du paragraphe précédent. 

Si l'on se donne les vecteurs densitaires al' et bP on a pour les gran-
deurs finies ( potentiels et champs) les solutions retardées. 
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Avec les grandeurs d'Univers définies par ('79) les tenseurs l\'I 1"1 etf'' 
ont pour expression 

ivv,,, = 81- ( [ Ht'V 11 ,, ;. - 11," 11,,; J + '), l li, 11,,,, - fU 11,,1] + ( g~ - ~1n a,,,, ) , ,. 
(88) 

On voit que le tenseur de Maxwell n'est plus symctrique i sa trace 

( ·:/ir) ( U~ - U!) n'est plus nulle. 
On retrouve l'électromagnétisme de Maxwell-Lorentz en faisant 

BJJ= o ce qui entraîne 0 2 = o, et en faisant 0 1 = o ce qui entraîne 
d'après ( 84) la conditiop de Lorentz pour les potentiels. 

5. INVARIANCE RELATIVISTE DE LA NOUVELLE REPRÉSENTATION. - a. Premier 
type de varianee. - Les équations complexes(6g) et (?5) peuvent 
s'écrire sous f~rme tensorielle <l'Univers; en adoptant la correspon-
dance suivante entre les indices matriciels k et les indices tensoriels 

<.ji .. <.Ji,,,,= 4'11 ,,, 
Ok~:,. o,,, 

'f.: 'fo, 
iJ>ic-:,. <l\,, 

elles prennent la forme 
( 80) d,1 yi"I + dl' 'fo = $1'. 

(go) 
1 y,,,,= (â,,0,1 - ù,1 01,)-(-â1-,o-,1--â-,1 r-Jf'), 
1 y., 0 =dq o,,. 

On voit que les trois premières composantes ~ 0 ~ 2 , ~ 3 , de ~1. se trans-
forment comme un tenseur antisymétrique antidual ( nous appelons 
ainsi un tenseur tel que 'fpq= -y;M); 'f,, est un invariant. 

Les 0,, et les «1>1, se transforment comme des quadrivecteurs. 
Désignons par ,\1a1 la matrice de transformation des \h : on a 

,\ 1a 1 a la forme 

. ( 92) l,\(.ll) c\ ~"J \ lai 

IJ - . 1 ! " 1 3 

.1\~? c\~aJ (al 
V2:i 

·\:") AV;J ~\L''.i l ;; 1 

0 _Q 0 
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Si oP'I esL l'élément de matrice de la transformation effectuée sur les 

coordonnées (xµ= Opqx'<f) les A';'.'.: avèc u, ~, = 1, 2, 3 sont des expres-
sions bilinéaires que l'on peut représenter avec nos matrices 2.P par 
l'expression 
(93) [\;(:/,=[OtkS,,S,.,0,,,/;J, 

l, ,n, n est une permutation paire de 1, 2, 3; la ma tri.ce Ë.,. s, 1• n'agit 
<pie sur les indices k des on ou Om1,, on a par exemple 

Voici une autre démonstration de l'invariance relativiste. Partons de 
l'équation ( 68) soit 

Si l'on effectue sur les coordonnées la transformation op,1 les J,1 se 
> 

transforment comme les coordonnées, soit 
Û'/ :_:: o'/ ,, a;, : 

en posant:::'.,= oq,,E'1 il vient 
(91!) 2; d' 1 <.y1.= s11 W,, 

or, on peut vérifier que l'on a 

(95) 

en designaut par O la matrice d'élément op,1 et par A~,\ )!inverse de la 
matrice (92 ), ( g4) peut donc s'écrire 

r •"/( •\-1',I, ) - r (0-1 •h ) .::.,, u ;,_ :a)'fk ·- co 'Pf. 

et en posant 
et 

on a 

qui a bien la même forme que ( 68). 
Pour démontrer l'invariance de l'équation ( 14) on opérerait d'une 

manière analogue en tenant compte de la relation 

(gG) 

b. DeuxÙ'me type de variance. - On pent écrire ( 69) et (75) sous 
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une forme tensorielle différente de ( 89) el (go), en adoptant en effet 
la correspondance suivante entre les indices matriciels k et les indices 
tensoriels 

t,,, 
011., = Ow1, Ou, 

les équations ( 69) et ( '75) s'écrivent 

(98) 

(dpt,,- aq~p) + ( ùA,,- ù,,tp) = <11,u,, 
- a,,'f''= <llu. 

t 11 =dq01"1+ dP00 • 

On voit que les ~1, se transforrnen t comme un quadrivecteur; les <P" et 
les 0" se transforment comme un tenseur antisymétrique self-dual; les 
<J>~ et 0, sont des invariants. 

Ceci est dû au fait que l'on n'a pas seulement la formule ( g5) mais 
que l'on a aussi 

(99) 

la matrice A1, 1 a pour expression 

( 100) 

[cette dernière expression est différente de (93) puisque l'on a 
au lieu de E4 E11,]. 

V. - Possibilité d'application des matrices E1, 

en mécanique ondulatoire. 

Nous admetlrons qu'il faut 8 fonctions d'ondes complexes 01, et ci>k 
pour décrire la particule; chacune d'elle devra satisfaire l'équation 
du second ordre ( a~ - k:) ( ) = o qui admet pour solution l'onde 
plane de M. Louis de Broglie, et la densité de probabilité de pré-
sence devra s'écrire ([01.0,.]+[~Z+dl; son intégrale devra être 
constante. 
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Les vériLables équations d'ondes sont du premier ordre et l'on peut 

les écrire sous la forme 
( 10 J ) 

( 1 02) 

/,. _ 2 'IT lllo C 
•o- --,l-, 

En multipliant ( IO 1) par l'opérateur 2; ù'1 et ( rn:~) par l'opérateur 
s'1 à'1 on en,déduit les équaLions du second ordre 
( 103) 

Les équalions conjuguées de ( 101) et ( rn2.) peuvent s'écrire 
( 1 Üj) lllf rl'i E,1 = - ko or 2,,, 

+--
( 105) 

En posant 

Multiplions (rn1) en avant par <I>; et sa conjuguée (104) en arrière 
par cl.>1;; après addition on obtient • 

û,tl 1>J ê'1 •J>k] = k,, j [ cl>j'. Eo 01, 1 - l Oj( 20 Wd ) . 

D'urîc manière analogue, à partir de ( rn2) et de sa conjuguée ( ro5) 
on obtieul 

d,,[0).2'101'1 = koi [Oi2o•J>1,l- l 1>f2o(h l l-

Par addition de ces deux dernières équaLions on obtient l'équation de 
continuilé 
( IOG) 

On voit que la densité de probabilité de présence a bien l'expression 
iudiqut':e au début cl si l'on impose aux fonctions d'ondes la condition 
de s'annuler aux limites, son intégrale est bien une constante. 

Voici une autre représentalion qui utilise des matrices 11 8 rangs el 
qui a l'avantage de réunir les deux équations (101) et (102.) en une 
équation u11ique; nous définirons 4 matrices yP ù 8 rangs avec nos 
111at.rices s/! et 2;, par le tableau 

( 1 07) 
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Chose remarquable, ces 4 matrices obéissent aux conditions de Dirac 

(108) 

y O désigne la ma tri ce unité à. 8 rangs. 
Les 8 équations d'ondes sont condensées dans la formule 

(mg) [
-, À'7 -- V /,• ] ,1,, -- 0 i'/u 10•0 y,~-. 

La correspondance entre les 8 fonctions précédentes 6,, el <l\, et les 8 
fonctions Uh est la suivante 

j 

Les équationss conjuguées s'c'.:crivent 

( T 10) iJ) }.- U r fj ' 0 l O -,I.X~ ,,,,., -+-" /,· l - () 
l _-<,- 1 1 -1 

en posant 

D'une manière plus explicite, les équations (rng) s'écrivent 

- ù,l)i,- â 2 <.f.,,+ (/:•+,,+ r\4':;= ko4'1, 
û, 'fi; - à, 'fis - d:: \fi:;+ rJ., \fin= ko l)i,, 

•• di \f'G + d2 4i:; -- Ù:: 4's + rJ, 4l7 = ko \fi:, 
- Ù14', - rJ,'f,;- ù,,l)i;- ù,,h-= k114'1,, 
- rJ, 'f•, -L rJ,,.J,,- à;'f, + rJ,, 'f, = kol)ic., 
- d1 'f::- ù,l)i, + rJ,14'1 + Ù,,41,= ho'fn, 
. d, 1.fi, - à, 41, - d::'f•, + dr,'f:: = koy7, 
- d1 <.p, - d2•.p,- d::,.j;::- â,l/;1, =--= ko'fs· 

Avec cette représentation les calculs sont beaucoup plus rapides; en 
multipliant ( 109) en avant par et sa conjuguée ( 110) en arrière 
par ~1" puis en additionnant on obtient l'équation de continuité sous 
la forme 

dd 'f'Î:'y'1 y;1, 1 = o. 

On voit que la probabilité de présence a pour expression 
k=S 

f,l,X,.,1!.!.,kl=[w*•( !.!.,,j="\"' W~. l'-f/,j 1 1!. 0 1, rJ.. 

k= 1 

Enfin en multipliant (109) en avant par l'opérateur [yqà'I+ y0 k0 ] on 
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voit que les 8 fonctions d'ondes obéissent aux équations <lu second 
ordre 

(Ji- kii)'h= o. 

Malgré la condition de Dirac ( rn8) et malgré la forme ( 1 og) tout à 
fait analogue à celle de Dirac ou notera que l'on peut attribuer aux 
fonctions d'ondes une variaucc tensorielle; on peul adopler l'un ou 
l'auLre des types de variances dont il a été question dans le chapitre 
précédent. 

Cette élude a été faite sous la direction de M. Louis de Broglie i 
nous lui adressons ici nos bien sincères remerciements pour ses 
précieux conseils. 
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