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Proprictés et applications de [ matrices nouvelles .

relides aux matrices de Dirac ;

Par Emice DURAND.

(Faculté des Sciences de Toulouse).

Les relations entre les formes bilinéaires construites sur les matrices
du type Dirac ont é1é signalées par Pauli ('); elles ont fait I'objel
d’une séric de Mémoires de Kofink (*); M. O. Costa de Beauregard
a mis en évidence leur forme tensorielle d’Univers (*). M. G. Peliau
a moniré qu'on pouvail les établir & partir des matrices a deux rangs
de Pauli (*) et qu’on pouvait les écrire d’une maniére trés condensée
en se placant dans un espace a cinq dimensions (*).
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2 EMILE DURAND.

Dans cetle élude nous indiquerons une maniére plus simple el plus
méthodique pour établir ces relations el nous en donnerons de
nouvelles; nous montrerons que, tensoriellement, on peut loules les
déduire de quatre d’entre elles; enfin, nous indiquerons une nouvelle
écriture Lres supérieure a I’écriture tensorielle d’Univers.

Ce sonl ces derniéres notalions qui nous conduirons a introduire
dans les diverses Lhéories géométriques el physiques qualre malrices
d’un Lype nouveau qui jouissent de propriétés remarquables et qui
ont I'avantage d’éire directement reliées a celles de Dirac.

I. — Les relations entre les formes bilinéaires
construites sur les matrices du type Dirac.

1. Dirxitions. — Soient f; et g, deux groupes de quaire fonclions
uelconques; k=1, 2, 3, 4. Désignons par o et 8 deux mailrices
q ) )y 25, 9, g
quelconques de rang 4, on pose par définition
m=—h n—h

(1) fka :Z/;uamka 5g'k:Z@lx’ngu'

m=1 n—1

Considérons la multiplication suivante suivie d’une sommation sur

I'indice &
—
Z_fnz 11}!/{(?“'11 Sn :Z <_fln 2 Xk 5/(‘11&’11) .
k

m,n k

Si I'on remarque que 2“"”‘ {1, est le lerme général de rangs m, n
Tk
de la matrice produit des deux matrices « el § on peut écrire

pAVACHERL

Cest celte derniére somme que nous représenterons par le crochet

symbolique
[frad 1]

dans lequel il nous arrivera méme de supprimer les indices £ et les
lettres /et g quand il n’y aura pas de confusion possible. ‘

Nous définirons les opérations multiplication en avanL de (3g;
par /.« ou multiplication en arriére de f,« par 3g, comme étant les
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opérations qui conduisent au crochel symbolique précédent; ce sont
ces opérations que nous utiliserons couramment pour obtenir des
grandeurs bilinéaires.

2. Cnoix pEs MATRICES DE BASE. — Il esl commode de faire un choix
pour les quatre malrices de base du lype de Dirac car les formes
bilinéaires ont alors une expression bien définie et 'on peul effectuer
sur elles Loutes les opérations nécessaires; il est facile ensuite de
montrer que les résultats obtenus ne dépendent pas du choix parti-
culier effectué. '

Si 'on veut que ces formes bilinéaires représentenl une grandeur
géométrique ou physique donnée la complexilé des fonctions /; el g,
qu'il faul adopter dépend du choix des quatre matrices fondamentales.
Les quatre matrices {3, suivantes correspondent aux fonctions les plus
simples p =1, 2, 3, 4 de gauche a droite

ces quatre malrices satisfont les conditions de Dirac
. BpBy+ BgBp=20,,3

ol (3, est la malrice unilé a quatre rangs.

Désignons par §,,. . la matrice oblenue par la multiplication des
matrices 3,3,3, ; la multiplication des quatre mairices de base
conduit & 16 matrices distinctes que 'on peut ranger dans le tableau
ci-apres

B b
51 ﬁl;’ @n ﬁ-_l.'. (6::.1
@ Iz I

4 P12 [Pien

(2) B

Pour simplifier 'écriture nous introduisons dans les formules les
matrices duales, surmontées d’un trait, définies par les relations

= 1 — 1 o 1
s [y Lrs — Bpprs
@/"’ 2 Emrsid”™ Pr= 6 Epyrsid?" @o—‘ i;/" Epyrs P



[anutees W omenn M mnaes I s | ~—

4 EMILE DURAND.

&,s est 'indicatif de dualité; il prend la valeur (4 1) ou (— 1) suivant
que pgrs est une permultalion paire ou impaire de 1, 2, 3, 4; il est
égal a zéro si tous les indices ne sonl pas différents. On convient de
faire usage de la régle de sommation du calcul tensoriel d’Univers.
D’une maniére plus explicite cela s’écrit

B;: == rp)wln E: @zwm
mzﬁum @7:_51237

By=PB2u  (u, v, w permutation pairede1, 2, 3).

W ™™

| P
e | -

Avec ces matrices les 16 formes blhnealres [fiBgr]=|f] ont pour

expression

= fisgs— Lg— L& fisd [Bul=[ fis+ Lo fisi— fis);
= fisge+ & — [ig— figsh (Bl =[— figs+ Losit [fagi— [ig&:),
= figs+ fogi+ fisi+ fis:), [Br]=] flé’-z-' Sogi+ figi— figs),
J=— s+ g+ g — i8] [Bul=[—ifigo—ifigi— ifsgi — ifigs)s
]:[ 18+ ifagi— tfsgi+ i gl [B2]=[ lﬁol“‘floﬁ"“’ﬁgﬂ—“ﬁg’vjy
I=1—ifigi—ifigi— ifiga— ifignls (Bl =1 ifige—Usn— g+ ifigi),
I=1 fisi+ifge—ifigs—ifigd, [B] =1 figi+ fgat figut figh),
A== figs+ fisi— fige+ fig) Bl =1—ihs— g+ g+ ifige)

ey

Dans la théorie de I'¢lectron de Dirac on a I'habitude d’utiliser
d’autres matrices de base «,. (Vorr Louis de Broglie; L’Electron

magnétique, p. 227.) Elles sont reliées & nos matrices 3, par la relation.

(3) . b‘[):J\BpA—+;

A est une malrice unitaire (AA*=1) qui a pour expression

(4) A=

N
~.
I
-

I
‘On a aussi

Bp== Ara, A = Ata, A,

Voici 'expression des quatre matrices «, (p =1, 2, 3, 4 de gauche
a droite)
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Quand on passe de la représentation 3, a la représentation «, on voit
que les grandeurs bilinéaires ne changent pas si l'on choisil de
nouvelles fonctions g/, et /, liées aux anciennes par les relalions

Ji=fid = Age
On a en effet

(fBrg)l=[fAT o Ag] =[S 2pg )

5. Reration ronpamentaLe. — Désignons par P, Q,R;, trois groupes
de quatre fonclions quelconques; on a I'identité fondamentale

() D[QB,PI[RE,P]=[QBP][RE,P]—[QEP][REP];

n=1

il est facile de le vérifier avec les expressions données dans le pafa-

graphe précédent pour les formes bilinéaires construiles sur 8, 3,, B,.

Cette indentité ne dépend pas du choix des quatre matrices de base;
si 'on prend quatre autres matrices y,, Pauli a montré que I'on
pouvail lrouver une malrice unitaire S & quatre rangs telle que
Y,= S~'B,S. Chaque produit du type [Qy,P][Ry,P] sécrit
alors [QS™*3,SP |[[RS~*(,SP] ce qui, au fond, n’est pas différent de
[QB,P][RB,P] puisque QS~*, RS~*, SP sont encore trois groupes
de quatre fonctions qu’on peul égaler a des fonctions quelconques par
un choix convenable des Q,, R, P;. .

S étant une matrice & quatre rangs on peut toujours intercaler SS*
entre la matrice figurative 3 et les fonctions P,. Comme S~ P, peut
encore élre égalé & quatre fonctions quelconques on en déduit que l’'on
peut toujours introduire une matrice S a4 quatre rangs entre 3 et P,.
Pour les mémes raisons on peut en placer une autre entre 3 et Q, et
une autre entre ( et R,. De (5) on peut donc passer a l'identité
suivante qui nous servira de point de départ pour établir toutes les
identités que nous avons en vue

(6) DIQBLEP|[REuB,PI=QBLEP | REu3,P] —[QBLEP][RExE,P]:

p=

B. et 3, désignent deux quelconques des 16 matrices f.
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4. Lgs mentitis ouADRATIQUES ('). — On les déduit de I'identité (6)
du paragraphe précédent dans laquelle on fait (*) Ry=Q,=fi;
P,= g;. Tous les crochets sonl alors du type [ /;3g.] et pour alléger
Pécriture nous les écrirons simplement | 3].

Comme il y a C}, combinaisons {3, f telles que 3,5 (3, on pourralt
s’altendre a 120 1dent1tes, en fait, 11 n’y en a que 30 qui soient
distincles, chacune d’elles étant donnée par qualre combinaisons
différentes. .

L’équation (6) contient six produits du type [ ][ ]; mais
quand Q=NR, il y en a deux qui se détruisent, 'si bien que les
identités n’en conliennent plus que quatre; il y en aen tout 4 >< 3o=120
qui sont tous différents, ce (ui épuise toutes les combinaisons. En.
outre il y a 16 combinaisons telles que 3,=0,, qui donnent des
id®ntités toutes distinctes contenant six produits chacune.

a. Forme tensorielle d’Univers. — Si p, ¢, r, s désigne le jeu des
indices tensoriels d’Univers et si 'on fait usage de la regle de somma-
tion pour les indices muets, les 3o identités rectangles peuvent étre
condensées dans les huit équations ci-aprés

1. %[BMH@W] — [i@o}[ﬁl (P, P)s
2. [B])[F7]= [B8.18r] (7, Pq5 0 P);
- LB ey =31 er] (7> P93 0 P);

(o) (B (B[] = (gier) =8 llE) (pas BT prsoar)s
5. [ (2= [BJ[a+ 18137 (p3 050 pgi P 7)

(8,1 [B7] = [g1[e] (0,3 ¢ P9);

T[] [Br] =—[8.][6] (0, P; § P9);
8. [B] [P

27l =o (0, 0; pq, Pq);

(') E. Duranp, C. R. Acad. Sc., 1. 220, 1945, p. 517-520.

(*) L’identité du type plus général ou les R; sont différents des Q sert a
établir d’autres identités ou figurent des dérivées partielles; voir par exemple :
Korink, Ann. der Physik, t. 38, p. 436; Costa pe BEAUREGARD, Thése, Paris
1943, p. 61 &4 66; G. Periav, Journ. de Math., . XXVI, 1947, fasc. 1. Nous
n’étudierons pas les identités de ce type.
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On a indiqué a droite du tableau les combinaisons des indices L, M
qui conduisent a I'identité se trouvant sur la méme ligne.
Les 16 identités carrées s’écrivent

9. 1B — 3] =18,115] (o),
10, (B =[5, 1 =1Br]( 8]+ 15 (r)
(8) 1. (3, |"“[ ,,,/]‘:['3 2‘*‘[‘3'/]2"*‘[1{1]2“"[;6:]2 (Pq)s
12. [6/']- — 2] —[HM“ J/"/] [l3_0]2 (P)
13. I.I ul — 3] :[I@ﬁl[r)’"] ().

Par addition ou soustraction de ces derniéres identités, on obtient
une nouvelle famille d’identités a huit produits du type [[By][Bx];
en voici deux

(9) Bl + 8] [37 ] =o,

L
(10) 5 L3y BP0 15,] +IH0] = 0.

L’identité n® 4 n’est pas valable pour p = ¢; mais on-peut réunir
les n* 4 et 10 ainsi que les n> 4 el 12 dans les équations générales

(1) [Brr) | B = [27] 3] — [J/’][S'/-I 371 By I

(12) [Br {30 == o ][ B ] — 18] 8] — or[[B ]
Par soustraction des identités (11) et (12), on obtient
3y HEPIET =165

SO R O | D IR EN S EA R

On peut metire (13) sous une forme plus syméirique qui met en
évidence les corrections de traces

(14) (][] — 2o B8] = 81180 ] — (B ][ 7]

On nolera que le premicr membre de (14) a méme forme que le
tenseur de Maxwell.
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L’équation (14) est la contraction d’une équation tensorielle plus

générale qui s’écrit

@ - (FIFl= w115
(1)) — (] 7)
+8ps{[r3v][@] (871 (8]
wor{[B][B] -1 ] LB
+ { opa ors — ch qr }

Par contraction de (15) sur pret gs, on obtient

(8,181 — (Bl [BP ] =2{(Bs 12— [B ]}

qui résulte aussi des identités n** 9 et 13; par contraction sur r et s on
retrouve (13); quand p=g¢q, r=1s, on retrouve l'identité n° 11 en
tenant compte de I'identité n® 13.

Montrons maintenant que tensoriellement, on déduit toutes ces
identités de quatre d’entre elles, a savoir les identités n> 5, 8, 9, 13.
L’identité n° 5 peut s’écrire sous la forme - :

(16) [{3,,][(3(,] [Bq] [r)p]'*‘ Bo] [5/)0]‘*‘[50] Bps]=o.

Pour la commodité de I'écriture, nous introduisons le tenseur B#?
défini par A
B — 1Bt Brr=—{1pr][B7] = [B7][B7] ],

ainsi que son dual B*. En combinant 'équation (16) avec sa duale,
on en déduit

(17) [Brr] = [ By IBr7— [ Bo]B7.

On vérifie sans peine que 'on a
[8,BP7=|p,|B"=B,,B/7=BrrBr; =B"Br;=0

et des idéntile’s n* 8, 9, 13 on tire

Br B+ BrrBY; = — or, B,,Brt—=— 2;

(B Brr=—[B] B |Brr=—{[pr]

On voit alors que la multiplication contractée de (17)etde sa duale
par [B4] et [{,1] conduit respectivement aux identités n° 7 6, 3,
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La multiplication de (17) par sa duale conduit a I'tdentité n° 1. La
multiplication contractée de (17) par [(3,,], [87;] conduit & (10) et (11).
La multiplication contractee de la duale de (17) par [ (7] conduit

a(rz).

b. Forme wvectorielle d’espace. — On utilise les trois vecteurs
>

d’espace [8,‘], [Hm]? I:lJ“,‘] [Bm .] les indices u, ¢, & prennent les
valeurs 1, 2, 3; u, ¢, w, est toujours une permutation circulaire de 1,
2, 3. On .utilise le méme numérolage que pour les relations de forme
tensorielle; de petits indices placés au bas du grand montrent
comment une méme équation tensorielle se décompose en plusieurs
équations vectorielles.

On a d’abord l'expression des six produits scalaires des quatre
vecteurs pris deux a deux

2, [ [Ban ] =—[Ba1154)
. [z ]lB] = reals)
6. (8] [Ba) =—1Ba11B:],
. [6v]) [B] = [BII5

On a ensuile 'expression de six produits vectoriels

2 [Bued A L] =1
B (2] A2 =g,
|
(

IL2

16
s (5] Als] = _@.1.1[ | ][@_mi],
Bras. B d ML) =188 + (BB
6res [3e] Alewr] =181[50] 1860,
T [e] alBe] =18alan] < e1[520)
puis 'équation unique de son genre '
e [zu] a1l = 1801 (3] + 8.1 [527]

[l reste alors les identités 4,;, qui ne pelivent étre mises sous la forme

Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 1, 194g. 2
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vectorielle; on peut les condenser dans la formule explicite
| B || B | - | B [ B ] = [ B | 8] = [Bu] [ B2 ]

Parmi les identités carrées nous ne donnerons que celles qui
expriment les longueurs des qualre vecteurs, soit

—>72
(3] = 16— l)o]’ (51,
—>T2
Bd == (Gl (31 — D,
(6] = [EF—rar - IAT.
[Bus =~ 18— [EF+[&]

c. Forme analytique nouvelle (*). — Nous allons montrer qu'il y a
intérét, au moins pour la question qui nous inléresse, & désigner les
16 matrices 3 du type Dirac par la lettre 6, a deux indices, la corres-

pondance avec les notations précédentes étant définie par les tableaux
ci-apres :

w

'LD

@!

| ;Ch

@
3;

(31 5;31@ l.[gg:” {32:: by by /11: by,
5, (3, (32, B sy bas by by
i3: 17;3:;'» 1:5313'. ;611 e b3y b::-z D by,
— .Blzn —_ iﬁlz:ﬂ /.Sn 160 b',.l b’.-: by . ,).u.

Toutes les matrices b, sont réelles; celles qui contiennent une fois
I'indice 4 sont antihermitiques, les aulres sont hermitiques; dans la
quatriéme ligne (ou colonne) la derniére matrice est égale au produit
des trois premiéres; elle est égale au produit des trois premiéres
changé de signe pour les trois premiéres lignes (ou colonnes).

Avec les notations b, 'écriture des idenlités précédentes est consi-
dérablement simplifiée; on peut toutes les représenter par les trois
équations '

="

(18) . E[I)I”'] [b’l"] :\/m 6p//,
(19) D L] [rg] =V B8,
(20) (1) Lbyi) = [y (5] | =75 {1 bma][ ] — [ B[] -

(') E. Derann, C. R. Acad. Se., t. 225, 1947, p. 280.
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Il faut prendre le signe () ou (—) dans (20) suivant que pgrs et
ijkl sont des permutations de méme parité ou de parités différentes;
A désigne le déterminant des | b,,]. Les équations (18), (19), (20)
représentent respectivemenl 10, 10 et 18 équations ordinaires
distinctes.

Pour justifier Papparition du coefficient /[ A|, il faut d’abord écrire
les relations précédentes a huil termes carrés de maniére qu’il y ait
quatre de ces derniers de chaque coté du signe égal; pour les identités
4 six termes carrés on ajoute un méme terme de part et d’autre du
signe égal pour retrouver la forme précédente; on voit alors que toutes
ces sommes de quatre termes carrés ont une valeur commune; ce sont
précisément les sommes des carrés des termes des lignes ou des
colonnes du tableau des [4,,]. Les autres relations indiquent que les
produils terme a lerme, de deux lignes ou de deux colonnes sont nuls.
1l en résulte qu’en élevant le déterminant des [6,,] au carré, onobtient
un déterminant diagonal dont chaque élément est égal a la valeur

commune précédente; cette derniére est donc égale a \/m

Les trois équations précédentes ne sont pas indépendantes et 'on
peut aisément déduire deux d’entre elles de la troisieme; on peut
simplifier encore en donnant une équation unique trés simple qui
entraine automatiquement les Lrois équations précédentes. Cette
équalion est la suivante

(21) VIAT[ 0] =By
B,, désignant le mineur de[b,,] dans le déterminant. On a, en effet,

pour un tableau carré a quatre rangs avec des éléments | 3, | absolu-
ment quelconques les identités suivanles :

r—=ah

(22) 2 [6r]Byr=A8,,,
: r=1
(23) Nbr]Bry=A3,,
r=i
(24) " | 6pi | Byi— [,}/7/']B’/f — “’r/"] B, — [l"//']B/'i —

[ [)I‘/\'J “.rl - l [)I'/ I I;.\*/c o I bpk_| Bxl - [bpl] Bxk
‘\el'l b/'i f | l’pi |VE/» B,,,-B,,,-'
) )-'r [ bl‘kJ [ bl‘/{J Z‘r Bl'l Brl

-

il
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Dans ces conditions, on voit sans peine que larelation (21) entraine
les relations (18), (19), (20).

Pour calculer V]A| il suffit de prendre la somme des carrés des
termes d’une ligne ou d’une colonne; par exemple

\/rA—l:[,B-z::j?—‘r‘ [Bas P+ [Buz ]2+ [Bo]%;

les crochets sont du type [ f:5g:]-
On vérifie sans peine que y[A] peut aussi se mettre sous la forme
remarquable suivante

(25)  V[A] = lﬂ@ Sellgrpos)l =111+ i+ L1+ 1181+ 81+ 81+ 81
II. — Définition et propriétés des matrices ¢,. -

Voici I'expression des quatre matrices ¢, (p=1, 2, 3, 4 de gauche a
droite)

—1 —1 . —1 —1

Ces matrices obéissent a des conditions qui rappellent celles de

Dirac, soit
(26) €he,+ EhEp=EpEr—+ €165 =28, Opy;

¢, désigne la malrice unité a quatre rangs; ¢, désigne les matrices
adjointes de ¢, qui sont égales ici aux matrices lransposées puisque
tous les éléments sont réels.

Le produit de deux de ces matrices ¢, est asymetmque, €,6,5% ¢ 23
le produit ¢,¢, représente donc 16 matrices distinctes qui sont précise-
ment les 16 matrices b,, précédentes du type Dirac que nous avons
groupées dans un tableau carré

€peq==py-
Nous pouvons donc maintenant justifier la notation b, que nous avons

substituée a la notation {3, . pour les 16 matrices 3.
Si nous avions utilisé les 16 matrices « liées aux matrices {3 par la
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relation (3) nous aurions pu les grou;er aussi dans un lableau carré
comme les matrices { et les désigner par la letire @, a deux indices.
On peut obtenir aussi ces 16 malrices par la multiplication asymé-
trique de (ualre aytres malrices de base V, liées aux matrices ¢, par
la relation

(27) V,,:z\S,,A"'.

On a en effet
Upy = NOpy AT == Nepe, A= Agy At Agy A=V, V,.

Voici I'expression des (uatre matrices V, (p =1, 2, 3, 4 de gauche
a droite)

Dans les applications (jui vont suivre nous utiliserons de préférence
les (quatre matrices ¢, dont tous les termes sont réels. V0101 quelques
aulres propmel(,s des malrices ¢ €y 0N A

€ e 8 e =1,
() si pgrs est une permutation paire de 1, 2, 3. 4;
(—) » » impaire de »

On notera (ue ¢, =¢.

Plus loin, nous aurons & associer aux matrices ¢, et =7 des matuces
surlignées délinies par
(29) Ep—=— ELEpEy,

F—

&) —— 5_4.57/-5.',.

On a les importantes relations

8/,8,,:51/&’,,, Sl,c,/ €,/ ¢/,

Malgré 'analogie des conditions (26) avec celles de Dirac, 1'usage
qu’on est amené a faire des matrices ¢, est toul a fait différent de celui
des matrices de Dirac. L’opéraleur ¢,07 appliqué a des fonclions
d’ondes leur conféere des caractéres tensoriels d’Univers bien définis
alors que 'opé¢rateur de Dirac (3,07 conduit & des spineurs. ‘
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Chaque fois (ue dans une théorie on aura des fonctions d’ondes qui
seront des tenseurs, on pourra songer a utiliser les matrices ¢,; nous
verrons ainsl (ue l’on obtient une représentation remarquable des
formules de '¢lectromagnétisme classique.

L’opérateur 3,07 de Dirac ¢levé au carr¢ donne l'opéraleur
Dalembertien 0/; avec les matrices ¢, on a entre les opérateurs ¢, 0"
et ¢, ' la relation

(e, 0r) (5 07) = 9}

q?’

Cette remarque nous ameénera a indiquer une possibilité d’emploi
des matrices ¢, et de leurs adjointes ¢, en mécanique ondulatoire.

Mais avant d’aborder ces théories a forme tensorielle nous allons
donner une nouvelle représentation des rotations d’Univers elles-
mémes grice 4 ces mémes matrices ¢,. Nous allons généraliser les
paramétres d’Olinde Rodrigues et représenter les éléments de la
matrice de Lorentz générale par des formes bilinéaires.

III. — Généralisation des formules d’'Olinde Rodrigues
et nouvelle représentation des rotations d'Univers ().

1. Lgs pARAMETRES p’OLINDE RODRIGUES ET LES ROTATIONS SPATIALES. —
Considérons les deux systémes de coordonnées cartésiennes OX, X, X,
OY,Y,Y, ayant méme origine O (fig. 1). ’

(') E. Durano, C. R. Acad. Sc., t. 225, 1947, p. 375.



(32)

(33)
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Sil'on considére la matrice B, ci-aprés

cos( Yy, Xy) cos(Y. Xy) cos(Y; N;) o
cos(Y,, Xu) cos()Vs No) cos(Yy, N2) o
COS(Y—I’ \‘) COS(Y;’; X’I) ('()S(Y::; \") (6]

b

(30)
0 (8] (6] I
On sait que 'on a entre les coordonnées X, el Y, la relation
(31) X,;:B////Yl/ (P, g =1, 2, 3, 4)5

on ulilise la régle de sommation sur les indices muets.

L’¢quation (31) peut se décomposer en

N, = B, \" (uy, 0==1, 2, 3),

Ni:= Y, (le temps est le méme pour les deux systémes).

Si le deuxiéme sysiéme Y* est défini par rapporl au premier X“ a
I'aide des angles d’Euler ¢, 0, ¢ la matrice précédente prend la forme

[cosg cosn!; —singsingcosl] [—singcosy —cosgsingcosl]  [sindsin |

] O 0

cosg sin ¥ + sing cosd cosf] [ —singsing -~ coso cosbeos| |[—cosdsin 0]
[sm sinf) | [ cososinf) | [cos0) |

Si 'on définit le passage du premier systéme au second en donnant
les cosinus directeurs p., (v =1, 2, 3) de 'axe de la rotation el la

grandeur 0 de I'angle, on a la matrice

[23(x—cos0) +cosO]  [7 2s(1-—cosO)—Agsin0] |2
(1 —cos0)-2;8in0]  [23(1— cosO) - cosl] [2
2l (1= cos0)—2,sin0]  [2.2,(1 —cos0)-: 2ysin0] |

O 0 8]

125 (1—cos0) -2y sin 0]
223(1—cos0) — 24 sin 0]
25 (- cos0) + cos]

Au lieu des éléments B, des matrices (32) et (33) les géométres
utilisent souvenl des expressions biliné¢aires plus symétriques formées
avec (uatre parametres [, (k=1, 2, 3, 4); si les paramétres /, sont

normalisces, c¢’est-a-dire s1

fomh
(3%) 3l

k=1
-

c o C

- C < 0O
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la matrice des rotations spatiales prend la forme

B2 a(lid1y1) o (Ll —1,1) o

(35) a(lily—1,0) —U+ 0B l2 o(lili+1LL) o
2 (L b+ 1,1)) o(lly—1,1)  —U— Bl o

(o] 0 0 |

ce sont les formules d’Olinde Rodrigues.

Si les parameéltres /, n’étaient pas normalisés il faudrait diviser lous
les éléments de la matrice (35) par (& + L+ L+ 4) ().

On vérifiera sans peine que les ¢léments B, de la matrice (35) sont
les formes bilinéaires [/.6,,4,] construites sur les matrices b,, des
paragraphes précédents (/.= f,= g,). Nous les avons précisément
choisies pour (u'il en soit ainsi.

Si 'on veut que (35) soit identique a (32) il faut prendre
o ¢

) ly==— sin—sin *—F,
2

e —U

.0
{, = sin — cos
2

- (36) |

I

+

2
P +¢ o
2

. 0
[, == cos - sin ’ {,== — cos - cos
2 2

2

Sil'on veut que (35) soit identique & (33) il faut prendre

.0 .0 .0 0
(37) 11:_1*15”15’ /.Z:—p.._,sm;, l,»,:—p;sm;, /!,:COS;-
2. LES PARAMETRES COMPLEXES ET LES ROTATIONS D,UNIVERS. -— NOUS

avons vu que Fon peut représenter les rotalions spatiales avec les
(uatre paramétres réels d’Olinde Rodrigues dont un est arbilraire;
on en profite pour imposer aux /, la condition de normalisation.

Pour représenter une rotation d’Univers il nous faudra huit para-
métres, dont deux seront arbitraires, (ue nous condenserons en ualre
parameétres complexes; il sera donc possible d’écrire deux conditions
de normalisation. '

Nous choisirons ces paramétres complexes /, de manicére que les
éléments de la matrice des rotations d’Univers B, soient représentés
par les formes bilinéaires

(38) Byy== [ by li] =4 p, ).

(") Pour les formules d’Olinde Rodrigues, voir AvriLy, Traité de mécanique,
t. 1, p. 150; Koenias, Lecons de cinématique.
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Voici le tableau des B, (p désigne la ligne, ¢ la colonne),

Ply— U ly— Dl I, Dl D50 - Bl 150y Dly— D5l Bl — DLy Il Dl — U5 — I3,
(30) OBl UL — L — 1l =Dl Dl L+ 1%, L4 DL+, — DL+ DL+ 5L — 0
DL+ UL+ DL+l —D - Dl DL — 1, — DL — Bl Bl - L Ply— 50+ — 1L,
— Ol L= L+ L = — B - B+ 15 Ply— 50, — (%1, + IF L, L 5l B L I

D’apreés la formule (13), on voit que le déterminant des B,, sera
égal & 1 si nous choisissons comme conditions de normalisation des /;
les expressions
(4o) [0l ] =Btk ] =1

On aura alors d’apreés (18)
(41) > By Byr= 0,

r=i

qui assure I'orthogonalité de la transformation; on voit que les rela-
lions (19) et (20) qui se rencontrent en théorie de Dirac entre les
densités de valeurs moyennes sont aussi (avec |A|=1) les relations
qui existent entre les éléments de la matrice des rotations d’Univers.

Pour étre complet il nous faut maintenant donner les formules qui
permeltront de calculer les paramétres complexes qui correspondent
a une rotation d'Univers B, donnée ; en posant

(42) (=0 &%

on a les expressions

P‘:_TI;\/ Bii— By — Ba + By, 01 =@, + arctgiH;
5 \o._,-::_é\/——B“—l— B.. — Bs;+ By, cpg:q‘+arctgi]1§—f:%}z—:z;
2y : 3
w 0y == £\/—— By — Bos+ B+ By, @3 @, - arc tgi—%i_—B“‘;
2 ' By — B

0= ; V. Bust But Bt B,  0,=0,.

On voit que les paramétres /; ne sont définis qu’a un facteur de phase

prés o, dont on peut disposer dans chaque cas pour symétriser les
formules.

Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 1, 194q. 3
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Quand le tableau des B, est symétrique, les phases se présentent
sous la forme indéterminée % ; mais en reprenant le calcul on Lrouve
que 'on doit avoir /,= o, ©, quelconque et

B .
(44 0, 7= 0y 4 arc to i —s , ©, == 0,— arc tgi
] T D B T g

T
12

B
Dans le cas, plus particulier encore, de la transformation identique
. ,
B,,=¢,ona
Lh=10,={l,—=no, l,—1.

Voici quelqnes exemples d’application des formules (43).

a. Rotations spatiales. — Si V'on se donne les éléments B,, des
matrices (32) ou (33) les formules (43) conduisent bien aux expres-
sions réelles (36) et (37), c’est-a-dire que I'on retrouve les paramétres
d’Olinde Rodrigues.

Sil'on changeait la représentation en prenant les matrices V, reliées
aux matrices ¢, par la relation (27) on aurait, au lieu de (38)

Bpy= [ apy 1} | = [V, V, 04 1;

les nouveaux / seraient reliés aux anciens par les relations /;, = A/,
ce qui donne

/ Vg g

, I R Y 1, i— ., 0

U= - ¢ * cos—, = —"e SN —»
, Ve 2 Vo
(»15) o o4

] . =i . y 1 it

l,= —1ie 2 s1n — l,=— e * cos—-

Ve > Va 2

On reconnait au facteur prés — les parameétres de Cayley-Klein.
2

Mais, si I'emploi des grandeurs complexes n’est pas une nécessité
pour les rolations spatiales il est indispensable pour les rotations
d’Univers les plus générales.

b. Transformation de Lorentz pure. — Le sysltéme OX,Y,Y, est
animé par rapport au systéme OX, X, X, d’une vitesse de grandeurc3
et de cosinus directeurs A, A,, 2, (fig. 2).
En posant thy =13, on a

shy — -—5—, chy = —I___,
i N

Vi—3
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les éléments B, de la matrice de transformation ont les valeurs

Bu= azu»+ )Lu}\x'(ChY - l) (”7 =1, 2, 3)7

Bu=— Bi.=— il.shy, B, =chy.

Les formules (43) donnent alors

. ~r . ~r ’ . ar ar
(46) =%k, sh+, l,=—=ihssht, =, shi, /,—ch<i.
o 2 2 2 2

c. Produit d'une rotation spatiale par une transformation de Lorentz
pure. — On cst conduil aux valeurs suivantes des 7, -

U 0 5 . 07
lh=—ppesin-ch* 374, cos = — (A — Aopy) sin - | shiy
2 2 2 9 P
(47) PR ¢ 0 ANEY .0 WY
g,——Cli(Ub"): —i*l‘/_‘ ,,p‘,,sm;‘mg-
@
- En théorie de Dirac, les paramélres complexes /;, permettent de donner
I'expression générale de la matrice de transformation des fonctions

d’ondes.

2

5. NOUVELLE REPRESENTATION DES ROTATIONS D'UNIVERS. — L’'écriture
habituelle fait intervenir les formes bilinéaires B,,; on a
(48) X,=B,, Y7, '
(49) Y, = B,,\".
Vdici une écriture nouvelle qui a I'avantage de faire jouer un role

symétrique aux coordonnces X, et Y, el qui est linéaire par rapport

\
\
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aux parameétres /; ou /5 supposés normalisés
(50) e X7l =¢,Y7 (i (X, =det; Y,=icl),
Les matrices g,.0u ¢, opérent sur les indices £ des paramétres /; ou I,
comme il est d’'usage en mécanique ondulatloire. D’une maniére plus
explicite (50) s’écrit : '
X P X e Xy B X, = — Yo by Yo by Y b+ Yo L,
X P X B X B X = Yaol— Yoli— Y, 4+ Y, b,
Xy 4 X e Xy B X = Y Lo Yo ly — Yo+ Y, Ly,
NG P X B Xy P — X = Y b — Yo lo— Yyl — Y. .

(51)

En multipliant (50) en avant par /¢, et par /;¢, on obtient

|'17\fs,,aj]‘lz.']X'/:: [Trepeq 1] Y,

[ leres 81X = [ e, LY.
Et comme on a

[fhepes i) = [l"a,*,a,,llk] == 0,

[heyeplt] = [lregepli] = Byy,

On voit que I'on obtient bien la forme habituelle (48) el son

inverse (49).
Comme on a entre opérateurs les relations

(epXP) (67 X)) = ¢y X} el (e, YP) (e, Y7) =&, YY,
en multipliant (50) en avant par [;¢,X” et par /,c, Y” on en déduit

X¢=B,,XrYs et B, X/Yr=Y/.

Soit
X7 =Y.
L’équation conjuguée de (50) peut s’écrire sous la forme suivante
avec les matrices associées
(52) Ly X==Ute, Y75
<~ <
Les matrices agissent sur les indices ;' des paramétres /, ou [} placés a
leur gauche [voir les définitions (1) ].
Si 'on effectue une transformation unitaire, dont l’élément de
matrice est 0,,, sur les Y, ou sur les X, la forme de I’équation (50) se
conserve.
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Supposons, en effet que I'on ait
Yr—=o01Y,,
(50) devient
(53) X0l =2, Yy,

en posant

'

g, == 048,

on vérifie sans peine que 'on a

(54) == e
avec
my m% - mi omi m, o - my m, o omy
N m} m¥ my  m3 \ — m, ny, = My My
- * * * 'S K - :
my  -— m} my  mj - m, my m, m;
—my —mi —mt m —my —m, —m,; m,

les m étant les paramétres complexes qui correspondent aux élé-
mentls o, de la transformation, soit

0pg = m}eyz, iy |.

On peut aussi écrire .

=i

N Wl
~ 2 * S—
\ ~> e ey, \ =

qg=1 q

A

epErm,

1

I

et 'on notera que les matrices inverses ont pour expression

=i l/_:]
S L Q
(\)—1 “—> ey my, ‘—~\ 2D EeEgmy.

f/_l

i

L’équation (53) peut donc s’écrire en tenant compte de (54) et apres
multiplication en avant par (A )~
(A) ey Xrlt =2, AY" 1y,
et comme on a
A (A)teg=—=cp A
on voit que I'on a, en définitive

S XT(A I =& Y (A g)

qui a bien la méme forme que (50).
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Si I'on avait effectué une transformation unitaire sur les X7 (au lieu
des Y,) on aurait fait la vérification d’une maniére analogue en tenant
comple des relations :

& = oy (et = A=, A, Aegy= a,,(l&“ )*v

IV. — Nouvelle représentation ét forme plus générale des 'équations
de 1’électromagnétisme classique (').

1. LES FORMES BILINFAIRES EN BLECTROMAGNETISME CLASSIQUE. — Nous
considérons ici les formules miicroscopiques de Maxwell-Lorentz; on
sait qu’a partir de ces équations, par le jeu des moyennes, on peut
introduire la distinction entre les champs et les inductions et aboutir
ainsi aux formules de I’électromagnétisme des milieux polarisés.

On a les deux équations de base

(53) » o, Hr1 = ar,

(56) 0,1 =0

qui entrainent I’équation du second ordre

(57) O HP = — (0P at — J7ur),

(a": /‘?W oo V75 ¢, la densité de charge 4électrique au repos; V#
quadrivitesse relativiste) . |

~ On peut faire dériver le champ H”” d’un quadripotentiel A” qui
obéit a la condition de Lorentz

(58) d,A1=o0,

par la relation

(59) WP = gr A1 — 91Av,

(55), (58) et (5g) entrainent I’équation du second ordre
(60) AP =— ar.

Les grandeurs bilinéaires que 'on forme avec H’ et a” sont le
enseur de Maxwell M”77 et la densité de force de Lorentz f*; on a,

(*) E. Durann, C. R. Acad. Sc., 1. 225, 1947, p. 567-569.
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en effet
| I I — 11—
6 M = — |l — 5 or 1 s | = — [t e nne
(61) e |t = Lo | = g [0 a
(62)  fr= #a,,lll"h
|

Le tenseur de Maxwell obéit aux relations suivantes qui ne sont pas
mentionnées dans les trailés classiques .

= M,M,, = \/ [ A 6py,

A désignant le déterminant des M#7; on a d’ailleurs

S T > >\
i e 52 —I1,)2 EIT) y;
VTAT = s LB e (BT

On peut donc le représenter par des formes bilinéaires du Lype de
celles que nous avons étudiées dans les paragraphes précédents avec
nos matrices ¢,. Nous pouvons poser

(63) Mrr = [ Yige, e, Ug |-
Connaissanl les M”7 on peut calculer les ¢, par les formules (44), le
tableau ¢tant ici symétrique, on trouve ()

(64) q;,,:\-/%—_(nﬁils“), Y=o (u=r, 2. 3).
s

Si I'on avait choisi les matrices V, reliées aux matrices ¢, par la rela-
tion (27) el si I'on avait posé
Mpr= [ V) Vi ]
la quatriéme fonction ¢, n’aurait pas ét¢ nulle; on trouve en effet

2

'\l’ll: \/'167'(”“—1_ iE;;),

W, = \/_‘T_[(1|¢+ (E) — (o i1.)],
10T

U= V‘—G[(H,J_5E1)+£(112+i15._.);,
10T

Vo L (B

T \/167?( )

() H,=H,,, E,= iH,;; u, v, w permutation paire de 1, 2, 3.
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Il apparait, comme nous I'avons déja dit que la représentation avec
les matrices ¢, et la plus simple; c’est d’elle qui s’agira dans tout ce
qul va suivre.

Il importe de bien noter cependant que les tensions et les forces
étant les seules grandeurs observables, les « champs » {; ne sont pas
définis; ils dépendent en particulier de la représentation choisie el
contiennent un facteur de phase arbitraire. Le champ électromagné-
tique classique n’est qu'un cas particulier parmi cette multitude de
champs; c’est celui qui correspond aux matrices ¢,

La force de Lorentz est aussi une grandeur bilinéaire que I'on peut.
représenter par I’expression

(63) Jr=(be, @]+ [ @rery,].

Les {y sont ceux qui ont déja été définis par la formule (64); les @,
sont reliés aux grandeurs densitaires précédentes a; par ’expression

(66) O,=— ——a, (k=1,2,3,0).
V8rn
(ai, a,, a; sont réels; a, est imaginaire pure).
On vérifie aisément que ’expression (65) est bien identique a (62).
On sait que les grandeurs /» et M#7 sont reliées par I’équation

(67) Jr=0,Mpr.

Ainsi on voit apparaitre une certaine analogie, au moins formelle,
entre la théorie de Dirac et 1’électromagnétisme classique, les équa-
tions (55) et (56) de ce paragraphe (') correspondant aux équations
d’ondes. ,

Nous sommes donc amenés a adopter pour ces équations une repré-
sentation analogue a celle de Dirac, mais en remplacant les matrices
de Dirac qui ne sauraient convenir par nos matrices ¢ ,.

Clest cette représentation que nous allons maintenant indiquer en
lui conservant toule sa généralité, c’est-a-dire en conservant la
quatriéme fonction {,; nous obtiendrons ainsi une théorie plus géné-

(*) Apres avoir été regroupées en une équation complexe unique (voir le
paragraphe suivant). '
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rale que la théorie classique qui fera intervenir a c6té du champ H»v
les deux invariants Q, et Q,; 1l sera ensuite facile de revenir a la
théorie classique en faisant ¢, = 0; méme si ’on se borne a ce dernier
cas, la représentation matricielle est trés supérieure aux notations
tensorielles tant au point de vue de la simplicité de I'écriture que de
la rapidité des calculs.

2. ForME PLUS GENERALE DES EQUATIONS DE L’ELECTROMAGNETISME. —
Désignons par ¢, et @, les fonctions complexes qui dorrespondent
respéctivement aux champs et aux vecteurs densitaires liés a la
matiére électrisée; nous écrirons les équations de base de 1'électro-
magnétisme sous la forme

(68) g, 074 =&, D.
>

Les matrices ¢, agissent sur les indices £ des fonctions ¢y et ®;,-d’une
maniére plus explicite on a

— ()1'44@— ’)z(-!J::—*—» ()::(-pzﬁ“ ()/.4/1 =@,

6 ()‘LP:: — ()ngv.“ ()::L\’Jl—'?“ ()4(!)2::(1)2,

( )9) — {)lkpz—f—()-_:lIJi— ();;4“,"‘ ();'.b:'.——_ D,

— ()1 4}, — ()-_)ng - ():;L!J:; - ()!. LP' - (I"v'
Les équations conjuguées de (68) peuvent s’écrire (')

(70) Urdre, = dhe,.

Multiplions (68) en avant par {7 ¢, et (70) en arriére par ¢, ; comme
é;,;,: e,¢, on en déduit par addition

(71) Jr=0,M.

JS7 et M étant définis par les formules (63) el (65); ces grandeurs
ont le caractére de réalité propre aux notations d’Univers; M** corres-

(*) Au lieu d'utiliser les matrices associées z, on pourrait utiliser les
matrices ¢, avec les fonctions d’ondes associées i définies par Yg—=1Ufe,; on
écrirait alors

u}fgf('/e,, - — ®%e,.
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pond, au point de vue formel, & la densité de présence dela Mécanique
ondulatoire puisque ¢,¢,=1.
(71) généralise la formule (67) du paragraphe precedent
Multiplions (68) en avant par I'opérateur ¢; ¢; on obtient

(72) 0= &t 91y,

qui généralise I'équation (57) du paragraphe précédent, (72) admet
les solutions retardées

' L dy
(73) w=— 7= 155005,

auxquelles on peut toujours ajouter des solutions de Dalembertien
nul. 4

On peut faire dériver le champ complexe ¢, d’un potentiel com-
plexe 0, par la formule

(74) : &) g;/Ox-: oY,

qui généralise la formule' (59), (74) s’écrit d’'une maniére plus
explicite

Il

— 0,4+ 2,0, — 2,0, + 9,04,
—d,0;— 0,0,4 0,0,+ 2,0,

2,0, — 0,0, — 3,0, + d,0;,
=— 0,0, — 3d,0,— 9,0, — ad,0,.

| L

(75)

[i

¢
¢
s
s

L’équation conjuguce de (74) peut s’écrire
q conjug 74) P
(76) ' 0*()'/c T ==t e.
En multipliant (74) en avant par l'opérateur ¢,d, et en tenant

compte de (68) on trouve que les potentiels complexes 0, satisfont
I'équation du second ordre

(77) . 0710 = By;

Cette derniére équation admet la solution retardée

. d
(78) === 1o

a laquelle on peut toujours ajouter une solution de Dalembertien nul.
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En combinant les équations (68), (74), (77), (73), (78) avec leurs
conjuguées par addition et soustraction et aprés regroupement on
obtient des équations réelles qui ont le caractére tensoriel; pour les
écrire plus simplement, nous poserons :

41“,— \7_:(“1“’ ), ¢, —— \/__ (ctu— bu), 0, = - _SA;(A,, B.);
. - E(u”ﬁ M., @f=—— E.(aﬁ by,  UE= \/T_E(Au—i— B.);
b, = \/.__(..1 —Q), b= e (b)), = \/_(A — By);
T Q +Q),  Or= \7;‘_;((¢¢+ by,  r=— VS_TT(A,,,'»+ B.).

Les grandeurs H_, Q,, a,, b,, A,, B, sont imaginaires pures, les
b (> 2 ) b

we?

autres sont réelles, on a ainsi intérét a poser

(80) hpy= { (0paty—dyery) - ((),,b,, —d, /),,) }, 0 == — d,,u;/, Wy =0, b7,

on a alors les équations réelles

(81) Jd, P+ ()'52,: o,

(82) Q1N 42 9P Q== br,

(83) Wy =[0pA,— 0,0,] +[0,B,— 9,8, ],
(81) Q=—0d,Av, Q,—=—0d,,
(85) A= — ar,

(86) A Br=—10r,

qui généralisent respectivement les équations (55), (56), (59), (58),
(60) du paragraphe précédent.

Sil'on se donne les vecleurs densitaires @, et b, on a pour les gran-
deurs finies (potentiels et champs) les solutions retardces.

Vg de 1 47 dv
) — Ll_ —_— PR
Al—fﬂf,[”“' — -_/ITE._[”[O)I]L )

dy (. dy
Br— —— L Q= ol — o
' ﬁb ’ i /m/ﬂ [o:]s r

i — i—m‘/l’—f'/ Ei_(’ )
4w r
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Avec les grandeurs d’Univers définies par (79) les tenseurs M7 et /7
ont pour expression

(87) Mrr=— ggz{[uﬁiuv;__11w1|4L]4-2[sZIUPv-_szgnﬁv]WF(52;-—szg)avv},
T -

. . | ; — o
(88) jP::7;{[aqHPV+-Q,aﬂJ-[bVHPV+-QZbP L
aqm

On voit que‘le tenseur de Maxwell n’est plus symetrique; sa trace
<%r> (Q7 — Q}) n’est plus nulle.

On retrouve 'électromagnétisme de Maxwell-Lorentz en faisant
B’=o0 ce qui entraine Q,=o0, et en faisant Q,=o0 ce qui entraine
d’apres (84) la condition de Lorentz pour les potentiels.

3. INVARIANCE RELATIVISTE DE LA NOUVELLE REPRESENTATION. — a. Premier
type de varianee. — Les équations complexes (69) et (75) peuvent
s'écrire sous forme tensorielle d’Univers; en adoptant la correspon-
dance suivante entre les indices matriciels 4 et les indices tensoriels

Yo —duw="bas,  i>— Uy,
0> 0,, B> D,
elles prennent la forme
(89) 0y U 4 0Py = .
(90) Vb= (9p0,— 0,0,) — (m)y
| &y =0, 07.

On voit que les trois premiéres composantes ¢,, U, 4y, de ¢, se trans-
forment comme un tenseur antisymétrique antidual (nous appelons
ainsi un tenseur tel que §,, = — q;;,;); {, est un invariant.
Les 6, et lps ®, se transforment comme des quadrivecteurs.
Désignons par A, la matrice de transformation des ¢, : on a
1= i
(91) Ye== Ao =2, ALY,
=1
Ay a la forme
Al A AW o
A (.2",) A_(‘_,"._,) Vs
(92) AGY ALY AL

o 0 o 1
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Sio,, est 'élément de matrice de la transformation effectuée sur les
coordonnées (x,=0,,2') les ' avec u, ¢, =1, 2, 3 sont des expres-
sions bilinéaires que I'on peut représenter avec nos matrices ¢, par
I'expression

(93) [AS = 0meicn i,

[, m, n est une permutation paire de 1, 2, 3; la matrice &,¢, n’agit
que sur les indices £ des oy, ou 0,,, on a par exemple

\(1”1): | 02/:24. &y 031"7| — [_ 031 0:; -1 099055 —— 023023+ 02 0;;|v| .

Voicl une autre démonstration de 'invariance relativiste. I’artons de
Iéquation (68) soit

gy ()'/(!J/g: %! 17

Si ’on effectue sur les coordonnées la transformation o
transforment comme les coordonnées, soil

e les 9, se
1 — o dl/ :

en posant ¢, = o, il vient

(94) g 0=, Oy,

or, on peut vérifier que 'on a

(«)

(95) o= 0,087== 0, A\[!

en désignant par O la matrice d’élément o, et par A Pinverse de la
matrice (92), (94 ) peut donc s’écrire
. Sp ()”'(."\T,,';kp/;): EO(O"'(I);-)
et en posant
Ve= AL et =07,
on a
CNARVIESEN A

qui a bien la méme forme que (68).

Pour démontrer I'invariance de ’équation (74) on opérerait d’une
maniére analogue en lenant compte de la relation

(96) &= 0yreT= Nigg; O,

>N

b. Deuzitme type de variance. — On peut écrire (69) et (75) sous
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une forme tensorielle différente de (89) el (go), en adoptant en effet
la correspondance suivante entre les indices matriciels £ et les indices
tensoriels '

i be>— dps
{)m—>‘ Ouv — Om’n 0'» - OU)
Q> P, = (Dw'n D, — D,.

les équations (69) et (75) s’écrivent

(Opby— dydy) + (0,0, —= 0,4p) =@,

(97) | _ 0, 41—,

(98) v b, = 0,007 + 90,

On voit que les § se transforment comme un quadrivecteur; les ®, et
les 0, se transforment comme un tenseur antisymétrique self-dual; les
®, et 0, sont des invariants.

Ceci est dd au fait que 'on n’a pas seulement la formule (95) mais
que I'on a aussi

(99) &= 0yre’ = Nwe, O,
la matrice A, a pour expression

A= A) =0, AP =1,

(100) AbY

niy’

= IVO[,QSWE& Ol I;

[cette derniére expression est différente de (93) puisque I'on a ¢z,
au lieu de ¢,¢, .

V. — Possibilité d'application des matrices ¢,
en mécanique ondulatoire.

Nous admettrons qu’il faut 8 fonctions d’ondes complexes 0, et o,
pour décrire la particule; chacune d’elle devra salisfaire I’équation
du second ordre (97— #;)( )=o0 qui admet pour solution I'onde
plane de M. Louis de Broglie, et la densité de probabilit¢ de pré-
sence devra s’écrire {[07.0,]+4[{5d,]}; son intégrale devra étre
constanle. : '
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Les véritables équations d’ondes sont du premier ordre et I'on peut
les écrire sous la forme
(101) g, MW=z, Oy,

2T m, e

I

fy= ’

(102) &, 07 0= ooy @y

in multipliant (1o1) par l'opérateur ¢ o7 et (102) par l'opérateur
€97 on enydéduit les équations du second ordre

(103) (D) — k) 0i=0, (09— k2)Dr=o0.
Les ¢quations conjuguées de (101) et (102) peuvent s’écrire
(104) - : O d1e, = — ko 0%z,
<«
(105) 0f rese=— Ik, @z,
<

EEn posant
O =te, = 0%e,.

Multiplions (101) en avant par ® et sa conjuguée (104) en arriére
par @,; apres addition on obtient '
D et | = ey [ O ee 0 | — [ 0, i ] .

D’une maniére analogue, & partir de (102) el de sa conjuguée (105)
on obtient » _
Dy [0iet O] = Ao [ 0ie, @ | — | @2, 04 ] -

Par addition de ces deux derniéres équations on obtient 'équation de
continuilé
(100) Ay [ @Fer @] 4| 0Fer0, ]} = o,

On voit que la densité de probabilité de présence a bien I'expression
indiquce au début et si'on impose aux fonctions d’ondes la condition
de s’annuler aux limites, son intégrale est bien une constante.

Voici une autre représentalion qui utilise des matrices & 8 rangs et
qui a I'avantage de réunir les deux ¢quations (101) et (102) en une
équation unique; nous définirons 4 malrices y” & 8 rangs avec nos
matrices ¢, et ¢ par le tableau

C./'

(107) v=
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Chose remarquable, ces 4 matrices obéissent aux conditions de Dirac
(108) Yp Yo Yo Yp== 27 0 Opys '

Y, désigne la matrice unité a 8 rangs.
Les 8 équations d’ondes sont condensées dans la formule

(109) 140 ks Jhi=o.
-

La correspondance entre les 8 fonclions précédentes 6, et @, et les 8
fonctions {; est la suivante

0,0,0,0,— L}JI H'J:' ‘-,b:e‘!J'. ) O,P,PD,P,— LILI;-, l.!J(-, L!J7 k!Js.
Les équationss conjuguées s’¢crivent
( I ]0) q"? [{3;/ .;/l/ -+ "‘ll) /‘0] =0

en posant
=Ty
D’une maniére plus explicite, les équations (rog) s’écrivent
—d, ‘-Ps — (/2\!J7+ ()::H’J»;"*— (),,&!J_»-,: /('okpu
J, L!"7 — 0, %— d; ‘-!J:s“i" ()»’»4‘0: anb‘lv
— ()1\'—‘.1‘.‘*_ 0, by — d;:\bs -+ 0'..%: /\"olp::,
- dﬂps - dz',b-;— C):;K{h - ()f.H’Jx: /i'nd{!.;
— (), l;/v, —= d-_vL,'J;:_ ().‘:'H‘J'z“’_ d.’. '~Pl — /«”oq/:.;
— 0, L!J:: — ()2d{f, - s LP[ -+ ().tL!J?. == /i'o‘-Pm
d, H’J-z— 024’1 — ():;41.'. —+ quJ:;: /foLPv;
— 014-’1 — d-quz - ()::‘!J:z— ().'.v% = /"04‘3-

Avec cette représentation les calculs sont beaucoup plus rapides; en
multipliant (109) en avant par ¢ et sa conjuguée (110) en arriére
par ¢, puls en additionnant on obtient 1'équation de continuité sous
la forme

Oy iy7du] == o.
On voit que la probabilité de présence a pour expression

k=8
[ el = [l = ¢

k=1

Enfin en multipliant (109) en avant par 'opérateur [y,0” + Yo k,] on »
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voit que les 8 fonctions d’ondes obéissent aux équations du second
ordre

Malgreé la condition de Dirac (108) et malgré la forme (109) tout a
fail analogue a celle de Dirac on nolera que I'on peut attribuer aux
fonctions d’ondes une variance tensorielle; on peut adopter 'un ou
I'autre des types de variances dont il a été question dans le chapitre
précédent.

Cette élude a ét¢ faite sous la direction de M. Louis de Broglie ;
nous lui adressons ici nos bien sincéres remerciemenls pour ses
précieux consells.
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