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Correspondance Méca,U:que classique-1'1écaniqu,e ondulatoire; 

PAn RoBERT FAURE. 

AVANT-PROPOS. 

Ce travail comprend deux parties : 

La première consiste en l'étude de la correspondance entre la 
Mécanique classique et la Mécanique ondulatoire, du point de vue 
des intégrales premières el: de certaines méthodes d'iritégration, c'e 

1qui était le sujet de notre thèse. 

Dans la deuxième partie, nous avons étudié le rôle de l'Hermiticité 
dans la détermination des opérateurs déduits des fonctions des coor-
données et des moments de Poisson de la Mécanique classique. 

Dans son ensemble, cette étude est effectuée dù point de vue de, la 
Mécanique des systèmes. 

CHAPITRE I. 

Pos1TION nu PROBLÈME. 

En Mécanique ondulatoire, l'évolution d'un système est étudiée au 
moyen d'une certaine fonction 11r, fonction d'onde du système. 

On pose 
© 

T. i 
qr = rt e 1,, 
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a et ? fonctions des diverses coordonnées du système et du temps, h. 
étant la constante de Planck. 

DÉTERMINATION DE LA FONCTION. - Cette fonction West, en vertu des 
principes de la Mécanique ondulatoire, solution de l'équation aux 
dérivées partielles 

(r) 

En outre, 1If est une fonction de carré sommable et uniforme dans le 
domaine envisagé de l'espace de configuration. Dans les cas rencontrés 
en pratique, ces conditions entraînent la continuité de la fonction 1V 
partout. 

Dans le cas où le domaine envisagé ne s'étendrait pas à l'infini, il 
faut encore imposer à la fonction 11/ d'être nulle sur la surface paroi. 

FORME nE 1'11A!'!IILTOfüEN QUANTIQUE H. - Terme d'origine cinétique. -
Nous envisag·eons un système mécanique pour lequel les liaisons son~ 
indépendantes du temps. 

On a, en Mécanique classique, 

le 'terme cinétique de l'hamiltonien sera alors, en utilisant les moments 
. àT de P01sson p; = -1 , , 

Uj; 

où 

p.;,, mmeur de ail, dans le déterminant g de la forme quadratique 
en q;, q~,. 

En Mécanique ondulatoire, on admet que le terme correspondant 
sera 1e laplacien dans l'espace Riemannien où l'espace de configu-
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• • h2 , ' ' • raL10n ds 2 = 2T dt 2 = Lau,dq;dq1, au facteur Sn-" pres, c est-a-dire 

qui peut s'écrire 

- ;~, [1.ik,t;.;k~ + ~'!;1c~({ggik)_!__l • 
8i;- dq;Ù(jk \lg dq; Ù!Jk 

Terme provenant de l'existence d'un champ. - Pour que cette étude 
puisse être utilisée dans le cas d'un système de corpuscules soumis 
aussi bien à un champ dérivant d'un potentiel qu'à un champ électro-
magnétique, nous allons admettre que l'hamiltonien est de la forme 

->-
V est un vecteur que nous supposons a priori quelconque; 
L'hamiltonien quantique serait donc 

h' ,- "k Ù" l d ( :- "k) d li " I à T' 
- -. --> .-ik;!/ -- +----= - vg·gz - + -,,,,;.,i ..,i- + 1.,. Sn- dq;dqk \lgdq; dqk 2n-t dq; 

potentiel électrique U, potentiel vecteur V, L; fonction des coordon-
nées q i, r12, q,,, -:. 

APPI\OXIMATION DE L'OPTIQUE GltOMÉTRIQUE DANS L1tQUATION D'ONDE. 
(!) 

Remplaçons 1]/ par a/"-;î; dans ( 1 ). 

Nous allom, obtenir ainsi deux équations liant les diverses fonctions 

( 3) . 

Nous obtenons ainsi deux équations ( 2) et ( 3 ). ( 
Envisageons maintenant l'approximation de l'optique géométrique. 
Su.pposons que le nombre h que nous faisons intervenir dans le 
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calcul soit un paramètre variable. Il est possible d'envisager la corres-
pondance d'un ensemble des deux fonctions a et 9 avec un nombre h 
particulier, l'équation ( 2) définissant h2 • 

• Faisons tendre h vers zéro, les fonctions a et ip solutions des équa-
tions ( 2) et ( 3) tendent vers des fonctions a1 et 91 limites, solutions 
des équations limites 

,. .k ÔO/ Ô91 " I. rJ91 U _ Ô'ft 
2 .-;1.!5'' Ô(j; âljk • I- ... ; ,; âq; + - dt 1 

Il y aurait, bien entendu, lieu de fixer des conditions bien précises 
à a et cp pour les déterminer et pour que l'on pui5se parler de limite 
sans ambiguïté. • 

L'équation (2') seule nous intéresse, c'est l'équation de Jacobi du 
système dans le problème classique associé. 

Il est intéressant d'envisager la correspondance entre les fonctions 
limites 91 et les fonctions 1F. 

Les fonctions 91 sont celles que nous rencontrons en Mécanique 
classique. Les fonctions W fonctions d'ondes du système, sont celles 
que nous utilisons dans les cas des problèmes de la Mécanique 
quantique. 

Il est naturel d'envisager l'étude de cette correspondance. Il est 
logique de penser qu'une méthode de résolution d'un problème en 
Mécanique classique donnera en Mécanique ondulatoire un résultat 
intéressant. Il est nécessaire, à notre avis, d'indiquer dans quelles 
limites cette correspondance peut jouer. 

Pn.onLÈlUES ÉTUDIÉS. - Nous nous proposons d'envisager l'étude de 
cette correspondance particulièrement du point de vue intégrale 
première. Nous signalerons seulement les résultats que donnent 
certains procédés d'intégration de la Mécanique classique pour les 
problèmes correspondants en Mécanique ondulatoire, ceci en liaison 
avec le premier point de vue. 

lNntGRALE rnrn11lRE. - Mécanique classique. - On désigne ainsi toute 
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fonction du temps des coordonnées, des vitesses ou des moments de 
Poisson qui demeurent constants durant le mouvement. 

Mécanique ondulatoire. - Un opérateur linéaire et hermitique A est 
dit intégrale première lorsque : 

1° Les valeurs propres sont indépendantes du temps; 
2° Il y a auto-prévisibililé, c'est-à-dire que si, à l'instant initial, la 

valeur de A a été mesurée, on peut affirmer qu'à tout instant la 
grandeur A a cette valeur ( c'est-à-dire conservation du cas pur). 

Correspondance entre intégrale première quantique et classique. - Si 
nous sommes dans un cas pur, 

cc est constant. 

S l' ' A • 1 ( h )' upposons que operateur s01t un po ynomc en + 'l.rri 

les divers termes de la somme L:x;i; étant d'un ordre différentiel au 
plus égal à n. 

P ,17,1iJ,1~: étant une fonction des di verses coordonnées et du temps. 
Puisque 

lJJ =a/" i fi, 
le terme principal par rapport à lt supposé infiniment petit de 

une fois appliqué à lf lorsque 

est 

Journ. de Math., tome XXVIII.- Fasc. 3, 1gfiD• 
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lt étant supposé infiniment petit, a étant supposé borné ainsi que ses 
dérivées. 

Par suite, le Lerme principal de ce développement sera 

0 

en tenant compte des termes complémentaires a C /rc 1t 

( 4) ,. 3 _ ( d0.; )"' (!!1_ )f; ( dr.p ')'' _ .... P,1t,1;,1;, J ·J .., 1 C=a(h), 
!]1 !je uq,. 

C fonction des dérivées de a et ©. 
1 

De deux choses l'une : 

1° h est considéré comme u'n uombre défini physiquement et ayant 
une valeur bien déterminée. Il y aura lieu de maintenir dans l'éga-
lité ( 4) le terme en C ( cas quantique); 

2° h est considéré comme un paramètre arbitraire, l'égalité (,1) 
sera supposée vérifiée, quelque soit h ( cas de passage à la limite). 

Dans ce cas, mais seulement dans ce cas, la quantité h tendant 
vers zéro, le terme C tend lui-même vers zéro, et l'on a à la limite· 

'lit étant la fonction limite. 
1 

Nous aurons dans ce cas 2° une intégrale première pour la fonction 
de Jacobi du problème. 

Les deux cas que nous avons signalés nous conduisent à envisager 
les deux points de vtle suivants distincts; ou bien : 

A. Nous considérons le terme C comme nul à la limite, et nous 
obtenons l'intégrale classique, ou bien : 

B. C est un nombre fini bien déterminé, parce que h est fixé et 
déterminé. Il y a lteu dans ce cas d'envisager les deux problèmes 
suivants : 

1° L'intégrale quanttque donne-t-elle lieu à une intégrale en Méca-
nique classique ? 
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2° L'intégrale en Mécanique classique donne-t-elle lieu à une inté-

grale en Mécanique ondulatoire? 

L'expression donne-t-elfe heu étant envisagée dans le sens d'une 
correspondance terme à terme, sans passage à la limite obtenue en 
faisant tendre lt vers zéro, la forme de l'intégrale dassique et la forme 
de l'intégrale quantique exprimée avec les opérateurs moments étant 
comparées. 

CHAPITRE II. 

CONl)JTIONS ANALYTIQUES POUi\ LES INTÉGRALES INOÉPENDAL'iTES DU TEMPS. 

INTÉGRALE EN MÉCANIQUE CLASSIQUE. - Partons d'une fonction F de la 
Mécanique classique. Pour que cette fonction des coordonnées et des 
moments soit intégrale première classique, elle doit satisfaire à la 
condition 

dF 
di=n, 

qui peut s'écrire en utilisant les équations du mouvement, équations 
relatives aux lignes caractéristiques de l'équation aux dérivées 
partielles ( équations <le Hamilton) 

n(q;,- as,t)=-ùs, 
dq; dt 

H obtenu en rempl~çant p; par - 1~:t dans H(q,-, p,-, t), d'où 

dF ..,, ( àF dq; dF dp; \ dF 
rit=-; àq; di-+ J17; dt)+ dt. 

dq; ùJI dp; _ ùll 
7ft =- dp;' di dq;. 

l'équation ( 1) sera 
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Pour une inLégrale d'un type donné, elle devra être une identité 
pour les p;. 

Nous aurons ainsi toute une série d'identités en q; en écrivant que 
les coefficients des monomes en p; sont nuls. 

INTÉGRALE EN IIIÉCANIQUE QUANTIQUE, - Ici puisqu~ = 0 on montre 

facilement qu'il faut AH - HA= o, A étant l'opérateur intégrale 
première, H !'Hamiltonien quantique. 

CLASSU'ICATION DES INTÉGRALES PREMIÈRES QUANTIQUES DANS LE CAS D'UN 

POTENTIEL SCALAIRE. - Indiquons une propriété simple des intégrales 
quantiques qui nous permettra d'analyser plus commodément la 
correspondance. 

Envisageons le cas où l'opérateur A est une somme d'opérateurs 

En désignant par A 2 n un opérateur de la forme suivante 

et pour A2n+1 

les Pétant des fonctions quelconques des coordonnées A== l:;A;. 
En écrivant que A est intégrale première, on a 

AH- IIA-2:;A;I-I- HA;= o, 

d'où deux classes de A. 

1° Ceux pour lesquels les A; sont pairs, tous les i = 2p; 
2° Ceux pour lesquels les A; sont impairs, tous les i = 2 p + 1. 
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Nous avons, en effet, deux équations en écrivant que 
2:;A;II - IIA,= o. 

On ne prec1se pas, en effet, a priori la nature des fonctions 
auxquelles sont appliquées les opérateurs. 

Nous obtenons donc le résultat suivant: 

les intégrales de la Mécanique ondulatoà·e indépendante du temps, 
dans le cas d'un système sournù à un champ scalaire, sont de l'un des 
types (I) ou (II) 
• 

(1) 

S indique que l'on doit sommer également par rapport aux coor-
,,,,,,1, 
données, 

En vertu de l.a correspondance que nous envisageons, nous ne 
pouvons envisager en Mécanique classique que des fonctions F de l'un 
des types suivants : 

(I ') ,, s ( JS ),.( àS )['( âS )' 2,. l',1:•1~•1I âq1 Jq, ùq3, ' 
::i:f:iy l/1 1/2(Jn 

Œ + (3 + '( = 2 p L:. 2 n. 

Nous verifierons plus loin directement, cette propriété pour le 
système en Mécanique classique pour les cas particuliers du deuxième 
et du premier ordres. 

Nous n'envisageons pour l'instant que le cas où le ds 2 de l'espace de 
configuration est de la forme 

ds" = "!.;a; dq,", 
2T = "!.;A,p;2 avec 
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Nous envisageons donc successivement en Mécanique classique les 
deux types d'intégrales : 

,., Q dS • ' 1 d • d 1° .:..; iiJqimtegrae uprenueror re; 

2° ri; P; (::y+ R intégrale du deuxième ordre. 

CONDITIONS POUR QUE LE SYSTÈME D0i'iT LE H = ; I; A;p; + li ADMETTE 

L'INTÉGRALE ril\pi + Q;p;+ R. - La méthode précéde[Ilment indiquée 
( crochet de Poisson) identité en p; donne • 

~;(dF dl. l _ rJF ùl-1) = o. 
dp; dq; ùq; ùp; 

On a ainsi les relations suivantes : 

1 ° Coefficient du terme en p,.p\ 

(I) I' dA,. \ dP,. _ 
k--lk--0, 

,Jq1.- dq1.-

relations au nombre de 2 X c:,. 
2° Coefficient de p;', 

(Il) 

relations au nombre de n. 

3° Coefficient de p;p1;, 

(Ill) 

relations au nombre de C~. 

4° Coefficient de pi, 
(IV) 1 ,, Q d A; \ dQ; _ - -'k k - - 1 ;- - o, 

'.>. àq k dq; 

relations au nombre de n. 
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5° Coefficient de p;, 

( V) 

relations au nombre de n, et le terme indépendant des p; 

"(l_âU _ 
- ,, ., -Ü, 

frlj i 

En Mécanique ondulatoire, si la force vive classique est 

el le potentiel U, l'Hamiltonien quantique H est alors 

g; 1 1 • h ' · • cl g; où l,og-;-est e ogarlt me neperzen e 1~. 
~g \g 

Nous remarquons immédiatement que les relations précédentes se 
décomposent en deux groupes : 

Relations (I), (II), (V); 
Relations ( CII), (IV), (VI), 

les deux groupes sont indépendants. Nous vérifions bien qu'en Méca-
nique classique il y a également les deux types d'intégrales indépen-
dantes 

Nous pouvons donc poursuivre la recherche des intégrales quan-
tiques qui leur correspondent. 

RELATIONS DE LA MÉCANIQUE QUANTIQUE. - Nous obtenoi1s les conditions 
pour que A soit intégrale première en écrivant que AH - HA= o. 

Pour obtenir l'ensemble des résultats relatifs au premier et second 
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ordres, nous prendrons la forme A sous la forme 

Calculons les opérateurs AH et AH' à un facteur près en prenant 



CORRESPONPANCE l\Ü:CANIQUE CLASSIQUE-MI\CANIQUE ONDULATOIRE. 205 

Tl suffit de déduire de ce calcul pour la suite de l'étude, les équations 
pour un opérateur de la forme 

h 2 " ( , (p d ) h â - ,--:; ... , 1 , ù------, + Q, -ù + H1 + -. L, -ù + R. 
:11! (J; î/i ?,7!/, îf; 

Ona 
AH- IIA=o 

et écrivant que les coefficients des opérateurs monomes sont nuls: 
, d" 1 ermes en 7Frf"2' q; q,. 

( l') 

r):\ 

Termes en àq;'' 

(Il') 

a• Les termes en :,--:, 
U']k 

( 1 V') 

d Les termes en :.,----uq k 

( V') 

I) dA,. ,\ dl',._ 
i dr;; - ' l Ùq; - (). 
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Et les termes conslants (multiplicateur) 

(VI') 

CHAPITRE III. 

iKTÉGRALE DU PREMIER ORDRE INDÉPENDANTE DU TEMPS. 

Envisageons tout d'abord le cas le plus simple, c'esl-à-dire le cas 
de l'intégrale du premier ordre. 

Les relations fournies par la Mécanique classique sont alors 

( .3) 

" O àA.k _ A dQk 
.-'i ~i dq; -- 2 !.: Ùfjk, 

dQk d(); -
Ai-d +Ak-d -D, 

fjt fjk 

au 
~;Q;-d =o. 

fj i 

Les conditions pour que A soit intégrale quantique sont que les 
expressions <J)k soient nulles 

- '\' d ( r) gk) ù'Qk d . {{°i àQk -4111.:- ... 0 -. - At.- - Loo- -- - A· -- - A- Loo- -- -_ _ o , -..., dq; , Ù(Jk ,., {g ' àq/ 'dqi "V!J dq; • 



CORHESPONDANCE MÉCANIQUE CLASSIQllE-Ml~CAl'iIQlJE ONDULATOIRE. 20; 

or nous avons 

. • 

pour calculer ( r) il nous faut calculer L;Q; -à à Log.'~.-· 
qi qk VII 

Nous allons exprimer celte· expression en fonction de Q1,; nous uti-
liserons les relations de la Mécanique classique 

or 

or 

à2 
Calculons maintenant à-à Log.g. 

{Ji qk 

car 
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• 1 
Nous avons g = 11( a;) n = produit avec A;= a , 

' 
I 

n (a;) = n (A;). 

Log g = -L,. Log A,., r indice quelconque variant de I à n. 
-Nous avons 

Nous allons calculer les sommes 

,, " Q iJ, A,. . A 
,._i,_r i Jqi dqk • . , -r, 

Pour les calculer, remarquons que nous avons affaire à des sommes 
·en nombre fini de termes. 

Par suite 

et 

pour r fixé nous avons la relation 

Q ùA,. _ , dQ,. 
... , ;--:-;---2n,--:,-, uq; uq,. 

dérivons-là par rapport à q1; 

or 

car 
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car k est constant, r fixe pour l'instant, d'où . 

l,Q,( ,PA,. :A,.- dA,. ùA,.:A,")= 2 â2<2,. -1:,dQ; ùA,.:A,.. 
d(j;dqk (h.J; dq1.- 1Jr1,-dr;, àr;1.-,dq; 

Calculons donc la somme 

pour r~ k on a 

d' ' ou 

d'où 

par suite 

l,.,.-,k d' (),. =- l,.,_,1.- A,. Ù'(>,1.- - l,.o.(àA,.: A1.- dA" A'.:)' àQ1c 
• J11,· J111.- • A1c df.J; • d11,. Jq,. Az dq,. 
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puisque, pour i k, 

_ dA; dAk A; dA; . d . 1 -. A; âAk d ,;-_ L,--- - --- - - 1\;-Logyg + -- + A;-Logyi-o. àq; âq; Ak Ô(j; Ô(j; ' ' A1c dq; àq; 

On voit alors que chaque coefficient des <JJQ" est nul. 
' ( q, 
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<l>1; est donc nul, cc qui montre dans ce cas la compatibilité des équa-
tions de la Mécanique ondulatoire avec celle de la Mécanique clas-
sique, d'où 

T11ÉOTI.ÈME. - Pour un système soumis à un champ scalaz're, une inté-
grale hnéaù-e en Mécaniqne classique donne heu à une z"ntégrale premù:re 
en Mécam·que quantique et récljn·oquement. 

Remarque (1 ). -• Une remarque très importante doit être faite ici, 
si l'on envisage une intégrale première linéaire; celle-ci provient 
toujours d'un déplacement virtuel du système el les termes aux q; sont 
ceux qui figurent dans le travail virtuel correspondant de la quantité 
de mouvement. 

CHAPITHE IV. 

INTÉGRALES DU DEUXI~ME Ofl.Dfl.E INDÉPENDANTES ·DU TEMPS. 

Étudions maintenant les intégTales du deuxième ordre. Celles-ci se 
différencient nettement de celles du premier ordre en ce sens qu'elles 
donne.nt lieu, ainsi que nous l'avons fait remarquer à une véritable . . 
approximation pour les termes différentiels et que des termes qui 
figurent a priori dans l'opérateur A de la Mécanique ondulatoire ne 
figurent plus en Mécanique classique après l'approximation. 

Pour éviter des calculs a priori trop chargés, nous allons, pour 
l'instant, envisager uniquement un opérateur dont les termes de plus 
haut ordre sont 

Cela revient à dire que nous envisageons la recherche de l'opérateur 
de la Mécanique ondulatoire dont l'approximation géométrique est 
l'in tt~grale première classique 

,. (as)" 
'""i P1 dq; + H. 

( 1) DllLASSL s, l'1él'crnù1ue des systèmes. 
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Avant de poursuivre, faisons un retour sur les intégrations linéaires 
et homogènes 

A donne lieu à 

A intégrale première A 2 l'est également. 
Envisageons 

, _ h• ,· Q' d' , 0 0 à' Q dQ; d 
A -- ~-u.- ; -à., + 2 ... ; ,_1.--à à· + 1.-à- -d. 

-in- 1h 1/i (fk (fk 1/i 

L'intégrale du deuxième ordre que nous envisageons donne lieu au 
point de vue classique à l'intégrale G 

G • d 1 f I) à• ' A 2 ·1 f pour que J soll e a orme ..... ; i J~ tout en etant , 1 aut que q 
( n - 1 )Q; soient nuls, car tous les QJJ1. doivent être nuls, nous n'avons 
pas à envisager le cas, car les P; seraient tous nuls sauf un. 

Nous sommes dans le cas d'une intégrale différente des A 2 • 

Plaçons-nous dans le cas de l'opérateur 

h" à• - d 
A= , .,.!,P,à ., -+ (J,à +H,+R, 

qr.- 1/i q; 

l'intégrale F classique étant 2:; P; ( i:J2 + R. 

Les équations sont les suivantes en Mécanique classique 

( 1 ) 

La Mécanique ondulatoire nous donne d'autres équations. 
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Nous avons 

et les équations ( 1) 

Nous voyons donc que si nous ?éfinissons l' opératèur 

A= - __ lt'2 
(~ P __r!____"_ --t- ,. 0 1 -_-~- + H1). --t- R 

---- ., ,:" ' l l ùq/ -, ' dq; , 

à partir de F = l:;P,-( i:J 2 +- R, c'est-à-dire si nous prenons A et F, les 

mêmes P; et le même R, nous satisfaisons d'emblée aux équations (I) 
de la Mécanique classique et de la Mécanique ondulatoire. Les équa-
tions restantes doivent permettre de définir les Q, et H, s'ils existent, 
sinon elles doivent permettre de démontrer l'impossibilité d'un tel 
opérateur A. 

l'on p rJ2Ak A J2 Pk L'éfJUation (E1) se simplifie si note que ,-J ., - ,--)-., est 
Clj,' cq1-

identiquement nul. On a 

P;JAk -A;Jpk=o; 
dr; 1 ârJ; 

Journ. de Math., tome_ XXVIII. - Fasc. 3, 19 Î!J· 2; 
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dérivons par rapport à qi 

âP; dA1. !lA; cJP1c 
-~ ~-- - - - --:-- 0 
dq; rJ11, (JrJ; dq, -- • 

Si nous remarquons que 

p. âA, _ :\. ill'; __ 0 
z Ôij; - 'âr;; - , 

dP 1 P; âA 1 

u,;1 - \1 rl(j; • 

ill\ cJAk âA i r)p k 

âq1 ilq1 ilq1 dq1 

nous avons 

par suite, les équations (E1), ( E~) deviennent 

Ces équations définissent les Q i 
Vérifions que 

Nous avons ainsi 
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d'ou, par suite, 
à.\, à ;-

1- A, -J-. Log\ g. 
d,11 f l/1 

Or, ainsi que nous venons de le voir, 

dl', J.\k à\, JI', 
- - - - - --o 

ù1J, 1Jr1, à1;1 dy, - ' 

il reste 

or 

de même 
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or 

Par suite l'équation (E1) est bien vérifiée. 
l\,f Q tJP,. P iJ L ' "fi 1· l'. • (E ) a outrons que i= rliJ, + ; iJIJ~ og g ver1 1e 1en equat10n 2 

par suite, 

Or nous avons 
iJAk àPk P,-- -A,--.- =o, 
dtJ; dtj; 

à,\. àP,-
pk à11: - Ak Ùtjk = o. 
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Il reste alors à montrer que la quantité 

l ) <)·! _\ k I' à' J\ l \ â' p / , \ â' p k ···~ ;-·-- + k--- -1 k-- -J ;--- -O. 
àq,Jqk dq1dqk àq;âqk àq1àqk 

Or nous avons 

d'où, en dérivant par rapport à q1,, 

J' Û'Ak_ + dl\ àA.k _ d1\1 àPk _ ;\ â'Pk -o 
1 dr/1 àqk dqk dtj; dtjk àq, 1 Ôfj1 dqk - ' 

de même 

en dérivant par rapport à q; 

l> rJ'J\ 1 . dl'k JA 1 à/\1, dl\ \ à"P 1 _. 

1,---. - :,- - -- - - -1 k--- -O, 
dq; Ôfjk dq1 dtjk âq1 Ùfjk àq1 Ô(jk 

en ajoutant Ut) et ( H2) on constale que (E2) est vérifiée. 
Nous avons donc bien vérifié que 

dl', . â 1-Q;= -- -,- I';-_ -_ Log V g ùq1 dq; 

est solution des ét1uations (E,) et (E2). 
Posons donc 

les équations qui doivent lier _les),; devienncnl·alors 

Ces équations sont celles que doivcn·t vérifier les À; lorsque A est 
intégrale première de la forme 

Pour l'instant, s·upposons l'existence des intégrales premières 
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Nous avons vu dans le calcul de '-'h ( 1) que la quan tilé 

est nulle pour Q; solution des équations des intégrales premières 
linéaires. 

D'autre part, la Mécanique classique nous donne 

N d 'd' •• rJH 1 'l'"d d ous avons one a etermmer -)- a ai e e 
I 'f k 

Nous donnons ici P; supposé connu. Q; est connu en fonction des P ;-
11 y a lieu d'étudier maintenant l'existence de R 1 • 

Calculons donc l'expression 

( 1) Intégrale premi0re du premier ordre indépendante du temps. 
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Tout d'abord calculons 

rJ3Pk iP -
1\;-d -,a' -A;l'k-d .,ù Log\f3, 'Ji ']k '],- ']k 

Ona 
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cette expression simplifiée en vertu de ce que 

dl'; dAk rH, dl'1. 
- --- ----:--o 
dq, d~ dq, dq, -- ' 

I'; ,r\1. -A, rJP1. = o 
dq, dq1 

devient 

Ûl-1.1 Nous avons ainsi la valeur de 2 A,, -d = p.1., il faut évidemment 
q1. 

sommer par rapport à l'ind_ice i. 
Nous avons -alors la fonction R 1 par ses différentes dérivées 

partielles. 
Celles-ci doivent satisfaire à la condiLion 

a,n, rJ'H, 
dqkdq,.--:- dq,.dq1c· 

Nous allons écrire ces condiLions; toutefois nous allons pour poser 
le problème, calculer la grandeur p.,, à l'aide des A,, et de certaines 
fonctions que nous allons introduire. 

Posons 
Î.ik= P,Ak- A,P1., 
l.u= PkA,- l';A1., 

1-;k+ À.1,;= o nous définissons donc C~ fonctions indépendantes. 
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Nous calculerons toujours avec ),u0 i, k étant les indices se succé-
dant dans l'ordre ile, dans l'exprèssion de P1. l'indice de la dérivation, 
i indice de sommation. 

On peut calculer les dérivées de ),;1; sous la forme de fonction 
linéaire homogène d'autres À;1; 

Calculons 

à).,;k = _!__ (P;Ak- A;Pk) = (dl\ Ak- Pk dA; ') + (r\ aAk -A; aPk) 
dq,. dq,. dff,. dq, Ùff,. àq, 

de même 

p_JA,._,\_JP,~p.JAk_J\.P,.àAk __ __J__ JA1.(P-,\ -AP)_JAkl•it·, 
l dq,. ' l àq,. - l àq,. 'Ak dq,. - A,. àq,. l' I' l I' - dq,. A,. 

d' ' ou 
àl.;k àJ\, 1.,-k àAk I.;,. -=---+--, dr1,. dff,. :\,. àq,. A,. 

J),,1c dA; 1.u, J),,ïc àA1c lu -=--, - --· àq; d(j; A; dljk dq1c Ak 

d d d 1 d A dr\ 1 Calculons les diverses gran eurs u éve oppement e "dqk en 
fonction des ),il, 

pour 

Ona 
P, ûA, -A, dP, = 0 dl\=~, dA,, 

àq, dq, dq; A, dq, 

dl'; Ak- pk 1JA; = _1_ rJA; ( l"\A1c- A,Pk) = ùA, ),;k' 
d1_1, d,1, A, dq; dq, A, 

Journ. de Jlfath., tome XXVIII. .- Fasc. 3, 194~. 
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d'où 

pour 

On a 

dérivons par rapport à (j1, 

I' d'A1. _ ,\ à'l'k _ di\; dl'1. _ dl'; d\ 1; 
'dfj;d(jk " 'dfj;Ù(jk - âq1.- dl], âr;1, dr;, 

• rJ \; \ âl', d[1, l'k ûA; 1 1--_ ,-=o. • 
' dl] le dfj k dfj k - A'~ àq k ' 

d'où 

ce terme donne 

pour 
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N d ' • l' • dR, l f ,~ ' ous pouvons one. ecrire express10n -J - sous a orme ,:..; a uJ,;1., 
1 qk 

a;,. étant égal à 

{ ( d' d • d à' 
-. -\ à·" LogAk-J. LogA;+ -à· LogA1c-à _1-LogA; .li k {j; , 1 {j k (j i (j i O(j k • 

- û d d d. d d ;-+ - Log A1c - Log A;-.-_ Log A;+ - Log A k -. Log A, - Log\ g 
dq; dqk âq; dq; âq1c dq, 

d' - â d" -
+ ù-,-J Log\fg-J-1,ogA,+-à "à· Log\fg q·< (fk ,( '}; {j; 1/k 

+ -. Logvg·-. --Log\fg • d 1- d' • - ) 
Ù(j; Ù(j;â(Jk 

On pourra écrire ainsi que nous l'avons dit 
d' H â" H 

dq;dqk = ùq1,àq, 
d'où 

Utilisons les formules précédemment établies 

àl.,.k âA,. l.;J. àA k Î.,., 
-=---+--··--, 
dff, à171 A, 1Jr1; A; 

Ù}.,.; di\,. ),k; rJJ\, Î,rk -=----+--, 
àq1c dq1c Ak Ù(jk Ak 

l'égalité s'écrit a~ors 

... àa,.k, (àAr l•ik àAk J,,·t) ... da,.;. (dA,. ),kt âA; },,.k)' 

.. ,. âq, J,,.k -I a,.k dq1 /\ 1 + àq; A, = ..,,. dqk I.,.,+ a,., dqk Ak + àqk 1\~ 

On voit ainsi donc la nécessité d'écrire C! relations linéaires et 
homogènes entre les ),u,i nous pouvons en ajouter C~ autres liant les 
À;k et À,.;, À;k+ l,u= o. 

Nous avons alors 2 C! = n( n - I) équations linéaires et homogènes 
qui lieront les À,1, au nombre 2C~ = n( n - 1 ). 
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Deux cas se présentent : le déterminant Ht du système des À;1c est 
différent de zéro et dans ce cas tous les À;1,= P;A1;- A;l\__:_ o c'est-
à-dire 

f\. pk 

Ai - 1'Cc 

ou bien il est nul; dans le premier cas I~ = K est une constante. 
On a en efîet 

L • rJf\ P d L fg • d • ' f es expresss10ns -J. + ; ~J - og g sont 1 ent1c1ues a un acteur 
((j; ((j; 

' ' d,\, A rJ L /~ R 'd • 1 pres a -J- + ; -J. og \ g, t est 1 entiquement nu . 
f(jt ('f; 

Pour H on à, en utilisant les relations de la mécanique classique, 

, dlJ dH. 
::il 1-d -A,-d = o, q i q, 

d'où H = 2Ku à une constante près; par suite l'opérateur envisagé 
se réduit identiquement à l'opérateur intégrale première de l'énergie. 

Nous pouvons remarquer que cette condition n'est pas suffisante; 
il y a lieu de remarquer que les ),;1, sont définies à un facteur près 

C • l' l l l • d2 H, d2 n., onsH erons par exemp e a re at10n -0 . à· = à-à· q; q,. q,. q; 
Cette relation s'écrit 

Si nous envisageons les coefficients des l,,i en désignant par Il,-J le 
mineur de ),,j on a pour une même ligne 

On voit ainsi donc que pour obtenir une intégrale quantique à przrtù· 
d'une l·ntégrale classique autre que celle de l'énergù, le déterminant 
précédent H 1 doit être nul. 
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Nous devons envisager la dernicre équation, celle-ci donne lieu aux 
calculs suivants. 

Le terme multiplicateur est en effet nul si 

1 Jtilisons les résultats de la mécanique classique pour l'expression 

011a ' , dll 1Jll 
:i 1 ; <JrJ; -- A; <hf; = o. 

Dérivons par rapport à q; 

multiplions ( 1) par iJi; Log /g· et ajoutons à ( 2); on a 

c' es t-i1-di re 

Il reste clone la condition supplémentaire 
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iiH1 = o. 

N • ' 'd l' • dR, l f' ous avons mis prece emment express10n -J- sous a orme 

d'où 

par suite 

d'où 

rJH, - )' --d - -;r1;1Ju,, 
(j k 

( 1/ k 

la condition supplémentaire s'obtiendra donc en écrivant que celle 
nouvelle équation est compatible avec les précédentes; nous aurons 
un deuxième dëterml·nant H2 qui devra être nul. 

D'où: 

TttÉOHÈME 1. - Pour qu'une l'ntégrale première du deuxième ordre de 
la mécam·que classique LPip:+ R dont ['Hamiltonien est 1:A;p~+ U 
donne heu à une mtégrale quantl'que dans le problème correspondant, z'l 
faut et d suffit que les deux déterminants H1 , H2 soient nuls et que les À;;, 
so1·ent proportionnels aux mineurs corr"espondants. 

TnÉOHÈME 2. - Quand une intégrale première clasûque L; P; ( rJJS )\' + R 
( (j i 

donne lieu à l'intégrale première quanll·que 

on a 

- h" ,... ( , â' rJ . ) 
r ,.,,., ... ; I ; -ù ".' + <J; ù~ -+ H, + n, 
-1 1, \ 1/ i (j l 

_ dP; rJ ,-
(J; = -J - + P; ù- Log \I g 

l (j; (j; 

le terme R, s'obtl·ent uniquement par des quadratures. 
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CHAPlTHE V. 

ÉTUDE DIRECTE 1) 'rnn~GRALES DU DEUXIÈME ORDRE. 

Dans ce Chapilre, nous étudions la correspondance mécanirrue 
classique-mécanique ondulatoire pour les systèmes à deux et trois para-
mètres. 

Cette étude est effectuée pour les intégrales provenant de la méca-
nique classique de la forme Il\pf + H. 

Nous sommes contraints de préciser la forme des sysLèmes clas-
siques admettant de telles.intégrales. Nous divisons l'étude de chacun 
des cas en deux: mécanique analytù1uc, mf'canz"que ondulaioù·e. 

l. CAs A DEUX PARA~IÈTI\ES. - 1° Mëcanique analytique 

L'intégrale étant 

les relations liant l\, l\, A,, A2 sont ici 

(l) p 1):\ 1 \ dl' 1 _ 
1 d11 1 -. '1Jr1, _n, 

(li) 1-, ùA, \ 1Jl', __ .,--·,)- .n • dq, • • 1Jr1 e -- ' 

( III) '
• dA, ' \ âP, _ 
,--,,- _ _:Q_, 

d11, dif, 
. dA 1 1JP, 
l'' -) - - _.\ ' -:-,- :__c ()' 

/ Ifs Uife 
(IV) 

les deux équations (1) et (II) donnent 

la relation (III) 

P1= k1(if2) Ai(if1, q,), 
P 2 = k,(q1 ) A,(q 1, 11e), 
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donne ici 

1-WDERT FAURE. 

A,=B;(q,), 
!,, -·· /,.,_ 

P.,::--: k.,_ B.,_ . 
- k, - k, 

les équaLions de la mécanique classique relatives au terme potentiel 
donnent 

àlJ àH 
'., J', - - ;\ l - = 0 1 d'J, d,;, 

dU àH 
'., k, ( ,;, ) - -J- =--= o, 

UI/ 1 ( 1/ 1 , 

1 U , h . . b. . d' H d" H e terme n est pas c 01s1 ar Itrairement -J _1 = -J~-J-, 
( {jt U{j;_ ( If;_ ( l/1 

rJJ., rJU _ âk, 1JU + (k, _ k.,) à'U = o. 
drt, dr;, dr;, drJ;_ - àr;,rJr;, 

U est solution de cet te équation aux dérivées partielles. Celle-ci 
peut s'écrire 

• par suite (k1 - k2) G = [,\ ( q1) +.l1\(q2), 

U = F 1 ( 11,) + F, ( q,). 
k,-· k, 

L'hamiltonien est de la forme 

d'où 
B1pî+ B,p~+ 2F1 (q1 ) + 2F,.(q,)= '.>.E(k1 ~ k2 ), 

dans ce cas l'hamiltonien se sépare. 
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Ona 

(V) 

(VI) 

,., 
B,p~ + '.>,F, (q,) =- 2E k, + a, 

B2J'~ -1- '.~ F2 ( 'h) = + 0• E k, - et., 

o: est une constante arbitraire, nous pouvons intégrer ces équations 
par quadratures. 

Intégrale première. - Des équations ( V) et (VI) nous pouvons 
déduire l'intégrale première : multiplions (V) par k,, (VI) par k 2 

d' ' ou 

en divisant par k1 - J.-2 on trouve 

intégrale première. 
Nous pouvons également déduire R des équations 

ùU iJH 
ki( r;,) '-:ï-- - -<) = o, 

Ul/1 1/t 
(VII) 

r)l) r)I{ 
k,(!J 1 )-iJ - = o, 

lj, ( lj; 

de (VU), on tire, en intégrant par rapport à q,, 

de même de (VIII) on tire, avec (VII), 

d, ' ou 

û.-,U - H + Gd!J,) = o, 
2(k1 - kJ U -t- G, (q,) - G,(q1 ) = o, 

par suite de (VI f) on tire 

Journ. de Math., torne XX VJII. - Fasc, :l, 19,î,J, 
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d'où l'intégrale cherchée 

=a.. 

L'intégrale première esL liée ici à la séparation des variables; nous 
sommes dans le cas où cetle séparaLion a lieu puisque n = 2. 

2° .Mécanique ondulatoù·e. - Il y a séparation des variables en 
mécanique ondulatoire, il y a donc également in Lé gr ale première; la 
démonsLration est la même qu'en mécanique classique. 

L'intégrale ondulaloire est ici, d'après les résultats généraux obtenus 
précédemment, 

il" [ k, B, rJ' k, B2 a, k, B1 d 1. . 11, rJ - -. --- --., + --- --., + ---. - .ou· V ,, -4n' k, - k, dqï k, - k, dq; k, - k, dr1i " dq, 

k,B,_ d T 11~ â ·i k1 F1 +k2 F2 + --- -- ,on· V 1., - + ----. 
k, - k, àq, " • àq, k 1 - k, 

Nous signalons donc ici ce cas d'intégrale première. 
Nous étudierons plus loin les questions de la séparation pour les cas 

classiques de Liouville et Staekel. 
Une remarque très importante_ doit être faite dans le cas des sys-

tèmes à deux paramètres. 
Envisageons un système mécanique indépendant du temps qui 

admette outre !'Intégrale de l'J~nergie une intégrale quadraLique. 
Les deux formes quadratiques 2 T et F 1 de !'Hamiltonien et de la 

fonction F sont alors de la forme 

2 T = A,p; +?. Dp,p, + A,pL 
F,= P,pi--i- 2Qp1p, + P,p~. 

Dans le cas à deux paramètres il existe un changement de va-
riables x 1 ( q 1 , q2 ), x 2 ( q,, q2 ) telles que simultanément les nouvelles 
formes quadratiques ne possèdent pas de termes rectangles. Dans ce 
cas le système S peut être intégré par la Méthode de séparation des 
variables de Liouville. Il y a alors séparation des variables en Méca-
nique ondulatoire. 

ll y a là une propriété inhérente du nombre de dimensions 2 du 
système. Il y a Intégrale première quantique. 
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D'au TIIÉ.ORÈME : Tout système mécanique à deux paramètres admet-
tant une intégrale quadratique, admet également une intégrale première 
quantique du deuxième ordre. L'équation d'onde est intégrable par sépa-
ration des variables. 

2. CAs A TROIS PARAMÈTRES ( 1 ). - Mécanùpœ analytique. - Forme 
des systèmes à trois paramètres indépendant du temps admettant une 
intégrale première quadratique. 

Cherchons les systèmes à trois paramètres pour lesquels 

H est:: l A;pf + U, 
i=l 

F intégrale F = !i P,-pf + H. 

On a les équations 

Envisageons les équations ( 1) i = 1 par exemple. On a 

d'au 

de ( 2) on déduit 

( 1) Cette étude a été effectuée après notre soutenance. 
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d'où 

d'où 

De même on aurait" 

(1) 

(II) 

(III) 

Soient trois fonctions arbitraires a1(q1), a2(q2), a 3(q3) des trois 
paramètres qi, q2 , q:1, en prenant 

Ona 

I k1=---, 
G(2 + G(3 

J 
k3=---· 

a1+ a2 

1,. ,._ 1 1 __ (a2+a:,)-(a1+a2)_ aa-a, 
/i.3-l'l.1--------- , -

a1 -1- a2 a2+ a 3 (a1--+ a2) (a2-'- a3) (a,+ a,) (a2 -1- a3) 

De même 

On a donc pour (I) 

et. 

qui ne peut être que fonction de q1• 
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Par suite on a 

et 

;\ .. = (a1+ a,) 11\(,y,1) , 
•• (a,-:x,)(:7.1-:7.3) 

P,1= F,(,y,) 
(a,- :x,) (:7.1 - 7.:i) 

Pour les termes potentiels, les équations 

donnent par exemple pour z· = 1 oui= 2 

au dB 
._,, -_ - ( 7.~ + :7.o) -. = n, 

Jq, dq1 ( l') 

dU rm 
:>.- -(7. 1 +a~)- =o. 

dq, Jq, (W) 

En dérivant (l') par rapport à q2 , (11') par rapport à r; 1 • 

Ona 

Par suite H satisfait à 

c'est-à-dire 

d'où 
R= G1(q,, q,) --1_ G,(()21 q::). 

Cf.1~ Cl.~ 
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On a par suite R 

I{= G,(q,, q 3 ) 1 G2 (r12, rh) 

On satisfait à ces égalités en prenant 

G( ) G,(q1)--G,(q3) 
1 q,, {j:; = ' a, - a1 

G1 , G2 , G3 fonctions quelconques de q1, r12, q3 , , 

Ona 
H= G1(1}'1) + Gdq,) + G3(1}'3) 

(a,-a1 ) (a, - a,) (a,-- a 3 ) (a1- a 2 ) (a3- a1) (a 3 -- a 2 ) 

Pour déterminer U, on a, à partir de (I'), 

'.>. U = (a2+ a:) R + 9i(q,, q3), 

:i U __:__(a,+ a,) R + (f2(q1, q,), 

'.>. U =-= (a 2 + a 1 ) R + (f:,(q1, q,), 

9,(q,, q,)-cp,(q1, q,)=(a,-a2)R, 

soit 
G1 (q1) (a,- a,)+ G,(q,) (a,--- :z,) + G,(q,) (ai- a,) 

(a:,- a::;) (a::;- ai) , 

ce qui peut s'écrire 

G1(q1) G,(q,) G,(q:i)(a:1-a,) -------+-------, 
a,- a1 a:,- a, (et. 2 - a:,) (a:,- a:i) 

el 

Par suite on a 
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On peut donc prendre 

d'où 

d'où 2 U, et finalement l'hamilLonien H est de la forme 

F étant 

Le calcul nous donne ainsi une solution du problème. 

Mécanique ondulatoire. - Nous avons vu que l'existence simultanée 
des opérateurs et des fonctions intégrales premières était liée à l'exis-
tence d'une certaine fonction complémentaire H. 1 qui jouerait le rôle 
d'un potentiel quantique. Dans le cas à deux paramètres, R 1 était 
nulle. Ici nous montrons que R 1 n'existe pas en général. 

Hemarquons qu'un-changement de variable simple ramène l'étude 
du cas étudié où 

au cas où 
\ _ (a::,- a: 2) 

1 ,- (a,- ct.i) (êl:3- êl:1) 

Dans le cas présent, nous nous bornerons à utiliser la formulé nous 

donnant la valeur de a.t, en fonction des Àu, de notre thèse. Ce pro-
. uqk 

cédé étant le plus commode, nous étudierons directement la compati-
b ·1· • d d. 1 d âH, 1 1te es 1verses va eurs es-:.,-· 

ù(jk 
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,m, 1 Calculons donc tout d'abord --:,-, es 
uqi 

l ôR" JR, , 
autres va eurs ùq:, àq, sen 

déduisant par permutation des indices. 
Nous avons 

dH, _ , 
-)- _ ,..,11, ,., , ( q l 1 1 

seules ici les valeurs i = 2, i = 3 interviennent puisque),;,-= o. 
La valeur de a;" 'est donnée par la formule 

I [- Ô" Ô J • Ô' 
u,k= -\ -à._, LogA1. -)-_ LogJ\ 1 + -d_ LogAk-à ., LogA 1 

'J.1 k If; < '/k (fi f/W']k 

d . d à -+ -à- LogJ\k-d LogA 1-J. LogA,Vg 
']i f/k ( '/i 

+ --- Log· 1, " - Loo-A,v g + -.-, - Loo- 0 • • 
rJ-J. 1- d . 1- â' v~] 

rJq,Ô']k C V b àq, tJ . dq,- dfjk tJ b 

Nous allons effectuer le calcul pour i = 2; on en déduira aisément 
celui où i = 3 en permutant les indices. 

Calculons donc a 21 • 

Nous allons successivement en calculer les divers éléments. 
, d' ,J Tout d abord 'T-;, LogA 1 -J. LogA 2 

uq-J. I If 1 

c\ - cX,-l- ex, 
, !- (Cl3-CX1)(a,-Cl1)' 

ou 

ou 
:x:i+ cX 1 Ô"_a,_+ (7.,+ o: 1) (20:,+ O::i- o:,) (rh,)" 

(o:,--c-:x~)('l.1-0:,) dqi (:x,-i-a~)'(o:,-a 1)" àq, ' 

par suite l'élément lui correspondant 

[ (a,+a,) d'o:, (a:i+o:,)(::ia2 +o:::-a,)\1Jry_,')'] d 
( + ) ( . ) -J, + ( , . )., . )·' -:-i-- Log A2 o:, 0:3 0:1-Cl, cq, Œ,-r-a3 -(1Y.,-o:1 - uq, uq, 
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on a 

A.,= o:1 + o:,. ' 
- (0:,-0:,)(0:3-0:2) 

Log A.,= do:, (--r- - __ r_\ =- do:1 o:,-t- o:3 
dq, - dq, o:,+o:,, o:,-o:,) àq1 (o:1+0:::)(0:1-0:2) 

d'où la valeur de l'élémenL 

d'où le coefficient 
do: 1(do:2)" o:,+o:, 
àq, dq, (o:,+0:,)(0:,-0:1)~ 

Calculons maintenant 

() . . ;- 1 [ ào:., àY.,, ] -ù Log A, y g=- - -:,=:: ( 0: 1 +Y.,)+:,=: (Y.,+ Y. 3) q, 2 uq, uq2 . 

1 rJo: 2 (·, o:, -1 o:,--, o:,,) 
2 dq, (Y.1 -'· a.,) (o:.+ a,) 

Ce Lerme est alors 

(a,+ O:::) (a,- a1) (0:1+ o::,) (0:1-·o:,) 

Journ. de Math., tome XXVIII. - Fasc. 3, rg4v, 3o 
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ou 

. d 1- â' ;-Calculons mamtenant -J Log A 2 v g-J C) Log v g, on a q, '71 oq, 

d'où le terme 
Ù' .. ,- à ·-

-à à Logvg-à· LogA,\fg q, q, q, 
I(ÙY.,)'ÔY. 1 a 1 +a,+:>.Y., [ 1 

;, dq, dq, (a 1 +a2 )(a2 +a,) (a 1 -a,f 

et enfin 

Nous avons ainsi tous les éléments nécessaires au calcul. 'i 
Nous voyons qu'il y a deux groupes de termes, un facteur de 

('da,)'Û.a 1 f d d:z 1 â."a, -à -à et un acteur e -û -J ., • 
, tJ21 {jt ']1 q~ 

Calculons tout d'abord le facteur de ( ràh, )'" rJ)ai 
q, {jt 

('.ia,-J-a,- a 1 ) a,+Y. 3 r ?.a 2 +a1 +a,1 

(c,:,+ a3) (a,- a1 )'1 + (a,,- a,) (a,- a1)" + '.! (a, 1 a,) (a,+ a,) (a 1 - a 2 )" 

I 2a,+a,+a3 [ I I I ] 
-; (a,+a,)(Y.

2
+a

3
) (a

1
-a,)"+2(a

1
--;-a

2
)" 

2 

On voit ainsi se simplifier les 3° et 4" termes, il demeure alors 

2a 2 + Y.,:- a,. , a 1 + a, 
(a,+ a,J) (a,-- :z1)' ,- (Y.,,- a 3 ) (a 2 - a,)' 

?.7. 2 +a,-'-a, '.), 
- 4(a1 + a,)'1 (Y.,+ a 3 ) + (a, - 7.,)'1 
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et 
7..1 --!- 0:::--!- Cl2 --------- + ----

4 ('.7.t -~ '.7.s)'('.7.a+ G(a) (7.t - 7.,)'1 

et 
'.7.1 -\-- '.7.:: + '.l '.7.s 

Les deux premiers termes sont opppsés, d'où 

le terme a pour coefficient 

. J•7.. àa 
Calcul du coeffic1en t de iJri~- âq 1 

l l 1 

:) 

'i -( '.7.-. -, +--'.7.-, )-" 

I 

---- -l- " ., -1- - ---- ::--= --!- -----· 
(7.r-ct,)' (:7.r- 7.,)- 'l (a,+ o:,)" '.l('.7.1+ et,)'· 

d'ou le terme 

l'ensemble est donc 

IJ'.7.1 a~a, 
+ '.>. ( '.7.1 + '.7.s )' Ô']r Jq~ ' 

• 1Jll1 d . 1 • 1· i pour avoir ùqr on oit mu t1p 1er 0: 1 2 par r. 21 

'.7.r + Œa 
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l,,i (:x,- CX1) (0:2- 0'.1) I 

21\ 1 -- ( O'., + a, ) ( O'. 1 - O'., ) ( O'." - a 2 ) ( O'., - a, ) - a - a ' 

d• ' l l d rJR, 'on a va eur e 2 uq, 

Si l'on écrit les conditions de compatibilité, le terme ~:z, n'inter-
uq1 

1. . . , d ùR1 venant que meairement ans • 
U{j1 

Les conditions de compatibilité /'1~, , / 21a1' ne le font inter-uq1 uq, uq, q, 
. d , • • d âR1 1 f rJa' vemr par er1vat10n e -.,- que sous a orme ~-

(HJ1 Ufj1 

0 • l' • 1 rJH, l ''l d ' 1 f 1 r s1 on envisage e ter~e rJq, te qu 1 est onne par a ormu e, 
ùR, à2 a, (âa,')·" , • • -J- comprend des termes en -'. et :,--- une den vat10n par rapport 
<fj 2 uq 1 uq,_ 
, . • • Ù'l1.1 • ,J'a, â"a, a q, fait alors mtervemr dans le terme d-à. les fonct10ns -1 ., et-:,-;;-

(_/1 '/1 ( 'fj (HfÏ 
. '. , . . . . 1 d â,, H, qm n mterv1ennent pas mltia, ement ans~-

• uq 2 uq1 

\ d• l l • rJ"I{, â'H., ' '"fi' 
1 utrement Il, a re at10n -J J = n est pas ven 1ee pour 

• (]1 (Je uq, uq1 

les valeurs de âJ· l=t, donné par les formules précédentes, autrement dit 
, ( (_/1 ' ' 
R 1 n'existe pas. 

La condition XH - IIX ne peut être vérifiée et la correspondance 
entre la mécanique classique et la mécanique ondulatoire ne se pour-
suit pas, en général, pour les intégrales dn deu~ième ordre. 
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CHAPITRE VI. 

CORRESPONDANCE ENTRE FONCTIONS ET OPÉRATEURS. 

Nous nous proposons dans ce Chapitre de fournir des indications 
sur la nature des opérateurs correspondant à une foncLion des coor-
données et des vitesses de la mécanique classique pour un système 
donné. 

Envisageons dans ce cas l'hamiltonien classique, l'espace de confi-
guraLion ayant un ds 2 = l:;1, dqi dq1c, 

il;k= llki· 

L'hamiltonien est 

h" I Ù ( . ,- Ù ) ll---!k-----_ oikVg- -U 8 ., ! ,- .l /:, ,l ' r;- V g Ulj; Uljk 

ggi1; mineur de l'élément a;;. dans le déterminant de la forme quadra-
tique ds 2 = a;k dq; dq1,, nous nous proposons de vérifier tout d'abord 
deux propriétés <les opérateurs : 

1 ° si une fonction linéaz're et homogène des vitesses indépendante du 
• . l l • l.l • • l • h 0 rJ temns est mtea,·ra e c asstque, e e est mteara e quantzque + - ..... ; ;-:,-, 

T ' - 'l.1rt. ....._ Ul/i 

l , "O ùS correJponr a ...i; ,; -1 _- ; 
( lj i 

, l' . . l • • , l • I) dS dS l' 
:~ 0 a zntegra e premzere c asszque .... ;1, - ;1c--:,- -:,- + .. t ne peut corres-

u!J; Uijk 

pondre que l' L·ntégrale quaniique 

- 'r7. .-;k--= - ik V g - + 1 -+ · Ji2 l~ I a (1=> • ;- a ) R ] R 
47r· yg Ùlj, Ùljk 

Cette proposition est amenée par la considération du fait suivant, 
il l'intégrale classique 



ROBERT FAURE. 

nous avons pu faire correspondre pour les termes en Pi l'expression 

soit pour 1:,I>,( 1f:) 2 + R à 

..,. I) (as)" n -·. -. + 1 
l l ,dq; ' 

qui donne pour une valeur propre 

ce qui signifie que l'intégrale I appliquée à 

est extremum avec d'r = ,(g·dq1 dq 2 dq,,, la propriété est intrinsèque. 
Il y a lieu de penser que la propriété se généralise quelle que soit 

la forme de la forme quadratique en p 1p1r, autrement dit que l'on 
déduit de 

pour un principe d'extremum l'opérateur correspondant à H, c'est-
à-dire que A est de la forme 

h2
_, [2:;kP;1c_____!!___ +2:;1c ~- _!__(Payg)_!!_ +R1] + R. 

fin- dq;d!Jk 1/g dq; dq1c 

Nous n'effectuerons que les calculs sur les termes de plus haut 
ordre. 

Posons 

Les calculs de compatibilité sont alors les suivants : nous calcu-
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lons AII - HA; nous obtenons les équations buivantes pour les termes 
de plus haut ordre AH - HA. 

1J:l 
Le terme en J iJ J . a pour coefficient ( 1) 

1 (J; 1/t ( (Jm 

(' == 

d' ' 1 1 • iJ:: ou are at10n c = o, en J J'2 ( q; q1 ,,, 

( .,8 ,,,,11. ,.:, oùn -' r, è)P ) 
r = "'-'k i/;-- + 1111.-- -/J -- -1-~ • -- , J _ '\' p u . ]-) ub. -ik U. mm . mk •.· .lm 

dqk dqt dqk - dqk 

d' ' 1 1J:: ou c =o, en y, 
1 q,,, 

d'où la relation c" = o. 
Nous nous proposons de vérifier que les coefficients du deuxième 

ordre sont identiquement nuls en vertu des relations précédentes, 
1P les termes en --- sont dq1 dqlll 

J'2alm . (}'l.P!m . . . 7 , , 

P ,-1, -J bJ - /r'" -) _,. ne faIL pas mtervemr les 1,; et les G,- precedem-
UJ; l ff k • ((J;U(jk 

ment définis. 
C 1 l âGm a cu ons -J-

1 {j; 



244 
d'où 

ROBERT FAURE. 

P ùG 111, _ ( p Ù" g"'r Ù crlllr <) _ "' <)2 -) 
l·t -a_ - .•,,. -,·1 ' P-1 b J oo-. / "+ J:> 1 g""" J o0• ,/" - -) -' -, l -d- -:,- · b V 1, i -ù Ù. " b V b > q; ( q; uq,. t/; uq,. fj; q,. 

P àG1 -~- (p J2glr 'p d{,.fr ù L cr 17,._J :, oil" <)2 I ,r) 
illl_)_ ---,· ;,,,-a a_ ,- im-a, -a- o,,vb ,-I;lllb ,ogy/,{'' ( q; fj; 1;,. q; q,. uq; uq,. 

d'où 

, · ùF · ùF ùP / de meme pour n-""-1 + rrll __ ,,, + G--.-1/l 
Ô dij; /"J ùq; / Ù(j, 

l ' ,- âP1,. f> ù J .1 
';1= .... -a + 1,.-d .ogyg, q,. {jr 

d'où cc groupement est alors égal à 

Ù2 P ù2 P àP à 0 ,;,. un Ir d mr + lm b -u·8 --- + 8 --- -- -ùq,àq,. ùq;Ùfj,. ùq; ùq,. 

( •1ùP 111,. ._aP_im . ûP.1,.) à I .r , gi . r 0 u , o-Ull QO' V o 
,- Ùq; ,- b Ùfj; ,- 1, Ûfj; Ù(j; , b b 

Ù" 
'- ( oilll P1 + o-ilJ> )--- J oo· v-;,. 

7 ,'":; ,- b 1111· Ûlj;Ùtj,- 0 b c,, 
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d'où la valeur de la différence 

Celle expression doit se simplifier. 
r -, , · "' • <)t /-J out d abord le coefüc1enl de -1-J- Log,, g 

1 !/; ( If 1, 

qui est identiquernent nul du fait de sa structure ( on doit y ajouter 
des termes obtenus en permutant i et r) ensuite le coefficient 

r) ,-<les - Lon·,., 0 
Ili/,. 0 b 

Les relations que l'on obtient pour la inécanique classique montrent 
que cette somme est nulle. Maintenant envisageons la somme 

Montrons qu'elle est nulle. La mécanir1ue classique nous donne 

à O1111· ·'uil' ào./111 •1P ·1(' 
'\'.J>. _b_ p. {!.!2_ :_ 1). _b_ - ,·_uif~ - uim_U~/r 
-, ,! à -+ "" ., 7 Il' .1 -, b ù --1 b .1 

1/; UI/; UI/; 1/; UI/; 

.. JP1,,, 
_ o•lf __ -o ,., ây, - • 

Joum. de Math., tome XXVIII. - Fasc. :J, 19Î\1, 31 
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r restant fixe, dérivons cette relation par rapport à r;, 

ùPun àglr àl\,. àg1111 
~- -- -- + -- --

dq,. dq; ùq,. dq; 
âgil àI·'i11r àg<111 dP,,. dgir dP,111 
rJq,. dq; Ùl/ 1 • Ù(_f; Ùl/r Ùlj; 

d'où la somme envisagée sera nulle si nous avons 

cette somme est évidemment nulle du fait de sa structure. 

Dans le cas où le tenue du deuxième ordre est alors 1â'., , nous avons ( q,~, 

d~ ,,.JIii// ·ac:- <J ,,.lJll/1 .,· ,. a, 1),,,,,, ar .:.i1, 
1.) ,-.., , }J 'Ill f J,._,_-, ___ • ,, · Ill (' U 111111 

-;/, rk Ùlj;O(jt ..- • 1" 1 Ùlj; - • ' Ùlj; -;;.,fl , Ùlj;Ùljk - ,!;"11 dq, + •; Ùlj; • 

Comme tout ~l l'heure on décompose le calcul en deux 

et àG Ù 0 "' 111 JF JI' ,. ·1> m. 1 p. b ;m • m G nlm. -i. im-_--;- l---g -- ;--, 
dq, dq, ÙIJ; ùq, 

l'?.- ,. ùl\,. à r 
,- -,. dq,. -i- P;,• dqr Log~ g, 

d,,mm Jp .. J,,11111, Ù"""" à / _ F-•_..,_ - ,. --" -"-· - + p. _,::,_ - Loo·\ "' 
1 ÙIJ; - -,. Ù!f,. Ùtf; ,,. rh;; dq,. " ,.,, 

dG à 2 g 11"· d 01111 d ·- à" ---1, • m - ,. I' 1 I' ,.., l 0°· \; u ' p r,J/1/' J / 
·,m-ù --1· /Ill-à à -- llll_ù_ à~"' b 'b .- illlb --- --og\,g·, q; 1;, 11,. If; q,. d1;1à1;,• 

d'où 
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D A l .. "f . ùF,,, ï' âl',,,,,, e rneme pour es termes soustracl1 s g""-J- + \1,--J-, on a 
( !/ i ( 1/ i 

. d' P ,-111. • iJ P nn cJ 1- d' . -g'J,' --_-_- ,- g"" ~- -- J ,01'° v 3· + ,,,,,, P --- r ou- \; ,, 
drf;dq,. dt/; à1;,. 0 ,.,,, â1;,iJ11,. , " ''' 

. dP,,,m ,.;,. ùPl/l!/1 â I • _ ,.;,. p d' I o· / ,,. 
g"· -iJrJ; o Jri:- âr;,. ,og \ /{ - ,., 111111 dtj;dlj,. ,0,-, \ h. 

Le résultat définiLif est alors 

le coefficienl de -1 r)c)' Log \ 1~ est Hui dans la sommation du fait de sa 
( 1/ i ( 1/ r 

structure. 
1 ffi . d rJ.f ;-... e coe 1c1ent e -J- _,og \/-!,' ( 1/,. 

ù,,-111111 âP ùP 1-). _,_..,_. ,,././/! __ l_'J/1 _ •• li/Ill -- - . //' -ù-- == o, 
11· ()If; ,.., Ùlj; lj; 

d'après les relations obtenues en mécaniqüe classique cette somme 
est nulle. 

Envisageous les termes de plus haut ordre 

.. Ji pl!/}// 
,!;" Ù!j;Ôlj,- -

La relation écrite précédemment donne dér~vée par rapport il r;1 

somme précédente, par rapport ü r 

esl nulle d'après sa structure. 



ROBERT· FAURE. 

Envisageons un chaugement de coordonnées, le ds 2 initial prenant 
la forme ds 2 = La; dq;· 

le ds~ devient alors 

en remplaçant les qi par les fonctions de w" envisagées, on obtient 

Soit la fonction de Jacobi, solution de l'équation aux dérivées par-
tielles 

La fonction de Jacobi est invariante clans ce changement de coor-

données, l'intégrale l:Q; ùùS devient 
(j i 

pmsque 

en posant 

On a ainsi en mécanique classique la nouvelle forme de l'intégrale 

dans le nouveau système de coordonnées. L1; F,. Jàs cet Le forme est la 
( lVk 

même que la précédente du point analytique S solution de la nouvelle 
équation de Jacobi 
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Aulrement diL la forme de l'intégrale n'a pas changé de même en 
mécanique ondulatoire l'intégrale 

__!:__ ,, () __il_ 
:nri- '- 1 àq; 

donne lieu à l'intégrale 

la propriété est générale. Nous vérifions alors formellement que dans 
le cas où le ds~ provient de la force vive 2 T = "S..ai!JJ~ r/k d'un système 
de corpuscules, les intégrales linéaires et homogènes classiques se 
conservent en mécanique ondulaLoire autrement dit les opérateurs 
commutent. 

Fluz·dc de probabzlt'té. - Dans le cas d'une intégrale première quan-
tique on a pour 

.0 
TI l ' 

Lf; == f/,C l1, 

°' étant une valeur propre. 
Arrivons à un cas particulier très intéressant celui de mouvement 

de probabilité pour lequel on a défini les équations 

' !.;kgik ~cp dcp - u = ) h~ ~' '!;k !!__ (gik Vff d11 ) + àr_p ( 1 ), 
'.l Ù(j; Ù(jk 8wa \!8 àq, Ô(jk àt 

('). 

Toute intégrale première linéaire donne pour le mouvement de 
fluide de probabilité une intégrale première dans le cas d'une valeur 
propre de l'énergie. Si en mécanique classique il y a conservation de 

( 1) Le ris' ne peut toujours ètre a mené à la forme ~; ri; dq?. 
(') La mème propriété est valable lorsque la fonction g figurant dans l'hamil-

tonien el l'intégrale première est quelconque. 
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la quantité de mouvement, cette propriété a lieu pour le fluide de 
probabilité. Il y a là une nouvelle analogie. 

THEORÈME. - l,ejluùle de probabilité admet les intégrales linéaires du 
problème de la mécanique classique pour les valeurs propres del' opérateur 
énergl·e. 

'I' l • ' l "jl ., dS rJS I) d ' ' mtORÈ~IE. - / une zntegra e ... • ui -à. -à + l ans un systeme 011 
If ljk 

le ds 2 de l'espace de cor,ji{?uration associé est 
ds'= 'i..rr;kdq;clqk 

g déterminant du ds~. Tl ne peut correspondre en mécanique comme 
opérateur l·ntégrale première que 

• h' ( r à ( I' r- à ) I' ) 1., - -tk-------== - tt.:.Vb'- -t-- l1 + .l. 
-+n- Vi? àq; , àqk 

THÉORÈME. - Une intégrale première lin/m"re classique I:Q; ~!; donne 

l . , . . ' l'. . l ., h î'O a wu en mecanu.1ue quanttque a mtegra e premu:re- ... ..._;-a•· 
2 7!, q, 

CHAPITRE VII. 

CAS GÉNÉRAL DE 1:EXISTENCE SIMULTANÉE o'uN CHAMP DÉRIVANT 

D1UN POTENTIEL SCALAIRE ET o'uN CHAMP ÉLECTl\O-MAGNÉTIQUE. 

Nous avons montré qu'il était en général impossible d'affirmer 
d'emblée l'existence d'intégrales premicres communes à deux pro-
blèmes correspondants quantiques et classiques. 

Nous avons vu que seul le cas du premier ordre pour le cas d'un 
potentiel scalaire indépendant ou non du temps donnait lieu à une 
telle correspondance. 

Nous allons donc étudier celte correspondance pour le cas du 
premier ordre dans le cas d'un champ magnétique. 

L'hamiltonien classique étant 

11 _,.r,' L U •• - ~; - ~~;p; + ;p;--r , 
2 ' 
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l'hamiltonien quantique est alors 

• !t" " ( \. à' d g; à ) h ,. à U - g-:;--; 1;-à, -1-A;-à_ Log-;= à- -1- -, - . .-;L1y- + . 
7r , <] 1 {j; \ig q; .lT:l (j; 

Envisageons une intégrale du premier ordre. 
Les équations de la mécanique classique nous donnent, pour le 

crochet de Poisson 

terme en ]Ji]h : 

terme en pi : 

terme en p,: 

terme indépendant des p; : 

L'opérateur AH- HA nous fournit ici avec 

Il· -- -8 !t.'~,(J\,àà' .. +A,àà Logb1 ; __ Jà_ )-1 _!:_~,L,~ 1 U, 
T:" 'li q; vg(!J; 2rri àq; 

A==~~, ( Q, ~- + n\+ n. 
'.'.T:l dq; ) 

Les relations suivantes : 

'' d' lermes en -1 .. : 
( qz 

J" Termes en_)_)_: 
1q,rq1c 



1, ù . ermes en -ù : 
'] i 

Terme constant : 

ROBERT FAURE. 

Les équations précédemment écrites sont vérifiées, en fonction des 
études que nous avons déjà faites et des équations de la Mécanique 
classique. Il reste à vérifier que 

Or, on a 

en dérivant par rapporl Ù f/i el en ajoutant ( 1) multiplié par ùâ Logvg. 
'] i 

On a, en sommant par rapport à r/i la condition 

qm est une condition supplémentaire, condition supplémentaire 
liant Q,., Li et .fp,·. 

Nous venons de voir qu'il est nécessaire d'imposer une condition 
supplémentaire pour qu'une intégrale linéaire classique donne en 
Mécanique ondulatoire une intégrale première; c'est là une différence 
nette avec le problème du champ dérivant d'un potentiel scalaire. 
Notons que pour le cas de l'intégrale classique où H. = o la condition 
est vérifiée d'emblée. D'où 
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TuÉORÈME. - La condition nécessaù·e et suffisante pour que l'intégrale 

}JremÙ're O; (~S + R donne lieu à une intégrale quantique est 
'-- Ufji 

,. a ,-( an; (. iJL;) :---] ... ;,.~ L,.-;,'- -- 2,·-:,- V g = o, 
ufj; _ \ ur;,. uq,. _ 

Li étant les composantes du potentt"el vecteur du champ magnétz"que 
et ,lg la capacité tensorz"elle de l' e,11u1ce de configuratz"on. 

CHAPITHE VIII. 

INTÉGI\ALES PREMIÈI\ES DÉPENDAl'iT DU TEMPS. 

Nous allons généraliser les résultats obtenus précédemment au cas 
où les intégrales du premier et du second ordre dépendent du temps. 
Nous noterons que les cas particuliers étudiés le sont particulièrement 
en vue de l'intégration des équations de la Mécanique ondulatoire. 

Nous pouvons en effet noter qu''il est possible de définir une infinité 
d'intégrales premières. Il est possible de leur imposer de se réduire à 
un opérateur différentiel donné X 0 pour t =o. 

Il suffit pour cela de développer l'opérateur X en série entière par 
rapport au temps et de l'astreindre à vérifier l'équation 

:~ + '.lt(XH - HX) o. 

Celle méthode fournit l'opérateur X à partir de X0 et donne sa loi 
d'évolution. 

Celle question a été· étudiée par M. J.-Louis Destouches (1 ); cet 
opérateur X est défini à partir de l'hamiltonien H par intégration, 
autrement dit il ne nous fournit pas d'aide pour l'intégration des 
équations de la mécanique ondulatoire, sauf dans des cas particuliers 
où la forme de l'opérateur X peut être déterminée autrement qu'en 
fonction de l'opérateur d'évolutions. 

( 1) C. R. ÂC11d. Sc., l. 193, I\)31, p. ii18; t. 19!~, 1932, p. 589 (Principes 
fontamcntau:J.· de Physique). 

Journ. de Math., tome XXVIII. - Fasc. 3, 1g,fo. 
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En effet, 
X= UX0 U- 1 , 

Il y a donc lieu d'envisager des intégrales dépendant du temps 
et d'une forme particulièrement simple, celles-ci provenant d'une 
structure particulière du système. Celui-ci n'étant pas envisagé dans 
son ensemble comme cela est en partant uniquement de l'hamiltonien, 
nous pouvons appuyer cette opinion sur le fait qu'une intégrale 
première linéaire correspond toujours à un déplacement virtuel du 
système ( 1 ). 

Envisageons donc les intégrales de ce type. 

Condt'tz"ons ùsues de la Mécanù1uc classique. - La conditioll pour 
qu'une intégrale dépendant du temps soit intégrale classique est, 
nous l'avons déjà vu, 

1-;,, dd l-(L,. dd· (J; - Q,. JJL;)' V3] = o. 
!J, !/,. q,. 

Nous avons des égalités en p;. 
Les résultats sont les suivants : 

Termes en p;p1 : 
( I) 

Termes en p;' : 
(JI) 

'I' ermes en p;p,, : 
(Ill) 

Termes en p1 
(IV) 

Les termes en p; : 

(V) 

el les termes 
(VI) 
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En mécanique ondulatoù·e, nous allons également obtenir la con-
d.. d dA 1t10n en tenant compte e Tt· 

Nous obtenons les résultats suivants en écrivant que les coefficients 
des différents termes sont nuls. 

( I) 

a:: 
Les termes en -J,:, ., , 

( '] i Uf/ j 

1P Les termes en -1 , : ( q; 

(Il) 

if' 
Les termes en dq'I : 

(Ill) 

r) 
Les termes en -1-: 

( '] k 

(V) 

=----= 0; 
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Envisageons tout d'abord le cas des intégrales du premier ordre. 
La Mécanique classique nous donne une intégrale du type 

2:L;dS +H, P;==Q;=H1=H,-o. 
dq, 

1l suffit de remarquer que les équations (III), (IV), (VI), de la 
Mécanique ondulatoire sont obligatoirement vérifiées du fait• des 
équations (Ill), (IV), (Vl) de la Mécanique classique, à l'exception 
du terme 

Ce terme est lui aussi nul. Si nous remarquons que les A; étant 
indépendants du temps, toutes solutions dépendant du temps des 
équations (Ill), (IV) de la Mécanique est de la forme 

2:x:z(t) L(q1, q,, (]n) 

[ :x fonction uniquement du temps; L étant une solution des équations 
(HI), (IV); l'expression <l\ lui correspondant est nulle], d'où 

THÉOnfmE. - Une intégrale première linéaire dépendant ou non du 
temps, donne en Mécanique ondulatoù·e une z"ntégrale premilre; 

l:;Q; as_+ H 
dift 

est l'intégmle classz"que: 

est l'z'nté!Jrale quantt'que. 
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Intégrale du deuxz'ème ordre. - Dans ce cas, l'intégrale classique 

peut èLre de la forme 

en Mécanique ondulatoire, elle esl de la forme 

-Les équations (1) et (li) de la Mécanique ondulatoire sont les 
mêmes pour les P1; que celles de la Mécanique classique. 

Les équations (Ill) cl (IV) de la Mécanique ondulatoire, sont obli-
gatoirement satisfaites pour leur partie imaginaire, du fait des équa-
tions de la Mécanique classique. 

Les parties réelles des équations (Ill) et (IV) nous montrent, 
comme pour les intégrales indépendantes, que les Q; sont obligatoi-

d 1 f. dl\ p ,J L ·--. , , 'fi l , . rement e a orme -1. + ;-J- og g + ,,,., A, ver1 iant es equat10ns 
f(j, ·l(j; 

( E) 

Seules restent à étudier les équations (V) el. (VI). 
Nous avons à noter que dans l'équation (V),),; qui devrait inter-. . . vemr a przon par 

n'intervient pas en fait, cette expression étant nulle, les Î,; vérifiant le 
système (E); par suite envisageons dans (V) uniquement 
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Nous avons pour celte équation (V) deux équations 

IP;(0 (A1c_,d LogS'')+I;Q;-)d (Ak/ Log-~~) 
Uf; U(_/k vg Uf; U(_/k \(3' 

()2 Q k , . __!!_ · ,,. g; iJQ k _ , dH 1 . . . 
-A; ·'r,,," -,\,_, Lo,.,,-) ?.,\k_, -o. 

u 1 uq; \lti l(_f; U(_/k 

Pour IX nous savons ici qu'en général pour que cette condition soit 
satisfaite, nous devons annuler un déterminant ( cf. Étude intégrale 
z'ndépendante du temps) el réaliser des condiLions linéaires relatives 
aux A;k• 

Pour~ les équations (Ill) étanL les mêmes que pour le cas de l'inté-
grale linéaire indépendante du temps, la différence entre l'équa-
tion (IV) pour l'intégrale dépendant du temps et celles qui en sont 
• d' d. • 1 • dl' k m epen an Les, portent umquement sur e terme en 2 Tt• 

Tenons-en compte dans le calcul de dJR, 
qk 

Elle n'interviendra que dans 

1; L; __!!___ (A k _!!_Log-(}) : 
dq; Ùfjk \/ b 

Posons 

soit 
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or 

car 

ce terme B ne nous intéresse pas, nous savons qu'il disparaît quand on 
retranche • 

'. 1 • d l rJPk • 
~1 on ne a1sse ans A1c que 2 - 1-, par smte 

( { 

la somme à étudier devient 
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d'où 

Or 

par suite on a 

avec 
_ ùP,. 
J.,.='lJt' 

dH, I d dP,. .. -d - - -d ... ,.-ù . . \,., 
(j k 2 1/ k l 

d'où 

par conséquent, cette formule étant vérifiée quel que soit k, on peut 
prendre 

1- - I iJ ,. P,. ,T, {,_-d .. -- ... ,.-\ + ..... (t). 
I l .,. 

11 reste maintenant à él udier la dernière équation, celle qui provient 
des termes multiplicateurs 

.,2;.p.J'U -i-Clù{) -lA·d'H + A _!}__Lou Fi_ iJH =,,àHe_ 
~ l I d1fi , '- 1 d(j; I I U(j/ l Ùi/; ::, \!g Ù(j; ·" ùt 
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La Mécanique classi<1ue nous fournit (VI) 

(VI) 
, JU àH àL; c,] -- - ,\,- -- -• 

·• l â(j; • l àq; - à( 

Dérivons (VI) par rapport à(_/;, d'où 

(VII) 

Ajoutons à (VII), (VI), multipliée par J~; Log /g et sommons par 
rapport à,·, d'où 

Or 

on a 

Or 

I d I 1- ,- âL,. àP,. \ -; . ,; "og ,. g = - ... -J. - - -:,-- : i ,., 
u(j; (jr ut 

d'où 

On a donc 
- . I r). '\' p,. Jl,_ . . ....,. - ' 

'.l dt ,\,. 

les diverses équations fournissant H~ sont compatibles. 
Journ. de ,lfath., tome XXVILI. - Fasc. 3, rofo- 33 
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Par conséquent, l'intervention effective du temps dans les inLégrales 
du deuxième ordre ne fait pas inlervenir de condiLions suppU)men-
taires. 

On a donc les théorèmes I et H suivants : 

TmtoRÈME I. - Pour qu'une intégrale première du deuxième ordre de 
la Mécani°(_Jlle classl·que l:P;p;+ ll;p;+ R dépendant du Lemps donne 
heu à une intégrale quantique, il faut et ll suffit r1ue les deux déter-
minants H 1 et H~ soient nuls et que À.;1, solàzt proportionnels aux mineurs 
correspondants. 

T1U::0RÈME U. - Quand une intégrale première classique dépendante 
du temps ~P;pf+ H;p;+ H_ donne heu à une intégrale prem/ère quan-
ûque, l'hamiltom'en r;trmt :; A;pj + Ü, l'intégrale première quantique 

est telle que 

CHAPITRE IX. 

Sl(PARATION DES VARIABLES. C,~S DE LIOUVILLE ET DE STAECIŒL. 

Nous étudions ici la transposition en Mécanique ondulatoire de 
deux cas d'intégration de la Mécanique classique. 

Tout d'abord le cas de Liouville ( 1 ). 

1° On saÎL qu'en Mécanique classique, on appelle cas de Lz'ouville 
celui où la force vive 2 T et la fonction de force se réduisen L à 

( 1) C. n. Acad. Sc., 222, 19-'ro, p. 1032-IU33. 
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où A;, B,-, U,- sont fonction uniquement de la variable q,-, ce cas se 
ramenant par le changement de variable 

au cas plus simple 

On peul intégrer complètement le problème, l'équation de Jacobi 
réduite 

se décomposant en n équations 

Mécanique ondulatoire. - L'équation de Schrodinger dans le pro-
blème correspondant de la Mécanique ondulatoire va donner l'équa-
tion aux dérivées partielles 

en dehors du cas où n = 2, où l'équation devient 

el donne lieu à la séparation des variables, l'équation (1) n'admet 
pas de solution sous la forme <l'un produit de fonction de chacune 
des variables, ce résultat tient à la présence dans ( 1) du terme 

( n )"(dA;d'-J;)·('~A)211 , • d , -- - 1 "-'i -J- -J- ..... ,- ,- c1 except10n u cas ou n = 2. 
'.), I (j i 1 '/ i . 

D'ailleurs, eu posant 
" 1 

\=(1:A;)'-~lji, 
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on retrouve l'équation 

on retrouve aussi cette impossibilité. 

Cas de Staeckel. - Nous pouvons d'ailleurs généraliser celte étude 
au cas de Staeckel qui se présente de la manière suivante en Méca-
nique classü1ue, off envisage un système mécanique dont la force vive 
est de la forme 

Li étant un déterminant dont les éléments sont des fonctions rJ?(qi)· 
rf? étant la même pour une même ligne, <I> étant le mineur de celui 

de tp;. 
Le potentiel U est de la forme LJ~(q;)<I>;: Li. 
On peut intégrer complètement le système avec 

a 1 , a~ et a 2 étant des constantes ( cas à trois paramètres), en Mécanique 
ondulatoire. 

L'équation de Schrodinger nous donne 

On voit que, comme précédemment, fa présence du terme 

interdit toute séparation des variables à l'exception du cas où n = 2; 
d'ailleurs, en posant 

" 1 
,i•-" 

x= , '-li, 
[11(9;)]' 
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on a 

ce qui montre bien crue la séparation ne peut avoir lieu, 

n'étant nullement une fonction de q; seulement. 
Dans cette étude nous voyons que la correspondance Mécanique 

classique-Mécanique ondulatoire ne joue pas pour les cas de sépara-
tion de variables, qu'une méthode d'intégration valable en Mécanique 
classique ne peut être utilisée en Mécanique ondulatoire ( nous pou-
vons noter que nous retrouvons dans cette étude le cas que nous 
avons signalé pour les intégrales premières du système dépendant de 
deux paramètres). 

Il y a lieu toutefois de signaler que la correspondance entre la 
Mécanique classique et la Mécanique ondulatoire peut être poursuivie 
si on ne l'envisage qu'au point de vue formel; autrement dit étant 
donné un système classique dans le cas de Staeckel, on pourrait envi-
sager de résoudre le problème de la manière suivante. 

On envisagerait a priori des solutions de la forme 

ces sol ulions admettront des solutions produit des solutions de 

mais ce problème n'est pas un des problèmes correspondants en 
Mécanique ondulatoire, à ceux que nous avons signalés en Mécanique 
classique. 



ROBERT FAURE. 

CHAPITRE X. 

CORRESPONDANCE ENTRE LA MÉCANIQUE ONDULATOIRE 

ET LA. MÉCANIQUE CLASSIQUE. 

Nous avons jusqu'ici étudié la correspondance dans le sens Méca-
nique classique-Mécanique ondulatoire, en précisant dans le premier 
chapitre le chapitre de cette correspondance. 

Nous allons donner brièvement quelques indications sur le pro-
blème inverse pour le premier et le deuxième ordre en utilisant les 
études analytiques déjà effectuées. Pour le cas du premier ordre, le 
problème ne pose pas de difficultés ( 1 ). Pour le cas du second ordre, 
il y a lieu de donner quelques précisions. Supposons l'existence pour 
un système dont l'hamiltonien est 

h 2 ( a2 à . ,,. d ) - 8 _, !; A, d----,, + A1 d- Log ~_'_ -à.. + U, 
le , (f; q; V g q; 

d'une intégrale première indépendante du temps 

--,..·, ·-+ ·-.-+ {l + . li" ,. (1> û" (-) d I ) R 
fr n" 1 1 dq," '- 1 dq; • 

On sait que l'on a 
ùP- rJ ;-Q1= -) 1 ·+ P;-J Log\ g, ( q i ( q i 

et que, de ce fait, les équations qui restent à vérifier sont celles rela-

tives aux termes en _)ù et multiplicateurs de l'équation AH-HA =o. 
< (j k 

En particulier, pour les termes en / , on a l'équation 
, U{fk 

.._. 1, a, ( \ a gk ) )" 0 a ( \ û L /rk ) 
-; , dqf F 1. ùq1. Log VB' + ,.1 .._; dq; 11c dqk og 

-V d2 Q;, â g, ùQ, - ... ,A,--.,+ A1 - Log--= -
<Jqr ùq, v g dq, 

, 16rr2 1:, ùU 8rc' \ dR , dR1 _ 
,- -,., k-û - -,,, 1 k--:S-- - 2.t~kd- -O, 

i- (jk 1- uqk fjk 

(1) Cas du potentiel scalaire. 
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ou 

L'inLégrale classique serait de la forme 

et H~ devrait saLisfaire aux équations 

Nous aurons donc 

Par suiLe, et P; et A1c devront satisfaire aux conditions déjà étudiées 
âH. • b" • 1 d • • ' • 11 d' f • pour que -J. • s01t 1en a envee partie e une onct10n. 

• I '] k 

P a1 ailleurs, des considérations de physique théorique nous con-
duisent à poser Il= n~ pour éviter la présence de la constanle de 
Planck, dans l'expression E où elle n'intervient pas initialement. 

On est alors conduit à imposer la condition complémentaire 

Autrement dit, il n'est possible de parler de correspondance Méca-
nique ondulatoire et Mécanique classique qu'en ajoutant explicite-
ment des équations à celles de la Mécanique ondulatoire. Pour ce qui 
est du terme multiplicateur, il n'y a aucune difficulté. Dans ce cas, 
on peut donc affirmer qu'à une intégrale quantique correspond une 
intégrale classi(Jlle. 

Par contre, si l'on envisage le problème du point de vue purement 
mathématique en n'imposant à Pet A, U, Il aucune restriction relative 
à des ordres de grandeur, on ne peut affirmer l'existence simultanée 
des intégrales quantiques et classiques. 



ROBERT FAUHE. 

CONCLUSION DE LA PREMIÈRE PARTlE. 

Dans celle première Partie nolis avons vu, en dehors des considé-
rations purement mathématiques, un certain nombre de résultats 
interessants du point de vue de la Physique théoriciue. C'est ainsi 
que nous avons vu que, dans le cas d'un ,potentiel sc,alaire, une inté-
grale linéaire F donnait lieu à une intégrale quanticrue A ( 1 ). Dans 
le cas où l'intégrale ne dépend pas du Lemps, la commutativité des 
opérateurs énergie el A montrait la possibilité de la mesure de A 
simultanément avec celle de H. La liaison de F et des déplacements 
virtuels du système éclaire d'une manière toute particulière ce phéno-
mène. Nous avons vu également que pour les intégrales du second 
ordre, l'existence d'une intégrale en Mécanique classique ne permet 
pas de conclure à une intégrale quantique, si ce n'est le cas d'un sys-
tème séparable de Liouville à deux paramètres. 

Nous avons pu mettre en évidence l'existence d'un principe 
d'extremum relatif à la formation des opérateurs d'intégrales du 
deuxième ordre. 0 

Devant la :généralité de ce principe, nous proposions, lors de notre 
thèse, de l'admettre comme procédé de formation des opérateurs, 
même si ceux-ci n'étaient pas intégrales premières. 

CHAPITHE XI. 

IIERMITICITE DES OPÉRATEURS (2 ). 

1. L'étude, à partir de la Mécanique ondulatoire, des phénomènes 
physiques el des grandeurs mécaniques associées, nécessite la connais-
sance d'opérateurs, en fonction de ceux-ci et à partir des deux prin-

(1) Nous verrons, dans la deuxième Partie, la signification de la condition 
supplémentaire composée par la Mécanique ondulatoire et que la connaissance 
de l'hamiltonien quantique correcte permet d'affirmer également la correspon-
dance dans le cas d'un champ magnétique. • 

(') Cette étude a été faite après notre soutenance. 
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cipes fondamentaux, il est possible de déterminer l~s valeurs de 
chacune des grandeurs mécaniques associées et la probabilité de 
l'état à laquelle elle correspond. 

Nous allons voir dans l'étude suivante que cette condition est fon-
damentale pour la détermination des opérateurs ü partir des fonctions 
de la Mécanique classique. 

PosrrION nu PROBLÈME. - Le système mécanique envisagé est défini 
par l'I-Iamiltonien classique, c'est-à-dire par son énergie et la fonction 
potentielle. Ce système est bien entendu supposé holonome. Nous 
définissons comme on le fait traditionnellement par g le déterminant 
de la forme quadratique 

Tétant l'énergie cinétique du système. 
Précédemment, nous avions conclu qu'aux fonctions 

ne pouvaient correspondre en :Mécanique ondulatoire que les opéra-
teurs, du fait de la simultanéité des équations de Poisson et de Dirac 

l'existence de H1 entraînant toute une série de conditions et n'étant 
possible que pour certains systèmes particuliers; nous avions proposé 
d'étendre le résultat relatif aux termes du deuxième ordre sous forme 
de principe à tous les opérateurs déduits de la fonction, indépendam-
ment de toutes conditions d'intégrales premières. 

Toutefois, la détermination des opérateurs du premier ordre et du 
deuxième ordre, à partir des fonctions correspondantes n'apparaît pas 
comme provenant d'un principe unique, ce qui est contraire à l'esprit 
de la physique théorique. 

Nous allons maintenant montrer qu'il est possible de retrouver les 
résultats précédents en les généralisant et en imposant des conditions 
moins restrictives que les précédentes. 

Journ. de Math., tome XXVIII. - Fasc. 3, 1940- 34 
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Nous allons montrer qu'il est possible de déterminer la forme des 
opérateurs à partir des fonctions de la Mécanique classique et en le~r 
imposant l'hermiticité. 

Nous imposerons comme conditions aux opérateurs d'être hermi-
tiques dans un domaine que nous supposerons variable arbitraire-
ment, la forme de l'opérateur est bien entendu indépendante de cette 
variation. 

ÜrÉRATEURS nu PREMIER ORDRE. - Soit une fonction F= "1:.;Q;p;. Si l'on 
admet qu'elle dérive de l'opérateur A cherché, par l'approximation 
de l'optique géométrique, celui-ci ne pourra être que de la forme 

_!i__l.Q1_!_ + R, 
'2T.l Ù<j; 

cet opérateur doit être hermitique dans le domaine D. 
Écrivons celte condition, on a 

J~f A(e) d, =le A*(/) 1h, 
Il 1) 

d'où 

si l'on prend 

l'intégrale peut s'écrire 

1~; à~. ( (J; {grj) dq, d,7, dq,,, 
1) 7, 

et en appliquant la formule d'Ostrograclsky ( à l'espace carté-
sien q1 q2 qn) • 

dtJ =J~,-/. ( <J; \ri,rJ) d'], dtJ, d']," 
1) j) 'j l 
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or, f et e sont nulles sur les surfaces ( définition des opérations hermi-
tiques ). _ 

La fonction R est unique; en effet, soit deux fonctions R 1 et H2 

satisfaisant à la condition d'hcrmilicité 

l (H1 - H,)cjclr, 
Il 

ce qui est impossible si l'on prend/ et e quelconques; R n'est en effet 
que supposé fonction des q; indépendants des / et e. 11 suffit de 
prendre/ etc égales et d'imposer l'hermiticité dans un domaine suffi-
samment petit pour que H garde un signe constant,/ e sera toujours 
positif ef = e2 • 

Remarque. - Dans notre thèse nous avions vu que l'opérateur inte-
l • ' cl ' d • l l f • .., () • • h '' Q ,J R • gra e prenu~re e mt ce a onct10n .:.. ..._;p; etait '.l rc i .:..i ; dq; • __ etant 

nul, la question de non contradiction avec le résultat précédent se 
pose. 

Pour simplifier, revenons au cas où le d.r2 a été ramené à la forme 
La; dq:, ce qui est toujours possible ( même pour un ds~ Riemanien ), 
nous obtenons deux !ypes de relations, F étant intégrale première. 

(I) "<> dA1. __ \ dQ1. 
-; ,i dq; - _>,, k dqk' 

dQk - d(l; 
A,--::,---, A1cù-:-- =o, 

U!/; 1/ k 
(Il) 

nécessaires pour montrer que AH - HA= o, de (I), on tire 

d _ -- aok 
(J - Log V i\ k = ~; dq, dq1; 

en sommant par rapport ~l k on a 

..,.. Q d r II ;--\- ,. âok 
- i -) - ,og I k = --k -à' • 

l'f; 1/k 

Or 
d'oit 

on retrouve bien la formule donnée par l'hermiticité. 
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On peut également envisager la recherche de H. 2 dans le cas du 
terme complémentaire de l'opérateur 

l'opérateur envisagé est alors la somme de trois opérateurs qui sont 
tous hermitiques, d'où 

Les équalions de compatibilité provenant de la Mécanique clas-
sique sont: 

d'où 

et 

ou 

par suite la formule R 2 , on retrouve bien la formule donnée par les 
équations de commutativité des opérateurs. 

Elle concorde cl' ailleurs avec la précédente. 
Dans ce cas l\= o et R 2 = o. 

Une remarque trà importante doit être faiLe au sujet des intégrales 
premières du premier ordre pour un champ électromagnétique. 

Champ électromagnéll.que. - Nous avions vu qu'on devait ajouter 
aux conditions issues de la Mécanique classique la condition 

(1) 



CORRESPONDANCE Mi',CANIQUE CLASSIQUE-MÉCANIQUE ONDULATOIRE. 273 
Cette condition ne présente pas ainsi un intérêt physique immédiat. 

Nous allons maintenant montrer à la lumière des formules précédentes 
sa signification : 

(1) peut s'écrire 

A+B+C= (, dL,. â(); _ âQ,. ùL 1 ') V,g 
di;; ù1;,. ùq; ù!J,. 

(A) est identiquement nul du fait de sa structure, la somme B et C 
peut s'exprimer autrement, on peut écrire la relation 

soit encore 

1 
,;_(13-t-C)= 
yg 

,. ) " ( d" L1 JL; d I 1-) - .-1,.(....__,.....it -. --. --1-- - - ~ogv g ' 
Ôlj; àq,. âq,. âq; 

Pour chaciue valeur de r les équations de la Mécanique classique 
montrent <1ue A1 est nul, la somme B1 + D 1 = o 

est identiquement nulle du fait de sa structure; seule demeure la 
condition 

C -·- " o a ,. ( T /--.;.) - • 1-,,.,,,,,,,,. ,_,.-)--..i --'i~b -O. 
( !/,· 

Ainsi apparaît le fait que l'opérateur hamiltonien initial n'est pas 
hermitique du fait de la présence de 
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L

' • rJL1 L à ·1 r- . 11 . express10n .... i -J- + i-J. _,oir,:g etant nu e pour un operaleur ( q; ( q; u 

hermitique~. tL; Jâ dans l'espace de configuration où d,r;= 
27!t I if; 

En effet, les opérateurs 

et }.:__~L-5!_ 
'.>. î. i I âr;; 

. doivent être séparément hermiti(1ues. On doit associer aux L; dans 

un terme lli tel r1ue 

En tenant compte de ce terme dans les seules équations où il ait à 
intervenir que celles-ci sont alors vérifiées, on a alors 

(E) 

On vient de voir que 

on voit bien que (E) est vérifiée. 

Remarque. - La forme de l'opéraleur est indiscutablement liée 
d'une part par la manière dont la formule a été obtenue, d'autre part 
par sa forme même à la théorie des multiplicateurs et des invariants 
intégraux. 

L. <l' • <JL; I â I · i- • 1 • a con • ll10n _L iJq; + -""i âc;; _,og v g = o exprime que g est mu t1-

l . d . dq; d1;11 p 1cateur u systeme L; = -y;;;-· 
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. Opérateur hermitique du deuxième ordre. 

Nous avons, dans l'étude du premier ordre déduit l'opérateur hermi-
tique de la fonction par l'intermédiaire de la formule d'Ostrogradsky. 
1::crivons la condition d'hermiticité pour un opérateur du deuxième 
ordre Pi1,=P1.i 

, l d I' !-•,.;- -+- '1, 
dr;; 

On a, en envisageant sur la surface S, l'intégrale 

Les fonctions f cl e étant nulles sur S, d'où en appliquant la for-
mule d'ûslrogritdsky 

cl ' ' ou 

c • l' • 1-i p l de df Jj de ;::n on remar<1ue que, pmsque . ;1c= 1,; es termes-:,--). , -J- -1~ 
• Uijk ( ij; ( Cfk ( lji 

disparaissent, on obtient bien ainsi la formule. 

r ,. d ( P r) <J;= -,-.-1.-)- ik~g. 
\lg I ijk 
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Montrons-en l'unité si 

Ona 

() 1,; - ) , d ( l' ;--;,,) •~iV,-, - .,-,--kÙljk ki\',.,. 

1, ( rJJ . de) I.; e -) . - J-Ù clrfi dr1 11 = o, 
JI ( q; ij; 

quel que soit e et/, nulles sur D. 
Supposons les),; connus, on a alors en prenant f = e" 

ùj = n en-,!!!:.... 
dq, â11, 
df de . 

e -·- == n e"- - , 
dq; âq, 

d'où 

1 )') ( rJJ f âe) d d· -1~ (' '"<Je) l • l· -; ., e-) - -) - lj1 ljn- -, /.;( -1 . c.q1rq,,, 
JI f(j; llj, JI llj; 

et, par conséquent, 

d ' ' ou 

on a 

1. in; d. l 
:....; -) r;TL+-i fJt l lj11= O, 

lJ ( If i 

On peut donc, pmsque e est quelconque et en supposant n > 1, 

avoir l'équation 

soit 
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On peut alors écrire n équations, à partir, des fonctions e,, e2 , en et 

l'on a un système d'équation linéaire homogène en À; dont le déter-
minant est 

dei àe1 àe1 
àq1 iJq, iJq,, 
àe2 àe2 àe, =J, 
ilq1 àq, dq,, 

Jacobien des n fonctions e. On sait que n fonctions nulles sur une 
même surface S peuvent être prises indépendamment dans D. J n'est 
pas nul, les Ài sont donc tous nuls, la solution est unique, d'où 

THÉORÈME. - L'opérateur hermitique du deuxième ordre dans un 
espace de configuration de capacité tensorielle li est 

fi 2 '\' j à2 1 'i' Ù ( p , ;-) J R 
- -., -;kI;k--à---;- -=-;-à ikVg -à+ ' 4n- àq; qk . Vff q; qk 

R étant arbitraire. 

Détermination des opérateurs. 

Nous n'avons jusqu'ici qu'effectué l'étude des opérateurs corres-
pondants à des fonctions des moments de Poisson. Il nous semble 
utile de procéder à la formation des opérateurs d'aspects différents, 
comprenant par exemple des dérivées des divers ordres des coor-
données par rapport au temps. 

Celte détermination se fait aisément si l'on admet la possibilité de 
la correspondance entre la Mécanique ondulatoire et la Mécanique 
classique par l'approximation de l'optique géométrique. 

Envisageons dans ce cas une fonction quelconque des çoordonnées 
et du temps des dérivées d'ordre quelconque des coordonnées par 
rapport au temps. 

Le système envisagé étant holonome, son hamiltonien étant donné, 
le système évolue en cours du temps et l'on a le système d'équations 

Journ. de Math., tome XXVIII. - Fasc. 3, 1940- 35 
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On peut dès lors exprimer uniquement en fonction des p; les 
diverses dérivées partielles des coordonnées q,; ep effet, on a • 

d 2 q; _ d (dH)- " cJ2H dpk . d2 H dqk ù2 IT 
dt 2 -- dt dp;_ --""kùp;Ùqk dt-, dp;Ùqk dt+ dp,ùt' 

soit 
d 2 q; _" rP TT ùH d2 H rJH ù2 H ___ ,,,,.,,,,.k ___________ ---• 
dt" dp, ùqk Ùp; dp; dp1.- Ùq; dp; dt 

Il suffit de procéder ainsi pour les diverses dérivées des coordon-
nées q; par rapport au temps, quant aux dérivées d'une fonction quel-
conque par rapport au temps. Elles s'obtiennent par la même 
méthode 

dF - ~(dF dp; + dF dq;) + âF - 2;-(dF an - dF dH') + ùF. 
dt - ' Ùp; ùt dq; dt dt - ' r)p; dq, dq; Ùp; dt' 

la dé-rivée seconde s'obtient aisément à partir de 

cl [ ,. ( ar an aF rJH) ùF l 
dt -'i ùp; ùq; - àq; àpt + dt. ' 

de même pour les autres dérivées, dont on calcule les dérivées par la 
même méthode que précédemment. 

On peut appliquer ici au calcul des fonctions des dérivées quel-
conques à partir des p; et utiliser les résultats indiqués plus haut pour 
le passage à la Mécanique ondulatoire. 

Construction des opérateurs hermitiques. 

Étant d01iné deux opérateurs R et S tous deux hermitiques, nous 
savons que l'opérateur RS + SR est également un opérateur hermi-
tique. 

Nous allons, à partir de cette remarque effectuer par la construction 
de l'ensemble des opérateurs à partir des fonclions. Il suffit de 
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remarquer que les opérateurs étant linéaires, il est possible de 
construire l'opérateur comme somme d'autres opérateurs. 

AinsiA=A 1 +A 2 +A:1 +A" s'obtiendra en construisant A1, A2 
et A:1 et Aw 

Nous verrons dans les exemples suivants l'intérêt de celle méthode 
el le degré de généralité des opérateurs ainsi obtenus. 

ÛPi:RATEURS ou nEuxü:nm ORDRE. - L'opérateur doit donner par 
approximation de l'optic1ue géométrique la fonction "E.,-1)\1,p;Jh• 

Pour l'obtenir, on pose, en tenant compte de l'ordre des indices, 

Q,- et Q1, étant deux fonctions quelconques, mais telles que leur 
produit soit P,-1c. 

On obtient ainsi dans l'espace de configuration l'opérateur corres-
d ' ,7 p . . pon ant a .... ,ï, ;1,p;Jh, s01t 

Dév;loppons (A) et déterminons les coefficients des divers termes 
différentiels 

â' Le terme en -,-J- est P,-1,• 
l'j;ll/k 

füudions les termes différentiels du premier ordre en _Jd.; leur coef-
, ( 1/ À 

ficient est 
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soit 

ce qui s'écrit 

cJ - . cJ ;- 1JP ik Ô ,-
-J- ( 0 ;C) k) + () J) k -J- Log v g = -J- -1- Pa 1J(,,,.LogVg. 
( {Ji '· ' ' ( 1/i . ( y; 1 

Le coefficient de.;!--- est donc le coefficient déjà obtenu antérieu-
uqk • 

rement. 
Mais celte méthode fournit un terme complémentaire obtenu en 

faisant la somme des produits dans un sens ou dans l'autre soit après. 
simplification 

1 ( -. ) â2 Q 1. . (-) rJ2 Q; rJC); rJQ "') 
( • --- -1- k + 

:>. ' 1 iJy; rh11. '· â1j; rJq" dy; 1h11. 

Envisageons maintenant le terme T 

Qk iJ2Q; + Q; rJ2Q" + dQ; rJQz. 
d(j;dqk dq;dy1, di/k dy; 

et la dérivée seconde 
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Ona 

et 

Par suite, l'expression T s'écrit 

d'l\k âQk dQ; 
dq;Ù(jk - dq; dqk. 

Le terme R = 1: Ru,+ À;1. résiduel contiendra une partie fixée par 
l d . d p . . . dQ i dQ k es onnees es ;1., mais aussi une partie - ,..;"-à -ù · 

(jk {j; 

Il suffit de remarquer· que chaque te;me ùJQk dùQ; peut être choisi 
( {j, {j k 

arbitrairement, les Q;Q1c ne satisfaisant qu'à la condition Q;Q1, = P;;,. 
On obtient donc ainsi la formule que nous avions établie directe-

ment pour les opérateurs hermitiques du deuxième ordre. 

ÛPÉRATEUR DU TROISIÈME ORDRE. - Effectuons tout d'abord les tableaux 
des permutations i, j, k 

ijk, i!.j; jik, jki; 

Recherchons s'il nous est possible de poser pour une permutation 
zjk donnée P;it.= Q;P;1c-

Ceci revient à rechercher l'opérateur sous la forme du produit de 
deux opérateurs hermitiques du premier et du deuxième ordi:e 

Mais un opérateur hermitique du deuxième ordre comprend, ainsi 
que nous l'avons vu, un terme en Pji,, mais également en P1cJ• 

Par suite, on obtiendra par cette :r;;néthode • 

Mais également 

• 
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Nous obtenons ainsi quatre termes Pu,j sur six cxistan,ts, soit donc 
en utilisant trois fonctions Q,, Q1,, Q;, douze fonctions P,11, au lieu 
des six de la permutation. 

On est donc contraint de fractionner les fonctions P;;1, en deux et 
d'envisager les expressions 2 P,;1. que l'on répartit entre chacune des 
fonctions Q,, Q.i, Q1,• 

On a alors à eITectuer la construction des opérateurs 

R 1 étant arbitraire. 
Cette opération donnera lieu au 'développement analyti<1ue suivant: 

On a également à effectuer l'opération 
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On obtient alors 

On a les termes relatifs aux I\j en permutant k elj. 
• iP 

On a alors pour coefficient du terme en -d ,) . 
• (Ji U(jj 

I Ô ( •-) - p.. 1) ( rJ() • +-- -~ l'-·\-'"' <)---1--- 11

-~ O.,,. - 1-l'---'1 • • - ) • Il C ,.__/ ,-- d ,.__, t) • If ) V g I If r V g (j r I !/ r 

Les termes non écrits n'intéressent que les termes en P,,1 et multipli-
cateurs auxquels seule une allusion sera faite. 

D'où, en développant 
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Envisageons le groupement (1) 

on à 

En dénombrant les di-yers termes et en faisant retour aux P ,Jr initiaux 

· fi • ( 2) I - 1- '' d [(·1> P l) ) r-J on trouve que ce coe 1c1ent est ·,. '.H/g ..... ,. dq,. riJ-+- irJ+ iJr \ g . 
On voit donc que la détermination de ces termes est indépendante du 
choix intermédiaire des Q,. et PiJ. 

Les termes d'ordre moins élevés ne peuvent être déterminés sans 
choix préalable des Qr et P;,; ceci ne peut s'effectuer par un choix 
direct des termes du premier ordre et fixe alors le terme multiplicateur. 

On voit sur l'étude de ce cas particulier la généràlité de la méthode. 

CONCLUSION. 

De l'étude sommaire des opérateurs hermitiques que nous venons 
d'effectuer, il résulte que la donnée de la capacité tensorielle de 
l'espace de configuration suffit à définir les opérateurs hermitiques à 
partir de la Mécanique classique, mais que ceux-ci possèdent certains 
degrés de liberté que peuvent limiter d'autres considérations (5 ). 

Nous possédons un procédé général de formation de ces opérateurs, 
tnous retrouvons les résultats déjà vus pour les considérations d'inté-
grale première T, iant pour le premier que pour le deuxième ordre, 
nous voyons très nettement que la fonction H. complémentaire joue un ' 
rôle déterminant sur la forme de ces opérateurs, nous avons vu que 

( 1) On aperçoit l'importance toute particulière des égalités de~ di vers termes. 
( 2) On a pris P,.1i + Ptir et non pas P rij +- P,'jt, pour respecter l'ordre de la 

dérivation. 
( 0) Il y a lieu toutefois, de noter que l'un des deux opérateurs, l'hamMtonien 

est déjà hermitique. 
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c'est l'existence bypôthétique de cette fonction dont dépend l'existence 
des opérateurs intégrale première du deuxième ordre de la Mécanique 
ondulatoire. 

• Les deu~ points de vue herrniticité el mesure simultanée sont donc 
concordants. 

Nous voyons aussi que l'étude de l'hermiticité a permis de lever 
l'hypothèque qui existait sur les intégTales du premier ordre dans le 
cas d'un champ électromagnétique et sur l'importance des déplace-
ments virtuels en IVIécanique ondulatoire. l\ous pouvons également 
proposer la forme de l'hamiltonien correcte dans le cas d'un champ 
électromagnétique 
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