JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

ROBERT FAURE
Correspondance Mécanique classique-Mécanique ondulatoire

Journal de mathématiques pures et appliquées 9° série, tome 28 (1949), p. 193-285.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1949_9 28 193 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1949_9_28__193_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

Correspondance Mécanique classique-Mécanique ondulatoire ;

Par Rosert FAURE.

AVANT-PROPOS.

Ce travail comprend deux parties :

La premiére consiste en I'étude de la correspondance entre la
Mécanique classique et la Mécanique ondulatoire, du point de vue
des intégrales premiéres el de certaines méthodes d’intégration, ce
‘qui était le sujet de notre thése.

Dans la deuxiéme partie, nous avons étudié le réle de ’'Hermiticité
dans la détermination des opérateurs déduits des fonctions des coor-
données et des moments de Poisson de la Mécanique classique.

Dans son ensemble, cette étude est effectuée du point de vue de la
Mécanique des systémes.

CHAPITRE L

PosiTioN DU PROBLEME.

En Mécanique ondulatoire, I'évolution d’un systéme est étudiée au
moyen d’une certaine fonction W, fonction d’onde du systéme.

On pose
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a et o fonctions des diverses coordonnées du sysiéme et du temps, /.
étant la constante de Planck.

DiterminaTiON DE LA FoncrioN. — Cette fonction W est, en vertu des
principes de la Mécanique ondulatoire, solution de I’équation aux
dérivées partielles

h
(1) , H(y) = —

271

&

En outre, W est une fonction de carré sommable et uniforme dans le
domaine envisagé de 'espace de configuration. Dans les cas rencontrés
en pratique, ces conditions entrainent la continuité de la fonction W
partout.

Dans le cas ol le domaine envisagé ne s’élendrail pas a I'infini, il
faut encore imposer a la fonction W' d’étre nulle sur la surface paroi.

*

X x
.

FormEe bE L'uAMILTONIEN QUANTIQUE H. — Terme d’origine cinétique. —
Nous envisageons un sysléme mécanique pour lequel les liaisons sont,
indépendantes du temps.

On a, en Mécanique classique,

o . , d(]z' d(k
2T = Zauqiq 9=’ flk:T/[’

Il

le terme cinétique de ’hamiltonien sera alors, en utilisant les moments -
. JdT
de Poisson p; = ar

Iy
T= P &% pipis

'P_ilc

o gk

&
w’ mineur de @y dans le déterminant g de la forme quadratique
! ’
en qi5 4
En Mécanique ondulatoire, on admet que le terme correspondant
sera le laplacien dans Iespace Riemannién ou 'espace de configu-
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2

ration ds? = 2T di* = Xay, dq;dq, au facteur h pres, c’est-a-dire

M Li( o ik ")
87 "\ /g 0q: \\/ 9
qui peut s’écrire
2 o2 I «
— | X 0tk — X M
872 [ 45 0qi0qk - Ve /‘d >0(1A]
Terme provenant de l'existence d'un champ. — Pour que cette étude

puisse étre utilisée dans le cas d’un systéme de corpuscules soumis
aussi bien 4 un champ dérivant d’un potentiel qu’a un champ électro-
magnétique, nous allons admettre que ’hamiltonien est de la forme

27

— s vML o <om\/§-07"lk) Y grad ¥ 4 U

V est un vecteur que nous supposons apriorz' quelconque;
L’hamiltonien quantique serait donc

R \‘.IUM .02 d o) 9 h L—d— ;
—8—732-111\*0 dqidq"k -+ \/—g,-d—qi<\/o(bﬂ )qu Zz ldq +L

2Tl

- .
potentiel électrique U, potentiel vecteur V, L; fonction des coordon-
nées ¢, Gy quy -
APPROXIMATION DE LOPTIQUE GEOMETRIQUE DANS L’EQUATION D’ONDE. —

Remplagons W par ae =i dans (1).
Nous allons obtenir ainsi deux équations hant les diverses fonctions

1 v L 99 99 43 9% Uy d? h \_i N d”)
A il 7l VAR =y Ve d(/"(é Ve
da dy du a J du
olh gik = a7
(3) g " 97 + & ,ll()(/l “+ —= Ve it ()q,( \/ qu> ot

Nous oblenons ainsi deux équations (2) et (3). <
Envisageons maintenant 'approximation de l'optique geometmque
Supposons que le nombre 4 que nous faisons intervenir dans le
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calcul soit un paramétre variable. 1l est possible d’envisager la corres-
pondance d’un ensemble des deux fonctions a et ¢ avec un nombre /
particulier, équation (2) définissant A*.

" Faisons tendre % vers zéro, les fonctions a et ¢ solutions des équa-
tions (2) et (3) tendent vers des fonctions «, et o, limites, solutions
des équalions limites '

N Ty 99009y 0% 9%
(2) ) l/O d([[ ()lj( -l]‘[ 7: + U= ’

day do; L Oy a O < ;Y. dwy
/ ik 28 )_‘ ) —— ) 2 otk Ol ) = —,
(39 X d// ()(/L -+ qui A+ — 2\/ /d(/ \/ >_

I1 y aurait, bien entendu, lieu de fixer des condilions bien précises
4 a el o pour les déterminer et pour que I'on puisse parler de hmlte
sans ambiguilé.

L’équation (2') seule nous intéresse, c’est 'équation de Jacobi du
systéme dans le probléme classique associé.

Il est intéressant d’envisager la correspondance entre les fonctions
limites o, et les fonctions W',

Les fonctions ¢, sont celles que nous rencontrons en Mécanique
classique. Les fonctions W fonctions d’ondes du systéme, sont celles
que nous utilisons dans les cas des problémes de la Mécanique
quantique.

Il est naturel d’env1sager I'étude de cette correspondance. Il est
logique de penser qu'une méthode de résolution d’un probléme en
Mécanique classique donnera en Mécanique ondulatoire un résultat
intéressant. Il est nécessaire, & notre avis, d’indiquer dans quelles
limites ceite correspondance peut jouer.

Provrimes Etupiis. — Nous nous proposons d’envisager I'étude de
cette correspondance particuliérement du point de vue intégrale
premiére. Nous signalerons seulement les résultats que donnent
certains procédés d'intégration de la Mécanique classique pour les
problémes correspondants en Mécanique ondulatoire, ceci en liaison
avec le premier pomt de vue.

INTEGRALE PREMIERE. — Mécanique classique. — On désigne ainsi toute
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fonction du temps des coordonnées, des vitesses ou des moments de
Poisson qui demeurent constants durant le mouvement.

Mécanique ondulatoire. — Un opéraleur linéaire et hermitique A est
dit intégrale premiére lorsque :

1° Les valeurs propres sont indépendantes du temps ;

2° I1 y a auto-prévisibilité, c’est-a-dire que si, al'instant initial, la
valeur de A a été mesurée, on peut affirmer qu’a tout instant la
grandeur A a cette valeur (c’est-a-dire conservation du cas pur).

Correspondance entre intégrale premiére quantique et classique. — Si
nous sommes dans un cas pur,

AW)=aW
o est constant.

Supposons que I’opérateur A soit un polynome en <+ %)

gr+5-+h

A=2%, i >"21’°) P8 ————s
=2 — iy gty 737
2T fet 9q% g 0q’:

les divers termes de la somme L.s, étant d’un ordre différentiel au
plus égal a n.

P23, étant une fonctlion des diverses coordonnées et du temps.
Puisque

-,

IO
SR
W=qe" »

le terme principal par rapport 4 2 supposé infiniment petit de

I uP . grB+A
ami) T 0% 0q? oq
une fois appliqué & W lorsque

a4+ B4 r=n,

est
onil do\*/ d Bro *
¢ b (['Ex+3+7.:wz P;/;" ’/E‘/Z‘ <T;;> <()—q(i> <E(/g,-> ’

Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 3, 1949. 25
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/. étant supposé infiniment petit, a élant supposé borné ainsi que ses

dérivées.
Par suite, le terme prln(npal de ce développement sera

- do B 0(?
ae™ AP 4/‘5(/,(()%) <dqo> <07>

[¢]
’ . STl
en tenant compte des termes complémentaires a C e’ ™'

. do d do
(4) }-'P'/’.’-'/ftl'::<d(11> <0;> <071,> +C=a(h),

C fonction des dérivées de a et o.
De deux choses 'une :

1° h est considéré comme un uombre défini physiquement et ayant
une valeur bien déterminée. Il y aura lieu de maintenir dans I'éga-
lité (4) le terme en C (cas quantique);

2° h est considéré comme un paramétre arbilraire, 'égalité (4)
sera supposée vérifiée, quelque soit /2 (cas de passage a la limite).

Dans ce cas, mais seulement dans ce cas, la quantité % tendant
vers zéro, le lerme C tend lui-méme vers zéro, et I’on a & la limite

o9, 99, dor\*
e (5 (5

o, étant la fonction limite.

Nous aurons dans ce cas 2° une intégrale premiére pour la fonction
de Jacobi du probléme.

Les deux cas que nous avons signalés nous conduisent a envisager
les deux points de vue suivants distincts ; ou bien :

A. Nous considérons le terme C comme nul & la hmlte, et nous
obtenons 'intégrale classique, ou bien :

B. C est un nombre fini bien déterminé, parce que /A est fixé et
déterminé. 1l y a lieu dans ce cas d’envisager les deux problémes
sulvants : '

1° L’intégrale quantique donne-t-elle lieu a une intégrale en Méca-
nique classique ?
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2° L’intégrale en Mécanique classique donne-t-elle lieu 4 une inté-
grale en Mécanique ondulatoire ?

L’expression donne-t-clle lieu étant envisagée dans le sens d’une
correspondance lerme a terme, sans passage & la limile obtenue en
faisant tendre /A vers zéro, la forme de I'intégrale classique et la forme
de l'intégrale quantique exprimée avec les opérateurs moments étant
compareées. '

CHAPITRE I1.

CoNbITIONS ANALYTIQUES POUR LES INTEGRALES INDEPENDANTES DU TEMPS.

INTEGRALE EN MECANIQUE CLASSIQUE. — PPartons d’une fonction I de la
Mécanique classique. Pour que cette fonction des coordonnées et des

moments soit intégrale premiére classique, eile doit satisfaire a la
condition

(1) ar_.,

e T
dt
qui peul s’écrire en ulilisant les équalions du mouvement, équations

relatives aux lignes caracléristiques de 'équation aux dérivées
partielles (équations de Hamilton)

oS JS
H<(/i7 - d_([i, [>:— E‘a

‘ 0S » ’
H obtenu en remplacant p; par — 9. dans H(g;, p;, t), d’ott

- e )

dF <dF dg, O ¢@i) OF

i dg. dt " opidi )T o0
dgp . oW dpe oM
dt T opd dt ~ 9q;

I'équation (1) sera

ap: 0q. ~ 9q: I -

- <0F JH  oF 011> Jr
- ’+' YT
: ol
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. . dF . .
icl — =0, d’ou le crochet de Poisson

Jt
<0F JH  oF dH)__

dp: 0q;  dq; dp

Pour une intégrale d’un type donné, elle devra étre une identité

pour les p;.
Nous aurons ainsi toute une série d’identités en ¢; en écrivant que
les coefficients des monomes en p; sont nuls.

_ . . . - 0A
INTEGRALE EN MECANIQUE QUANTIQUE. — | (1 puisque ot =— 0 on monlre

facilement qu’il faut AH —HA =o, A étant l'opérateur intégrale
premiére, H 'Hamiltonien quantique.

CLASSIFICATION DES INTEGRALES PREMIERES QUANTIQUES DANS LE CAS D’UN

POTENTIEL SCALAIRE. — Indiquons une propriété simple des intégrales
quanliques qui nous permettra d’analyser plus commodément la
correspondance.

Envisageons le cas ot 'opérateur A est une somme d’opérateurs

Ay, Ase Asny A

En désignant par A,, un opérateur de la forme suivante

Y/ 2n doH—u—o—'r
A-'_’ILE <‘_l.> y S Il/f//f‘l/:
0y%dq3 d

a+B+vLen qugaqs
et pour A, 4

ho\2n+t By
1'\-),1 ={ — S P, py
Bt (27:z> 2 1k /“()q“d(/ﬂdq

3(+€+'}'<°n+1 Giais

les P étant des fonctions quelconques des coordonnées A = XA ;.
En écrivant que A est intégrale premiére, on a

AH — 1A =23A;H—HA;=o,
d’ov1 deux classes de A.

1° Ceux pour lesquels les A; sont pairs, tous les i=2p;
2° Ceux pour lesquels les A; sont impairs, tous lesi=2p 4 1.
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Nous avons, en effet, deux équations en écrivant que
EEAiI’I —_ I[AZE 0.

On ne précise pas, en effet, @ priori la nature des fonctions
auxquelles sont appliquées les opérateurs.
Nous obtenons donc le résullat suivant :

Les intégrales de la Mécanique ondulatoire indépendante du temps,
dans le cas d'un systéme soumis a un champ scalaire, sont de Uun des

types (1) ou (1I)
]

n

~ /R O\ "1 e

I) < ) b Py ps i ————— o+B4+v=Z2p+1

( Z i D Y /P/J()rﬂ_ 042 0q7 P+y=2p ’
p=1 APY Y2 dn - 3

S indique que I'on doit sommer également par rapporl aux coor-

919273

données,
2 - EAR R
II ( ) \ b P o4 v Zap.
()2 omi /1//.0([ ()(]30(]‘ Prv<=2t
p=1 191’ T3 /n

En vertu de la correspondance que nous envisageons, nous ne
pouvons envisager en Mécanique classique que des fonctions I del'un
des types suivanls :

IS \*/ 0S \B Y
I E S 1’,,g.,,§,,;<—(§> (%) <§> ) a+B+y=2pt1ZLon 41,

I Ly
aBY Gry2m

\ IS \*/ IS \B/ dS\¥
(11 >_‘ S l’f/’ffl%f/&‘(.@j) (()_(])> (E) s a+B+y=2p=Zan.

0([3 AV AV E]

Nous verifierons plus loin direclement, cette propriété pour le
systéme en Mécanique classique pour les cas particuliers du deuxiéme
et du premier ordres.

Nous n’envisageons pour I'instant que le cas ou le ds? de I'espace de
configuration est de la forme

P

2

ds* — S0 (l(]l-z,

2 I' = %, A:pf avec A;=% — -,

= %EiA;pf +U.
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Nous envisageons donc successivement en Mécanique classique les
deux types d’intégrales :

1° X Q, Br)_Sl intégrale du premier ordre;

20 .‘Z,P,-(:;S) ~+ R intégrale du deuxiéme ordre.

. I .
CONDITIONS POUR QUE LE SYSTEME DONT LE H:—Z--A,-pl. ~ u ADMETTE

L'INTEGRALE XP;p” + Q;p;+ R. — La méthode precedemment indiquée
(crochet de Poisson) identité en p; donne o
' JF ol Jr oy

=\op: 97 ~ oz W)
On a

b

N v I 1)A . ()_U_ . P, 9& JR
"‘L<9[ i ()L‘-’I )71 -+ df/ j)z-fz () ], -t dq rt 5 dq -0

On a ainsi les relations suivantes :

1° Coefficient du terme en p;p;,

‘ OA,. Jar,
1 Pr—r — AL =
() A aq i 99+ o

relations au nombre de 2 >< C.

2° Coefficient de p;,

) ()Al’ I ()l’i _
(II) l[(m—.’\l-(m_o,
relations au nombre de n.
3¢ Coefficient de PiPry
’ _()QA dQ;
(I]I) l\lW }‘I ‘()f]/\. o,
relations au nombre de C;.
4° Coefficient de p;,
; 1y A9
(IV) 2-’de71\ tdqi—o,'

relations au nombre de n.
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5o Cocfficient de p;,

‘ TR
(V) le()(]l- A,d(]i_o,

relations au nombre de n, et le terme indépendant des p;

N JU

\i—(j—q—i — 0.

-

En Mécanique ondulatoire, si la force vive classique est

. I
T = L,-al-qf:;‘]\,-pf

I
2

et le potentiel U, 'Hamiltonien quantique H est alors
h: J* J | o 0

o 4 A, g2t ) 4 U

871"( A[()r]l 7.8 g dq,») U

ol ]Jog\/_ est le logarithme népérien de 2L \/_
Nous remarquons immédiatement que les relations précédentes se
décomposent en deux groupes :

Relations (I), (IL), (V);
Relations (III), (IV), (VI),

les deux groupes sont indépendants. Nous vérifions bien qu'en Méca-
nique classique il y a également les deux types d’intégrales indépen-
dantes
NP ﬁ : ] e
Xl L<()7i> + R (2¢ ordre),
(1% ordre).
v
2Q dqz
Nous pouvons donc poursuivre la recherche des intégrales quan-
tiques qui leur correspondent.

RELATIONS DE LA MECANIQUE QUANTIQUE. — Nous obtenons les conditions
pour que A soit intégrale premiére en écrivant que AH — HA =o.
Pour obtenir '’ensemble des résultats relatifs au premier et second
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ordres, nous prendrons la forme A sous la forme

h? 0

\ pl —
! mQ‘

A=— G0 0 T

()sz

Calculons les opéraleurs AH et AH’ a un facteur prés en prenant

_xp, P 2miy O 47
A = X,P; ’)‘Iz g =k Jar e R,
He S0 -2 oA, -2 1 g5 J q—r /)
dq; dq, \/ e 9., h?
A, 0F L 0N, P R J¢

AH=P, — —— -+ syt pecms o R A S
AH=P, dgi 0q} ? dq: dq; dq; + DA dqi dq;

0 dJd 2, J L d J o 02
,P,‘—,— \,.— L ""LL -— [)[— A,--—— L. "'2,]: _—
g ( g, %8 %9') ag. T2 g < a8, g> 07:07,

) poe £ 08T/ 0U L 0U 0

9q. % g 0qTog, R\ T0g7 T og oy

e 2T JA, 0 »
| QG e

— [’il\,-

L T R
A 7T gl

HA = A (9P 02 ol & DS
S= M 0T 007 T 0 0ot T 0gTogt

0 ()l d > ()_.

4 j\r()_q_rLOH v <()f/, ()(1’ +1 ldgf ()f_/))

8m [ O ol
———L<I,~()q (\A——Fl)\)

2Tl 9:Qp 0 J0Qr 0 a2
o Tj\"< dqE Iqx w2 ()(], ¢ ()q/ + Iqr ()q,‘%)
ami 0 90, pE >

h \'() ]0"\/ <()q, Ik de"]k()(]r

47:<’ O’ R JR 0 ()2>

4m? d & OR 32;
oy 8 g 0 T TR

2

UR.
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Il suffit de déduire de ce calcul pourlasuite deI’étude, les équations
pour un opérateur de la forme

h oy O o0
— <[ 07,+Q) +R>+;EL,»0—(]I_+R.

Ona
AH—HA=o0

et écrivant que les coefficients des opéraleurs monomes sont nuls :
d::
Termes en ~——;
a i()q,'.

oA, Jar,.
4 > T AN —
( ) 4 ()(]i ¢ (){/‘

3
Termes en %,
7 IA I,
/ AW
(11') PGt = At =

2

J I\()qi
0 J g
Log )+2 g <\ BEL g\/g)

dQy dQ: G ol gL\
i ()(/i \/L 0(/'( T(A/ld—(]/l -+ A.g;q—-i->—.0.

Les termes en

» 0 0
(111 oP,() <\)

P

d
Les termes en —;

99
O VN < TR N O B
(IV") X a7 A; R - 21k(){” Akd(/kLOgT’Z- s

0 g8 (.,[ ()I. 4()Qk v
@LO \/,, (){/l l\k()_(//— —- ‘iQi()_([i

"’TL ()AL ()Lk o
= <L'¢)—(][ — 2Ak0—(];>_o.

— SA,

d
Les termes en 30
g+

8 & ke
/ Npo_L Q_
(V ) XD ) E (1 ()’],( _>

J J o Sk vy P
QL (z s > A
™ () () ,( V(r ()(/l
J . ()QA 1672 JU 82 JR JR
- A —— l.og < oz — ) - — il
A dy; o8 \/g ()r/l h? ()(/A + h? /‘()qk 2 /‘()qk

9_7*5‘ ‘ 0 o _() I 0 L 8 JL;
_— A ..ll..t()Tli(A Jo Alob\/ér>—j\17([?—1\i;)7i"40t‘7§ ()ql_

Journ, de Math., tome XXVIII. — Fasc. 3, 194y.




206 ROBERT FAURE.

Et les termes constants (multiplicateur)

(V1) — 87r S,P, (;{]U ) 16/;' i 3L, ZIJJA 82 YQ'S% SA, ()C) [‘)1
0 & r)R1 [.nis, PR
~+ A,.W]Jog\-/:; ()(], _F ) 2
J g OR
+ A, L el =
94r % \g 91~

CHAPITRE III.
INTEGRALE DU PREMIER ORDRE INDEPENDANTE DU TEMPS.

Envisageons tout d’abord le cas le plus simple, c’esl-a-dire le cas

de I'intégrale du premier ordre.
Les relations fournies par la Mécanique classique sont alors

V o~ OAy dQy
v 0,98k 0Kk
(I) ,HLQL ()ql ——2A.k ()qk’
dQy J0;
- (2) Ai;;/: -+ kd_(];—o’
. U
o AL
(3) —rlQldqi__O.

Les conditions pour que A soit inlégrale quantique sont que les
expressions (D,‘ soient nulles

d)/L—-qu () Aiﬂg—-Ai—dLog—‘:’r—i @":0.
\/g 9q; dq; 8 9q:

Démontrons que ®,=o.
) -
Considérons donc G, = X;Q; +— (A:,,. J7e Log \/—gr>

Nous avons (1)
0 (A 10e P 10w Bex 0. %M A x5 P e St
ledqi(fA()qk Oa\/g _—JW 08 == tQL dfjt 4+ Ny ldfh()(]k Oo\/g’

puisque nous calculons G pour £ constant et que -

J () g JA k J g 0?2 &
— A el o8 LA —— ], a_Q:.
dq; ( \/ > 9q; 0qx log Ve B d’/€ dqi ©8 Ve



CORRESPONDANCE MECANIQUE CLASSIQUE-MIECANIQUE ONDULATOIRE. 207

OoTr nous avons
OA ()Q
: )
(1) 20— )1 =2 Ay ()(“

pour calculer (1) il nous faut calculer %,Q; o7 )d Log\—/—_'-
g

Nous allons exprimer celte expression en fonction de Q,; nous uti-
liserons les relations de la Mécanique classique

02 .4"k PE

0q:07x Log \/ ()ql 0q:0q%

LogAsyVg, car Ak\/gr:j'-

£
o
el

Nous avons dés lors, en dérivanl (1) par rapport a g,

()AA AQy
1 -L i A
(1) Qi ‘dq
co PAC L 0Q 0A CoAe 00 92,
=Q Aq: I A dgr dqi 2()(_]/\ A B dqr’

N

)
3,0, »()‘-f\‘k :f\k:Z( ()Ak . \ >()()A 4 () OA V ()QL I\A \A’
- ()qé()qk

.()_—.—.f ()71\ ()q;l B ldq& ()fll

()l\L ()A4 » I)Q d/\A N dQA ()AA
PN () P, ! Pl =
g dqi” A T dqk \K<()'1A ‘> *Dqx Iqx i
or .
0? e | SR S
()(]l 9707 Log '\&\/n = 9700 Log A+ 5 D0.970 Logg,
02 0?2
‘ 4 —‘\"l )l o — i o
Ql()(] ()f] oy / M\/n Q 3707 Log Ax—i— 2,Q; ()f/ a7 Log &,
o2 2N, JdA; OA ;.
Ay . .
-4[(\1 ()]l() IJODAA_HLQ () ()qk.‘\k <()qk )de d(ll
or
v Oy »PA; . S JdA ()AA o
e “()q.()(]A'Ak = D Iqr PA
()‘\A ()()A N ) () ()A s ()() ()/_\A \ ()./\,4 ()QA
g dqe TR ogr T 'um dg;” " 0qx Oqi
- 20 Qs \,.()0 A,
i “Aqi dqi”

2

. 0
Calculons maintenant (Tqid—quog.O.
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: . .
Nous avons g = n(a;) n = produit avec A;= 2
I
T(A) = ———+
( l) ﬁ(;‘\,‘)
Logg=-—ZX,LogA,, rindice quelconque variant de 1 a n.
‘Nous avons : .
A, oA, OA,.

LOgA,_ -y ()ql ()fjA e g'a ()q'( A a

o2
dql dqi
Nous allons calculer les sommes

A . Zieri % %;:
()QA dq; dqx

e

"’l r Q ()f[z

Pour les calculer, remarquons que nous avons affaire 4 des sommes
‘en nombre fini de termes.

Par suite
33.=2323,
A, 2A,
22 Qz() A -—-zr-'led ()(1
et .
, JA, JA, . JA,. /OA,
‘\-[Zr i -—I: ,2 ! :Z,.Ei i——, -—'—": 2);
Q<0«1f A )qu Q f)f/i<0(1k A’>’

pour r fixé nous avons la relation

JdQ,
-'z Ql ()q =2A r dq, 9

dérivons-la par rapport & ¢,

5.0, L3 IQON Q. 0N, 0,
- ’dq qu “dgr dg; " 0qxdg. T dqi 9q,
.0, WA 2?Q, dA 0Q, ()Q JA,.
= l()r/ ()(]k " 0q,0q) ()qk dq. ‘)’]A 9¢;°
2:Q, 20, 9Q; .\ 0A,
-’L ); £
@ d(zzdw A= 0(1:0(/&+2<0f1 A )f)q: <qu A’) 9q.°
or
.~ OA,. JA, c)Q, JdA,.
3,0, 280 ZhroA e
= Jq; J(Jk'A'_ dg. dgr
car

OA, OA, A, A Q.
"" Ji tA= i\ = T A,
o0 o N <qu ) V9% =20, <07A A >’



CORRESPONDANCE MECANIQUE CLASSIQUE-MECANIQUE ONDULATOIRE.
car £ est constant, r fixe pour I'instant, d’ot
3.0, DA A, — 9A, ‘1&1 2l=na2 ——();Q" — X 9Q: A, : A
dy; dqy dg; dqp A dqs d(// ()(/,

Calculons donc la somme

209

2,20, PA, A, — IA, ()l A =2X, Q. —E,-EI(L‘)I. 1)—“L':/ ,
SN\ g Dy dq: g~ dy, dyy dy i dy; !
pour =</ on a
dQ. - )y

A A —— =0,
o dys A dq, v

/“\_‘,[ ()() Jd . Og\/g V ()Q dAA
0(1/ ()(] c)q, ()r/,

d’oll
00, A 0Qy
Jic = N dg,
d’ou
PQr d (A IQr\ _ [0A, AL IA AN IQu A 02 Q
TR YA S i A U et v O b i v
par suite
s 00 o APQe (A OAA O
=7 0y 0 ()(// =rAE A, dq} PER Gy T dq, A )()r/,
par suite
. dJd Jd g
vy 0O, — o O
0Qx 0 Qi y 90O
WA Log 8% oA AT
j’t)w Oqi %% \/34 “ogT dqr 0yq:
—ﬁzl-,Q,( P, 0AOA, A'>
2 dq: dq dr/l ()(/4
. ()QA J Sk 02 QL d(), L)AL ()'sz
=My ag 8 e M agr Ty ag  Moagr
”Q OA, AL AN\ OQr  Axe < 00, 9A,
- 3 Ay Xl 5= o 3,30
e THE ”“(0(/: 9y, >()(,, T T 0 01
()()A J & o? Q/ ()A,. ()Ak A, dQ/—
— Log 8% 3 A, 28k oy (CRr Ok A 00
()(/, ()(/A o8 g+ A ) - "]<d(/,. dy, Ak>()(/,.
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les sommes X; A; ()—Q‘ A, 2 Q‘ s’annulent dans

r ) 3.2
E,-()-ii_ A ._()_Logi,k_ , d Ql‘ —+ 4 \ L _5: 9Qk
“dg; oq: Ve ()ql \/a dy:

— \ ()Qk () l g/~_ -+ v (()A,- ()‘\k AAI‘ ()QA
..... = g T 0qr Ax) 0y

.90, P - 0 g dQr { 9Q: A,
— Ll_\_ — lL.og r— A o i'—_ .
\ A ()1/1-10h Ve— A dq: log \/g dq; dqr dy;
" . \ ()Q[
I“tudions les sommes ou figure —~
' ()qk

00: 08, 0Q;

. -
— g - — ——A/\.—Fldob\/g_—-

d0Q); A Jd
dgi dqgi  9q;

dqi g,

LogAryg,

v 90 d v 990 Jd o 90 0 o -
- ()q \/ )/ Lob \A\/h __...,/_/ ()/ f\/ )] L() /\/ - \/ /)(/A ()(/I\ 0‘a \/07
puisque, pour 7 £ £,
\ 90 0Q,
()(/l - A/; %/_— = o,
N / . _:,_‘,\l P S o/ o,
-t d(// \/ () ]0 \A\ ,/"/‘\ d(, l[O \/\/
L.a somme envisagée devient
aQ; 0 Lk . JA,. 9N AN I0Qy 8 a o; 00
» A Log e N —‘\_[:i_ . rrpf: S
"oqr dyx t’\/ P /<dq, dq, /\/) i A d(/il it Ve 99
dQr 0 00 —
()(// I Log Ay Vg —+ 2 A, (}Q/ o7 LogAy/g.
()m 0 — . . . .
Les Ay i —— Log A,Vg disparaissent si 'on passe des £; aux X; .
Lalculons
0A;  0Ay A, 0. @ ( “NOQr o 20,
S TN WAL YR R WS [N Wvosl Sk L S SN
(()q, 0q: Ay b Jdy; 8 Ve dy; Log Ay ") dy el dy;
v - 0 Y J. - :
=i ,\i /o Log AV o= ; Lo
\/E_ \! 04 gAYV E d(b_ i d(jl_l(’a\/a7
d’ou
JdA;  O0A; A 0A A; 0N d —
Ll:__*_l___l__ .08 /o i~ Log\/ o —
9g. 97 Ae T da, Ald LogV g+ — X 0q: + A dquo" Ve=o

On voit alors que chaque coefficient des = 9% o5t nul.
Jq,
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®, est donc nul, ce qui montre dans ce cas lacompatibilit¢ des équa-
tions de la Mécanique ondulatoire avec celle de la Mécanique clas-
sique, d’ott

TueorEME. — Pour un systéme soumis ¢ un champ scalaire, une inté-
_grale linéaire en Mécanigne classique donne lieu & une intégrale premicre
en Mécanique quantique et réciproquement.

Remarque (). — Une remarque trés importante doit étre faite ici,
si I'on envisage une inlégrale premiére linéaire; celle-ci provient
toujours d’un déplacement virtuel du systéme el les termes aux ¢, sont
ceux qui figurent dans le travail virtuel correspondant de la quantité
de mouvement.

CHAPITRE 1IV.

INTEGRALES DU DEUXIEME ORDRE INDEPENDANTES -DU TEMPS.

Etudions maintenant les intégrales du deuxi¢me ordre. Celles-ci se
différencient netlement de celles du premier ordre en ce sens qu’elles
donnent lieu, ainsi que nous I’avons fail remarquer a une véritable
approximation pour les termes différentiels et que des termes qui
figurent a prior: dans 'opérateur A de la Mécanique ondulatoire ne
figurent plus en Mécanique classique aprés ’approximation.

Pour éviter des calculs a priord trop chargés, nous allons, pour
I'instant, envisager uniquement un opérateur dont les termes de plus
haut ordre sont

h? o, O

oy p, &
dm T gt

Cela revient a dire que nous envisageons larecherche de 'opérateur
de la Mécanique ondulatoire dont I’approximation géométrique est
I'intégrale premiére classique

(") Devassvs, Mécanique des systémes.
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Avant de poursuivre, faisons un retour sur les intégrations linéaires
et homogenes

A=Ls0 L

271 ()ql
A donne lieu &
P=20gy 191
A intégrale premiére A* 'est également. .
Envisageons
By o 2 0 0Q, 0
Al— — — 2 3 (
A = ‘Qo 2 Qe+ Qg g

L’intégrale du deuxieme ordre que nous envisageons donne lieu au
point de vue classique a l'intégrale G

S 0S|
— 3.0, 5
= < > 2Q (‘Adf/z dq0

o2
pour que G soit de la forme -[PL() ; tout en étant A?, il faut que

(n—1)Q;soient nuls, car tous les Q,Q,f doivent étre nuls, nous n’avons
pas & envisager le cas, car les P; seraient tous nuls sauf un.
Nous sommes dans le cas d’une intégrale différente des A2.
Plagons-nous dans le cas de l’opéraleur
h2

}XE——/‘—T{Z?[ —FQL +B1+B.

I'intégrale F classique étant X;P; ( > -+ R.

Les équations sont les suivantes en Mécanique classique

oA, . oD,
Pid(]l _‘\idT[i =0,
OAr . P
(I) lld(/l“"Al‘d—(/;—O,
ou JR
( 2P; m —Ai% =

La Mécanique ondulatoire nous donne d’autres équations.
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Nous avons

P-();\i _ ﬂ.)_' —o0
‘()(]i ’ l()(lf o
P, O\ \& _
d’/l o Jqi -
et les équations (1)
(E) DA VALY W P Lt
g Mg AN s
oA, 00, - i J Sk
i ‘\-[()l— ’.)“‘\l‘ \ e ‘,I)~— A — L o S0 — 0,
J d(/t 7 ()(//\ 2 Ad’]k( k ()’//; Oc \/$’> O
J / J &k J J 5
L. Pi—( Ar5—Log 7 ) 4 Pro—( Ay o—TLog 2%
(1) ) ‘d([i (\ A()I//\- og \/5>—q Ad’]k( Jdy; O“\'/g>
- ‘\'d(\)‘ 0Oy .
l()(/z - k dq =0,

. ()'i Jd <k ( .
E L,‘ [’[—‘—:: j\ ~-—L |~ i ) L
(Ls) dy} ( Adr[k \/O) + Qi d d(/ 08 \/é"> -
_y, (\& . A,-—()-Log e/fi ’)Qk)

Y gt dy; Ve Jdyi
167 ) ol 8t JR IRy
— de/kq-h—zAk—dm—),:\k()’T_o

Nous voyons donc que si nous (ﬁ:léﬁnissons I'opérateur

- h? , O Jd
AYZWF,(-J,-U " -100 +R) LR,

a partir de F= P <qu> ~+ R, c’est-a-dire si nous prenons A el I, les

mémes P; et le méme R, nous satisfaisons d’emblée aux équations (1)
de la Mécanique classique el de la Mécanique ondulatoire. Les équa-
tions restantes doivent permetire de définir les Q; et R, s’ils existent,
sinon elles doivent permettre de démontrer I'impossibilité d’un tel
opérateur A.

L’équation (E,) se simplifie si I'on note que P,()) Af — Ai% est

identiquement nul. On a

dAk | ()PA_
P, G0 \"(T/,- =

Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 3, 19fy. 27
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dérivons par rapport a ¢;

Py

02 *‘\k
b Yy

k7
Sinous remarquons que

0\,
7
o0 O 0N Oy
()(/i ‘5([—1 ()I/i ()(/;

o P[ ()x\l‘ ();\/
A ()(—/, ()f/¢

or,

JdA; dP;,

Jdy; ()q,

nous avons

x, (2

0=

ROBERT FAURE.

P I\ 0N IPy
()(/l )y dy; ()—(/,
()P,‘ . ]_’; ()J\;

A W

I (),[\i
= g (P

.()ZP/.-\ .
o )=

par suite, les équations (E,), (E,) deviennent

d\k ()0/; . J J & d d[(
-q i _H"' * I c i\»-—L O‘}%j ’-‘4\-11\1'—] O'hl
Q d(l A()([,Q ? Adnf[k( A()(//; Ob\/ér) ()I/[ o8 \/ o d(/[
0 0 i 0 9 < 00, 00,
b Y (A, Y oo P AL Tog 2L — Ay
! Y9q; ( Vi Ay ! OD\,$,> + P d/ ( "dy; 8 \/5) d//l ()I/A
Ces équations définissent les Q;
Vérifions que
. ()AP[ 5 J /—
Q== o I f()T/iLOo\ 8-
Nous avons ainsi
)\/ . d.r'\/; 0\.(4 Jd _
Y0 o PG p 9 Y e/
g ~19q: 9y Pgg, a7, 0sve
OA Jd o; I
3,0, AL og 8L Lk
= 99 /g 4.
s OPOA 0N 0 g 0P
d(/z ()([[ dljl ()(/¢ OZV S8 - i() igv = ()(/i’

‘ 0A ko

dp/;

1‘()_(/;

)=

b
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d’ou, par suite,

aJd i LAY, dJd ~

AL Log ¥ 0% A oo/

()/[j Og\/ o ()(/[ + ()(/1 sV
O\ d or,
AL WA . (At
()l/i ()(/1 05\/4 ()(/l
:‘\-‘ () i ()j\A 4 ).()"\k (—)LOW\/’/:' ():\[ ()[)/; \ ()P/,» ()

“qi dqi g Oqi PN T dy: dy; “dqi dqi

X0,

Or, ainst que nous venons de le voir,

()P[ ()\k ():\,‘ ()I)/.- .

()(/,' ()(/,' d(/i ()(/1

il reste
. KA. A N _
or
, 0\ aP;
de méme

) 0 < AN
aPr—— [ Ay=—Log "% ) — o\, 2 =
I‘(MQ 27 Ob\’fé‘) g T

a o AN \ d —
1\4——]‘ o8 T = . —— |00 o
A X og \/—U dqi = Ay ()(//\AI 03 \/o:

) ) o A, 0\ O _
_(.._<\/-(—— [,Of_[ 'v-/—,-—,> g —-{ "( -{- —A D\/.’ —+ \/ ———)—I ogZV .y,

dy, Ay Ve dyi dqi Iy dyi
~dPy J -
Oy »,—— Log\/ o
= g +1A()wlob\o,
()QA- . ()21)/; opr * Jd

S o B
— L.ov O - >, 09 o
()Ilk o ()(/Z’ + ()QI: ()([k Log \/m 1 /\_()‘/}i I 0g \/(_,,

parsuile,

d J e dO
Pp——( Ay Log £ — A
k d’/k( Yy ()"// 08 \/.’,’) /\A ()(/k

d9*\ P o\, 0 I b\/—‘_"

=1, 20 Y Loo
()(/ + A()z/;.. ()(/k ©

): a: P oy d
e ’\_(-._ oY & — '( ____/:,__ P _ , .
- 1 /'0'/'z’»lo°\ Ao I \A()qk 7 Logy o — A IA Ioo\/
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or
J*A I3 02 P/l- o4 \A ()Pk
e — A =Py — Ap5— =o.
P dyi Foq; g o ©
Par suite I'équation (E,) est bien vérifice.
JaP;
9.

()(,'),- 0 or; s p) B
S = o o= P Logy/g

dyr Iy (d//i AP 9. o8 \/o)
J— ()2 Pi 4+ ()J)[‘ ()

= g0 T Oge 0

()()A /d] N d /_
Do + Pi-—TLogyg

()f/z ()//t ( ()’]/. Py 0’//: og \/a>

2P, Py 0 . 0
-_— o /u ) ———— | o
d(lkl‘ob\ro_*_])kdl/id(lklog\/o:

Montrons que Q= 2/ P, (;l/ Log /g vérifie bien Péquation (E,)

og Vg -+ 1 Logy/g,

o2
L d(/i L)QA

T g Dy - Dy,

P' () ( () T .OA>__1) ()'—’J\k l ()1\/ () I;Og\/ +] \L() ()’ -Jogv/;s;,

g\ o \/? i()(/i()qk_'_ dg Iqi

d J 0*A; JdA, d
>, ou 2L Y —p P Ja/v—i—]’ A; o/ o
"‘aq,( o - \/g,> Cigrag = Veag oy oV Jg a8V

par suite,

J d dJd d o; ()QA ()Q
o= [ Ay P, Aj=——TLog £ /
P dyi (V ()r/A \/, ) +1 ()(// < dy; o8 \/g;‘) Ai ()r/l — M ()(/L

= ()33;/ P (i)«\lk 03 Logys =+ Pidi ,f) ;qk ogVe P ‘d:/)l o\qA
+l’/\,(d)_i_j\z ()—Z— Log\ g + PyA; ()/();/; ogyg — ():/)j([))(;k
— Ay (—(%7 3(17 og\lg — AP l()(/ 70 ,og\/c— ()ZISW
— Ay (())l(/ ()(;/ Logy/ g — 1L\,I’/;(7(7i—)())—([;lJog V.
Or nous avons - i
P; %‘ — A % —=o,

dA; A oP;

P/\ d(/( kd-f—j/; —_— 0.
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Il reste alors & montrer que la quantité

PV P R

“0qidqx - Koqiog ! Foqioqe T 0qi0qx -

>

Or nous avons
N ()i\k ()Pk
i—— — A, = =0
i d(/[ 14 ()/jl >

d’ou, en dérivant par rapport a ¢,

PN P 0AL 0N Py 0Dy

(Rt) ]lm_km‘(}zmﬁ'd—ql—lt———d(/;dq,(:“,
de méme
> AT \ (E_«

e de — Mg

0,

en dérivant par rapport a ¢;

R P D2 A, . dP; 9N, JA; 0P 0P,
(Ra) kdf/i dyr  Oq: dqr g Ogi K0q.0q1

en ajoutant (IR, ) et (RR,) on constale que (E,) est vérifiée.
Nous avons donc bien vérifié que

ar; d

)— 2P L Looy e
O, a I,d(]ilob\/o

est solution des équations (E,) et (E,).

Posons donc
ar; ) —
Q= 2 I’,()(Tr Logy/g -+ 24
/i

S0
les équations qui doivent lier les ; deviennent alors

< - ()\/\ A ()/'~k A (ﬁ\[ A ())\L

N

N R Vo ot A T =0
‘df/i /d(//;’ ,(qu -+ ()(][ o

217

Ces ¢quations sont celles que doivert vérifier les 2; lorsque A est

intégrale premiére de la forme

h -0

ari T gy

Pour l'instant, supposons l’existence des intégrales premiéres
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linéaires, et envisageons I'équation qui doit nous permettre le calcul
de R,

. 02 d & . Jd J &
S (AL og B 4 30, - (A D10 B
‘)’/f( "0 °\/g> ‘)’/f< 7 )

do5 "\ g
B WAL S AN PN (AN
[ZAY: ()(/[1 l(){/[ \/g (){/l
C 16w o 9U U_T' IR IR,
U k()r/; h? /()q E/—A

Nous avons vu dans le calcul de @, (') que la quantité

J J 02 0, J gi 00,
2 )l P s i A 4 _‘ —( — —7
Q2 d(/z< ()'//] ,«) N g 0(1:] Vg du

est nulle pour Q; solution des équations des intégrales premiéres
linéaires.

D’autre part, la Mécanique classique nous donne

' Azl’ éi—- A (—)-—
'/{()[[/c k ()’]/: —

TV Ry .y -
Nous avons donc a déterminer (7{]—‘ alaide de
k

N AN e 9 J Sk

s p 50T (AL tog S
tl [() < ()(/ l Oc\/rr> ' (\ (){/[< k ()(//; Ob >

B WAL AN PV O AN
h dgi 7

Nous donnons ici P; supposé connu. Q; est connu en fonction des P
Il y a lieu d’étudier maintenant l'existence de R
Calculons donc I'expression

g 0? Jd . Sl p .o d Jd O
P —( Ap— Log 2% ) - 3,0, ~— . — l.og 28
L o < i Jqx tog Ve ) = dyi (AK 0(//<] o8 )

5 Ve ’
2() . o §
oy \10 (‘.}/ f\,-—d Log 2% 90
dqi dg: T/ g dg

(") Intégrale premicre du premier ordre indépendante du temps
\
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Tout d’abord calculouns

. o2 J o) 32 Qy
S Pi—( A== Log® A;
[ dy}? ( k deg o8 \/ ) ()(/l J &
I-)ii:., Ay i [logrl.’ii e l)ii (()l 4 A p— J ] 0g \/"
dg; dge "\/g dy? \ Dy dg
S Ay ,A() A‘ o o \/5
“dq? dyy R dq; W osvE
AR o -
- o] L o A\, ——— Log \ 2
| dr/, ()’/L()’A ob\/ +l"‘()/ ()W[Oo\/o:
\.()ZQA‘ L Fry v .() P, J og I
Cdgr T qi g 0g7 dr/; osVs
o, 0 R J3 —~
. /o
' -+ ()(/l ()fjl()’jAIO \ \ lkd(/;‘()(lklog\o’
par suite
) 0? 0 o d*Qp
NP — A W A— i o OF — A\
Xl g <.\A o Log \/:> \; T
o PA DA 0 _()”L_ 9°
SRy (){” 4 Py ()’/“)(/_lo Vg — \ldr/ 7 ‘dq o7 Log\/o,
qui donne |
oA P ’ e P, ?

>

. — A _ ooV e (PiAL, — AP,
Ogrog N agrog * ograg, Vet A,

de méme calculons

. J 0 &k d gz dQA
30, ~— [ A,=—=Log 22 ) — A;—Log
h d(/l-< Foqn o8 \/g> dq; V/“ dg:
On a '

(b D pogyg ) (22N oy, O o I 9 40 vE
‘._d’[i 1)1 - b\é’)(d(/ ()(]/ —+ kd(][()( n Ob\ ()(/ 7(/— ‘Og\r0>
d P Ay d J? —
— i ] g /— ( —+ 4 > Lo¢e /o
( ) ogVE + dlj) [00\/ =+ P qid(]kioo\'c>

Dqidqi " dq: Iqx

o & ()‘j\k o dl)i A dz I oo /‘; dl i () \A \/
T 0 00 0qi A 0q ok SVE+ 5 A, ()//l d(/L esve
) — A Jd .
_ P >N, LOY / oo\ o
+ Py I 00\01)71()(/ 114\/.() o8VE g () Io o\ &
AV ‘ B AV ()\ JdP; o e
—t- | i()_(ji ()(/iLOD Vb ()T/kf‘oo \/O - W ——()(]i d(//\ — W ()—f/[ d“(l—['LOn \/é’
();\i 5 2 — 1] fon 9P,

B dey; k dqi Dy Logy' g — As ()_r/l logy g()(/[ dq;,

()l)k ()

- J - 0 —-d . -
Dgi .ogy/s ()T/illob\/o —;\[I’kwLog\/g()—(];l‘og\/g.
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cetle expression simplifiée en vertu de ce que

()])[ 01\/\. ();\i ()[)/,-

@ dgi Oq; ~ 9q: Iqi
| P; A
devient
JaP; 0*A; dA; 0P oP: P, oA 0* \/
Dq: 0q0qi dqi dqi gy _(()_(/_: TR0 ) 0qi 0 Logys

Jr A, ’ 02 Py
Y Ogog ‘df/zt)f//>0f/ o5V

+<1m\k—s\z-1>k>d LogVs 5o 0( LogVg,

I'expression définitive est alors
PAr | OP Ay 0N e 0Py

097 0q:  0q: 0700 I 9q: 97 10q; d(n

~

\'/__

cr?
Ug

4+ (P A — APy (d(] I a\/o Log \/g d,/ d(/

ICILY > oz
dgi ‘fhn)dmdf//. osveE

+<P, LR\ W Ll >iLog\/§.

dqi0qr . " 0qidqi) 0,

{1

dl . L.
Nous avons ainsi la valeur de 2A,\ = U, il faut évidemment

sommer par rapport a 'indice 7.
Nous avons -alors la fonction R, par ses différentes dérivées
partielles.
Celles-ci doivent satisfaire a la condition
A
dqrdg, . 0q, 0y

Nous allons écrire ces condilions; toutefois nous allons pour poser
le probléme, calculer la grandeur p, a I'aide des A, et de certaines.
fonclions que nous allons introduire.

Posons
)‘M—: Piﬁ\k— f\zpk,

N hi= 0,
1= I)/\'*J\i_‘ ].)[AkJ

Jix=+ A= o0 nous définissons donc C: fonctions indépendantes.
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Nous calculerons toujours avec i, 7, £ étant les indices se succé-
dant dans I'ordre i%, dans 'expression de P, I'indice de la dérivation,
7 indice de sommation.

On peut calculer les dérivées de %y sous la forme de fonction
linéaire homogéne d’autres A;;

Calculons
d)\[}; . d 5 . ()1 > d.f\i\ 5 d:\k dPL
= g e NP = (A i) (G — At
en verlu des relations
VALY, P, P, 0\,
AR B b v 7%
dl)i ~ d“\i . I !' i | I d\l
—d-qu\k_—lk%_—:'()Tjr(P,-JXk— PkA,-)._. A dq },A
de méme
()}\,« dl)k dl\[\ P dr\]\ 1 d:\/ d\A i
>, __ AL — . DA .
g NGy =g T NEL G, TR, o, Dl AP =500 10

d’ou
()7‘,/‘ d\ 7,k 0\; l,,
()([, ~ dq, A, - dq, A A,
A2 o OA; 2 0k - 0A . D
U0 T an N dge— g AX
Calculons les diverses grandeurs du développement de A,(% en

fonction des Xy,
(PiA— Ay PA)( Og\/a p) Og\/o d(] ()q og\/§’>

Ik d
<dr]0 Loa\/o ( D\/od(jd{[ Og\/c-) Nik

pour
()P A P dA ) O‘;"\/—;
Jdq: k= /‘()ql t)(];df/k gvE
On a
)_()4‘\,' ()P,‘ - dl.)[ . _].l _()1_\, ’
0 Mo~ I Nioq
o, L oA 1 a\ N OA; Dy
;){7'\ I)A()’/t (l AL——AI[‘)—'——/“‘"\—,
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d’ou
\/— ()‘\i )~ik_
()// ()rﬂ o8 ()/]t» A
pour ’ _
> ()2.\/; A ()21)4- L oS
<l "0, "dq.:0q+ ()r/iLo°\/b'
i
On a .
),()’\/" ap,
o0 og T =
dérivons par rapport a g,
N VN I T LYY TR DTV
0q:0q "0q:9qx — Iqi Iq. ()_f/—/ dq.’
R ();‘\‘_ or; JaP, r OA;
k()(]I\ ’ -()(jk dl]A ’\L ()(/A
d’ou
: ()Ai ()I’A— ﬂ ()Ak - I_ l)i\i A & _p ()J\k
dgr dqi dqr I A/, dq Faq, - q:
TOA; /A k LY , OA,
=% o ("5~ )
T dz\ ()1\/ >
= AL g, ag P A,
ce terme donne
0 — 1 dA; 9N, 0 J J -t
Fq—i LOD \/gm M ()_q, ] —dT/iLOO Adej};Lob A[ ()7l LOD \/g)»i/:,
pour
) PPAL _|_()_P_, 02 A, B 0A; 0P, A PP,
"0qi0qr  0q: qidqr  Oq: dq:9qx " 0qidq
0 P 02 A; A 02D,
T I\ 0qidqr l()’]idﬂx
= (2 LogAi LogA -+ 1 - Log % LogA )%
()(/ Oo k )/ LOgZ 0og £ A() () P .08 ik
J } Jd 07\11.~ '
-+ WLODAI‘_ LOgAld—
Jd 0 Jd
— L Loz L
(()ql oALd Log f\+()/IOA1() dLLOt’A
J Jd 7}
A 9 —
. ()/ Log ‘dqn ogA; 7 LobA>7,A
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IR,
Nous pouvons donc écrire I'expression Jar sous la forme L Qi hin,y

a;, étant égal a

1’ 0 J 02
<() ,LogAAd LobA 4 ()1 Log 1\/01 ()(“ LogA,;

) d J 0J J
+()7]iLO‘;Ak—d_LOgA’() LogA;+ 97 logA/.d] Log A; a7, Log\/b
J? 0°
+()q'-'()(/ b\/é() LogA,; —l—d E Lob\/aj

72! o5V
On pourra écrire ainsi que nous ’avons dit
#R &R
09:0qr — Jdqidy;
d’ou :
da,A ()).,«/C N ()(Z,-l’ d;\,-(
—41 )/ 7 + a/'k'(f);'/'; — -y ()_(]A ;~/'z+ al'z‘dT]k"

Utilisons les formules précédemment établies

Di O, e OAL D
Gqi Opi N 0q K
Ohry  OAL Dy 0Ny Doy
i v ve
I'égalité s’écrit alors
. da,; oA, 2y OAL Dy da,; oA, hiy OA; A
S Gt an (G R G ) =2 G (d,, Ao

ce qui donne

s, (9 ONi s (@ OAg  Oay
...,‘< dg:  dqik Ax hrict 2 A dgi dgqx b

v gﬂ dA, 4 Ay ()J‘\,‘ ) .
—+ -y A %L‘ m m k= 0.

On voit ainsi donc la nécessité d’écrire C; relations linéaires et
homogeénes entre les X;; nous pouvons en ajouter C; autres liant les
)kik et )\I\'i; )"i/.'+ )\/\'i: 0.

2 r‘ . : ro* ]

Nous avons alors 2C, = n(n— 1) équations linéaires et homogenes
qui lieront les A, au nombre 2C; =n(n—1).
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Deux cas se présentent : le déterminant H, du systéme des 2 est
différent de zéro ct dans ce cas tous les A= P;A;— A;P;,=o0 clesl-

a-dire

P, P

AT A
. ) P, .
ou bien il est nul; dans le premier cas i = K est une constante.

On a en effet
i I)i () P
()fj/c 1\; d(//L 1\ =
‘ X

o Log\/— sont 1dentiques a un facteur

Les exp1e5551ons o -+ 10([

prés a + A 7, Log V/g> Ry est identiquement nul.
Pour R on &, en utilisant les relations de la mécanique classique,

oU OR oU _  OR

Pi— —A;~— —=o, — = Ak

" dq, g oy dq,
d’ou R =2Ku a une constante prés; par suite 'opérateur envisagé
se réduil identiquement a 'opérateur intégrale premiére de I’énergie.
Nous pouvons remarquer que cette condition n’est pas suffisante;

il y a lieu de remarquer que les A;, sont définies & un facteur prés
IR, R
9q:9q, — 9q,99,

s a,, oA, - da,,’ 5
= A, ()_(], ()(] > o

- (a_, oA, . 5
= A, dg, A ()f/, =

Considérons par exemple la relation

Cette relation s’écrit

N

-

[Oa,, O\, > ;
U )

Si nous envisageons les coefficients des 7,; en désignant par IL,; le
mineur de 7,; on a pour une méme ligne

2 2

AV ra /

M, 1.,

On voil ainst donc que pour obtenir une intégrale quantique a partir

quep q q P
d’une intégrale classique autre que celle de Zenel gie, le déterminant
précédent H, dott étre nul.
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Nous devons envisager la derniére équation, celle-ci donne lieu aux

calculs suivants.
L.e terme multiplicateur est en effet nul si

.17?2 Sop ()’-‘l‘:. o )i(zg N AL o2 |{ A, Jd Log A, \/O JR
e | dy} My dyt? aq, Dy
S WAL L WS PO YL e g
e Ar dqp Ar Jq., Logh,vs D

Utilisons les résultats de la mécanique classique pour expression
q que p p

, U _‘().ﬂ\ sy R o J i ()l\
(I "y "()z/i) A Ok A, dy LogA, Vg 9y
On a
o (_)! ()H
Ny ()r/,
Dérivons par rapport a ¢;
‘ l)_()'lU oadD; 90U ; R JA; OR
(2) ‘ g7 o dgi dqi T TdqE T 0qi 0qi
JaP; J
0,— 2 «
o ()([[ - 1 i )qz ,l 0 \ (“ 4
d dA; J
)/ IO A; \g—ﬁ—\(),/ IO(T\ o,
multiplions (1) par ——Log \/g et ajoutons & (2); 0on a
CJu 1 N
A S I T Log\/g 5 90U _ R
Ay Ay dy} “0q: Jdq. dy}
dA; OR 0 . ,—)_q’l{

T g 0qi - o ¥V 0g,
c¢’est-a-dire '
U Ju 0°R J g OR
o ¥ P — S o A, o8l I —
Sy Qg = g A s Vg 91

Il reste donc la condition supplémentaire

R, J -0k, __
I Ay i Lou A \/g ()/l —=o,

N
DL
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soit
AR;=o.
. . , . JoR,
Nous avons mis précédemment I'expression o sous la forme
. k
JIR,
LA
()(//; == ;i) iy
d’ou 7
Ay il = iy Ardu= Zibydu,
()’]/;
par suite
2R, Jd —dR
AR, =X, A A Log A !
=S Mg Les Mg g
< 0y O d —
N . ] . —— oo (o YA
— - -'1 () 7\t/ b[l; ()’/k - br/. ()(/A 1 0g \/b Liky
d’ott
ab
4\-41_4, ([)[/ ()—- LO““ /\ \/ —+ ()ql: /1L: 0,

J — ()Z)';c N 3
L Sol vu L LogAryz ’)p:o-
l/;( ll\d(/k SV S + ()(/k/ ik )
la condition supplémentaire s’obliendra donc en écrivant que celle
nouvelle équation est compatible avec les précédentes; nous aurons
un deuzxréme déterminant H, qui devra étre nul.

Dol :

Trionine 1. — Pour qu'une intégrale premiére du deuzxiéme ordre de
la mécanique classique XP p; - R dont I’Hamiltonien est XA ;p;+ U
donne lieu & une intégrale quantique dans le probléme correspondant, 1l
JSaut et il suffit que les deux déterminants H,, H, sotent nuls et que les hyy;,
sotent proportionnels aux mineurs correspondants.

S\ 2
TuroriME 2. — Quand une intégrale premiére classique X Pi<3?> +R

donne licu a l'intégrale premicre quantique

— h? S 0 J -
X Q;— —+ R R,
s (1 ()(j B () - ]>+

on a
ar; J
Q=5+ Pig

Log /

le terme R, s’obtient uniquement par des quadratures.
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\ CHAPITRE V.

ETUDE DIRECTE D'INTEGRALES DU DEUXIEME ORDRE.

Dans ce Chapitre, nous étudions la correspondance mécanique
classique-mécanique ondulatoire pour les systémes a deux et Lrois para-
mélres. ' ‘

Cette étude est effectuée pour les intégrales provenant de la méca-
nique classique de la forme XP,p; 4 R.

Nous sommes contraints de préciser la forme des syslémes clas-
siques admettant de telles.intégrales. Nous divisons I'étude de chacun
des cas en deux : mécanique analytique, mécanique ondulatoire.

1. Cas A DEUX PARAMETRES. — 1° Mccanique analytique

H="(A,p2+ Aupl) + U,

-

I’intégrale étant : ’ .
Pypi+Pupl o R,

les relations liant ,, P’,, A, A, sontici

() P, 3/\ _\% .
(1) pﬁ%_;\gg%:o’
(1V) p?% y %’, o,

les deux équations (I) et (11) donnent

Py="7X(q2) As(q1, ¢2),
Py= 1 (q1) A2(qu, 42),
la relation (I11)
JdA\,

; apP,
g

. op,
I P

=0,
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donne ici

IA Ok 0A,
i) A Gt — AR () A (g1 g2) — Ay A»Twl,fm:o,
0A,
[Falg) = Relgn) ] 5 = Nl g )o = (g1 42) = 0,

OA, Ol ;

()’/l\ ()([ I/' (/ )_“/‘2('/1)':

A ]’2((/2) A Bl(’/l)

_\2__. /"‘_/"2) 4\1_. /(|—/"2,
kB, hes By

P B 2

P T hi— P’-"“/.-l,— few'

les équations de la mécanique classique relatives au terme potentiel

donnent
ou R ouU JR
oy — — A — — aP,— — A,— —o;
ol 10(]1 / 10% 0, 2P, . \»()’/2 0;
ouU JR oU JdR
2/\1(([3)(){—,'—()7/'_‘(), )/\1((/_»)07/1'“‘5—(7_ s
.. . . J*R 2R
le terme U n’est pas choisi arbitrairement — Y s
dg, dys dy, dy,
oy U Ok OU o 9°U
dys 0y gy 0 (=) 5o 0000

U est solution de celte équation aux dérivées partielles. Celle-ci
peut s’écrire
. 2
dq:dq»
“par suite (b, —k)U=1"(q,)+1.(q,),

Fi(g0) + 1 (q2) |
=

[U(h— k2)] = o,

U=

L’hamiltonien est de la forme

1 _Bipi B,pi - 1((/1)+F ((/) —
L/l-_/;ﬁL/.-i—/z»2 - - =E.

d’ou
Bipi+ Bupi+2Fi(q1) + 2l (q2) = 2B (ki — &),

dans ce cas I’hamiltonien se sépare.
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On a

: %
(V) Bipi-toly(q)) =—2E kb + «,
(VD) Bopl -+ aFy () =+ 2Bk — a,

 esL une constante arbitraire, nous pouvons intégrer ces équations
par quadratures.

Intégrale premiére. — Des équations (V) et (VI) nous pouvons
déduire I'intégrale premiére : multiplions (V) par £,, (VI) par £,
d’ou

;3/\', Bt S ko Buptie (Vi Falko) = = (hy— ),

en divisant par 4, — £, on trouve

B KBy Pk Wk
Sy o o By S o — I

—=const.

intégrale premiére.
Nous pouvons également déduire R des équations

; . JU IR
(VI by e — 5 =0
. . 0U R
(\”l) /i_'("ll)()_{/—_‘— ()—fj: =0,

de (VII), on tire, en intégrant par rapport a ¢,,
25 U—R+Gi(¢g:) =0,
de méme de (VIII) on tire, avec (VII),

2k U — R+ Go(gy) = o,
2(ky— ko) U~ Gi(gq2) — Gu(g1) =0,
d’ot
Gi(¢gs) =— 2T, G.(qy) =+ o1,

par suite de (VII) on tire

9 /\'1]4'—'_]1"'—1“._, — R=o, l'{:zz—/{‘F'_'_/{?lh2

Uk — fv— by
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d’ou I'intégrale cherchée

kB, kB, o, kT kF
P R Sy S N S

- .

L’intégrale premiére est liée ici a la séparation des variables; nous
sommes dans le cas o1t cetle séparation a lieu puisque 7 == 2.

2° Mécanique ondulatoire. — 11 y a séparation des variables en
mécanique ondulatoire, il y a donc également intégrale premiére; la
démonstration est la méme qu’en mécanique classique.
L’intégrale ondulatoire estici, d’apres les résultats généraux obtenus
précédemment,
2 [ kB 02 kB, 02 By 0 s 0
E[IHITII. 9 —+ ATAW_’_ Tl:i:dT/,LOngldT]J
kB, 0 — 0 kP AT,

_L__—_Jw/)‘,_ e ——.
C =T ag osVE G TR,

Nous signalons donc ici ce cas d’intégrale premiére.

Nous étudierons plus loin les questions de la séparation pour les cas
classiques de Liouville et Staekel.

Une remarque lrés importante_doit étre faite dans le cas des sys-
témes 4 deux paramétres. '

Envisageons un systéme mécanique indépendant du temps qui
admette outre I'Intégrale de I'Energie une intégrale quadralique.

Les deux formes quadratiques 2T et I¥; de I'Hamiltonien et de la
fonction IV sont alors de la forme

2T = A, pi + 2 Bpp.+ Aupi,
Fi=P,pl+2Qpip.+ Pup;.

Dans le cas a deux paramétres il existe un changement de va-
riables z,(q,, ¢.), #.(q., g.) telles que simultanément les nouvelles
formes quadratiques ne possédent pas de termes rectangles. Dans ce
cas le systéme S peut étre intégré par la Méthode de séparation des
variables de Liouville. Il y a alors séparation des variables en Méca-
nique ondulatoire.

Il'y a la une propriété inhérente du nombre de dimensions 2 du
systéme. Il y a Intégrale premiére quantique.
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D’ou tukorime : Tout sysiéme mécanique ¢ deux paramétres admet-
tant une intégrale quadratique, admet également une intégrale premiére
quantique du deuxiéme ordre. I équation d onde est intégrable par sépa-
ration des variables.

2. Cas A TrO1S PARAMETRES ('). — Mécanique analytique. — Forme
des systémes & trois paramétres indépendant du temps admettant une
intégrale premiére quadratique.

Cherchons les systémes & trois paramétres pour lesquels

Hest| ¥ Aipi+ U,

i=1

I¥ intégrale I :Z P:pi+R.

On a les équations

, OA; JP;
» A, —
(l) }ld(/l Al()qi—o)
JA; ar;
p o0 A L —
(2) P; i A, Iz = o,
, 0U JR -
Y L L —
2l 97 A; a5

Envisageons les équations (1) =1 par exemple. On a

ov, . 0A,
o U oy M
d’ou

Py=/h(q2 ¢3) Ay, Po= /. (q1, qs) Az Py=A3(q1, ¢2) As.
de (2) on déduit
JA, y g}g o
g Mg =

or, ok, 0A, ,
07, — dg. T ag

D

(1) Cette étude a éLé elfectuée aprés notre soutenance.
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d’ou
L 0N\ Ok 0A,
Yagr g g T
' 0N Ok
U= k) gy = Mgy,
d’ol
ok, 0A, ‘1921(([2: qs)
_— — )= =——:A, Ay— 12127 177,
i (hy— k) = J7 A, =ttt

De méme on aurait’
A,— 92:;((/2, (/1),

(n— kg

A o Qi3 Do
(1) Al—/‘An“/"l—/ﬁz—/\’l,

: ' . P Qa3
(H) Az—/fi—/i":_/\':s—/fz’

S A L
(111) = e =

Solent trois fonctions arbitraires «,(q,), %:(¢s), %;(g;) des trois
paramétres ¢, ¢,, ¢,, en prenant

I I T
k= ’ ky= ’ ky= -
Gy =+ %y g - %y oy - Oy
Ona
i 1 I (ots - ay) — (ot~ as) Oy — Oy
{3 — /\‘1—- —_— - = S
oy Ay Lo~ Uy (o= ats) (o2 4+ a3) (oy = ay) (o + az)
De méme
s — O
/\'g“‘—/\‘i:‘ - !

(o1 + a;) (22 + “u).

On a donc pour (I)

oy oy) (og -+ a oy os) (oe - oy
(3 3) (b)) ()
oUy— 0 Oy~ O3

©12(G1, q3)

et

(1‘::_ O(‘,") CPM((/U (/‘2) - (9‘2— a?) (Pl'.’((/l’ (/3)7

qui ne peut étre que fonction de g¢,.
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Par suite on a

1 1 I?l 1
@15 (715 72 )— ({]J)_’ 912(q1, q3) = 0'3»(_73')%’
et

(71 —1—7 )( +J3) (1:”*“ a:‘.)F]((]l)
\ ! 1) — *
(1 )(a!_a)l 1(41) (o —ay) (o3 — ay)

P, = 1:1({71)
T (m— )
Ay — (1|+13)Fz((/2) . P, — F‘_‘(’Iz)

P (o o) (o3 — %) ‘—(al—a:)(aﬂ—az)’
(o o) F3(q3) p.— Fa(qa) .

T (o — ) (o — a3) T (e — a) (o — a3)

Pour les termes potentiels, les équations

p U o
g o

donnent par exemple pour =1 oui=2

, JU : JdR
) Yog T gy =
Ju IR
(119 % 50 — (o, - 3)—; =

En dérivant (1) par rapport a ¢, (11") par rapport a ¢,.
On a

02U ' 2R da, OR
“Tgog ) Gy T o, og
s Uy IR 0n R
" 0q.0q. U 0q00q,  0qy 0qn T

Par suite R satisfait &

dxy OR da, JR ) 2R J*R
()(/1()(/

c’est-a-dire
02
A
d’ou
R= Gl((]l’ (]:‘) + Gﬂ(’]-.', f/:;).

Oy — Oy

233
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On a par suite R
R— Gl(qh qs3) + Gz(’/‘z, q3)

Oy — Oy
o Ga((]m qs) + G/.((/ny 1) o Gs(’]n q2) +G.~,((]3, (]2)'
- Ay — A3 ’ - Oy— Oy

On satisfail a ces égalités en prenant

Gl((]l; qs) = M,

g — Oy

G, Gy, G, fonctions quelconques de ¢,, ¢,, ¢,

G" 2 ‘—‘Gv 2
G2 (g2, %)'—‘—M

Ay — Uy

R Gi(q1) " G (g2) Gi(gs) )
(az—aq) (@g—as) (o= og) (o= ata) (03— &y) (53— &)

Pour déterminer U, on a, a partir de (I'),

2U= (et o) R4 01(72 ¢3),
2U == (o4 a;) R+ 0,(q4, ¢5),
2U = (a+ ) R+ 5 (g1, 02,
01(q2 73) — 92(q1y :) = (21— o) R,
soit .
Gy (q1) (ata— a3} 4+ Go(qs) (a5~ 2y) - G5 (q3) (oy— as)

(g — oz) (05— ay) ’

ce qui peut s’écrire

Gi(q1)  Ga(q) n G;(gs) (o3 — a) ,

Oy oy y— Oy (G o) (05— o)

et
oy — Oy r I
(a5 — o) (22— a3) Oy— %y Oz Oy

Par suite on a
Gi(g1) _ Gu(ge) + Gs(g1) 4 G:(9s) .

— O, 5) =
¢1(q2s 93) — 02(q15 73) G d— o T mi—a T a—
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On peut donc prendre
G-_)((];g) 4 G:)((]-'i) .

Pl 7)== Op— Oy | Oyg— Oy
G Gs (g
e g0 = = U S

d’on
2 U — (224 23) Gy (q1) o+ (o;+ 20) Go(q2) 4 (o=~ @2) G3(q3)

(i o) (a— 1) (d— a2) (da— o) | (T %) (F3— 1)

d’ott 2 U, et finalement 'hamiltonien H est de la forme

(etata) Fi(q) (ot + a:) Fa(q2) . (o~ a2) Vs (q2)

(o — a0) (a3 — o) (20— ) (03— )" (dx—dz)(dg—a:;)l)g
) (ot 4 3) G (g71) —+ (234 a1) G (q2) o (o1 =+ o) G3(¢3) .
(o= ) (o — o) (21— 22) (90— o) (on— a3) (s — 1)
I' étant
v 1?1((]1) 5 G](ql)
dl(a"’_a‘)(a3"al)pl+(az—ai)(ai—flr,).

Le calcul nous donne ainsi une solution du probléme.

Mécanique ondulatoire. — Nous avons vu que 'existence simultanée
des opérateurs et des fonctions inlégrales premiéres était liée a I'exis-
tence d’une certaine fonction complémentaire R, qui jouerait le réle
d’un polentiel quantique. Dans le cas a deux parameétres, R, était
nulle. Ici nous montrons que IR, n’exisle pas en général.

Remarquons qu’un-changement de variable simple raméne I'étude
du cas étudié ou

(oa =+ a3) Fi(q1)
(% — ) (a3 —r)

1=

au cas otl
(o4 o)
(e — ay) (a3— o)

A=

Dans le cas présent, nous nous bornerons & utiliser la formule nous
IR,
donnant la valeur de D20 en fonction des A; de notre thése. Ce pro-
cédé étant le plus commode, nous étudierons dlrectement la compati-
oR,

bilité des diverses valeurs des dae
k
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JR, JdR, .
Calculons donc tout d’abord —q, les autres valeurs 07‘ _()q" ’

déduisant par permutation des indices.

Nous avons
JR,

dq,

jummgt 73 Nin )‘[‘,

seules ici les valeurs = 2, /= 3 inlerviennent puisque 4;= o.
La valeur de @, ‘est donnée par la formule

0* Jd d 0
Ui == Ak[dq LogA;— a0 LogA;+ 37 LogA l‘d(]() Log A,
d d d
+ 97 LogAkd—— LogA,-—(—» LogAng
Js
+ 9707 ———Lo O\/ LoDA \/g+ d(; 0{1 b\/C,]

Nous allons effectuer le calcul pour i= 2; on en déduira aisément
celui ot =3 en permutant les indices.

Calculons donc «.,,.

Nous allons successwement en calculer les divers elements

Tout d’abord LogA LogA
0ot a

- (ag—al)(a._,—al)’

LogAy= Log(as+ a3) — Log(u; — ;) — Log (o, — o),

d"lo\ﬁdfa._, L . day \* 1 1
dq; e dqi \ os—+ oy oy—oy ) dq. (oc-_,——ozl)'-’_(a.g—)—aa)‘-’

ou

Oy Oy~ Oy — %s Oy (g~ o3)2— (o — a,)? <()¢,>

T @t o) (@) 077 (@t ey (m— ) \I7
ou
* o oy o, oy (s o) (204 oy — o) [ day \?2
ot o) (=) 0q3 (9 %) (o — 0y)? <%—'>

par suite I’élément lui correspondant

[. (oa—+ ay) %_'_(a.;,—n—a,)(@ag—;—au——a,) O, \2 i] A
(@2 a5) (o — o) dg; (o= ag)* (o0 — oy )? (Tq») 9y “08 e
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on a

A, = o %
T (a— o) (2 — )
d]oA %( I . I >__% oy - Oy
dg, ° 2 Oy \ o+ oy oay—ay)  0q; (a+ ay) (g — as)

d’ot1 1a valeur de I’élément

do, 0%y L < > da, %Gy - 0Ly — Oy
d(/l d(] (o, — _')2 ()(j 0(11 (o 0(3)(0‘2—0‘1)3

Calculons maintenant 5= LogA,() ()(] LogA
J dos 1 I doy oy~ o
—— LogA, = — — = >
dq. d(];’(a)—}—as om—oc[> Oy (o~ og) (o — o)
: _ Oay dal. N
=~ 97, %’(al— ay)?,
d’ou le coefficient
oy [ Oy \? oy~ oy
d?l( > (y+ oz) (o — ap)7

Calculons maintenant

0 J ad _
— 1,02/ — L0 5 —=— LLO2 A, /(r
d_(]._,[% \1()7lIODA—()//2]ObA-\rc

_[_ Ay Oy g&][ Oy Oy da:'()IOA\/
- (o2 ay) (a0 — ) g (ot + o3) (oty— o) dgy | dgs &

LOg /\._, \/g’: Log f\’.’ 1 1\-_)

AA, T o l.og AA

I 0(35::_‘al)('lz—051)(11—a:;)(a-z—as)(a:s—F%)
TR (o o) (s az) (o — o) (o3 — o) '

2

J
()q’logA \/"—

[ =

[~

()a) day

()oc_) (2094 o+ a;_)
s (1 o) (oy+ a3)

IS

Ce lerme est alors

£< ; >?ﬂ e e A s e Y (o4 a3) (oy =+ )
2\ dgs ) dygy (o ) (d+ o) (o —+ o) (o2 — o) (o -+ ay) (o, — o)

Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 3, 1949. 3o
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ou
£<%>°_d_fl_| 20y~ Uy O
0q2) 0qy (o4 o) (ata 4 0r) (20— 03)?
Calculons maintenant Jq—LogA2 Vg () Log /g, on a

2 o ]00[__ (051_‘0(.1)'1(0('_&3)2(13__0!2)2
dqgi 0qs g\g 9 071()(1 ° (0 ay) (o + oz) (o4 at3) P

o . .~
o LogA,yg=—

I 0d, Oy~ Gy 20y
2 df/‘-’ (o o) (@a =+ ay)

d’oll le terme

0?
97,90 —— Lo °vgd LogA.\g

1 0o, doz1 oy~ Uy 200 1 4_1 I
T2\ 0g:) 9qy (o + o) (ot o) (e —an)® 2 (2 o) |

et enfin
o3 duy Pas [ 1 I 1
L g% o
073 0q, ogVs = dqy dq; [(oz,— ay)? +3 (o + a.l)ﬂ]
N oy [ Oy \2 0, - I )
dq: \9q (o —a)* (o~ o)
Nous avons ainsi tous les éléments nécessaires au calcul. ¥

Nous voyons qu’il y a deux groupes de termes, un facteur de
das \2 day dx, 02 oy
o et un facteur de

() q1 () 71 0(/“ ’
()aza 2 Qay
Calculons tout d’abord le facteur de 9.
1
(209405 — ay) Oy —+ Uy n 1 20y - Oy b Oy
(ory—03) (aa=—aq)® (oo 0y) (oa— oy)® 2 (g4 o) (a1 ag) (o — as)?
X %Ay~ Uy Oy I oI 1
2 (op = 0s) (s~ o) | (ay— ay)? T (o + ay)?

) 2 1
l (org— a4)? (o =+ as)?

On voit ainsi se simplifier les 3° et 4° termes, il demeure alors

20y Oy — Uy . oy -+ g
(a4 ) (on—a1)" (@ a13) (o — aty)?
90y~ Uy —+ n 2 I

Gy~ )3 (e —+ o3) (ot — )3 (org —+ ay)?
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et '
o (o + o) A R e ) " 9 1
(ot 23) (e — 2¢)*  G(a 4 on)¥ar—+ a3) (o — a0)® (o ag)?
et
P D) Oy~ Oy 20y 1
(ay— o)’ (o —as)? 4 (ot = o) (s =+ a3) (‘11_—?* ay)?
Les deux premiers termes sont opposés, d’ot
oy~ Oy 20y I
G(oty 4 o) (oy + a3) (o4 09)?
oy Uy oy~ A3 I

A o) (@ ) 4(o o+ @) (a o) (% o)
1 B)
- G(ay—+ o) (o + a3) o hoy 952)""

le terme a pour coefficient
1

B
?i (o4 a0 )?

1 1
4 (o a2 )* (o =+ o) N

Calcul du coefficient de ()—a- ()—a
dqi 0dq,
1

I
T oo+ a;)?’

1 ‘ 1 i
(o — a) (o — 22)® | 2 (o + )

d’ou le terme
! 1 Ouy 0%as ‘
i 5 (011‘*—‘&2)2 dr]l d/]i ‘ ‘

I’ensemble esl donc

i 1 5 1
_;[I’i (o @) (@t ) G (al+ag)3]
S S Sy
d9s) 0qy 2 (o ax)* dqy dgi VaAy’

. JR . .. '
pour avoir ﬁ on doit multiplier «,, par 4,4

dor= A Py — AP, = 2t % !
o e o _(12“9‘1)(0‘3”‘0‘1)(051—‘1:')(0‘3—1-:)
oy s — 1
T (o o) (o — o) (25— o)

(@ @) (@ — o) (0 — o) (25— o)
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dot (o3 — 0r) (ot — 0y) I

oAy (Gt o) (% — ) (Fg— 0a) (Og— @) 0i— a2’

oR,

d’ott la valeur de 2 =— 07
1

1 i[i R . 5 1
aj—oai | L4 (a4 o) (oa+-a3) 4 (o4 ay)?

><<9£>22‘2‘1_£ LI
dq:) g1 2 (o4 a)* dqy dq3 §

Q

i 1 1 5 I
- ay— ;H:d (o4 o) (og—+ ay) +Z| (o 4+ a._,):‘]
0oy \2 02,y I 1 duy 0 ay)
<371"> dgi o (o+ o)’ dgr 943 §

do,
Si l'on écrit les conditions de compatibilité, le terme

9 n mter-
venant que hnealrement dans (()) !
l
.. e, O*R R .
Les conditions de compatibilité T — %" ne le font inter-
dgi dqy — 0q. dq,
R du
venir par dérivation de - que sous la forme ()7'
1

EET . IR, ,
Or sil'on envisage le terme —— tel qu’il est donné par la formule,
/A

IR, comprend des termes en ——- O et da '\ " une dérivati ¢ t
90 ompre 9 90 érivation par rappor

'R, )
a g, fait alors intervenir dans le terme ~——— 9707, les fonctions o a,‘ et (3)(7'
) | 1
) R
quin 'interviennent pas 1nitialement dans (); 0;
1

PR, . R,
dq:dq. — Oq. 0q,

4 donné par les formules précédentes, autrement dit

Autrement dit, la relation

n’est pas vérifiée pour
les valeurs de
. ) Jdq.
R, n’existe pas.

La condition XH — HX ne peut étre vérifiée et la correspondance
entre la mécanique classique et la mécanique ondulatoire ne se pour-
suit pas, en général, pour les intégrales dn deuxi¢me ordre.



CORRESPONDANCE MECANIQUE CLASSIQUE-MECANIQUE ONDULATOIRE. 241

CHAPITRE VL

CORRESPONDANCE ENTRE FONCTIONS ET OPERATEURS.

Nous nous proposons dans ce Chapitre de fournir des indications
sur la nature des opérateurs correspondant 4 une fonclion des coor-
données et des vitesses de la mécanique classique pour un systéme
donné. _

Envisageons dans ce cas ’hamiltonien classique, I'espace de confi-
guration ayant un ds*= X, dq; dq,,

= ((“.‘

L’hamiltonien est ‘
S G S Y T
= — ik ;o() \/g()ql\ — U,

2¢" mineur de ’élément a; dans le déterminant de la forme quadra-
tique ds*= a;, dq; dq;, nous nous proposons de vérifier tout d’abord-
deux propriétés des opérateurs :

1° st une fonction linéaire et homogéne des vitesses mdependanle a’u

temps est intégrale classique, elle est intégrale quantique -+ ~— X.Q; 0(/
()S
correspond a X; Q
2° a 'intégral ére cla Pu 9 LR ne peut
égrale prémuer ssique Xy Py —— 97, 90n —+ R ne peut corres-

ondre que l'intégrale quantique
P q 8 q q

iy 1 0 - 9
_L’F[A[k;/-o{:),-dT][<Pik\/gr/k>’+R1]_|—R.

Cette proposition est amenée par la considération du fait suivant,
alintégrale classique

N

S22 L R= NP+ R
! (0(/1> ) ree
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nous avons pu faire correspondre pour les termes en p; ’expression

D oP; 0 )
P+ (g g hoevs ) oy

soit pour X; P< > +Ra
I8
) i —_ \
b (a > +R
2. 02 ol
—W[I) o7 <091 P ob\/c> ]—a—I{

qui donne pour une valeur propre

R [ Y [OP . 4, |

ce qui signifie que I'intégrale I appliquée a ¢

h? o \? h?
— _ P. i - !
= ([ |- w2 (G (g mea)v]

est extremum avec dt = \/gdq, dg, dq,, la propriété est intrinséque.
Il'y a lieu de penser que la propriété se généralise quelle que soit
la forme de la forme quadratique en p,p;, autrement dit que l'on

déduit de

h? JF oF h?
f[___ ﬁzﬂ‘l)ikd_qg 900 + <ZE;P\I—- ]{+a>F] dx

pour un principe d’extremum l'opérateur correspondant a H, c’est-
a-dire que A est de la forme

[ 02 ., 10 -\ 0
— — | 2Py 5——— Xip—= -—(Pu - R .
Mz[ /\P/d(/id(/k—i— v dgi(} A\/g)qu-k 1] +R

Nous n’effectuerons que les calculs sur les termes de plus haut
ordre.
Posons

: L? . o o
Fi \/;-'/ ( 1/\/o> Gm \—é-' d(//<g \/ )

Les calculs de compatibilité sont alors les sutvants : nous calcu-
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lons Al — HA ; nous obtenons les équations suivantes pour les termes
de plus haut ordre AH — HA.
¢ 3

Le terme en Jgidqrag, A pour coefficient (1)

/. dolm d i doll
= X Pu 2 P <o
‘ A< g + Pu Iqe + P 0’7/.:>

\ﬂ/ ik ()plm 4 otk dle onl ()Pim ,
-3 _
° (9(/;‘ ° ()(//.— > df//.-
S . &
d’oli la relation ¢ =o, en ———
()(/l q()m
o= X Pi/_w 4 ]')mk_dco'_m - nik&"”"’ 4 (ﬂ"k& y
T g dgi g T Oy
d’olt ¢'=o0, en T
¢ qlll.
s‘ ) dgl,“,“ mhk 0[.’/"’[1 4
4-'/.'l mk — &S =,
g+ dq

d’oti la relation ¢"=o.
Nous nous proposons de vérifier que les coefficients du deuxiéme
ordre sont identiquement nuls en vertu des relations précédentes,

2

les lermes en ——— sont
‘)(/I ()(/m

d’ ol X dGm () olm ()Gl

) J _ s

d(/[ ()(/nz -1 i df]t + r ()(/t " P”n ()(ll
oik 0 le ar! i ()Fm G, L dP[m

JF
—_ otk T " il .
® dq;9qx 8 Ay, & dq: g

5> ozglm ik ()2 P/m
% 9q: g O dg; gy
ment définis.

ne fait pas intervenir les I; et les G; précédem-

Oy,
J qi

dgnu mr J
Gm——- -y ( dj/ -+ & dq LOD \/é’>

dG,,,, N < 0‘ omr ()gm/ J

0?
dy, ()(], dq, + “dq; 9q, Log \/O +8 dql ¢, Log \/°>
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d’ou

" 0’ mr omr 2
Py J9G =3, <P + Py dgm —d—Log - P[ gnr > Log Vg ),

0(][ il d{/[ C)(jz d(/i ()//,_ ()(11 d(/,

dG[ g2 olr d”” J
Py o— =2, im 52— + Puy, = i

()(]z < d(/l d(/, d(jz [)(/I LOD \/c Py c ()(/z ()(/’ On \/ >
d’ou

G 9G, .. g
¥ . +- Py, —
- <P1[ ()(/z sz d(/z 1 d(/[ >

| dz o () gl} ()1) d,,lnz
= zi Pi 2 im 3 3. - 2
<_ "9gi00, " ogag, T o, dqz-)

s (p, 08" p,8 p, 98N O e
l‘~z<P1/~ d([[ —+ 1 ()(/, —|—Pm,_ ()(/l)()( [JO \

>, L oty P, olr __l_ 0o P
+ Zi(Pug" 4+ Pin g )d(/idf/,-lob\/g’

OFr | 4OF, | o dPu,

Jim 3
de méme pour g 9 T8 g +Gi dq.
()I i d
lzl—-—-—dq +P[I / ‘Og\/g’
7 > ' > ‘ |
drl_v 0Py, ._dI_l’__d_]og\/ P/,d/dd Log\/oa

;. " 0q:.9q, = dq: Iy,

. oF, . it 0Py, - 0P, o0 . 0? —\

dg; dq.0q,  ° d(/l ()(/
e ., 0Fn . , 0P, il ar, 0*
}-4[ oit " — ).r,',- oi! ol nr = -+ ml
e} ()f[i <oﬂ dl]id([l- +b ()(11 ()q Ioc\/c «:7 () d(/ Oa\/ >
dle dl im d"“ " 0
dq = dqlz<d(1 e 97“’“)'

d’ou ce groupement est alors égal a

0P, il 0P, ar,, dgr
dq:0q, + 8 dq:0q, + dq; dq,
L ) (R N

<g g ° 0(1' e (le)dq

Y. oim
—-—ir&

Log \/b

. (é,im l)ll‘+ LO” \//

m/ ) () ()/
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d’oti la valeur de la différence

9G,, 06, dgim or, ., O op,
Py mn. P — F; — pim L L oil MGy n
dq; * dy; - dq; 9 ° oy G dq;
Ly b DA OE PO, 0P
=Sl d(/ld(/, " 9qidg. Ay dq dq:0q,
il P mro ()l)/”l ‘(EI_ Y. }1) J? gh“ — ir ()2")114:
2 0¢i0q,.  dqi dq. TV 0qi0q. P dqidq,
. ol S dgmr dolr
- :'il I)u = ]’1 —+ )im Bt
-+ < I -+ Pu e 1 o
il dl)/m' o oir ()]Jl/u _ oim d[)lr () |
& g0 7% Taq T8 0q )ag, %8 Vs

. . . 0* /-
— ‘\-'I'l'( I’i[;?.’"” —+= I’img/’ T é’“"])h"_ g’ll)mr) D‘T I‘Og Ve
q4iodr

Celle expression doit se simpliﬁer.

Tout d’abord le coefficient de ——-— Log Ve
l’il,g”"""' ]»)imér/r_ s,-im P/r—‘ s,~1I ])m,‘,

qui est identiquement nul du fait de sa structure (on doit y ajouter
des termes obtenus en permutant ¢ el r) ensuile le coefficient
() I
(_l —_ (VA
es 5 Log /g
().!,’J,“ N ()‘,‘7""“' (){‘7"//. ”v[./()[)m/' i ()P[//l _ oim ()P//'.

I)i/"_("_ —+ 1 i—— V)im— -
dy; dq, dy: 7 dqi T Oy ° Jdy;

Les relations que ’on obtient pour lamécanique classique montrent
que cette somme est nulle. Maintenant envisageons la somme

< d2 g"" . ()"'g'/" . o, d\_,\_../m o a: Py,
i i ()(/,d(/, " 0q:0q, dq, Jdy; ® dy¢.0y,
ol PP Iy I\, 0™ oir 9P .

- -'i/'l ir -
970, g Oqr dqidy,  ° dyidy,

Montrons qu’elle est nulle. l.a mécanique classique nous donne

. I :
dg"” ()g ! > ()gl'” N il ‘)Pmr' L gim ()PI/' o ()l Im —
31

‘\"'Il)i - l)im = 1 irT T - 4
! dy; - dy; h dq, ° dy; ®  dy; s ()c/,

Journ. de Math., tome XXVIIIL. — Fasc. 3, 194y.
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r restant fixe, dérivons celte relation par rapport a ¢,

s, 0P 05" 0Py, g OPy Og
ld(]/ d(/z d(/, d(/l ()‘]1 ()(/l
agt’ dP,,, dgin 0Py, a0 IP),,

dq, dq; dy, 9dyq; dy, Jdy;
¢ ()' ol S ()2 ol r ()zg/m
i \ -+ D
' T 0q:0q. P d(/,dr/, +Pu dq:0¢,
il d Pm/' _ oim ()2 P//' o air 021—)/111 .
® g0y, ° dqidy, dyidy,

d’ou la somme envisagée sera nulle si nous avons

v Ol dgm 0Py, dg™ Py dg
T 0q, dqi T dqr dq; dq, dq;

. ()’:’,.[/ d,l)m, n d,,(/n ()])/,

g{". aP,, _
g dqi  0q. 9qi

()l/,- a0 =o0,
cette somme est évidemment nulle du fait de sa structure

J?
Dans le cas ot le terme du deuxiéme ordre est alors — I nous avons

IIL
Zi/' PMM . 1)“” QG_’” —+ Iiw J— ’/ il () Pmm -+ (;im & 4 i()l),nm )
M gidgy dq; dq; e ()(/, dqr  °  dy; dy;
Comme tout a I'heure on décompose le calcul en deux
DI L o g _ g.ik % l)(}'”” et > P, dG,, I Pt dgmm g,m ar,, -G ()Pmm’
dqi9q dqi0q dy; dyi dyi Jdy;
. ar J -
F=y, 2 P, Log v/ 2,
i r” ()(/ d/ e} \/b
SN i mm MmN -
I dn . ”‘ dg o p d d ot/ o
oq T T ()(/,. dq; v ()(/, ()(/, sy
l)im &L — :/' Pim M - )im ‘()_“"i”—, —q— LO(‘T \"Z’ -+ r llllg“, Log &
Jdq; dy: 9y, dy; dq, 7 (/,d(/ °
d’ou

()Gm d R
im ()([z' z 0(/[
s N d gm/

-y im

du-mr d _
>, 75 Loo /& 4 Py, 0™
()(/l d(/, l im ()(/[ d(/l ooV s B P; O
n ()I)”_ ()gmm ) )"‘ ()'s,mm ()
dyq, 9y, ! ()(/,- d(/,

o

" Togy/
()(/[()(/,- Loa \’C'

n o
S
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JF Jar
De méme pour les termes soustraclifs g™ ()(/’" -+ G ——(){'/'”"a on a
i i

3

() P rm dl)/'m. dJd ,

imo T olm JO“ ,A‘_ oun[ , I. 0g /o
g dq:dq, " °  0q; dq, Vs " 0q.:0q, ()q, Vi
i "[I' (ﬂ_ﬁﬂ S (l'i’4 01-)]"”[ _d— I ()U l‘l-;' s 1li’. ‘I) L ] 0()' l! r
dg: % g dyn S RS
Le résultat définitif est alors
s , ();' ol . d[’ir dgmi . [)" ()'."_(\,411/1/ o ()-1 p/'m _ ()gi/‘ ()l)“”” Cim d-')prm
i im ()(/,()//, dq, dy; “dyidq. T 0qidyq,.  dq. dy; = ()!/;()(/,-
. P ()gwun P ()gmr n ()|)”” i Dik it
-1 im—~—— Uy —5—— % — — & o
Jq; dyi 7 Iy Jq; )()‘/r ’
) . ) J? -
-+ ( Pml 5“” - I)rm ‘-'-,"”") ()‘/id’//' I‘Og \’/é’}
.. 02
le coeflicienl de ——— D00 Log\ o est nul dans la sommation du fait de sa
r
structure.
. Jd . —
Le coefficient de —— Log /g
dy,
()gmp 5 ()‘.f,""”" im ’)l)”” o ()p““”

v Ys i
"'I[HIL ()(/1 -+ g ()(/i ~ ()(/z - ()([1

d’apres les relalions obtenues en mécanique classique cetle somme

est nulle.
Envisageons les lermes de plus haut ordre

();’gmr ’ R ():gmm ()I)ir ()g.m/u

). L2 .. S .= S,
" dqidg, " 0qidqr T dyr Oy
02 l-)mm (),4'”. dl)mm

2]
__._____n"'“_()_.lll.

0q:9q,  dyi dq;  ° dqidq,

-y

e ol
S

la relalion ¢crite précédemment donne dérivée par rapport a ¢,

\‘_I) d’lo(y/]ll' N ])‘ dz ‘_,;./ulu. o ()])ir dgmm B ‘\_" i () ] o
” <
=00, " 0qidq,  Oq: Iy, 0.0y,
()nll or nm im o [),'m N ()‘#1//1 dl)””. ()(.;""" (")[m

¢ g, T 0qidq, T T g, Iy, dyi dq,.

somme précédente, par rapport a r
0(‘;’“"‘ ()[)mr ()g-llll‘ ()])im

’ N B —

—jr —()(/I ()(li ()’/i ()(/'

est nulle d’apres sa structure.
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Envisageons un changement de coordonnées, le ds* initial prenant -
la forme ds* = Xa, dqg’ '

. af;
qi= Ji(i¥1, Vo, Vn), dgi=Z; il devys

adwy.
d
d(/’-——z“()‘{ d/ dsv i doyy,
le ds* devient alors
o . d[ dl
;2 d———(‘Ck d—;{/ dwdwy,

en remplacant les ¢; par les fonctions de w, envisagées, on obtient

ds*= Zppjdwydiv,.

Soit la fonction de Jacobi, solution de 1'équation aux dérivées par-

tielles
Ty, (95 _ B,
jdA <()(/ > U= J¢

La fonction de Jacobt est invariante dans ce changement de coor-

. Js .
’ b '
données, I'inlégrale EQ"()T/,- devient

o dS dwk
¥ 0, 22 Sk
-'LAQI d""k. d(]z k)
puisque
98§ 95 dwy
—— = &
dy; divy 0
en pOSHI]t
' ()W/ ¥,
"'IQ d(/l
dS Oy Y i8]
=i g dwy 0q; Sy dwy

On a ainsi en mécanique classique la nouv‘elle forme de I'intégrale
dans le nouveau systéme de coordonnées. ZAFA cette forme est la

méme que la précédente du point analytique S solutlon de lanouvelle
équation de Jacobi :

S oS U= aS
dw, Ay T

N o
-~

o | o=
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Autrement dit la forme de I'intégrale n’a pas changé de méme en
mécanique ondulatoire I'intégrale
B x(ni
ami” N dg;

donne lieu a I'intégrale

hoo ) dwvr d b ¥
=2 Qi —— —— = — X1 ;
AT e dq; oy o, dwvy,

la propriété est générale. Nous vérifions alors formellement que dans
le cas ot le ds* provient de la force vive 2T = Xa;.q; ¢, d’un systéme
de corpuscules, les intégrales linéaires et homogénes classiques se
conservent en mécanique ondulatoire autrement dit les opérateurs
commutent. ‘

Fluide de probabilité. — Dans le cas d’unc inlégrale premiére quan-
tique on a pour

;@
L‘b::ae'm", A W) —=ad, /\.:‘/L 2Q; 5%-,
do ou
v Pl
d(\)l (li_a, —Q d(IL

« étant une valeur propre.
Arrivons a un cas parliculier trés intéressant celui de mouvement
de probabilité pour lequel on a défini les équations

1 i dcp ()cp .M RS i du _(25? .
2 i dq: Iqx —U= 81 \/ =% 9q; dqt §V8 5o 0 o O
. du d(p A - dg Jdu
).,ol( ‘\_’___ & /0_ — 2
5 0q: O - a\/g “ <5ﬂ Ve dq/\.> ot )

Toute intégrale premiére linéaire donne pour le mouvement de
fluide de probabilité une intégrale premieére dans le cas d’une valeur
propre de I'énergie. Si en mécanique classique il y a conservation de

(') Le ds? ne peut toujours étre amené a la forme X «; dqg?.
(*) La méme propriété est valable lorsque la fonction g figurant dans I'hamil-
lonien et 'intégrale premicre est quelconque.
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la quantité de mouvement, cette propriété a lieu pour le fluide de
probabilité. Il y a 14 une nouvelle analogie.

Tutorine. — Le fluide de probabilité admet les intégrales linéaires du
probleme de la mécanique classique pour les valeurs propres de I’ opérateur
énergue.

JdS dS
g dqx
le ds* de Uespace de configuration associé est

TuroriMe. — A une intégrale XV ik -+ R dans un systéme ot

ds*== N (lr/.id(]k
g déterminant du ds*. Il ne peut correspondre en mécanique comme
opérateur intégrale premiére que
ok 10 ( - d°
_— )—4—_.— )'~/"'—— - R — R.
4ﬂz< zll\/g o \lzx\oqu b 1>-|—
L . S TR . 0S
TuioriMe. — Une intégrale premiére lincaire classique ZQ,-d-q— donne
i

. A . . . ., . h
lieu en mécanique quantique a l'intégrale premicre — XY, —-
1 2w~ “dg,

CHAPITRE VII.

CAS GENERAL DE L’EXISTENCE SIMULTANEE D'UN CHAMP DERIVANT
D’'UN POTENTIEL SCALAIRE ET D'UN CHAMP ELECTRO-MAGNETIQUE.

Nous avons montré qu’il était en général impossible d’affirmer
d’emblée 'existence d’intégrales premiéres communes a deux pro-
blémes correspondants quantiques et classiques..

Nous avons vu que seul le cas du premier ordre pour le cas d'un
potentiel scalaire indépendant ou non du temps donnait lieu & une
telle correspondance.

Nous allons donc étudier cette correspondance pour le cas du
premier ordre dans le cas d’'un champ magnétique.

I’hamiltonien classique étant

H= L'L-;A,-pf + Lyp:+ U,
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’hamiltonien quantique est alors

, o, 0 h 0
R ) O L R PR
( () l.og \,f" dq[> 5 ot idr/[ U

Envisageons une intégrale du premier ordre.

Les équations de la mécanique classique nous donnent, pour le
crochet de Poisson :

terme en p;p; :
20, d0);
A2 ALY —o;
()qi k ()VA ’

terme en p; :

d()
. ”Q"dw Vo T
terme en p; :
: A 0L 0Q; oR
4‘-!,‘0"_1‘— L, -——-}\i——: 5
~ dq, ()71 dqz ©
terme indépendant des p, :
U IR
- ) aj p—
=i 07: —! dgi o

I.’opérateur AH — HA nous fournit ici avec

L WO A WA Y +_”'_,le J 1T,
se 2\ Magz Mo os g o

Les relations suivantes :

2

ryy (
Termes en —

a7t

g d/\ ()()

0, = / ;
£ Qx i ld(I ;

rmes en ~——
Te Jdq: 0.
), O

Ai& { Akd—‘)’ = o,

dq: T Oqu
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Termes en ?)L :
qi
d d 2 a9*4); a o 00 ,
E()— \_—IA ‘.’,"'::.:. f\ \., 4 »—I:Q—;—\
7 </ ‘oq, \"g) Yot T e Ny O
Jhmiy Ol Qe 0B OR
i /L - Nk d’]k ‘kqu ldq -t \l d(]L = 0,
Terme constant :
-ur\zd R A'*i] o d]\ N
x0 U .QE _
-'LQL d(]t 4 df/, _—_0:

Les équations précédemment écrites sont vérifiées, en fonction des
études que nous avons déja failes et des équations de la Mécanique
classique. Il reste a vérifier que

\,J\A()'-’H LA J og Li JR
g T o Ve dg:
Or, on a
' oR [/, 90 di.,
ANi— =X, (L, 5=~ — Q, —
() ' \‘dfli ( o7, 0’7'->

en dérivant par rapport & ¢; el en ajoutant (1) multiplié par- Log\/b.

On a, en sommant par I‘prOI’t a qi la condition

.0 [/, 00Q; ab;\
N _\l _ . i fo | =
-y d(/z [ (IJI df/r Q/ (){[’> V OJ =0,

qui est unc condition supplémentaire, condition supplémentaire
liant Q,, L; et \/g.

Nous venons de voir qu’il est nécessaire d'imposer une condilion
supplémentaire pour qu’une intégrale linéaire classique donne en
Mécanique ondulatloire une intégrale premiére; c’est la une différence
nette avec le probléme du champ dérivant d’un potentiel scalaire.
Notons que pour le cas de I'intégrale classique o R = o la condition
est vérifiee d’emblée. D’ou
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TI-]FJOREME — La condition nécessaire et suffisante pour que I'intégrale

premicre (\, 90 —|— R donne lieu & une intégrale quantique est

« O ¢ 00, Il .
~“'d(][ ()'/, d(], - ¥

L; étant les composantes du potentiel vecteur du champ magnétique

ety la capacité tensorielle de I’ espace de configuration.

CHAPITRE VIII.

INTEGRALES PREMIERES DEPENDANT DU TEMPS.

Nous allons généraliser les résultats obtenus précédemment au cas
ott les intégrales du premier et du second ordre dépendent du temps.
Nous nolerons que les cas particuliers étudiés le sont particuliérement
en vue de l'intégration des équations de la Mécanique ondulatoire.

Nous pouvons en effet noter qu’il est possible de définir une infinilé
d’intégrales premiéres. 1l est possible de leur imposer de se réduire a
un opérateur différentiel donné X, pour z=o.

I1 suffit pour cela de developper I'opérateur X en série entiére par
rapport au temps et de I’astreindre a vérifier I'équation

oX AL
o

— (XH —HX) =o.

Cetle méthode fournit Popérateur X a partir de X, et donne sa loi
d’évolution.

Cette question a été-étudiée par M. J.-Louis Destouches (*); cet
opérateur X est dé¢fini a parlir de ’hamiltonien H par intégration,
autrement dit il ne nous fournil pas d’aide pour l'intégration des
équations de la mécanique ondulatoire, sauf dans des cas particuliers
ol la forme de 'opérateur X peut étre déterminée aulrement qu’en
fonction de 'opérateur d’évolutions.

(M) C. R. Acad. Se., t. 193, 1931, p. 518; t. 194, 1932, p. 58¢ (Principes
Sontamentauax de Physique).

Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 3, 1g4y. 32
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En effet,
. ou Ol
A — ,r J‘ _ = 9 ,T / .
X=UX, U, 0 7 HU, U(e, )

Il y a donc lLieu d’envisager des intégrales dépendant du temps
et d’une forme particuliérement simple, celles-ci provenant d’une
structure particuliére du systéme. Celui-ci n’étant pas envisagé dans
son ensemble comme cela est en partant uniquement de ’hamiltonien,
nous pouvons appuyer cette opinion sur le fait qu’une intégrale
premiére linéaire correspond toujours a un déplacement virtuel du
systéme (1).

Envisageons donc les intégrales de ce type.

Conditions issues de la Mécanique classique. — La condition pour
qu’une intégrale dépendant du temps soit intégrale classique est,
nous I’avons déja vu, .

.0 0(); ) TR
‘\'-'[l' -5 i — ), - (“5" — 0.
d!ﬁ[(] ag. ° 09:-) Y ] °

Nous avons des égalités en p,.
Les résultats sont les suivants :

T 9
T'ermes en p;p; :

dA apr;
> A, -
(h lld(/i ' =03

T 3
Lermes en p; :

) ().’\[ ()l)[ _ .
(11) | 11071» _4\1071__0,
Termes en p;p; : .
ol o,
(111) Mg gt =0;
Termes en p; : _
, Lo 0N Ol 0P
(IV) ;-ll,,()—fji—,/‘d’/k o0 =
Les termes en p; :
. Ju IR al.;
o, — A, — 2 - —
(V) "ll()(/i '\tdl/[ ) ()t =0

el les termes
1 )
VI JU  oR

Ny o —
-tleq[—i Ji —o.
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En mécanique ondulatoire, nous allons également obtenir la con-
()A ’

o

Nous oblenons les résultats suivants en écrivant que les coefficients

des différents termes sont nuls.

dition en tenant compte de —-

Les termes en L—,
0q:9q;
' LAY Py
| » U0k N R
() l,()qi /\tdfh_ ;
Les termes en —()—‘ :
Jq.
I ar;
11 > Ohe o
(I) [zd(]i \'dq; 0;
Les termes en —ddd” :
9k
0*A, 0P, p) L O
D> N N, R s — og n
(1) X,P; a7 jld(]f 4 ),l,()(]i< 1% ) Ald 7
o d(\?k ‘,() d\/. )77'[ d!\] \AdL/‘ d])__

DAL —-il)y = — -'tI‘L Q—T==0
B e P A o ot Y

9

07: 075

, ) ( 0 ” Jd Jd o
1V 2P, =—( A o 28 ) 4y l’;——(\ Lo;%)
(V) d(/L : /() A \/_.’> /()_ t)r/l \/g

Les termes en

. J? d
V “-[ 1)[ -~ A LOQ —=
o d’/f( K&z »/g>

. d d C 020,
- N0 g2l ) — LA
4+ X0 d <AA0 LLo \/ ) A 977

i og & & dQ;. 167 Q N 8_7* oR
“dq; Ve . 0q;  h* k dq h? k(—ia
L oR, 4rmi, OR, )7’1') - d J
_“\/‘E—’_T \ a—q—l:——‘ 7 L ld <ZXIL ]JOD~/0>
02 L N d & JdL; 87 Ly 4mi dQr

i —A;—L - —_
0q7 R N T TR AT
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et le terme multiplicateur

8n*  ,, 0*U 1677, . dU 872 au
/ BRI N VR AR il S PPN S § P
(vh) h* llldq;’ B I‘Il‘qu h? «Qi dq
S WAt S SN P LSS Wi
dq; dg, 7 Ve dq., h aq;
: Jd & R, hmi oRy 812 dR,
—l—]\,‘-&/—rl‘ocﬁd{h +TW+h_JW
LS S oSN s S WA V. (L
-1 /l:‘ dl —+ /l'i g /(7{}7“ i ’() ) 4Us v,t—;; d(]/

IEnvisageons tout d’abord le cas des intégrales du premier ordre.
La Mécanique classique nous donne une intégrale du type

ads
dqi

Il suffit de remarquer que les équations (III), (1V), (VI), de la
Mécanique ondulatoire sont obligatoirement vérifiées du fait-des

équations (II1), (IV), (VI) de la Mécanique classique, a I’exception’
du terme

S J d &k o 0? Lk d 0 dl‘k
O = X1, Aps—Log 22 ) — Z( Ay —— -+ A;5—Log 2= -
. "7"( “0gc W) ( 9Ig; 9g: "7\ g 94 )

Ce terme est lui aussi nul. Si nous remarquons que les A; étant
indépendants du temps, toutes solulions dépendant du temps des
équations (I11), (IV) de la Mécanique est de la forme

2L

+ R, P=Qi=R=R=o.

a2 () Lqy, 42 qn)

[« fonction uniquement du temps; L étant une solution des équations
(MI), (IV); Pexpression ®, lui correspondant est nulle ], d’o

Tutorime. — Une intégrale premicre linéaire dépendant ou non du
temps, donne en Mécanique ondulatoire une intégrale premicre ;

08
50 R
Lk[d(/i 1
est U'intégrale classique :
h
2Tl

J
¥ [ B
“lQl df/l - R

est I'intégrale quantique.
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Intégrale du deuxiéme ordre. — Dans ce cas, 'intégrale classique
peut étre de la forme

9S S
P<d(/) Liyli—n—]’\,

en Mécanique ondulatoire, elle est de la forme

— #Z,(Piﬁ; -+ Q,-i -4 R,) -+ i—,).}(ﬁ[,i—i -+ R2> —+ R.
gt dyq} dy; 9 i :

Les ¢équations (1) et (1) de la Mécanique ondulatoire sont les
mémes pour les P, que celles de la Mécanique classique.

Les équations (Ifl) et (IV) de la Mécanique ondulatoire, sont obli-
gatoirement satisfaites pour leur partie lmagmalre, du fdl[ des équa-
tions de la Mécanique classique.

Les parties réelles des équations (II1I) et (IV) nous montrent,
comme pour les 1ntegra1es mdependantes, que les Q; sont obligatoi-

rement de la formu —I— P og\/ + 7, 4; vérifiant les équations
Yy % — QAkd—)\ﬁ =0

(E) o
’EA[ d)\[ X d/\i _

d—(ﬁ 4= A d(/A —

Seules restent a étudier les équations (V) et (VI).

Nous avons a noter que dans I’équation (V), %; qui devrait inter-
venir a priori par

Jd 0 V % 02 Jd o; Ohp
) o2 N Y WL oo 8L 70k
S dﬁ(/\ a7 \/g) SN G A Lob\@ a7

n’intervient pas en fail, cetle expression étant nulle, les A, vérifiant le
systéme (E); par suite envisageons dans (V) uniquement

()P,’

L d —
= 2 P, — lLog A
Q'_d(/,- -1 1()(/1’] Ob\/é'
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Nous avons pour cette équation (V) deux équations

~ d-z d % . d d . 2
o4 LP,—, A; L .9,'—‘?: +>—'ioi'— A,=—L 2%
( ) 0(/[_ < k qu 08 “> < ()(/z < & d({/ Of \/g>

&
a*Qy y d o B dQ IR, i
.__1‘\[ d{/ \l()_l U\/E -(—)—(; —_— A()(/A 0,

d X
(B) L; <AL Log —_)

()(/,‘ d \/o .

I.d'z__]“f—x\,»d—d- Jogf"’ii—gl_‘—/f 2A ZR) ‘()(()‘)A':o.
dy; g Ve 94 m ¢

Pour « nous savons ici qu’en général pour que cetle condition soit
satisfaite, nous devons annuler un déterminant (cf. Etude intégrale
indépendante du temps) el réaliser des condilions linéaires relatives
aux Az

Pour § les équations (I11) étant les mémes que pour le cas de l'inlé-
grale linéaire indépendante du lemps, la différence entre I'équa-

tion (IV) pour l'intégrale dépendant du temps et celles qui en sont
c a4 ' . . JPy
indépendantes, portent uniquement sur le terme en 2 (dzA .

IR,

Tenons -en compte dans le calcul de

IR PRI (WA O 3 U Wik /N WA Y AT
dq; dqr T Ve dq} dy; Ve du

Elle n’interviendra que dans

J Jd . Py
NT . — A, —— Logo &--
A,LI (){/i <A/\()(//;100\/’;;->’

Posons
()A/ ()L/ dl
7“—‘J“d \/dq Yor’
. 0 J
L — Lo
dq ( K2 gvg>
. o2 - d o ~¥ ()Ak
_}\,(-..QIJIW}‘OU \,( \/b -+ ()(/k T‘OD"\/"\/D .‘]AITII’
soit

J J?
__LOOA \/ 7,(—%— /\1\.,,/14,0/ ()//,.

90 LogArVg,
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or
9* 0? Ty 0?
P ) 4 = il ————— LOZ A} — —di‘a,-,J'-——“L 0‘4‘\7-
l],d d ]ODA/\/O lIl()([ ()(/;CIO.C,A/L > Il()(/[d(jk og s

ce qui donne
2

/ d}\g \ dAL dA]C.Az
99: 0 )

LO" \/—-,]11(0(11 ()(//‘ Y ()—(/[ d_(/—/:

i T

dj\,(
UL G =,
v -Ili 02 }\k - d)‘k v dLi df\k.

“Ne 0gi0q  0qi T H g Gy
.‘:] < 0? AA A ()Ak dA/\-. ,~,> o d)\/; SA ;\k d‘\k v ()L, dAA Ak,

0gr07: ™M Og; a7 M) T 0 M T R Gge T Yo o

J? d*A, J0A,. dA,
Sl LogA,— XL, g, G2 92r 4
ik g, oA ! <d(/[d(,,; N g g >
0l e 0Ny dLidA,.
= d(],\.hl Sl :[\I_, ()—([T — —4“-()—{]‘; 7(/;.4 r
car
zi!':Eriy
g2 dhy Ji OA dh 7 OA,
3, oAz O, _Jﬂ__ﬂ_l( Eoa, D 92
2l d(/, dyr LogArVg = g A Ak Iy ()11/ A2 d(//;) FB,
ce lerme B ne nous intéresse pas, nous savons qu'il disparait quand on
retranche ¢
—L‘A[d L/ 0 Log‘i_l_ d]JA

.. . JdP, . :
Si on ne laisse dans A, que 2 —Ul—‘, par suite

M d‘j Lo,,\,\/u+<3j}// g%/ %\AA)__ Ak y <32/ _} %),
1cl A= 2 ()T;ZA
A,\.%—P g;x/]‘ .0, AA:%;~—7\/;3—I(;—::?—Q—(A,(%):—P zf/\:> 0,
la somme a étudier devient
i d‘;k LogA.yg — /ﬁ 537.»: %_
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La formule donnant IR, étant
Ik

. 0 « M IR, . 00Q;
—‘__L AL A, AN Wl 3
Ik ogAiV g e v 2 Ay J7: + o o,

1

oP; _
() — . B e iod
Jk qu B Ikd/klob\c:
ﬁ(_\)_/_ ()"'Pk ()P/ Jd Los /~ .
L dqrot T Iq 08V
d’ou -
—')Mj_d__lowi\ /“——.._éf J Y, )'+ 9*Py +a JIP, 0] oo
- ()/ d(j}c OZ Ny 9 ()(II\ A I d(l/ ()[ [ d(/‘ 08V S
o 9 .~ Py Ap 0 | D,
BT T S A v TRl ol W
Or

OO OE 0 (00 P 0hy
- AP 1\4.(77/7.. -

par suite on a

2 dqi A, A d(/A

avec
. apr, Ay 0 dP, ) JR,
T h‘.—ade]/;\ 97" tAL _LgAkd_qi:.’
d’on
(}(]k 2 d’]k 7
d’ou
JdR, 1 & P,

v

Jg: 3 0qidt A,

par conséquent, cette formule étant vérifiée quel que soit £, on peut
prendre

— +tb(t)

Il reste maintenant & étudier la derniére équation, celle qui provient
des termes multiplicateurs

»U - JgU . 0R 0 g OR __ OR,
-1 '———.-l‘Ai—_,‘——x’,‘— 0g == —— =2 —»
()(/, H R ()(1, (){[,-' A d(/i ! o5 \/g ()([, 2 Jt

d[ I)
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La Mécanique classique nous fournit (VI)

261

. , dU o Jl;
; o] A O
(VD P NG T
Dérivons (VI) par rapport a ¢;, d’oti
2] ; R 2L,
VI PoOU LU R AR 0L
()q, dq; Yog; T lagi T 9q: 9q dyidt
Ajoutons a (VII), (VI), mulupli¢e par 5= Log\/o el sommons par
rapport a7, d’ou
0:U JU . 0R
a2 X P Qi — LA
r 9 Yo ' dyi
P) g Ok L L 0L
A Log & _x Pl ;
TR0 8 e 9q. T T oo It 9, Logys
Or
- d — 1« L; 0A,
N, — o\ o—— = ‘\_, {
3L 90, Log\/ g = 2, o0
ona
v Loy Lo,
N A W
Or
g OA,. al., JP,
SR PP W T St .
=il dq. > \r()(/,. BT
. L; dA, . JL [7) o
3, rax, A,
”1\,‘ d(/, d([, e at A ’
J Ol (OP,
..,L,() Logy/ é—hdt)f/r — X o A,,
d’ou
0 Pl L 0
Jdt dq; 08 ()gidt "dgrdt 0T A,
oy Pl O P OB
"0y, 0t JderTA, “ot
On a donc
1. D,
R T W
les diverses équations fournissant R, sont compalibles.
Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 3, 194y. 33
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Par conséquent, 'intervention effective du temps dans les intégrales
du deuxiéme ordre ne fait pas intervenir de conditions supplémen-
taires.

On a donc les théorémes I et LI suivants :

Triorive L. — Pour qu’une intégrale premicre du deuxiéme ordre de
la Mécanique classique LP;p;+ R, pi—+ R dépendant du temps donne
lieu une intégrale quantique, il faut et il suffit que les deux déter-
munants W, et H, sotent nuls et que Ly sotent proportionnels aux mineurs
correspondants.

Tutorime 1. — Quand une intégrale premicre classique dépendante
du temps EP;p? + R;p;~+ R donne lien a une intégrale premicre quan-

. . . , 5 L 9 ] . - A N
tique, I"hamuiltonien cétant X A;p?+ U, l'intégrale premiére quantique

2

h2 02 J ooy ,
A= X l),'——_' -()I— + R —_L’l;,’ it 1{,—}— R
qr2 < Dy} o . " '> REPTTiaiald Y
est telle que

. JaP; L d S~

(e ' Py=— Log v o

s dy; dy; OB VES

1 d P,
Ry——~- -X_ 7
! Jdt A, ’

CHAPITRE IX.

‘SEPARATION DES VARIABLES. CAS DE LIOUVILLE ET DE STAECKEL.

Nous étudions ici la transposition en Mécanique ondulatoire de
deux cas d’intégration de la Mécanique classique. '
Tout d’abord le cas de Liouville (*).

1° On sait qu’en Mécanique classique, on appelle cas de Lioucille
celui ot la force vive 2T et la fonclion de force se réduisent a
PR

= <
2.;‘\1-

2T =3A3,B;4;?, U

(") C. R. Aead. Sc., 222, 1940, p. 1032-1033.
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ot A;, B;, U, sont fonction uniquement de la variable ¢;, ce cas se
ramenant par le changement de variable

Ti
(?(:f \//B[ ([(],',
0

2T = XA %02, U=

au cas plus simple

k4

U;

t

[

On peul intégrer complétement le probléme, I'équation de Jacobi
réduile :
e [ (Y sy

sc décomposant en n équations

[

1/ 0dS?
- -5 —u i) — ?1' i== 0.
2<d(]i) U(y)—EA;==0

Mécanique ondulatoire. — L’équation de Schrodinger dans le pro-
bléme correspondant de la Mécanique ondulatoire va donner 1'¢qua-
tion aux dérivées particlles

o —1> ‘
1o 0% I\ a ) 0N\; 0 872 I“‘.}U,- ]7]
SA, T

PP S T SR S A b —_—  —
X "oq} : (XA dy; dy; o, =

.-4,1\/'

en dehors du cas ot n =2, ou I’équation devient

: R R o
201—/[2 —- /22 -(L1-1~ IJA,-)KJJ___ 0,
1

el donne lieu & la séparation des variables, I'équation (1) n’admet
pas de solulion sous la forme d’un produit de fonction de chacune

)

des variables, ce résultat tient & la présence dans (1) du terme
" v (0NN v AN AT i Y —
<—; —I>..a,<()(1i ok X:A;)? al’exception du cas ol n=2.
D’ailleurs, en posant
n 1
N=(3A0T R,
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264
on retrouve I’équation
n_ !
Av— | SU+E3A,ACGA T
(ZAH) 2 V

on retrouve aussi cetle impossibilité.

Cas de Staeckel. — Nous pouvons d’ailleurs généraliser cette étude
au cas de Staeckel qui se présente de la maniére suivante en Méca-
nique classique, on'envisage un systéme mécanique dont la force vive

est de la forme
L XAP
2T= o, = Ag?: @,

A étant un déterminant dont les éléments sont des fonctions o(g¢;).
¢ étant la méme pour une méme ligne, ® étant le mineur de celul

de g,.
Le potentiel U est de la forme X f;(g,)®; : A.
On peut intégrer complélement le systéme avec
dS \?
(071[> ofi+ Eoi+ aydi+ asyy,
a,, a, et a, étant des constantes (cas a lrois paramelres), en Mécanique

\

ondulatoire.
L’équation de Schrodinger nous donne

2

‘\"""Pi()(]z + X [Qi
i

9 (o Mo |22 & 8% (Ba 4 S/ o —
5 ga[ﬂ(?z)].l](m]d—q—iﬂL E (EA+_‘ﬁ?l)v_0_

On voit que, comme précédemment, la présence du terme
S o (2 =) 9841 2 iy ey | 22
-,I:Il( I>d(/i.A 5 d(]i[ﬂ(g,)].n(\p,) g

9
2

interdit toute séparalion des variables a 'exception du cas ot n =123

d’ailleurs, en pOSﬂﬂt
n_ 1
Zl_g
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on a

(l) ()/ JA(SE;.‘ A - _ll/'L(I) _|_ /” (I)de]i A‘ ‘-‘l N )\ o

fn<o>|§§

n’élant nullement une fonction de ¢; seulement.

Dans cette étude nous voyons que la correspondance Mécanique
classique-Mécanique ondulaloire ne joue pas pour les cas de sépara-
tion de variables, qu'une méthode d’intégration valable en Mécanique
classique ne peul étre utilisée en Mécanique ondulatoire (nous pou-
vons noter que nous retrouvons dans cette étude le cas que nous
avons signalé pour les intégrales premiéres du systéme dépendant de
deux parametres).

Il 'y a licu toutefois de signaler que la correspondance entre la
Mécanique classique et la Mécanique ondulaloire peut étre poursuivie
si on ne l'envisage qu’au point de vue formel; autrement dit étant -
donné un systéme classique dans le cas de Staeckel, on pourrait envi-
sager de résoudre le probléme de la maniére suivante.

On envisagerait « priors des solutions de la forme

L0y 872
YO, - = X(f;]; oF. — 0;
dd)'()f/f + 7z (fi®:+EA)y=o0;

ces solulions admettront des solutions produit des solutions de

02y 8w .
5 - ——F:-(‘fi‘i- ayyi+ o) Y=o,

97
mais ce probléme n’est pas un des problémes correspondants en -
Mécanique ondulatoire, 4 ceux que nous avons signalés en Mécanique
classique. .
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CHAPITRE X.

CORRESPONDANCE ENTRE LA MECANIQUE ONDULATOIRE
ET LA MECANIQUE CLASSIQUE.

Nous avons jusqu’ici étudié la correspondance dans le sens Méca-
nique classique-Mécanique ondulatoire, en précisant dans le premier
chapitre le chapitre de cette correspondance.

Nous allons donner briévement quelques indications sur le pro-
bléme inverse pour le premier et le deuxiéme ordre en utilisant les
études analytiques déja effectuées. Pour le cas du premier ordre, le
probléme ne pose pas de difficultés (*). Pour le cas du second ordre,
il y a lieu de donner quelques précisions. Supposons 'existence pour
un systéme dont I’hamiltonien est

—£ A; d,+A d J + U,
8m~ “dq \/gdq

d’une intégrale premiére indépendante du temps

/L", ,
— o 3 (Prige + Qug )

On sait que l'on a
dPi 3} ()

Qi: —+ 1 i(ﬁi IJOg \/g,

9q:
et que, de ce fait, les équations qui restent a vérifier sont celles rela-

d
tives aux termes en —— et multiplicaleurs de ’équation AH — HA =o.

9
En particulier, pour les termes en %, on a I'équation
pE 9 o P p)
) R o 20
ullld(l <A,\ 99 Log\/c> O \L() (AA ‘)J ;08 \/a>
—xA” Q,’ 1AL Log £ I
9 Iq: " g 99
167 I ()U _8i7_r_1L ()R_oAdRi—
Thr dr/L h? kag—k - /%z =0

(1) Gas du potentiel scalaire.
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ou
) : Y2 1
E———\.ﬂl_i—-_ggl_g-l.i—;t—l()“ ).()L .
h? ()(/k Dy h? ()(/A
L’intégrale classique serait de la forme
sp(95V g
21 l<()(]i) + Ry,
et R, devrait satisfaire aux équations
U OB
k()(/k T k()qk -
Nous aurons donc
. S’ oR - Oy 8=, IR,
, E— n \L()(j/\ 'lkm—f—ﬁflgm—
. OR, : 4 X
B oAyt =o, Ry= R+ 22 (R—R,).

Par suile, et P; et A, devront satisfaire aux conditions déja étudiées
IR,
pour que - ' soit bien la dérivée partielle d’une fonction.

Pat ailleurs, des considérations de physique théorique nous con-
duisent a poser R =R, pour éviter la présence de la constanle de
Planck, dans ’expression E ot elle n’intervient pas initialement.

On est alors conduit 4 imposer la condition complémentaire

, oU A IR
()(]/ k ()’]k

"Autrement dit, il n’est possible de parler de correspondance Méca-
nique ondulatoire et Mécanique classique qu’en ajoutant explicite-
ment des ¢quations a celles de la Mécanique ondulatoire. Pour ce qui
est du terme multiplic'ateur, il 0’y a aucune difficulté. Dans ce cas,
on-peut donc affirmer qu’a une mteorale uantique correspond une
intégrale classique.

Par contre, si 'on envisage le probléme du point de vue purement
mathématique en n’imposant a P et A, U, R aucune restriction relative
a des ordres de grandeur, on ne peut affirmer I'existence simultanée
des intégrales quantiques et classiques.
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CONCLUSION DE LA PREMIERE PARTIE.

Dans cetle premiére Partie nous avons vu, en dehors des considé-
rations purement mathématiques, un certain nombre de résultats
intéressants du point de vue de la Physique théorique. C’est ainsi
que nous avons vu que, dans le cas d’un potentiel scalaire, une inté-
grale linéaire I' donnait lieu a une intégrale quanticque A (*). Dans
le cas ot 'intégrale ne dépend pas du temps, la commutativité des
opérateurs énergie et A montrait la possibilité de la mesure de A
simultanément avec celle de H. La liaison de I et des déplacements
virtuels du systéme éclaire d’'une maniére toute particuliére ce phéno-
meéne. Nous avons vu également que pour les intégrales du second
ordre, l'existence d’une intégrale en Mécanique classique ne permet
pas de conclure & une intégrale quantique, si ce n’est le cas d'un sys-
téme séparable de Liouville & deux paramétres.

Nous avons pu mettre en évidence l'existence d’un principe
d’extremum relatif 4 la formation des opérateurs d’intégrales du
deuxiéme ordre. 0

Devant la ‘généralité de ce principe, nous proposions, lors de notre
thése, de 'admettre comme procédé de formation des opérateurs,
méme si ceux-ci n’étaient pas intégrales premieéres.

CHAPITRE XIL
HERMITICITE DES OPERATEURS (?).
I. L’étude, a partir de la Mécanique ondulatoire, des phénomeénes

physiques et des grandeurs mécaniques associées, nécessite la connais-
sance d’opérateurs, en fonction de ceux-ci et a parlir des deux prin-

(1) Nous verrons, dans la deuxiéme Partie, la signification de la condition
supplémentaire composée par la Mécanique ondulatoire et que la connaissance
de '’hamiltonien quantique correcte permet d’affirmer également la correspon-
dance dans le cas d’'un champ magnétique.

(%) Cette étude a été faite aprés notre soutenance.
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cipes fondamentaux, il est possible de déterminer les valeurs de
chacune des grandeurs mécaniques associées et la probabilité de
I’état a laquelle elle correspond.

Nous allons voir dans I’étude suivante que cette condition est fon-
damentale pour ladétermination des opérateurs a partir des fonctions
de la Mécanique classique.

Posrrion pu propLEME. — Le systéme mécanique envisagé est défini
par 'Hamiltonien classique, c’est-a-dire par son énergie et la fonction
potenticlle. Ce systéme est bien entendu supposé holonome. Nous
définissons comme on le fait Lradltlonnellement ar g le déterminant

parg
de la forme quadratique
q q

dst=—= o T de*= Sy dq; dqy, = U,

T étant I'énergie cinélique du systéme.
Précédemment, nous avions conclu qu’aux fonctions

2Qip: et XuPupipe

ne pouvaient correspondre en Mécanique ondulatoire que les opéra-
teurs, du fait de la simultanéité des équations de Poisson et de Dirac

ho 7} h? 1 Jd ( ~ 0 >
ami TN g, 4 A\/g- 07\ *“VE G !

I’existence de R, entrainant toute une série de conditions et n’étant
possible que pour certains systémes particuliers; nous avions proposé
d’étendre le résultat relatif aux termes du deuxiéme ordre sous forme
de principe a tous les opérateurs déduits de la fonction, mdependam-
ment de toutes conditions d’intégrales premiéres.

Toutefois, la détermination des opérateurs du premier ordre et du
deuxiéme ordre, 4 partir des fonctions correspondantes n’apparait pas
comme provenant d’un principe unique, ce qui est contraire a 'esprit
de la physique théorique.

Nous allons maintenant montrer qu’il est possible de retrouver les
résultats précédents en les généralisant et en imposant des conditions
moins restrictives que les précédentes.

Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 3, 1949. 34



270 ROBERT FAURE.

Nous allons montrer qu'il est possible de délerminer la forme des
opéraleurs & partir des fonclions de la Mécanique classique et en leur
imposant I'hermiticité.

Nous imposerons comme conditions aux opérateurs d’étre hermi-
tiques dans un domaine que nous supposerons variable arbitraire-
ment, la forme de l'opérateur est bien entendu indépendante de cette
variation.

OPERATEURS DU PREMIER ORDRE. — Soit une fonction I'=2X,Q,p;. Sil'on
admet qu’elle dérive de l'opérateur A cherché, par 'approximation
de l'optique géométrique, celui-ci ne pourra étre que de la forme

/Lv 0

ATl ‘i()q +R

cet opérateur doit étre hermitique dans le domaine D.
Ecrivons cette condition, on a

ﬂfz\.(e) dr :fe A () d,

D

. de B ___/L_ N O af
)mff< er —4 R >d-r_ '.znije("(\‘d + Ry
>L‘Ql “+ ¢ >—&—2]{ c:I [odag, dg, d 23
./;[ (d(/L/ / SelWgdydy,dg

si 'on prend

d’on

OR\/g_..ld (QiVg
Pintégrale peul s’écrire
| S
jliga((\’i Veef) dq. dy. dqn,

et en appliquant la formule d’Ostrogradsky (a l'espace carté-
sien ¢,1¢.¢n)

f—‘-‘i‘?i\/}"fﬁi da :f 2 —?j— <Qi \@"?f) dq, dq. dqy,
D i

b
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or, f et e sont nulles sur les surfaces (définition des opérations hermi-
tiques). '

La fonction R est unique; en effet, soit deux fonctions R, et R,
satisfaisant & la condition d’hermiticité

N

f(lh— Royefds, Ri—R,=R,

D

ce qui est impossible si 'on prend f et e quelconques; R n’est en effet
que supposé fonction des ¢; indépendants des f et ¢. 1l suffit de
prendre /et e égales et d'imposer I’hermilicité dans un domaine suffi-
samment petil pour que R} garde un signe constant, f¢ sera toujours
posilif e f =e*.

Remarque. — Dans notre thése nous avions vu que 'opérateur inté-
grale premi¢re déduit de la fonction ZQ);p; était —)—Iq—i—LZ.Q,gj—l R étant
nul, la question de non contradiction avec le résultat précédent se
pose. :

Pour simplifier, revenons au cas ou le ds* a été ramené a la forme
Ya;dg;, ce qui est toujours possible (méme pour un ds* Riemanien),
nous obtenons deux types de relations, I étant intégrale premiere.

()}\/; A —d&
dg. — Mg’
90 00,

L gp—
=0,

ey 20
(11) A

nécessaires pour montrer que AH — HA —=o, de (I), on tire

9 00,
X0 LogV/Ap—= —=-
L qu og \/ k d/[A 3
en sommant par rapport & £ on a
v . J o TR ()(\)k.
‘-IQI ()(]l LODH\/A&-.__ i ] d(/k
Or .
/A — __E_ ‘ot v ()(\)A v ...0_ o/ o—
II\ A\k»w \/;’, d’out - ()(jk -1 -'k(\)k ()(/,( Loo V&=—o,

on retrouve bien la formule donnée par 'hermiticité.
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On peut également envisager la recherche de R, dans le cas du
terme complémentaire de 'opérateur

h? e O° J I d
_ JELA A L2 k)4 Ry,
' s <I L oqF ("()(/i - h‘> kYT < "dq; K o

I'opérateur envisagé est alors la somme de trois opérateurs qui sont
tous hermitiques, d’ot

()Ll 7] o
- Lio—Togy/g.
- Lig logv's

v
-

1
R,=— 519y,

Les Lquallons de compatibilité provenant de la Mécanique clas-
sique sont :

[‘l L, (ZA;] A dLy _ JP;

Wl

qu - ()l ’

d’ou

LR VRN | VRN JO

=k dy: (ﬁjk v gt
et

RV Y B

2 TN O T TRoq T ot TR A
ou

Jd — ()L
SAL L Looy/ a4 2 \‘
~l< ! d']i'l o8V d’])

par suite la formule R,, on retrouve bien la formule donnée par les
équations de commutativité des opérateurs.

Elle concorde d’ailleurs avec la précédente.

Dans ce cas P,=o et R,=o0.

Une remarque trés importante doit étre faite au sujet des intégrales
premiéres du premier ordre pour un champ électromagnétique.

Champ électromagnétique. — Nous avions vu qu’on devait ajouter
aux conditions issues de la Mécanique classique la condition

¢ i 90Q;
> R _
(I) . i ()(Il [<[ d’l \_’ dq >\/ | 0.
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Celle condition ne présente pas ainsi un intérét physique immédiat.
Nous allons maintenant montrer a la lumiére des formules précédentes
sa signification :

(1) peut s’écrire

p 220, Y £ PR ()Q oL\ d -
- (L— — Q. — Vg Vs
M agrag ,-,)V°+< g~ ag)apve

(A) est identiquement nul du fait de sa structure, la somme B et C
peut s’exprimer autrement, on peut écrire la relation

. L 0rQ; 2Q; 0 -
—= +~C)= 2X,L.% —+ —Logy e
8 (B )= o l<‘)f]i dg, — dyqr Oy o5 ‘/b>

92 L; oL; o ,—>
—+ )

—3Q 3 ~——+-— L
Q <d(/fdf/r dq, 0q.F

solit encore

B4+C=A,+B,+C,+D, = X 1,-~ () (leg) S0l Qe — a7 dq Log\/ &

/ a’r/
0*
_ %0, 57“0 ) (Ly2)+ 3.0, Lo Log Vs

Pour chaque valeur de r les équations de la Mécanique classique
montrent que A, est nul, la somme B, 4+ D, =0

, 0 —~
B+ Dy =2%,(Q,L,— L,.Q)) 37.97, LogyVg

est identiquement nulle du fait de sa structure; seule demeure la
condition

C1— PorS Q, )[ "‘1<LL v O) —_— 0.
Ainsi apparait le fait que 'opérateur hamiltonien initial n’est pas
hermitique du fait de la présence de

h

270

N
-

9
"oy
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v ()LL

L’expression X; E +L J Log V/;'; étant nulle pour un opéraleur

l()i

hermluque —_— ZL — dans I'espace de configuration oudt= \/é‘(lqidg,,.

En effet, les opérateurs

h2 02 o ) ey IR . h . 9
“@(*"fr,p-w\fyﬁhon»@—)-i-L o i, L

.doivent éire séparément hermitiques. On doit associer aux L; dans

h J

oy Y
o, IJ[()(II—L].I,
un terme R, tel que
3y — N o
! 11— > \/ )’] ( S )

En tenant comple de ce terme dans les seules équalions ou il ait a
intervenir que celles-ci sont alors vérifiées, on a alors

(E) E,‘ 1\,‘();—]} —i= :-\,- i 1. og j'l ()H l)l\l 0,
dy; dy; Ve ():/, ()(/l
On vient de voir que
f o PR dJ o dR . J o IJL; J -
E, Aj—5 + A, — L, (’r,‘“rlt _ o \,.( ),.—L[—.—_X - L — Log /o,
I( A dy; A dy; o3 \/g. ()(/i> N g . dyi dy, Logyg,

on voil bien que (E) est vérifi¢e.

Remarque. — La forme de l'opérateur est indiscutablement liée
d’une part par la maniére dont la formule a été obtenue, d’aulre part
par sa forme méme a la théorie des multiplicateurs et des invariants
intégraux.

La condition ¥, %f/_: -} L"J(()/—iLOg Vg = o exprime que Vg est multi-

dg; __dyg,

LT,

plicateur du systéme
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_Opérateur hermitique du deuxiéme ordre.

Nous avons, dans I'étude du premier ordre déduit ’opérateur hermi-
» d ) p P
tique de la fonction par I'intermédiaire de la formule d’Ostrogradsky.

[<crivons la condition d’hermiticité pour un opéraleur du deuxiéme
ordre P ;=P

- ﬁ N 2 _—()2 -0, =
C ey dy o dy;

7 =ik
AT
P , ()-_tj’ ‘_() )/ B [
_/l, (I i T "()1 PV eV dyydy,
o , e
_.ﬁ<| ()(/, ()(// - \/ - I\l)./\ (/(/1 ll(//n
ool e af Sde .
K |_I w8 <L Ay Dy ‘/()(j,- ()(//f) iy é ( ()(/ '/()!/,-)> difs dgu= o-
On a, en envisageant sur la surface S, I'inlégrale
) 8 s g
TN o P ) .
l-u/.« Py g <4 o ()(/ a2y da _'0

Les fonctions f el ¢ élant nulles sur S, d’oli en apphquant la for-
mule d'Oslrogradsky

o e el e e
j, ye (){//{[ Puyg J (( o /()/ dyydy, dyg,=—= o,

R,

d’ot

u
[ poafe S0 A f oe pip )
SPu\'g “ou i -+ T ;)7/‘! Dy Dy g g

P ,_\ af .,()¢
()r ( NS < dy;

de ()f 9f oe
Si I'on remarque que, puisque P;,=P; les termes — Tgs 99 Dan Vg

‘[(11 dg,= o.

disparaissent, on obtienl bien ainsi la formule

)

Or== —

y,
Ve ‘) ¢k
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Montrons-en 'unité si

Q; \/g =2+ X T/A (P/:i \’/5"

5 ()f - de o
ﬁ/ < ()(/z fT/t) dygydy,— o,

quel que soit ¢ et f, nulles sur D.
Supposons les ); connus, on a alors en prenant f=e"

On a

af — e J
()(15 (){/l
af L Ye
Iy dq’

¥ a ()c e
f e <e 9, ()(/ dq, a’q,,_ i 25 d’l1 dan,
) N1
f ,(/ en ——) dq, dq, __f Xk (l([1 dy,—o
b D

el, par conséquent,

/ 2 (;(/l en+t d(/l dgn= o,
d’ou
¢
S
on a

fﬁi(lie) en—! (;)le dqidg,—o.

b

On peut donc, puisque e est quelconque el en supposanl n>1,
avoir I'équation

d
3. - (he)—
z; 0(1[(7\,0)_0,

solt

()/\l ~ de
[ .4, - + il ~— =0,
A () ()(/z
L On L. de
Y-~ =0 et Y

..,;;Ji__ i ()_(/[:
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On peut alors écrire n équations, a partir des fonctions ey, e,, ¢, et
I'on a un systéme d’équation linéaire homogéne en A; dont le déter-
minant est

de;  dey oe,

dgi 9g. T dq.

de, Oe, de, |=1,
. 0qn

dq: g

Jacobien des n fonctions e. On sait que n fonctions nulles sur une
méme surface S peuvent étre prises indépendamment dans D. J n’est
pas nul, les A; sont donc tous nuls, la solution est unique, d’oti

TrEoriME. — L'opérateur hermitique du deuxiéme ordre dans un

espace de configuration de capacité tensorielle Vg est

h* g a2 | —\ d
— e . Pip 5——— —— - Pi~ — R
G P /ldqi 0g + Ve dqi< /\\/é’) o7 + R,

R étant arbitraire.

Détermination des opérateurs.

Nous n’avons jusqu'ici qu’effectué I’étude des opérateurs corres-
pondants & des fonctions des moments de Poisson. Il nous semble
utile de procéder a la formation des opérateurs d’aspects différents,
comprenant par exemple des dérivées des divers ordres des coor-
données par rapport au temps.

Celte détermination se fait aisément si I’on admel la possibilité de
la correspondance entre la Mécanique ondulatoire et la Mécanique
classique par 'approximation de I’optique géométrique.

Envisageons dans ce cas une fonction quelconque des g¢oordonnées
et du temps des dérivées d’ordre quelconque des coordonnées par
rapport au temps.

Le systéme envisagé étant holonome, son hamiltonien étant donné,
le systéme évolue en cours du temps et I'on a le systeme d’équations

Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 3, 1949. 35
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d’Hamilton-Jacobi v
.dp; _ JH @ __0H
dt — 9q; de — Jp

On peut dés lors exprimer uniquement en fonction des p; les -
diverses dérivées partielles des coordonnées ¢;; en effet, on a

g d(oH\ o0 dpr  OPH dgp  0°H
dr —  di\dp) T " opioq: dt  Opidgr dt = op,ot’
soit

g o @0 oH  oH  oH ¢H

0 = 0pioge o Ipidps dqi 9pidt’

Il suffit de procéder ainsi pour les diverses dérivées des coordon-
nées ¢; par rapport au temps, quant aux dérivées d’une fonction quel-
conque par rapport au temps. Elles s’obtiennent par la méme
méthode

dF__V' oF dp; _dE dg; ')F—V. JF oH . oF o1 JF
dat —"N\op ot "o dr )T T

op: dq:  9q: Ip;

la dérivée seconde s’oblient aisément a partir de

d - JF ol QE JH JoF
ai| *\op a7~ ogop) " |

de méme pour les autres dérivées, dont on calcule les dérivées par la
méme méthode que précédemment.

On peut appliquer ici au calcul des fonctions des dérivées quel-
conques a parlir des p; et utiliser les résultats indiqués plus haut pour
le passage 4 la Mécanique ondulatoire.

Construction des opérateurs hermitiques.

Etant dogné deux opérateurs R et S tous deux hermitiques, nous
savons que I'opérateur RS 4 SR est également un opérateur hermi-
lique.

Nous allons, a partir de cette remarque effectuer par la construction
de I'ensemble des opérateurs a partir des fonclions. Il suffit de
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remarquer que les opérateurs élant linéaires, il est possible de
construire 'opérateur comme somme d’autres opéraleurs.

Ainsi A=A, 4+ A,+ A, + A, s'obtiendra en construisant A,, A,
et A, et A,

Nous verrons dans les exemples suivants I'intérét de cetle méthode
et le degré de généralité des opérateurs ainsi obtenus.

OPERATEURS DU DEUXIEME oORDRE. — L’opéraleur doit donner par
approximation de I'optique géométrique la fonction Xy, pip;.
Pour Pobtenir, on pose, en tenant compte de I'ordre des indiccs,

Pau—= Q;Q, D= Q) Pu= "V,

Q: et Q, étant deux fonctions qudconques, mais telles que leur
produit soit P;.

On obtient ainsi dans ’espace de configuration 'opérateur corres-
pondant a X P;.p:p;, soit

/L'-’ Jd 1 J
o, e IR -
A [ ()(/, ,\ <‘ \/ } [ K ()(// N \, o d(//< \A\ >]
I J 1]
— e | O (R o Q) =D
.17?'-’[‘/'01//;- { 2y g (r( Vs )J[ ()I/ R /rr()(/ ( ]_I'

Dévéloppons (A) et déterminons les coefficients des divers termes
différentiels

) 00 0 O

il

o
Tam 0 o g o

- ‘Jfa(T)[ L (o \:)] b= Qi 20—
/ 2\ g

2\ g ()(// ()// dyy
: (mJ———(“w A

N —— (O e

()r/

hg ()f/
o? N
Le terme en ——— est I’;,.
dyi dqp
Iitudions les termes différentiels du premler ordre en —— )/ ; leur coef-
ficienl est
) ()()A - (\)/ ()Q,' Q[ ()/_ Loo /«, Q/‘. ()Qi (\)/‘ (\)l J I o
Jygi o dg o dy sV, dgi e Iy osVen
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soit

QQA

ce qui s’écrit

J

.0 =
(QiQp) + Q: Qy 97 Loa- V&=

ROBERT FAURE.

+Q )0. —|—Ql.-()—Qi:
()’/i

Ioﬂ\/ .

()Pil.- 4 P,/. J
dy; ()(/l

Log v o

Le coefficient de;‘(}]——est donc le coefficient déja obtenu antérieu-
k

rement.

Mais cette méthode fournit un terme complémentaire obtenu en
faisant la somme des produits dans un sens ou dans I'aulre soit aprés

stmplification
I ()-1(\)/‘_ > Qi a0); ()Q/.-\
1 O; - Q) ==+ —
<(" dgioqr | Ofoge T 9y, ‘)(lk)
I ()()k 20\ J. I
) 0 Y Yoo/ a
T ( “oq: ()r[ ) dqi Logy's
1 d0; a0\ 0 -
. z . N L ~ () o /(7
"o <QA Ig "Jf/A)f)f/ Ve
0 y, 9
- Qs Iog\/c - JOM\/.-()( Logy/ 30( LogV/s,

en lenant compte de ce que Q;Q,=P;=Q;Q,;on a

0?
Pa g a0 dqi Dy

I ()P,’k I
0 dg; i ©

+ 3

2 Qu

lob\b—+—]

0 — —
o/ o LOo
b gy o \fodqilob\/g
) toavz L Wa 0

sV&+ o t)(/; ()(/
9% ();

d(]i d([,(

0()1 ()( )/\)

U ag0g ™ 9g: I

Envisageons maintenant le terme T

Qs

et la dérivée seconde

a2 Q; 40 22Q ()Qi 20
()(][()ZIL dq: 9y 0(1/; dyg;
Il 2 Q.00
D dqr ()qld/ Al
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Ona

r)() ()Q/\ JdP
et
AQ 0Q; J*Q; d*Qy 00, dQ;  J*Py

+ Qu

Iqi O 97:0q:  9q:0q: > Iqx Iqi  9q:0qx

Par suite, I’expression T s’écrit

1750 R dQ; 9Q;

dqi0q dq: dqi

Le terme R = XR,,+ A;; résiduel contiendra une partie fixée par

, . . . L0
les données des P, mais aussi une partie — X - 9Q: 9Q
()(//\ ()(]L

Il suffit de remarquer- que chaque terme (3‘ 9Q; ' peut étre choisi '

arbitrairement, les Q,Q; ne satisfaisant qu’a la condltlon Q:Q,=Py.
On obtient donc ainsi la formule que nous avions établie directe-
ment pour les opérateurs hermitiques du deuxiéme ordre.

OPERATEUR DU TROISIEME ORDRE. — Effectuons tout d’abord les tableaux
des permutations ¢, j, k
gk, ik Jik, Jhi; kij, Ay
Recherchons s’il nous est possible de poser pour une permutation
lJlL donnée Pii/€: Q,‘Pj/i.
Ceci revient a rechercher 'opérateur sous la forme du produit de
deux opérateurs hermitiques du premier et du deuxiéme ordre

, » 0 J%
D PR P, ).
P dq:09;9qk (Q[ d(li) (1 & C)Qt()fj'k)

Mais un opérateur hermitique du deuxiéme ordre comprend, ainsi
que nous I'avons vu, un terme en P, mais également en P,;.
Par suite, on obtiendra par cette méthode
Pije=Q:Pj, Piri= Pz Qs
Mais également
Puj=Q:Py, Prji=Py; Qs
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Nous oblenons ainsi quatre termes P;; sur six existants, soit donc
en utilisant trois fonctions Q;, Qy, Qj, douze fonctions P,,, au lieu
des six de la permulation.

On est donc contraint de fractionner les fonctions P;j,-en deux et

d’envisager les expressions 2P, que 'on répartit entre chacune des
fonctions ();, Q;, Q.

S . .
On a alors a effectuer la construction des opérateurs

[(;»1-4 (e >]

dq; oV g ()r/

X 0 R 02 I
” [l * Do Y dgag; Ve (v >()’/A
14

Vs '

Py ")

-y J

Cetle opération donnera lieu audéveloppement analylique suivant :

R, étant arbitraire.

P, 3 n )‘()l’/'/‘v ? . ).()l)‘l'-i 02 0 e
. //"()//i()rj,-()r/,; T dy; 4)1/,4()/”.T g dgidy; B ’A()//,()y,()f]A

J O,
)dr/, [\ o Dy (1 ,/\5’)] —1‘\;, ()/ ( ar )d(/ ()r“

) 1 J
40,2 : /o
~dy, [\ ()I/A< Vs ) ] Jy \_.: Ik //\' )()// Jy;

IR, J 1 () e
O QiR VIS ) LT
b a7 - Q I}y 9z oya o ( QVg) Ty 94,00:

I ()
I3 \( L’ ()(/

0 N 0
L (o)L
i P ()r/,»( Vi h'>()(//.

'
-

\\t\o ()/( ik \é’)){/

—\ 0 ) —
(V&) g == ()
4 Vo ¢

On a également & effecluer l'opération

J? J? RS Jd i~y 0 ]
1),. - P, -+ — EE. Do/ or )
[ 04005 IA'()f//«f)’// Ve ‘)’/ et \°>f)(// K \/"4’ f)'/k(l/"\"’)()'/’/ | HJ

0 1 =
x [(\)i()(]l -i- )\ - ()(/ (( \é")].
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On obtient alors

y 2:0;  d , 00 o ) 20, o
*0q; 004 ()z/L R 0q; Do - " 0qr g
PO —2 py SN 9y 90 0
ik Sy dqidy; + 7 dqidq; dq R ()(/' Dy,
, d0; o . \ J* I a0 9
- l)fj/. ()r/,()r/, Pij Qi ' Jy; d(//.()r/L + \/,, ()(/ < 7k \/")()r]k Jdq,
tod oy o J dQ; Jd
-+ oyo, L L Y (p
f \/” ()(/ (l//\’b)(\l()’/k()(/i_l \/“ ()(/ <1A/\O>()(/ ()(/z
1Jd o, SN J? J
e A ) Qe - R, Q=
. \/:,;, ()(/L<l ALY (\t ()f[j()']i 1{1 ~ (){/l
J* Jd 1
P Jdy; 4)(//[ ()(/ <( \O)] 41 /]()/ [ W 99, (“\/")J()(/
, 0 I () P
_1l,A-(77/“k[2\/7,~ Dy U\b)]()(j /,) ()g(“\/é’)()!j o

gz e g | e g |

\/ o ‘)‘/

On a les termes relalifs aux P,; en permutant £ el j.

On a alors pour coefficient du terme en ~——
' dq:9q;

I Q; d - Py d -
‘\) . ‘ / e '—’—— ( l),-/\/'/é’) -+ /,«- (')_((/7 <(\_)I \/g>

"y, Ve ‘)’//' 9 g
P, 0 - 0,
- > O —'f O, o) - P, =2t
* \/rr()(/ (l”\c) A (j,~("\/o) ‘ l'/()(/,.

LLes termes non écrits n’inléressent que les termes en P;; et multipli-
caleurs auxquels seule une allusion sera faite.

D’ou, en développant

oy O 0, J0,. or,.; 20,
=Q, Dh o8 o O p Oy, p 9N
: Dq. B .\‘ q. A "oy, l"()([,. N Jdq,. ! l“()f_/,.

) log\/5 J 0
-+ QP ,,E—Ior)\ gl P,; ),ﬁljou\/_, + P, \l() Log\/g.
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Envisageons le groupement (*)

Q P+ P Qi+ PryQyy
on a
‘ D ! L ) b) P >
(\),.l i “Q + P ry \l_ S N, 0 (l i ]),v[/—}— 1 i)
L \é}

En dénombrant les divers termes et en faisant retour aux P, initiaux

on trouve que ce coeficient est (* )L \/gu,() [(l’w—} P,,J-]~l,,,)\/ J

On voit donc que la détermination de ces termes est indépendante du
choix intermédiaire des Q, et P;;.

Les termes d’ordre moins élevés ne peuvent étre délerminés sans
choix préalable des Q, et P, ; ceci ne peut s’effectuer par un choix
direct des termes du premier ordre et fixe alorsle terme multiplicateur.

On voit sur 'étude de ce cas particulier la généralité de laméthode.

CONCLUSION.

De I'étude sommaire des opérateurs hermitiques que nous venons
d’effectuer, il résulte que la donnée de la capacité tensorielle de
I'espace de configuration suffit a définir les opérateurs hermitiques a
partir de la Mécanique classique, mais que ceux-ci possedent certains
degrés de liberté que peuvent limiter d’autres considérations ().

Nous possédons un procédé général de formation de ces opérateurs,
mous relrouvons les résultats déja vus pour les considérations d’inté-
grale premiére T, tant pour le premier que pour le deuxi¢éme ordre,
nous voyons trés nettement que la fonction R complémentaire joue un ’
role déterminant sur la forme de ces opérateurs, nous avons vu que

(*) On apergoit 'importance toute particuliére des égalités des divers termes.

(*) On a pris P+ Py, et non pas P+ P,j;, pour respecter Pordre de la
dérivation.

(*) Il'y a lieu toutefois, de noter que I'un des deux opérateurs, I’ham#tonien
est déja hermitique.
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c’est I'existence hypothétique de cette fonction dont dépend I'exislence
des opérateurs intégrale premiére du deuxiéme ordre dela Mécanique
ondulatoire.

Les deux points de vue hermiticité el mesure simultanée sont donc
~concordants.

Nous voyons aussi que I'étude de I'hermilicité a permis de lever
Phypothéque qui existait sur les intégrales du premier ordre dans le
cas d’un champ électromagnétique et sur I'importance des déplace-
ments virtuels en Mécanique ondulatoire. Nous pouvons également

proposer la forme de ’hamiltonien correcte dans le cas d’un champ
électromagnétique

2
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