JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

JEAN LERAY

Fluides compressibles. Application a I’aile portante d’envergure
infinie de la méthode approchée de Tchapliguine

Journal de mathématiques pures et appliquées 9° série, tome 28 (1949), p. 181-191.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1949 9 28 181_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1949_9_28__181_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

Fluides compressibles.

Application a Uaile portante d’envergure infinie

de la méthode approchée de Tchapliguine ;

Par Jean LERAY.

1. Inrrovucrion. — L’un des meilleurs procédés d’étude des écou-
lements compressibles, quand ils sont plans, infrasoniques, irrota-
tionnels et permanents, est le procédé approché de Tchapliguine ('),
que M. Henri Villat (*) fit sorur en 1933 de I'oubli ot il étail tombé.
Ce procédé résout avec élégance les problémes de jets ou de sillages,
el 'écoulement autour d’un profil d’aile dans le cas particulier ot la
portance est nulle; personne, 4 ma connaissance, n’en a tiré une
théorie de l'aile portante; c’est pourtant aisé, commé nous allons le
montrer. A

2. Le procipk p’spproxiMATION DE TcusapLicuixe. — Rappelons tres
sommairement ce procédé. Soit dans un plan («, y) un écoulement
de densité p, et de vitesse (V,, o) que perlurbe une aile immobile;
soient o, u =V cosf), ¢="Vsinl la densité et les composantes de la
vilesse de ce mouvement perturbé; son potentiel ¢ el sa fonction de
courant ¢ sont donnés par les formules, ot g, désigne une constante

(") TeurrvrnicuiNe, Annales scientifiques de 'Université dé Moscou (Cl.
Plys. Math., fasc. 21, 1904, p. t & 121) (en russe). L’essentiel de ce Mémoire
a é1é exposé par M. Basile Dusrcuexko dans les Publications math. de I’ Uni-
versité de Belgrude, t. 2, 1933.

(*) Cours professé a la Sorbonne.
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182 JEAN LERAY.
que nous fixerons ultérieurement

do=udx + ¢ dy et 0o dV=o(udy — vdr).

L’emploi des nombres complexes permet de condenser les deux
formules précédentes en la suivante :

(1) dcp—i—z'g“«(lzp:(u—z'_v)((lx—t—t'dy),
o

v

ot nous introduirons le potentiel complexe f = ¢ 4 /Y, son
imaginaire conjugué f, la vitesse complexe u — v ="V ¢~ el I'affixe
s =a + iy; il vient

i) i0
o s B Car— M _ 1\ gy

‘Nous supposons que p est une fonclion p(g) de ¢; d’apres le
théoréme de Bernoulli

(3) %’—}—%d(\’i)zo;

ly

donc V et ¢ sontliés par une relation ; supposons que cetle relation soit

n? 1 02 1
(‘i —1)——_) _—-_(“_f —1>7;
g° Ve Pi Vi

si nous définissons une nouvelle variable complexe & par la relation

04 el 04 I
5 Yy = (" )t
(51) 0 i \ 0y “,’

nous avons donc

—if)
0 e . 1 |
(52) <_0-—I)_“V —(\g-l:—I)Wﬂ

P

)

et larelation (2) devient

1/ 0, df 1 (00 I —

=L S A N R T

(6) d 2<Pl+I>W Ao I>\";'“ df;
il est évident que le second membre de (6) est une différentielle
exacte quand v est une fonction analytique de /3 la réciproque est
facile a élablir; par conséquent, s doit étre une fonction analytique
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de /. L’hypothése (4) conduit donc & des calculs particuliérement
simples.

D’aprés le théoréme de Bernoulli (3), 'hypothése (4) équivaut a
popi Vi dp,

oi-pi P

(7) dp =
cette loi n’est pas suivie par les écoulements réels, qui sont adiaba-

tiques; mais elle constitue une bonne approximation de la loi réelle

quand pour g==g¢, elle fournit la valeur réelle de \/%), qui est la

célérité a, du son dans I’écoulement non perturbé ('); nous devons
donc choisir ¢, tel que '

2
i

ajp=— 2 F)
Pv— P

(8) 2= BV

En résumé, la solution approchée de Tchapliguine est définie par
les formules

0, Vi
C f== 1— —5
(9) oo pr
. of 1 I
(10) [)—1)1::9;(/1(\—9'1-—;5),
(11) ()= — argsv,

SRR
TN
e

+
—
N—
=
l

W] o
N

O O
= e

|
N——

(‘i_
—

=

(12) i—: -

OO 0|
5

! I /P LI
+I> [ 9] +E<Pl ‘I>V-i>|“ I,

'([,f I/ Do I S
—+I>j ?;—§<@T'—I>chwl/,

s représenle une fonction analytique du potentiel complexe /.
Tchapliguine obtient des sillages et des jels de fluides compressibles
en choisissant pour f et w le potentiel complexe etla vitesse complexe
de sillages ou de jets de fluides incompressibles; un choix analogue
de fet ¢ permet d’étudier les ailes de portance nulle; c’est en procé-
dant tout aulrement que nous allons réussir a étudier I'aile portante.

(13) £ ==

-
(SR
TN

(14) 5'::

o | -
TN

)
— <

(") Nous nous écartons du point de vue de Tchapliguine pour adopter celui
de Karman et Tsien; (voir Vox Kurmayn, Journal of the aeronuutical sciences,
t. 8, 1941).
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3. Cuoix pE fET 9. — Le théoréme de H. Poincaré sur 'uniformi-
sation des fonctions analytiques conduit & introduire une variable
complexe Z ayant les propriétés suivantes : Z correspond biunivo-
quement a z sans étre une fonction analylique de z; Z décrit 'exté-
rieur d'un cercle |Z|> a; la circonférence |Z|=a correspond au
profil de ’aile; w est une fonction holomorphe w(Z)de Z; (0 ) =V,;
/[ estune fonction analytique multiforme de Z; f(Z) augmente de la
circulation I' de la vitesse autour du profil quand Z fait un tour
autour du cercle |Z| < a; la partie imaginaire de / ast constanle sur
la circonférence |Z| = a; quand Z augmente indéfiniment, / a pour
partie principale V, Z. D’ou, par un raisonnement classique,

(15) ' f:'\'"1<Z+%i>—§10gZ;
~ d’aulre part, sw(Z) est développable en série de Laurent, qui converge ‘
pour | Z| > a; nous avons donc, pour | Z| > a,
(16) (L/:[I-f—\‘ del i, et XI—H//_/:[ D) {)"—J dZ;
1

i e 1 RS 7
n>0 n>0

d’aprés (15), les a, et b, doivent vérifier la relation

NG| N, D e
" [-‘/ |l sl
n L n

cette condition permet de déterminer les b, en fonclion des a, et vice-
" wersa; elle nous donne en particulier

T
(18) : tll+bi:_7tfv;’
(19) (ty - b._,.+ by—=— ’Gl—i-\,—_f—iz(L?.

Portons dans (14) les développements (16), nous obtenons

n>1

1/ 00 T b
2P 7 0. looZ, 5‘ n . 1.
"’-<Pl I>[ o8 -\"(/1,—1)7;"—‘]’
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puisque s doit élre une fonction uniforme de Z, nous devons avoir

. 0, r . 04 T ,
9 i —_t b, — — -
(20) y 1(1 p(,>‘.zn\’1 ct a L(l—| Po)zﬁ\"n’

la relation (19) devient donc

n? I
(21) oy~ by—=— T a2
: oy 4= Vi ’
et Pexpression de s s’écrit
1/0 . /D =  .pi—p* T .
(22) 5= —(v‘—9—|—1 17— - L"—l)/J-{—zp“—-—P—‘ log|Z}|
2\ P 2\ oy y pepy 2TV,
SEYEIN ) N Y (A .
23 0 (28 ~— 1)1 2\ Py e (n—1)Zr—t
) n>1 n>t
4. IFORCE ET COUPLE EXERGES PAR LE COURANT SUR LE PROFIL. — Nous
allons calculer la résultante (F,, I,) des forces que le courant exerce
sur le profil et le moment M de ces forces parrapport au point = = o.

D’aprés le théoréme d’'Euler, le systéme des forces que le courant
exerce sur le profil équivaut au systéme des forces

> >
(d¥ ., d¥yy =— (p—pi)nds—p,Vdy

T

envisagées le long d'un contour arbitraire C qui entoure le profil

>
(n représente la normale 4 C orientée vers I'extérieur, ds 'élément

\

d’arc de C et g,dd le flux quisort de C a travers a’s). Posons
dl' =dlI',— i¢dl",; nous avons d’une part (R signifiant « partie
réelle de ... »),

(231) Fo—i¥Fy= | dF,

G

(23,) M= f [zdl;
¢ .
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d’autre part, en parcourant C dans le sens positif,
dF —=— i(p — p1) (doe — {dy) — py (1 — i) di.
D’aprés (1), (8) et (10) la relation précédente s’écrit

a0iVi/a 1\eil/ - . A
24 ﬂu:_i&£L4<-—— ——<d ~i@dl>—)\%ﬂhi.
(24) Y I e G A ¥
D’apres (12) et (13), le coefficient de do dans le second membre

de (24) est .
v J
= — ¥ {-
W

papi Vi P_g_i _ -
N—ﬁ(NV V> PV =03

_ o
)

D’apres (4)

dans le second membre de (24) le coefficient de dl est donc

eV (1 B e
P pt Y Y )T

d’aprés (12) et (13), ce coelficient vaut

Y el
2L w

La relation (24) s’écrit donc

+

0~
3 &
|~

(25) Al =— —p, Vi povdf

ou, d’apreés (16),

] 2 _n 7 3 9 O O
(26) dF::——%poV;[I—i—Z%‘]dZ+épov;[1+22—n]dl;
n>0 . n>0

rappeloris que (20) précise les valeurs de a, et b,.
Nous allons calculer Iy, F, et M en remplacant dans (23) = et dF
par leurs expressions (22) et (26); nous choisirons pour C une circon-

2

férence |Z]=R; le long de cette circonférence nous avons Z = 7 el
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par suite

e BP0 N a, Po R pf—pr T
T ?,(Pl_{ I>AJ(/1—1)Z”~‘ <o[ I) 7z ! 0001 37:\’,10°R

- I(PE _{_1>Z+§<\DQ_1>\“ /)"Zn—-l

N P1 ‘m
n>t »
di S t, L= i oo Vil
a7 = P Vi me Vit oy
n>>1
[ ViRr Ve ~ by
P TR Y s
n>>1
3, t le cocfficient de 5 dans &7 ; d’ot
D’aprés (2 ) - est le coefficient de ; dans _; d’ot
(27) F.=o, Fy=—p, ViT,

formules que le théoréme de Joukowsky fournit d’ailleurs immédia-

s M -, .
tement. D’apres (23,), — - est lapartie réelle du coefficient de—ZE dans

dF
le produit 5 done

L A
— :(R[—;Pon(?g-F “)‘Po‘%ng,

c’est-a-dire, puisque d’apres (21), @, b, est réel,

(28) M= — 27, Vi F ().

Remarque. — Si le fluide est incompressible (oo=1p,=¢), on
retrouve la formule classique
(20) M=—2rpViJ(w), ou «, est défini par la relation s =7 — (}—) —+

5. lLCOULEMENT INCOMPRESSIBLE DE COMPARAISON..— L.a fonction

2 - Po {]_j‘_i E_Q___ _L ' )
(o) <= (Pl )fw ‘z((n I>V’-’j“'df
—( 5 O Po NN b
=z >Z<n b= () 2o
n>1

est une fonction uniforme de Z; les données sont telles qu’inver-
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sement Z est une fonction uniforme de z’. Considérons dans le plan 5’
un écoulement incompressible dont le potentiel complexe est /(Z) au
point s'(Z); sa vitesse complexe #'(Z) est donc fournie par la
formule ‘

; L_I(® RSN L D
A(‘31) | J—2<Px+l>‘v 2({)1 I>Vf“'

Il est commode de comparer I'écoulement compressible que nous
étudions a cet ¢coulement incompressible, dont nous supposerons la
densité égale & ¢,. Ces deux écoulements contournent deux obstacles
qui différent, mais ont méme allure (profil d’aile ayant une pointe
arriére ol le courant quitte le profil); ces deux écoulements ont a
'infini, la méme vitesse, de composantes (V,, 0); puisqu’ils ont
méme circulation I' autour du profil, d’aprés le théoréme de
Joukowski, la résultante des forces qu’ils exercent sur le profil est la
méme; le moment par rapport a 'origine des forces que ’écoulement
incompressible exerce sur le profil qu’il contourne est, d’apres (29)

et (30),
i)

¢’est-a-dire, puisque d’aprés (21) a,+ b, est réel,

2
1

—amp, V

[l
|

—amp ViJ ()

nous retrouvons l’expression (28); les moments aux points s =o et
z'=o0, des forces que ces courants exercent sur ces profils sont donc
les mémes. Nous avons établi ainsi la proposition suivante :

Tuiorime. — Souz un écoulement plan, incompressible, irrotationnel,
permanent, contournant un profil d’aile et, a U'infini, unlfbl'me. On
peut en déduire par une transformation ponctuelle un écoulement plan,
compressible, infrasonique, trrotationnel et permanent qui obéit a la lor
approchée p() de Tchapliguine; cet écoulement compressible contourne
un profil d’aile sur lequel il exerce un systéme de forces équivalent
au systéme de forces qu’exerce I’écoulement incompressible sur le profil
qu’tl contourne; ces deux écoulements ont a l'infini méme densité ¢, et
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méme vilesse, de composantes (V,, 0); sott a, la célérité du son dans le
. . ., Vv,

Jluide compressible, quand sa densité est ¢, ; Mi_ — est le nombre de

Mach de 'écoulement compresszble, a l’znf ni; la tr ansfozmatzon ponc-
tuelle -qui transforme ['écoulement incompressible en [’écoulement
compresstble est la suicante : sotent (&, y") et (x, y) deux points homo-
logues des plam de ces écoulements; le potentiel complewe f =0+
est le méme en (x',y'") et en (x,y); soi w=u'—w la vitesse
complexe de Uécoulement incompressible; on définit une wvariable
complexe v par la relation ‘

(32) 1 1 L 1\ I i ] W
32 e B N Bl B 39
w2\ 1M }w Vi— M Vi

en précisant que sv =V, quand w'=V,;ona

Wl =

(33) . w=a
el
f A
33, ) — Y = —— — 1 —-;wad.
(33.) 7 (»/I—M'f Juie s
La vitesse de U écoulement compressible fait I'angle § = — argv avec

Uaxe des x; la grandeur N de la vitesse de ’écoulement compressible et
sa densité o sont donndes par les formules

L 1 1 1 1 [ v}
(34) v-(y—*r:W“)m—(\/:—w_)
P Ty )
(35) r3.\./._5<1—|--\/;—1\ll> : —1—5(1-—\/1—1\11) v

6. APPROXIMATION PERMETTANT DE SIMPLIFIER LA CONCLUSION QUAND
M,=0,6. — Quand M, est nettement inférieur & 1 il est légitime de

remplacer dans le second membre de (33,), wa df par une valeur

approchée simple. Calculons cette intégrale en confondant w avec la
vitesse complexe ' = u'— ¢/ de’écoulement incompressible : le long
du profil
df = (/7': W d,
Journ. de Math., tome XXVIII. — Fasc. 3, 1949. l 24



190 JEAN LERAY.

~el, par suile, en désignant par V'=|¢’| la grandeur de la vilesse de
I’écoulement incompressible, par p’ sa pression et par p, sa pression
a l'infini

el 4 i2 _ iy
Lo ardf=— Ve (NN i (e ay,
A Vi ¢ Vi v

*

-
2

PV a(p—p))
P V: - p Vi

bl

désigne le coefficient de pression correspondant a 1'écoulement
incompressible; on a donc sensiblement le long du profil

T
chv df:—)"+fr-’/] dy’,

soit, ce qui simplifie (33),

\I Jfﬂ‘r/f:—)' +f(*,, dy.

Les formules (33) deviennent

(36) =, _)":')'—i—</—I——"—'1>f(1—n,,)dy.
) CA\Vi1— M}

En résumé :

-

RiGLE ApprOCHEE ~vALABLE pour M,~Z0,6. — Soit un écoulement

compressible, ayant a Uinfini le*nombre de Mach M, et une vitesse 71
paralléle a laxe des x; le systéeme des forces de pression que get écoule-
ment compressible exerce sur un profil d’aile P équivaut au systéeme de
Sforces qu’exerce un écoulement incompressible, ayant & 'infini méme
vitesse et méme densité, sur un profil P' se déduisant de P par les for-
mules (36); dans ces formules (x, y) représente un point décrivant P,

2(p —p1)
prVi
long de P pour un écoulement incompressible paralléle a Iaxe des x,

(', y") point décrivant P', ¢c,= le coefficient de pression le

f c,dy une intégrale calculée le long de P d’un point fixe au

pont (x, y) envisagc.
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Remarque 1, — Pour que (36) transforme effectivement la courbe
fermée P en une courbe fermée I/, 1l faut que Sb c,dy =o, ¢ repreé-

sentant I'intégrale calculée le long de P tout enlier ; il en est bien
ainsi puisque, d’aprés le théoréme de Joukowsky, la trainée est nulle.

Remarque 2. — La transformation (36) devient

.’E':.ZL', LT’: -—/—‘)— —
V1— Mi
&

qu’ont

c’est-a-dire la dilatation des ordonnées dans le rapport Wopsr
, 1— M;

utilisée Glauert et ‘Prandtl, quand on néglige dans (36) le terme
fc,,dy; mais ce terme n’est pas négligeable, puisque ¢, n’est pas

négligeable relativement a 1.




