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c'ùtr ln réduction à un prrnczpc van:ationnel du 1nouvenie11 t 
non lent des fluides v_.isqueux C) ; 

PAR l\onEnT l\UCHJ~. 

,t. Ou connait l'important théorcme de Helmhol lz, reliant à l'extré-
mum d'une expression intégrale les lois du mouvement lent et 
permanent d'un fluide visqueux incompressible. 

On énonce ordinairement ce théorème sous la forme suivante : 

De tous les· mou1·ements lents, permanents ou non, d'un fluide visqueux 
incompresszble prenant sur la .frontière fermée du domaz'ne D envùagé 
des vùesses données et soumis fl l' actiun de forces extérieures dérivant 
d'un putentz'el lllllforme, le mom·ement permanent est celui qui correspond 
au minimui:n de l'énergie diss1j1ée en cita leur dans le domaine D par 
unité de temps. 

D'autre part, on retrouve les équations du mouvement lent el 
permanent en aqnula11t, conformément à l'existe11ce de ce minimum, 
la première variation de l'intégrale exprimant l'énergie dissipée par 
unité de temps. 

Le théorème de Helmholtz est intéressant à plus d'un titre. Tout 
d'abord, il étend aux régimes lents et permanents des fluides visqueux 
la méthode varialionnelle qui permet, pour les systèmes à nombre fini 
de paramètres, mais à vrai dire de façon différeple, de déduire par le 
principe de Hamilton les équations générales du mouvement. De plus; 

(') JI s'agit des mouvements les plus généraux à trois dimensions. Le cas 
parlicnlier des mouvements parallèles à un plan fixe a déjà été traité par 
l'anLeur dans la /(er,ue Générale de l'llydraulique, n'" Hel !~2. 
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l'énergie dissipée par unité de temps étant représentée par une fonc-
tionnelle ess.entiellemcnt positive, les méthodes de Hilbert s' applic1uent 
et le problème envisagé a au moins une solution, unique d'ailleurs 
si les conditions habituelles de régularité sont satisfaites. 

Par contre, la limitation imposée à la nature des mouvements est 
sévère, car la plupart des é~oulements envisagés dans l'hydraulique 
ne peuvent être assimilés à des mouvements lents ( 1 ). Aussi a-t-on 
cherché à étendre les raisonnements aboutissant au théorème de 
Helmholtz aux mouvements finis, sans succès semble-t-il jusqu'ici. 

Les recherches les plus connues sur ce sujet sont celles de 
M. Ch. B. Millikan (2), qui procède comme suit: 

La fonction soumise à variation sous le signe somme, dite habit.uel-
lement fonction de Lagrange J..", étant l'élément inconnu à déterminer, 
il admet des mouvements permanents d'un fluide incompressz'ble et 
essaie de constituer J: uniquement avec les composantes de la vitesse 
et leurs dérivées premières d'espace, dans l'espoir d'obtenir immédia-
tement les équations du second ordre de Navier, comme les équations 
d'Euler correspondant à la valeur stationnaire de l'intégrale. Il 
montre alors que cela est impossible, sauf cas particuliers. 

Cette méthode appelle l'observation suivante : l'auteur, fort 
judicieusement, ajoute à la fonction à déterminer J:: le produit d'un 
multiplicateur de Lagrange par la dilatation cubique 0, nulle pour un 
fluide incompressible; or, cette·valeur nulle de O n'est pas la seule 
condition à laquelle doivent satisfaire les quatre inconnues de base du 
problème, c'est-à-dire les fonctions de l'hydrodynamique, pression p 
el composantes u, v, 1v de la vitesse; il y en a trois autres, qui sont les 
équations de Navier ou, plus exactement, les expressions nulles qu'on 

( ') Les équations linéaires de Stokes correspondant aux régimes lents se 
déduisent des équations générales de Jliavier par la suppression des termes 

1 1 u àu C . • l d. . . rectang es tes que àx , etc. es termes representent, pour parties, es envees 

d'espace du carré de la vitesse. Or, par exemple, le carré de la vitesse joue 1111 

role important dans la formule de Bernoulli et sa suppression est très souvent 
inadmissible. 

(") Phil. Mag., 19'.lg. Ces recherches sont reproduites dans l'important Traité 
de l\I. fl. Vil lat, Leçons sur les jluides visqueux. 
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en déduit en faisant passer tous les lermes de chacune de ces équations 
dans le même membre et il n'y a, a priori, aucune raison de ne pas 
introduire également, ü titre addilif, ces trois expressions dans la fonc-
tion de Lagrange en les affectant de multiplicateurs convenables ( 1 ). 

Le problème cl'exlrémurn cherché comportera, dans ces conditions: 

1° les quatre équations d'Euler, correspondant aux quatre fonctions 
inconnues énumérées plus haut; ' 

2° les quatre équations de l'hydrodynantique, soit l'équalion de 
continuité et les lrois équations de Navier, qui devront également être 
satisfaites, puisque les équations d'Euler doivent, par hypothèse, leur 
être équivalentes. 

( 1) Dans le calcul des variations, l'emploi de multiplicateurs, c'esl-ù-dire 
d'e'\pressions ne dépendant, au Litre va1·iatio11nel, 11ue <les variables du problème 
et non des fonctions soumises à variation et, connue telles, distraites de celle 
variation esl classique; il faut toutefois bien préciser leur role, car ils peu,enl 
ètre utilisés à deux fins dont la pi·emière n'est pas à l'abri de toute critic1ue. 

En premier lieu, on emploie des multiplicate111·s pour résoudre, sous une 
forme ordinairement implicite, le problème de l'élimination de fonctions surnu-
méraires. Chaque é<1uation de condition restreignant le nombre des fonctions 
indépendantes étant représentée par nne certaiue expression égalée ù zéro, sou 
produit par un multiplicateur est introduit à titre additif dans la fonctio11 de 
Lagrange pour laquelle on écrit les éc1uations d'Eule1· correspondant à la valeu11 
stationnaire. Cette méthode, rigoureuse lorsque les équations de condition 
s1 e'\primcnt sons forme tinie, reste seulement probablementc'\acte, si ces dernit'l'es 
comportent des dé1·ivées partielles. La difficulté théorique ù laquelle on se he11rte 
provient notamment de l'utilisation d'un champ variationnel spécial, puisque 
devant satisfaire, a priori, aux équations de condition. li .Y a extrémum lié. 

En second Lieu, on peut, et on l'a fait ù plusieurs reprises, utiliser des multi-
plicateurs, sans souci d'élimination, po11r introduire dans la fonction de Lagnrnge 
des paramètres variables supplémentaires en _nombre suffisant pou1· permettre de 
l'adapter au problcme particulier envisagé. Dans cc cas, on ajoute ù la fonction 
de Lagrange primitive les produits, par les multiplicateurs correspondants, de 
certaines expressions fonctionnelles portant sür les fonctions soumises ù variation. 
Le champ variationnel reste dans ces conditions absolument génél'al et l'établis-
sement des ér1uations d'Euler ne se heu1·te a aucune .difliculté d'ordre théorique 
C'est sous celle seconde forme que nous utiliserons les multiplicateurs. Toutefois_, 
il_ rt",sulte de la présente étude que, dans notre cas notamment,_ le procédé, pour 
être pleinement efficace, c'est-à-dire poHI' amener à des solutions explicites, 
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Ces huit équations dépendront de neuf fonctions inconnues, soit les 
quatre fonctions de l'hydrndynamique, les quatre multiplicateurs et la 
fonction de Lagrange J:. Ce système d'équations est donc, en général, 
indéterminé et possédera, a priori, une infinité de solutions, la fonc-
twn J: po11\'ant, par exemple, être clwisl'e arbùraù-ement. 

Cependant, sous cette forme, la solution théoriquement trouvée 
n'est aucunement satisfaisante pour le problème qui nous occupe. En 
général, les multiplicateurs ainsi déterminés le seront uniquement à 
titre implicite par leurs équations de définition, alors qu'on escompte, 
au contraire du procédé obtenir, avec les équations d'Euler, les équa-
tions de l'hydrodynamique elles-mêmes ou, du moins, d'autres s'en 
déduisant directement, par dérivation par exemple. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut que J.~ soit une certaine forme 
exphcàe des fonctions inconnues p, u, (Jet <v et de leurs dérivées, puis 
les multiplicateurs, tous calculs faits, des solutions également expliàtes 
de ces mêmes inconnues cl ces nouvelles conditions sont d'une nature· 
complexe. Malgré l'indétermination constatée plus haut, il n'est alors 
• nullement certain que le problème, envisagé sous cet angle, ait une • 
solution, d'autant qu'il faudrait aussi chercher à limiter le plus 
possible la généralité de J.: (forme finie et dérivées d'ordres finis et 
alors ordre maximum le plus petit possible). En tout cas, l'exposé 
ci-dessus montre bien la nécessité d'introduire plusieurs multipli-
cateurs et non un seul (' ). 

requierl la spécialisation sui van Le des fonctionnelles adcli tionnelles : elles 
doivent s'annuler lorsque l'cxtrémurn cherché est réalisé; autremept dit, il y a 
lic11 de les prendre proportionnelles, par e:-;.emple, aux membres égalés à zéro 
des équations différentielles défü1issant le problème dont on cherche la solution 
par voie variationnelle. Cependant, mème dans ce cas, il s'agit Loujours d'un 
problème d'extrémum libre. Le champ variationnel n'admet pas de restriction 
et ne salisfait clone pas, en général, à ces équations différentielles qui sont obte-
nues seulement, a postériori, sous la forme d'équations extrémales d'Euler. C'est 
d'ailleurs en l'espêce la seule position logique, puisque ces équations différen-
tielles ne font pas partie des données du problème envisagé mais en constituent. 
au contraire, le but. 

( 1) Il en faut au moins trois pour que le problème comportant alors 
huit équations et huit inconnues reste a priol'I· possible, mais la suppression, 
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Considéré sous l'aspect beaucoup plus utile de l'obtention de 

résultats explicites, le problème envisagé a effectivement une solution, 
nous le démontrons plus loin, mais en évitant de le traiter sous celte 
forme dissymétrique el en réduisant alors, sans diminuer la généralité, 
le nombre !les multiplicateurs a trois ( deux suffiraient a la rigueur, 
mais il est indi<rué d'en laisser subsister trois pour conserver la 
symétrie). Même pour ce cas simplifié, la détermination directe de la 
fonction de Lagrange poserait un problème difficile; son choix résul-
tera d'un raisonnement intuitif vérifié a pnstcn·ori. 

Si maintenant les mouvements considérés ne sont pas permanents, 
il s'introduit ( dans le cas général dissymétrique) troù nouvelles 
conditions d'extrémum ( 1 ). Non seulement il n'y a plus indéternu-
nation, mais le problème apparaît au contraire impossible, sauf 
cxceptLon, car il comporte 11 équations de condition pour 9 inconnues 
seulement (2). Cependant, pour un choix approprié de J:, on se trouve 
non seulement dans ce cas d'exception, mais, en outre, les multipli-
cateurs et, par conséquent, les équations d'E.uler, peuven t_être entière-
ment explicitées. De plus, ces conditions surnuméraires, beaucoup plus 
simples, jouent un rôle déterminant dans la recherche des multiplica-
teurs. De ce point de vue, la généralisation au cas des régimes non per-
manents, non seulement n'apparaît pas comme une complication mais, 
au contraire, comme un facteur de réussite, y compris pour les mouve-
ments permanents, cas parliculier des précéden I s. L'aide ainsi apportée 
u'est pas, au surplus, le fait essentiel qu'il faut chercher dans la 
suppression de l'indétermination, beaucoup plus satisfaisante pour 
l'esprit; on est donc dans la bonne voie en essayant de résoudre en 
premier lieu le cas général des régimes non permanents. 

assez arbitraire, d'un des quatre multiplicateurs diminuerait singulièrement la 
probabilité d'obtention de solutions explicites. 

( 1) La quatrième, afférente à la pression, est vérifiée identicruement, car la 
pression, dans les équations de l'hydrodynamique, ne corn porte pas de dérivée 
p~ise par rapport au Lemps. 

(') La surabondance des conditions subsÎ9le en traitttnt le problème sous 
forme symétrique. Par contre, dans ce cas, pour les mouvements parallèles à un 
plan fixe, on obtient trois équations de condition pour trois inconnues. Toute-
fois, m1\me dans ce c,15 particulier, l'indétermination disparait, c'est l'essentiel. 
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En résumé, il est toujours possible, pour Lous les monvcments non 
lents, permanents ou non ( et naturellement aussi pour les mouvements 
lents) des fluides visqueux incompressibles, de déterminer une fonction 
de Lagrange telle que les équations d'Euler correspondant à l'extré-
mum' soient explicitement équivalentes aux équations d.e l'hydrodyna-
mique. Cette fonction de Lagrange, quoique plus générale, est appa-
rentée à celle figurant dans le théorème de Helmholtz valable polll' les 
mouvements lents permanents. 

Ces recherches, dont les applications paraissent assez nombreuses (1), 
sont intéressantes par les généralisations du théorème de Helmholtz 
qu'elles comportent; elles démontrent également l'existence d'une 
identité générale pour les fluides visqueux et faisant intervenir le flux 
de l'écoulement, mais dont la signification physique exacte reste à 
préciser. 

Il y a lieu enfin de noter que, dans le cas général, l'extrémum réalisé 
n'est pas un mi"nùnwn comme dans le cas particulier du théorème de 
Helmholtz. 

2. Le problème sera simplifié si les inconnues et les relations 
auxquelles elles sont soumises satisfont à des conditions de symétrie, 
car on pourra passer de l'une ~l l'autre par simple permutation 
cyclique. Ceci revient à éliminer la pression, d'une part, la conditiun 
d'incomprcssibilité, d'autre part. 

Pour abréger l'exposé, nous utiliserons dor.énavarü des notations 
symétriques empruntées au calcul tensoriel. 

Nous écrirons, pour les trois composantes u, \', w du vecteur vùesse 

et pour les trois composan Les ~i du tourbillon ou rotatz·onnel ( 2) 

(') La méthode employée par la détermination de .D est, au moins en principe, 
utilisable pour tous les milieux continus. 

(') En se plaçant au point de vue du calcul tensoriel, ~' devrait être assimilé 
non ù un vecteur, mais à un tenseur antisymétrique du second ordre; toqtefois· 
la notation choisie est plus simple et suffisante. La même remarque joue pour 



SUR LA RÉDUCTION A UN PRINCIPE VARIATIONNEL. I~7 

i, j, k correspondant à trois indices successifs en permutalion circu-
laire, i prenant les trois valeurs r, 2 et 3. Les indices inférieurs 
appliqués aux composantes de la vitesse représentent les dérivées 
parLielles d'espace prises par rapport à la variable correspondante 

( 3) 

D'une mamere générale, les indices supért"eurs (saut s'ils 
s'appliquent à des expressions entre parenthèses ou si aucune confu-
sion n'est possible) se rapporteront à des notations d'eJpèce et non à 
des exposants, le ou les ùidices t·nfàùurs ( sauf èt pour se conformer à 
l'usage pour les variables xo:) aux déri<,Jées d'espace correspondantes, 
ou, si cet indice est un t, à une dérivée prise par rapport au temps. 

Si des indices a, ~' 1 , ... sont répétés deux fois dans un même 
terme, il faudra sommer par rapport à l'indice répété ( convention des 
indices muets; exemple: Ü=ub· u'.+u~+u~)- Par contre, les 
indices t·, j, k représcnteronL toujours des permutations cycliques et, 
s'ils soul répétés, ne devront pas être sommés, sauf mention expresse. 

,J. Pour éliminer la pression p (') et, par la même occasion, le 

la vitesse définie plus loin en fonction du vecteur f". D'une façon générale, 
nous ne ferons pas appel aux règles du calcul tensol'iel, mais utiliserons uni-
quement ses notations symétriques et la convention des indices muets, mais 
sans rious préoccuper de la position des indices. Ainsi, nous écrirons le carré 
de la vitesse 

alors que la notation tensorielle serait, pour des indices supérieurs (contra-
variants) du vecteur vitesse g:;.~ ux u~, bY-~ élan t le lenseu r fonda men ta 1 

Sl Cl.=~, 

Sl Cl. /L /3. 
Tous les calculs qui sui vent peu vent, naturellement, être conduits en faisant 
usage de ces règles, mais ils deviennent alors très abstraits, sans ètre plus simples 
pour autant. 

( 1) Dans le cas des fluides visqueux, on désigne souvent p sous les noms de 
pression hydrodynamique, ou pression moyenne, mais il n'y a aucune ambiguïté 
ù l'appeler pression, étant entendu qu'on se réfè1·e, pour sa définition, tiux 
équations foudamentales (fi) et (5). 

Journ. de Math., tome XXVIII. - Fasc. 2, 194!1· 20 
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potentiel des forces extérieures, nous ne partirons pas des équations 
habituelles de Navier 

(i=r,2,3), 

mais de leur autre forme bien connue 
Û p . I r) ( \V)' . . . . 
----::11;~-- --. +2(s1uk-~kuf)-v6.u1 • 
rh:; 2 <J.i·; 

(4) 

P=U-1!..,· 
p 

( 5) 

où U est le potentiel des forces extérieures, supposé existant et uni-
forme el dépendant, en général, du temps l. 

p est la densité; 
(vV) 2 le carré de la vitesse; 
p. le coefficient de viscosité de Poiseuille, lié au coefficient de visco-

sité cinématique v par. la relation fL = pv. 
11 est bien connu, d'après le calcul vectoriel ou tensoriel, que la 

divergence du rotationnel ~"' est identiquement nulle. Autrement 
dit, on a l'identité suivante dont la vérification est, au surplus, 
immédiate puisque l'ordre des dérivations est indifférent. ' 
(6) 

tandis que 
(7) Ü=u~=o, 

par hypothese ( équation de continuité d'un fluide incompressible). 
Pour éliminer p ou, plus généralement, la fonction P, on pose 

à' p à' p 
------=o 
<Jx; àxi àxi àx; - ' 

(8) 

en substituant à P les valeurs tirées des formules (4). 
Il vient, en tenant compte des relations ( G) et ( '7): 

( llj - u( )1 + 2 ( ~j uk - '(,k ui )j - ?. ( Sk ui - Si a' )i - V 6, ( llj - u/ ) 
= - 2 sf -r 2 uk ( (j + ~· ) - 2 ~k ( u( + u)) + 2 ~i uf + 2 (

1 uf 
(9) - 2 (j ui- 2 (f u 1+ 2 v .:l(k=-2 sf + 2 ~ij ut- 2(~ ll~ + 2 V Llsk=Gk=o. 

En permutant k, on obtient, pour les trois fonctions inconnues u", 
trois équations (g) dont deux seulement sont distinctes. Ces équa-
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Lions G'· = o sollL esscntielleme11L équivalentes aux équations de 
Navier ( 1 ). Leur solution dant supposée connue, on peul, en effet, par 
int1~gralion des lrnis équations (4), déterminer P (à une fonction de t 
près); celte intégration se ramène à des quadratures, puisque les 
équations (8) et ( g) expriment les conditions de compatibilité des 
dérivées partielles d'espace de P constituant le premier membre des 
équations (4). 

Si les mouvements sont ,'rrotatt'onneü (("=o), les équations (g) 
sont iclcntiquemcut nulles. Dans cc cas particulier, exceptionnel pour 
les fluides visqueux, les vitesses, on le sait, dc':rivent d'un potentiel et 
l'intégrale des équations ( 4) peul être explicitée en fonction de ce 
potentiel. Comme, en outre, le fluide est incompressible, le potentiel 
est harmonique et tous les termes de vùcosùé des équations ( 4) dùpa-
raissent. Le fluide visqueux se comporte, quant aux vitesses, comme 
un fluillc parfait el l'intégrale précitée se réduit à .la formule de 
Bernoulli. 

4. L'équation de continuité ( 7) devient superflue si l'on exprime 
les composantes cle la vitesse en fonction des composantes 4'" cf'un 
nouveau vecteur généralisanl la notion de fonction de courant 4' appli-
cable aux mouvements parallèles à un plan fixe. 

Le calcul vectoriel suggère immédiatement de considérer la vit8sse 
comme le<< roLationnel >> du vecteur If", c'est-à-dire de poser 

( I O) 

relations qui satisfont t'dentt'quement à la condition d'incompressibi-
lité ( 7 ). Le calcul est entièrement analogue à celui fait plus haut, 
formule (6). 

Les ua. éLanL supposés donnés, il y a une infinité de solutions 
possibles pour les fonctions 4'" dont, en réali1é, deux sont distinctes; 
la trnisième pourrait, par exemple, être égalée à zéro, mais il y a 
intérêt, comme ci-dessus pour les équations ( g), à maintenir la 
symétrie. 

( 1) Elles postulent toutefois l'existence de dérivées spatiales de pet u:x d'un 
ordre supérieur d'une unité à ceux Ggurant dans les équations de :\avier. 
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En fonction des+", les composantes du tourbillon s'écrivent: 

(II) 

On a ainsi ramené le problème à une forme entièrement symétrique. 
La fonction de Lagrange J; à déterminer comprendra, en outre, à 
ti_tre additif, la somme ),:xGa prenant en compte les trois équations 
subsistantes (g) définissant le mouvement, les ),a étant les trois com-
posantes d'un multrj1licateur de Lagrange vectoriel. On appellera fonc-
tion de Lagrange complète la fonction J; ainsi complétée en désignant, 
quand il en sera besoin, l'autre comme incomplète. 

sera une fonction symétrique des SlX fonctions lj,a et ),a et des dérivées 
des trois premières jusqu'à un certain ordre. 

{;_ Soit maintenant la fonctionnelle 

( i3) où dr = dx cly ch, 

dont il s'agit de déterminer l'extrémum pour un certain domaine 
fluide D fixe et borné. f: est une èxpression composée des fonctions +" 
et de leurs dérivées d:espace, disons jusqu'à l'ordre n, les +a étant, 
provisoù·ement, supposés indépendan,ts du temps. J; peut, en outre, 
être fonction explicite des variables et comporter des multiplicateurs), a. 
Pour déterminer l'extrémum, on considère, comme d'habitude, 
l'ensemble & des fonctions voisines des fonctions (f\ disons d'abord 
de l'une d'entre elles (f\ soit 

et développe J; en série de puissances du nombre petit E;. Les termes 
en E; constituent la première variation relative à (fi, ceux en (é)2, la 
seconde, etc., et la fonctionnelle (13) sera extrémum, c'est-à-dire 
stationnaire en +; quand la première variation correspondante sera. 
nulle. 

En admettant la forme du domaine D assez régulière d'une part, 
les fonctions +a, ),a et fr,. et leurs dérivées jusqu'à l'ordre n bornées et 
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continues dans le domaine et sur sa frontière d'autre part, ceci en vue 
de pouvoir appliquer aux termes de la première variation la formule 
de Green un nombre suffisant de fois successivement ( on appellera 
pour simplifier dans ce cas les fonctions envisagées régulz'ères ), la 
première variation prend la forme 

( I 5) 

pourvu que la fonction f et ses dérivées partielles jusqu'à 
l'ordre (n- r) s'annulent à la frontière.pétant, sinon, arbitrafre à 
l'intérieur de D, sous réserve des conditions de régularité, il s'ensuit 
d'après le premier lemme du calcul des variations la condition néces-
saire d'extrémum 

( 16) 

si l'expression (15) doit être nulle. 
i prenant les valeurs r, ,2, 3, on obtient ainsi trois équations diffé-

rentielles partielles, d'ordre 2 n en général, dites équatl°ons d'Euler 
et valables en tous points intérieurs du domaine D comme condùions 
nécessru'res de l'extrëmum dans le cas des mouvements permanents. 

Ces conditions nécessaires subsistent quelles que soient les valeurs 
à la frontière des fonctions~"', pourvu qu'elle:;; soient régulières. 

Si maintenant les mou(}ements ne sont pas permanents, les ~ex dépen-
dront de t et, en outre, on le verra plus loin, la fonction de Lagrange 
comportera des dérivées partielles par rapport au temps, mais du 
premier ordre se-ulement, des fonctions ~°' et de leurs dérivées 
d'espace. On admeura également ces dérivées prises par rapport à t 
bornées et continues. • 

Avec ces nouvelles hypothèses, le développement en puissances 
de E; fournira de nquvcaux termes qui, pour la première variation et 
après une application répétée de la formule de Green, se mettront 
sous la forme 

J; étant, rappelons-le, la dérivée de .[i par rapport au temps. 
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Celle fonction/;, sous réserve des conditions de régularité, pouvant 
être choisie arbitrairement à l'intérieur de D et, en général, indépen-
damment de f, l'extrémum exige les trotJ' nouvelles conditions 

( I 8) 

Les équations (18) sont aussi des équations d'Euler; pour les diffé-
rencier des équations (J6 ), nous appellerons ces dernières, si ·besoin 
est, équations d'Euler proprement dites. 

En résumé, le problème de l'extrémum se présente comme suit en 
le traitant sous forme symétrique : Si le mouvernent est permanent, la 
valeur stationnaire, pour sept fonctions inconnues 41", )," et .C, corres-
pond à six conditions, soit les trois équations de l'hydrodynamique (g) 
et les trois équations d'Euler (16). Il y a indétermination. Si le 
mouvement n'est pas permanent, il s'introduit trois équations supplé-
mentaires ( 18 ). L'indétermination disparaît et certaines conditions de 
compatibilité doivent être vérifiées pour les deux conditions surnu-
méraires si le problème doit avoir une solution. Il en sera bien ainsi 
avec un choix approprié de J:. 

6. Comme on ne peut. guère escompter déterminer la forme de la 
fonction inconnue .C en résolvant directement les systèmes d'équa-
tions ( 9 ), ( 16) et ( 18 ), on procédera par vérification. 

Le raisonnement synthétique suivant permet tout d'abord de former 
la fonction de Lag-range cherchée; en ce qu'il a de général, le procédé 
vaut pour des fluides visqueux quelconques, mai~ nous n'expliciterons 
ici les calculs que pour les fluides incompressibles. 

Il s'agit, en somme, de construire une expression devant être intégrée 
sur le domaine fluide envisagé, ayant le caractère d'une grandeur non 
dirigée (sd'alaire) cl qui, par essence, reste stationnaire lorsqu'elle est 
soumise à variation. 

Or il existe une expression de celte nature qui reste nulle, donc 
stationnaire, lorsque le champ variationnel est constitué par l'ensemble 
&" des fonctions correspondant à tous les mouvements réels voisins du 
mouvement considéré : c'est l'accroissement, dans l'unàé de temps, de 
l'énergie totale du système, déduction faùe des apports d'énergie du 
mz'licu ambiant. 
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La mécanique des milieux continus n'étant que la généralisation de 

celle des systèmes à nombre fini de paramètreS', l'énergie totale, après 
déduction des apports extérieurs, se conse,w pour un mouvement 
déterminé. Son accroissement par unité de temps, est donc nul pour 
n'importe quel moiwement réel. 

L'équation générale du bilan d'énergie ( 1) pour un fluide visqueux 
inclus,. à l'instant considéré, dans le domaine fermé D, s'écrit : 

ou les divers apports d'énergie, par unité de temps, sont : 

C, l'accroissement d'énergie cinétique; 
I, l'accroissement d'énergie intrinsèque due à la compression du 

fluide et nulle pour un fluide incompressible; 
Q, la production d'énergie calorifique dégagée par le travail des 

forces de viscosité; 
'0, le travail des forces extérieures appliquées aux particules; 
'0 1, le travail dù aux actions de contact le long de la surface délimi-

tant le domaine. 

l,es trois premiers apports concernent l'énergù interne totale, les 
deux derniers, venant en déduction, les échanges d'énergz·e entre le 
système et le milieu ambiant. 

Comme nous avons admis les forces extérieures dépendant d'un 
potentiel U, l' élémen tdiff érentiel apparaissant dans l'expression 

est une dz'vergence, c'est-à-dire ·une somme de dérivées partielles 
d'espace. On sait que les équations d'Euler correspondant à une diver-
gence sont identiquement nulles. On peut donc, dans ce qui suit, faire 
abstraction du terme '0 exprimant l'énergie potentielle et, générale-

( 1) JFoir, notamment, leçons sur les fluides visqueux, p. 6G et suivantes. 
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ment, de tous les termes portant sur des t'ntégrales cle surface, car elles 
se transforment par la formule de Green en intégTales de volume dont 
l'élément différentiel est une divergence. C'est le cas notamment 
pour '01. 

Les apports énergétiqües à soumettre au processus variationnel se 
ramènent donc uniquement. 

a. à l'accroissement d'énergie cinétique (1) 

( 19) 

b. à la production d'énergie calorifique due aux résistances passives, 
c'est-à-dire à l'intégrale étendue au domaine D de la fonction de dissi-
pation 2 W portant sur une somme de carrés du tenseur de défor-
mation 

soit: 
:1 

n ij- ; + Ili ,.a -llj ,;, 

( 2 I ) Q = /J-JU' r [ 2 (uj )2 + ( u{ + U f )2] dr = JJ! 2 l{f dr j 

e. On peut y ajouter l'expression 

jjj·,."'G"' d,, 

puisqu'elle reste l'denâquement nulle pour tous les mouvements réels 
pour lesquels G"' = o ( 2 ). 

(') Cet accroissement de force vive se rapportant aux mêmes particules fluides, 
la dérivée à prendre en compte devrait être celle suivant la p;trticule dans son 
mouvement et non celle relative à un point de coordonnées fixes; autrement dit, 

·1 f l • • • d ù ' ·1 • ' d • 'fi 1 • ' • 1 auc rait ecnre dt et non iit, mais I est aise e vet·1 ter et p 1ys1quement ev1-

dent que la différence de ces deux expressions intégrales étendues au domaine, 
D ne peut jouer qu'à la frontière du domaine, c'est-à-dire sous forme d'intégrale 
de SLll'face, à négliger pour la raison exposée. 

(") On aperçoit maintenant la raison pour laquelle les fonctionnelles additives 
comportant des multiplicateurs doivea t s'annuler lorsque l'extrém urn cherché 
est réalisé. Dans ce cas seulement, le principe de la conservation de l'énergie 
reste utilisable. 
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On obtient ainsi la valeur apparemment la plus générale 

de Ja fonction de Lagrange (complète) qu'on peut déduire du principe 
de la conservation de l'énergie et qui, par essence, reste stationnaire 
lorsque le champ variationnel comprend l'ensemble &11 des rnouve-
menls réels voisins du mouvement considéré et par extension, de 
l'ensemble & de tous les mouvements voisins ( 1 ). 

On peut alors présumer et nous allons vérifier que les équations 

(') Pour ètre en droit d'énoncer cette conclusion, deux points restent à j_us-
tificr. Ou pourrait cl1ailleurs s'éviter ce soin puisqü'un calcul de vérification de 
la fonction de Lagrange trouvée est de toutes façons nécessaire, notamment pour 
fixer la valeur des multiplicateurs),"-. 

Quoi qu'il en soit, voici les deux points en question et la façon, très sommai-
rement exposée, de lever les objections qui se présentent : 

r 0 Si on limite au seul ensemble des mouvements réels le champ variationnel, 
il n'est pas certain qu'il existe des fonctions voisines telles qu'elles-rnèmes et. 
leurs dérivées des ordres requis s'annulent à la frontière du domaine, c'est même 
certainement impossible pour des mouvements permanents. La première varia-
tion comporte alors, outre une expression telle que (r5) ou (17), des tenues 
complémentaires sous forme d'intégrales de surface portant sur les valeurs fron-
tières de f et de ses dérivées. La variation totale devant ètre nulle, il n'en résulte 
plus, 11. priori, que l'expression ( r5), par exemple, soit nulle elle-même. En fait, 
il en est Lien ainsi, car il suffit pour cela, d'imposer que la somme des intégrales 
de surface soit nulle pour chaque fonction voisine considérée. Ce faisant, on ne 
restreint pratiquement pas Pensemble 6 11 des mouvemen_ts réels, car celte condi-
tion est dLi mème ordre, par e'icemple, que celle fixant la valeur de la fonction 
voisine en un point du domaine D. Ordinairement même, l'ensemble E/1 restera 
rigoureusement équivalent, puisque les fonctions de courant f ne sont définies, 
en tout cas, qu'à une constante près et un choix particulier d'une de ces constantes 
suffira, saùf cas exceptionnel pour rendre nulle ]a somme des intégrales de sur-
face. Par la mèrne occasion on fera, naturellement, disparaître les autres inté-
grales de surface ou les divergences transformables en intégrales.de surface déjà 
négligées précédemment par anticipation. 

2° La première variation ( 15), par exemple, étant nulle, il n'est pas certain, 
a priori, qu'on en déduise l 'équa Lion d 'Enl er ( r 6), puisque le terme mul ti-
plicatif p n'est plus arbitraire. Ce sera certainement vrai toutefois, pour des 
raisons de continuité, si le domaine D est choisi assez petit. Or, la méthode 
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d'Euler correspondant ;\ cet extrémum, déduites directement du prin-
cipe de conservation de l'énergie, représenleront exphcitement les 
équations du mouvement. 

On observera, en outre, que pour les regunes permanents (pour 
lesquels T = o) et en faisant abslraclion, des Lermes avec multiplica-
teurs ), "G ", la fonction de Lagrange trouvée ( 22) se ramène à 
celle e = 2 1V du théorème de Helmholtz applicable aux mouvements 
lents. 

7. Nous allons maintenant vérifier que la fonction de Lagrange 
trouvée répond aÙ problème cherché. En vue de déterminer la valeur 
des multiplicateurs),", nous appliquerons tout d'abord à cette fonc-
tion de Lagrang·e complète (22) les équations (18), beaucoup plus 
simples que les équations proprement dites d'Euler (16). Seuls les 
termes comportant une dérivée par rapport à t peuvent fournir une 
contribution; ainsi E11 ( 21Ji') = o. De plus, quoiqu'il y ait ( dans G") des 
termes utiles du second ordre par rapport a·ux dérivées d'espace de+"', 
les équations (18) ne sont pas du 4" ordre, mais du 2° seulement, car 
ces termes apparaissent sous forme linéaire par rapport aux déri-
vées de f'. 

Il vient ainsi, pour l'équation K 11 par exemple, et en tenant compte 
des équations (2), (9), (10), (11), (rg) et (21) qui fixent la forme 

variationnelle a comme but la recherche d'expressions fonctionnelles et n'impose 
nullement une limite inférieure pour D. 

En résumé : 

a. On déduit c!Lt principe de la conservation de l'énergie, en considérant le 
champ variationnel spécial &11 relatif aux mouvements réels, l'existence de deux , 
groupes de trois équations d'Euler afférentes à la fonction de Lagrange com-
plète (22). Après élimination des trois multiplicateurs 1.:X, il subsiste trois rela-
tions possédant, par conséquent, un caractère vectoriel et qui ne peuvent ètre 
que les trois équations du mouvement, sous une forme ou une autre. 

b. On obtient les mêmes groupes d'équations d'Euler en calculant, selon la 
méthode courante, l'extrémum afférent à la même fonction (22) pour le champ 
variationnel général &. 

11 est clone légitime, dans le cas considéré, d'étendre au champ général & les 
résultats obtenus avec le champ spécial &'1• 
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sous laquelle s'inlroduiscnL les fonctions de courant+"' dans la fonction 
de Lagrange complète : 

1 
r:::l(f.°)=T·>'l(T)=-pJt;('},-,.ji,\) 

(23) 1 + r ;:~ (<.Ji":- tn = r(- .:lf"+ •-!i;J = 2 rç, 

1 E'll(t,"'G"') = E"I(- Û"'I:)) 
. = E"1(_:____ l, 1 fi',u- l,"'fL1+ l,'1 fl11+ "-'11f~21) = .:l),3 -À;::· 

• On en déduit en rétablissant l'indice général i 

Une solulion de ce système est évidemment 

(i=r, 2, 3). 

Passons maintenant aux équations (16) en continuant, pour fixer 
les idées, à expliciter l'indice 3 et ,~n tenant compte, en fin de calcul, 
des relations ( 25 ). Au lieu d'être du 8° ordre, ces équations se 
ramènent au 4•, car les dérivées d'ordre le plus élevé en +"', soit le 
quatrième, apparaissent également sous forme linéaire. 

On a tout <l'abord 

(2G) E"(T)=p[-('}{-41,\)u+(•};-·}~),iJ=p[-.:l•-},'+lJi;:i]t=2p(f, 

pms 
(27) 

Quant aux termes de l'équation d'Euler proprement dite afférents 
à ),:>:G:>:, il vient en premier lieu E'1(- Û,"'(~ )- o et ensuite 

( 28) E'' ( '.l vl."' .:l("') = E" ( v),,. :l•.V\- VI." û:l'f'') 
= ,j .:l).;,J- V Û.:11."= p;1[- Ù'f"+ 'f;:] = 2p'J ÛÇ'. 

Le calcul pour les autres termes de ),"G,., quadratiques en~"' et ses 
dérivées, est plus long mais sans difficulté réelle. 

Ona 
E"(' )>.>-" :>: ''::,:,,OC r;)-~ ' rJ(/."~;) . ' d(i."'sn ' rJ'(I,'(°') d'(Ï. 1 (°') , ,), , si-'//.,,-,),/, ~r;ll, -- .>. .l ,- 2 .J - 2 ) + 2 

,, ., Ù,C uy ( X axJ'. dy dx'1. 

d'().xun -.• \ â(i.''u'-) + à"().~u") . - Û (}."' ll~) ::·1 ---,--~ -
Ù:;, ux~ a,r:,. ù:z ax:x àx~ 
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Les quatre premiers termes du second membre se transforment 
comme suit, compte tenu des relations ( 6) et ( 7) : 

(?.q) - 21,fs~-'-- û~st- 21,fo:s°'+ 21.ixs"---- û1~7-'- 21-:i,s'; 
cc-= ?.(~(),:5c- 1.n- 2(î(À1- J,n- ?.~°'(l,;--1,~),: 
,_--:: - ?. p t u" 1 2 p~ ll 2 - 2 pl; 1 u" + 2 pl;~ u1 - 2 p(:>: ut 
-- - ri '.,ç11;- '.),~Ju"'I; 

quant aux quatre derniers ils valent 

â'(À" u") (J2(À~ Il"-) 
-- L\.(), 00 11?') + - L\.(À&u") + ---,----------,----

" ih à.x~ à,:, à.x~ 
= [- (/,"ll;)1 + (l."-uf)"- Ulll°'), + (À:5cn"),]1, 

plus un terme semblable en remplaçant l'indice I par l'indide 2, 

La quantité entre parenthèses crochets est nulle, car elle s'écrit 

- J,';' u~ + ),?i' u';'- ÀJ.iu" + ),:5c. a" - À& uf + J,t u?i' 
= u:0.6:-l,';') + u7()_~-- ))0 + u,.(Àt- ).r),: 
= p [ - a; u' + u~ u' + u\ u" - u; u 1 + u 1 u; + u" u~ + u" u~J =pu' u; = o. 

Il en est naturellement. de même pour l'expression non écrite 
portant sur l'indice 2. 

• En résumé, en rétablissant l'indice général i et en séparant par des 
parenthèses crochets, pour bien les différencier, les termes donnés par 
les formules ( 26) à ( 29) provenant des trois arguments T, 21[î et ), "G" 
des équations d'Euler, on a 

(3o) E1'('f + 2IIJ" + J."Gx) =- p[- 2 ç; j -- p[ 411 L\.Çij 
- r l - 2 v L\_(i + 2 ~F, ur, - 2 qj ui;J 

= - p [ - ?. ~\ + 2 s~ 1/r; - 2 s:, uf> + 2 11 L\.1;; J = - p Gi =o. 

Ces équations sont proporti'onnelles aux équatz'ons ( g ), elles-mêmes 
équi()alentes aux équaûqns de Navier(4). De plus, l'équation d'incom-
pressibilité ( 7) est satisfaite, puisque les vitesses répondent aux 
conditions (ro). 

8. • Les équations ( 3o) établissent la généralisation du théorème de 
Helmholtz, mais il importe de bien préciser dans quelles conditions. 

La fonction soumise à variation sous le signe somme est la fonction 
de Lagrange complète (12 ), dans laquell(;! J:: a la valeur ( 22 ). 
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L'ensemble tI, des fonctions parmi lesquelles il y a lieu de déterminer 
les fonctions extrémales correspond au champ variationnel usuel du 
calcul des variations en cas d'extrémum libre; plus précisément, il est 
défini par ( L-i), i prenant les valeurs 1, 2, 3 et les fonctions/' dépen-
dant, en général, du temps. Pour toutes les fonctions de cet ensemble, 
les trois mulLiplicateurs )_rx conservent, pour un point de coordonnées 
déterminées, la même valeur; ils sont distraits de la variation (1 ). 
Dans ces conditions, les fonctions extrémales satisfont aux rela-
tions ( 3o) équivalentes aux équations de l'hydrodynamique (9) ou ( 4) 
et (? ). Pour ces valeurs extrémales, les fonctions de Lagrange, com-
plètes ou non, ont même valeur J: = T + 2 1V, puisque les termes Grx 
sont nuls. 

. . 
On peut alors énoncer comme suit les propriétés résultant des 

équations ( 3o ), en admettant, une fois pour toutes, les diverses fonc-
tions envisagées régulières. 

A. Mozwements non lents. - Considérons les mouvements non lents, 
permanents ou non, d'un fluide visqueux incompressible inclus dans 
un domaine borné D dont la surface isole par la pensée le fluide 
restant ou représente réellement la paroi du fluide (2). 

1 ° Un peut déduire, par un principe varz'ationnel, les. équations géné-
·rales du mouvement. 

2° Pour les mozwements réels, la valeur ( r 3) de la f onctz'onnelle qui 
est rendue statz'onnaire représente, dans l'unùé de temps et pour le 
domaine D, la somme de la variation de l'énergie ânéu"que dufhu'de et 
de la dissipation d' énergù due aux résistances passives. 

( 1) li faut insister sur ce point, car ),ex étant en fin de compte proportionnel 
ù tj,'', lequel est soumis à variation, il pourrait se produire une co11fusion. Nous 
avons rappelé au début de cette élude, que les multiplicatenrs ne dépendent au 
titre vm·ù1tio1111el, que des variables et non des fonctions soumises à variation 
mais, nnturellement, ils peuvent, r1 posteriori, lor.s de leur calcnl e!Tectif, 
s'exprimer éventuellement par ces seules fonctions; c'est le cas en l'espèce. 
D'ordre genéral, cette remarque joue pour les deux acceptions du terme multi-
plicateur ( extremum lié ou extrémum libre). 

(") Pour simplifier le raisonnement intuitif fait plus haut amenant uu choix 
de la fonction de Lagrange, on a admis jusqu'ici le domaine D fixe, mais tous les 
resultats exposés ci-après restent valables si D varie avec le temps. 
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3° /Jans le cas particulier des mom,ementspermanents, la van·ati'on de 
l'énergze cinétique est nulle et la fonctionnelle rendue statz·onnaù·e se 
réduit à la valeur (2 r) de l'énergie dissipée en chaleur par unùé de temps.· 

/i 0 Dans le cas spécial des mom•e,nents irrotationnels, on pourra 
lirniler l'ensemble de comparaison & à l'ensemble {J\ 1 des mouve-
ments irrolationnels. Dans ces conditions, la fonction de Lagrange. 
soumise à variation prendra pour chaque fonction de ce sou's-
ensemble la forme incomplète, car les équations ( 9) ou (3o) sont 
identiquement nulles. Les multiphcaleurs ),a disparaisseizt donc dans 
le cas spécial des mourements ùrotationnels ( voù·, notamment pour 
ce cas, les recherches de M. Ch. B. Millikan, déjà citées). 

5° On peut naturellement appliquer tous les raisonnements précé-
dents au cas des fluides pa,faùs; il suffit de poser p. - o, ce qui fait 
disparaîlre de la_ fonction de Lagrang·e la fonction de dissipation 2 W. 

B. Mouvements lents. - Les théorèmes ci-dessus englobent le cas 
des mouvements lents. Il suffit, pour cela, de considérer le cas limite 
des mouvements infiniment petits et d'annuler alors, comme négli-
geables vis-à-vis des termes linéaires, tous les termes quadratiques des 
équations (9) et (3o). En traitant le problème sous cette forme, les 
trois mulliJJhcaleurs rnbsistent en général. 

Toutefois, on peut procéder autrement dans le cas des mouvements 
lenls permanents. Les équations (g) se réduisent alors à 2v.:1r1·= o et 
les équations ( 3o) aux valeurs proportionnelles - 2 pv ,:l(k = o, la 
fonction de Lagrange étant complète, ou encore, aux valeurs équiva-
lentes - 4p.:lrk= o, si, dans ces équations, on supprime, assez 
arbitrairemenl, les multiplicateurs), a .Par conséquent, el ceci constitue 
le théorème de Helmholtz, z'l suffit, pour les mouvements lents perma-
nents ( i ), de considérer la fonction de Lagrange incomplète .t: = 2 W. 

Sous nne autre forme plus homogène avec ce qui précède, on peut 
dire aussi : • 

( 1) Cette secon<le méthode ne peut s'étendre, en générnl, au cas des mouve-
ments lents non permanents, à cause des conditions (18) qui conduisent alors, 
selon la premiè~e formule ( 23 ), au cas très particulier des mouvements 
irrolationnels déjà traités généralement sous 4°, 
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G0 La fonction de Lagrange soumise ·à varù1ûon et dont l'intégrale 
étendue au domaine considéré est rendue statz'onnai·re pour les moucements 
lents el perinanent.1· peut dtre prùc égale à la fonction de dùsipatl·on 2 1Y 
pour toutes les fonctions de l'ensemble ~; et non pas seulement pour les 
.f onctl·ons e:z:trémales. 

Cependant, à la lumière des explications précédentes, cette sup-
pression des multiplicateurs paraît accidentelle ( 1 ). La méthode 
générale maintenant ces multiplicateurs et valable pour les mouve-
ments lents. permanents ou non traduit certainement le passage à la 
limite correct <les mouvements finis aux mouvements infiniment petits. 
L'autre méthode conduisant au théorème de Helmholtz n'est qu'un 
procédé rendu possible par le caractère approché des équations <le 
Stokes. En rétablissant dans leur rigueur les équations de l'hydrody-
namique (2 ), la dualùé de détermination de la fonction de Lagrange 
disparait el c'est une constatation beaucoup plus satisfaisante pour 
l'esprit. Les mouvements définis par les équations de Stokes et de 
Navier comportent d'ailleurs d'autres différences de principe. Nous le 
verrons plus loin. 

C. Mourcmentsparallèles à un plan fixe. - Si, pour fixer les idées, 
le plan est choisi normal à x 3 =:::;, les différentes fonctions ne dépendent 
plus de cette variable. La seule fonction de courant subsistante 
est 'f3 =y; les vitesses valent 

(10 bis) , 

et le tourbillon 

(1 r bis) 

(' = u"=- d_± =- '1,, 
<lx ' ·_ 

( 1) La mème simplifîcation convient aux régimes laminaires, lents ou non, 
mais ce sont des mouvements très particuliers: 

(") Les équations ile \Tavier, rigoureuses dn point de vue mathématique, sont 
néanmoins basées sur l'hypothèse simpliÎicatrice de Coulomb admell:mt une 
relation linéaù·e entre les composantes de l'effort interne et celles du tenseur de 
déformation. Si l'on doit un jour maîtriser complètement par le calcul les 
phénomènes de turbulence, il n'est pas dit qu'il ne faille pas, pour cela, 
admeltre une relation moins élémentaire entre ces deux tenseurs. 
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Les équations (g) remplaçant celles de Navier se réduisent à la 
seule équation écrite pour l'indice k = 3, au surplus bien connue 

(·+' .:'.i·h)2 -- (:.j, .:'.i:./,J1 + .:'.i•h- V .:'.i.:'.i·} 
= 1f, .:'.l'ft - 'f1 .:'.iy, + .:'.l'f1 - V .:'.l.:'.l 1f = G =c O. 

ll y a ün seul multiplicateur ), 3 = ),, une seule condilion (18) 
( 18 bis) 

d'où 
( .,.5 bis) ). = P'f, 

et une seule équation proprement dite d'Euler 

( 3o bis) E"=E=- pG=o. 

Au lieu de déduire ces résultats des formules générales trouvées 
plus haut, on peut, naturellement, les établir directement par des 
calculs fort simples ( 1 ). 

-9. 11 est possible de présenter la théorie précédente sous une 
forme différente qui ne nécessiterait à peu près aucun calcul, si l'on 

' pouvait établir l'identité· générale dont nous àllons parler par un 
raisonnement intuitif, comme on l'a fait pour déterminer la fonction 
de Lagrange ( 22 ). 

Si dans les calculs des équations d'Euler (16) el (18) on considère, 
pour un instant, les multiplicateurs de Lagrange )s'', non comme des 
fonctions inconnues non soumises à variation, ce qui est cependant le 
cas en réalité, mais introduit directement leur valeur p}"' el les englobe 
dans la variation, autrement dit, si l'on considère les équations 
d'Euler afférentes à l'expression 

( 3 I) T ·t-- 2 W + p·f'G"', 

on constate aisément que les équations ( 16) et ( 18) sont identiquement 
satt'.\faites. C'est évident pour les équations (18), càr leur forme n'est 
pas modifiée [voù· formules (24)J. Quant aux équations (16), la varia-

( 1) Voir l'article de la Herue Générale de l'llydr&.t!ique, déjà cité. 
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tian supplémentaire du facteur pyi introduit un nouveau terme p Gi 
annulant le terme existant de signe contraire [voir équations (3o )]. 

Les équations d'Euler du problème variationnel étant identique-
ment nulles, la fonction de Lagrange correspondante est une dù:er-
gence, qu'on peut, si l'on veut, intégrer par la formule de Gren en 
ramenant l'intégrale triple ( 13) à des intégrales de surface. Il est, 
par conséquent, possible de réduire l'expression ( 3 I) à une diver-
gence, mais nous n'écrirons pas sa forme générale, assez com-
pliquée, nous contentant de la donner dans le cas des mouvements 
à deux dimensions. 

On a alors l'identité suivante, facile à vérifier, valable pour les 
mouvements plans les plus généraux des fluides visqueux incompres-
sibles et dont le membre de droite est visiblement une divergence : 

(32) T + 2 llf + ptG= p(•h 4'11+ 'f2\h1) + /J-[ 4( ~1,)2 + ( 4!11 - 'f22)2] 

+ P4' [ 'f2 Àf 1 - 'fi Â'f2 + Â'f1- ÂÂ'f] 

= /J.1 r 'f1 (•,Ji,1 - td + 2 'f2 'f12], + [·h (\h2 -t,1) + 2 '1,i1 '-l,12]2 : 
+ p f ( tt11 )1 + c N21 )2 + ( t,h Â'f ), - c tti Â'f )2 i 
- /J. \ (4'Â'f1)1 + ('1,i Â'f1)2 !-

Cette divergence porte non seulement sur les vitesses, le tourbillon 
et les composantes If 1 1 - 1f22 et 2 }1 2 du tenseur de déformation ( 20 ), 

mais également sur la fonction de courant } liée au flux de l'écoule-
ment. Cette présence du flux rend malaisée l'interprétation physique 
de la formule ( 32); elle serait cependant nécessaire si l'on veut arriver 
à établir directement cette identité ( 1 ). 

Quoi qu'il en soit, la présence d'une telle divergence dans le cas 
général des mouvements à trois dimensions rendra inutile le calcul 
des équations d'Eul_er (16) et (18) dont on sait d'avance qu'elles 

( 1) La signification de la première accolade du membre de droite de la for-
mule ( 32), dans laquelle le flux n'intervient pas) est, par contre, simple. 

En intégrant cette expression sur le domaine D et en appliquant la formule 
de Green, on trouve 

dfJ' est l'élément de la surface latérale 1: du domaine cylindrique D; a~,~= 1, 2, 

Journ. de Math., tome XXVIII. - Fasc. 2, 191i9, 22 
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seront nulles identiquement. En retournant alors le raisonnement 
précédent, c'est-à-dire en revenant des valeurs r+" aux multipli-
cateurs À" non soumis à variation, on en déduira immédiatement les 
équations ( 3o ). • • 

Reprenons, pour fixer les idées, ]es mouvements plans; dans ce cas, 
la fonction de courant + est définie à une fonction additive de t près 
et, à toutes ces valeurs de +, correspond un seul régime hydraulique 
avec vitesses, tourbillons, etc., bien déterminés. L'égalité ( 32 ), 
puisque identique, reste évidemment valable pour toutes ces valeurs 
de 41, mais ses deux membres varient et l'interprétation de la formule 
devra rendre compte de cette indétermination de + ( 1 ). 

D'un autre point de vue, nous avons jusqu'ici admis comme solution 
de l'équation (18 bis) la valeur partz'culière À= r+, alors que la 
solution générale pour "A comporte, en outre, à titre additif, une 
fonction harmonique quelconque dépendant, en général, du temps. 
On peut se demander si l'équation proprement dite d'Euler ( 3o bù) 
reste équivalente à l'équation ( g bis), même en remplaçant À par sa 
valeur générale. Le calcul montre qu'il n'en sera plus ainsi en général, 
sauf, en particulier, si la fonction additive se réduit à une fonction de 
la seule variable t. Ainsi, l_a valeur admissible de ), comporte au moins 
la même indétermination que la fonction de courant. Quoique cette 
indifférence du calcul variationnel à des modifications de ), et + 
n'affectant pas les caractéristiques physiques du mouvement était 
a priori probable, il était intéressant de la vérifier. 

les cosinus directeurs de la normale extérieure à cette surface; T~î, ;3, "( = r, 2, 

les composantes du tenseur de l'effort interne agissant sur 2. ( Voir, pour une 
transformation analogue: Leçons sur les fluides visqueux, déjà cité, p. 7r) 

L'expression précédente ( changée de signe) mesure donc, dans l'unité de temps, 
la différence du travail produit sur la surface 2 par les efforts internes du 
fluide visqueux et du travail produit pt1r la. pression moyenne. On sait que cette 
différence est égale au travail fourni par les forces de viscosité appliquées à la 
surface 2. 

(1) Pour les mouvements à trois dimensions, l'indétermination des fonctions 
de courant <.Ji'' est beaucoup plus complète, puisque l'une d'entre elles reste 
arbitraire. 
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10. En développant selon la formule de Taylor la fonction de 

Lagrange complète T + 2 1F + 1-"'G"' pour l'une quelconque des 
fonctions de l'ensemble & et en supposant ensuite les conditions 
d'extrémum ( 25) et ( 3o) satisfaites, la première variation est nulle, et 
la seconde variatz"on ( il n'en existe pas d'ordre supérieur, puisque la 
fonction de Lagrange complète contient les fonctions f"' et leurs 
dérivées sous forme quadratique seulement) représente une forme 
quadratique des diverses quantités Ë"'. Dans le cas du théorème de 
Ilelmlwlt::; ( mouvements lents et permanents), cette forme quadratique 
esl posl°tl"ve définie et l'extrémum est un mz'nimum; ce n'est plus le cas s, 
les mouvements sont .finù ( même permanents). La suppression de 
termes qui conduit aux équations linéarisées de Stokes entraîne donc, 
à nouveau, une modification de principe des propriétés de ces équa-
tions comparées à celles des équations exactes de Navier ( 1 ). 

La seconde variation se met sous la forme 

(33) 

Les indices supérieurs f signifient qu'il faut remplacer les diverses 
fonctions t.j,"' par Ê"' f"' et l'indice 2 dans Ga/ que les termes linéaù·es des 
relations ( g) sont supprimés, car ils ne peuvent évidemment fournir 
de termes quadratiques en E"'. D'autre part, À"'= P'f"' (2). 

Cette expression ( 33) est visiblement une forme quadratique des 
diverses quantités s"'. Elle sera, en général, indéfinie; il suffit, pour 
s'en rendre compte, de considérer le cas particulier des mouvements 
plans. En posant E"'= c::, elle s'écrit en effet 

( 1) Dans le même ordre d'idées, on peut aussi citer quelques insuffisances des 
équations linéarisées appliquées au problème classique du déplacement d'une 
sphère solide dans un fluide indéfini; elles ont motivé l'introduction d'un 
système d'équations plus complexe, dit de Stokes-Oseen, intermédiaire entre 
ceux de Stokes et de ~avier. 

( 2) Les formules ( 33) et ( 33 bis) illustrent bien le fait que les m ulliplica teurs 
sont distraits de la variation. Pour tous les autres termes sauf eux, les jCJ. sont 
substitués aux tjP. 
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Même si Tl'= o (mouvemenls permanents), l'élément différentiel 
de l'intégrale ne sera pas constamment positif en général si le terme 
multiplié par /, = p~ n'est pas réputé nul, c'est-à-dire, si l'on ne 
considère pas des mouvements lents permanents. 

L'exlrémum trouvé n'étant plus un minimum, les méthodes directes 
de Hilbert ne s'appliquent plus pour prouver l'existence d'une solution 
lorsque, par exemple, les composantes de la vitesse sont données. à la 
frontière; ceci ne signifie nullement qu'il n'y en ait pas. Pour les 
mouvements non permanents notamment, les considérations exposées 
ci-après permettent, au contraire, de conclure à une infinité de 
solutions. Par ailleurs, même pour les mouvements lents, il n'y a plus 
de minz'mum en général si les régimes ne sont pas permanents, à cause 
de la présence du terme de signe variable Tl ( voir formule 1 9 ). 

Autrement dit, pour établir le théorème de HelmholLz sous sa 
forme habituelle rappelée au début de cette étude, on peut fort bien, si 
on le désire, mettre à contribution toutes les fonctions de l'en~emble &, 
y compris celles où les JCI. dépendent du temps. On constatera alors 
que, parmi tous ces mouvements possibles ou •non, même non perma-
nents, le mouvement réel lent et permanent, unique si les vitesses sont 
données à la frontière, est celui rendant minimumlafonctionnelle(r3) 
appliquée à la fonction de Lagrange spéciale et incomvlète 2 W, mais 
on ne pourra, par ce procédé, obtenir les mou()ements réels lents et non 
permanents. 

Si l'on désire les calculer par une méthode variationnelle et pour des 
mouvements lents ou non, il faudra partir de la fonction de Lagrange 
générale et complète (22 ), c'est-à-dire. de T + 2 W + ),Ci.GC/.. Dans ces 
conditions et déjà pour des mouvements lents ( c'est...:à-dire non turbu-
lents), la donnée à tout instant de valeurs frontières en nombre égal à 
celui des dùnensions du problème envisagé (par exemple des composantes 
de la vitesse) ne suffit pas pour déterminer de façon unique le mouve-
ment; il faut également fixer un état initial de répartition des vitesses 
dans tout le domm·ne D ( 1 ). 

( 1) A titre d'indication, voici la démonstration succincte de ce théorème dans 
le cas simple des mouvements lents à deux dimensions en se donnant, d'une 
part et à tout instant, les deux valeurs frontières suivantes : composante normale 
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La question se complique si les mouvements ne sont plus lents, 
c'est-à-dire les équations non linéaires, et les résultats acquis sont 
fragmentaires; en général, on ne sera plus assuré, à tout instant, de 
l'unicité et de la régularité des solutions répondant aux données 

de la vitesse et tourbillon, d'autre part, la distribution initiale des vitesses ou, 
ce qui revient 11u même, de la fon.ction de courant. 

L'équation résolvante (9 bis) linéarisée s'écrit ~('.I d•.jl - :.Ji1) = o. La fonction 
entre parenthèses, soit li, est donc harmonique, mais sinon, apriori, quelconque. 
Pour la fixer dans le domaine D il suffit, d'après le principe de Dirichlet, de 
connailre à tout instant ses valeurs frontières. Il en est bi~n ainsi, car, d'une 

part, le tourbillon - : 1'f est donné et, d'autre part, la composante normale 

de la vitesse. Par intégration à partir d'une origine quelconque, le long d'une 
directrice s de la surface latérale 2: du domaine cylindrique D, on obtient la 
valeur frontière de 1.j;, autrement dit le jlux, et, après dérivation, '-)! 1• Par 
ailleurs, '-Ji doit être uniforme dans D et, par conséquent, sa valeur frontière 
reprendre la même valeur si l'on décrit entièrement la directrices. C'est bien le 
cas, puisque le flux total au travers de 2: doit ètre choisi nul pour un fluide 
incompressible. 

Le problème est donc ramené à la résolution de l'équation linéaire de type 
parabolique F ('-Ji)= v 1'-Ji - 'ft = h, oü h est connu; cette équation est analogue, 
abstraction faite de son second membre, à celle de la propagation de la chaleur 
et l'on prouve aisément qu'elle ne peut, avec les hypothèses faites, posséder 
plus <l'unesolution. Désignons, en effet, par 9 la différence de deux solutions 
possédant même état initial et, en tout temps, mêmes valeurs frontières; cp satis-
fait donc, d'une part, à l'équation homogène F ( cp) = o, d'autre part, à la condi-
tion frontière 9 = o sur la surface cylindrique I et, au temps t = o, à la condition 
initiale cp 0 = o dans le domaine D. Dans ces conditions, la fonction rp est identi-
quement nulle, car, d'après la formule de Green, 

Les deux derniers termes de droite sont nuls en vertu des conditions aux 
limites. Une quantité positive serait donc égale à une quantité négative. Elles 
sont nulles l'une et l'autre et l'on en déduit cp :_:: o. 

D'ailleurs, la fonction '-)! ainsi définie de façon unique par ces conditions aux 
limites existe bien, comme on peut le vérifier entre autres, pour les· fonctions 
régulières envisagées ici, en la développant en série de fonctions propres ortho-
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précédentes ( 1) et l'indétermination apparemment plus profonde des 
mouvements turbulents doit rendre prudent à cet égard. 

En conclusion, la présence, dans le cas général, de valeurs station-
naires et non plus d'un minim1~m de la fonction de Lagrange, puis 
d'équations non linéaires, complique singulièrement l'établissement 
des théorèmes d'existence et la recherche du nombre et de la nature 
des solutions afférentes à des conditions aux limites déterminées. Cette 
corn plexité paraît être dans la nature des choses et montre, d'une part, 
la nécessité d'éviter, sauf cas d'espèce, la simplification apportée par 
les équations linéarisées qui altèrent plusieurs propriétés importantes 
des mouvements, d'autre part, l'intérêt qu'aurait, par exemple, 
l'extension des méthodes directes du genre de celles de Hilbert aux cas 
les plus généraux d'extréma. 

gonales. ( Voir, par exemple, pour l'application générale de ce procédé : 
Methoden der mathematùchen Physik de R. Courant et D. Hilbert, t. 1). 

Dans le cas particulier des régimes lents et permanents, les valeurs initiales 4'o 
ne peuvent être choisies arbitrairement, puisque la donnée des deux valeurs 

f .. dui ,\ 1 fi • . 1 ronlleres d~ et u.tp 1xe entierement e mouvement. 

Lorsque les valeurs frontières données sont les composantes de la vitesse, on 
détermine ordinairement la solution correspondant à un état initial donné par 
l'intermédiaire de la fonction de Green tensorielle dite tenseur d'Odqvist. 

Par ailleurs, à titre d'application des généralités précédentes, on peut facile-
ment vérifier que, pour des mouvements non permanents, lents ou non, la seule 
donnée de l'état initial ne peut suffire à fixer l'évolution du mouvement dans le 
temi1s. Par exemple, pour un domaine assez petit, on peut former aisément une 
suite continue de régimes laminaires ayant même distribution initiale des 
vitesses, mais plus ou moins accélérés ou retardés. Si les mouvements sont accé-
lérés, le terme T de la fonction de Lagrange est positif, et négatif s'ils sont 
retardés. On peut alors choisir parmi cette suite de mouvements, qui comprend 
aussi le mouvement permanent, des écoulements suffisamment retardés pour que 
la valeur stationnaire de la fonctionnelle ( 13) appliquée à la fonction de 
Lagrange complète ( 22) soit inférieure au minimum positif donné par le 
théorème de Helmholtz, voire négative. Il n'y a à cela nulle contradiction, 
puisqu'il s'agit de fonctions de Lagrange différentes. 

( 1) Consulter, notamment, les travaux de M. J. Leray (Journal de Mathé-
matiques, 1933). 
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Quant aux apphcatl·ons des théorèmes faisant l'objet de cetle étude 

et généralisant celui de Helmholtz, elles se présentent, au premier 
abord, sous un jour un peu décevant. En effet, la fonctionde Lagrange 
trouvée comporte déjà les expressions G°' qui constituent, dans le cas 
présent, le hut même de la méthode variationnelle. Il semble donc que 
celle dernière représente un détour inutile. En fait il n'en esL rien pour 
plusieurs raisons. Tout d'abord, ce qu'on recherche par la réduction 
à un principe variationnel, ce n'est pas tant l'obtention des équations 
du mouvement, au surplus bien connues, que celle d'une relation 
générale entre celles-là et une certaine fonction de Lagrange J:;, en vue, 
notamment, de l'application de méthodés apparentées à celles 
de Hilbert. Dans ce cas, la présence des G°' dans J:; ne constitue pas 
un inconvénient. Mais il y a de plus un autre domaine d'utilisation de 
la méthotle variationnelle, lié au calcul des perturbatz·ons, qui par sa 
simplicit~ d'application, paraît d'une grande importance pratique et 
pour lequel la présence des G°' dans J: n'a pas d'inconvénient de prin-
cipe. Souvent d'ailleurs ils n'apparaîtront même pas. Ce procédé 
permet notamment de déterminer, pour les fluides réels, les mouve-
ments perturbés voisins de mouvements connus pour des fluides par-
faits. On en trouvera un cxem~le dans l'article déjà cité de la Berue 
Gënérale de l'Hydrauhque et concernant les formes les plus probables 
des houles du large, compte tenu de la viscosité, mais la méthode est 
évidemment beaucoup plus géne:r·àle. 


