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Un nouveare théoreme concernant les Jonctions indé/)endantes

et ses applications a la théorie des nombres;

Par Averep RENYIT (1).

Le théoréme que je me propose de démontrer ici, s’exprime en des
termes de statististique de la maniére suivante : considérons une
population que nous répartissons en classes suivant les points de vues
auxquels nous nous placons. Supposons que les répartitions soient
indépendantes deux a deux. Envisageons, par exemple, les personnes
adultes de Paris et réparlissons-les suivant le nombre des cheveux, la
pointure de leurs chaussures, la couleur de leurs yeux, leur journal
favori, et ainsi de suite. Si nous considérons une partie pas trop petite
de la population, par exemple, la population d’un arrondissement, il
se peut que la répartition suivant quelques-uns des points de vues
considérés soit considérablement différente de celle qu'on a obtenue
pour la population totale. Mais pour presque tous les points de vues,
supposés indépendants, la répartition ne changera que trés peu.
Ainsi, par exemple, il se peut que la répartition suivant le journal
favori montre un aspect totalement différent d’arrondissement en

- arrondissement, mais d’autre part il est probable que le pourcentage
des personnes aux yeux bleus est presque le méme partout.

Pour donner une forme exacte & notre énoncé nous nous servons
de la terminologie de la théorie des fonctions indépendantes, intro-

duite par MM. Kac et Steinhaus (*).

(1) Conférence faite a la Société Mathématique de France, le 20 décembre 1948.
(*) M. Kac, Fonctions indépendantes, 1 (Studia Math., 6, 1936, p. 46-58).
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Nous appelons deux fonctions réelles, définies et mesurables ausens
de Lebesgue dans Dintervalle (o, 1], indépendantes, si pour deux
couples de nombres réels (a, b) et (¢, d) quelconques, on a

meskfu < f(6) £ b; e < g(t)yZLd|=mesE|n < f({)Lb] mesE[c < f()Ld],

autrement dit, si la mesure de ’ensemble ou les fonctions f(¢) et g(t)
satisfont simultanément aux conditions a < f(1) Zbetc<g(t)=d
est égale au produit de la mesure de I’ensemble ou @ < f(t) b et de
la mesure de I’ensemble ol ¢ < g(¢) = d.

A chaque fonction f(t) nous faisons correspondre sa fonction de
distribution V (X)), définie par la formule

V(X)=mesE[f(1) ZX].

V(X)) est une fonction définie dans I'intervalle (— o, -+ ), crois-
sante et continue a droite; on a V(—w)=0 et V(4 o)=1. D’une
fagon naturelle V(X)) définit une fonction non négative et additive
d’intervalle si I'on pose pour I =(q, 0]

V[ T=V,(0)— "V ().

Donnons-nous un sous-ensemble & de l'intervalle (o, 1], de mesure

positive mes& = | &| > o. Nous délinissons la fonction de distribution
de f(t) sur 'ensemble & en posant

mesE[ f(¢) ZX; ze@']_

Vf(k): &

Il est évident que V&(X) jouit des mémes propriétés que nous avons
énumérées pour V ,(X).

Pour pouvoir énoncer notre théoréme, nous avons besoin de la
notion de I'intégrale de Burkill (*). Soit U[I] une fonction d’inter-
valle définie pour tout intervalle T=(«, 3], compris dans un inter-
valle (@, b]. Nous considérons les subdivisions de I'intervalle (a, &]
en un nombre fini d'intervalles I,, I, ..., I, et pour chaque subdi-

(") S. Saxs, Theory of the integral (Monografie Math. VII, p. 165-169);
cf. aussi S. Keneisry, Fonctions d’intervalle non additives (Act. Sci. et Ind.,
p- 16-17).

/
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7 .
vision nous formons la somme ‘\:‘ U[L.]. La longueur du plus grand
gy
des intervalles d’une subdivision S =/{I,}, sera le diamétre de la
subdivision, et nous le désignons par ¢(S). Les expressions

— I
f Ul =Tim WU[L] e fU —hm)L

" G18) >0 ASES >u
k=1 k=1

sont appelées respectivement les intégrales supérieures et inférieures
de Burkill de la fonction U[I] dans (a, b]. Dans le cas ol ces deux

intégrales coincident, nous disons que U[I] est intégrable au sens de
b

Burkill et nous désignons leur valeur commune parf U[I].

a

Le lemme suivant établira I’existence de cette intégrale dans les cas
ol nous en aurons besoin : ' ‘

Lesve. — St U 1] est une fonction d’intervalle convexe, c’est-a-dire

Ul UL |+ U[ L ]pour I=1,+1L, e s, de plus, U[I] est
continue a droite, alors f U[ 1] < o implique l'existence de I’intégrale

a
— 0

de b’zuLzllf U| I}, qui dans ce cas est aussi la plus petite borne supé-

rieure des sommes LU[l.| prises pour toutes les subdivisions de
Uintercalle (a, b].

lci une fonction d’intervalle est dite continue & droite, si en posant

l=(a, 8], IL=(2+0,8+¢c) (6>0,e>0),

on a
limU[I]=U[1}

pour € - > 0, ¢ — o et pour chaque sous-intervalle (o, 3] de (a, &].

L’énoncé correspondant pour le cas ol la continuité ordinaire
remplace la continuité a droite, se trouve démontré dans le traité
de S. Saks (%), et 'on modifie comme suit la démonstration pour en
obtenir le lemme ci-dessus.

(") Saks, loc. cit., Kenvisry, loc. cit., p. 31.
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Désignons par M la plus petite borne supérieure des sommes ZU[I,]
et donnons-nous un nombre positif ¢ aussi petit que I'on veut. Suppo-
sons que les intervalles I}, I;, ..., I’ donnent une telle subdivision de

lintervalle (a, 6] qu’on ait ZU[IA] >M—i Posons It = (o}, a;_ ]
k=1

En vertu de la continuité a droite de la fonction d’intervalle U| 1],
nous pouvons déterminer v, (k=1, 2, ..., n) de la facon que pour
I =(o,+7, 2;,,+¢], avec o<y<v; et 0< <7y, nous ayons
| UL — U[Ik’] | < - Posons 1 =minv, (Iéké n). Soit main-
tenant S = | l,.% une subdivision ayant un diameétre 8(5) inférieur a ).
Désignons par I,=(a,, .., | les intervalles de S. Soit o, le premier
des o, supérieur ou égal a «. Iicrivons

T | T * N
k= 2, = (of 4+ Yh @y + Ok
PRSI S rrra—1

I'hypothese B(E) < nentraine o £y, <7, 0 = 6, < 7. Hen résulte que

|u[ 1] — vy
‘et a plus forte raison que’

€

ul )= vy —

.
27

D’autre part on a, en vertu de la convexité de U[ ],

2 U[ii]éU[fkl

rpE) S —t

d’otl finalement

] B U T B B

e

ce qui démontre le lemme.
Aprés ces remarques préliminaires, nous pouvons énoncer le
résullat suivant :

Tukorime 1. — Soit f,(2), f.(2), ..., fu(?), ..., une suite de
Jfonctions réelles, indépendantes deux a deux, définies dans ['inter-
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valle (o, 1]. Soit & un sous-ensemble de mesure positive |&| >0 de
U'intervalle (o, 1]. Soit V,,(j\) la fonction de distribution et V¢ (}\) la
Sfonction de distribution sur & de f,(t) et posons

Vil = V.(b) — V,(«) el VeI T =V§(b)— V, ()
pourl=1_a, b|. On a

TOVET] = V. [1])2 '
VT = TE

(1 >

-+ 7z
n==l

otr les intégrales figurant au premier membre sont des intégrales de Burktll.

On s’apercoit tout de suite que 'expression

o V“’III—\n[ 1)
A V1 n) = -
V8, V.) f T

fournit une mesure naturelle de ’¢cart entre la distribution de f,,(¢)
sur & et de la distribution de f,(¢) sur 'intervalle entier (o, 1].

Avant de commencer la démonstralion proprement dite, remar-
quans que les fonctions d’intervalle

0

, VE[1]— V,[1])?
U 1= Al 7\ - (1))
sont de la forme ]Ul[llJ]’ ot F[I] et G[I]sont des fonclions d’intervalle

addilives, non négatives et que toute fonction d’intervalle de cette
forme est convexe, ce qui résulte de I'inégalité élémentaire

(er 4+ 0)? ot b2
cvd =T d

De plus, U,[I] est continue a droile et ainsi les conditions de notre
lemme étant vérifiées, les intégrales de Burkill du premier membre
de (1) existent; et pour prouver notre théoréme, il suffit de montrer
(que la relation

» N,
(2) NN Vi L] = Va[La])* 1
ded Vol L] — 18

n=1 k=1

subsiste pour toules les subdivisions {I,.} de (—o, 4-0). Il suffit

Journ. de Math., tome XXVIIL. — Fasc. 2, 194 18
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évidemment de ne considérer que les subdivisions {I,}, ot I'on a
V.| L] > O pour tout £.

Démontrons maintenant la formule (2). A toute subdivision {1, !
il correspond une décomposition en sous-ensembles mesurables {7z, !
de l'intervalle (o, 1], qu’on définit par la convention suivante : 1€,
si f,(¢)€l,. Soit p,. la mesure de I’ensemble 7,;, qui est d’ailleurs
égale a la valeur V,[L,.], supposée positive. Soit F,,(z) la fonction
caractéristique de I’ensemble 7,;,. Posons

Fnk( [) '_])n/.'

e 0. J—
— (f=1,2,...,N,; n=1,2,3,...).
V Duk

?n/.‘( [) -
Remarquons que le systéme {¢,,(¢)} forme un systéme quasi ortho-
gonal au sens précisé par M. R. P. Boas jr. ('), avec la différence
non essentielle qu’il n’est pas normé exactement. On voit cecien vertu

des.relations _
1

(A) [ s de=1—pu
. 1 a
(B) f Qi ()9t (L) dt =0 pour 2 % m,
0 I L
(_C) /‘ ’,@n/‘;(l)o?uk'({) dl —=— v/j)/lﬁ.p,,/;r pour A= A

v

(A) résulle d’un calcul simple en utilisant la relation évidente

1 1
[ ]?I?;/((l) dt :f Fn/;(t) dt :.[)/z/;:_
oo 0

On obtient (C) en tenant compte de ce que
i
f Fou(O)F(t)dt=o0 pour A Z K.
] .
Finalement (B) est une conséquence de la relation

1 1 1
(3) f Ful;(l)le([)f/l :f Fnk([) dl/ FIII/([)d[:])II/{])nl/)
0 0 <o ’ . .

(*) R. P. Boss jr., 4 general moment problem (Amer. Journ. Math., 63,
1941, p. 361-370); cf. aussi R. BELiyMaN, Almost orthogonal series (Bull. Amer.
Math. Soc., 50, 1944, p. 517-319).
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qui a son tour résulte du fait que par hypothése les fonctions f,,(¢)
et /m(t) sont indépendantes, et la formule (3) est equlvalente a

1nesE|/,,(l elulw,/m l)elnlll—mes]—‘[./u(l)elulImeSE[/;u [)Elm/]

c’est-a-dire & la formule qui définit I'indépendance des fonctions.
Montrons maintenant que notre théoréme est analogue a I'inégalité
de Bessel pour notre syst¢me | o, | de fonctions quasi orthogonales.
La démonstration, qui est calquée sur celle de 'inégalité de Bessel, se
fait de la maniére suivante. En désignant par &(¢) la fonction caracté-
ristique de I'ensemble &, on a évidemment '

-3 2

N N
' N
U .
\/o‘ 6(/) —>, > eu/.'(P/‘:/{([) {]l_XO,

n=t k=1

ou les coefficients e,, sont définis par
4 o
e,,/‘.:/ E(L)war(t) dt.
[}

En élevant au carré, les formules (A), (C) donnent

NN NN \ 2
~ ~ Y -—
=¥ YN 2\0)2
n=1 k=1 n=1 \k=1
Je dis que
Ny
" .
(’i) Zeuk \/])nk: o
k=1 -
pour n =1, 2, 3, .... En effet, nous avons

N , N N N,
Z Cnl \'//’n/: :f & ( Z)Z c‘,7111.'(1') \/[)ul; dt :f & ( [) 2 Fnk(/) —'Z]'u/: dl,
0 f

k=1 k=1 k=1 k=1

ce qui donne (4), si I'on tient compte des relations évidentes

N, Ny
EI’,,A.(t)EI, 2]);1/.-:1-

k=1 k=1
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On obtient ainsi
N Na
‘,\,:‘ : enp < & pour tout N,

n=1 k-1

ce qui entraine

(%)

:
H

D’autre part nous avons

!
e,,,,:f E(1) () dt = —I: &) [Far () — pur] e,
0 \/[)u/; 0

d’ott
((1)) enr— (‘GIV%;[I”A-I— |6|Vn(]/l/\]),
\/Vltl lnkl

compte lenu de ce que p,,= V,[I.] et de la définition de VE[I]. En
portant (6) dans (5), on obtient la relation (2), ce qui achéve la
démonstration d’aprés les remarques faites précédemment.

En vue des applications & la théorie des nombres, nous avons besoin
d’une généralisation du théoréme que nous venons de démontrer
au cas ou les fonctions qui y figurent sont seulement presque
indépendantes.

On dira que la suite £,(t), /5(¢), ..., f.(2), . .. de fonctions mesu-
rables, définies dans I'intervalle (o, 1] forme un systéme de fonctions
presque indépendantes, si les relations

mesE[v < fu() b5 e < [ult) =d|
mesE[n << f,(1) =Z 0] mesE]| c<_/'/',,,(\l)é(/j

I é 611 6/ll

subsistent pour tout z et met pour deux couples de nombres réels (a, b)
et (¢, d) quelconques, pour lesquels le dénominateur au premier
membre est différent de zéro. Les nombres 9, sont supposés tels que

@

O o
02= z 6,31<1.

n=I1

Tukorime 2. — Soit f,(¢1), [f.(2), ..., fu(2), ..., un systéme de
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Jonctions presque indépendantes au sens qu'on vient de préciser. V,[1]
et VE| 1] ayant les mémes significations qu’ antérieurement, on a

NIRRT TV VNI S
uf_,_ VIt = TeTa—

n=1

L.a démonstration de ce théoréme est analogue a celle du théo-
reme 1, par conséquent nous indiquerons seulement, les points ot les
deux raisonnements sont différents.

Au lieu de (B) nous avons

f ?”,\'(1)?!)11:({> dt
]

N 2l
Ainsi, en calculanL/ | &(t) — XX eu9.4(t)|* dt, nous oblenons au
0 :

j——— . A
_é V [2nk Pmi On O

premier membre encore un lerme, a savoir

N N N, N
Z E Z Zmem,f Onk (1) Ome(£) dt

m=n k=1 (=1 ¢

Ce terme peut étre majoré de la fagon suivante :

N N N, N
e 2: 2: . /T ;7 X a a
| l | ;é ( Z [ Cuk I I Cme I V [nik \v/Pmu 0, Oy
= k /

N N N, N
\ Q N ' LY
Z E E ) [ €nk [ \/[)n/ ZI C€e |V [ me Y90 0m
n=1 m=1 \k=1 /=1 »
mn
1 i
N N Ny NEAL 2
Wl W o o N~
= 2 2 E €k E €nt ) On %m:
n=1 m=1i k=i (=1

en utilisant 'inégalit¢ de Schwarz et en tenant compte des relanons

Na
ZP"": 1. En utilisant toujours I'inégalité de Schwarz, nous obLenons

k=1
1
N Ny 2 N

—
: Cuk

n=1 \Vi=1 / =1 k=1

81

n

N
/

N
N
9

N

N N
"~
B} 2
<20 -V ) [

1 1 k=1
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Donc finalement

d’ott le résultat découle comme précédemment.

Comme application du théoréme 2, nous démontrons un théoréme
relatif & la théorie des nombres, qui est une généralisation du « grand
crible » de U. V. Linnik (*). Ce théoréme exprime ce fait qu'une
suite de Z entiers n,~n,~ ... n,N suffisamment dense, c’est-

1 Z . , : .
a-dire pour laquelle ~ Dest pas trop petit, se réparlit assez unifor-

mément dans les différentes classes de reste parrapport 4 presque tous
' ' 3 .
les nombres premiers p < \/Td Plus précisément, je démontre le
TuEoREME 3. — Soient f(p) et Q(p) deux fonctions arithmétiques

arbitraires avec 0 < f(p) < p et 1<_Q(p). Posons

VAVI .
P

min

el max Q(p)=0Q.
pe U3 i

By
n< ?.‘E_

St Z(p, k) désigne le nombre d’entiers de la sutte n; (j =1, 2, ..., 1),
qui sont congrues @ k mod p, alors nous avons pour tout nombre
N L oNQ:

VA4
eux, et pour tout reste k mod p, sauf pour peut-étre des restes irréguliers
en nombre au plus égal a f(p), la relation

. 7
L(P’ A)_ ;

remier p <_ VN sawf peut-étre pour au plus exceptionnels entre
p p 2 7 peut-etre p I P

Z
<00

Démonstration. — Posons f,(1)=4k, si {Nz}j=£k (modp) et
oLkZp,—1.1Ici {y} désigne le plus petit entier > y. Nous avons

LN A ou A/"—/o -
ﬁ(_ I 7+I P r A= _,»

[\] our /‘—-o‘
pal P Y

(7)) W(pn h)y=mesE[ f,(¢) =k]=

2|~

(*) U. V. Linxig, The large sieve (C. R. Acad. Sci. U. R. .S. S., 30, n k&,
1941, p. 290-292). .
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oit [y ] désigne le plus grand entier - y. Nous avons pour n5£m

<[N - k”] > ” /
. 41} pour k"o,
CPafPm ]

| =~

Pl

1 N
(—\— PuPm

mesE| [ ()= h; fu(t)y—=~F]
pour A'=o,

oll " est définie comme suit : U'ensemble E| /,(¢) = k; f,.(1) =k ] est
formé des intervalles (7—\—'—[, %) yolt g=k (mod p,)etg==4"(mod p,,).

Puisque p, et p,, sont premiers, il exisle un reste £” tel que ces deux
conditions s’écrivent dans la forme ¢ = 4" (mod p, p,,). On a donc

z| w0

[mesE[ f,(&)y =k; fn(t) = K — mesE[ f,(6) =k | mesE[ [, (=] =

. 2
Par conséquent, nous pouvons prendre ¢, = p, \/ﬁ, pour valeur de la

quantité qui figure dans le théoréme 2. Nous aurons par ce choix

\/[—\T 3
[’<T> L

0l= < qpie m——r
n :\ /’1-—«— N DY

Soit & ensemble des intervalles <""\T . '{’J (j=1,2,...,Z)etnous

-

, VA . . .
aurons |&|= 5 - On a aussi, dans le cas envisage,

L pny K) I >

o — VXA 7T T k

[ = Nl E F( Tz i)
V(1] : W (pn, k)

(8)
En utilisant I'inégalité élémentaire
(e —+ b)Y T a(a*+ b?),

et vu les relations [ voir (7)]
t 1 ’ I I
— = =W Y .~ — .
Pn N— (1)”’ A ) T Pn + N ’
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nous obtenons

p—t (ﬂ/_ﬁ W, "”)2
? /J(Pm A) _ y
(9) d‘l)u Z ]),l d

k=0

W pmy ) +h

=

=0

et le théoréme 2 donne

,,|l|—V,,|I[) ' N
(10) 2/ Al “Tela=09) " Z

a2

Vu (8), (9) et (10) nous obtenons

Pa—1

ns K | YN
ZP"Z< L) 2

: k=0
VN
1n<

Cette inégalité est vraie, & plus forte raison lorsque la sommation
extérieure s’étend seulement aux nombres premiers exceptionnels.
Pour un nombre premier exceptionnel nous avons par définition

Pa—1
P, 2 (Z(I{/l% 3] 1 \? . [7"/(17" ~
\ Z ./)'l," PHQ? ])H Q

k=0

done, si Y désigne le nombre des nombres premiers exceptionnels

el VYN .
inférieurs a \—q » nous obtiendrons

9N ou bien Y < 9NQ

éﬁ =77’

r3| A
7

ce qui prouve le théoréme.

o B .
En prenant par exemple /(p)=p’' et Q(p)= p* on oblient que le
C/N
logN’
le nombre des nombres premiers exceptionnels est = C, N logN, ce
qul est trés petit par rapport au nombre de tous les nombres premiers

N VN 1ad M
inférieurs a - qu1 est asymplollquement errd a- k"\,-

On peut prendre par exemple, pour la suite n; la suile des nombres

nombre des premiers exceptionnels ne dépasse pas N‘ SiZ >



