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Dédié à la mémoire
de G. H. HARDY.

Recherches sur les fonctions hdrmoniques
dans un carré;

PAR N. ARONSZAJN. ‘

Les fonctions harmoniques dans un cercle ont fait l’objet des
recherches très nombreuses et approfondies. On a étudié leur déve-

. a .lo ement en série —° Er" a cosn b s1nn leur com orte—pp
2 + ( n <p—l— ” <p), p

ment -à la frontière du cercle, leurs relations avec la série trigonomé-
. a" .tr1que

—-2—
+ Z(an cosncp + bn s1nncp) etc.

Les fonctions harmoniques dans un carré |æ|<n, |y| <11 n’ont
presque pas fait l’objet d’études systématiques.

Il nous semble que la raison principale en soit qu’on ne connaisse
aucun système maniable, orthogonal et complet, des fonctions
harmoniques dans un carré.

Dans cet état de choses on est amené à considérer dans le carré des
systèmes complets (dans un sens à préciser) de fonctions harmoniques,
non orthogonaux. Vu la forme particulière du carré, les fonctions
harmoniques les plus simples à y étudier sont de la forme cp(æ) @(y).
Le système complet le plus simple de telles fonctions, apparenté au
système trigonométrique, est le système
(1) cosmæ coshmy, cosmæ sinhm_y, sin ma; coshmyy, sin mæ sinhmy;
(I’) cosnæcoshny, cosh næ sin ny, sin hnæcosny, sinhnx sin ny.

Les fonctions (1) sont périodiques de période 27t en 33, tandis que
les fonctions (I’) sont périodiques en y de période 211. En posant
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z=æ+yi, nous dirons que les fonctions (1) ont une période 2.1,
tandis que les fonctions (I’) ont une période zm'.

Le développement d’une fonction harmoniqueh(z) dans R suivant
les fonctions (1) et (1’) produit une décomposition
(2) h(z)=h,(z)+hflz) pour zeR,

de la fonction h en somme de deux fonctions harmoniques, l’une étant
harmonique et périodique de période 2Tt dans la bande horizontale
[y

| < n, l’autre étant harmonique et périodique de période 2711 dans
la bande verticale ]æ| < 11.

Le but du présent travail est d’étudier les décompositions (2) et les
développements en fonctions ( 1) et_(1') qui s’ensuivent. '

Le travail est divisé en cinq sections. La section I est consacrée aux
diverses propriétés des fonctions harmoniques périodiques et double—
ment périodiques, utilisées au cours du travail.

Dans la sections Il nous nous occupons du problème (P) qui
consiste à trouver des décompositions (2) pour un h harmonique
dans B, mais d’ailleurs quelconque. Nous y prouvons l’existence
d’une telle décomposition (théorème 1.0) en construisantune décompo—
sition analogue pour la fonction analytique f(z) avec h: Ref. A la
fin de cette section (voir paragraphe 13), nous remarquerons que les
méthodes y employées permettent de déduire des formules explicites
pour les composantes dans le cas defcontinu dans le carré fermé ÎÏ .

Ces formules permettent d’analyser le comportementdes composantes
près de la frontière du carré.

Dans la section 111 nous considérons le problème (P) pour les
fonctions la qui sont L dans R(‘). En appliquant un lemme de
Zaremba (théorème 15) au développement de h en double série de
Fourier nous obtenons une condition nécessaireet suffisante en termes
des coefficients de Fourier pour qu’une fonction arbitraire h soit
équivalente à une fonction harmonique (théorème 17). Pour la harmo-
nique nous y trouvons un développement en fonctions de (I) et(1’)
donc une décomposition (2) (corollaire 19). Nous trouvons de plus la 

(‘) Nous disons qu’une fonction est LP dans R si elle est de p““"6 puissance
sommable dans R. Nous écrivons L pour L1.
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forme des composantes h., h2 qui sont L" dans R (pèl), s’il en
existe une paire (théorème 20). Nous obtenons des développements
différents suivant le type {p., v} de la fonction h. (La fonction la est
dite du type { p., v}, si elle est de parité p… en as et v en y. Nous ne
considérons que les types {0, o }, {o, 1 } et { 1, 1 }, car le type{ 1, o } est
complétement analogue à { o, 1 }). Ala fin de cette section (paragraphe
18) nous appliquons les résultats obtenus pour trouver les décompo—
sitions des fonctions le aux premières dérivées bornées dans R et pour
analyser le comportement des composantes près de la frontière. Il se
montre que ce comportement dépend du type de la fonction. Comme
conséquence de cette analyse, on trouve que les composantes sont
L" dans R pour tous p< oo, mais ne sont pas en général continues
dans le carré fermé È, même, en général, ne sont pas bornées dans R
(pour le type {O, o }).

La section IV est consacrée aux fonctions Iz, L2 dans R, et au pro—
blème (P?) de trouver une décomposition (2) pour une telle fonction

la avec le. et 122 L2 dans R. Nous montrons (voir théorème 2—4) que ce
problème est toujours soluble pour les types {O,'O} et} [, 1 }, tandis
que pour le type {O, 1 } nous donnons un exemple montrant que pour
ce type le problème {P°} n’est pas toujours soluble.

Nous trouvons ensuite des propriétés caractéristiques des coef—
ficients de Fourier d’une fonction [1 quand le problème (P‘—’) est
soluble (théorème 25 et 25’). Nous étudions des fonctions particulières
obtenues par l’intégration de h (voir @ 22) et les utilisons pour
obtenir une expression de la constante y figurant dans les coefficients
du développement des composantes Il4 et Il2 de la suivant les fonc—
tions (1) et (I’) respectivement (voir formules à la fin du para-
graphe 16). '

La dernière section est formée des paragraphes séparés contenant
des compléments au texte et des remarques sur différentes générali-
sations et extensions de nos considérations.

Le paragraphe 25 donne certaines propriétés des coefficients de
Fourier et des composantes des fonctions harmoniques L2 de type
{0, 1 }, pour lesquelles le problème (P2) n’est pas soluble (quand il
est soluble des propriétés plus fortes sont données dans le théo—
rème 25')
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Le paragraphe 24 pose le problème (P”) analogue à (P”) pour les
fonctions harmoniques LP. Nous y montrons qu’une fonction harmo-
nique h, LP dans R, Iép_é 2, admet toujours une décomposition

2!”
...—P,
 à la (2) avec il, et h2 L‘! dans R pour tout 9 avec o<q<
4

mais ce résultat est loin de donner une solution du problème (PP).
Le paragraphe 25 donne une interprétation abstraite des pro—

blèmes (PP) les transformant en des problèmes concernant des sous-
espaces linéaires fermés des espaces L”. Ceci les met en connexion
avec un théorème général de H. Kober (‘). Ce théorème permet de
donner une explication heuristique de la différence entre le type
{O, 1 }et les types {O, o} et {

1, 1 } à l’égard du problème (P’). On est
ainsi amené à une méthode permettant de prouver que le pro—
blème (Pi) n’eËt pas toujours soluble pour les types {0, o} et {I, 1 }.

Le paragraphe 26 étend nos considérations aux rectangles et paral—
lélogrammes dans le plan, tandis que le paragraphe 27 les étend aux
cubes dans l’espace. Enfin, le paragraphe 28 montre comment traiter
par nos méthodes, un genre spécial de développement des fonctions
harmoniques dans le carré R, lié avec la solution du problème de
Dirichlet dans ce carré.

Le présent Mémoire devait inclure initialement les résultats du
travail Properties of a class of double z'ntegrals (Annals 0f Math., 46,
1945, p. 220-241) écrit en commun par feu le professeur G.-H. Hardy
et l’auteur. Ce travail sera désigné dans la suite par H.—A.

Les résultats de H.—A. étaient à la base des démonstrations primi-
tives de la section IV du présent Mémoire. Mais, avant même que ces
résultats en aient été complètement rédigés, l’auteur avait pu trouver
des démonstrations plus directes pour les théorèmes de cette section.
Il est apparu alors que les résultats de H.-A. seraient beaucoup
mieux mis en valeur dans un travail séparé.

Il est pourtant à souligner que, même dans la version actuelle, les
considérations de la section IV présentent bien des empreintes de la
collaboration avec le professeur Hardy (voir les remarques à ce sujet
dans le texte). 

(*) Voir H. KOBER, Compositio Mat/mm., 7, 1940.
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De plus, le théorème principal de H.-A, (théor. 1) se montre indis—

pensable pour les résultats partiels donnés dans les paragraphes 25
et 24 de la section V. ‘

I. — Fonctions harmoniquespériodiques.

1. — Nous commençons par la considération d’une fonction harmo—
nique h(z): h(æ+ ty), régulière et périodique de période 2a(a > 0)
dans la bande
(1.1) —oo<æ<+œ, |yl<b.

Par des raisonnements classiques, soit en développant h(x+ t‘y)
en une série de Fourier pour y=const., soit en développant la
fonction analytique f(z), dont h(z) est la partie réelle, en série

i7t nz__
des exponentiellese “ , on aboutit au théorème suivant

THÉORÈME 1. — Toute fonction h(z) harmonique et périodique de
période 2a dans la bande (1 , 1) est représentable sous la forme

ao ‘1 7rnac nny1.2 k z = — + a cos— cosh ——
< > < > 2 3 n a a

__ n=1

Îoc’
°°

una: un+ Î°Ï+ Ea',,_cos sinh
——â—Z

 
a

n=1   
 

? °° °°.7tnx 7rny —« , . une:. 1rny+ 2 sm cosh Z sm smb——6" a a + a" a a ’
_n=1 n=1

où chaque série est absolument et uniformément convergente dans toute
bande |yléb’< b.

2. Afin d’abréger les énoncés et simplifier l’écriture nous intro-
duisons les notions et notations suivantes. Soit D un domaine
admettant pour axes de symétrie les axes des coordonnées (par
exemple le rectangle [æ|<a, |yi<b, ou la bande (1,1), etc.).
Nous dirons qu’une fonction h(z) définie dans D est du type { u, v ;,
u=o,1, v=o,1, si h(z) est de parité uenæetveny.

Il est clair que toute fonction h(z) peut être décomposée, et d’une
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seule manière, en somme
‘

(2.1) It =._It…,+ h… + It…+ h…

où Il… est du type { [J., v }. On a

1(2.2) h…(z)=— 2 2 (—1)Pk+"lh((—I)kæ+i(—1)’y)

 & k=o,1 l=o,1

Si /z(z) est harmonique, les It… le sont également.
Posons

, ._ (—I)V . ., i——)"x i— 1—(2.3) e…,(;,)_
[;it” 2 E(——I)P‘À+le(( 1 +(1)))_

k=0,1 l=0,1
On a
(2-4) 6i5=600(5)—601(Z)+i€10(5)—l.€11(5)7

(2.5) i
e…,(;) : cosx coshy, em(z) : cosæ—sinhy;

( _e…(z): sine: coshy, en (Z): sinx sinhy.

Posons encore

(2.6) (300(z)=1, ' r…(z)=_y, o…(z)=vu(z)=o.

Le théorème 1 est alors équivalent au suivant :

THÉORÈME 1’ . — Toute fonction /2w<5) de type { {J., v } , harmonique et
périodique de période 2a dans la bande — oo < x <+ oo ,

|
y| < (7, est

déc‘e10ppableen ser—te

1 fin;(2.7) Ît…(s)=aaïfl}('p_v(z)+ZaîfJe…< a ),
Iz=1

 
cette série étant untf0rfltémmt et absolument convergente dans toute
bande ]y|éb’<b.

Il est clair que les coefficients ocîÏJ remplacent ici les cz”, oc), fin et
, __ (m_

B” du N1 1 et que pour p. __ 1 ou… _ o.

5. Les fonctions  7rnz(3.1) co.,(z),
e…< a> (u=o,1;v=o,1;n=1, 2, ...),
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forment visiblement un système orthogonaldans le rectangle |æ] < a,
|y] < 6 c’est—à—dire que si cp(z) et $(z) sont deux fonctions différentes
de ce système, on a

b

/_:f_bç(z)q”(z)dædy=o.

On a de plus le

THÉORÈME “2. — Le système (5,1) est complet dans la classe de
toutes les fonctions h(z) harmoniques et périodiques de période 2a
dans la bande

|
y|<b, qui sont L (c’est—à—dire sommables) dans le

rectangle [x[<a, |y|<b…

Ceci veut dire que si pour une telle fonction
[;[ h(z)cp(z)dædy=o,

—b

pour toute fonction <p(z) du système (5,1), h(z) est ideñtiquement
nulle.

En décomposant h(z) suivant (2, 1) on trouve des fonctions h… de
type { u, v} qui clairement satisfont aux conditions du théorème 2 et,
en particulier, appartiennent à L. La fonction h… étant orthègonale à
toute fonction de (5,1) de type différent, on voit que le théorème 2
est équivalent à

'

 THÉORÈME 2'. — Le système

(3.2) c…(z), e…,(fiîz) (n=1, 2, ...)

est complet dans la classe de toutes les fonctions h…&z) du type { p…, v },
harmoniques et périodiques de période 2a dans la bande

]
y] < 6 et qui

sontLdans [æ|<a, [y|<b.

La preuve de ce théorème est immédiate. En effet, vu le théorème l’,
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0118

ba _ F af ] h…(z)ew<nîb> dædy= limf dyf hw(z)e…<fiîz>dæ——a -—b [ b'>'b ——b' —-a

bl “ 7tnz ’
=aîfi)ül1g _bldy£a <el“'<Î>> dæ

  
 

De même, pour p… = 0,
a _ b a .bf [ h0‘,(z)cov(z)dædy=agfi’f / (cov(z))2dædy.

-—u __b —-a ——b

Donc, si hw, est orthogonal à toutes les fonctions de (5.2), tous
les oc‘£l sont nuls et suivant le théorème l’, h… = o.

4. THÉORÈME 3. — Pour qu’une fonction h(z) harmoniqueetpériodique
de période za dans la bande |yl<b soit L” (c’est—à—dire de carré
sommahle) dans le rectangle |œ|<a, |y|<b, il faut et il sufiît
que

2nnben

6 a(4.1) E(aîfi})‘* <oo pour p=o,1, v=o,1,
Il_l

 
Il

où ocË,’}3 sont les coq/ficients du développement (2 . 7) du composant h…(z)
de h(z).

Premièrement, pour que h(z) soit L2, il faut et il suffit que chacun
des h…,(z) le soit comme il vient immédiatement de (2. I) et (2.2).

Ensuite, (2.7) étant un développement suivant le système ortho—
gonal (5.2) dont les fonctions sont L2, il s’ensuit des propriétés
générales de tels développements que

à

£a£b(huv)2 dxdy=
â—(aæ) “fl(0nv)zdxdy

,

+2(ŒHLJ)2f/<ew<nîz))sdædy)
n=1
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et vu ue l’onal’é alité as tu toti ue; q % y P q

a b «) ° nbnnz ' a2 5——

f_fl f_,(%( a )) …—W…e ,

la nécessité et la suffisance de (4. z) en résulte immédiatement.
On ne connaît pas des conditions nécessaires et suffisantes pour les

classes L", p # 2. Ajoutons une condition nécessaire pour la classe L.

  
THÉORÈME4. — Avec les notations du théorème 3, pour que h(z) soz'tL

dans le rectangle |x} < a, }y
| < b, fifaut que

7'tnb

_ 87(4.2) 11ma‘d‘J n :o.
n=oo
 

En effet, h,… étant L dans le rectangle, la fonction
b

x…(æ) ::f lt…(5) dy
-— 0

est L dans — a < av < a. Ses n‘èmes coefficients de Fourier pour nè1
sont, si l’on prend par exemple XM:

a b a

äf Xol(æ)cosfinxdæ=âf (i)/[ h…(z)cosnnxdœ
.../1 0 v_a

   a a
7rnb

;,
Tr

cosh _a —— 1
1 . nx: — a},’{’a smh dy =aocäPa

0
a fin

et (4.2) en résulte d’après le théorème de Riemann—Lebesgue.
On procède de même pour tous les autres types { u, v }.

5. En considérant les fonctions entières

(5.1) 1:000(z), ——.iz=coi(z)—ix,
cosz=eoo(z)—ieu(z), sinz=e…(z)+ie…(z);

on trouve facilement les propositions suivantes :

1° La fonction harmonique du type { pu, v}  1 1rnz
hm(z)=îa}fJnw(z)+Eocîfile…< a )

n=1
Journ. de Math., tome XXVII. — Faso. 2, 1948. 13
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possède comme fonction conjuguée la fonction du type { 1 — u, 1 —— v } 
a

(5.2) gî—H»i—V(Z)= —Œixid1—u,1—V(Z)+Za(n)(_l)î—Pei—p. 1_V<Tfnz>,

012

(5.3) do,o(z)=d01(z)=du(z)=o, d…(z)=—æ

2° La jonction conjuguée (5.2) est harmonique et périodique de
période 2a dans la même bande

|
y|<a dans laquelle h… l’est, sauf

pour {J.=O, v: 1 et ocffi’ # 0, quand g…,(z) au lieu d’être périodique
est quasi périodique dans le sens que

(5-4) g…,(z+2a)—g1,0(5)=—aagfä’.

3° Une fonction h(z) harmonique etpériodique de période 2a dans la
bande

|
y] < b possède pour fonction conjuguée une fonction quasi

périodique de même période 2a.

6. Nous passons maintenant aux fonctions harmoniques double—
ment périodiques.

THÉORÈME 5. — Soit h(s) une fonction harmonique dans les deux
bandes

(6.1) —oo<æ<+oo, |__y[<b et lxl<u, —oo<y<oo.

Soit de plus h(z) périodique de période 2a dans la bande horizon-
tale

|
y

| < b etpériodique de période 2 ib dans la bande verticale
| x[ < a.

Dans ces conditions : 1° h(z) est prolongeable analytiquement de
manière uniforme dans tout le plan a l ’eæception des points
a(2m+1)+ ib(2n+ 1)(m, n= 0, + I, i2,. . .) et est doublement
périodique des périodes 2a et 2bi; 2° h(z) est la partie réelle d’une
fonction analytique f(z), uniforme et régulière dans tout le plan à
l’exception des points a(2m+ 1 ) + ib(2n+ 1 ),

doublement
quasi

périodique despériodes 2a et 2 bi
Démonstration. — 1° Les points a(2m + 1 ) + ib(_2n + I) sont les

sommets d’un réseau de rectangles. On définit h(z) à l’intérieur de
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ces rectangles en posant

h(z+2ma+2nbi)=h(z) pour |æ|<a, |yl<b
(m, n=i1, i2, ...).(6-2)

L’harmonicité et la périodicité de /z(s) dans les bandes (6.1) a
pour conséquence que il et ses dérivées se raccordent le long des côtés
de ces rectangles, à l’exception éventuelle des sommets. Sauf pour
h(s): const., ces sommets sont des points singuliers, car autrement,
vu la double périodicité, h(s) serait régulier et borné dans tout le
plan, ce qui est impossible pour h non constant.

20 Considérons d’abord la fonction harmonique g(z) conjuguée
de /z(z) dans le domaine formé par les deux bandes (G. 1). Suivant 3°
du n° 5 (qui peut clairement être appliqué à la bande verticale aussi),
g(z) est quasi périodique dans chacune de ces bandes aux périodes 2a
et 2bi, soit

e(z + …) —e<z) :O: pour WI< b,
.3(6 ) gz( +2bi)—g(z)=fi » ]x[<a.
Par conséquent, la fonction

(6.4) g<z=>b< )—Z—î—— Î—â

est harmonique dans les deux bandes et périodique des périodes 2a et
2bi. En appliquant la première partie de notre théorème à g,(z), on

trouve que g(z)=g,(z)+£a: + %yet
(6.5) f(Z)=h(5)+iâ‘(5)
sont prolongeablesde manière uniforme dans tout le plan àl’exception
des sommets a(2m+ 1 ) —-|— ib(2n + 1 ), j(z) est doublement quasi
périodique vu les propriétés similaires de h(z) et g(z).

7. THÉORÈME 6. — Soit h(:;) une fonction harmonique uniforme et
régulière dans tout le plan à l’exception des points
(7.1) a(2m+r)+ib(2n+r) (m,n=o,i1,i2, q…FW,’
et soit de plus h(z ) doublementpériodzquedes périodes 2a et 2bi…:» 7\Îi;_: s.; .\ I



98 N. ARONSZAJN.

1° Si]z —— a —— bi]3 h(z) —> 0 avec ]z —— a —— bi], alors

h(z): Re(cp(z —— a — bi) + cOÇ(Z -— a —— bi) + qz + cg),

où c, c() , c1 , 02, sont des constantes compleæes et p et C sont les fonctions
elliptiques de Weierstrass aux périodes 2 a et 2 bi.

“2° Si
]
z -— a —— bi]2 h(z) ——> 0 avec

]
z — a —— bi], alors

Ii(z): Re(qÇ(z — a —— bi) + qz + 02),

où co, 01 et 02 sont des constantes complexes.

3° Si
]
z —— a —— bi].h(z) —> 0 avec ]z _ a — bi], alors

lz(z): const.

Démonstration. — D’après la partie 2° du théorème 5
(7.2) h(z)=Ref(z),

' oùf(z} est analytique, uniforme et régulière en dehors des points (7. I),
doublement quasi périodique aux périodes 2 a et 2bi. Le dévelop—
pement de Laurent de f(z) autour du point singulier isolé a + bipeut
être écrit comme suit

+uo

(7.3) f<z> = 2 w eme—w,
".:—ao

où z — a — bi= reie, anèo, oc,l réel.
Si maintenant pour un *: = 1, 2, 3,

(7.4) ]z—a—biFh(z)—>o pour z—>a+bi.

on trouve, pour r> o et suffisamment petit,
211

(7.5) r"f h2(a+ bi+ re"°) dB
0: r‘”fn 2aä coszao+z [afinr-”+ a;îr”+ 2ana_neos(an+ a_,,)] .

n=1 

Le membre gauche de (7 . 5) converge vers 0 avec r et la série du
membre droit se compose des termes positifs [ ]. Par conséquent

r”[aînr-“‘+ a,î r2"+ 2ana_n cos(œn+ a_n)] —> 0 avec r.
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Il s’ensuit que
(7.6) a_n=o pour nèr.

Cas 1° *: = 3. —— De (7 . 3) et (7 .6) résulte que la partie principale
de f(z) au point a + bi est

. 1 1
a_2 ela—z+ + a,_1 ela—x+ -

2 (z — a —— bi)(z——a—— bi)

Par conséquent, la fonction
(7.7) f(z) —— u_, e“‘——ap(s — n — bi) — u_1ei°‘—:Ç(z — a — bi)

est une fonction doublement quasi périodique de périodes 2a et 2bi et
régulière dans tout le plan. Une telle fonction est nécessaire-
ment : c. :: + c2 (sa dérivée étant doublementpériodique). On trouve
ainsi
(7.8) f(z): u_2 ei°‘—ep(z —— a — bi) + u_, e”‘-:Ç(s —— a — bi) + eiz + ('2,

ce qui prouve notre thèse dans le cas I°.

Cas 2° T=2. — L’hypothèse est plus forte que dans le cas 1",
donc (7,8) a lieu avec a_2=o [d’après (7,6)], ce qui prouve la
thèse dans le cas 2°. —

Cas“ 3° T=I. Encore (7,8) est vrai, avec a_2=a_l=o. Si
c1 : y + iy’ # o, la fonction

li(5)=Réf(z)=yx—Y’y+const.
ne pourrait pas êlre doublement périodique avec les périodes 2aet 2bi.
Donc 0& = 0, ce qui prouve notre assertion.

Les fonctions considérées dans le théorème 6 sont donc de la forme
(7.9) /z(z)=Re[rp(s—a'—bi) +('oz(z —— a——— ÔL)+I'1Z +02].

Toutes les fonctions de cette forme sont doublement quasipério-
digues. Comme complément au théorème 6 nous prouvons le

THÉORÈME 6’. — Pour qu’une fonction de la forme (7.9) soit double—
ment périodique il faut et il sufl‘it que

.” TE
' __(7'10)

{ Ci=_°âco+Œ<Co—ho>y
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où c() = conjugué de c… et m est donnépar la quasi—pérz'odzbité de Z :

Ç(z + 2a) —— {($) :: 27“.

En effet, cp(z —-' a —— (n') et 02 sont doublement périodiques tandis
que e.,Z(z—La—bi) et c.z sont doublement quasi—périodiques, vu
que(Ù
(7.11) lÇ(Z+ZŒ)“C(Z)=2WU (z+2a)—z=ga,

lC(5+2bi)—C(5)=2YJ2, (z+2bi)—s=2bi.
Il s’ensuit que pour que (7 . 9) soit doublementpériodique il faut et

il suffit que
(7.12) Re[ro2m+c.2a]=o, Re[0flm+c.2bi]=o.

Dans notre cas des périodes 2a et 2bi, … et 712 sont donnés par les
formules (“‘)  7r‘2

°°
1 7727.13 \ — :_ -—— _— + = nombre réel( ) … 2a 2 . 7rbn 12a ’

1 51n112—_

b % . . . .(7.14) …: (—L … —
55 L :: nombre purement zmagmazre.

Par conséquent les équations (7.12) sont équivalentes à (7.10).
c. Q. F. D.

8. LEMME. — Soil/z(z) unefonctionharmonique régulière et LP (p è 1 )
dans un domaine (D, Si r(z) désigne la plus courte distance du
point s e 02 à la frontière de 02, on a *
(8.1) E

("(£)>”h(z)—>o quand r(z)—>o (3).

En effet, de la formule bien connue
I I / ,/

h(a)_—w(r_(z)ÿèfllh(z)dæ d) , 
(") En prenant les notations de Modern Analysis, 4° Ed. de Whittal£er et

Watson que nous désignerons en abrégé W—W.
(2) Voir W-W. formules sur pages 437 et 471.
(“) Ce lemme, dans le casp: 2 est dû essentiellement à S. Zaremba.
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où Cz est le cercle de centre 2. et de rayon r(z) (donc Cz C 02), on
déduit par l’inégalité de Holder

_

v I .

, , ;
, _ —z 1_%

|/z<z>léW[Ælhlpclæ dy] [flf‘<»>fi>]
”

l”(r(Z))2lfilh(Z)lé[fll7thdx’dy’]”>
et ceci prouve le lemme, vu que le est L" dans (D.

THÉORÈME 7. — Soit h(s) une fonction satisfaisant aux conditions du
théorème 6.

1‘5 Si le(s) est L dans le rectangle |æ[ < a, [y | < b, on a

It(5) : Re<q,Ç(z — a -— bi) + 015 + ce).

2° Si lt(z) est L” dans le rectangle [acl < a, ]y
] < l), on &

le(z) =const.

Démonstration. —- Si It(z) est L" (p: 1,2) dans le rectangle
|æ| <a, ]y] <b, la double périodicité aura pour conséquence que
lt(z) est L" également dans les rectangles |æ—2mal<a, |y—2nb|<b (m,n=o,i1,i2,….).

Fig :

3a+3hi

.ZbL .?a+2bt

_
a+b1Ç

. .
0 Za

   
Il s’ensuit que h(s) est harmonique et L” dans le domaine 0) formé
par le rectangle

læ_al<2aî lyÎbl<2b:
si l’on en enlève le point a+bi. En utilisant les notations de



102 N… ARONSZAJN.

notre lemme, on voit que, pour 2 dans le voisinage de a+bz‘,
r(z): ]z -—— a — [ail et, d’après le lemme

]z—a—bi|’£h(z)—>o pour ]z—a—bi|—+o.

Pour p = 1 on est dans le cas 2, et pourp : 2 on est dans le cas 3
du théorème 6, ce qui prouve le théorème présent.

9. Nous aurons besoin plus tard des développements à la (2,7)
pour les fonctions de chaque type { p_, v} figurant parmi les fonctions
considérées dans les théorèmes 6 et 6'.

Il s’agit donc des fonctions données par la formule
(9.1) h(z): Re[rp(z — a— bi) + coC(z —— a— bi) + ('1z + c,].

3V€C
")1 W '“

.2 C‘ ___—(‘ + — ' —C‘ .(9 )
1 0 46€b((0 O)

Notons d’abord deux formules valables dans la bande
—œ<æ<œ,lyl<b=

…_ _ - __.__‘fl1 7Ï2
°°

(——I)"""n nn-(9.3) p(.. a Lb)_ î+_5 _fi_bl_l_ s——z,
n=,smh——

a

”___. —-Îllo_ _ _7î

“ (—l)" _ ÎZ7T(9.4) :(» a zb)—afl … m+ E-——fibnsm—a—z.,l=1 sin h_ ——
44

Ces formules s’obtiennent par des transformations faciles de
la formule (‘ )

,-2 1tbn & 7t bu  2a mz? w_
«= 1—28 “

cos—â+e
"

d(;)=—fi—e” sinŒI[ _Œ2 ,

n=1 <1—e “
>

. . ., , d den ut1l1santles propr1etes C(z}: ZE lgo(z), p(z): —
ZÎ£

C(z). 
(‘) Voir W. W. p. 448, exemple 3.
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Posons, en nous rappelant des notations du n° 2.

—1 "“Il 1rn:ŒZÛO()=Ë(_—)7Tbnee…,< a >,
an=l 5111 h—
  ……>=5—«1<>+Ë (:“—3522.(”$)

(&
,l=1 5111 h 

(9.5)  
nbn a,;=1SÎD“"'—h  <D…(:)= Ë_____(_I)""

e…<“’”).7rbn a[, =1 Sin l‘—
On vérifie immédiatement que

       - a 0 aIŒ00(5)=RG (%>p(5_a_- ’n‘/ll]
®o1(5)=Pæ

% Ç(;_,,_ib)_aYggz+amfl’(9.6) l — ’Tf TC _

. — fi __ _- _ 11 fi ,ql1o(*)—RG
TL“

C(° a tb) fi Z+
Tc ]

TE \

(D…(z): Re — <Ë>2ip(s_ a—— ii)].
Il est clair également que dans (9, 6) les membres droits sont de la

forme (9, 1) et se conforment à la condition (9, 2) [pour (1)… (z) on
use (7, 14)]. Il s’ensuit que les (I)… sont doublement périodiques des
périodes 2 a et 2 bi.

On vérifie ensuite, en comparant les formules (9, 1 ), (9, 2), (9, 5)
et (9, 6), le théorème suivant

THÉORÈME 8. — Parmi les fonctions doublement périodiques de la
forme (9, I), les seules fonctions du type { pt, v} sont données par les

formules (oc et (3 étant des constantes réelles arbitraires)

a@..<z>+@ pour {0 0}-
a<DW(5) pour {p. v#} {o, o }.

Journ. de Math., tome XXVII. — Faso. 2 948 14

(9.10)
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Remarque. — Les fonctions oc<D…,(z)—l— @, ac 7%—
o, et «®… (2) appar—

tiennent au cas 1° du théorème 6 sans appartenir au cas 2° et elles ne
sontpas L dans R. Les fonctions oc<D… (z) et ocŒ…(z) appartiennent au
cas 2° et sont L” pour 1 ép < 2, mais ne sontpas L“’.

10. Le remplacement de a: par y et y par au s’écrit en notation
complexe comme remplacement de z par zË.

Convenons de distinguer les fonctions et quantités correspondantaux
périodes 2b et 2az' de celles correspondant aux périodes 2a et 2l)i en

les marquant par un accent circonflexe, par exemple Î(z), ii,, etc.
Considérons la fonction Œ,.,(zË). C’est une fonction satisfaisant aux

conditions du théorème 6 relatives aux périodes 2 b et 2 ai et elle se

comporte au voisinage de ses points singuliers b(2m+ i)+ z°a(2 n+ i)
de la même façon que Œ…(z) autour des siens. Par conséquent elle se

range dans le cas 1° du théorème 6 et est de la forme (9, I ). LElle est
de plus du type {v, lu. }. Par suite du théorème 8, on a

l (Doo <iz>=aoo ôoo (5) + 5007(10-1) ‘. _— A
! Œiw<z=>==atvŒm»oz> pour {:s v};f{o,o}-

Pour déterminer les constantes et… et B…,, remarquons d’abord que

sâ<s>=—p<is>, E<s)=i:<is>.(10.2) A _ .
' Yli=Yl-2h Yl2=_‘flil (’)- 

(1) Les formules générales ,

(L), (L)—)\ co, (…Î ?) =ÀÇ(Àz lool, 032),
  

œ1 œ, .

‘flk ——»— =7Wlk(wia 002):
À 7.

, -
'

. , . , 2apermettent de passer des per10des 2 w, = 2 a, 2 co.,: 2 bc, aux per10des 2œ1: -—i—,

, 2bi , . , . , . A A
2 a),: —_— . Ces périodes sont equ1valentes aux périodes 2 w, = 2 b, 2 co.,: 2 au-

L
-

. . . | A A
par la substitution unitaire (… : o.cn’1 + . iœ’2, m,: —— i .œ’, + o.œ'.,.

Le passage des œ’,, à … ne change pas Î3) et C tandis que les T)}. subissent la
même substitution que les ook. Ceci prouve les formules (10, 2).
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De plus Œ…(zË) étant du type {v, u }, on a

(10.3) d)…(iE):(—1)uo…(iz).
Par conséquent, vu (9, 6)

‘D00<iE>=ŒOO(IÎS)=BC
L_

(   
)

_

=Reï (%>2p(iz+a—bi)+ ‘”“J
=Re:—<g>

:_
<E>2Ret <%

:_< >dâ)oo(5)+

am._
ami](D01(Z‘È>=(Ï’ou(iz)= Re[‘;ÎLÇ(l—g—a—bi)— 7Tl) 1…+

  
2A b" b 9. b—

) (z—b—ai)+
Î‘———“J‘———Î—']7Ï" 7Ï" (L'Ïf‘Q”

(‘), 
27rb©ll‘ê   

ai . . 2a i a a. a ai
Re{—Ç(zz+a—bz)——ÆL—lz"+ YLJE E fib n

 Il
a b A

_ __ A

=ZRÛ[7—r C(Z—*b_(tl)—o..J——Z(Djo(u).

De même on trouve les constantes «… et oc… :

_ .
,\ — 2/\

(D…(i;)=%®…(:), tl>…(is)=<%> <D…(_:).

En replaçant maintenant a: et y dans leurs places, c’est-à—dire en
remplaçant de nouveau ; par lE, on trouve de (10, I)

'Œoo(z)=—<%>QÔOO(Æ)+
“ ,

®11(z)=<%>2â)…(ig),27rb(10.4) (… _ (… _®…(5): ZŒ…(£:), Œ…(z)= 5(D…(is)-

 
Les formules (9, 5) donnaient le développement des Œ…(z) dans la

bande horizontale |y| < b. Les formules (10, 4), si l’on y développe
des &… par les formules analogues à (9, 5) relatives aux périodes 2 b 

(1) Car cm,i+ bn,=%— voir(7,14).
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et 2ai, donnent un développement des (I)… dans la bande verticale
lx! < a.

Remarque. —— Dans la plus grande partie de ce travail nous aurons
affaire avec a:b: 11. Dans ce cas les coefficients dans les formules
des numéros précédents se simplifieront considérablement, en parti-
culier par l’effet des valeurs simples prises dans ce cas par Y), et n., :

l,
1(10.5) m_za (”_—Zi ().

Il. — Décompositiondes fonctions harmoniques
et analytiques quelconques.

\“. Nous allons considérer maintenant le

PROBLÈME (P). — Étant donnée une fonction h(z) harmonique et
régulière dans le rectangle Bd,,

(11.1) |x|<a, lyl<b,
trouver une décomposition /

(11.2) ll(S)=lLl(5)+lL2(5), zeRab,

avec des fonctions h,(z) et /12(z), harmoniques, régulières etpériodiques,
la première dans la bande

]
y|<b avec période 2a, la seconde dans

|æ| < a avec période 2bi.

THÉORÈME 9. — Si une décomposition ( M, 2) du problème (P) existe,
ily en a une” infinité, toutes données par
(11.3) h?(z)=h,(z)+g(z), hg(:)=hg(z)—g(z),
avec une fonction arbitraire g(z) harmonique, régulière et doublement
périodique des périodes 2a et 2bi dans tout le plan à l’exception des
points
(11.4) a(2m+1)+ib(2n+r) (m,n=o,i1,i2, ...). 

(1) Car, dans ce cas, in:-a, et fi,=m et (10, 5) se déduit immédiatement
de (’7, 14) et (10, 2).
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Démonstration. —- Il est clair que pour tout g<z) satisfaisant aux

conditions du théorème, les fonctions hÎ et h“ de (il, 3) donnent une
décomposition h=hï+hg répondant au problème (P). Si, d’autre
part, lt=bÎ—|—hî=h,+h, _sont deux décompositions solvant le
problème (P), on posera

g(.s): lt? (5) — hl(z) : hg(s) — It3(z) pour se Rub.

De g(z)=hï(z)—h,(zÿ résulte que g est prolongeable et pério—
dique de période 2a dans la bande ly] < b. De g= h2— h° résulte de
même que g est prolongeable et périodique de période 2bi dans la
bande |æ| <a. D’après le théorème 5, g(z) satisfait aux conditions
de notre théorème.

12. Nous allons démontrer maintenant le

THÉORÈME lO. — Le problème (P) admet toujours une solution.

Par le passage des fonctions harmoniquesh(z) aux fonctions ana—

lytiques f(z) avec la = Ref, on déduit immédiatement le théorème 10
du théorème suivant :

THÉORÈME lO’ . — Le problème (P), si l’on y remplace partout le terme
« harmonique » par « analytique » admet toujours une solution.

Démonstration. — Soit f(2) la fonction analytique, régulière dans
le rectangle R = R…, pour laquelle l’on cherche la décomposition
(12—1) f(5)=f1(5)+f2(5)-
Choisissons une suite croissante

I(12.2) ;=po<pl<.…<pn<….—>l.

Considérons les rectangles
(12.3) B,,:|æl<p,,a, 1y|<p,,b.

Posons, pour abréger,
(12.4) p=a+ib, q=—a+ib, r=—a—ib, s=a—ib.
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Les sommets des rectangles R,z sont donc
(12.4’) pn= pnp, qn= png, rn= par, sn: pus.

Il est clair que l’on peut choisir les. p,, de sorte que

(12.5) le cercle fermé de centre }) et de rayon |pn+1 ——p
|
n’a de points

communs avec aucune des deux bandes fermées — oo<x< +00,
|y|épnb et |ælép,,a, —œ<y<+oo. 

—E"c   
t

"\\\\\\

@

   
  

\\ \È\\\\
Convenons d’écrire

(’f F(;)' (l';
(L

pour l’intégrale complexe prise le long du segment rectiligne 170. Avec
\
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ces conventions,nous pouvons écrire, vu les propriétés fondamentales
de la fonction { de Weierstrass :

'Ïn "" "‘Il ,)?!

<f +f +[ +f >[’Il qu "" s” /

>< [Ç(u—s)—Ç(p—z)]f(u)du

(12.6) f…: ‘_
27ri  

 

, "pour zeR…

Considérons les fonctions q" 3"\
(12.7) cp,,(;)= 1

(< +[ >[Ç(u——s)—Ç(p—;)]f(u)du},u,," ""n27Til ……
1Ç<"‘ w..)

___ ’_P' ).8 ,, @ __ . u .. …. u du .(12
> M) …, f. +]... … ) c<p )]f()

;
On vérifie aisément que cp,,(z) est une fonction holomorphe dans la

bande horizontale |yl < p,,b et qu’elle y est périodique de période 20
(car C(u—z)—Z(p—z) est une fonction doublement périodique
de 2). De même $,,(z) est holomorphe et périodique dans la bande
verticale ]æ| < p,,a, de période 2bz'.

D’après (12. 6) on a

(12.9) f(s)=cp,,(:)+4:,.(:—) pour 5 e R…

Ainsi, cp,, et <.l),, donnent en quelque sorte une solution approchée de
notre problème. Posons

A,,(5): cp,,(z) —— cp,l_1(z): — [tpn(z) —— dJn_l(z)], pour ze Rn_1
(n=1, 2, .).(12.10)

Il est clair que A,,(z) est prolongeable et holomorphe dans les deux
bandes : —oo <æ<+œ, |y|<p,,b et |æ| <p,,a, —oo<y<+œ.
De plus A,,(z) est périodique dans la première bande avec période 2a
et dans la seconde bande avec période 2bz'. Notre problème sera
résolu, si nous trouvons des termes correctifs T,,(z), avec

(12 Il)
{

lAn+1(5)“—Tn+i(ï)l<âfia pour l)/lép,,_1b 011 lxlép,,_1a
(n=1, 2, …) (”). 

(1) Cette méthode a été appliquée par l’auteur pour d’autres problèmes de
décomposition des fonctions analytiques (Acta Math., 1935). Elle est basée
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chaque T,,(z) étant une fonction analytique, régulière et uniforme
dans tout le plan à l’exception des points (11, 4), doublement pério—
dique des périodes 2a et zbi. ‘

En effet, posons alors

f1,n<z>=cpn<z> —2“h—<s>5 E <A1(5)_ Tm).(12.12) ,

k=1 [=n+1
pour |y|<p,,_ib (n=1,2, 3, ...),

(12_13) fa,n(s)=%(s)+ET/c(z)— 2 (Am—mn).
k=1 l=n+i

pour læ|<pn_ia (n=1,2, 3, ...).

L’inégalité (12.11) assure la convergence uniforme de la série
infinie dans les deux bandes en question. Les fonctionsf. ,, et f… sont
clairement périodiques, la première avec période 2a et la seconde
avec période 2bi. D’après (12.9) on a '

(12.14) f(5)=fi’n(5)+fl’n(5) dans R,,.,.

D’autre part, il est clair d’après (12. 10) que chaque fonction f……
est le prolongement analytiquedef, ,,,. Par conséquentelles coïncident
avec une seule fonction f, (5) holomorphe dans toute la bande |y|<b.
De même toutes les fonctions f,…(z) coïncident avec une fonction
f,(z) holomorphe dans [ac | < a. Les fonctionsf, et f, sont périodiques
aux périodes 2a et zbi respectivement. La formule (12.14) montre 
sur une idée de Bunge pour l’approximation des fonctions analytiques avec
déplacement des singularités.

Remarquons de plus que le problème du théorème 11’ peut être traité en
transplantant la fonction f(z) sur la surface du tore, obtenue par l’identification
des côtés opposés du rectangle Rub. Sur ce tore f(s) présentera deux lignes
singulières : l’une, L,, provenant de l’identification des côtés horizontaux,
l’autre, La, des côtés verticaux. L, et L2 auront un seul point commun, prove-
nant des quatre sommets, p, (;, r, s. Le problème sera alors de décomposer
f(z):f,(z)+fi(z), la fonction fk(z) n’étant singulière que sur la ligne Lk. Ce
sera donc le genre de problème considéré dans le Mémoire cité dans le cas du
plan.



RECHERCHES SUR LES FONCTIONS HARMONIQUES DANS UN CARRÉ. 1 1 1

enfin que
(12.15) f(z )=f,(z +f_(: dans R,

ce qui achève la démonstration.
Il nous reste à définir les Tn(z). Il est clair d’abord d’après (12. 7)

[ou (12.8)] et(12. 10) que

(12.16) A…(s)=2—în(fqw+fw—[
—fî’>

[» +1 "+1 Pn
(In—l

1 /'n3n+1+f + +=2_7rik . ])n+1’n+i
pour; dans chacune des bandes ]y|< pub ou |x|< pna.

Considéronsune de ces intégrales par exemple

(12.17) /n[Ç(u—5)—C(p—s)]f(u)du.

Développons Z(u—- z)—Z(p — 3) comme fonction de u en série de
Taylor autour de r ‘

/8N I
7{_Ç

Çlk)(,«_ ;)(u _ ,.)k(12.18) c<u—z>—;<p—z>=:<r—z>—t<p—s>+
/i

:

I=— z…— an.—2 -,—f—l
p“‘”("—Z—)(“ — r)k (.)_

k=l

Cette série est absolument et uniformément convergente pour u sur
le segment r,,r,… et z avec |y[é p,… 5 ou [œ |_4_ p,… a.

En effet, d’après la condition (12. 5), la plus courte distance entre
les points 5 considérés et les points (11 .4) qui sont les points singu-
liers de J)(r— z), est

>(1+2e)lp,,,—pl=(1+25)17‘,;——r‘| pour un e>o. 
(1) Vu que

C("f”") —C<1)-5)=C(p—z— ”_ 255) —C(P—5>=_ ”“““ ““”
d
azÇ(;)=—p(s).

Journ. de Math., tome XXVII. — Faso. ?, 1948. 15



112 N. ARONSZAJN.

Désignons par M le maximum de la fonction p(r— z) en dehors des
cercles de rayon e|r,,— rl autour des points (11 . 4), ses points singu—
liers [ce maximum est fini par l’effet de la double périodicité de
p(r—— z)]. Il s’ensuit que

_
(k— |)!(À—l) _ F _.—___oIp (” N>l<M(I—i—£)’“’lin.—"l’“1

D’autre part ’
|u—rléir,,—rl, pour ue rnrn+1.

 
Par conséquent la série (12. 18) est majorée par

.
M ”_

2.d—.——lL‘
ce qui prouve son absolue et uniforme convergence. Ceci nous permet
de trouver une somme partielle de (12. 18)

N..

(12.19) S,.=__2klîpk—11(,—_;)(u_,.)k’
k=1

telle que

(12.20) l—fru f(u)[C:)(u— —Ç(p ——;)+2-01+2-02—S,.]du
<4—.Ï—2—,—,,

"+1

pour tous les 5 avec |y
| 4 p,… I) ou la: lé p,… (1.

Nous poserons alors

(12.21) T£:1.<»>=;;—;[f<u>1>1—m.—w.+…d

Il est clair d’après (12.19) que T,…(s» ) est une fonction elliptique
aux périodes 2a et 2191 ayant pou1 seuls points singuliers les
points (1 1 .4).

De manière analogue on trouvera pour les trois autres intégrales du
dernier membre de (12. 16) les fonctions T£,ü,, T,{1, et T,“,“+l. On posera
alors

Tn= T£.‘“+ TS£” + T2“+ T2”.

et (12. 11) résultera de (12.16) ainsi que de (12.20) et (12.21) et
des formules analogues relatives aux T,,"—, T£{” et T,”. Ceci achève la
démonstration de notre théorème.
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13. La démonstration du théorème 10’ ne donne pas la possibilité d’analyser

plus profondément le comportement des composantes f1 et fg de (12.1) dans le
cas général. Mais, dans le cas particulier d’une fonction analytique ], régulière
dans le rectangle RH], et continue dans le rectangle fermé Î,,g,, on peut passer à
la limite n: oo dans les formules (12.6), (12.7) et (12.8) et obtenir les
formules explicites

<13») /Ms>=…{(f+f)tcc<u—s)—c<zp—
)_lf(u>du},

(13.2) fa(5):g—m{<f+]>[Ç(tt—z)—Ç(s)p—)]f(u)du}.
Ces formules permettent une analyse assez complète du comportement des

composantesf1(s) et f2(5). Sans entrer dans les détails, souvent fastidieux, des
évaluations nécessaires pour les démonstrations, nous allons énoncer ici les
résultats principauxque l’on obtient dans cette recherche. Nous n’aurons à nous
servir dans la suite que d’un seul de ces résultats. Nous en donnerons une
démonstration au n° 18 par les méthodes du Chapitre III.

Avant de passer aux énoncés en question, rappelons que, f(z) étant continue
dans le rectangle fermé Ë;;,, elle possède un module de continuité ô(e), c’est—
à-dire une fonction positive non décroissante pour 5 > 0 telle que

(13.3) 8(€)—>0 pOur e——>o,

<13.4) lf(sl)—f(52)l<ô(8) pour …_.2|<8.
Le théorème le plus général qu’on obtient est le

THÉORÈME 1]. — Soit f(z) une fonction analytique régulière dans Bab et
continue dans ÎÏab. Les fonctions (13.1) et (13.2), décomposant f(z) confor—

-me'ment au problème (P), possèdent les propriétés suivantes: 1° elles sont
continues dans le rectangle fermé Ïîab; sauf peut—être aux sommets p, q, r
et 3; 2° au voisinage d’un sommet, on a

(13.5) f.(s)=Ë<“1’ []f(u)du+ff(u)du]27‘L'L

+')f<q>—j<p +f<(s>-—f1>lo_ <f
M)

>s9+0 -. de ,
(; C,

  
2'ÏCL

ff(u)du+fDf(u)du]<13.6> f.<s>=“î—}—f[ .,,
+—>f<r>——f<q>p+f< ——f(

)logp—l—O<f ô<æ>d-.>,
  

2TCL
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où 9 est la distance de z au sommet en question, R: max(2a, 2b) et O est le
symbole de Landau (1).

REMARQUE 1. — Les coefficients de {(z —-p) et de logp dans les formules (13.5)
et (13.6) ne diffèrent que par le signe. Pour ceux de logp, c’est évident, et pour
ceux de C(z —p), ceci vient du fait que leur somme est l’intégrale de f(u)
étendue sur le contour de Rub.

n
REMARQUE2. — Le terme O<f %E—) d£>

des formules (13.5) et (13.6) croît
? ' ‘

moins vite que llogpl pour p—>o (son quotient par logp converge vers zéro
avec 9).

Si le module de continuité ô(s)_satisfait à des conditions supplémentaires, ce
terme peut devenir borné, ce qui est le cas pour f(z) satisfaisant à une condition
de Lipschitz [ô(s) 408] ou de Hôlder [ô(s) < ce“, 0 < oc < 1].

REMARQUE 3. —— Le comportement des fonctions f, et f2 est décrit dans le
théorème 11, uniquement dans le rectangle fermé R}; Par périodicité, on en
déduit le comportement de ces fonctions dans toute la bande |y|éb
resp. ]æ [ éa. .

REMARQUE !.., — Les fonctions (13. I) et (13.2) dorment, dans un certain sens,
la meilleure décomposition possible de f(z), car elles tendent vers l’infini

I" . !comme -— au plus quand z tend vers un sommet, tandis que toute autre decom-
P

position, si elle ne diffère pas de la précédente par une constante, en différera
par une fonction analytique doublementpériodique n’ayant comme singularités
que les points (2 m + 1)a + (277. + I)bi, donc présentant en ces points au moins
un pôle double. ' ’

Si l’on veut appliquer le théorème 11 aux fonctions h(z) harmoniques réelles
dans Rub, il faut considérer à côté de h(z) sa fonction conjuguée g(z) [fixée, par”
exemple, par la condition g(o): o] et la fonction analytique

f<z> = un + ig<z>.

L’hypothèse sur f(x) du théorème 11 se traduit en continuité de h(z) et g(z)
dans Rab. ô(s) doit alors être un module de continuité commun de h(z) etg(z).

La décomposition de h(z) en Iz,(z) : Refi(z), h2(z) =Refi(z), où f1 etfz
sont données par (13. i) et (13.2), n’est pas la plus avantageuse en général. La 

(1) Donc O[cp(p)] signifie une fonction de ? dont le quotient par cp(p) est
uniformément borné pour p > o.
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meilleure décompositionde h(5) est alors

 

;…) =Re{fi<z> — voc<z —p) _… },“3-7) /12(,:)=Re{f2(2)+('oï(3“P)—P(…,
où

/ ('0=‘ j(u)du+

j(0u)du]
(13.8) "l

[[:0
f

('1—— _ +4(—(.—Ô_(('_0
En effet : 1° les fonctions (13.7), en même temps que les fonctions Refi(z)

et Ref2(z), donnent une décompositionde h(,:) correspondant au problème (P),
vu que, d’après le théorème 6’, Re { c0C(z —p) + ciz} est doublement pério—
dique; 2° d’après le théorème il, les fonctions (13.7) sont continues dans Ë,g,,
sauf peut—être aux sommets du rectangle au voisinage desquels elles se com—
portent suivant les formules

(13.9) le.(:)=ng—g(m+5…“g(")iogp+o<fnôfild‘g>,
P

   271 &

. _ gr—<—> g<q>+g<p>— g<s> R…(13.10) 112(….)_â 2fi lOgP—l—O<£ @ dg),
où comme auparavant, p est la distance de 5 au sommet en question; 3° suivant
ces dernières formules, les fonctions (13.7) peurs s’approchantvers un sommet,
tendent vers oo au plus comme logp. Pour toute autre décomposition de h(z)
[sauf celles qui ne diffèrent de (13.7) que par une constante], les composantes
tendront vers oo, sur certains chemins d’approximation des sommets, au moins

1 . . . . . .comme—, comme on le prouve par un raisonnement Similaire a celui de la
?

remarque la.
On aboutit donc au

THÉORÈME 12. —- Soit h(z) une fonction harmonique dans Bab et soient h(z)
ainsi que sa conjôuuée g(z ) continues dans IÎzb. Posons f(z )…—— h(z) + ig(z )
et ô(s)=module de continuité de h(z ) et g(z). Dans ces conditzons les
fonctions (13.7), avec f1 et f2 données par (13.1) et (13.2) et 0… ci donnés
par (13.8), déterminent une décomposition de h(z) conforme aux conditions
du problème (P). Les fonctions (13.7) sont continues dans Îab saufpeut-étre
aux sommets où leur comportement est décrit par les‘ formules (13.9) et
(13.10).

Comme les composantes (13.7) de ]L(Z) sont bornées dans Raz, sauf peut-être
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aux sommets où elles deviennent infinies au plus comme |logp [, elles sont inté—
grables dans Raz, avec leur p“"“°e puissance, pour toutp fini positif. Il s’ensuit

THÉORÈME 13. — Dans les conditions du théorème 12, les composantes (13.7)
sont LP dans Raz, pour toutp avec Iép <oc.

On peut compléter cet énoncé par la remarque que dans toute autre décom-
position de Iz(z) correspondant au problème (P) [sauf quand les composantes
ne diffèrent que par une constante des fonctions (13.7)], les composantes ne
peuvent pas être L2.

Comme cas particulier on en déduit le

COROLLAIRE 1Æf-— Si h(z) est harmonique et aux premières dérivées bor—
nées dans Rub, les fonctions (13.7) forment une décomposition de h(z) cor—
respondant au problème (P) et ces fonctions sont LP dans Raz, pour rép<oo.

En effet, les dérivées de la conjuguée g(z) de h(z) sont aussi bornées (vu
que gfU=—h’y, g}=h’x). Par conséquent g(z) et h(z) satisfont à une condi—

tion de Lipschitz dans Bab, sont donc prolongeables continûment sur tout l’…,

et les conditions du théorème 12 sont remplies. On trouve de plus, dans le cas
présent, que le terme 0( . . .) des évaluations (13.9) et (13.10) est borné.\

III. — Décompositionsdes fonctions harmoniques L.

14. Nous allons résoudre le problème (F) pour les fonctions
harmoniques de la classe L (dans le rectangle) par une méthode
différente de celle du Chapitre II, cette méthode donnant directement
le développement des fonctions composantes en séries du genre (2. 7).

Afin de simplifier les formules nous allons supposer dans la suite
que
(14.1) a=b=7r, R=Rmm

donc R est un carré.
Commençons par le théorème, dû essentiellement à S. Zaremba

(dans le casp=2) (î).

THÉORÈME 15 (Lemme de Zaremba). —— Soit Iépéœ,}â +Ë7
: 1

et soit u(z) une fonction définie dans le carré (ouvert) R, y—contz‘nue
)

(i) S. ZAREMBA, Annales E‘c. Norm. Sup., 26, 1909.
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avec ses secondes dérivées et satisfaisant aux conditions

u(z), u'œ(z) et u’,.,(z)
(14-2) convergent vers zéro uniformément pour z tendant vers la

frontière C de R,

d?u+dx
-)

+_()_2+Q. (14.3) Au: est L/” dans R.
l\'r

Soit de plus h(z) une fonction harmonique, régulière dans R et L"
dans R. Dans ces conditions ‘

(14.4) flAu(z)/t(z)dædy=o (1).
{\

Démonstration. —- Supposons d’abord que h(z) est continu avec ses

premières dérivées dans le carré fermé R.

 
æ|<om,En appliquant la formule de Green dans le carré Ra :

ly
| < ont, 0 < et < 1, avec la frontière Ca, on a

\
fl1Au/z dxdy——f <%—îîl ——uâ)—’î)

ds.

ditPour oc —> I, h et—
d_n

sur C sont uniformément bornes, tandis que u

du . , , ‘ .et 55 convergent un1formement vers zero d’apres (14.2). Il s’ensu1t
\

flAu hdædy=o,
n

donc le théorème est prouvé pour tout 12 continu avec ses premières
dérivées dans R. Si la est seulement L" dans R, considérons h(ocz), 

(‘) Ce théorème peut être démontré sous des conditions moins restrictives
concernant les dérivées de u(z) et pour une classe bien plus générale de
domaines R.
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0 < oc < 1, qui est régulier dans un domaine contenant B. On a donc,
d’après ce qui précède,

(14.5) flAu(z)h(az)dædy=o.u

Il ne nous reste qu’à passer à lalimite oc —> 1 dans la formule (14.5),
ce qui, dans le langage de l’espace LP, revient à prouver que h(ocz)
converge faiblement vers Iz(z) pour ou —> 1.

Prenons un @, 0 < @ < 1, et écrivons
_f + MHp R—Rp

Ig—> 0 pour oc —+ I, vu la convergence uniforme de Iz(ocs)
vers h(z) dans Rg. Pour la seconde intégrale on a, vu l’inégalité
de Holder,

< =Ïg+Je.
    'flAu(s)(/z(z) —— h(az))dxdy

1 1

Jpé (fl |Au(s)|”'dxdy>ll <fl |h(s)—lt(azlllclædy>p=JbJë.R—Rg R—Rp

J'B ne dépend pas de a et est une fonction non croissante de @.

D’autre part, il devient aussi petit que l’on veut quand Qs’approche
de 1, sauf peut—être pour p’= oo (c’est-à-dire }) = 1) quand J'B: vrai
maximum de [Azz(z)| dans R — Rg.

Pour Jf; on a
1 1'

17
1 :

Jfâé<fl [h(z)|”dædy> + (” |]L(OCÆ)[PdŒ(l)/>lR—Rg \ R—R5
1:

<1[ |
]L(Æ) |P dx dy>p+ i__, (J |

h (5) {P dx
(l)/);),R—Rp _

“v.—Ru?a”.

lim sup J_ëé2 fl°‘+1 R-—R

La dernière expression ayant des propriétés similaires à J3, sauf
que le cas exceptionnel est maintenant 19:00, on voit que, pour

l.

|
It(z) {P dac

dy>p.
?
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tOUtP7 IéPé°°ÿ
lim supJg éJ’g lim supJf}

a—>1 ou->1

devient aussi petit que l’on veut quand @ s’approche de 1. Il s’ensuit
bien \

JÎAu(z)(/z(:) —
h(az))dæcly‘=o,Il

lim
a>i

 

donc suivant la formule (14. 5),

A u(z)h(z)dædy= limfl A u(5)h(a;)zlædy=o.
R*"

Du théorème 15 on déduit immédiatement un critère nécessaire
pour l’harmonicité d’une fonction le.

COROLLAIRE 16. —— Soit Iz(z) une fonction L” dans R. Pour que h(z)
soit harmoniquedans R ilestnécessaùcque /z (z !) soit orthogonale à Au (3 ),

fl h(;) A u(z) dœd)'=o,
n

‘{

pour toute fonction u(z) satisfazùant auac conditionsdu théorème 15.

Remarque. — Zaremba utilisait le théorème 15 pour établir un
critère allant dans la direction opposée, notamment un critère pour
qu’une fonction u(z), qui est = 0 sur la frontière C et telle que Au est
L‘), possède des dérivées u_'u et il}: 0 sur C.

15. Dans l’application du critère du corollaire 16, décomposons
la(:) et u(:) en parties du type { p., v }, suivant(2.1) et (2.2),

(15.1) [t(z)=Z/1P_.,(;),

(15.2)
_ u(:)=2u…(z).

lJ—,V

Il est clair que si u(z) satisfait aux conditions du théorème 15, il en
Journ. de Math., tome XXVII. -—— Faso. 2, 1948. 16
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sera de même pour u…(z). Ceci est vrai également de Iz(z) et h…(z).
De plus, Au… est clairement du type { u, v }. Étant donné que deux
fonctions de types différents sont toujours orthogonales (si leur pro-
duit est intégrable), on en déduit

(15.3) flh(z)Au(z)dædy=2 flhwv(z)Aup,v(Z)dædy.
R p.,v' R

Il en résulte que, dans l’application du critère du corollaire 16,
nous pouvons considérer séparément les fonctions h… de types diffé—
rents en leur appliquant le critère avec des fonctions u…, du même
type.

Les types {o, 1 }et{ 1,0} se transformant l’un dans l’autre par l’inter—
version des variables a: ety, nous ne considérerons généralement que
le type {O, 1 }.

Posons maintenant, pour m et n entiers positifs,
ufi,’î‘5"’=(cosmx — (— I)…) (cosny — (— I)"),

(15-4) u%”,ä"’= (005mx -— (— I)“) (Sin ny + (— I)"" Sin)’) (1 );

uŸî‘;"}= (sin mar: + (— 1)’”m sinæ)(sin ny + (— I)nnsiny).

Il est clair que ces fonctions satisfontaux conditions du théorème 15
avecp=1,p'= oo. On a

AU(o"fôm=—— (mî+ n?) cosmæcosny + (- 1)n m‘3 cosmx
+ (— 1)"‘n‘3 cosny,

(15.5) A“‘°'Ÿî"’=— (”22 + "2>_005mæ
sin ny — n(_— 1)” (1 + m?) cosmx siny

+ (— I)mn2 5111 72)’ + (— I)”‘+”n smy,
AuÏ'Îi'”: -— (m‘l+ n‘-’)sin ma: sin ny _- n(— I)n(ma+ 1) sin mx siny

— m (— 1)"‘(1 + R2) sinx sin ny — 2 mn(— 1)”‘+” Sina: sin_y.

Soit ensuite h… une fonction L dans R, du type { u, v }, telle que

(15.6) flh…(z)A u}f$*’”(z) da: dy: 0 pour tous les m, n.
a

Considérons le développement de hPLV en double série de Fourier. 
(1) Pour ufl’Ï;"’, on intervertit x avec y et m avec n.



RECHERCHES SUR LES FONCTIONS HARMONIQUESDANS UN CARRÉ. I2l
Suivantletype,cn1aura

w‘
' ho,o(£v) N ao o+ 21 a… COS mx)

LO|H.{.\|H

1

+
lol)—«

1 1

oo co

00 50 °°"‘ÿ a0/z COS ny + Z Ea,,…cosmæ cosny,
1

°°

(15.7) ho,1(5) "’ â2 Ôon sin ny +2 2 b,,…cosmæ sin ny,
[. ‘1 1

® ce ce
1 . “î .

111 0(.:) … —
E

(“… sm mæ + 2
V (“… sm mæ cos ny,’ 2 d

l 1 1

 
@ eo

.
h1,1(5) N

E E
d,,…sinmœsinny;

\ 1 1

/ __ 1
' amu— 7?

la…) (5) cos mx cosny dx dy,
R

b…:
7% flh… (z) 005 mæ sin ny dx dy.

(15.8) “
I .0,,… = —5 [Il… (;) sm mæ cosny dx dy,

7r n
' 1 . .

du…=
7Î‘2

[Lu (5) sm mæ 5111 ny (la: (Z)/,
a .\

De (15.5), (15.6) et (15.8), on tire
_ (ma + n‘l)a,,…+ (“** 1)” 1n‘—’ a)…) + (-—— I)’” n? m…: o,

— ( m'l+ 722)b,,…— n(— I)”(Hü+ 1)b,… + (_‘ I)"‘n'—’ (,ou + (_ I)m+nn[)01: 07
—— (m2 + n2)(l…n— m ( —— I)” ( m‘2 + 1) d…

— m(—1)'”(1 + n‘!) d… — 2 nm(— 1)m+nd11: 07

 
 

donc
__ I)m+n

du… =m (— 1)”‘m-a…o+ (— [Yin-ao”), m à I, n à 1 ;

(_ I)I)L+IL Il
' bill/L: "'m (_I)m+l ( ’n2 + I)b…1 + ( — I)”!lbon+bot ),
1 .(59) ( mè1,nè2;

( — 1)’”+n+1mn 1712 + 1 1 + n‘-’du…:W ('— 1)'”——m—dm1+ (**)"
n dm+ 2d11

mè 2, n à 2.
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Remarque 1. —— Il est clair que, pour une fonction il nv(z) admettant
la double série de Fourier (15. 7), les conditions (15.9) sont équiva—
lentes à (15.6)

Mettons lesexpressions (15.9) dans les développements de (15,7)
et groupons les termes contenant les mêmes coefficients a, b et d. Par
cette transformation formelle, nous obtenons les développements
suivants :

Œ
. _ I)"m
' ’ I 2 2(———I 5 N — (! + a COS mæ â+ COS n
!

00( )
4

0,0 mo m_+ Il“ y
, /ÏL=1 7L='l

I + (_ I)mn2 08m+ E
(& cos n —- —_———, c ." 33°" y

2 nfi + nl
n=‘l m=1

__ I
IÏL+ÏL)ILl…(z )wb… —sin)l+Ë Ë(——————W+

) cosmæsinny
Ill=1 Il=2

& °°
—1 "“"/1 m‘-’+1 .+ 2 b… cosmæ2

(——l——£———)
5111 ny

mF—t— n2
/ =1 :!(15.10) ’ 'Ï, "

. —
__1__Ê)’”n-+ E

bonsmny â+Ë%———— cosmæ ,

"=2 "L=l
(_ I )Ïll+Ïl+î ,)zn . .lt…(z) N du slllŒ 91ny+ 2 E E n2

S… ma: smny
m'—+

m=2 IL .,—_2

°°
. 'î(—I)”+în(m2+l) .d m ——————————s in ,+2 Q …2+n2 … ) 

Ill=- Il='l
__ 771+1m 1+n2 .+

Êg
d… sin ny Ë (——-———I—)—-Æ_—(————)smmx.+ll‘m=i

Notons maintenant les séries de Fourier des fonctions coshmæ,
sinhmæet a: dans l’intervalle — 11 < a: < 7121

sinhm7t *w (——1)”2msinhmfi
cosl1mx N+ Z ——————————cos n.r,

m7r 7r(m‘l+ n“)
Il='l

@

——1 ”+12nsinhmfl .(15.11) smhmæw
E £_—)_(—QÎ)_ sum.r,

7r m nIl=l
—. 2 .50m 2‘(—1)”+1 ——su1n.rn”:=!
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Il s’ensuit, en transformant encore formellement les développe-
ments (15.10),

“\ 4.77
A. N—U

(( oosmxcoshm ÿ——.——a coshnxoosn *h°°() 00+ZlgsinhmTc "… J+stinhnn "” ‘}
”1.21 ”Il

J’+ -
_ —.———— ooshxsm ,h01(“) N 601 & +2smh7r )

)/ °° (_ I)m+1 _+ —— — + E ——+———— oosmxsm h my
4 2 smh rn7‘c

ln=1 .

7)

71_(____1+ m-) . à fin .+ 215… cosmæsmh [n)/+2 Ô… ——.—— cosh na: sm ny,2 sinhmw 2smhmr”:“.In:].  7r . . 1r . .[lu 5 Nd1 —.————smæsmh + . sm ha: sm ,() ‘ Slllh'fl' )’
smh7r

)

(+1)’”TEDL .+Ë———sin mac 5… h mysinh_r—nîr '

lll=î .

É" 2+___+_1)
°° (r+n")n m . . TE - . .+ ,…

(
smmæsmhmy+2d…———.——-smhnxsmny.2sinhmrc 2smhn7‘c

m=2 n=g

En usant les notations de (2 . 5) et (2.6) et les fonctions@… de (9. 5)
(où l’on se rappellera de mettre a = b: TC), on pourra écrire de
manière abrégée, pour tous les types { {J., v },

(15 12) h…(Z)NAHvq)P-V(5)+AWCHV( )+EB(m)ew(/nxs)+ZC…e…(uu>,
m=t h=1

 

avec
’A —— A' —— I00—0) oo…7“oo;4

nm 7571Bon):
_ a 0

C(n)=
_ a°° 251nhmn‘

…, °° 2smhn7‘c °"’

Tr 1
A. = —b 1

A, : —b01(15.13) 01 2 O’ 01 4
7

2

B‘"”— TL”(I+ m )
1

C…)”— 7rn
”_ . ln <—‘ .“ 2smhm7t ’ “_ 2smhnTt 0’

Au =TEdil) AI11=O,
2

B(ITL)__ Tt(m2+l) c(n)_fi(l+n)—— ._— ——4_._— 1 .“ 251nhmrr "… ” 251nhn7r "
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Remarque 2. —— Rappelons encore que pour le type {1.0} les

formules analogues s’obtiennent en changeant z en zz. Vu les for—

mules (10.4), dans lesquelles ô,…=®… à cause de l’égalité des
périodes, on peut écrire

« î , -
_

h10(5) N A10®10(5) + A10x +z B‘{{,’e…(mz) +EC(1no)eoi<an)7
m=1 n=1

7r , 1 nm …_ 7r(1+ n‘-’)_
A1°='5°“°’ Al°=z"l°’ BÊ"É’=m Géo—m

Remarque 3. -— Les équations (15.9) caractérisent le dévelop-
pement en double série de Fourier d’une fonction harmonique h(z),
(voir th. 17 au n°16). On peut vérifier facilement que, même pour h(s)
les plus régulières, on ne peut pas déduire ces équations directement
par l’application de l’équation de Laplace Ah=o, c’est—à—dire en
différentiant deux fois la série double de Fourier.

Cependant, on peut obtenir ces équations sans passer par le lemme
de Zaremba, mais en utilisant la formule de Green (comme dans
la démonstration du lemme de Zaremba). Par exemple, pour le
type {0.1} on appliquera la formule de Greena‘ la fonction 12 et

la fonction u z — cosmxsinn Au=cosmxsinn .En su —
7—m‘2+1n2

posant h suffisamment régulière dans B, on trouve

_ m+n 2 ‘1 _ m+n 2 -t_r>_@_3_n_>b…=<____‘>
<m+">f_îf_î…)………1,n n 71"‘

=(;Ëln)" \[_î[”fÊc(%)’)—hÎÏ(—fi,y)]sinnydy
  ., fn[h (œ, 7ï) —— h (ac, —7r)lcosmxdæ.

Ces intégrales simples peuvent être éliminées des b…, b…, b… et b…,

ce qui donne la formule de (15.9). Du cas de h régulier dans ÎÏ
un passage à la limite nous ramène au cas général de h sommable
dans R.

Pourtant le lemme de Zaremba présente un intérêt intrinsèque et
le critère d’harmonicité qui en découle a eu récemment un regain
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d’actualité par les applications qui en ont été données par M. H. Weyl
dans le cas de l’espace (voir 27).

16. Avant de passer à la justification du développenent (15. 12),
nous allons étudier de plus près son membre droit. On a d’abord
(16. [) lim amo: lim a…,= lim b,…= lim bon: lim d,…= lim d…: 0.

m>œ n)œ m>œ n—>ao III)—oo n+ao

En effet, prenons par exemple la suite b…. On a, d’après (15.8),
11 71

b…=%f [ h01(z)cosmxsinydædy
—n'—n“ Tt: % f [[ h01(z)siny dy]

cosmædx,
’?

—-7\‘. —TC

h…(z) étant L dans le carré R,d’intégrale entre crochets est une
fonction L dans — T: <x< Tt et le théorème de Riemann-Lebesgue
donne lim b… = 0. De même pour les autres suites.

LEMME l. — Les séries

(16.2) A’…a…(z)+zBge>e…(mz)=o…(z),
m=1

(16.3) 2 Cf…{î}e.,,,(inZ>=E… (z)
n=1

sont absolument et uniformément convergentes dans toute bande
|
y| < b’< n ou |æ| < a’< 7: respectivement et forment des fonctions

harmoniques et périodiques, la première dans la bande |y|< Tt, avec
période 211, la seconde dans la bande |x [ < Tt, avec période 21ti.

LEMME 2. — I° Iîour\yl —> 11, on a uniformémenten ce,

D…,(z)=o ————L——2
, D…(z)=o ———-—I——3

,

(16_4) ((%—…))
1

((r—lyl)>
DM : _— î ,(” °<(fi—IM)“> (’ 

(‘) o<cp(|y l)) signifie ici une fonction dont le quotient parcp(]y |) tend vers 0
pour l)! | ——> 71.
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2° Pour |æl —> T., on a uniformément en y,

(16.5) lEOO(S)=O<ÎÎ—ÏIÊÎ'IŸ>’ E°‘(z)=°<(—ïîl—lîÿ)a

EH(5)=O<(—TÏ_—ÏIÎIÏÎ)—î>.

Pour prouver ces lemmes rem arquons que suivant (15. 13) le m‘…“
(ou n“"“°) terme de la série de (16.2) [ou (16.3)] est majoré unifor—
mément en a: pour ly| < n (ou en )! pour [ac | < a) comme suit :

{ lB%’e°0 (mg)
1 < 1 amo [

27îm cm(lyl—m,
, |ng 600<i"z) | < 1

«…,,l 9.7? n (;"ll-7fI—Tt)
;.

lBll’î’)6M (mg)
1
< | 61111 127T/n‘lemllïl—m,

(16.6)° ._ , l‘ …lCl>n1e1o<lnz)l<l bonlgïçn er( .'l,l——
;

lB({7îleil (ÜËZ)
1
< ldm1l 27Ïm‘—’G"l(l.‘"l'—fi),

 
Cl.”,le“(in2)l < ] d… ]

9.71 n'2 e"ll”’l—“l.

Vu (16. 1), le lemme 1 s’en déduit immédiatement.
Pour le lemme 2, remarquons de plus que

2 e—‘ 1Z rn e*"”= {::—“ÿ : O<fi>
pour [\0,

1
U)

—. 9 e*£+ e—“ 1
‘

; .

donc, d’après (16.6) et (16. 1 ), les séries (16. 2) et (16.3) satisfont
à (16.4) et (16.5) respectivement.

THÉORÈME 17. —— Soit hw(z.) une fonction L dans R, du type { u, 0}
et soit (15 . 2) son développementen double série de Fourier. La condition
( 15 . 9) est nécessaire et suffisante pour que la fonction h…(z) soit équi—
valente a unefonctionharmoniquedans R. Sicettecondition est satisfaite,
le développement (1 5 . 12) converge uniformément dans tout domaine
complètement intérieur à R vers la fonctionharmonique équivalentea li….

Démonstration. —— La nécessité de (15. 9) résulte immédiatement du
théorème 15 (lemme de Zaremba), d’après la remarque 1 du para—
graphe 15 et la définition des fonctions uîZ’g,”’.
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On prouvera d’un seul coup la suffisance de (15.9) et le reste du

théorème, si l’on démontre que de (15.9) résulte la convergence
uniforme à l’intérieur de R du développement (15. 12) vers une fonc-
tion harmoniqueéquivalente à h….

A cet effet remarquons d’abord que la convergence du développe-
ment (15.12) vers une fonction harmonique régulière dans R, uni—
forme dans tout carré [æ[ < om, |y|< cm, 0 < oc< 1 résulte du
lemme 1. Pour prouver que cette fonction est équivalente a li…,
multiplionsles deux membres(15 . ‘12)par(1 + cosac)2 (I + cosy)2(’).
Remarquons que les fonctions
(16_7) hw(z)(1+cos.v)2(l+cosy)fi,
(16.8) AP,.,(DW(z)(1+cosm)"(t+cosy)’,
(16.9) At…c…(z)(r+cosw)î(r+cc>sa%

(16. to) È Bf£”’6… (IM))(1 + COS/l')’ (! + COS)’)‘%

m=1

(16.11) 2Cîfi}c…(inË>(1+cosæ)H1+cosy)‘-Ç
n=l

sont toutes L dans B. En effet, (16.7) l’est, car h…(z) l’est. (16.8)
l’est, vu (9.6) (avec a=b=n), les fonctions p (z —— 7t——m') et
Z(z —1t——Tti) ayant pour seules singularités des pôles doubles ou
simples aux sommets du carré. Il est clair que (16.9) l’est.
Que (16. 10) et (16. 1 1) le sont résulte du lemme ‘.2.

Nous démontrerons notre théorème, si nous prouvons que les
coefficients de Fourier de (16.7) sont égaux à la somme des
coefficients correspondants de Fourier de toutes les autres fonctions
(16.8)—(16.11). En effet, toutes ces fonctions étant L, il en
résultera que (16. 7) est équivalente àla somme des (16. 8) —— (16. 1 I),
d’où l’équivalence des deux membres de (15. 12).

Il reste donc à prouver notre assertion concernant les coefficients
de Fourrier des fonctions (16.7)—(16. II). Pour le faire, consi- 

(1) Remarquons que pour le type {0,o} il aurait suffi de multiplier par
(i + cosæ) (1 + cosy).

Jour‘n. de Math., tome XXVII. — Faso. 2, 1948. 17
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dérons les coefficients de Fourier des fonctions

/

(16'12)
?EBŒ’6…(m;)

et EC‘JJevu(ing)'
m=1 n=1

' h…(z), A…Œ…(z), A'…\c…(z),

Pour la deuxième, quatrième et cinquième fonction cet coefficients
sont obtenus formellement, en intégrant terme à terme les séries les
définissant (pour (I)… nous prenons la série (9.5)). Désignons ces
coefficients formels par
(16.13) pïlä’fl q’{f«îü rflîv”, SLK? et &&"u

On prouve alors premièrement que

(16.14) - pfi’J’= c]îlä"+ r’ÿ$’+ s’ÿâi‘+ tr.”.

Par exemple, pourletype{o,r},on a, vu(15.8), (15. 11)et(15.13),
W 71:

1 .p’g’l”= 7Ëf f h…(z)cosmxsmnydxdy=b……
-—TE —-TE (_ I )m+n ”__”— ol:q{,”{’=% flA…Œol(z)cosmxsinnydxdy=

 

vm2+ ”2

1 ————(—I)n+1b pour m—O. 01 _
fifi":?flAglcol(z)cosmxsmnydædy= n ’

\ 0 pour mè |,
m

1 . .
.s3’{'= ? flv E B‘J’Ï’ cos mx sm

hmy>
cosmw sm ny da: dy

fll=1 ' I
0 pour m = o,: (— 1)”+1n(7n2+ I)

—————9_——a__——177711 Pour ”là 1,
m—+ n-

00
"

I _ _ __ ] m ne”3’{’= Î2 fl< 2G(Ôn£ cos/mx sm
ny>cosmx

smny dxdy: (—Æ-2%22— on,

n=1

et l’équation (16. 14) n’est rien d’autre que (15.9).
On pouvait d’ailleurs s’attendre à cela, car la permission d’intégrer

terme à terme dans les composants du membre droit de (15. 12) nous
ramène aux coefficients des doubles séries de Fourier de (15. 10), qui
viennent des séries (15 . 7) par l’application des équations (15.9).
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Désignons maintenant par

(1645) 1%”, 11%”, w. {i. et w
les coefficients de Fourier des fonctions (16. 7) — (16. 1 1).

Vu que le produit de (1 + cosæ)’ (1 + cosy)2 par cosmæcosny ou
cosmæ sin ny ou sin mx sinny s’exprime comme une combinaison
linéaire à coefficientsconstants d’un nombrefini des cos m’a: cos n’y ou
cosm’æsinn’y ou sin m’a: sin n’y respectivement(1), les coefficients PZÇ”,

””’ etc., serment les mêmes combma1sons linéaires fin1es dest” 7
"Uni "l'/L’coefficients formels correspondants p… , q… , etc.

(16.16) gl,”=Eym’n’p;ÿ,n’, "Z'l=2yg,”nqg,”n, ...,

si l’on pouvait, dans les intégrales doubles'définissant les coefficients
(16.15), intégrer les séries terme à terme. Pour le vérifier remarquons
d’abord que l’éequation (16. 1 6) est certainement vraie pour P”’,” et R"’,”
pour lesquels les fonctions correspondantes de (16. 12) sont L, donc
les p"’,""et r"fi,’"’ sont des vrais coefficients de Fourier. Ensuite, vu que
les fonctions (16. 7)——(16. Il) sont L, dans les intégrales doubles
définissant Q,Ï’,", "’,” et T"’,”, on peut changer l’ordre d’intégration&
volonté. Par conséquent, dans les intégrales pour Q"’," et S”’,”, on inté-
grera d’abord par rapport à $, ce qui, vu l’uniforme convergence des
séries correspondantes pour toutÿ fixe, |y| < TE, peut s’effectuerterme
à terme et laissera seulement un nombre fini de termes non nuls. Par
conséquent, l’intégration double peut s’effectuer également terme
à terme.

Dans les intégrales définissant TÇÎ,” on intègrera d’abordpar rapport
à y, avec des résultats similaires. Donc, les équations (16.16) sont 

(1) Par exemple,

(1 + 005.16)2 (1 + cosy)" cosmx sin ny
'3 1 1: Ecosmæ+cos(m+1)æ+cos(m—r)x+ —cos(m+ 2)x +—cos(m—2)æ

& 4
3 . . . 1 . 1 .

x[551nny+sm(n+1)y+sm(n—1)y+Zsm(n+2)y+zsm(æz——2)y]-
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vraies. Vu les équations (16. 14) on en déduit
(16 17) PlÆ\ÿt= mn+ Rmn+ Sin/1 + Tg;r} C. Q' F. D.

Remarque. — On ne peut pas s’attendre à avoir sous les hypothèses
du théorème 17 l’égalité partoutdans R de deux membres de (15. 12),
car ces hypothèses, ne différencient pas entre des fonctions /z(:- )
équivalentes. Mais, si l’on suppose que /z(s ) est continu dans B, on
aura 1’égalité partout.

Du théorème 17 nous tirons deux corollaires immédiats.

COROLLAIRE 18. —— Le critère nécessaire du corollaire 16 est aussi
suffisant pour que h(z) soit équivalent à une fonction harmonique,
meme sa on [mute les u(z) aux jonctzons u“”'” de (15. 4).

COROLLAIRE 19. — Si la fonction la… du type { p., v }, harmonique et
régulière dans R, est L dans B, la décomposition h…: h”}+ hîf}, avec

(16.18) /l(‘i(5 )=—2-…®P"("…“P,Cu_\—Z)}()+ÊBîpflGED/(”ZZ),
m=1

7T(16°19) ILtL"(Z)=<A{LI—EY>Œ
uv(5 )+ZCp.veuu(lnw)

répond au problème (P), Y étant un nombre réel quelconque pour les
types{o, 1 }et{ 1, 1}ety=opour{o, o}.

Il sera utile pour la suite d’avoir les développements explicites des
fonctions (16.18) et (16.19) pour chaque type séparément. Nous
userons pour les (D…, les développements (9.5) et les développements
résultant de (10.4) que voici (pour les p., \) qui entrent en compte et
poura=b= u) :

@\_( __ I )m+1(16-20) Œ01(5)=_ —(01(Z)+H SlIlhfl’l'fl' 601(m5)=2—:———SlllhîlTfne10<in:)
ITL=I n=l

oo

<—r>…m «<___—1>fin<
—

——.———— e m' — mzsmh m ‘n:
“( A>_ — sinh n7‘c 6“ )

ln=i n=1
(16.21) ‘D11(5)=

Il en résultad’après (15.13), pour les fonctions de (16.18) et
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(1619),

It… =— É e m:oo(z ) ”00+ 2_S___—ilîhlïlfi”mo 00( );
m=l

w
.

2‘
TE”.

/L(0')0) (Æ):
2 SII] b Il. 7Î

gone…)(Lll:>;
n=1  

I)L=l
oo

llflfi’(.Z): ÿ_.7?A 2 smh 117:
1121

[nbOn—i— (— I)"(Ùoi_ Y)}g…(in£);

w
.,.(|) ,,- _ __ … ,-_lt… (») _ 2 (f……m7‘

[(m"+ 1) d…+( 1) my} e…(nu ),
m=l

w
.,_ ‘1 . . -—It','3(;): 2 m [( 1 +n’)d…+ (-— 1)"n(2 d… — {)} e…<tns).

n=l

°°
7Ï

:

lLil’l)(5)= â(b01_{))+2 2Sillillïlî'} [<l?l2+l)bml+(_1)…+1Y]eol(nl:)t

/

17. Nous allons maintenant donner un théorème concernant l’uni—
cité et la forme de la décomposition du problème (P) sous certaines
hypothèses restrictives.

THÉORÈME 20. —— Soit /t…(:) une fonctiondu type { u, v } harmonique,
régulière et L" dans R, pour un pè1. Considérons les décompositions

4(17.I) hip/= gËl+gîÏ%

gif} et gif} L" dans R, répondant au problème (P). Suivant le type :

1° {O, o }. —— A une constante près, il n’y a qu’une décomposition au
lus du 0‘enre 17 .. 1 et si elle existe elle est donnée ar 16 . 22 .P a 7 I’

2° {O, 1 } a. p<2. —- Il n’y a aucune ou il y a une infinité de
clécompositzbns du genre (17.1). Si elles existent, elles sont toutes
donnéespar(16. 23) avec Y quelconque.

&. pè2. —— Il n’y a qu’une décomposition au plus du genre (17. 1)
et, si elle existe, elle est donnée par (16.23), avec un y satisfai—
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sant à

2 7%
[( 7n2+ I)b,m+ (_ I)m+1Y]2< 007

(17.2) m;:1

2 [% l’lb0n—l“ (— I)n(bM_ Y)]2<oo
n=1

30 { I; I l — Il n’)’ a qu’une dËCOMP05Ùi0n au plus du genre (17 . I)
et, si elle existe, elle est donnée par (16 . 24), avec «{ satisfaisant à

(17.3) y=lim(——1)'”“md…, 2du—y=lim(—I)"Hnd….
llL=ao ll=°0

Démonstration. —— D’abord remar uons ne l’on eut se limiter au: P
cas ou les gîfJ sont du type { p, v}, car autrement on peut prendre les
parties des gîfl} du type { p…, v} en place de gËf}} et (17. 1) aura encore
lieu.

Comparons la décomposition (17.1) supposée possible, avec la
décomposition du corollaire 19 avec y = 0. On posera

(17.4) Pp.v=g(pæ—IÏHJ=—(gæv)_hilæ)-

On sait que p… est une fonctionharmonique,doublement périodique
des ériodes 2'TE et 2m' n’a ant de sin ularilés u’éventuellement auxP : Y %

_

q
p01nts n(2m+ 1)—|—in(2 n + 1 ). Étud10ns le comportement de p…
autour des sommets du carré R.

Su osons seulement ue h , et les ”? sont L dans R. D’a rès lePP q_ u gs P
lemme ?. du n° 16 on a un1formément our :: dans R7 p 7

(17.5) IzW(z)=o< pour |y|—>7r,(7r ——Ilyl)‘>

(17.6) ltËJ(z)——A…ŒW(Æ)=O< pour |xl—>TL‘,I
ŒÎ‘W°>

avecr=2pour{o, o} eti=3pour{o, 1}et{1, 1}.
Les g{fJ et gËÎJ étant périodiquesdans les bandes ly

| < TE ou |æ| < 11

respectivement, elles sont harmoniques, régulières et L dans les
rectangles ( |x| < 211,1y|<n) ou ( |œ| < Tt, |y| <2n) respecti—
vement. Ï.e lemme du n° 8 donne alors encore uniformément pour 5
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dans R
I(17. ) g…(z):o<—————,> our

|
|—>7r,7 “W (n — |…… F ’

(1728) gîfi}(Z):0<m> Pour l.Ç(}l'—>7Ï.

D’après (17 . 4), il en résulte uniformément,pour 2 e R,

I(17-9) Pw<5) =€W— ’tW= 0(m) W |
**“)

(17—10) p…(z) =—— gtEJ + hæ) = A…<D…(z) + of ‘
\(Tr—læl)ï>’ “"’”

Il en résulte immédiatement, quand z s’approched’un des sommets
s du carré R de l’intérieur de R,

I
2_T|z_slT|PHV(z)|élAwll(fi_læl)TlŒpw(5)l—l”o(l)'

Maintenant, vu que, d’après (15. 13) et la remarque après le théo—
rème 8, A…,=o,

lfl— IÆII”I%(Z)IéIZ—8l=‘l®m(Z)l=0(l),
7f—l$l|’l®n($)lél£—3|3|‘Du(z)l=0(l)-

on en tire
Dans le cas {0,0}: lz—sPp…(z)=o(r) pour z—>s.(17,11)

{ Dans les cas { 0,1} et{1, 1} : ]z ——s |3p…(z): 0(1)

Ceci étant pour chaque sommet du carré R et pour l’approximation
de l’intérieur de B, la double périodicité du p… a pour effet que le
même comportement se produit dans l’approximation d’un sommet,
par exemple 7t+7ti, de tous les côtés. Le théorème 6 donne alors
que p…(z) est de la forme (9.1) et, plus particulièrement, vu le
théorème 8 et la remarque après ce théorème, on aboutit aux formes
suivantes :

(17.12) p00(5)=const., p01(z)=a®m(z), pu(z)=aŒu(z).
Vu ('17 .4“), la partie 1° de notre théorème s’en trouve démontrée.

Pour les cas {0,1} et {1,1}, on déduit de (47.12) que les g‘J‘3 sont

conformes aux formules (16. 18) et (16. 19) avec et =
%

y.
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Considérons maintenant le cas {o, 1 } et supposonsp < 2.
Pour deux valeurs de y différentes, 7’ et y”, les fonctions (16.18)

différent par
’—î

(y’ — 7”) (D…, donc une fonction LP (voir la remarque
après le théorème 8). On a de même pour les fonctions (16. 19). Il en
résulte que s’il existe une décomposition du genre (17 . 1 ), les décom-
positions du corollaire 19 pour tout y seront de ce genre.

Si })à 2 et il existe une décomposition du genre (17 . 1), celle-cisera
donnée par les formules (16. 18)et(16. 19), donc aussi (16.23) pour
un certain Y' Les composantes étant L”, donc a fortiori L2, on peut
appliquer le théorème 3, ce qui conduit à (17.2). L’unicité résulte
aussi bien du fait qu’il ne peut y avoir qu’au plus un seul «{ satisfaisant
à (17.2), que du fait que la différence des fonctions (16.18) pour
y = y’ ety: y”7é y’ est : Ï—(y’ —— y”) (Il)01 qui n’est pas L2.

Considérons enfin le cas { 1 . 1 } et supposons qu’il existe une décom—
position du genre (17.1). Elle est de la forme (16.18) et (16.19)
pour un certain y. Il ne peut pas y en avoir d’autre pour la même
raison que plus haut, Œ…(z) n’étant pas L. Maintenant, les compo—
santes étant conformes à (16. 18) et (16. 19), elles sont données par
(16.24) pour un certain y. Elles sont L'”, donc L et l’on peut appli-
quer le théorème 4, ce qui donne immédiatement (17.3). Ainsi la
démonstration est achevée.

18. Nous allons maintenant supposer :

(18. 1) Les dérivéespartielles kg. et hf). de ]L = la… sont bornées dans R,

et analyser la forme des décompositions(16.22), (16.23) et (16.24).
Notons d’abord quelques conséquences immédiates de (18. 1 ).

1° La fonction h(z) est prolongeable de façon continue dans le carré
fermé È. Ses valeurs sur la frontière de È, h(in, y) et h(æ, _—_+—_ 11)
(de même que ses valeurs dans tout Îi) satisfont à une condition de
Lipschitz, donc sont absolument continues et possèdent des dérivées
bornées p. p. {

2° La fonction conjuguée 74 de [t:/:…, fixée par la condition
le(o): 0, est du type{ 1 — u, 1 — v} et satisfaitàla condition analogue
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à (18. 1) (vu q_ue h_,_= —h}., hy=hg). Par conséquent, les propriétés 1°

ont lieu pour la également.
Nous allons considérer chaque type { p., v } séparément.
Type { o, o }. — En appliquantl’intégrationpar part1es, changement

d’ordre d’intégration et les égalités Z, = —— h',, [? : lift, on trouve
(toutes les intégrales sont de — 11 à a)

I m
1 sinmæ

ltmo= : ]] h cosmœ dardy :: ;; fdyf— /L_’r m dx
IL' -

__I _ _, I — — .: Wfsmmædæf/qdy: 7r2mf[h(æ’ ———7r) — /z(x, 71)] smmx dæ

=
ÉÎTË—IÀZÎ—itñ<—m … —ñ<vr, w)+î<æ —n>—ñ<—m —n>]

  
[ _I —I _+ Ëf(hæ(x, — 71)—h,.(x,7r))cosmxdæ

(——I)'” __ I_W h('”a 7?) + @@…

vu que, % étant du type { 1,1 },

7a<m n>=— ñ<— vr, …: —Tz<m — vr>=fi<— w —w)—

dj,… étant les coefficients de Fourier de la fonction
-/Îlæ(x> _ 7Ï) ““ ÏL-l.v(xr Tt):

/
bornée p. p. (voir 1° et 2°), il en résulte

@

2 l
ai…) |2<00.

m=l

D’après (16.22) on en déduit

4 2 m sinh mTr — 71m sinh m7:n=l m=1

@ w —

… 1 cd,… cosmæcoshmy \ 2(— Il…/t(7ï; î)
hoc : _aoo+2 — ——————— + —————cosmæcoshmy.

Il est clair que le terme entre crochets est une fonction continue
dans la bande fermée ly]éw, tandis que la seconde série est égale,

d’après (9.4) (où l’on aura mis a = b = 11, n, = à, …: ——â—i, intégré .

Jour-n. de Math., tome XXVII. — Fasc. 2, 1948. 18
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«

les deux membres et pris leurs parties réelles), à

—27£(7r, Tr)

7? _log[a(:—7z—7ri)l+ä(x+y)——à—ï(æ’—yfi)—cîl.

où 0 est une constante d’intégration, facile à déterminer. ‘
Il en résulte

(18.2) h‘o‘o’=
lil—EM). log|a(;—n—7ri)]
+ [fonction continue dans |y

I
g 7t].

De façon analogue on trouve

(18.2’) IzfifJ= M—(ïiÆlog'la(iE—fi—ni)l
+ [fonction continue dans

|
av | é 7r].

Remarquons que pour les périodes 2'ft et 2 m'
d(iË — r—ri): id(z —— 7: — m'),

donc
logla(iÈ—7t—fii)|=log|a(:—W—fii)l.

Type { o, 1}.— Par les mêmes méthodes que dans le cas du type {0,0 },
on trouve

bm:
7—Î; ]] hoosmxsinydxd)" = —1 fsinydyj—— lLÎŒ.S…ÎÏV/UdæL‘ ,Tr?

_1 . —, . 1 ' 4°—_.: 7T2—mflsmmacalæthsmya’y::77:2mfeosyd}/ h smmæ dx

   ( _ I)m+l __ __ I I:W (h(7r,y)——h(—w,fi)COSydy— figm2fcosmxdæ/hwosydÿy
(_ I m+l __ _

1+ WL[<II(1; 75) — Îl(æ, —— 7r))cosmæ(la

flh cosmx siny da: dy, 
7r‘3m‘2

d’où
__ m—+—l ' _ _

("lg—l‘ l)briz,1_—_' _(-_—I—_Æ)_f(h(fi7 .Ï) _ ll(_ 7T’ y))COS-Ï d-)

+ %f(h(æ, 7r) — /z(æ, —— 7r))eosmxdx.
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De même on a

b0,n:—._ 7%1]hsinnydædy  —(__“f”H[/( / d ‘ /‘ d' 7'dr__ 7'-n, (" æ’ TE\)— l(æ,——’fl')) æ_
TÈ2IZu

COb’2y )./ Ln: .L'

(—I)”""
__Æ__f(h(x, 7r)——/l(æ, ———T:))dæ

—;fŒ(m J’) —7î(— Tr, 3’)) 005'U' 60"-

En posant '

T="‘ —T—ÏE‘/‘(Â(TE,_)')—ÏL(—7Ï,\}’))COSÏCÏJQ

b,…:: , -I- /kh(æ, 77)——h(æ, ——7:)>cosmædæ,
7: -

(),” = — %f<ñ(7r, y) —Î(—— 7T, y))oosnydy,

donc —

on trouve, d’après (16.23),
1 , ,_,,[ cosmvsinh m3/zfi,'fi: 7 (b…— )_3' + ÊÔÎ ——.——_———a
_} smh m:.

In=1

l'“ fi l).',,, oosh n.1; sin/n'
1." :: —‘ ———————_” -“' 2 smhnîIl=l

et b'

fonçtions /z(æ, 7e) —— lz(æ, — TV.) et 7i(— 11, y) ——7i(7c, y) satisfaisant à
la condition de Lipschitz, on sait que

Les b'ml étant les cosinus—coefficients, de Fourier desOU

2
|
bin,l ‘ < °° et 2

i
bi),n

| < 00,

par conséquent,

Levfonctzons Izfl,‘f et hfi;"}sont conimues dans les bandes
(18'3—)

fermées |y
[ é 7? et

[
œ

[ énaespectwement.
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Type { 1 . 1 }. — Par les mêmes méthodes

d,,…= %flh sin ma: siny dac dy

_(_I)m+1
—Wf<h(7üy)—h(— ,

=(————fil>7nî+

—9—I—,f(h(n,

y)—lz(——7t,y)>sinydy

              cosmædxfîi}.sinydy        77:) — h (au, — 7r)) sin mx dæ—
7r2m’——flhsin nmsing’dædy,

donc _ m m+1
(m2+1)dm,1=(_I)wi7_z f(h(7r,y) —— h(— 7r,y)) siny dy + 4(_1)_

fi__ m
h(7r, 7r) fi2m/(hfr<æ, n) -— h'æ<æ, —fi))cosmazdx;

de même on aura

_I n+i" . / _ I n+1
(I + n2)d1,n= +f</e(æ, Tt) —— Iz(x, —— 71:))S1nædæ+ “L7Tî_lî__

h(7r, 7r)

1 , , ,+ EE—ü-f(h_,…(fi,
y) ""h_r(_ 7r, y))cosny dy.

En posant
1 .

'Y=Ëf< h (7r, y)— h (—7‘c,y))smydy,

dÊn,1= %f(hQ(Œ, 7r) —— h_;.(æ, —— 7r))cosmxda,

[ I l [d1,n= Ëf<h"(fi’ J’) — hy(—7T, )’))005nydy,

et, en remarquant que

2d“= %f<h(n,y}——h(—7T,y))sinya{y

+ %f(lz(æ, 7r) —— h(æ, —— 7r)>sinædæ

2d…—-y= %f<hçæ, 7r)—h(æ, —7r))sinædæ, ‘
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on trouve, d’après (16.24), ao °C

h…-—- h(r T) 2 2(— 1)…“ $… mæsmh my E a”…ï1 sm ma; smh my” ’ 7rm sinh m7r
ln=1 Ill=l 2m siuhm7r

ac en

li…—_ h(7r fi) $; 2 ( — 1)”+1 smh nx sm ny d'…, 5111 nx 5111 h ny
_“ ’ -J 7rn sinhn7r 2n smhn7r

n=1 n=l
 

Similairement au cas {0,0 }, nous avons ici
(“‘—I)… _ ' . I ]——.—smma;smhm =Ar°a 5—7E—Tti +— v—x ———x —c2 m smhm7: y ° ( ) 4(u )

477
J’ 17

|)’
[ < TE, C,: const.,

Ed',,‘î),<œ, ..‘.J l;f,,<œ.

Par conséquent

(18.4) hW=——%h(w, 7r)Arga(z —7r—7ri)

+ [fonction continue dans ly
[ 4 TE],

(18.4') hŸ,’=—— %]L(7T, 7r)Arga(_iZ——n——ni)

+ [fonction continue dans la“ ] én].
Notons ici que

.- . 7Î .

Argo(zz—7r—na>=;—Arga(s—7r——7n) (sdans R).

Les considérations ci—dessus conduisent aux énoncés suivanls :

THÉORÈME21. — Sous l ’hypothèse (18.1), il existe une décomposition
h…: hifi.) + hÊÏJ et une seule {saufpour le type {O, o }, où elle l’est à une
constante additive près) telle que : .

1° Pour le type {O, o }, I’t(0'0) est continu dans la bande fermée [y |
__;71,

sauf aux points t= (2m+ 1)fli7ti(m=o, ÎI, …). Dans le voisi—
. 2“‘ .nage d’un tel poznt t, h‘0‘â—l—Ëlz(fl, 7c)log|z—tl est une fonction

2)continue. hi… possède despropriétés analoguesrelatives à la bande |ælé TC.

2° Pour le type {O, I}, hîf,’ et hifi; sont continus dans leurs bandes
fermées respectives.

3° Pour le type {I, I}, Iz‘,‘,’ est uniformément borné dans ly[< 11 et
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continu dans ly
| 4 TE, sauf aux points t: (2m j_— I)'fi. i ‘ai“. En chacun

de ces points les valeurs frontières de it?: subissent un saut de valeuri 2/l(Tt, a). Itfi possède des propriétés analogues.

COROLLAIRE 212. — Les composantes hfif.Î du théorème ‘21 sont L" dans le
carré R pour tout1) < oo .

Ces énoncés redonnent l’énoncé de la fin du paragraphe 15 en le
précisant.

Remarque '1. — Nous avons obtenu plus haut des formules pour les
coefficients a,…, …, (I. ,L n’utilisant que les valeurs de h(z) et de sa

conjuguée Ë(z) sur la frontière de R. Ces formules pourraient être
déduites de manière différente, notamment en appliquant aux inté-
grales doubles définissant ces coefficients la formule de Green conve—
nablement généralisée. Encore une autre manière serait d’appliquer
les formules (15. 1) et (15 . 2} en y développant la fonction Z suivant
la formule (9.4). Ajoutons encore que les mêmes formules peuvent
être déduites sous des hypothèses bien moins restrictives que (18 . 1 ).

Remarque 2. ——- Notons le fait curieux que pour le type {I, 1}, les
composantes h:’.’ et /I.’ñ’ dans le théorème 21 peuvent être définies très
simplement commesuit : hfl’,’ est le prolongement dans la bande [y| < 71

de la fonction harmonique dans le carré R, égale à zéro sur les côtés
verticaux et ==h…=lz sur les côtés horizontaux du carré. h‘f: se
définit de manière analogue. L’explication de cette particularité est
que, pour le type {I, I}, les développements (16.24) se confondent
avec les développements traités au paragraphe 28 qui servent à
résoudre le problème de Dirichlet dans le carré.

IV. —— Décomposition des fonctions harmoniques L2.

19. Nous allons nous occuper maintenant des fonctions harmo—
niques et L2 dans le carré R.

PROBLÈME (Pa). —— Étant donnée une fonction /z(z) harmonique et L2
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dans le carré R , trouver une décomposition

(19.1) 11(z) =1L1(Z) + 11=_.(z), 111 et 112 I} dans R.

répondant au problème (P).
Comme nous savons déjà, il suffit de considérer le cas où 11(z) est

d’un type { p., v} et de chercher 11, et 112 du même type.
Nous commençons par donner une inégalité correspondant aux

types {O, o} et {I, I}, qui nous servira à résoudre le problème (i”)
pour ces types.

THÉORÈME “23. —— Sozt 11…= h“ +11},Ç, où {p., v}={o, 0} ou {I, I},
la clécomposztzon(16. 22) resp. 516.24) avec un 7 approprié. Supposons
que Il…, 11“3 et 11”) sont L" dans R. Alors

/(19.2) fl}h…Pdædyè<r— fi—>Ælh…|-
dard),

R

et de mêmepour hifi}. La constante
<1

—
%>

dans ( 19 . 2) est la meilleure
possible. '

I)ém0nstration. — I° Le cas du type {O, 0 }.
Considérant le développementde 1700 en double série de Fourier, on

a, d’après (15.9),

(19.2.1) % [110012dæ-dy

73

«… 12 ° +12?:—-a- —— (l' a400 2 [710 2 on
1

—

I 9 '7
‘)+}. 2m7 “_ ‘ "”m'am°+ (_ ‘>""'a°"]' <°°'

1 1

D’après (16.22), on a

!1
.L‘.\l

!—

. . _L (Ma .. ,… __. .... ,,(192.3)
fi2Æ}hoo\ dde

ä0+Ë/;sinhîmr
a,;…ü/À

}e…,(m;)i° dæd) <oo,

I ‘l ?. .__. ?.

.
’ : 2 ,(19.2.3) fiflnlhgglzdædy_a Ë————â“sidi1 ,… a…l[1“leoo(znu)l dædy<oo.
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En posant
'"

(19.2.3) p…: ——Ëz——jj \e00 (mz) |‘3 dxdy
n451nh1 m7r

fl le…,(irn5)F dædy,451nh m7t

et, en calculant les intégrales dans (19.2.3) une fois directement et
une autre fois à l’aide de la série de Fourier de coshmx [voir (15.1 I)],
on trouve

7Îm sin/1277277:
°°

(19.2.4) Prn—W<fi+î>l—Îm+n2(__m'—+__lîTn)

On vérifie aisément, d’après la première expression de @… que

(19.2\.5)
@… converge en décroissantvers %pour m —> oo.

Les formules (19. 2 . 2) et (19.2 . 3) prennent maintenant la forme

(19.2.6) fil |hg,lg‘zdxdy=lago+ Empmaîno

(19.2.7) Îrî Ihfi|‘-‘dædy

Il s’ensuit que la double série dans (19. 2 . 1) peut être développée.
Ceci fait, on trouve

1
' ‘ I »)

w
?:

?
a(19.2.8) FJ] |h(,0|2dædy=

Za50+ E
mpma,;lo+ Enpna(…

n
1

(_ I)m+n 7712 722+2Ë Ë———————(—_—m2+”! )2 amoaon.
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Evaluons la série double On &

(19.2.9) ZÊ :
4ÊÏ'Ë

1 1_(—1)’”m"n a… (—1)”mîn'Î a0n
(m"+n )

Ë Ê___ln3 na,;… É Ë__mn"
_a’_5n)2(m"+ n")" (;TL" + Il”

w 2 sa '-}_'

2 “ 2ÏÏL O',n a…_0 Il O'na0n ,

1

,

(19.2.10) O'm=îË(7722 Il
m"+ n)

143

(m"+"n)
N.}
-°

1<.|+

Il
ou l’on a posé

Il=i
Or, on & (vozr la demonstration à la fin du present paragraphe)

(19.2.11) cr…<—âp… (m=1,2, .).

Par conséquent, d’après (19 2 9),
‘!

ce oo "{ @;

2‘î 2”î
2

é;£_
\A…)”)110

'1 1

‘)

Ë ”Pna5n )

1

donc, d’après (19.2 . 8),

? af… + ( E nzp…aä…>
1 .

oo

|-[..

[hoo[" da. dy>
R

N.[
+

\ VJ

, 2 ‘ .2In“ Pina"… nP"“0n
1 1

j .,+ ZlZP,JL(…
/

1 [, 4È: zaôo + (I '“ _
1

We) E
m p…aÎ,…

Ï_\__ I ... _l/l;_ fi_

1

et ce dernier membre est

I 0 ->

zaôo +2 umC/{no
1

/
=<1———î—)%2tÆ[hÿg["dxdy,

d apres (19.2 .6). Ceci prouve (19 2)
Jou1n de Math., tome XXVII —-— Faso

|:{
—

. ‘Z, I948. I9



144 N. ARONSZAJI\.

2° Le cas du type {
I, 1 }. Considérons le développement(16.24).

En posant
(19_3 _ 1) (,…: (_ ,)»,

Ill—n—zt—

1 (,… _,_ ,) Wn= (_ ,)n+1 I + la“!
d…—— (2d11       1 .3. '=-._’"— ' z 2 .—d( 9 2) Pm 451nhîmfi,Æle“(m )l d? VV,

on trouve, par la même méthode que dans le cas du type {0, 0},

(1933) Dj,: / ’n‘-m smhtamfi_ >=
w nm'— "‘ 451nh‘2 m7r 2 ”LTL“ a—i (mî+ il?)2

IL=1

(19.3.â) p,,, converôe en croissant vers
5

pour m-—> oo,

. . 1 ,, m‘- n'— ,(19.3.5)
,—,—2fllh Idxdy=Emi”t=Ë_,>‘————_(—,—n——,+,…) v…<œ,

m=1
‘ i (.,, _ ___ m n'—(19.3.6)

Tr" Ælh…
-dædy_ Ënp',,c,,v

__Ê Ê,—_————m,+”,)),w;,<oo,
n=l

Enfin, en utilisant le développement de h,,(z) en double série de
Fourier et en usant les quantités cm introduites dans (19. 2. 10) et les
inégalités (qui seront démontrées plus loin)
(19.3..7) a…<âp,,, (m=1,2, ...),
OH ÏTOUVG

I ‘. m2 ”_—- h Éa Ê———— — vfi2\flnii211 =Ê mn =Ë (”—{——_—z+n22(—) ‘”)

I —> I ., ”Li n2
=ËmPIHVÈL+ËnPILÇvñ—_

22€:
Ë—(—m‘-’+Il?) ., Vm“n

1 1

no 09 7.2

. ,

>“:E um Vîn+z "' P;,ÇVÈ,—

:(1

2
fimo—mvîn>

(É IZO'n CV,,

'1 1 \ l

\ ' 2 .: umvm+ "'in?L
__ _ um VÏn /Ë ” Pn "v;t

1 l

è<1
— %) Ëmp,,,v;,,= (Î——>â—,fl\ h‘,fl’]'—’ dx dy’

ce qui prouve l’inégalité (19.2) pour le type {\1, 1 }

I
|al— nal——

tel—> h.]—
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Prouvons maintenant que la constante <17Î— — de (19. 2) est la
meilleure possible Pour le type {O, 0} on prendra la fonction I…
avec les coefficients a… et (1… suivants:

(_ I)nL a…: pour p é m épi, a…: 0 pour les autres m,

2
((on : _“ “' 07107

7T

oùp est un entier positif. Il est évidentici que /z‘0"0) et /zîfJ sont L , donc
aussi II…. et, suivant les formules (19. 2 . 6) et (109 . 2 . 8) on trouve

]”
——

“iii……dædt=2mP—'—"w Op pour p——>oo,

/)’ [l‘-‘0
îfllhoolQd—TÜTZ<I+£.,>4i0b“îÊ——EIZI——TC‘ R

.,
7Ï- ;Â-1n (m2ln+n2)

Pour calculer la série double nous allons appliquer la formule de
Euler—Maclaurin, arrêtée aux secondes dérivées

fmwtrw_—È‘I<l lnlq<âî>+w<%>—ln=/
 

!

__I_
III. ‘”l+

2m2f1—
®2(mt)w tt)d/,

/ ...
111

où da(æ)=æ(æ——r) est le deuxième polynome de Bernoulli pour
Oéæél, et pour les autres valeurs de w, (I)2(x) est défini par

[prolongement périodique de période 1 (1).
En y mettant ‘F(æ): (: .,, on en déduitl

+ T2)"

Il
/"-' __2__”ln I 2 m

(m‘—+ ?
_

m2 n'2 “
N:]: [:=/; I "l* _“

ÏÏll2 ‘

__
l_" mp ‘

mp2
_.I_—_

mf‘p(I+Ï’102)2dm—i—l:.‘z(m2—t—pî)2
+

2(nzg+pl)î]+o<m“>
m

_[2tmï+pgl_ 2(m-+p)]++O<m)
(1) Voir par exemple W.—W., pf 128.
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et m =p ou m =p2 respectivement, on trouve ”     

mp’ I,: __ ])

2 '" —_1. P —1 *”
dæ+O<ï2(nzî+pî)_ 2p m'3—2

1
1—+—ac2 pm=p in:}; 1 + 2P

1 1
' ) 1

=—-—]Ob
Tl

+O<—>)_ 2 p
, , mIl /) _” 1. ,

1

2(m-+p") 2p— m— 2
1

I—t—œ- 1)-
III :p In:/) 1 + ,L _

P P

1 2)'1 I‘=—lOg ]
_, +0<-,)’4 1+p‘ p‘

etenfin
!)“

( )É 2(—m—mî+nîî—Ïn)%]OgI—Z_]f—+O<ÏÈ>
In:/} II:/)

I 1 ‘2 1 1logp+—log +_,P ——log2+O<—>2 — 2 p
/

logp—t—O(1) pour p—>oo.

 
Par conséquent

_
ÀÆ\hOO|

dxdy I+
7—Î—) [Ï10s11+0(10m]—%[â 10s11+0(1)].D

—7_2r>
logp+ o(lob0tp)

>Îlogp + o(logp)

ce qui prouve bien que la constante ne peut pas être améliorée.
Pour le type {I, 1} on applique le même raisonnement avec une

fonction il“ définie par d“: o, y: o,
(— l)"" , , .,

d…: 'nÎ‘l——ÎÏ
pourp é: m ép-,: 0 pour les autres m,

2
d1n—— '— 07111)

77.'
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ce qui fait, avec les notations (19. 3. 1),

Vm=
I

—I;Z
PourPéméP2:: 0 pour les autres m,

2w,l: — s»,,.
it

Il nous reste encore à prouver les inégalités (19.2.11) et (19.3.7) que nous
avons utilisées dans la démonstration. D’après (19.2.4) et (19.3.3) pÇn< p….

Il suffit donc de prouver (19.3.7).
Nous allons appliquer la formule de Euler-Maclaurinarrêtée aux quatrièmes

dérivées
L '

.

(19.5) fk'"‘F<f>dx=äEw(—%)
”” â[w<%> +Œ<Îlæ)_l

n=k
IH,

[

1
'

, z “, lç‘“ 1

_
\,_._ mm") L‘? ($)—w (ÏrîÎ)i+_—24mffk Œ,(mt)lF r(t)dt, 

Ill

où (Di(t) est périodique de période I, Œ4(Z)=Z2(l—I)Ë=le quatrième
polynome de Bernoulli pour 04 tél.

&:Pour calculer a… nous mettrons 1F(æ)= 2, lc=o, [: ce (ou peut
(1 + af")

mettre [: oo vu que pour notre fonction 1Il", toutes les intégrales et la série
de (19.5) sont absolument convergentes). Ceci nous donne

Il

[°°
x 1 2 Zi

——Îdm=——Z 2
0

(1+x) m
(

n 2 .
n=() 1 + ___;m-

+ I 0+ 1

Æf ®4(”1Œ)120æ(æ;_ )(3x-—1)dæ_
12m- _m 0

 
24

. 1 1Le premier membre est: 5, — 2= a,… doncm

1 I I

, , 1
Pour évaluer l’mtegrale I… remarquons que oé®,,(t)é îë et que l’autre

facteur sous l’intégrale [qui est:‘l"l“(x)] est positif sauf pour %éæét/ä.
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Par conséquent _ 1 _
nv3 V; @

%] IF…(æ) dæ < Im<
1—16 [ ‘F‘“ dæ + ‘“F‘Æ') dx )

| 0 .—

Î“s
‘ ‘

donc, après calcul
21 < 1 < (_)2

_‘6_4 …
64

Il s’ensuit
1 H/

r2m'2 + 512m“ ].
a'm'< " ""

9.

D’autre part, d‘après (19.3.3‘), 2 , sinh2m7r 7rm
.—0 = .

_
.”:"" .’4 sthnn 251uh*mr

1 coshm7t 7tm 1 nm -__ . — _> ——————————
2 smhm7r coshamn—1 2 cosh2m7r—u

Il suffit maintenant de constater le fait évident que 7rm 1 7 ‘< _,——, , (m=t,2,ä,.…),cosh2mn—1 12m- :n2m*

, . 2 ,
pour en dedu1re a…< ;\0….

(:. Q. F. 1).

20. Nous passons maintenant à la solution du problème (P“).
THÉORÈME 24. — I° Soit il… une fonction harmonique L2 dans R de

type
{ P., » }

=
E 0,0} ou

;_
1 , 1 }. Il existe une décomposition

(20. 1) h….= hifi, + /t$j.}, _

solvant le problème (132 ).
2° Il existe une fonction la… de type { o, 1 } harmonique et L2 dans R,

pour laquelle le problème (l“) n’a pas de solution (" ). 
(1) Le théorème 2!» peut être transformé en un théorème équivalent concer—

nant les coefficients a…, a… ou b…, bo,l ou d…, (l… de la fonction li… en
question. C’est sous cette forme qu’il a été primitivement traité. L’exemple de
la partie 2° est dû à G. H. Hardy. La partie 1" était primitivement prouvée par
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Démonstration. 1° Considérons les fonctions

(20.1.1) h,.(z)=h…(ä—IS> (n:1,2, …) .

h.… étant L2, on prouve par la méthode du théorème 1.5 que

(20.1.2) limflWt…(s)—hfls){'3dæn') :O,
N:» “

donc
(20-1-3) lim [{lh…(3)—h,,(s)Pdædy:o.m,n—::æ. 'R

Les fonctions h,.(z‘) satisfont bien entendu à la condition (48.1).
D’après le théorème 2l et le corollaire 22 on peut les décomposer en

(204.4) lznt=)=hî,”tz)+hîi“(5),

conformément au problème (I”). D’après le théorème “20 les compo—
santes peuvent être supposées de la forme (16. 22) pour le type {0 , o}
et sont de la forme (16. 24) pour le type { 1 , 1 }. Les mêmes propriétés
auront lieu pour les composantes dans

(20.1.5i h…(s)—/Lu(=)=lhtï‘(s)——h,,”(s)l+l_hïä) .) »-htfl<sii
En appliquant le théorème 23, on a, d’après (20. I . .3)

(20.1.(3) lim j]|ltî/ÿ—hjf‘Pd.zwlg :o (A:—1, 2).
m,n=æ R

Il s’ensuit la convergence des hîÎ’ (k = 1, 2) vers une fonction la…
harmonique et L2 dans R. De plus, vu la périodicité et la régularité
des h‘Â“ dans les“ bandes |V| < 11 et læl< ?: respectivement, les
fonctions h… sont également périodiques et régulières dans les bandes
respectives. 
l’application du théorème 1 de lAl.—A. (pour plus de détails, voir la remarque à
la fin du 5 23). La démonstration de I° dans le texte est analogue à la seconde
démonstration du théorème 1 dans H.-A.. Le théorème 8 utilisé dans cette
dernière démonstration correspond au théorème 23, tandis que le théorème 7
de H.—A. est remplacé ici par l’approximation par les fonctions (20.1.1) du
texte et le corollaire 22.
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D’après (20.1.2) et(20. 1.4), on en déduit
(20-1-7) h…= h…+ h““æ hîfiJ+ h<@,

qui est la décompositioncherchée.
2° Nous définissons la fonction cherchée h.… en donnant ses coeffi—

cients de Fourier
(_ I)m+1

(m2+1)\/log3m
_ (_ I)n+1_ ÜËÎÎ

S

b01= O, bm1= pour m._èl,
(20.2.1)

pour n à 2,

les autres coefficients b… étant donnés par (15.9) :

(_ I)m+n Il(20.2.2) bmn= .)
»m-+ n* (( — I)m+1(m‘l+ I)b,… + (— 1)"nb…+ b…).

Nous prouverons que ces coefficients sont des coefficients de la
double série de Fourier d’une fonction la… L2 dans R en montrantque

(20.2.3) %Ëbgn+î Ëb,‘î…<oo.
1 1 1

Admettons ceci pour le moment. Le théorème 17 donne alors que
cette fonction [101 peut être choisie harmonique dans R et qu’elle s’y
développe en série (15.12) qui, dans le cas actuel, s’écrit explici—
tement

.,,

(— I)’”+’7T
20..24 ]). : ___—__—( ) 01

m/—’1
2 sinh m7r(/log3m

cosmx sin [1 my 
«’fi (— I)"+lTE .+ 3 ___: coshnæsmny."" 2sinhn7rVlog3n

D’après le théorème “20, s’il y avait une décomposition de /…
répondant au problème (I”), elle serait de la forme (16.23). D’après
le théorème 3 ceci exigerait par exemple

®

2 62m —-—————fi2 nb + 1 " b V) 2T 45in/fin7r’ °" (_)(01—‘]<œ’
n=1
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c’est—à—dire
&

21 _;_
1

n Vlog3n

ce qui est impossible pour n’importe quel y. Ceci montre que le
problème (P") n’a pas de solution pour la…. Il nous reste à
prouver (20 . 2 . 3). Il suffit clairement de prouver

+‘(îlfl<oo,

W @ VJ

V 'n “fi n" 1 [ 2<œ£-bz _:‘—’nz(m+n‘“) (/log3m Vlog3n
1 2

 
Ceci est une conséquence de la convergence de l’intégrale

ao oo )/2 I I
2613? d _ f2 2 2 ___— __ y_ ...+[ .[ (“’ +3’) [Vlog3æ \/10g3y] Œ<_,; x>).

/ f _ log-
dæ dl*”(1 +£2)210g3x10g3wt<\/10g3æ+ \/10g3æt)2

   log-t+ d Ü.]… fm yll—l—5H) log3ylog3yt(Vl—og3yt+\/l—ogäy)
y(

Posons
da:20.2.5 I ! =f ___. __ …

( ) ()
1 xlog3wlog3æl(g/logâæ+\/10g3æt)',

donc [: blog”
I(t)ll—t—/’(Ob21(t)dt=[I+loggf2I(t)dt

! (i+t“)

   
Mais, d’après (20.2.5), il est clair que I(t) est, pour Iét<œ,

une fonction positive décroissante et que I<l) < oo .

Il s’ensuit

1=fiœ;+
’°g"

FI(£)dt<l(1)jdœllo ’_,.d:<œ  
C. Q. F. D.

21. Dans les cas des types {0, o } et { I, 1}nous pouvons maintenant
prouver des propriétés remarquables des coefficients de Fourier des
fonctions harmoniques et L2 dans R.

THÉORÈME 25. — 1° Pour que la fonction harmonique h…, soit L2
Journ. de Math., tome XXVII. -— Faso. ‘2, 1948. 20
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dans R, ilfaut et il sufiît que

(21.1) ' Ema,‘fi…<oo et Enaä,,<oo.
1 1

2° Pour que hu soit L2 dans R, z'lfaut et il suflit qu’il existe un 7 tel
que

{

  _ I m+1 d:ü
°°

: .;d…=£—î)——y+ 7n—'—, avec Em(d…)—<œ,
(21.2) :

__ n+1 d’
d… :(

î2
(2d11— y) + À”, avec 2 n (d’…)‘—’

<‘oo.
l

Démonstration. — 1. D’après les théorèmes “24 et 20, les formules
(16, 22) et le théorème 3, on trouve directement (21, I).

2. Le même raisonnement que ci—dessus donne que, pour un
certain y,

au

2 ;%[(m‘£+1)d,,,,+(—1)…myF<°°:/
1

@

2%[(1+ n?) (l…+ (—1)"n(2du—y)]2< co,
'1 \

Mais ceci est clairement équivalent à (21, 2).
Pour le cas du type {O, 1 } nous pouvons ajouter le

THÉORÈME 25’ . — Pour que la fonction harmonique la… soit L2
dans R et que le problème (132) soit soluble pour elle, il faut et il sufl'ît
qu’il existe un 7 tel que

( _ I)m 1b 1 = — b’771 m2 771
nm :

oo

I ‘)
avec 2m(b…)—< oo,

1

 
(21.3) °°_ n+1

bon : (”_—I) (bai—T)+blom avec zu<blMl)2<œ'
1

Il

En effet, comme dans la démonstration du théorème 25, 2, nous
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prouvons d’abord que, pour un y,

5|E _I [(m‘à—t— 1)l)…1+(_ 1)lll+1Y]2< 00,
1

J
8

I
72 ' nb0n+ (_ I)n(b01_ T)P< 007

.—

et (21, 3) s’en déduit immédiatement.

22. Le théorème 25 a pour conséquence des propriétés bien
particulières des fonctions harmoniques L“’ dans R. Pour les mettre
en évidence, introduisons les notations suivantes :

DÉFINITION. —- Une fonction intégrable f(t), ——n<t<n, appar—
tient à la classe J, ou brièvement est J, si les coeflïcients de son
développement de Fourier

a _ _f(£) :
—23

+2(a,,cosnt + b,,smnt)

satisfont à
Zn(aî + bÎ,) < 00.

Avec la notion de l’intégrale d’ordre fractionnaire on peut dire
qu’une fonction est de classe J si, et seulement si, elle est l’intégrale
d’ordre 1/2 d’une fonction de carré sommable (i).

Donnons d’abord deux lemmes sur les fonctions J pour mettre en
évidence certaines de leurs particularités. Ces lemmes sont des
conséquences des théorèmes généraux de Hardy et Littlewood (’). 

(1) Pour l’intégration d’ordre fractionnaire au sens de Lionville-Riemann—Wey]
voir par exemple le livre de A. ZYGMUND, Triganometrical Series, Warszawa—
Lw6w 1935,

@
9, 8.

(“l) HARDY and LITTLEWOOD, Math. Zeit., 27, 1928, p. 565 et 31m, 1932, p. 403.
Voir aussi A. ZYGMUND, loc. cit. p. 227.

La classe J a été considérée —— sous le nom de classe S —- par A BEURLING
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Les démonstrations de ces lemmes étant très simples, nous les
indiquons dans notre texte.

LEMME i. — Une fonction J est L" dans ——n<t<n pour toutp
fini.

Ce‘ci résulte, d’après le théorème de Hausdorff-Young, du fait, que
pour tout q,1 < 9 < 2.

(Eli—r >r<oo,
l—'>

IQ?

ElaM/=E<n"…la”)
"—5—<2nianlî>Il.

Q
…|

  Où ?— + £ : [,
2 "

donc
r = 2 et Cq— : q > ({ > 1

2 — q
_

2 2 —— (/

De même pour les coefficients b…

LEMME 2. — Si l’on prolonge périodiquement (de période 2 TE) une
fonction J au delà de l ’intervalle — TE < 1: < Tt, cette fonction n’aura
nullepart de discontinuité simple (un saut). Plusprécisément

.\

J[f(æ+ t)—f(æ—t)]clt —>o
 
 

uniformémenten a: pour 8 J, 0.
Vu que l’on peut intégrer la série de Fourier de f(t) terme à terme,

nous pouvons écrire

%[[f(œ+l)—f(æ—lfldl
. ‘

=%2[— a,lsinnæ+bncosnæ]_———cosnô
=%Ê+ % 2 =_11+12.

1 n=m+i 
(Acta Math.72, 1939), qui a t1ouvé des propriétés impo1 tantes des fonctions
de J, spécialement en 13pp01t avec les fonctions harmoniques dans le ce1cle
admettant une intégmle de Di1ichlet finie.
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En posant e(m) =2n(aî—l— bi), donc e(m)\o pour m/ oo , et en

choisissant m de sorte que

m 1 m+1é.
(e(m+1))

!/\a(8<m))

ce qui est toujours possible pour 8_é[e(1)]ä on évalue facilement

511 | <V?(T)(s(m))î, 112 | < [. (e(m+1))ï,

ce qui prouve le lemme.
t

”
1 .Comme exemples notons que — =2(—1)’…—s1nnt n’est pas J

‘2 Il
11:21

(voir lemme il), !loglt]l n’est pas J et il en est de même de log“ %   

 

] . I 275pour ocè;tand1s que pour et < 5,10g°‘
—t—l

est J.

Toute fonction périodique de période 211, absolument continue sur
tout segment fini avec une dérivée L2 dans néæén est J.

Posons maintenant, pour une fonction h(5)=h(x, y) harmonique
et L dans R,

712 .7‘\.

”Lto(x)= %f /z(æ,y)dy, ‘Itl(æ)=%/ It(æ,y)sinydy,
_“ —TC(22.1) “ «;;

‘00 (3): %f h(æ, y)dx, ‘t71(_y)= %] h(æ, _}/)5i11ædæ (1),
\ —1: —n 

(1) Les fonctions ‘Ll…(æ) et “UH(y) ont été introduites par G. H. Hardy dans
le but d’obtenir des formules pour la constante Y du théorème 25 (voir théo—
rème 27 et la remarque 2 du présent paragraphe).
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Il est clair que

(22.2) Si h = h… est du type { pa, 1) }, les seules fonctions de (22.1) qui ne
s’annulent pas identiquement sont ‘U…(æ) et %(y).

5100Pour la = h… on a %Lo(œ) f\J Î +Za……cosmæ,
1

aoocv0(y) N ? +2aon COSIZy.
1

Pour [t:/101, on a ‘LL1(æ) …
ê2°—1 +26… cosmos,

(22.3)
<

%

1

‘Uo(y) m21)0nsinn_y.
1

Pour h = h… on a ‘LL1(æ) NZ d,… sm mec,
1

 wwwzd…sinny.
1

Les théorèmes ‘25 et 25’ s’énoncentmaintenant

THÉORÈME 26. — Soit il… une fonction harmonique L et du type{ p…, v}
dans R.

I° Pour que 1100 soit La, ilfautet il sufiît que ‘LL0 (a:) et “170 (y) soient.] .

2° Pour que il… soit L2, il faut et il sufiît qu’il existe un Y: const.
tel que

[‘LL1(JL‘)
——

7%]
et [%(y) — (2d11— Y)%] ’

soient absolument continus quandprolongés périodiquement un peu au
delà de l’intervalle (— TE , n) et que leurs dérivées soient J .

d“ est égal ici à

I7: 7:

%] %1(x)sinxdx=%f °1A(y)sinydy,
-—7z —‘7:
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3° Pour que h… soit L2 et le problème (P?) soit soluble, il faut et il

su;fit que ‘LL,(æ) soit absolument continu et qu’il existe une constante y
telle que

[%Lt<w>—Êl et [mm — (b…—fifi»

soient J, où
I 7T. 77.

b01=%f °ü,(æ)dx=%f ‘l’dy)sinydy.
—7'» —-fi

Remarque 1. — Il est intéressant de remarquer que les fonctions J
s’introduisent également quand on considère des fonctions harmo—
niques et L2 dans un cercle. Soit en effet h(z) une fonctionharmonique
dans le cercle |z ‘ < 1 . Posons

W(rei<P)=f h(p e“?) dp.
0

Par un calcul immédiat on vérifie que le fait pour h d’être L“ dans
[2 | < 1 est équivalent au fait que W existe pour r: 1 et que W(6’“-”)
est J (comme fonction de cp).

Le théorème 26 permet d’exprimer les constantes y dans les cas

{ I, I} et {O, I} par des formules qui mettent ces constantes en relation
plus directe avec la fonction h que ne le faisaient les formules (17 . 3)
et (17.2) du théorème 20.

THÉORÈME 27. — a. La constante Y du cas 2° du théorème 26, est donnée
par chacune des deux formules

«,»_ %l‘tL,(7r—— o) —‘1L,(——TE+o)],
(22.4) —

I .

2du_-—Y:%LQ)I(fl—O)—‘vl(—TÏ+O)] (’).

 

b. La constante Y du cas 3° du théorème 26, quand elle existe, est 
(1) La partie a du théorème 27 est due à G, H. Hardy.
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donnée par chacune des deux formules

\ Y=lim Ifô [‘LL’(fi—Z)—°LL'(—fi+t)ldt,
,3\0T53(22.5) <

a
‘ _ " __ _ 7 _
(!)… {=èË)_7'—IOÔ

[170(77: t) ‘Lo( 7t—l—t)]d£

Démonstration. — a. Il est clair, d’après le cas 2° du théorème 2.6,
que ‘LL (TE—O), ”LL (—7:+0), ‘U ('t—O) et ‘U (-—-—Tt—l—O) existent
et que

%ll(u—o)—Yg=üi(—fi+o)+yg,
’n: 7r

‘&?'1(7t—0)—-(2d…—y)g =‘(91(—7r+0)+(2d11——Y)5»

d’où (22.4).
1). Les formules (22.5) résultent immédiatement du cas 3° du

théorème 26 et du lemme 2.

Remarque 2. —— La compatibilité des formules dans (22. 4) donne

(22.6) 2d…= %[‘LL1(Tr—— @) — ‘LL1(—7r+ o) + “171(7r—— o) —°171(—7r+ o)].

Si l’on suppose‘que h est suffisamment régulier, ce n’est rien d’autre
que la formule de Green

[(jAg‘5—Af)dxcl)=—Æ<fZ—î—gâ£>d3, _

2 . .avec f= /z(æ, y) et g=—
7Î2

smæ smy, vu que

TC Tt.

d…: %f [ h(æ, y) sinxsin_ydœ dy.
—7T. TC

Si la est supposé seulement L2 dans R, (22.6) peut être considéré
comme une généralisation de la formule de Green. La compatibilité
des deux formules dans (22 . 5) conduit à une formule de Green simi-
laire avec les fonctionsf: h(æ, y) et g: siny,
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Remarque 3 (‘). —— Dans le cas où il est suyfisammentrégulier les

fonctions % et ‘0 satisfont à des équations différentielles permettant
de mettre sous une autre forme leur relation avec la fonction /z. Il est
clair qu’il suffit de considérer les fonctions “LL. En désignant par /Îla
fonction conjuguée de h, nous aurons

(22.7) cu'.<æ>=%f hf.<x.y>dy -—

:
%f_fl7i3.(æ,

y) dy: %[Ë(æ, TE) ——7Ï(x, -——7r)].

(æ3)uum=%fig@m—Œga—mfl=EËMW%m—ww@—mt
TC

(22.9) ‘LL'{(æ)=
% f hä(æ,y)sinydy

——fi

TC- .:. %f h}Î(æ,y)sinydy=‘th(æ)—%}h(x,n)—h(æ,—W)].

Si le est d’un type déterminé { p., v}, ‘LL.(æ) seul entrera en compte.
Donc, si \) = o,

‘LLQ,(æ)=
â—Â

(a:, 7r), vu que7i est du type {r— pt, 1 },

II 2 I !‘LLO(:I;) :_ %hï(x, TE), » h}. » {p., 1 }.

Si v: 1,

mfl@=mdm—âuawy

On en tire facilement, vu que ‘lL, (a:) a la parité p.,

‘LL1(Z‘) =c(e"—'+ (—— 1)P' e—-") —
%c-“f

e—‘h(t, 7r) dt+ %e—'”f'
e‘h(t, 7r) dt,

0 U

‘ I \ I , . .
ou c: 5‘LL,(o) ou 5 ‘lLÀo)su1vantque p.: 0 ou I.

On en tire des formules curieuses pour les constantes y du théo— 
(1) Cette remarque est due essentiellement à G. H. Hardy.

Journ. de Math., tome XXVII. — Faso. 2, 1948. 2 I
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rème 27, notamment : dans le cas {I, 1},

Y= %[%<w) —%<— %>]

’K2 2 , . .: %°1L1(7r)= %‘Ltl(o) SthTE—% smh(7‘c — t)h(t, TE) dt,
—7î

dans le cas {O, 1 },

Y= l‘ul(7f) _CLLI1(_TE)l

=llm

=ll>—<

/ Tt

‘LL’,(7r)= 7—Î%h(o)sinhn— Ë— {’ cosh(7r—t)h(t, 7r)dt.
" 0

Remarque4. — Signalons que les dérivées des fonctions ‘1.L1 et ‘U4 qui
figurent dans l’énoncé du théorème 26, s’expriment p. p. a l’aide des
dérivées correspondantes de h, par exemple

77.

‘LL'1 (a:) = %f h_’,_.(x, y) sin_ÿ dy,
—7:

la fonction sous l’intégrale étant intégrable pour presque tous les a:.
On arrive à ce résultat par un raffinement du lemme du n° 8, raffine—
ment que l’on obtient en appliquant un raisonnement similaire à celui
qui conduit au théorème de Vitali dans la théorie de la mesure.

V. — Remarques finales. ‘

25. LES FONCTIONS h… HARMONIQUES ET L2 DANS R EN GÉNÉRAL. — Dans
la section IV nous avons laissé ouverte la question de savoir quelles
sont les propriétés des composantes Mg), et h‘gl et des coefficients de
Fourier l)… et b… de 11… quand le problème (P2) n’est pas soluble
pour i…. Nous allons donner ici quelques propriétés de ce genre.

THÉORÈME 28. — Pour une fonction il… harmonique et L2 dans B, les
coe_ficients b,… et b… satisfont à

00

(23.1) 2m3—5|b…1 P<oo, Zn1—8|bM|2 <oo,
1 l
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pour tout & < 0. Les composantes Iz(0” et h(0°) de (16 . 23) sont L" dans R
pour tout p < 2.

Démonstration. —— Nous commençons en traduisant le fait que h…
est L2 en termes des coefficients b… :

Ezlbmnlî<œy
donc, vu le théorème 17 et (15.9),

oo V}

(23°2> 2 2 (,;“Î:fil (— ')’”+1 (m2+ 1)b… + (— 1)flni….+ b… |2<œ_
1 1 -

On a, afortiori, pour tout s > o,

(23. 2') É Ë—_
1 1(mf2‘—’Ë+n)+

](—I)…“(m+ I)b…+ (—1)”nb…,+ b…l" <oo.Mlml
Nous allons nous

appuyerB
maintenant sur le théorème suivant :

I. Son K (E, n)_— , ;> 0, Y] > 0. Nous supposerons que(E’+Ün°)°
(1.1) 2a>a+1>o, 20>6+1>o et a+B—2a#—2.
Considérons deux suitesde nombres { u…} et { en} telles que

on Œ

(1.2) EZK(m,n)]u…—v,J—’<œ.
1 1

Dans ces conditions il existe au moins une constante y telle que

<1-3> Em°‘+”H | u…— i .—z<.… Erz“+t-Ë°+11V,.—w<œ.
1 1

Ces inégalités sont vraiespour tout y, si oc + B —— 2 a < — 2 et elles ne
le sont que pour un seul 7, si oc + B— 2 a > — 2.

Nous appliquons ce théorème en posant dans (25 . 2’)
(23.3) lt…=(—I)m(m2+1)b,…, V,,=(—I)"Itbon+ !)01 (î). 

(') Il est clair qu’on ne peut pas appliquer I à (23.2), car pour le noyau
K('g, n) qui y figure on a

a + @
—— 20 =— 2.
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On en tire, pour tout :=. > o et tout 7,

I .2 Wi("“ I>m(’n2+ I)Ô,…—- Y lz<œ7
(23.4)

1.

‘

1 —)2 nTl—E !
(— I)nnbon+ b01—' Y |“<OO.

1

Ceci donne immédiatement (25. 1 ).
Nous appliquons ensuite le théorème

II. Soit
oo

Km(11.1) .guv(z)=2gm7—teuv(mz)) Pour lÏl<TE
1

Pour que (n” —y’)ëgu.,(z) soz'tL2 dans R, t'lftlut et il Slfit que

(11.2) EÈKÊ<œ.
Il en résulte d’après (25.4) et (16.23) (puisque un théorème simi—
laire à Il s’applique dans la bande verticale |a:| < 11 également) que,
pour tout s > 0,

E8

(23.5) (vrfl—fflht'z<æ et <n2— x.).hmz)
sont L2 dans R.

Nous appliquons enfin le théorème.

Ill. St'p0ur une fonction g(z) dans R, (112 —y2)äg(z) est L2 dans
2

1 + s'
 R, g(z) est L" dans Rpour toutp avec 0 <p <

Il en résulte d’après (25.5) (& pouvant être arbitrairement petit),
que hfl,“l et hg’i sont L" dans R pour toutp, o <p < 2. c. Q. F. D.

Il reste à prouver les théorèmes I, II et III.
Démonstration de I. — Nous allons nous appuyer sur le théorème

suivant prouvé ailleurs (‘ ). 
(1) Voir H.—A., Introduction p. 220.
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THÉORÈME A. -— Soit K (E, 71) une fonction positive, mesurable et
homogène de degré *: 7£ —- 2, pour E et ?} positifs. Soit deplus

(A.1) p1=/°œK(I,l)dt<oo, p2=f°°K(t, 1)dt<oo.
0 o

Considéronsdeuæ fonctions U (E) et V (V)) telles que

(…) f0°f°K<am>lu(£)—v<n>Pd&dn<œ-

Dans ces conditions il eœiste une (et une seule) constante «{ telle que

f° KŒ»YJ)IuŒM— lcÆdn=p»j°e+ilu<a>—nîda<œ,

f°° [° K<äm>lv<n>—y|dædn=p1f°-f+1|v<n>—Yledn<œ,

du théorème 1 satisfait à (A. l)à

(A.3)

Le noyau K(E, 11): (î—)—
cause des premières deux inégalités de (I, 1 ), et son degré d’homogé-
néité T: oc + Q— 2 a%— 2. Définissons

u(E)=o pour o<£ér,
u (5): u… pour m < & _4_ m + 1, (m = 1, 2,…),

(1.4) ; {)(n):0 pour 0<Y;él,
\\v(n)=m pour n<n—_/—n+h ('l=l,2,---),

ll est clair que

(1.5)
f0°° f°°°

K(E,y;)lu(£)—v(u)l°dgd—n

=[f+f]+ff
Vu la forme spécialedu noyau K (€, 71) dans l, on voit immédiatement
que L < oo est équivalent à (l, 2) et que

1

I 1 1d °°°—Eu°3

di]
°°°

” dn î°—_la d.6 0——
°'

.
2 _ T 1 ) 2 t.( )

— £ Qj (ê°'° .Û2)GlV(YJ)I [ l‘ (”>] Â (f}. ! I)°°

La convergence de cette intégrale est clairement équivalente à la
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convergence de la somme
CÆ

) I ___o ;,(1-7) EILT+1IV,LILRÎÏ=ZnB -Glpnl—_

1IL=1

Mais, d’après (1.2), on a
….

m°‘nl3m l lt…— (’,ll2 < 00 pour tout m fixe.
1

m2 + n‘1
Il s’ensuit, vu que 2 (

manfi
)6 < 00 d’après (1. 1 ),

oo

m°‘nl3
( ne2 + n'—’ )“

n=l
IV,,P<oo pour tout m fixe.

donc

 "nl2<œ-
ao

Ent—w
n=1

Ainsi, la convergence de (1.7) et, par suite, de (1.6) est prouvée.
De la même manière, on prouve L,< oo. Toutes les intégrales dans
(1.5) étant finies, on trouve (A.2). D’après le théorème A on a, pour
une constante y,

] af+1\u<a>—v
0

donc, a fortiori, les intégralesf < oo. La convergence de ces der—
1

 
2cl‘ê<oo, [ n"+‘lv(n)—ylîdn<œ,

' 0

nières intégrales est équivalente à
m ou

(1.8) Eulr+îlu…_‘lfilî<œy 2"T+1IVn_YIÎ<OO.\

Vu que 't“: «+ Q
— 2a, ceci donne (1.3). Si ’t<— 2, Emï+l<œ

et les inégalités (1.8) pour un 7 entraînent leur validité pour tout y.

D’autre part, si «:>—2,2m”*=œ, et la validité de (1.8) pour
1
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deux constantes y, 74 Y2 entraînerait
ce

2 m‘“
I n — 131% 2 [2 va…! u…—— n |? +2m‘“l um— MZ],

1 I
ce qui est impossible. Ceci prouve I complètement.

Démonstrationde II. — (Il . 1) est équivalent à

(11.3) ……«( ) (7T' )’°°)Ë=Ë———
l\… (1715)(7T'—.7"’)TÎ

sm hm7r 6… '

E

Les fonctions .9W(mz)(112—3/2)2 formant un système orthogonal
dans R (à cause des facteurs cosmæ ou sinmæ), la propriété

€

g“…(Z)(fi“’—yfi)ë& L2 est équivalente à

m , __ 2 5
7

,
.(11.4) Esinh-—K———Înmf_Î[î ]cw(mz)|- (7r" )! ) (ind) <oo

Vu que, pour m —> oo , on a les équivalencesasymptotiques
7: ,n:[ ) |e…<nzz>P<w2—N>SdædyN—Z[_îe……… .y2>8dy

-—T_ l \

’n
71

. . C' %
S=_£f 62…) (TL—2 _),2 )… (I.), N ;(2fi)ce?m7tfr

e—2Hl)y€(l),
0 0

fil +E e‘llll7t

4 ”LI—rs
  °IHT .7I‘+5 e‘"”‘ sinh'mTt[ e*’t£dtœ—-4—P(I+€Î_)€…”P(I[+ e)——,

0
ml+î

(11.4) est équivalent à (II. 2), ce qui achève la démonstration.

Démonstration de III. -— On a, en effet,
TT. 7T.

[_ _ lg(Z>lPdxd)=fll(lâ5(fi)l"…)))î£l(fi——y-)spdædy
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. 1 p _ 2 -. . .ou p<2 et
5 + ; =I, donc q__ 5_—})- La premiere 1ntegrale du

dernier membre est fl]g(z)|’(fi—y’ÿdædy, donc <oo, d’après
, ‘ . , . . Èl)(1 sp

1 hypothese. La seconde integrale est fin1e, s1 71 < 1, donc 2——p < 1 , , \ 2
_doup<l+s- c.o.r.n.

Remarque. — Le théorème I permet dedémontrer facilement la
partie 1° du théorème 2.4 qui résout le problème (P’) pour les types
{O, o} et { I, 1 }. Comme dans la démonstration du théorème 28, on
trouve, pour h…, et h… appartenant à L"’, des inégalités à la (25.2).

Les noyaux K(m, n) qui y figurent sont de la forme
1 7722n'2_ " 1 :_ {K(m, n)__(/712+1z2)2 pou1{o,o, et (m‘H—n“)‘—’ pour{1,1,.

Leurs degrés d’homogénéité sont — 4 et zéro, donc # — 2.
Le théorème 1 s’applique, et l’on trouve des inégalités

‘à
la (25.4)

avec a: o. Le théorème II (qu1 est, pour e=o, essentiellement le
théorème 3) donne alors directement le résultat cherché.

24. REMARQUES SUR LES PROBLÈMES(P”), (p # 2). —— De manière an a—

logue au problème (P’), on peut poser le

PROBLÈME (P”). —— Étant donnée une fonction hw harmoniqueet LP
dans R, }) à 1 , trouver une décomposition
(24.1) h…, :

71113 + hifi},

répondant au problème (P) avec h‘QJ et hifi} appartenant à LP.

Nous n’avons pas pu résoudre ce problème pour aucun }) # 2 (avec
un la… E L" arbitraire), mais il semble très probable qu’il soit toujours
soluble, sauf pour quelques valeurs exceptionnellesdep.

Comme nous savons, la décomposition (24.1) est donnée (si elle
existe) par les formules (16.22), (16.23) et (16.24) suivant le
type {p., v }. On peut donc essayer de rechercher les propriétés des
décompositions données par ces formules pour une fonction la… E L”.
On peut le faire, en étendant la méthode du paragraphe précédent.
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A cet effet, dans le cas p< 2, nous appliquons au développement

de h… en série double de Fourier la généralisation du théorème de
Hausdorff—Young, trouvée par F. Riesz. Ceci donne pour les coef-
ficients une inégalité qui se transforme, à cause des équations (15 . 9),
en une inégalité de la forme (I.2) du paragraphe précédent, où l’on

' ' I Iaura remplace [u…—v,,P par ]u…—v,,|”, avec ;+}—Û=1. Le
théorème 1 est encore valable dans le cas où l’on remplace dans (1.2)
et (I . 3) les carrés par lesp’-ièmes puissances,car le théorème A cité au
paragraphe précédent, admet une généralisation correspondante(‘).
Ceci donne des inégalités à la (1.3) avec |u…—yl”' et |v,,—yl”' rem-
plaçant

| u…—— v |" et IV,,— Y |“’.
\

.

Mais les (u…—y) et (vn—v) sont, à des facteurs près, les coef—

ficients dans les développements de hifi} et hîfj.
En écrivant le développement de hÊ,ÎL sous la forme (II. I), [avec

éventuellement un terme supplémentaire â—a…, ou ä(b…,—y)y], on

trouve, d’après l’inégalité mentionnée pour les |u…— v]"', l’inégalité
suivante pour les coefficients K… de hifi,

ne2 [fil Km|p'<œ, pour tous les types { p, v }
1

On en tire

z—I_-œKîn<œ7 Pour 60>3— —i=fi.nl p 1?

D’après les théorèmes II et III du paragraphe précédent nous en
2P

. . . . _l.’ . .
Ce résultat n’est pas bien satlsfalsant, puisque la 11m1te supérieure

 déduisons que 1133 est L‘1 pour tout (1 avec 0 < 9 < 4

des g (pour p < 2) est toujours <p et devient même < 1 pourp < %
Nos considérations ci—dessus ne s’appliquentpas au ca5p > 2. Dans

ce cas, les seules propriétés des composantes h£f3 que nous avons pu
trouver proviennent du fait que h… est alors L2. 

(‘) Voir H.—A., p. 240.
Journ. de Math., tome XXVII. -— Fasc. 2, 1948. 22
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Pourtant, dans le cas 13:00, nous pouvons démontrer par les
méthodes du paragraphe 13, que les composantes hifi} sont L‘! pour

. tout q < oo, sans être nécessairement L”.

25. L’ASPECT DES PROBLÈMES (P") DANS LES ESPACES LP. —— On définit
pour la classe L” dans H la norme Hf|],, par l’équation

(25.1) “ju/,,: [Èf [ |f1pdx@]ll.

De cette manière LP devient un espace vectoriel normé et complet,
un espace de Banach.

Sip < 9, il est bien connu que

(25.2) LP: L7 en tant que classes de fonctions,
(25*3) “fil/vé llflll: sife L']-

Considérons maintenant les sous-ensembles HJÏ,, XJ; et Y;fl, de L"
formés par les fonctions de L" du type {p., v} qui sont : I° harmo—
niques dans R; 2° harmoniques dans R et prolongeables analyti—
quement et périodiquement (de période :un) dans la bande |y

| < 71 et
3° harmoniques dans R et prolongeables analytiquement et périodi-
quement (de période 2Tt-i} dans la bande |x ] < it. Il est clair que
(25.4) Hg… :) Hñ.,, X{… 3 X&.,, Y{îv

:)
YZ… pour p < (1,

(25.5) X{f… C HÇ… Y‘(j_v C Ha,.

La norme “fil,, permet de définir la convergence (forte) d’une suite
{fn} C L” vers une fonctionf G L” par l’équation lim Hfn——f|]p= 0.
On définit ensuite les notions d’un sous—ensemble fermé, ouvert etc.
dans L". On prouve alors facilement :

I. H£,, X;’., et Y;Ç sont des sous—ensembles linéaires et fermés de L".
II. Les fonctions g…: h‘QJ—i— kg) avec kg.} € X;Ç, hîÎÇ’, € Y£,, appar—

tiennent à Hgï, et tout It… & Hdi, est une limiteforte de tellesfonctionsg…,

siléP<°° (‘>. 
(*) Ce dernier fait se prouve en approchant li…, par des fonctionsaux dérivées

bornées et en appliquant le corollaire 22 (voir la démonstration du théorème 2h).
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La solution du problème (P") est clairement équivalente au fait

suivant :

III. Toute fonction-h… € Hé”, est de la forme
h,… = le… + li‘"…, ave- I“eN’…, liîÏL € YSW’

Il nous sera commode d’imposer aux fonctions h(’Oe Ypo, pour tout
pè1, la condition
(25.6) jflü“dxdy= 0.

Cette condition peut être réalisée par la soustraction d’une cons-
tante convenable d’une fonction h(’o’ quelconque; elle rendra Iz(o°o’ con-
forme à la forme (16.22). Pour ne pas alourdir les notations nous
désignerons dès maintenant par la même lettre Y{jo la classe restreinte
par la condition (25.6). Ce changement n’affecte aucunement les
propriétés énumérées plus haut (par exemple dans II et III on peut,

dans
la somme hi,‘g+hfi,J, déplacer une constante conve—nable de bij“

àh(o‘0’ .

Ce changement, d’après le théorème 17, donne

IV. Les ensembles X£, et Y,{‘,, pour {p., v}={o,o} ou {I, I} et
tout pè1 ou bien { p., v} =

{
o, 1 } etpè2, n’ont aucune fonction en

commun en dehors de la fonction nulle.

Les propriétés I, II et IV permettent d’appliquer un théorème
général de H. Kober ( ) qui donne10i:

V. La proposition III est équivalente à l’existence d’une constante
B à 1 telle que
(25. 7) Îlhfilll,,é B ll kg}, + hîÏl, p,

  

pour tous h;l, E X…, hîÎl € Y,{î,.
L’ inégalité (19. 2) du théorème 23 est du genre de (25. 7) et c’est

pourquoi le problème (P?) est toujours soluble pour les types {0, o} 
(‘) Voir H. KOBER, loc. cit.

22.
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et { 1, 1 }. Mais ce problème n’étant pas en général soluble pour{o, 1 },
il s’ensuit qu’une constante B n’existe pas pour { o, 1 } et p = 2.

Il est curieux d’analyser d’où vient cette différence de comporte-
ment. Une certaine lumière est jetée sur cette question par les consi—
dérations suivantes.

Si l’on remplace dans (25.7) h{fj+hh‘°’Vpar h“J—/L{… on s’ aper-
çoit que l’inégalité (25. 7) exprime le fait intuitif que les sous—espaces

X”V et Y{Ï_, sont bzen séparés dans le sens que, si il”) et h{fJ sont grands
leur différence ne peut pas être petzte ( ).

La bonne séparatzbn de Xf… et YÏ,V pour { p…, v }
=

{ o, 0} ou {I, I} est
marquée par le fait que les XÇV et Y{Î… pour aucun }) avec 1ép < 2
n’ont d’éléments en commum (sauf 0).

Pour {p., v}={o, I{, Xî, et Yî, n’ontpas d’éléments communs,—
mais les X{,’' et Yfi,, pour tout p < 2, ont en commun la fonction (I)…

du paragraphe9, de sorte que Xâ, et Yä, deviennent mal séparés.
Cette explication heuristique prend du poids du fait que l’on peut

prouver l’impossibilité de l’inégalité (25. 7) à l’aide de la fonction @… .

En effet, considérons les développements de (I>M(5) dans les bandes
ly] < 71 et in:] < TE, (voir les formules (16.20)). Désignons par
S%’(z) et SSÎ’(z) leurs sommes partielles, donc

(1) (—-I)m+1
_,.(z)=—2—%y +E—s_—inhmficosmæsmhmy,_

(25.8)
k

9 (—I)" .(-) ....5 k (z)_
E sin hfificoshnæsmny. 
1

On vérifie alors aisément que pour k‘ —+ oo ,—

(25-9) llS‘/Ë’llz—>œ, “S‘/.”" 2—>œ,

tandis que
[] SSP —— S(Ê’

{{
est borné. 

(1) Dans le cas d’un espace de Hilbert on peut introduire la notion d’angle
minimal 0 entre XE… et Yâ… et la bonne séparation s’exprime alors par 6 > o.
La meilleure constante Bo dans (25.7) est alors

1

sin 6
 Bo:
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Un raisonnement analogue permet de conclure que (25. 7) est
impossible pour p=1et{u, v}={o, 0} ou {I, 1}, donc que (P“)
n’est pas en général soluble pour ces types.

En effet, XL,, Y;…= (0) tandis que (DP,, & XÇW YZ… pour tout p < I.
(D…, et (I)“ sont à une constante près, la partie réelle et imaginaire de

un

. I (—1)”l+1mp(z —— 71 — m) =—— —— +2 ——.—————cosmz
47r smhmTt

1

ce

—« —1 "“Il .

_2_< L_I
[Tvr —s—in h un

En désignant comme plus haut par S‘,:’ et SÇÏ’ les sommes partielles
des développements de (D,… dans les bandes |y[<1t et ]x] <E, on
trouve immédiatement

|| Si.“ ".,—+00 et
]]

SSÇ““,—>œ pour k——>oo

et, un peu moins aisément,

“ s<kl)_ S<k'“ Il[ est borné pour lc —>oo.

26. EXTENSION DE NOS CONSIDÉRATIONS AUX EECTANGLES ET PARALLÉLO—

GRAMMES. —— Dans les sections I et Il, nous avons étudié les fonctions
harmoniques dans un rectangle quelconque Rnb. Dans les sections
suivantes nous nous sommes limités au cas du carré uniquementpour
éviter des formules plus compliquées. Mais il est clair que tous nos
résultats peuvent être étendus au cas d’un rectangle.

De même, au prix de formules encore plus compliquées, on aurait
pu étendre nos considérations au cas d’un parallélogramme des
côtés 20), et 2%. Il s’agirait alors de décompositions d’une fonction h
harmonique dans un tel parallélogramme (avec l’origine pour centre)
en somme h, + h2 des fonctionsharmoniquesdans les bandesparallèles
à 2œ4 ou 2co2 déterminées par le parallélogramme, chacune de ces
fonctions étant périodique avec la période 2091 ou 2co2 respectivement.
Cette extension s’effectue sans aucune difficulté essentielle.

27. EXTENSION DU PROBLÈME (P“) DANS L’ESPACE. — Considérons dans
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l’espace le cube R: lx] <a, ly| <71, |z ] <n ou, plus généralement,
le domaine R…: |x]<a, |y|<b, {z|<c.

L’extension du problème (P) dans l’espace se formule comme suit :

Étant donnée une fonction h(œ, y, z) harmonique dans Baba, trouver
une décomposition

(27.1)
' h=/zl+/zg+h; pour (.z', y, ;)eRabu

où h1 est harmonique et périodique en y et z des périodes 2b et 20
respectivement dans le domaine lac] < a, y et z quelconques, 112 a des
propriétés analoguesrelativement àæ, z, 261, 2cet le domaine ly] < (7,

x et z quelconques et [13 a des propriétés similaires relativement à a:,
y, za, 21).

Si l’on essaye d’étendre à ce problème les méthodes du présent
travail on tombera sur des difficultés dés les préliminaires, car il n’y
a dans l’espace rien d’analogue aux \fonctions analytiques d’une
variable complexe et, a fortiori, il n’y a pas de généralisation possible
des fonctions elliptiques. Il s’ensuit que la section Il ne pourra pas
être transposée dans le cas de l’espace. Pourtant, il est à noter qu’il
est possible d’obtenir la plupart des résultats de la section II, en ce
qui concerne les fonctions harmoniques réelles de deux variables sans
quitter le domaine réel. On n’a qu’à développer, à cet effet, la théorie
des fonctions harmoniques doublement périodiques, et des solutions
élémentaires'doublement périodiques de l’équation de Laplace, une
théorie qui pourrait être développée indépendamment de la théorie
des fonctions elliptiques, si l’on s’en donnait la peine.

Dans l’espace il s’agit des fonctions harmoniques triplement pério-
diques. L’étude de ces fonctions a été développée il y a longtempspar
P. Appell (‘) et il paraît fort probable que cette étude permettra
d’étendre les résultats de la section II au cas de l’espace.

Les considérations de la section III se transmettent facilement dans
le cas de l’espace. On étend le lemme de Zaremba (théorème 15),
donc aussi le critère d’harmonicité du corollaire 16, d’abord comme
condition nécessaire. Il est facile de voir quelles fonctions prennent 

(1) P. APPELL, Acta Mathematica, la, 1884, p. 313.
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la place des fonctions (15.4). L’extension des développements du
paragraphe. 15 se fait alors automatiquement.

Il est important de remarquer que les fonctions triplement pério—
diques qui ont à y figurer se forment d’elles-mêmes, au cours des
transformations formelles. La justification de ces transformations se
fera de manière analogue comme au paragraphe 16 et l’on aboutira
à un théorème analogue au théorème 17, donc aussi à un analogue au
corollaire 18 disant que le critère du corollaire 16 est aussi suffisant ( ' )
Les considérations du paragraphe 17 nécessitent l’étude préliminaire
des fonctions harmoniques triplement périodiques, mais celles du
paragraphe 18 se généralisent facilement.

Remarquons enfin qu’il est bien probable que les développements
de la section IV, qui sont intimement liés à ceux de la section III, se
généralisent également au cas de l’espace.

28. UN PROBLÈME LIÉ AU PROBLÈME DE DIRICHLET DANS LE CARRÉ. — Les
méthodes de ce travail peuvent être appliquées pour résoudre un
problème de décomposition un peu différent de celui considéré par
nous. Ce problème provient du développementd’une fonctionharmo—
nique dans le carré R : |æ| < Tu, ]y[ < 'n: suivant les fonctions

2DZ+I 2m—t—1 . 27)2+1    S

2 m + 1 h h‘ ————æ os —— , cos—xs… ———y,(28.1) 2
y

2 2
( sin mæ cosh my, sin mx sin h my,

2n+1 2n—t—1 . 2n—l—1 2n+1cos h a: cos y, sm h a: cos y,(28.2) 2

cosh nx sin ny, sin h nx sinny.

Les fonctions (28.1) sont périodiques de période 47t (donc en au)
et s’annulent sur les côtés verticaux du carré, tandis que les
fonctions (28.2) sont périodiques de période 4m‘ (donc en y) et
s’annulent sur les côtés horizontaux du carré. Ces fonctions ont été

7

(‘) La suffisance de ce critère (pourp: 2) est essentiellemeni la thèse d’un
lemme de H. Weyl (voir Duke Mât/1. Journ., vol. 7 1940, p. 411-444). Une
autre démonstration de ce lemme a été donnée par A. Weinstein (voir Amer.
Journ. of Math. vol. LXIII, 1941, p. 615-618).
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employées pou la solution de divers problèmes aux limites, par
exemple le prob ème de Dirichlet dans le carré.

Ce problème consiste à trouver une fonction harmonique dans le carré
prenant sur les côtés du carré des valeurs données. _On :utilise le fait que les

fonctions cos 2m+1
a: et sinmæ (m=1,2,….), forment un système ortho-

gonal et complet pour la classe L dans — TE<.£C<TE et l’on suppose que les
valeurs de la fonction cherchée sont données sur chacun des côtés par un
développement

I 2 n
2 (“(/z“ cos

2 <a;Ï’cosî .Z (aîf’cos
\

E <a2“cos

+! ._ x + b(n“sm nx -
2

2n+

2n+1 ., .

î—æ+bfiflsmnæ>,
1 … .—2—y+bn srnny ,

2n I .

—2+—y + b${*’smny>,

sur y: 7T,

sur y=—TC,

Sul’ .1‘= TL",

‘
sur x=—TÈ,

—7r<x<7r,

—7‘c<x<7‘c,

—fi<y<m
—7r<y<7r.

La fonction harmonique h est alors donnée par le développement

2n+1 ,. 2n+1‘ 2n+12 ancosh—2—y+ansmh——Z—y cos-——g——xh(z):
+2 ( Ôncosh ”ny + ô',,sinh ny)sin næ

2n+1 ,. 2n+1+2 Yncosh——Î—x+ynsmh—E—æ co

+2 ( ô‘ncosh nx + ôjlsin hnx) sin ny,

a a?+a$Ê’: ," 2n+12005h-———7r

… (2)

@
__ bn _i' bn ," 2coshn7r

_ a(ü3)+a(nb) ,Y” 2n+12cosh-——7r
(3) <!)

8 __ bn +b,;,L_ ——————— ’2coshnn

2n—+-15_.__
2

(l) (2)
GC, an —a‘n ."

. 2n+1 ’
2smh———1r

… (2)

@;
_ bn _ bn ,

” 2sinhnfi’
(3) …—

Yi
_ an _ an , “

”
. 2n+1 ’

2smh————Tt

(a) (')
8n__ bn _ br: ,

251nhn7‘c’
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Les développements en séries de ces fonctions conduisent au pro—

blème suivant :

Etant donnée une fonction /z harmonique dans le carré R, trouver
une décomposition
(28.3) h=_hl+ ha.

avec la, et h2 harmoniques dans R, h4 prolongeable et :o sur les
côtés verticaux et h2 prolongeable et :o sur les côtés horizontaux
de R.

La fonction vh4 est nécessairement prolongeable harmoniquement
et périodique de période 47: dans la bande |)!

| < 11, tandis que h2 est
prolongeable et périodique de période 4m' dans la bande |æ| < Tt.

Il n’est pas clair comment trouver une décomposition(28.3)pour
toute fonction harmonique dans R (donc, les considérations de la
section Il ne s’étendent pas immédiatement ici). Mais, si h est L
dans B on lui appliquera le lemme de Zaremba, en remplaçant
les fonctions u‘""’“, par les fonctions \ 2m 1

lCOS:

+ x—(—;)m(2m+r)cœâ x']
272—l—I

>< COS «
y—(—1)(2n+r)cosay1,

2m+1
COS 1æ——(—I) (2m+1)cosaæîl

(28-4)
sin ma: + (— 1 )m msinæ]

2n+1y COSX 1
-

— (—1)”(2n+1)cos£y_l,
sin mx + (— 1)’" m sin x]

l
[

<

><1smny+<—x>fl nsiny1

[

l
1

[>< sinny +(——1)"nsiny].
 

A partir de ce moment on peut procéder comme dans le reste des
sections III et IV.

On trouvera des résultats analogues à la plupart des résultats de
ces sections. ./ .“ fî\. / \içiŸ'lvl‘r '!{:‘\

———GQ.üg _)


