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Dédié a la mémoire
de G. H. HARDY.

Recherches sur les fonctions hdarmoniques
dans un carré;

Par N. ARONSZAJN. ’

Les fonctions harmoniques dans un cercle ont fait I'objet des
recherches trés nombreuses et approfondies. On a étudié leur déve-

. a .
loppement en série = + Xr*(a,cosn b,sinn leur comporte-
PP 5+ Xr(a,cosne + bysinng), P
menl! a la frontiére du cercle, leurs relations avec la série lrigonomé-
. a, .
trique - —+ X(a, cosn b, s1 etc.
que -* + X(a, ¢+ b,sinne)

Les fonctions harmoniques dans un carré |z|<m,|y|< © n’ont
presque pas fait I'objet d’études systématiques.

II nous semble que la raison principale en soit qu’on ne connaisse
aucun systéme maniable, orthogonal et complet, des fonctions
harmoniques dans un carré.

Dans cet élat de choses on est amené & considérer dans le carré des
systémes complets (dans un sens & préciser) de fonctions harmoniques,
non orthogonaux. Vu la forme particuliére du carré, les fonctions
harmoniques les plus simples a y éludier sont de la forme o(z) {(y).
Le systéme complet le plus simple de telles fonctions, apparenté au
systéme trigonomélrique, est le systéme

(1) cosmaz coshmy, cosmax sinhmy, siwma coshmy, sinmaz sinhmy;

(1') cosnacoshny, coshnzsinny, sinhnzcosny, sinhnrzsinny.

Les fonctions (1) sont périodiques de période 2= en @, tandis que
les fonctions (1’) sont périodiques en y de période 2n. En posant
Journ. de Math., tome XXVII, — Fasc. 2, 1948, 12



88 N. ARONSZAJN.

3=+ yi, nous dirons que les fonctions (1) ont une période 27,
tandis que les fonctions (1') ont une période 2nz.

Le développement d’une fonction harmonique A(z) dans R suivant
les fonctions (1) et (1") produit une décomposition

(2) h(z)y="h,(5) + ha(5) pour z€R,

de la fonction /4 en somme de deux fonctions harmoniques, I'une étant
harmonique et périodique de période 27 dans la bande horizontale
|y | <=, 'autre étant harmonique et perlodlque de période 2n7 dans
la bande verticale || < m.

Le but du présent travail est d’étudier les décompositions (2) el les
développements en fonctions (1) et (1) qui s’ensuivent. :

Le travail est divisé en cinq sections. La section I esl consacrée aux
diverses propriétés des fonctions harmoniques périodiques et double-
ment périodiques, utilisées au cours du travail.

Dans la sections Il nous nous occupons du probléme (P) qui
consiste a trouver des décompositions (2) pour un /4 harmonique
dans R, mais d’ailleurs quelconque. Nous y prouvons I'existence
d’une telle décomposition (théoréme 10) en consiruisant une décompo-
sition analogue pour la fonclion analytique f(z) avec A=Ref. A la
fin de cette seclion (voir paragraphe 13), nous remarquerons que les
méthodes y employées permeltent de déduire des formules explicites

pour les composantes dans le cas de £ continu dans le carré fermé R .
Ces formules permettent d’analyser le comportement des composantes
prés de la frontiére du carré.

Dans la section IIl nous considérons le probléme (P) pour les
fonctions 4 qui sont L dans R('). En appliquant un lemme de
Zaremba (théoréme 15) au développement de 4 en double série de
Fourier nous obtenons une condition nécessaire et suffisante en termes
des coefficients de Fourier pour qu’une fonction arbitraire A soit
équivalente & une fonction harmonique (théoréme 17). Pour 2 harmo-
nique nous y trouvons un développement en fonctions de (1) et (1)
donc une décomposition (2) (corollaire 19). Nous trouvons de plus la

(*) Nous disons qu'une fonction est L? dans R si elle est de p'*me puissance
sommable dans R. Nous écrivons L pour L.
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forme des composantes A,, h, qui sont L” dans R (p>1), §'il en
existe une paire (théoréme 20). Nous obtenons des développements
différents suivant le type { @, v} de la fonction 4. (La fonction / est
dite du type {u,v}, si elle est de parité  en x el v en y. Nous ne
considérons que les Lypes {0,0}, {0, 1} et {1, 1}, carle type{1,0}est
complétement analogue a { o, 1}). A lafin de cetle section (paragraphe
18) nous appliquons les résultats obtenus pour trouver les décompo-
sitions des fonctions A aux premiéres dérivées bornées dans R et pour
analyser le comportement des composantes prés de la frontiére. Il se
montre que ce comportemenl dépend du type de la fonction. Comme
conséquence de cette analyse, on trouve que les composantes sont
L» dans R pour tous p < oo, mais ne sont pas en général continues
dans le carré fermé R, méme, en général, ne sont pas bornées dans R
(pour le type {o,0}).

La section IV est consacrée aux fonctions 4, L? dans R, et au pro-
-bléme (P*) de trouver une décomposition (2) pour une telle fonction
h avec h, et h, L* dans R. Nous montrons (voir théoréme 24) que ce
probléme est loujours soluble pour les types {o,0} et {1, 1}, tandis
que pour le type {o, 1} nous donnons un exemple montrant que pour
ce type le probléme { P?} n’est pas toujours soluble.

Nous trouvons ensuite des propriélés caractéristiques des coef-
ficients de Fourier d’une fonction 4 quand le probléeme (P?) est
soluble (théoréme 25 et 25"). Nous étudions des fonctions particuliéres
obtenues par l'intégration de A (vorr § 22) et les utilisons pour
obtenir une expression de la constante y figurant dans les coefficients
du développement des composantes %, et /i, de & suivant les fonc-
tions (1) et (1) respectivement (vorr formules & la fin du para-
graphe 16). :

La derniére section est formée des paragraphes séparés contenant
des compléments au texte et des remarques sur différentes générali-
sations et extensions de nos considérations.

Le paragraphe 25 donne certaines propriétés des coefficients de
Fourier et des composantes des fonctions harmoniques L? de type
{0, 1}, pour lesquelles le probléme (P*) n’est pas soluble (quand il
est soluble des propriétés plus fortes sont données dans le théo-
réme 25').
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Le paragraphe 24 pose le probléme (P?) analogue a (P?) pour les
fonctions harmoniques L. Nous y montrons qu'une fonction harmo-
nique A, L? dans R, 1Zp 2, admel toujours une décomposition

2p
h—p’
mais ce résultat est loin de donner une solution du probléme (P?).

Le paragraphe 25 donne une interprétation abstraite des pro-
blémes (P?) les transformant en des problémes concernant des sous-
espaces linéaires fermés des espaces L*. Ceci les met en connexion
avec un théoréme général de H. Kober (*). Ce théoréme permet de
donner une explication heuristique de la différence entre le type
{0, 1}et les types {0, o} et {1, 1} al'égard du probléme (P?). On est
ainsi amené i une méthode permettant de prouver que le pro-
bléme (P*) n’est pas toujours soluble pour les types {0, o} et {1, 1}.

Le paragraphe 26 étend nos considérations aux rectangles et paral-
lélogrammes dans le plan, tandis que le paragraphe 27 les étend aux
cubes dans I'espace. Enfin, le paragraphe 28 montre commenl traiter
par nos méthodes, un genre spécial de développement des fonctions
harmoniques dans le carré R, lié avec la solution du probléme de
Dirichlet dans ce carré.

Le présent Mémoire devait inclure initialement les résultats du
travail Properties of a class of double integrals (Annals of Math., 46,
1945, p. 220-241) écrit en commun par feu le professeur G.-H. Hardy
et 'auteur. Ce travail sera désigné dans la suite par H.-A.

Les résultats de H.-A. étaient a la base des démonstrations primi-
tives de la section IV du présent Mémoire. Mais, avant méme que ces
résultats en aient été complétement rédigés, I’auteur avait pu trouver
des démonstrations plus directes pour les théorémes de cette section.
Il est apparu alors que les résultals de H.-A. seraient beaucoup
mieux mis en valeur dans un travail séparé.

Il est pourtant & souligner que, méme dans la version actuelle, les
considéralions de la section IV présentent bien des empreintes de la
collaboration avec le professeur Hardy (voir les remarques a ce sujet
dans le texte).

ala (2) avec hy et hy L dans R pour tout g avec o< g<

(*) Voir H. Koser, Compositio Mathem., T, 1940.
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De plus, le théoréme principal de H.-A, (théor. 1) se montre indis-

pensable pour les résultats partiels donnés dans les paragraphes 23
et 24 de la section V. ‘

I. — Fonctions harmoniques périodiques.

1. — Nous commengons par la considération d’une fonction harmo-
nique k(z)=h(x + iy), réguliére et périodique de période 2a(a > o)
dans la bande

(1.1) — oo <<z <+ o, lyl<é.

Par des raisonnements classiques, soit en développant A(x + iy)
en une série de Fourier pour y = const., soit en développant la
fonction analytique f(z), dont A(z) est la partie réelle, en série

it nz

des exponentielles e “ , on aboutit au théoréme suivant

Treoreme 1. — Toute fonction h(z) harmonique et périodique de
période 2a dans la bande (1, 1) est représentable sous la _forme
- .
___ ﬂ Y Tnx Tny
(1.2) A(z)= 2 —l—}_‘ancos = cosh —= ]
. n—=1

- -
o Tnx . TR
=y + E a), cos sinh 222
2 ' a a

n=1

. -
. Thx nRy . TRX . , TRy
-+ Zﬁnsm — coshT]_i_[Eﬁ’nsm ” sinh T]’
| n=1

n=—1

ou chaque série est absolument et uniformément convergente dans toute

bande |y | b < b.

2. Afin d’abréger les énoncés et simplifier I'écriture nous intro-
duisons les notions et notations suivantes. Soit D un domaine
admettant pour axes de symétrie les axes des coordonnées (par
exemple le reclangle [z|<a, |y|<b, ou la bande (1,1), etc.).
Nous dirons qu’une fonction h(z) définie dans D est du type { i, v,
w=0,1,v=0,1, sl h(3) est de parilé p.en x et veny.

Il est clair que toute fonction A(z) peut étre décomposée, et d'une
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seule maniére, en somme ~
(%.1) h =.hoy+ hoy + hm—!— Ry,
ou Ay, est du type {, v}. On a

I

(2.2) hp(x)=7 X > (— k(= 1) 4 i(—=1)y ).

k=0,1 [(=0,1

o

Si 4(z) est harmonique, les A, le sont également.

Posons
sy— (=0 kel plil—1k x+i—1ty)
(2.3) e (3)= g Z 2(_-1)u+ e .
k=0,1 (=01

On a
(%.4) eF=eg(2) — €a1(3) + L e1(3) — L e (5),

( eg(s)=cosxcoshy, €p1(5) = cosz sinh y;
(.5) ‘ . .

[ .e10(5) =sinzcoshy, e11(z) =sinx sinhy.
Posons encore
(2.6) co(z) =1, = o (3) =y, 10(5) ==y () =o.

Le théoréme 1 est alors équivalent au suivant :

Tatorime 1'. — Toute fonction hy,,(z) de type | p., v}, harmonique et
périodique de période 2.a dans la bande — o < x <+ o, |y|< b, est
déceloppable en série
(2.7) hw(s):éaul)('p,,(:.)+2a‘p"v’ep\'<7f25>’

n=1

cette série étant uniformément et absolument convergente dans toute

bande |y | < b'<b.

Il est clair que les coefficients «y, remplacent ici les «,, o,, B, et

' — (0)
B, du N, 1 et que pour =1

v = 0.

3. Les fonctions

Rz
(8.1) cpu(z), epw( - ) (b==o0,15v=o0,I; n=1,2, ...),
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forment visiblement un systéme orthogonal dans le rectangle |z | < a,
|| < b c’est-a-dire que si ¢(3) et ¢(z) sont deux fonctions différentes
de ce systéme, on a

b

f_:f_bq)(z)q/(z) do dy = o.

On a de plus le

Traroreme 2. — Le systéme (3,1) est complet dans la classe de
toutes les fonctions h(z) harmoniques et périodiques de période 2a
dans la bande |y |<b, qui sont L (c'est-a-dire sommables) dans le

rectangle |x|< a, |y |<b.,

Ceci veut dire que si pour une telle fonction

b

f hiz)e(s)dedy =o,

—b

pour toute fonction ¢(z) du systéme (3,1), A(z) est identiquement
nulle.

En décomposant A(z) suivant (2, 1) on trouve des fonctions h,, de
type {1, v} qui clairement satisfont aux conditions du théoréme 2 et,
en particulier, appartiennent a L. La fonction 4,, étant orthogonale &
toute fonclion de (3,1) de Lype différent, on voit que le théoréme 2
est équivalent & ’

TuioremE 2. — Le systéme
(38.2) cuv(5), euv(ﬂ;ls) (n=1,2,...)

est complet dans la classe de toutes les fonctions hy,(z) du type { p., v},
harmoniques et périodiques de période 2.a dans la bande |y | < b et quy
sont L dans x| < a, |y|<b.

La preuve de ce théoréme estimmédiate. En effet, vu le théoréme 1/,
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on a

N

b

huv(Z)%»(w) de dy = limf dyf Ry (5 )euv(ﬁnz>dx
b @ b>b

De méme, pour p.= o,

f—u[ how(5)Cov (2 )dxdy:awf:[:(cov(z))’dxdy.

Donc, si A, est orthogonal & toutes les fonctions de (3.2), tous
les aff) sont nuls et suivant le théoréme 1/, A, = o.

A. Turoreme 3. — Pour qu’une fonction h(z) harmonique et périodique
de période 2a dans la bande |y|< b soit L (c’est-a-dire de carré
sommable) dans le rectangle |x|<a,|y|<b, U faur et i suffit
que

mnb

(4.1) 2(a‘"’)——<oo pour p=—o,1, v==o,I,

n=1

ot aify sont les coefficients du développement (2.7) du composant h,,(z)

de h(z).

Premiérement, pour que A4(z) soit L?, il faut et il suffit que chacun
des A,,(2) le soil comme il vient immédiatement de (2.1) et (2.2).

Ensuite, (2.7) étant un développement suivant le systéme ortho-
gonal (3.2) dont les fonctions sont L?, il s’ensuit des propriétés
générales de tels développements que

f f (hyy)*dz dy = —(a‘°’ 2iﬂ‘(cu\,)za’xdy -
+Z(agl\))sz(ew<n;w>>gdxdy,
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et, vu que 'on a ’égalité asymptotique
yvuq g ymptotiq

nnN 2 @ Tt
f f ( ) dzdy ~ 47_me ,

la nécessité et la sufﬁsance de (4.2) en résulte immédiatement.
On ne connait pas des conditions nécessaires et suffisantes pour les
classes L?, p £ 2. Ajoutons une condition nécessaire pour la classe L.

THEOREME 4. — Avec les notations du théoréme 3, pour que h(z) soiz L
dans le rectangle |x| < a, |y | <b, il faut que

nnb

. e
(4.2) lim a{y — =o.

n—ow

En effet, A,, étant L dans le rectangle, la fonction
b
Y (2) :/‘ hyo(5)d,
o

est L dans — a <@ < a. Ses n"*" coefficients de Fourier pour 2.1
sont, si I'on prend par exemple y,,

/Xo,(a:)cos fd)*[ h(,,(z)cos—dx
Tnb

. 3 . cosh — !
. nx

== afP e sinh dy =aaflp) —0nonou—

a), a nn

et (4.2) en résulte d’aprés le théoréme de Riemann-Lebesgue.
On procéde de méme pour tous les autres types { i, v}.

5. En considérant les fonctions entiéres
1= ¢40(3), —dz=cp(3) —ix,

oSz ==¢y(2) — e, (3), SINZ = €4,(2) + [ €y (5);

(5.1)

on trouve facilement les propositions suivantes :

1° La fonction harmonique du type { p., v}

huy(z )—"ap,v p.v( )+Zapv€uv(

Do)

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 2, 1945. 13
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posséde comme jfonction conjugude la fonction du type { 1 — pp, 1— v}

(5.2) gi_u,1__v(z):-;- a0 d, 1_V(z)+2a("’(——1)‘ Pei_u H(”“}

«a
n=1

ol
(5.3) doo(5) =do(s)=di(s)=o, dig(z)=—x

2° La fonction conjuguée (5.2) est harmonique et périodique de
période 2.a dans la méme bande |y |< a dans laquelle h,, Uest, sauf
pour p.=0,v=1 et ay) 3£ 0, quand g,,(3) au lieu d’étre périodique
est quasi perlodlque dans le sens que

(5.4) &10(5+2a) — g1 ,(5) =— awafy.

3° Une fonction h(z) harmonique et pe’rz'oa’z'que de période 2a dans la
bande |y|<b posséde pour fonction conjuguée une fonction quasi
périodique de méme période 2.a.

6. Nous passons maintenant aux fonctions harmoniques double-
ment périodiques.

TrioreMe 5. — Soit h(s) une fonction harmonique dans les deux
bandes
(6.1) —oo <o <<+, lyi<d et |z|<e, — o <y < oo.

Soit de plus h(z) périodique de période 2a dans la bande horizon-
tale | y | < b et périodique de période 2.1b dans la bande verticale | x| < a.
Dans ces conditions : 1° h(z) est prolongeable analytiquement de
maniére uniforme dans tout le plan a [Uexception des points
a(a2m—+1)+b(2n—+1)(m, n=o0,41, =2,...) et est doublement
périodique des périodes 2a et 2015 2° h(s) est la partie réelle d’une
Jonction analytique f(z), uniforme et régulicre dans tout le plan &
lexception des points a(am—+4-1)+41b(2n—41), doublement quast
périodique des périodes 2a et 2 bi.

Démonstration. — 1° Les poinls a(2m—+1) 4 tb(2n—+ 1) sont les
sommets d’un réseau de rectangles. On définit A(z) & I'intérieur de
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ces rectangles en posant

h(z+2ma—+ 2nbi)="h(z) pour |z|<<a, |y|<<b
(myn==x1,*t2,...)

(6.2)

L’harmonicité et la périodicité de A(s) dans les bandes (6.1) a
pour conséquence que A et ses dérivées se raccordent le long des c6iés
de ces rectangles, a l'exception éventuelle des sommets. Sauf pour
h(5) = const., ces sommets sont des points singuliers, car autrement,
vu la double périodicité, A(s) serait régulier et borné dans tout le
plan, ce qui est impossible pour / non constant.

2° Considérons d’abord la fonction harmonique g(z) conjuguée
de ~(3) dans le domaine formé par les deux bandes (6. 1). Suivant 3°
du n° 8 (qui peut clairement étre appliqué & la bande verticale aussi),
g(z) est quasi périodique dans chacune de ces bandes aux périodes 2a

et 2 b1, soit
gz +2a) —g(a)=a pour |y[<<o,

6.3

(6.5) gz +2bi)—g(z)= » |zl <a
Par conséquent, la fonction

(8.4) gi(s)=g(s)— 22 _Br

est harmonique dans les deux bandes et périodique des périodes 2a et
26¢. En appliquant la premiére partie de notre théoréme a g,(z), on

trouve que g(5)=g:(s) + ziax + f—byet

(6.5) J(z)=h(s)+ig(z)

sont prolongeables de maniére uniforme dans toutle plan al’exception
des sommets a(2m 1)+ ib(2n—+1), f(5) est doublement quasi
périodique vu les propriétés similaires de A(z) et g(z).

7. TueoriMe 6. — Soit h(3) une fonction harmonique uniforme et

réguliére dans tout le plan a Uexception des points
(7.1) a(am +1) 4+ ib(2n+1) (m, n=o, =1, £ 2, ),/ﬁg\({{,{},}
Ny _“/',?

N

ET'»»

et soit de plus h(z) doublement périodique des périodes 2a et 2bi> i

bt
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1° St |z —a—bi|* h(z) - o avec | z — a — bi|, alors
h(z)= Re(cp(z —a—bl) 4+ l(5—a—bi)+cyz + 02>,
ol ¢, ¢y, €, €y, sont des constantes complexes et p et { sont les fonctions
elliptiques de Weterstrass aux périodes 2.a et 2br.
2° St|z—a—bi|* h(3) > o avec |z — a — bi|, alors
h(z)= Re((’og(z —a—bi)+ 3+ 02),
ol ¢y, €, et ¢, sont des constantes complexes.
3° Si|z3—a—bi|.h(3) -> 0 avec |z — a — bi|, alors
fi(z) == const.
Démonstration. — D’aprés la partie 2° du théoréme 5
(7.2) h(z) = Re f(z),
- ou f(z) est analytique, uniforme et réguliére en dehors des points (7. 1),
doublement quasi périodique aux périodes 2a et 2b:. Le dévelop-

pement de Laurent de f(z) autour du point singulier isolé @ + bz peut
étre écrit comme suit

+w
(7.3) f(z) = Z Q1" €0+
n—-—own
ol z—a—bi=re® a,>> 0, a, réel.
Si maintenant pour un T =1, 2, 3,

(7.4) |z—a—bi|"h(z)—+0  pour s-—>a-+ bi.

on trouve, pour r > o et suffisamment petit,

2T
(7.5) r“f ht(a+ bi 4+ ref) db
0

=r¥n]2al costa, —+—E (@2, r=*" 4 a;r*" + 28,0 COS(an—+ odp)] } -

n=1

Le membre gauche de (7.5) converge vers o avec r et la série du
membre droit se compose des termes positifs[ ]. Par conséquent

r{al rt 4 a2 r?t 4 2@,0., 008 (Gp—+ 0d_p)] >0 avec r.
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1l s’ensuit que
(7.6) a_p,=o pour n>r.
Cas 1° 1=3. — De (7.3) et (7.6) résulte que la partie principale
de f(z) au point a + bi est

I I

_ el
(z—a—bi)2+[(1e (8 —a— bi)

a_s eia_,

Par conséquent, la fonction

(7.7) J(3) — u_ye®2p(s —a — bi) — u_y e*~{(s — a — bi)

est une fonction doublement quasi périodique de périodes 2a et 257 et
réguliére dans tout le plan. Une telle fonction est nécessaire-
ment == ¢, 3 + ¢, (sa dérivée étant doublement périodigue). On trouve
ainsi

(7.8) f(s)=u—y€¥=p(s—a—bi)+ u_,e*~{(5—a—bi)+ 15+ ¢y

ce qui prouve notre thése dans le cas 1°.

Cas 2° 1=2. — L’hypothése est plus forte que dans le cas 1°,
donc (7,8) a lieu avec a_,=o [d’aprés (7,6)], ce qui prouve la
thése dans le cas 2°. .

Cai 3° t=1. Encore (7,8) est vrai, avec a_,=a_,=o. Si
¢y =Y+ 1y %o, la fonction
Ih(s)=Ref(z)="rx— Yy + const.

ne pourrait pas éire doublement périodigue avec les périodes 2aet 2 1.
Donc ¢, = o, ce qui prouve notre assertion.
Les fonctions considérées dans le théoréme 6 sont donc de la forme

(7.9) hiz)=Re[cp(s—a—bi)+ c5(s — a — b)) 4+ 15+ ¢, ].

Toutes les fonctions de celte forme sont doublement quas pério-
diques. Comme complément au théoréme 6 nous prouvons le

TarorEME 6'. — Pour qu'une fonction de la forme (7.9) soit double-
ment périodique il faut et il suffit que

(7.10) a=— e+ 4%(%_:0),
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ol ¢, = conjugué de c,, et 1, est donné par la quasi-périodicité de { :
{(z+2a)—C(5)=2m.

En effet, ¢cp(z — a— b7) et ¢, sont doublement périodiques tandis
que ¢,{(z—a—bi) et ¢,z sont doublement quasi-périodiques, vu

que ()

(7.11) [ C(s+2a) —L(z)=2n, (24 2a) —5=2a,

| C(s+20i) —{(5)=2m, (5 + 2bi) —5=12bi.

Il s’ensuit que pour que (7.9) soit doublement périodique il faut et
il suffit que

(7.12) Re[cy2ni+ ¢ 2a] =o, Re[c,2v+ ¢y 28] =o.

Dans notre cas des périodes 2a et 201, v, el 1, sont donnés par les
formules (*)

idd I 2
7.13 - m=—— _— — nombre réel
( ) m 20 E . Tbn Ry «w !
1 sinh?——
b T\ . . .
(.14) m=-m— - ) i= nombre purement imaginaire.

Par conséquent les équations (7.12) sont équivalentes a (7.10).
C. Q. F. D.

8. LemME. — Soith(z) une fonction harmonique réguliére et LP(p>>1)
dans un domaine @, Si r(z) désigne la plus courte distance du
point s € M a la frontiére de D, on a -

(8.1) 2
("(5))"/1(5)—>0 quand r(z)—>o (3).

En effet, de la formule bien connue

I ! N
h(g)_mllt(z ) dx" dy’,

(*) En prenant les notations de Modern Analysis, 4¢ Ed. de Whittaker et
Watson que nous désignerons en abrégé W-W.

(*) Voir W-W. formules sur pages 437 et 471.

(*) Ce lemme, dans le cas p — 2 est du essentiellement & S. Zaremba.
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ol G, est le cercle de centre z et de rayon r(z) (donc C.C @), on
déduit par 'inégalité de Holder

I I ! ! 2 - z))? 1_1%
1612 sy | [ 14p e & | TGy
[n(r(z))2]/7|h(z);é[ﬁ'm |pdx'dy']",
et ceci'pl‘ouve le lemme, vu que /% est L” dans .

Tutorime 7. — Soit h(z) une fonction satisfaisant aux conditions du
théoréeme 6.

1° SiA(z)est L dans le rectangle | x| < a, |y| < b, on a
hs)= Re(ct(s —a— bi) 4+ 5+ ¢s).
2° Si A(s) est L? dans le rectangle |z| < a, |y |< b, on a
' li(z) = const.

Démonstration. — Si h(z) est L (p=1,2) dans le rectangle
|z|<a, |y|<b, la double périodicité aura pour conséquence que
h(z) est L” également dans les rectangles

| —2man| < a, |y —2nb| <<b (m, n—=o0,*x1, X2, ...).
Fig. 1.
Ja +3b6¢
o2bi i o2a+2be
a+ bt
[ [ ]
0 2a

Il s’ensuit que A(s) est harmonique et L” dans le domaine @ formé
par le rectangle
lz—a|<2aq, ly —b| <26,

si 'on en enléve le point a-bi. En utilisant les notations de
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notre lemme, on voit que, pour z dans le voisinage de a + b,
r(z)=|3—a—bi|et, d’apres le lemme

[z—a—bi|/—;h(z)*>o pour |z —a— bi|—o.

Pour p=1 on est dans le cas 2, et pour p =2 on est dans le cas 3
du théoréme 6, ce qui prouve le théoréme présent.

9. Nous aurons besoin plus tard des développements a la (2,7)
pour les fonctions de chaque type { i1, v} figurant parmi les fonctions
considérées dans les théorémes 6 et 6'.

1l s’agit donc des fonctions données par la formule

(9.1) h(zs)y=Re[cp(z—a—bi)+ (s —a— bi)+ ¢,z + ¢y

avec

m T -
(9.2) 0= — = ¢+ m(('o——co).

Notons d’abord deux formules valables dans la bande

— oo el ®o,|y|<b:

ey T T2 N (—1)y**n nm
(9.3) p(u [4) lb)_ 2 +a3 ————. 'n'bn Cog._a._z,
n=1 8$inh —
@
N Ew (—1) . nm
(9.4) (z—a lb)—a~ M1 -— N2+ —chnsm—z.

n=1 sin h -—
o

Ces formules s’obtiennent par des transformations faciles de
la formule (')

2 thn LTbn

-~

sg T2 . 1—2e ¢ cos—f—i—e e
s(s)==—e= sin— || Ty ;
n=1 (1—6—_“_)
- S, d d
en utilisant les propriétés {(z) = % lga(z), p(z)=— T £(3).

(1) Voir W. W. p. 448, exemple 3.
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Posons, en nous rappelant des notations du n° 2.

—1)t+ip RS
Do (5 )—2( )ﬁbn °°< @ >’
a

n=1 sin h ——

By(s)= —Fen(s )+ 3 e (222,

n=—1 8inh

R a
114151 nh —

(9.5)

b= 3 (12,

nbn a
n— sinh ——

On vérifie immédiatement que

@, (s)=Re <“> p(s “"“]

@, (5)=Re % C(z—a—ib)—%s—ka?i],
9.6 { - .
( ) ® ()—R a m ay

‘10(")— e E C("_a_l'b)_“ E‘ ~'+?

®,,(5) =Re —<%> ip(s —a—zb)]

103

Il est clair également que dans (9, 6) les membres droits sont de la
forme (9, 1) et se conforment & la condition (9, 2) [pour ®,,(z) on
use (7, 14)]. Il s’ensuit que les ®,, sont doublement périodiques des

périodes 2 a et 2 bi.

On vérifie ensuite, en comparant les formules (9, 1), (9, 2), (9,5)

et (9, 6), le théoréme suivant

TutorkME 8. — Parmi les fonctions doublement périodiques de la
Jorme (9, 1), les seules fonctions du type { u,v} sont données par les

JSormules (a et 3 étant des constantes réelles arbitraires)

a®y, (z)+ B pour {o, o0}
20y (3) pour |, v} (0, 0
Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 2, 1948. 14

(9.10)
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Remarque. — Les fonctions a®,,(z)~+ B, a £ o, et a®,,(3) appar-
tiennent au cas 1° du théoréme 6 sans appartenir au cas 2° et elles ne
sont pas L dans R. Les fonctions a®,,(z) et «®,,(z) appartiennent au
cas 2° et sont L pour 1 = p < 2, mais ne sont pas L.

10. Le remplacement de x par y et y par x s’écrit en notation
complexe comme remplacement de z par .

Convenons de distinguer les fonctions et quantités correspondant aux
périodes 20 et 2ai de celles correspondant aux périodes 2a et 207 en
les marquant par un accent circonflexe, par exemple Z‘(z), 1, etc.

Considérons la fonction ®@,,(iz). C’est une fonction satisfaisant aux
conditions du théoréme 6 relatives aux périodes 2 b et 2 ai et elle se
comporte au voisinage de ses points singuliers b(2m—+1)+ia(2n-+- 1)
de la méme facon que ®,,(z) autour des siens. Par conséquent elle se
range dans le cas 1° du théoréme 6 et est de la forme (9, 1). Elle est

de plus du type {v, +}. Par suite du théoréme 8, on a

S @y, <i2>:a00 &)00 (=) + @00;

(10.1) \ — o
| (I)W(L:):ocwd)w(.:) pour {m, v}Z{o,0}.

Pour déterminer les constantes o, et 3,, remarquons d’abord que

a

) =—p(is), 2(:A):i§(is),

(10.2) | ,
1T N2y m=—mi ().

[

S

(*) Les formules générales -

Wy W

P<5 5 =R p(hz|o;, ), 2;(:

Wy W,

- T) =AL(Az |0, w),

‘ﬂk(‘(;\’l‘? %) = 7\77/&(('31') m‘.’)y

- ) . .. , 2a
permettent de passer des périodes 2w, =2a, 2 w,==2 b, aux périodes 2w, = >

, __2bi - o s A ~
2 w,y= —— - Ces périodes sont équivalentes aux périodes 2w;=20, 2w,=2a1
2 F 2

. . . . ~ ~
par la substitution unitaire w; = 0.} + . 1w}, ©,= — 1.0} 4+ 0.w}.
~ . .
Le passage des ) 4 w; ne change pas‘p et { tandis que les n; subissent la
o k ge p 3
méme substitution que les w;. Ceci prouve les formules (10, 2).
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De plus (I)w(ig) étant du type {v, .}, on a
(10.3) @y, (i3) = (— 1) Dy, (i5).

Par conséquent, vu (9, 6)

(Doo(ig):ll)oo(i;):l{eL <

—Re| <

@
¥
_pnl [(e\a an,
__Re“ (7? P p
a\io [ /b\a A bmi bn ]
== (§)me] () Pemomm fr -t 0]
a
— 1
=—(5) b0+ 55 ),
@y (i3) =y, (i5)= I [m{(u a—bi)— s ‘”’“]
_ ai, . _pn L 2emi amy.  ansl
= Re[ﬁ@(zz+a bi) - pyALiins J

a b a . 1 aa
_ZRe[E C(N—b—(tl)—...J_Z‘Djo(~)'

De méme on trouve les constantles a,, et «,, :
®,(s)= %ﬁ)o,(s), ®,,(iz)= ( ) b, ().

En replacant maintenant x et y dans leurs places, c’est-a-dire en

rempla(;ant de nouveau s par i3, on trouve de (10, 1)

Dy (5) = — (boo(h)ﬁu—b- @, (5) = .Zf “B,.(i3),
(10.4) {M< >_ §A>
%(:):Zd)m(x:), D, (3)= 41)0,(“)-

Les formules (9, 5) donnaient le développement des ®@,,(z) dans la
bande horizontale |y | < b. Les formules (10, 4), si Pon y développe
des (1\)9\. par les formules analogues 4 (9, 5) relatives aux périodes 2 &

1) Car anyi+ bm:E- voir (1, 14).
) -
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et 2 ai, donnent un développement des ®,, dans la bande verticale
2| <a.

Remarque. — Dans la plus grande partie de ce travail nous aurons
affaire avec @ = b=n. Dans ce cas les coefficients dans les formules
des numeéros précédents se simplifieront considérablement, en parti-

culier par 'effet des valeurs simples prises dans ce cas par v, et 7, :
I

(10.5) =g m:—%i ().

II. — Décompéosition des fonctions harmoniques
et analytiques quelconques.

A

11. Nous allons considérer maintenant le

Proruine (P). — Etant donnée une fonction h(z) harmonique et
réguliére dans le rectangle R,
(11.1) lz|<a, |yi<bo,
trouver une décomposition
(11.2) h(s)="(z) + ha(5), z€ Ry,
avec des fonctions h,(3) et hy(5), harmoniques, réguliéres et périodiques,
la premiére dans la bande |y |<b avec période 2a, la seconde dans
|| < a avec période 2 bi.

TutorEME 9. — Si une décomposition (A1, 2) du probléme (P) existe,
il y en-a une infinité, toutes données par
(11.3) R (5) =y (5) + g(5), hY(5)=lo(5) — &(3),

avec une fonction arbitraire g (z) harmonique, réguliére et doublement
périodique des périodes 2a et 2bi dans tout le plan a I'exception des
points

(11.4) a(eam 1)+ ib(2n+1) (m,n=o, 1, =2, ...)

(*) Car, dans ce cas, 1, ==, et n,= 1, et (10, 5) se déduit immédiatement
de (7, 14) et (10, 2).
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Démonstration. — 11 est clair que pour tout g(z) satisfaisant aux
conditions du théoréme, les fonctions 4] et A; de (11, 3) donnent une
décomposition h= h{~+ h, répondant au probléme (P). Si, d’autre
part, A=A+ h,=h,+ h, sont deux décompositions solvant le
probléme (P), on posera

()= (5) — h(5) = hy(5) — h3(5) pour zeR,.

De g(3)="h;(z)— A,(3) résulte que g est prolongeable et pério-
dique de période 2a dans la bande |y | < 6. De g = h,— h; résulte de
méme que g est prolongeable et périodique de période 267 dans la
bande |z | < a. D’aprés le théoréme 5, g(z) satisfait aux conditions
de notre théoréme.

12. Nous allons démontrer maintenant le

Tugorime 10. — Le probléme (P) admet toujours une solution.

Par le passage des fonctions harmoniques % (z) aux fonctions ana-
lytiques f(3) avec o= Ref, on déduit immédiatement le théoréme 10
du théoréme suivant :

Tutorime 10'. — Le probleme (P), si l’on y remplace partout le terme
« harmonique » par « analytique » admet toujours une solution.

Démonstration. — Soit f(z) la fonction analylique, réguliére dans
le rectangle R = R, pour laquelle I'on cherche la décomposition
(12.1) J(R)=/1(5) + fa(5)-

Choisissons une suite croissante

1

(12.2) 5:(30<91<---<(3n<---—>1-
Considérons les rectangles
(12.3) Rotlz|<paa, |y|<pad.

Posons, pour abréger,

(12.4) p=a-+1b, g=—a-+1ib, r—=—a—1ib, s=a—1ib.
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Les sommets des rectangles R, sont donc

(12.4) Pr=PaPs  qn=pnq,  Tn==Qal),  Sn==paS.
Il est clair que I'on peut choisir les_p, de sorte que

(12.5) le cercle fermé de centre p et de rayon |p,..— p| n'a de points
communs avec aucune des deux bandes fermées — oo < x <+ o,
[y £ end et |@]Zpaa, —oJly Ao

Fig. 2

AN

s ’?/

NN

\ N\

Convenons d’écrire
v
f F(s)ds
i

pour I'intégrale complexe prise le long du segment rectiligne ue. Avec
\
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ces conventions, nous pouvons écrire, vu les propriétés fondamentales
de la fonction { de Weierstrass :

Tn 'n Sn Pn
L)
I'n Tn "n Sn

(12.6) f(s)= —

2T

/

X [g(u—35)—C(p—235)|flu)du

, pour z€R,.

Considérons les fonclions

27In'{< fqn”r..[nsn)“(““)—W—s)]f(u)du},

Y Pn

(12.7)  ¢a(s) =

.8 n (5 :;§< " mn) u—z)— : -5 udu?.
A2:8) ()=o) S ) e~ f

On vérifie aisément que ¢,(z) est une fonction holomorphe dans la
bande horizontale | y | < ¢.b et qu’elle y est périodique de période 2a
(car {(u—3)—{(p—35) est une fonction doublement périodique
de z). De méme U,(3) est holomorphe et périodique dans la bande
verticale |z | < p,a, de période 2b7.

D’aprés (12. 6) on a
(12.9) J(5) = 9n(5) + dn(2) pour = &€ R,.

Ainsi, ¢, el , donnent en quelque sorte une solution approchée de
notre probléme. Posons

An(s)= On(5) — Py (7)) = — [LI/n(:)~ l.Pn_l(Z)], pour z& R,

(n=1,2,...).

(12.10)

Il est clair que A,(z) est prolongeable et holomorphe dans les deux

bandes : —o0 <x <+, |y|pbet|z|<p,a, —oly<+ow.
De plus A,(3) est périodique dans la premiére bande avec période 2a
et dans la seconde bande avec période 2b:. Notre probléme sera
résolu, si nous trouvons des termes correctifs T,(z), avec

]Au+1(5)’“"Tn+l(5).|<%’ pour Iylép;Hb ou |x|ZLp,qa
2

(n=1,2,...) ().

(12.11) %

(1) Cette méthode a été appliquée par I'auteur pour d'autres problémes de
décomposition des fonctions analytiques (Acta Math., 1935). Elle est basée
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chaque T,(z) étant une fonction analytique, réguliére et uniforme
dans tout le plan a 'exception des points (11, 4), doublement pério-
dique des périodes 2a et 2b7. -

En effet, posons alors

S =au(5) = STu5) + 3 (Aulz) — Tu(s)),

(12.12) ‘ k=1 l=n+1
pour |y|<<pn1b (n=1,2,3, ...),
A3y S =05+ 2T = X (8u(2) = Tu(a)),
k=1 l=n+1

pour |z|<ppia (n=1,2,3, ...).

L’inégalité (12.11) assure la convergence uniforme de la série
infinie dans les deux bandes en question. Les fonctions f, ,et f, , sont
clairement périodiques, la premiére avec période 2a et la seconde

avec période 251, D’aprés (12.9) on a
(12.14) J(z)=fi.2(5) + fon(z) dans R,_,.

D’autre part, il est clair d’aprés (12.10) que chaque fonction f, ,,
est le prolongement analytique de f, .. Par conséquent elles coincident
avec une seule fonction f, (z) holomorphe dans toute la bande |y |<b.
De méme toutes les fonctions f,,,(s) coincident avec une fonction
f2(z) holomorphe dans |z | < a. Les fonctions f; et f, sont périodiques
aux périodes 2a et 207 respectivement. La formule (12.14) montre

sur une idée de Runge pour l'approximation des fonctions analytiques avec
déplacement des singularités.

Remarquons de plus que le probléme du théoréme 11’ peut étre lraité en
transplantant la fonction f(z) sur la surface du tore, obtenue par I'identification
des cOtés opposés du rectangle Ry;. Sur ce tore f(s) présentera deux lignes
singuliéres : 1'une, L,, provenant de Il'identification des c6tés horizontaux,
I'autre, L,, des cotés verticaux. L, et L, auront un seul point commun, prove-
nant des quatre sommets, p, ¢, r, s. Le probléme sera alors de décomposer
Jf(3)=/f1(3)+ f2(=), la fonclion f;(z) n’étant singuliére que sur la ligne L;. Ce
sera donc le genre de probléme considéré dans le Mémoire cité dans le cas du
plan.
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enfin que
(12.15) Jf(z)=fi(z)+ fo(5) dans R,

ce qui achéve la démonstration.
Il nous reste a définir les T, (z). Il est clair d’abord d’aprés (12.7)
[ou (12.8)] et (12.10) que

(12.16) A,m(~)__<fq"“+f)"+t // f>

Pn-t1 nt1
Tn+1 ’n Sn-t1
o A A
2’1’[1 y
Pn+1 r1

pour 5 dans chacune des bandes |y | < p,6 ou |z |< pna.
Considérons une de ces intégrales par exemple

(12.179) / "[C(u—,z)—c(p—z)]f(u)du.
Développons {(u — 3)—{(p — z) comme fonction de u en série de
Taylor autour de » '

»

(12.18) f(u—2) —Lp—3)=Lr—3)—L(p—2) N LR —2) ()

k=1

—=—oan —2 Zk,p‘ (r—z)(w—r)t ().
k=1
Cetle série est absolument et uniformément convergente pour « sur
le segment TaTnes €L 3 avec ly|<Loniboulx|Ls, a.
En effet, d’aprés la condition (12.5), la plus courte distance entre
les points 5 considérés et les points (41.4) qui sont les points singu-
liers de p(r—z), est

> (14 2¢8) | pa—pl=(1+28) | rp—r| pour un ¢ > o.

(1) Vu que

C("'fz)“C(I’ —s5)=¢(p—s5—2a—2bi)—¢(p—s)=—2n— 21,
d
(s =—p(s).

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 2, 1948. 15
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Désignons par M le maximum de la fonction p(r— 5) en dehors des
cercles de rayon ¢|r,,— r| autour des points (11.4), ses points singu-
liers [ce maximum est fini par l'effet de la double périodicité de

p(r—z)]. Il s’ensuit que

. (k—1)!
k=0 (p — 5 .
Ip 1(" ~)1<M(I—}—E)k—1lrn“f’lk—l

D’autre part -

e —r| =\ rn—r|, pour U E€ rprpg.

Par conséquent la série (12.18) est majorée par
- 2 M Mir,—rj r|
k(1 + e)t

ce qui prouve son absolue et uniforme convergence. Ceci nous permet
de trouver une somme partielle de (12.18)

N

(12.19) S,,:—Z%p"—”(r—;)(u—r)k,
k—1
telle que
(12.20) l—f flu)[tlu—z)—Cp—2z)+o2n+2n.—S, ]du 412,1’

Tn+1

pour tous les z avec |y | Zp, b ou|x|Zg, ., a.
Nous poserons alors

(12.2[) Il+l( )—;F—L_/‘ f(ll —27)1—27)7+S]d

Il est clair d’aprés (12.19) que T',(5) est une fonction elliptique
aux périodes 2a et 207 ayant pour seuls points singuliers les
points (11.4).

De maniére analogue on trouvera pour les lrois autres intégrales du

dernier membre de (12.16) les fonctions TV, T¥), et T',. Onposera

n—+1> n+
alors
Tp=T + TP+ TG+ T,

et (12.11) résultera de (12.16) ainsi que de (12.20) et (12.21) et
des formules analogues relatives aux TV, T? et T%. Ceci achéve la
démonstration de notre théoréme.
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13. La démonstration du théoréme 10’ ne donne pas la possibilité d’analyser
plus profondément le comportement des composantes f; et /> de (12.1) dans le
cas général. Mais, dans le cas particulier d’'une fonction analytique f, réguliére
dans le rectangle Ry; et continue dans le rectangle fermé Ry, on peut passer a
la limite n=— o dans les formules (12 6), (12.7) et (12.8) et obtenir les
formules explicites

;o
(18.1) fi(s >—2—1;{<f +f>Lcw—s)—cu)—s),lf(u)du},

(18.2) fi( )~?—m{<f + [ >|c<u—s)—t(p—s)Jf(u)du}.
I/ S

Ces formules permettent une analyse assez compléte du comportement des
composantes fi(5) et f,(5). Sans entrer dans les détails, souvent fastidieux, des
évaluations nécessaires pour les démonstrations, nous allons énoncer ici les
résultats principaux que l'on obtient dans cette recherche. Nous n’aurons & nous
servir dans la suite que d'un seul de ces résultats. Nous en donnerons une
démonstration au n° 18 par les méthodes du Chapitre III.

Avant de passer aux énoncés en question, rappelons que, f(z) étant continue
dans le rectangle fermé Ry, elle posséde un module de continuité §(¢), c’est-
a-dire une fonction positive non décroissanle pour ¢ > o telle que

(13.3) d(e)—>o0 pour ¢—»o,
(18.4) |f(z1) = fl=2) [ <8(e)  pour |5,—s|<e
Le théoréme le plus général qu'on obtient est le
Tutorims 41. — Soit f(z) une fonction analytique réguliére dans Ry et

continue dans Ruy. Les fonctions (13.1) et (18.2), décomposant f(z) confor-
-mément au probléme (P), possédent les propriétés suivantes : 1° elles sont
continues dans le rectangle fermé Fab; sauf peut-ctre aux sommets p, q, r
et s; 2° au voisinage d’un sommet, on a

(18.5) /;(;):C,(_‘”’g.%‘il_’) I:qu(u)dqufsf(u)du]
w LD =)+ fls) =/ )lo°p+0<f“a(§)di>,
P G

2T

(13.6) fz(;):“_‘z_;f’_)[[f(u)du+ff(u)du]
L S — @) +J(p) — S(s )1ogp—|-0<f (2) d>
P

2T
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ou p est la distance de z au sommet en question, R =max(2a, 2b) et O est le
symbole de Landau (1).

RemarQuE 1. — Les coefficients de {(z — p) et de logp dans les formules (13.5)
et (13.6) ne différent que par le signe. Pour ceux de logp, c’est évident, et pour
ceux de ¢(z — p), ceci vient du fait que leur somme est l'intégrale de f(u)
étendue sur le contour de Ry;.

R
REMARQUE 2. — Le terme O<f §é—£) dg) des formules (13.5) et (13.6) croit
e . B

moins vite que |logp| pour p—o0 (son quotient par logp converge vers zéro
avec p).

Si le module de continuité d(¢) satisfait a des conditions supplémentaires, ce
terme peut devenir borné, ce qui est le cas pour f(z) satisfaisant & une condition
de Lipschitz [d(e) = ce] ou de Holder [8(e) < ce®, o < a <C1].

RemarQue 3. — Le comportement des fonctions f; et f; est décrit dans le
théoréme 11, uniquement dans le rectangle fermé R,;. Par périodicité, on en
déduit le comportement de ces fonctions dans toute la bande |y|<=5
resp. |z | <L a. -

REeMARQUE k. — Les fonctions (13.1) et (13.2) donnent, dans un certain sens,
la meilleure décomposition possible de f(z), car elles tendent vers l'infini

1 . .
comme — au plus quand z tend vers un sommet, tandis que toute autre décom-
P

position, si elle ne différe pas de la précédente par une constante, en différera
par une fonction analytique doublement périodique n’ayant comme singularités
que les points (2m + 1)a + (27 + 1) b, donc présentant en ces points au moins
un pole double. ‘ '

Si ’on veut appliquer le théoréme 11 aux fonctions /(z) harmoniques réelies
dans Ry, il faut considérer a coté de 4 (5) sa fonction conjuguée g(z) [fixée, par
exemple, par la condition g(o) = o] et la fonction analytique

S(2) = h(z) +ig(z).

L’hypothése sur f(z) du théoréme 11 se traduit en continuité de /2 (z) et g(z)
dans R, 0(¢) doit alors étre un module de continuité commun de k(z) et g(5).

La décomposition de h(z) en h(5) =Refi(z), ha(z) =Refy(z), ou f et f,
sont données par (13.1) et (13.2), n’est pas la plus avantageuse en général. La

(*) Donc O[¢(p)] signifie une fonction de p dont le quotient par ¢(p) est
uniformément borné pour p>o.
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meilleure décomposition de A (z) est alors

hi(z) =Re{fi(z) — (s —p)— 15},
13.
{ 7) ha(5) =Ref fo(s) 4+ o4(z —p)+ 15,
ol
[f JCu) ({u—|—f j(u)du]
(13.8)

4= 4 [) <( (e

En effet : 1° les fonctions (13.7), en méme temps que les fonctions Re f; ()
et Re f; (), donnent une décomposition de & (z) correspondant au probléme (P),
vu que, d’aprés le théoréme 6', Re{col(z —p)+ ¢z} est doublement pério-
dique; 2° d’aprés le théoréme 11, les fonctions (13.7) sont continues dans R,
sauf peut-étre aux sommets du rectangle au voisinage desquels elles se com-
portent suivant les formules

(18.9) /z.(:):g(cl)—g(p)+g(S)—g(r>logp+O<f (), £>
e

2T 3
_8r)—s&(q9)+8(p) —&(s) o(8)
(18.10) Jy(s)= - logp+0<£ : dg),

ol comme auparavant, p est la distance de 5 au sommet en question; 3° suivant
ces derniéres formules, les fonctions (13.7) pour 5 s’approchant vers un sommet,
tendent vers o au plus comme logp. Pour toute autre décomposition de i (z)
[sauf celles qui ne dillérent de (13.7) que par une constante], les composantes
tendront vers oo, sur certains chemins d’approximation des sommets, au moins

1 . e e .
comme? comme on le prouve par un raisonnement similaire & celui de la

remarque lu.
On aboutit donc au

TutoriMg 12. — Soit h(z) une fonction harmonique dans R, et soient h(z)
ainsi que sa conjuguée g(z) continues dans Ra,. Posons S(5)=h(z)+ig(3)
et 0(e) =module de continuité de h(z) et g(z). Dans ces conditions les
fonctions (13.7), avec f, et f, données par (13.1) et (13.2) et ¢, ¢, donnés
par (13.8), déterminent une décomposition de h(z) conforme aux conditions
du probléme (P). Les fonctions (13.7) sont continues dans R, sauf peut-étre
aux sommets ol leur comportement est décrit par les formules (13.9) et

(13.10).

Comme les composantes (13.7) de 2 (3) so;xt bornées dans R,y sauf peut-étre
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aux sommets ol elles deviennent infinies au plus comme |logp |, elles sont inté-
grables dans R, avec leur pi®™¢ puissance, pour tout p fini positif. Il s’ensuit

TuroreMe 13. — Dans les conditions du théoréme 12, les composantes (13.7)
sont LP dans Ry, pour tout p avec 1 =p <cc.

On peut compléter cet énoncé par la remarque que dans toule autre décom-
position de & (z) correspondant au probléme (P) [sauf quand les composantes
ne différent que par une constante des fonctions (13.7)], les composantes ne
peuvent pas étre L2.

Comme cas particulier on en déduit le

CororLLare 1%.  — Si h(z) est harmonique et aux premiéres dérivées bor-
nées dans Ry, les fonctions (13.7) forment une décomposition de h(z) cor-
respondant au probléme (P) et ces fonctions sont 1P dans Ry, pour 1=p<co.

En effet, les dérivées de la conjuguée g(z) de ~(z) sont aussi bornées (vu
que gh=— N, g,=hi;). Par conséquent g(z) et h(s) satisfont a une condi-~
tion de Lipschitz dans R,;, sont donc prolongeables continiment sur tout R,
et les conditions du théoréme 12 sont remplies. On trouve de plus, dans le cas
présent, que le terme O(...) des évaluations (13.9) et (13.10) est borné.

III. — Décompositions des fonctions harmoniques L.

1/4. Nous allons résoudre le probléme (P) pour les fonctions
harmoniques de la classe L (dans le rectangle) par une méthode
différente de celle du Chapitre 11, cette méthode donnant directement
le développemenl des fonctions composantes en séries du genre (2. 7).

Afin de simplifier les formules nous allons supposer dans la suite
que
(14.71) «—=b=m, R=R; 4,

donc R est un carré.
Commencons par le théoréme, di essentiellement & S. Zaremba

(danslecasp=2)(").

I 1

Tukorime 15 (Lemme de Zaremba). — Soiz 1 p éw’l; ~1—;}7 =1

et sott u(z) une fonction définie dans le carré (ouvert) R, y-continue

i

(1) S. Zsrema, Annales £c. Norm. Sup., 26, 190g.
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avec ses secondes dérigées et satisfaisant aux conditions

u(z), u(s) et u,(z),

(14.2) { convergent vers zéro uniformément pour z lendant vers la
Jrontiére C de R,

(14.3) Au—=— Pu -+ Fu est L/ dans R.

2

da* )2

Soit de plus h(z) une fonction harmonique, réguliére dans R et L#
dans R. Dans ces conditions '

(14.4) ﬂAu(:)lz(z)dxd]:o (M.
R~

Démonstration. — Supposons d’abord que A(s) est continu avec ses
premiéres dérivées dans le carré fermé R.

En appliquant la formule de Green dans le carré R, : || < am,
|y| <am, o< a< 1, avec la frontiére C,, on a

\
Aulzdz(l/——f <(—)—lf/:—udh)d
R.. : J

dh
Pour ¢ -1, het — 5, Sur C, sont uniformément bornes, tandis que u

convergent uniformément vers zéro d’aprés (14.2). Il s’ensuit

]Auhdxdy:o,
R

donc le théoréme est prouvé pour tout A continu avec ses premiéres

du
et E?:

dérivées dans R. Si A est seulement L? dans R, considérons A(az),

(1) Ce théoréme peut étre démontré sous des conditions moins restrictives
concernant les dérivées de u(z) et pour une classe bien plus générale de
domaines R.
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o < a <1, qui est régulier dans un domaine contenant R. On a donc,
d’aprés ce qui précéde,

(14.5) ﬂAu(z)h(a:)dxdy:o.
R’

Il ne nous reste qu’a passer a lalimite « — 1 dans la formule (14.5),
ce qui, dans le langage de l'espace L#, revient & prouver que A(az)
converge faiblement vers 4(z) pour & — 1.

Prenons un {3, o < <1, et écrivons ‘
L+
Rg R—Rg

Ig - 0o pour « -1, vu la convergence uniforme de /% («z)
vers h(z) dans Rg. Pour la seconde intégrale on a, vu l'inégalité

de Holder,

1ﬂAu(:)(h(z)——h(a:))dxd) < =Ig+ Jg.
4N

1 1

Jg< (‘ﬂ. |Au(:.)[/"(lxdy>ll (ﬂ |h(5)——lL(a:ldedy>p=J'ng§.
R—Rg R—RF

Jg ne dépend pas de « et est une fonction non croissante de §.
D’autre parl, il devient aussi petit que I'on veut quand  s’approche
de 1, sauf peut-étre pour p'=oo (c’est-a-dire p =1) quand Jj = vrai
maximum de |Au(z)| dans R — Rg.

Pour Jf; on a
1 1

J;gé(ﬁ [h(:)lf'dxdy)’—i— <ﬂ |h(oc:)|dedy>p
R—Ry . R—1g

1

p »
:(ﬂ [/L(;)|l’(lxdy>p+ %(ﬂ [ (5) [Pclxdy> )
R—Rg R, —Rga

ol

limsupJ§ <2 ﬂ
a1 R—R

La derniére expression ayant des propriétés similaires a Jg, sauf
que le cas exceplionnel est maintenant p=co, on voit que, pour

1
| h(z) P dz dy)p.
B
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tout p, 1= p =,
lim supJg < Jglim supJ§
a>1 a>1

devient aussi pelit que I'on veul quand (3 s’approche de 1. Il s’ensuit
bien \

jZ.A u(z)(h(:) — /t(czs))dx dy ‘ =v,
1

lim
ax1

donc suivant la formule (14.5),

~

Au(zYh(s)dedy =lim || Au(z)h(az)dzdy =o.

W R

Du théoréme 15 on déduil immeédialement un critére nécessaire
pour ’harmonicité d’une fonction 4.

CoroLLAIRE 16. — Soit A(3) une fonction L? dans R. Pour que h(3)
soit harmonique dans R il estnécessaire que h( 3 ) soit orthogonale 4 Au(3),

h(z)Au(s)drdy =o,

pour toute fonction u(z) satisfaisant aux conditions du théoréme 15.

Remarque. — Zaremba ulilisait le théoréme 15 pour établir un
critére allant dans la direction opposée, notamment un critére pour

qu’une fonction u(3), qui est = o sur la frontiére C el telle que Au est
L2, posséde des dérivées u, el |, =o sur C.

15. Dans Papplication du critére du corollaire 16, décomposons
h(s)etu(s)en parties du type { u, v}, suivant(2.1) et (2.2),

(15.1) ,‘(5):2}7&“(:)’
(15.4) ‘ w(s) = ty(3).
lJ.,V

Il est clair que si «(3) satisfail aux conditions du théoréme 15, il en
Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 2, 1948. 16
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sera de méme pour u,,(z). Ceci est vrai également de A(z) et A,,(3).
De plus, Au,, est clairement du type |, v}. Etant donné que deux
fonctions de types différents sont toujours orthogonales (si leur pro-
duit est intégrable), on en déduit

(15.3) ﬂh(z)Au-(z)dxdy:E ﬂhw(z)AuH,v(Z)dxdy.
R R

Il en résulte que, dans l'application du critére du corollaire 16,
nous pouvons considérer séparément les fonclions /4, de types diffé-
rents en leur appliquant le critére avec des fonctions u,, du méme

type.
Les types {o,1}eL{ 1,0} se transformant I'un dans I’autre par l'inter-

version des variables et y, nous ne considérerons généralement que
le type {o,1}.
Posons maintenant, pour m et n entiers positifs,
ugiP = (cosmaz — (—1y*) (cosny — (—1)*),
(15.4) { ufym=(cosmz — (—1y*) (sinny-+(—1)nsiny) ('),

uym = (sin mx + (—1)"m sinx)(sin ny+(—1y nsiny).

11 est clair que ces fonctions satisfont aux conditions du théoréme15
avecp=1, p'=.0Ona

Au(o",l&"):—— (m2+ n®)cosmzx cosny + (— 1)" m® cosmax
+ (—1)™n*cosny,
(15.5) Auf=— (m* + nz)'cosma; sinny — n(.—- 1) (1 -+ m2) cos ma sin y
—+ (—1)*nr*sinny + (—1)"* " nsiny,
AuiW=— (m*+ n*)sin masinny — n(—1)"(m*+1)sinmz siny

—m(— 1) (1+ n*)sinzsinny —2mn(—1)"+sinz siny.

Soit ensuite Ay, une fonction L dans R, du type { i, v}, telle que

(15.6) ﬂhm(z)A uiy™(z)dedy =o pour tous les m, n.
R

Considérons le développement de A, en double série de Fourier.

(1) Pour u{";™, on intervertit z avec y et m avec n.
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Suivant le type, on aura

(15.7)

(15.8)

w
1 I @
Roo(z) ~ Za0’0+ 5 Z Qg COS I

1

w0
1 R
=+ S Z Q@on COS Y —+ Z Za,,l,, cosmax cosny,
1 1 1
- @

1
fig 1 (5) ~ 5 2 by sin ny +\ Z byncosma sinny,

. 1

-

® 0

0
I . Ul .
Rio(5) ~ = Z Cog SIN M+ Z Y o Sinmazcosny,
’ 2 dd
1 [OY

@ @
\ ha(5) ~ E Zd,“,,sinmwsinny;
11

{ 1
Gy = o hoo(5) cosma cosny dz dy,
R

I .
b= o ﬂhm (s)cosmasinny dzdy.
i

I .
Coun = pocs ﬂhio(:) sin maz cosny dx dy,
R’

|

y

g 1 . .
dyn= - ﬂh“ (5)sin masinny dz dy,
R :

De (15.5), (15.6) et (15.8), on tire

— (M2 ) g+ (— 1M e+ (— 1) 020y, = 0,

I21

— (M2 n2) by — n(— 1) (1P 4 1) by 4= (= 1) 02Dy + (— 1)+ pbyy = o,

donc

(15.9)

— (m*+ n*)dy— 0 (— 1) (1) d,y

—m(—1)"(1+ n*)dy,—amn(— 1)y rdy=o

. I)nH—n , .
o = o= (=1 m2 ape+ (— 1) n2ayy), M1, RN,
( — I)m+n. n
Omn = R (=1 (m2 1) by + (— 1) 2D+ by )

mX>i1,nXx2;
d,, — (—1)y" 2+t mn ( (— 1y m? -

m?2—+ n?

I+ n

m>a, nXx 2.

[lnn -+ (_ 1 )" R dm -+ 2 d“

)
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Remarque 1. — 1l est clair que, pour une fonction £ pv(z) admettant
la double série de Fourier (15.7), les conditions (18.9) sont équiva-
lentes 4 (15.6)

Mettons lesexpressions (13.9) dans les développements de (13,7)
et groupons les termes contenant les mémes coefficients a, b et d. Par
cetle transformation formelle, nous oblenons les développements
suivants :

4

i m=t n=—1

. I > —I1)*m
f figa(5) ~ S g0+ Eamo cosmzx + 2 ) _ cos ny
|

w -]
1 + (—1)yrn? cosm.
—+ E (L on COS I - — L —cosmx
on J 2 m*— n* ’
n—=1 m=—1

( —1 )m-Hx n
hot (3) ~ by, ~s1ny+2 z cos/mxsinny

m=—1 n—2

p O (—1)Hn(mi+1) .
+Zb,mcosmx2( ) (m?+ )smny

m-—+n
! m=1 n—t
(15.10) \ w

. — 1)’”n-
—+ E bousinny + 2 cosmz |,

n—2a m=1

( I)nH—n—H mn .
fey (5) ~ dyg | sinesiny -+ 2 E E T sinma sinny
m?

m=2 n=2

. , > (— 1) (mi41) |
d smmx\ sinny
+2 m s m?* -+ n* J

m—=2e n=—1i

o \m1 2
> dmsmnyZ( yrrimd n )sinmx.

m?* - n?

m=1

Notons maintenant les séries de Fourier des fonctions coshme,
sinhmax et  dans P'intervalle — = <z <=

cosn.r,

@
sinhmm O (—1)*2msinhmn
coshmz ~v ——~ Z

mm T(m*—+ n*)
n=i

«w
—1)*onsinhmm .
(15.11) simhma ~ (=1 sinn.r,
T(m?—+ n?

n=1

N\ 2 .
x~ 2‘(—1)"‘H S sinnr

n=1
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Il s’ensuit, en transformant encore formellement les développe-
ments (15.10),

hoo (3) + S hmy+ ¥y — coshnzco
z) ~ a AmocOsmxcoshm —  _a,ncoshrnaxcosny
00 00 2s8in hmn mo )t S sinhn T g

m=1 n=t

)/ T I
/101(5) ~ bm 4 mCOthSlﬂ)
»
y (__ I)"‘+17T .
—+ < ——t——cosmaxsinhmy
4 2sinhmn
m=1 )
»
(1 -+ m?) . N\ TN .
-+ z cosma sinh my -+ 2‘ bon ———— coshnzsinny,
‘osinhmn asinhnx
m=1 n-—=2
Ry (3) ~ dy, - sinz sinhy + — " _sinhz siny
sinhm sinh
(—1)y"mm .
Z sinmax sinbhmy
sinhmm ’
m=1 - s
mw(m?+ . . (1 + r*) . .
+2 mi ( )smmx sinh nz)/+2d1n-(—7—)—51nh/zw51nn)/.
asinh mn 2sinhnm
m=—= n—=2

En usant les nolations de (2.5) et (2.6) et les fonctions @, de (9.5)
(ot l'on se rappellera de mettre a=¥5 =), on pourra écrire de
maniére abrégée, pour tous les types { i1, v},

(15.12) i (2) o A By (5) + Al () + 3 B ey (1m3) + 3, Cittey(inz),

m=1 n=1

avec
{ I
7
Ap =0, Aoo:ZUooy
: Tm Tn
B{Y = ———« = ———a
00 251“1’1"27’[ moy 00 Zslnhnﬂ' ony
s 1
Ay = =5 Al =-b
(15.13) 0T T 017=7 Yoy
2 N
BUm— T(1+ m?) . G — mn i
asinhmmn ™ M7 osinhnw M
Ay =mndy, Ay =o,
B — m(m?+1) C‘"~W(I+'lz)
11— -~ 1. —%m 11—~—_ in-

\ 2sinhmmn 2sinhnmw
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Remarque 2. — Rappelons encore que pour le type {1.0} les

formules analogues s’obtiennent en changeant s en 5. Vu les for-

mules (10.4), dans lesquelles &,,—®,, & cause de I'égalité des
périodes, on peut écrire

hio(5) ~ A @i (5) + A g2+ X, Biieyy (ms) + ¥ CiYen (inz),

m=1 n—1
T I Tm (1 -+ n?)
- - A =-c B/ — ¢ C=" . .
Aty 5 (1o 1o 4(“” 10 = S5sinhmn ™" 1" Ssinhnr *
Remarque 3. — Les équations (13. caractérisent le dévelop-
q

pement en double série de Fourier d’une fonction harmonique £(z),
(voir th. 17 aun® 16). On peut vérifier facilement que, méme pour A(z)
les plus réguliéres, on ne peut pas déduire ces équations directement
par lapplication de I'équation de Laplace Ah=o0, c’est-a-dire en
différentiant deux fois la série double de Fourier.

Cependant, on peut obtenir ces équations sans passer par le lemme
de Zaremba, mais en utilisant la formule de Green (comme dans
la démonstration du lemme de Zaremba). Par exemple, pour le

type {o.1} on appliquera la formule de Green a la fonction /% et
—1

la fonction u(z)= PR

cosmaxsinny, Au=cosmaxsinny. En sup-

posant /& suffisamment réguliére dans R, on trouve

(zomr(mid e, (o0 (m? o+ nQ)fﬂfnh(z)A u(z)dzdy

n ne
= T e ) — i innyd
" mn [ﬂ[ 1( ).})_ .-c('—'Tf,)’)]Slnny y
(=1)™

= fﬁ[h (x, ) — h (2, — )] cosmax dz.

D

Ces inlégrales simples peuvent étre éliminées des by, bony Oy €t by,

ce qui donne la formule de (15.9). Du cas de A régulier dans R
un passage & la limite nous raméne au cas général de 2 sommable
dans R.

Pourtant le lemme de Zaremba présente un intérét intrinséque et
le critére d’harmonicité qui en découle a eu récemment un regain
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d’actualité par les applications qui en ont é1é données par M. H. Weyl
dans le cas de I'espace (voir 27).

16. Avant de passer a la justification du développenent (15.12),
nous allons étudier de plus prés son membre droit. On a d’abord

(16.1)  lim apy=lim @yp,= lim &,y = lim b,,= lim dp, = lim d;r,=o.
my » ny>» my » n> "ny o ny»

En effet, prenons par exemple la suite 6,,,. On a, d’aprés (15.8),
I U T
b= ;E—zf f ho(z) cosmz siny dzx dy
—n -7

ks T
= ni [[ hox(z)sinydy]cosmxdx,
—n|Y—=x

he(z) élant L dans le carré R, l'intégrale entre crochets est une
fonction L dans — n < @<= et le théoréme de Riemann-Lebesgue
donne limb,,, = 0. De méme pour les autres suites.

Lemme 1. — Les séries
(16.2) A'w,ew,(s)—i—z By eyy(mz) = Dyy(5),
m=1
(16.3) Y Gy, (inz)= Ey(2)
n—1

sont absolument et uniformément convergentes dans toute bande
|y|<b'<mou|x|<a < n respectivement et forment des fonctions
harmoniques et périodiques, la premiére dans la bande |y | <=, avec
période 2.1, la seconde dans la bande | x| <=, avec période 2m1.

LemME 2. — 1° Pour |y | - w, on a uniformément en x,
Doy(s) =0 ———= ),  Du(z)=of ———)
(16.4) ((Tr Iy|)> 1 ((n Iyl))
D“ et S 1),
) =o(7=77) O

M o(q;(ly l)) signifie ici une fonction dont le quotient par ¢ (| y |) tend vers o
pour | y|—>m.
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2° Pour|x|— %, on a uniformément en y,

ey, |P0= (=) ot =0 (=)
bt =o (=77

Pour prouver ces lemmes remarquons que suivant (15.13) le n*m
(ou n*m) terme de la série de (16.2) [ou (16.3)] est majoré unifor-

mément en  pour |y | <= (ou en y pour {x|< ) comme suit :

By eg (mz) | <l @mg|2mm emtiri=m,
- ] c eoo(i/zZ) | < | tenl2mn enl=i=m;
[ Bt egy (mz) | <| by | 27 m2 ey =T,
(16.6)- " -
IC((,",)em(mz)|<| bon |2 eMIxI=T

| B{ey, (mz) | < |dmi | 2mm?emIyi=m,

Cirley,(inz) | <|din|om n? ertizi=m,

Vu (16.1), le lemme 1 s’en déduit immédiatement.
Pour le lemme 2, remarquons de plus que

- et I
Z/n e mt:(—iTe_t)Z:O<'t—2> pour t\O,
1

= ety e~ 10
Z‘mﬁe—"l’:mzo l—) pour ¢\ 0;

donc, d’aprés (16.6) et (16.1), les séries (16.2) et (16.3) satisfont
a(16.4) el (16.5) respectivement.

Tueorime 17. — Soit hy.(z) une fonction L dans R, du type { p., v}
et sott (15.2) son déceloppement en double série de Fourter. La condition
(15.9) est nécessaire et suffisante pour que la fonction h,,(z) soit équi-
valente a une fonction harmonique dans R. St cette condition est satisfaute,
le développement (15 .12) converge uniformément dans tout domaine
complétement intérieur @ Rvers la fonction harmonique équivalente d hy,,.

Démonstration. — La nécessité de (15.9) résulte immédiatement du
théoréme 15 (lemme de Zaremba), d’aprés la remarque 1 du para-

graphe 135 et la définition des fonctions u}".
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On prouvera d’un seul coup la suffisance de (15.9) et le reste du
théoréme, si I'on démontre que de (18.9) résulte la convergence
uniforme a Uintérieur de R du développement (13. 12) vers une fonc-
tion harmonique équivalente a o

A cet effet remarquons d’abord que la convergence du développe-
ment (43.12) vers une fonction harmonique réguliére dans R, uni-
forme dans lout carré |x|<am, |y|<am, o<a< 1 résulte du
lemme 1. Pour prouver que cette fonction est équivalente a /.,
multiplionsles deux membres (13.12) par (1 -+ cosx )* (1+ cosy )2 (").
Remarquons que les fonctions

(16.7) hyy(5) (14 cosx)? (1 + cos)y)?,

(16.8) Ay @y (5) (1 + cosa)? (1 + cosy)?,

(16.9) Ay cuy (3) (1 + cosa)? (1 + cosy)?,

(16.10) Eliﬂﬁ’ew (mz) (14 cosa)? (1 +- cosy)?,
m=i

(16.11) 2(}{3} e‘,u<in;>(1+cosx)2(1+cosy)2,

n=i

sont toutes L dans R. En effet, (16.7) l'est, car 4,,(z) I'est. (16.8)
Iest, vu (9.6) (avec a=b=m), les fonctions p (z—=n—m) et
{(z—m—nr) ayant pour seules singularités des poles doubles ou
simples aux sommels du carré. Il est clair que (16.9) lest.
Que (16.10) et (16.11) le sont résulte du lemme 2.

Nous démontrerons notre théoréme, si nous prouvons que les
coefficients de IFourier de (46.7) sont égaux a la somme des
coefficients correspondants de Fourier de toutes les autres fonctions
(16.8) —(16.11). En effet, toutes ces fonctions étant L, il en
résullera que (16.7) est équivalente a lasomme des (16.8) — (16.11),
d’ou I'équivalence des deux membres de (18.12).

Il reste donc a prouver notre assertion concernant les coefficients
de Fourrier des fonctions (16.7)—(46.11). Pour le faire, consi-

(') Remarquons que pour le type {o,0} il aurait suffi de multiplier par
(1 4 cosz) (1+ cosy).

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 2, 1948. 17
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dérons les coefficients de Fourier des fonctions

, . hp.v(z); Auvfpp*a(z): Alu‘{cuv(z)’

(16'12) ? EBH"\PCP\J(WZZ) et zc((f")evu(in'g)'

m=1 n=t

Pour la deuxi¢me, quatriéme et cinquiéme fonction cet coefficients
sont obtenus formellement, en intégrant terme & terme les séries les
définissant (pour ®,, nous prenons la série (9’))) Désignons ces
coefficients formels par

(16.13) P, Qs TR, spE et gy
On prouve alors premiérement que
(16.14) B PO = qut + I+ sps -

Par exemple, pourletype{o,1},ona, vu(15.8),(15.11) et (15.13),

por = ﬂ-f f hoy (5) cosmasinny dz dy = by,
—wv—z

(__ 1 )IIH—II n

‘m2 —+ n’Z

quln___% ﬂAm D, (z)cosmasinny drdy = ols

(_I)Il+1b
1 . —_— our m=—o
rey _—:?ﬂAglcol(z)cosmxsmnydxdy:g n o P ’
\ 0 pour mX1,

sl = — ﬁ(ZB"’”cosmw smhmy> cosma sinny dx dy
m=1 4
o pour m=—o,
(—1)*n(m>+1
) ~ ( > )b,m pour mXx1,
m?+ n?

m?—+ n?

= = ﬂ( M G cos hnz sin ny>cosmx sinny drdy = (—_Mbon,

n=1

et I'équation (16.14) n’est rien d’autre que (15.9).

On pouvait d’ailleurs s’attendre a cela, car la permission d’intégrer
terme a terme dans les composants du membre droit de (15.12) nous
ramene aux coefficients des doubles séries de Fourier de (18.10), qui
viennent des séries (15.7) par 'application des équations (15.9).
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Désignons mainlenant par
(16.15) mno Qmr, Rump, Smroel TR

les coefficients de Fourier des fonctions (16.7) — (16.11).

Vu que le produit de (1 + cosz)® (1 -+ cosy)® par cosmx cosny ou
cosmx sinny ou sinmxsinny s'exprime comme une combinaison
linéaire & coefficients constants d’un nombre fini des cos m'a cosn’y ou
cosm'xsinn’y ousinm/ x sinn' y respectivement( ), les coefficients P,

w's etc., seraient les mémes combinaisons linéaires finies des

Wy o
mins min

coefficients formels correspondants pi,™, ¢.v", etc.
(16.16) ma Bymepme, Q= Iypngud, L,

si 'on pouvait, dans les inlégrales doubles ‘définissant les coefficients
(16.15), intégrer les séries terme & terme. Pour le vérifier remarquons
d’abord que I’équation (16.16) est certainement vraie pour P" et R
pour lesquels les fonctions correspondantes de (16.12) sont L, donc
les pyu™ et ™ sont des vrais coefficients de Fourier. Ensuite, vu que
les fonctions (16.7) —(16.11) sont L, dans les intégrales doubles
définissant Qyy', S;* et T, on peut changer I'ordre d’intégration &
volonté. Par conséquent, dans les intégrales pour Q3" et S;", on inté-
grera d’abord par rapport a z, ce qui, vu l'uniforme convergence des
séries correspondantes pour tout y fixe, | y | <, peut s’effectuer terme
a terme et laissera seulement un nombre fini de termes non nuls. Par
conséquent, l'intégration double peut s’effectuer également terme
a terme.

Dans lesintégrales définissant T}’ on intégrera d’abord par rapport
a y, avec des résultats similaires. Donc, les équations (16.16) sont

(1) Par exemple,

(1+ cosz)?(r—+ cosy)cosmesinny

3 1 1
= ;cosmx—t—cos(m+1):L'+cos(m—-1)x+ —~cos(m—+2)x +Zcos(m—2)x

4
!

ER . . I . .
xl;smny—I—sm(n+I)y—i—sm(nml)y-i—zsm(n—{—2)y+451n(n———2)y]-



130 N. ARONSZAJN.
vraies. Vu les équations (16.14) on en déduit

(16.17) P = QU + Ry + S + Ty, C.Q.F.D.

Remarque. — On ne peut pas s’attendre a avoir sous les hypothéses
du théoréme 17 ’égalité partout dans R de deux membres de (15.12),
car ces hypothéses, ne différencient pas entre des fonctions A(z)
équivalentes. Mais, si I'on suppose que /(s) est continu dans R, on
aura l'égalité partout.

Du théoréme 17 nous tirons deux corollaires immeédiats.

CorotralRe 18. — Le critére nécessaire du corollaire 16 est ausst
suffisant pour que h(3z) soit équivalent & une fonction harmonique,
méme si on limite les u(z) aux fonctions uy,™ de (15.4).

CorortarRe 19. — 8¢ la fonction h,, du type { ., v}, harmomque et
régulicre dans R, est L dans R, la décomposition hy,= h;)+ h), avec

(16.18)  Afl)(s)= g«;%\, (2) -+ Aoy (2) + X, Bl e (),
m=—1

(16.10)  hiE)(s)= <Aw— §Y>¢>w(;) + N0, (in2),

n—=1

répond au probleme (P), y étant un nombre réel quelconque pour les
types o, 1}et{1, 1}ety=o0 pour{o,ol.

Il sera utile pour la suite d’avoir les développements explicites des
fonctions (16.18) et (16.19) pour chaque type séparément. Nous
userons pour les @, les développements (9.5) et les développements
résultant de (10.4) que voici (pour les w, v qui entrent en compte et
poura=b=mn):

N (=t

2 — 1) -
(16.20) (I)Ol(z)__'_'(ol( ) m 01(m5):2-5%me10(¢n5>,

m=1 n—1

(16.21) Dy (5 )—’Z sml?m?rzeli(mz)_z(s;li)n:: “(inZ).
m=1 n=—1

Il en résulte. d’aprés (15.13), pour les fonctions de (16.18) et
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(16.19),

A _—(1 2 o €oo (M S
( ) 00+ Zbluh’nr o 00( )7

(16.22) . m=t
h(‘;-)")(z) :Z 2 smh nTt /0"60"(”“>
n=1 _
1 c ™ .
Hite) = Z(bM_Y)‘} +E asinhmn [ 1) b+ (= 1)y leq(ms),
(1623) . m=1
W)= Y e [nbu (— 1) (bor— 7)) ers(in3);
n=i
S IR = D i [0 1) dun -+ (= 1] e (ms),
(16.24) "t

2sinhnrw

R (z)= Z T [(1 +n¥)d,+ (—1)"n(2d,—y)] e“(in;>.

n=l1

17. Nous allons maintenant donner un théoréme concernant I'uni-
cité et la forme de la décomposition du probléme (P) sous certaines
hypothéses restrictives.

B N 3 y . - : { . ’
Tugorkmg 20. — Soit I, (3) une fonctiondu type | 1, v { harmonique,
réguliere et L dans R, pour un p> 1. Considérons les décompositions

2}

~(17. 1) hyo= g(p‘,’—k g(u:,-,
g et 83 L dans R, répondant au probléme (P). Suicant le type :

1° {0, 0]. — A une constante prés, il n’y a qu'une décomposition au
plus du genre (17 .1) et si elle existe, elle est donnée par (16.22).

2 {o,1l. a. p<o2. — Il v’y a aucune ou il y a une infinité de
décompositions du genre (17.1). Si elles existent, elles sont toutes
données par (16.23) avec y quelconque.

b. p>a2. — Il n’y a qu’une décomposition au plus du genre (17 .1)
et, st elle existe, elle est donnée par (16.23), avec un vy satisfai-
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sant a
Z ;% [( m? I)b,,“+ (_ I)m+1Y']2< w,
(17 2) n:—_1
2 ’—Il [2bon—+ (— 1) (b — Y)]P<< 0.
n=—1
3 {1, 1}. — I n’y aqu'une décomposition au plus du genre (17.1)

et, st elle existe, elle est donnée par (16.24), avec y satisfaisant d

(17.3) y=Ilim(—1)**'md,, 2dy —y=lim(—1)"" nd,,.

m—w n=wo

Démonstration. — D’abord, remarquons que 'on peut se limiter au

cas ou les g\ sont du type { i1, v}, car autrement on peut prendre les

parties des gi) du type {u, v} en place de g et (17.1) aura encore
lieu.
Comparons la décomposition (17.1) supposée possible, avec la

décomposition du corollaire 19 avec vy = 0. On posera
P Y P
(17.4) Puv= i) — Bl = — (gi2) — hiR).

On sait que p,, est une fonction harmonique, doublement périodique
des périodes 27 et 2717, n’ayant de singularilés qu’éventuellement aux
points m(2m—~+1)+in(2n+1). Etudions le comportement de p,,
autour des sommets du carré R.

Supposons seulement que A, et les g’ sont L. dans R. D’apres le

PP q w 8. P
lemme 2 du n° 16 on a uniformément, pour s dans R,

(17.5) hW(s)zo( pour |y|—>m,

(7 —IIJ’I)‘>

(17.6) /L‘PEJ(z)wAW(Dw,(z)::o< pour |z|—m,

F=1Tr)
(m—|z|)*
avec T= 2 pour {0, 0} et =3 pour { o, 1jet{r, 1}

Les g\ et g\ étant périodiques d.a.ms les bandes |y | < ou |2 |<®
respectivement, elles sont harmoniques, réguliéres et L dans les

rectangles (|z|<2m, |y|<n) ou (|z|<m,|y|<2m) respecti-

vement. [.e lemme du n° 8 donne alors encore uniformément pour 3
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dans R
1
(17. (s :o(———————q> our |y |—>m,

\ (2)( ) = ! S
(17.8) gw(z)_o<(ﬂ__lx|)2> pour |z|—>m.
D’aprés (17.4), il en résulte uniformément, pour z € R,
1
(17.9) Pu‘f(z):gif\)—llifv):()(m)’ |y |—m,
3 2 I
(17.10) pu\,(z):—g‘@’-i—lz{;\):AW(I)w,(z)+o<m>, || - 7.

Il en résulte immédiatement, quand z s’approche d’un des sommets
s du carré R de 'intérieur de R,

zirlz = s | puv () | Z ] Ay [ (7 — |2 )7 | @y (5) | + 0 (1)

Maintenant, vu que, d’aprés (15.13) et la remarque apreés le théo-
reme 8, A,,=o0,
7= | | Re ()| £ — 5| Roi(3) | = 0(a),
T— |z || ®n(s) =] s — s P Pu(z)|=o(1).

on en lire

Dans 1 : —s =
ans le cas {o,0] |2 —sPpuy(2) =o(1) pour z—»s.

(A7.11) { Dans les cas {o,1}et{1,1}: |z —sPpuy(s)=o0(1)

Ceci étant pour chaque sommet du carré R et pour ’approximation
de l'intérieur de R, la double périodicité du p,, a pour effet que le
méme comportement se produit dans 'approximation d’un sommet,
par exemple n—+ wi, de tous les cotés. Le théoréme 6 donne alors
que p.(z) est de la forme (9.1) et, plus particuliérement, vu le
théoréme 8 et la remarque aprés ce théoréme, on aboutit aux formes
suivantes :

(17.12)  pgo(5) == const., Poi(5) =a @y (z), pu(z) =a @y (z).

Vu (17.4), la partie 1° de notre théoréme s’en trouve démontrée.

Pour les cas {o,1} et {1,1}, on déduit de (17.12) que les g} sont

conformes aux formules (16.18) et (16.19) avec a = g Y-
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Considérons maintenant le cas { 0,1} et supposons p < 2.
Pour deux valeurs de vy différentes, v’ et ", les fonctions (16.18)

différent par 7—: (Y —v") ®,,, donc une fonction L* (voir la remarque

apreés le théoréme 8). On a de méme pour les fonctions (16.19). Il en
résulle que s'il existe une décomposition du genre (17 .1), les décom-
positions du corollaire 19 pour tout y seront de ce genre.

Si p>. 2 et il existe une décomposition du genre (17 . 1), celle-cisera
donnée par les formules (16.18) et (16. 19), donc aussi (16.23) pour
un certain y. Les composantes étant L*, donc a fortior: L2, on peut
appliquer le théoréme 3, ce qui conduit & (417.2). L’unicité résulte
aussi bien du fait qu’il ne peut y avoir qu’au plus un seul y satisfaisant
a (17.2), que du fait que la différence des fonctions (16.18) pour
y=vely=1v's£y est = 72-3(7’— v") ®o, qui n’est pas L2,

Considérons enfin le cas { 1.1} et supposons qu'il existe une décom-
position du genre (17.1). Elle est de la forme (16.18) et (16.19)
pour un certain vy. Il ne peut pas y en avoir d’autre pour la méme
raison que plus haut, ®,,(z) n’étant pas L. Maintenant, les compo-
santes étanl conformes a (16.18) et (16.19), elles sont données par
(16.24) pour un certain v. Elles sont L?, donc L et I'on peut appli-
quer le théoréme 4, ce qui donne immédiatement (17.3). Ainsi la
démonstration est achevée.

18. Nous allons maintenant supposer :

(18.1) Les dérivées partielles I, et b, de h = hy, sont bornées dans R,

el analyser la forme des décompositions (16.22), (16.23) et (16.24).
Notons d’abord quelques conséquences immeédiates de (18.1).

1° La fonction A(z) est prolongeable de fagon continue dans le carré
fermé R. Ses valeurs sur la frontiére de R, A(== 7, y) et h(x, =)
(de méme que ses valeurs dans tout R) satisfont 4 une condition de
Lipschitz, donc sont absolument continues et possédent des dérivées
bornées p. f)

-

2° La fonction conjuguée & de h=h,,, fixée par la condition
h(o)=o, est du Lype{ 1 — u, 1 — v} et salisfait 4 la condition analogue
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a(18.1)(vu que .= —,h’y, /_z';zh'x). Par conséquent, les propriétés 1°
ont lieu pour % également.

Nous allons considérer chaque type { 1, v} séparément.

Type {0, o}. — En appliquant Iintégration par parties, changement
d’ordre d’intégralion et les égalilés A, = — r, K, =K, on lrouve
(loutes les intégrales sont de — = & )

1 T 1 , slhmx
U= — ﬂ h cosmax du: dy :Ffdyf— ', — dx

S fsinmxd.vf-ﬁ'), dy = ! f[ﬁ(x, —7) — h(z, 1?)] sinmz dz

T mm T m
( — I)m+1 —

= R m, 1) — A(m, 1)+ T (m, — 1) — B (=, — )]

m* m?

(—1n)™h— 1
= h(m, =)+ g’ Qo

+ —-I—f(ﬁ.’r(x, — ) — /_l',..(x‘, Tc))cosmx dx

vu que, & étant du type { 1,1},
hr, my=—h(—m, )= — k(% — Ty =h(—m, — 7).
a,,, étant les coefficients de Fourier de la fonction
Wo(z, —w) =W (2, ),

-

bornée p. p. (voir 1° et 2°), il en résulte

Dl <.

m=t

D’aprés (16.22) on en déduit

am sinhmm i Tmsinhmn
m=1

. I o €OS Mz cosh my N 2(— 1) (T, ®)
=] = ay—+ Y |+ Y — " cosmaxcoshmy,
00 [' 00

n=l

Il est clair que le terme entre crochets est une fonction continue
dans la bande fermée |y | <=, tandis que la seconde série est égale,

d’aprés (9.4) (01‘1 l'on auramise=b=mn,7,= %, Ny=— % 7, intégré .

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 2, 1948. 18
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.

les deux membres et pris leurs parties réelles), a

M ) log o(z — 7 —7i) | + 7 (@ +7) — -gf;rw—y‘-')—c].

ol c est une conslante d’intégration, facile 4 déterminer.

Il en résulte

—2/7(7:, )

(18.2) Al = loglo(s —m—mi)]|

-+ [ fonction continue dans |y | Z ]

De fagon analogue on trouve

ah(rw, T)
T
~+ [ fonction continue dans | x| < w].

(18.92) Rl = log|o(iz — 7 —mi)]

Remarquons que pour les périodes 2n et 217

3(iz —m—7i)=18(s — = —7i),
donc
Iogla'(“—; —mi)| = logia(d—n——m)i

Type{o,1}. — Parles mémes méthodes que danslecas du Lype {o,0},
on trouve

I . 1 !
by = = ]f hcosmasiny dz dy = - fsmya’y/-—l
1

= ;,—;fsin mx dxfﬁ’, siny d /:: cos y dy/ hsinmaz dx

sinmax

dx

— QIS

- Trlz)n [(h(ﬂ }’)—/l(—-r,)))bosya' - cosma dx /h cosy dy
(_ 1)+

= ?)anOl(Tf’)')_h(—ﬂ,)’))cosydy

-+ #f(ll(fl» 7) — h(z, — 7)) cosmaz da

— ﬂh cosmz siny dx dy,

2 m?
d’ou
. m-=1 . —
(m?*+41)b;p 1= (-—;—._,)—/(h(n,y)—-/z,(—ﬂ,y))cosy dy

+ :lgf(lz(ar, 7) — h(xz, —m))cosmz dz.
"
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De méme on a

bo,n:;_ %ﬂh sinny dz dy

(“‘)"“[/ J de— = [(cosny dy [T, ds
= (z(x, T) — z(x,——r)) iz — :nv/coslzy )./ v, dx
—l)"'H
— f(h(x, ) — h(z, —ﬁ))(lx

SR S
En posant -
L [ -
v =— F/(/I.(TL’, y)y—h(—m, y))cosy dy,
b= -;-zf(lf.(.z‘, 7)— h(z, — 7)) cosma da,

o0 = - 'I‘:f<ﬁ(7r: ) '—Z(— T, ;V))COS”)’ dy,
i
donc -

boy—y= #f(h(a;, 7) — h(z, —m))dx,

on trouve, d’aprés (16.23),

/1,(”:1(0(,1 ) +Z w1 COsmx sinh m)’
o e sinhmz
m=t

> Oy, cosh nasinny

AR — — -
! D) sinhnw
n=1
Les &), , et b,, étant les cosinus-coefficients, de Fourier des

fongtions A(z, ©) — h(z, — ) et A(— =, y) — h(=, y) salisfaisant &
la condition de Lipschitz, on sait que

E l b:n,‘l l < «© et 2 i bl’),n I < w)
par conséquent,

Les fonctions h\') et h{}) sont continues duns les bandes

(18.3) Jermées |y | L et | x| Z T respectivement.
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Type {1.1}. — Par les mémes méthodes

dma1= % ﬂh sinma siny dz dy

— 1 )m-H

:(Tsz@(W:)’)—h(— )

ZIm cosmxdxfﬁ’rsiny dy

—(_I)"H-lf(h (m,y)—h(—m, y))smyd_y

I
+ o f(h(m, Tr)—h(x,—n))sm max dx— i ﬂhsmmrsmg dxdy,

donc

— 1\ . — m-+1
(m*+1)dpm = %Hmf(h(ﬁ, — h(—m, y))siny dy+4(_l)_+

hm, ™
Tim (7, ™)

/U(hfr(m, ) — (2, — 7)) cosma dz;

*m
de méme on aura
— 1)1 . /, — )+
(1 + n?)d, n= E_ﬁ)?_f(h(x, 7) — h(z, _ﬁ))slﬂxdx—i— %h(n, )
I 7 !
+ mf<h?'(ﬂ’ y)— R\ (—m, y))cosny dy.

En posant

1 .

= [Chm )= (=7 )siny dy,
dipg= %f(h'x(x, ) — hop(x, — n))cosmxd.r,

4 I ’ ’
e Ef(h,.(rr, y)—W.(—m, y))cosny dy,

et, en remarquant que
1 .
2d), = %f(h(rf,y)—h(—Tr,y))smyd_y
+ %f{h(m, T) — h(z, —n))sinzd

2d,,—y= %f{h(m, w) — h(z, —ﬂ))sinxdx, ;
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on trouve, d’aprés (16.24),

o
2 (— 1) simnma sinh my ~ ), 4 sinm. sinh my
R = h(r, r)Z cy SR N AL

sinh mm oam sinhmm
m=1 m=1
d . . ° , . .
S = h(x ? 2 (—1)"*! sinhnzsinny dy . sinnzsinhny
VB —=h - : A
! ! TR sinhnw on sinhnw

n=1 n=1

Similairement au cas { 0,0}, nous avons ici

I)m . 3 . I .
—— 2  sinmusinhmy —=Argo(zs—n7—7i)+ = (¥ — ) — —xy — ¢
2 m sinh Y ga( ) 4(v ) i Y H

lyl<m, ¢; = const.,
Xdi <o, Xd, <w.
Par conséquent
(18.4) h‘,‘,’:—%h(ﬂ, w)Argo( s — w— i)
= [ fonction continue dans |y | £ 7],
(18.4") h83) — — %h(ﬁ, 7) Argo(iz — 7 — wi)
—+ [fonction continue dans |z | Z = ].

Notons ici que

Arga(ig—ﬂ—ﬂi>:§—Arga(s—ﬁ—m’) (s dans R).

4

Lies considérations ci-dessus conduisent aux énoncés suivanls :

Tueorime 24. — Sous U’hypothése (18 .1), il existe une décomposition
hyw =l + hy) et une seule (sauf pour le type {0, o}, oii elle I’est a une
constante additive preés) telle que : .

1° Pour le type { 0,0}, hi)) est continu dans la bande fermée |y| Z=
sauf aux points t = (2m—{— Nndni(m=o, &1, ...). Dans le vorsi-

. 27 .
nage d’un tel point t, hi;+ —h(=, n)locr[z——t[ est une fonction
continue. hy) posséde des propriétés analogues relatives d la bande | x| < x.

2° Pour le type {o, 1}, A et h) sont continus dans leurs bandes

JSermées respectives. :

(1)

3° Pour le type {1, 1}, K est uniformément borné dans |y|< = et
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continu dans |y | < =, sauf aux points t = (2m 3=1)% == ni. En chacun
de ces points les valeurs frontiéres de k| subissent un saut de valeur

Eoh(xw, =n). b posséde des propriétés analogues.

CoroLLAIRE 22. — Les composantes Iy, du théoréme 21 sont 1” dans le
carré R pour tout p < .

Ces énoncés redonnent 1'énoncé de la fin du paragraphe 13 en le
précisant.

Remarque 1. — Nous avons obtenu plus haut des formules pour les
coefficients a,,,, ..., d, , n'utilisant que les valeurs de A(z) el de sa
conjuguée h(z) sur la frontiére de R. Ces formules pourraient étre
déduites de maniére différente, notamment en appliquant aux inté-
grales doubles définissant ces coefficients la formule de Green conve-
nablement généralisée. Encore une autre maniére serait d’appliquer
les formules (13.1) et (13.2) en y développant la fonction { suivant
la formule (9.4). Ajoutons encore que les mémes formules peuvent
étre déduites sous des hypothéses bien moins restrictives que (18.1).

Remarque 2. — Notons le fait curieux que pour le type {1, 1}, les
composantes A" et A} dans le théoréme 21 peuvent étre définies trés
simplement comme suit : A est le prolongement dans la bande | y| <=
de la fonction harmonique dans le carré R, égale & zéro sur les cotés
verticaux et = h,,=h sur les cotés horizontaux du carré. A se
définit de maniére analogue. L’explication de cette particularité est
que, pour le type {1, 1}, les développements (16.24) se confondent
avec les développements traités au paragraphe 28 qui servent a
résoudre le probléme de Dirichlet dans le carré.

IV. — Décomposition des fonctions harmoniques L*.

19. Nous allons nous occuper maintenant des fonctions harmo-
niques et L. dans le carré R.

Prosuéme (P?). — Etant donnée une fonction h(s) harmonique et 1,
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dans le carré R, trouver une décomposition
(19.1) h(z)="h,(3) + ha(5), h, et h, L?dansR,
répondant au probléme (P).

Comme nous savons déja, il suffit de considérer le cas ou A(z) est
d’un type { i, v} et de chercher A, et A, du méme type.

Nous commencons par donner une inégalité correspondant aux
types {o, o} et {1, 1}, qui nous servira a résoudre le probléme (P?)
pour ces types.

Treorime 23. — Soit hy, =k}, + h, ot |, vi=1{o0, 0} ou {1, 1},

la décomposition (16.22) resp. (16.24) avec uny approprié. Supposons
que hy,, I, et k) sont L* dans R. Alors

(19.2) ﬂuzwlwxm <1——>ﬁ]h“)f dz dy,

et de méme pour h). La constante < 1 — é) dans (19.2) est la meilleure
possible. '

Démonstration. — 1° Le cas du type {0, o.
Considérant le développement de /4, en double série de Fourier, on

a, d’aprés (15.9),

(19.2.1) %ﬂllhoo 12 dx dy

1]
/l aﬂﬂ +- - 2 mo =+ - Z aon

»

/.4 Z (mz+ (m*+ n*)? [(— LR g+ (— 1) 2 g [P <00

D’aprés (16.22), on a

1 I m? ®
o 112 o Ay —— 2 -} 2 .
(19.2.2) ﬂ2j£|h%lo itdx dy __4a§0+ E /;sinh‘zmna”wjjnle""(m&)l dx dy <o,
1

4sinhtnm

(19.2.3) —ﬂ 1hE Pdxdy = V' —L— ﬂ]eoo(uu)\ dzdy <.
1
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En posant

id 2 o d
(19.2.3) Pm—= mﬁl%o (m3z) |*dz dy

m ' .= e
— mﬂ!%o(“’“)l dz dy,

et, en calculant les intégrales dans (49.2.3) une fois directement et
une aulre fois 4 I'aide de la série de Fourier de coshma [voir (15.11)],
on trouve

Tm sinhamm 1 . m?
19.2. -= - s = e— _———
( b em 4sinh*mm o am +Z(m"+n2)‘-’
n—1

On vérifie aisément, d’aprés la premiére expression de p,,, que

L. T
(19.2.5) pm converge en décroissant vers - pour m — .

4

Les formules (19.2.2) et (19.2.3) prennent maintenant la forme
(19.2.6) #ﬁmguzdxdy:%a%o—i— zmpmafno
2 J) -
1
:Z 00+ zamo-‘ ? > (m2 am()<°°!
(19.2.7) ——ﬂlh(”l dz dy

__annaon__-—ZaM—kz z(m F o)y ag, < o,

Il s’ensuit que la double série dans (19.2.1) peut étre développée.
Cec fait, on trouve

(19.2.8) %‘_ﬁ oo dv dy = a3+ 3, momaise+ D npadiy
R 1 1

+22 2 (__I)m+n’n‘2n~2a a
P O



RECHERCHES SUR LES FONCTIONS HARMONIQUES DANS UN CARRE. 143

Evaluons la série double. On a ’

1

. . (‘_ i ‘ mo \ 7 )n on
ZIZ = 22 (I,Lfi,fa)a ( (Im]j-:)a

n 0
= Sw z m? na,,,w Z E mn? aO,L
i (m*+ n?)? (m>+ n?
1
@ 3 o '-)_'
2 N\ 2
MGy Q,, no,ay, |,

(19.2.9)

ref=
ol

=

Il

1 /

ou 'on a posé

" (19.2.10) Z(m’” ”n2)

n=1

Or, on a (voir la démonstration a la fin du présent paragraphe)
(19.2.11) a,n<%pm (m=1,2,...).

Par conséquent, d’aprés (19.2.9),

1
© bl @
QA N 2 o
== -7-1' < \ NZP,”(Z”“, 2 nPlla(-)u

1 1 1 1

[N

-

donc, d’aprés (19.2.8),

1 (T ) 1, Vw )
e g | oo |2 da dy>71a60+< mp,na;m,>
/R o

o0
4 Z
9
—_— m a,,
T < Plll mo )

1 /

|
e

1 1

~ Ly N\ ”
Z nppay, | + ‘npna;m

»

1, 4 )
> Za;,o ~+ (I — ?) Zmpma,—no>
1
T, .\,
Z Qo+ 2 mPu
1
et ce dernier membre est :
4 1
= (1= %)% [[1m3 1 deay,
)T, R

d’apres (19.2.6). Ceci prouve (19.2).

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 2, 1948. 19
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2° Le cas du type {1, 1}. Considérons le développement (16.24).

En posant

241 1+ n*

(19.3. 1) Y= (— I}“l Aoy + Yy Wp=(— 1)+t din— (2 dn'—'] )
. m 4 .
(1932) P111—4sinh2 mﬂ.‘ﬂn‘!ell("IM)l da d}’:
on trouve, par la méme méthode que dans le cas du type {o, o},
(19.3.3) o = - mm sinhamm >: o mnd N
' Asinh>*mm\ 2mm daed (0 02)?
n=1
(19.3.4) P CONVErge en croissant vers g pour n— oo,
. " . ~  m'n? )
(19.3.5) n2ﬂlh >dzdy = Zmpm ”‘—2 ) o e p2, <o,
m=1

' I @ e ) m2n®

(19.3.6) p ﬂlh dr dy__z;z Pr Vi _Z 2( W,L<oo,

n=t

Enfin, en utilisant le développement de A,,(z) en double série de
Fourier et en usant les quantités o,, introduites dans (19.2.10) et les
inégalités (qui seront démontrées plus loin)

(19.3.7) a,,l<%p;“ (m=r1,2,...),
on trouve

. m?n? .
“—ﬂlhﬂ I-d‘l d] ? zdm/z y 2(”2, +n? ) _"Vn)

zm D POl
y— Cm Y
pm m pu (m +IZ 5 YmiVn
o o =
B OO IR0
‘1 1 AN |

iE mp,n ,,,-t—an,lw- ~——( ZumV7n> (2 npnw;L>
1
§<I__) vmpm"'fn——<1_—‘> H\lh(lil)] dz dy’

ce qui prouve I'inégalité (19.2) pour le type {1, 1},

=
..|_

1
k3
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Prouvons mainlenant que la constante <1 -—ﬂi de (19.2) est la
meilleure possible. Pour le type {0, o} on prendra la fonction 4,
avec les coefficients a,,, et a,, suivants : :

" )m

g = pour p = m < p?, amy=0 pour les autres m,

2
on = — — ng
0. ™ b2

ou p est un entier positif. Il est évident ici que A" ct /zo’“’ sont L*, done

aussi /g, et, suivant les formules (19.2.6) et (1‘).2 .8) on trouve
P

s lh‘o'(,’l dz dy ME P gp pour p-—>oo,

' 9 . R 4 Onz X
nzf/;l”ool "“’«“(“ﬂ? ..;;;“’ZZ(m A

Pour calculer la série double nous allons apphquer la formule de
Fuler—Maclalmn, arrétée aux secondes dérivées

. et So(8) - () e ()

n=k

e

1 m .

oi ®y(x)=a(x—1) est le deuxiéme polynome de Bernoulli pour
o x 1, et pour les autres valeurs de x, ®,(x) est défini par
_prolongement périodique de période (Y.

En y mettant W'(x) = 5> on en déduit

(I+ 7%)?

2 mn 1 2 m
(m*<4-n®)? " m? n2>"

n=p n=p (I ~= —

. —I_ m x mp ) mp? __I__
- mf (14 2?)? dr [2('71"—!-]72)"’ - 2(rn'~’+]7")2] +0 <m1‘>

:[2("22”—:P25 z(m-+p>] +0( )

(1) Voir par exemple W.-W., p- 128
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En appliquant encore une fois (19.4) pour W(x)=- L

-+ x*
et m=poum=p’ respectivement, on trouve _

r? Pt

N P L[ 1
Zz(m T p?) 2p2 “‘2/; 1—|—x"dx+o<p>

m=p m=

r’
=L jog L0 :
} _[| ]O,: > +O<p ’
»” P 1
o r zif % _dz+0 L)
‘2(m =+ ph) 2), 1+ Pr
m=p m= 5
:llog ZP_,, +O<i_,>a
1+ p* P
et enfin
A ( *)
mn 1 14 p?)? 1
2 2@m+my“/ ipt +OG>
m=p n=p

;ri'z f | Bgo |2 dxdy:(vl—l— _/i) [%log[}—k o(log p)] 4[§logp+0(1)]

R

> ogp —+ o (logp)

T
1— 7r£>%] crp«l—o(logp)

~<1_#>F£|lz%‘g]2dxdy pour p-»w,

ce qui prouve bien que la constante ne peut pas étre améliorée.
Pour le type {1, 1} on applique le méme raisonnement avec une
fonction A,, définie par

diy—o, v=o,
d. . — (— l)m - Y
M= ey pour p =.m < p,
= o pour les autres m,

2
din=— —dn,
3
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ce qui fait, avec les notations (19.3.1),

pour pZm<=p?

I
[
m

- 0

pour les autres m,

2
Wy == = .
T

Il nous reste encore & prouver les inégalités (19.2.11) et (19.3.7) que nous
avons utilisées dans la démonstration. D'aprés (19.2.4) et (19.3.3) 0, << 0m-
Il suffit donc de prouver (19.3.7).

Nous allons appliquer la formule de Euler-Maclaurin arrétée aux quatriémes
dérivées
l i

(19.5) fk—w(“)d‘”:nizzw<%)”ﬁ[w<‘%>+qj<7z¢)I

/
n=k

(L) —w (kY If'"" ,
Izm‘ll_qr<m> ¥ m>J+24m4 . D, (me)W(¢)dt,

m

~

m

ot ®@,(f) est périodique de période 1, ®,(¢)=£2(t—1)*=Ile quatriéme
polynome de Bernoulli pour 0 =< ¢ 1.
Pour calculer ,, nous mettrons W(z)—= —x—;—,, k=0, l= o (on peut
(14 2%)*
mettre {== o vu que pour notre fonction W, toutes les intégrales et la série
de (19.5) sont absolument convergentes). Ceci nous donne

n

® x I m
| e n S
¢ ‘ n=0(1+ —;)
o
1 1 ” 120z (x*—3)(32*—1)
- dz.
+12m2+2[|.m‘_[ @ (ma) (14 z22)° z

. I I
Le premier membre est = i E =0, donc
m

., I
Pour évaluer lintégrale I, remarquons que o< ®,(¢) < — et que l'autre
g q q = S q

facteur sous 'intégrale [qui est = W' ()] est positif sauf pour \/igéwé\/g
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Par conséquent

VZ_S V4 @
x f W () d < Ty < f W do + f P
16 1 16 A -

- y

AL

Vi

donc, apres calcul

‘64 m 64
Il s’ensuit
1 7

1
T < = = g+
"9  12m®  bBiam'

D’autre part, d’apres (19.3.3),

9 sinhomm Tm
=" fsinhimm 2smwhimT
1 coshmm Tm 1 Tm

— - — > S
2 sinhm coshamm —1 2 coshaomm —

Il suffit maintenant de constater le fait évident que

Tm 1 7

< - — = (m=—1,2,3, ...),
coshamnm —1 12 m?* Siramt

(e 2,
pour en déduire 7, << o €. Q. F. b,

20. Nous passons maintenant a la solution du probléme (P?).

TuatorEME 24. — 1° Soit hy, une fonction harmonique L* dans R de
type |, vi="10,0}oui1,1}. Il existe une décomposition
(20.1) hyy=hih + i3, )

solvant le probléme (P*).

2° [l existe une fonction hy, de type {0, 1| harmonique et L* dans R,
pour laquelle le probléme (P*) n’a pas de solution (*).

(1) Le théoréme 2% peut étre transformé en un théoréme équivalent concer-
nant les coefficients amo, @n OW b1, bgn OU dpy, di, de la fonction /o,y en
question. C'est sous cette forme qu'il a éLé primitivement traité. L’exemple de
la partie 2° est du & G. H. Hardy. La partie 1° était primitivement prouvée par
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Démonstration. 1° Considérons les fonctions

(20.1.1) /;,I(z):hw,<nL_Hs> (n-=1,2, ....)
h,, élant L2, on prouve par la méthode du théoréme 15 que
(20.1.2) li__mﬂlhm(:)~—hn(:){'den') = o,
donc o
(20.1.3) lim [[\ hop(3)—hau(s)Pdedy=—=o.
mon= Ly

Les fonctions 4,(z) satisfont bien entendu a la condition (18.1).
D’aprés le théoréme 21 et le corollaire 22 on peut les decomposer en

(20.1.4) D (3) = WP (z) + AP (3),

conformément au probléme (P?). D’aprés le théoréme 20 les compo-
santes peuvent étre supposées de la forme (16. 22) pour le type {o,0!
et sont de la forme (16.24) pour le type { 1,1}. Les mémes propriétés
auront lieu pour les composantes dans

(20.1.5) hw(5) — ha(s) =15, (3) — R,V ()] + | A (5) - A5 (5)].
En appliquant le théoréme 23, on a, d’aprés (20.1.3)

(20.1.6) lim | W — Wik it dady =o th =1, 2).
mn=x= R
Il s’ensuit la convergence des A’ (k=1, 2) vers une fonction A™®
harmonique et L? dans R. De plus, vu la périodicité et la régularité
des A dans les bandes |v|<m et |x|< = respeclivement, les
fonctions ~2® sont également périodiques et réguliéres dans les bandes
respectives.

I'application du théoréeme 1 de H.-A. (pour plus de détails, voir la remarque a
la fin du § 23). La démonstration de 1° dans le texte est analogue & la seconde
démonstration du théoréme 1 dans H.-A. Le théoréme 8 utilisé dans cette
derniére démonstration correspond au théoreme 23, tandis que le théoréme 7
de H.-A. est remplacé ici par 'approximation par les fonctions (20.1.1) du
texte et le corollaire 22.
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D’apres (20.1.2) et (20.1.4), on en déduit
(20.1.7) huyy=h"+ R = R} + R,
qui est la décomposition cherchée.

2° Nous définissons la fonction cherchée A,, en donnant ses coeffi-
cients de Fourier

! (—-—I)’"'H
5 bM: 0, b= - \/1_3_ pour m >1,
(20.2.1) (_I():Z1+1) og3m
n/— our n>x. 2,
" nylog3n P -

les autres coefficients b,,, étant donnés par (18.9) :

( - I)m+n n

(20.2.2) bmn= 3 P
m> -+ n*

((_ 1) (M4 1) by + (— 1) nbgp -+ bot)-

Nous prouverons que ces coefficients sont des coefficients de la
double série de Fourier d’une fonction 4y, L* dans R en montrant que

(2023) —;‘Zbgn+2 Zb/:;m<°o‘
1 101

Admettons ceci pour le moment. Le théoréme 17 donne alors que
celte fonction 4,, peut étre choisie harmonique dans R et qu'elle s’y
développe en série (15.12) qui, dans le cas actuel, s’écrit explici-
tement

cosma sinh my

b — 1)t
20.2.4 O S )
{ ) ) " mf‘lfzsinhmn\/log?)m

-+ § '(____I)n“i—ch
:: asinhnmy/log3n

coshnasinny.

D’aprés le théoréme 20, s’il y avait une décomposition de A,
répondant au probléme (P?), elle serait de la forme (16.23). D’aprés
le théoréme 3 ceci exigerait par exemple

© e21‘tﬂ 7-[2 b b \
ZT K;sinh‘zn'fr[n ont (— 1) (b — 1) P << o0,
n=1
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c’est-a-dire

@

2| =
" { Vlog3n

ce qui est impossible pour n’importe quel y. Ceci monire que le

probléme (P*) n’a pas de solution pour A,,. Il nous reste a
prouver (20.2.3). Il suffit clairement de prouver

+‘(]_<oo,

@ © »

\ﬂ O O nt I 1 2
2‘ mn = Zd(m P nt ) [\/lo"&m \/lo@ﬁn] <

1 2

(Cleci est une conséquence de la convergence de I'intégrale
» @ )/2 1 1 2dxd - f
| —— ly = et e
‘[ ‘[ (2*+ %) [\/log&x \/1033)’] Ty x>y

f f - log*¢ da dt
(1= ) log3x log3xt(ylog3z +\log3zt )

+/ f IOgt dy dt.
y<1+z> log3 log3y ((/log3y 1 + Viogsy )

Posons

dzx
20.5.5) (s :f ,
( ) 2 \ xlog3:vlog3xl(\/log3w—|—\/log3xt>‘,
donc
* 1 logt /"’ og?®
I(¢)d = 28
TESaL (¢)dt+ =1(¢)dt f I(¢)de

Mais, d’aprés (20.2.5), il est clair que I(?) est, pour 1.2t < oo,
une fonction positive décroissante et que I(1) < oo.
11 s’ensuit

I_f lobtl(t)dt<l )j lob dt<oo
C. Q. F. b.

21. Dans les cas des types {0, o} et {1, 1}nous pouvons maintenant
prouver des propriélés remarquables des coefficients de Fourier des
fonctions harmoniques et L* dans R.

TutoriME 25. — 1° Pour que la fonction harmonique h,, soit L?
Journ. de Math., tome XXVII, — Fasc. 2, 1g48. 20
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dans R, il faut et il suffit que
(21.1) . 2ma3,0<oo et 2naf—,,,<oo.
1 1

2° Pour que hy, soit L* dans R, il faut et il suffit qu’il existe un v tel
que (

— 1yt d:n . 1 2
a’,,”:g——)—y+ Tn—', avec Em(d,,”)'-< ),
(21.2) :,
— )+t d — , ,
d,,,:( n) (2dy — )+ ,‘l", avec Zn(d,,,)-<loo.
{
Démonstration. — 1. D’apres les théorémes 24 et 20, les formules

(16, 22) et le théoréme 3, on trouve directement (21, 1).

2. Le méme raisonnement que ci-dessus donne que, pour un
certain v,

2 ;%[(m‘-’+])d,m—{—(__l)mm,y]g< ®,,
1

©®

Z%I_(I—I— n)di,+ (—1)n(edy—v)P <o,
1 -
Mais ceci est clairement équivalent a (21, 2).
Pour le cas du Lype { 0, 1} nous pouvons ajouter le

TutorkME 25'. — Pour que la fonction harmonique h,, soit L*
dans R et que le probleme (P*) soit soluble pour elle, il faut et il suffit
qu’il existe un vy tel que

©

b - (— I)m 1 b; . b/ 9

mL— —”T{—Y -+ ";; m avec m( m{)‘< @,
1

(21.3)

n

— r\n+1 .
bon = ( I) (bo1_T)+b'0m avec zn(blou)?<°0-
1

En effet, comme dans la démonstration du théoréme 25, 2, nous
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prouvons d’abord que, pour un vy,

2 ;;L_[(m‘z_'_ l)b,,“—{— (_ I)m—H Y]-?.< 0,
1

@

Do [ nbo (=1 (b — PP < o0,

1

et (21, 3) s’en déduit immédiatement.

22. Le théoréme 25 a pour conséquence des propriétés bien
particuliéres des fonctions harmoniques L* dans R. Pour les mettre
en évidence, introduisons les notations suivantes :

DirviTioN. — Une fonction intégrable f(t), —n<t< =, appar-
tient & la classe J, ou bricvement est J, si les coefficients de son
développement de Fourter

[4

J)= —;3 —i—Z(a,l cosnt + b,sinnt)

satisfont a
Zn(al+ b2) < oo.

Avec la notion de I'intégrale d’ordre fractionnaire on peut dire
qu’une fonction est de classe J si, et seulement si, elle est 'intégrale
d’ordre 1/2 d’une fonction de carré sommable (*).

Donnons d’abord deux lemmes sur les fonctions J pour mettre en
évidence certaines de leurs particularités. Ces lemmes sont des
conséquences des théorémes généraux de Hardy et Littlewood (?).

(*) Pour l'intégration d’ordre fractionnaire au sens de Liouville-Riemann-Weyl
voir par exemple le livre de A. Zyvamuno, Trigonometrical Series, Warszawa-
Lwow 1935, § 9, 8.

(*) Haroy and LitTLEwoOD, Math. Zeit., 27, 1928, p. 565 et 34, 1932, p. 403.
Voir aussi A. ZyeMunp, loc. cit. p. 227.

La classe J a été considérée — sous le nom de classe S — par A BgurLing
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Les démonstrations de ces lemmes étant trés simples, nous les
indiquons dans notre texte.

LemMe 1. — Une fonction J est L” dans — n <t < n pour tout p
Jfint.

Ceci résulte, d’apres le théoréme de Hausdorff-Young, du fait, que
pour tout ¢, 1< g < 2.

2 | a,l|f~)( anl) n ~%é<2n | w)

n

(Zn—r >r<oo,

ol
£~

w]

ou 7 -+ D= 1,
2 r
donc
__2 rq q9
r_z—(]. et 2"“—2_(/>(/>l
De méme pour les coefficients b,.
Lemve 2. — 8¢ l’on prolonge périodiquement (de période 2m) une

JSonction J au dela de Uintervalle — n < t<w, cette fonction n’aura
nulle part de discontinuité simple (un saut). Plus précisément

3 foo[f(m+t)~f(w—t)]dt o,

uniformément en x pour ¢ | o.
Vu que I'on peut intégrer la série de Fourier de /() terme & terme,
nous pouvons écrire

5 Ve 0= fio—o)a | ]

:%2[— apsinnz + b, cosnbc] cosnB %2 % 2 =1+ L.

1 n=m+1

(Acta Math. 12, 1939), qui a trouvé des propriétés importantes des fonctions
de J, spécialement en rapport avec les fonctions harmoniques dans le cercle
admeltant une intégrale de Dirichlet finie.
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En posant ¢(m) :2 n(a.—+ b)), donc e(m) o pour m 7 o, et en

choisissant m de sorte que

m 1 m—+1

Ly < —
(e(m—+1))’

[
&

(e(m))

-

ce qui est loujours possible pour Bé[a(l)]?—‘, on évalue facilement
L <Ve(e(m)),  |LI<b(s(m+1)),

ce qui prouve le lemme.

4 - | S
Comme exemples notons que - :2(—1)"+’~smnt n’est pas J
2 n

n=i1

2T

14

(voir lemme 2), [log]t]| n’est pas J et il en est de méme de log*

1 . X 2T
pour &> -, tandis que pour « < log* TI estJ.

Toute fonction périodique de période 2, absolument continue sur
tout segment fini avec une dérivée L? dans n o est J.

Posons maintenant, pour une fonction A(z)=~A(x, y) harmonique
et L dans R,

k1 VT
Uy (z)= %f hiz, y)dy, Uy (z)= %/ hiz, y)sinydy,
—7

—T

(22.1) . .
1 1 .
\ Vo () == _ﬁf h(z, y)dx, Vi(y)= Ef h(z, y)smzdzx (1).
—T -7

(*) Les fonctions Uy (x) et V,(y) ont été introduites par G. H. Hardy dand
le but d’obtenir des formules pour la constante y du théoréme 28 (voir théo—
réme 27 et la remarque 2 du présent paragraphe),
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Il est clair que

(22.2) 8i h = hyy est du type { 1, v}, les seules fonctions de (22.1) qui ne
s'annulent pas identiquement sont U, (x) et Vy(y)-

w
a

Pour h="hgy, on a Uy(z)~ f +Zamovcosmx,

1

a
Vo(y) ~ —;’—0 +Zaoncosn_y.
1

Pour h =hy, ona Uy(x) ~ [% +2bm1 cosmuz,
(22.3) . '
‘vo(y)wzbo,, sinny.

1

Pour h =hy, ona U (x) NZ dpmy sS\tnmae,

1

Vi(y) demsinny.
1

Les théorémes 25 et 25’ s’énoncent maintenant

Tutorime 26. — Sott hy, une fonction harmonique L et du type { i1, v}
dans R.

1° Pour que h,, soit L2, i fautetil suffit que U, (x) et V,(y) sotentJ.

2° Pour que hy, sott L2, il faut et il suffit qu’il existe un y = const.
tel que

[w@—12Z] e [w0)-ea—nT]

sotent absolument continus quand prolongés périodiquement un peu au
dela de Uintervalle (— m, ) et que leurs dérivées sotent J.
dy, est égal ict a
1

T ™
}I_rf ‘LLl(x)sinxdx:;[f Dy (y) siny dy,

—T
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3° Pour que hy, soit L et le probléme (P*) soit soluble, il faut et il
suffit que U (x) soit absolument continu et qu'il existe une constante y
telle que

[%,1 (#)— Yﬂ et [“’W) - “’“‘_Y)%]’

sotent J, ol
I

T ks
b“:Ef ‘ui(x)dx:%f Ve(y)siny dy.

k3 —~T

Remarque 1. — 1l est intéressant de remarquer que les fonctions J
s'introduisent également quand on considére des fonctions harmo-
niques et L* dans un cercle. Soit en effet 2(z) une fonction harmonique
dans le cercle | z| < 1. Posons

w(rew) :/ h{pe®)dp.
0

Par un calcul immédiat on vérifie que le fait pour A d’étre L? dans
| 2| <1 est équivalent au fait que w existe pour r=1 et que w(e®)
est J (comme fonction de o).

Le théoréme 26 permet d’exprimer les constantes y dans les cas
{1, 1} et {o, 1} par des formules qui mettent ces constantes en relation
plus directe avec la fonction / que ne le faisaient les formules (17.3)
et (17.2) du théoréme 20.

TrroreME 27. — a. La constante y du cas 2° du théoréme 26, est donnée
par chacune des deux formules

v==[U (7 —0) — U (— 7+ o)),

=]

(22.4) .
2a’“——'}f:%[‘vl(n—o)—-‘vl(—rc—%o)] (.

b. La constante ¥ du cas 3° du théoréme 26, quand elle existe, est

(1) La partie @ du théoréme 27 est due a G, H. Hardy.



158 N. ARONSZAIJN.

donnée par chacune des deux formules

5
s Y:{imﬁ [Wi(m — &) — W (— 7+ )] dt
(22.5) e
- QL — —_ Q. —
(b {_},’%7—6 [V (m—t) — WV (— 4 ¢)]dt
Démonstration. — a. 1l est clair, d’aprés le cas 2° du théoréme 20,

que U, (n—o0), U, (—TE—I—O), V(n—o)et ¥V,(—n+ o) existent
et que

‘lll(ﬂ—O)—Ygzqh(—?hL o)+y72—r,
T T
Vy(w— o) — (2dn—y)§ :‘Ui(—'ir+o)—|—(2d“~—']');;

d'otr (22.4).

b. Les formules (22.5) résulltent immédiatement du cas 3° du
théoréme 26 et du lemme 2.

Remarque 2. — La compatibilité des formules dans (22.4) donne

(22.6) a2d,, = %[‘1[1(7r-——o) — U (— T+ 0)+ V(T —0)—V(— 7+ 0)].

Sil’on suppose'que 4 est suffisamment régulier, ce n’est rien d’autre
que la formule de Green

[ise—sorwa—[(h-cf)a

2 . .
avec f=h(x, y)et g=— —FsInZsiny, vu que

¥4 3
d“:#f f h(z, y)sinxsiny dz dy.
—nY—x

Si 4 est supposé seulement L dans R, (22.6) peut étre considéré
comme une généralisation de la formule de Green. La compatibilité
des deux formules dans (22.5) conduit & une formule de Green simi-
laire avec les fonctions f=hA(z, y) et g =siny,
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Remarque 3 (*). — Dans le cas ou A est suffisamment régulier les
fonctions U et ¥ satisfont & des équations différentielles permettant
de mettre sous une autre forme leur relation avec la fonction A. Il est

clair qu'il suffit de considérer les fonctions U. En désignant par hla
fonction conjuguée de A, nous aurons

(22.7)  Uy(e)=1 [ Hulap)dy -
-—T

1

= %f_ﬂﬁ’y(x, y)dy = E[Z(x, ) — h(z, — 1':)].
(22.8) AUy(z)= %[Tl;(r, ) — hp(z, — 71)]: _TI [2y (2, ) — A\ (2, —m)],
(22.9) Uj(x)= % [:Iz;(x,y) siny dy

= —n;lf Izéf(x,y)siny dy =Uy(x) — %[h(x, ) — h(z, —m)].

Si Ak est d’un type déterminé { i, v}, U,(x) seul entrera en compte.
Donc, siv=o,

WUy (z) = %72 (z, ), vu que b est du type {¥— ., 1},
WU (@) =— %h’).(x, ), » R, » {1 1),
Siv=r,

UL (@) = Ui (@) — 2h(x, 7).
On en tire facilement, vu que U, () a la parité p,

Uy (z) =c(e*+ (—1)Fe) — %e-”f e~th(¢, m)dt+ %e—*‘f' et h(t, m)de,
0

o
ouc= %‘LL, (o) ou g L, (o) suivant que p.=o ou I.

On en tire des formules curieuses pour les constantes y du théo-

(1) Cette remarque est due essentiellement & G. H. Hardy.

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 2, 1948. 21
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réme 27, notamment : dans le cas {1, 1},

Y= [Wi(m) — Uy (— 7))

X
2 2, . .
= %LU.I(T('): E‘lLl(o)smhn— %[ﬂsmh(n——t)h(t, m) dt,

dans le cas {o, 1},
Y= [W (7)) — W, (—m)]

Nl Al-

n
U (m) = %‘ul(o) sinhmw — 7% [ cosh(m—¢)h (¢, w)de.
vo
Remarque 4. — Signalons que les dérivées des fonctions L, et ¥, qui

figurent dans ’énoncé du théoréme 26, s’expriment p. p. 4 'aide des
dérivées correspondantes de /4, par exemple

T
al’, (x):%f h(z, y)siydy,
—%

la fonction sous l'intégrale étant intégrable pour presque tous les .
On arrive a ce résultat par un raffinement du lemme du n° 8, raffine-
ment que l'on obtient en appliquant un raisonnement similaire & celui
qui conduit au théoréme de Vitali dans la théorie de la mesure.

V. — Remarques finales. )

23. Les roncrions /,, HARMONIQUES ET L paNs R EN cEnEraL. — Dans
la section IV nous avons laissé ouverte la question de savoir quelles
sont les propriétés des composantes A, et A et des coefficients de
Fourier b, et b,, de h,, quand le probléme (P?) n’est pas soluble
pour A,,. Nous allons donner ici quelques propriétés de ce genre.

TuatoriMe 28. — Pour une fonction h,, harmonique et L? dans R, les
coefficients b,,, et b,, satisfont a

®

(23.1) Zm“-albm I < oo, Zm—qbw [ <o,
1

1
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pour tout €< o. Les composantes hi), et b de (16.23) sont L? dans R
pour tout p < 2.

Démonstration. — Nous commencons en traduisant le fait que 4,
est L.? en termes des coefficients b,,, :
2"zlbmn 12<°0:

donc, vu le théoréme 17 et (15.9),

«© »

(28.2) 3 2 (‘,,Tf_—nz—ﬂ (— 1) (M2 1) Dy = (— 1) 1bon+ by [P < o0
1 1 -

On a, a fortiors, pour tout e > o,

(23.2) 3 W [ (— 1) (2 D)ot (— 1) bt by <.
L1 (mP e )""E :

Nous allons nous appuyer maintenant sur le théoréme suivant :

I. Sot K (&, n)= (;E:—nj)c, £> 0, v > 0. Nous supposerons que

(l.1) 26>a41>0, 20>PB+1>0 et o+ B —207—2.

Consudérons deux suites de nombres {u,,} et {¢,} telles que
(1.2) EZK(m, R) |ty — o0 [P < 0.
1 1

Dans ces conditions il existe au moins une constante v telle que

o 0

(L.3) 2’”‘“.3””“ [ um—Y[P<<oo, En‘**ﬁ—‘-"’“ [on—y[2<oo.

1 1
Ces inégalités sont vraies pour tout y, st a3 — 2.6 < —2 et elles ne
le sont que pour un seul vy, si o + 3 — 29 >—2.
Nous appliquons ce théoréme en posant dans (23.2’)
(23.3) U= (~—1)"(M>~+1)bp,, == (— 1)*nbgp—~+ byy  (1).

(') IL est clair qu'on ne peut pas appliquer I a4 (23.2), car pour le noyau
K (£, n) qui y figure on a
a+B—20=—a2.
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On en tire, pour tout ¢ >> o et toul v,
I 3
D ol (0w ) b — Y P <,

1

(23.4) -
Z nTl+§ H(—1)*nbyn+ by — 7 |2 <<oo.
1
Ceci donne immédiatement (23.1).
Nous appliquons ensuite le théoréme
IL. Soit

0

Km.
(II.1) _gw(z):Emep\,(mz), pour ly|<m.

1

Pour que (12— y*) ,.(2) soit L? dans R, il faut et il suffit que

(11.2) E#Kfn<oo.

Il en résulte d’aprés (23.4) et (16.23) (puisque un théoréme simi-
laire & II s’applique dans la bande verticale | x| < = également) que,
pour tout ¢ > o,

€

E =
(23.5) (7:'3—‘)'"’)311‘0'(@) et (m2— 22)2 R ()

sont L.? dans R.
Nous appliquons enfin le théoréme.

te

<

IIl. Si pour une fonction g(z) dans R, (7 — v ) o(z) est L.? dans
P 8 ’ Y )8
2

I—|—£'

R, g(3) est L? dans R pour tout p avec o < p <

Il en résulte d’aprés (23.5) (e pouvant étre arbitrairement petit),
que A%, et A sont L dans R pour tout p, o <<p<C2. c.q.F.p.
Il reste a prouver les théorémes I, II et 111.

Démonstration de I. — Nous allons nous appuyer sur le théoréme
suivant prouvé ailleurs (*).

(*) Voir H.-A., Introduction p. 220.
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Tutorine A. — Soit K (&, n) une fonction positive, mesurable et
homogéne de degré © £ — 2, pour £ et v) positifs. Soit de plus

(A.1) piszK(I,l)dt<oo, Pg:fwK(l,I)dl<°o.
0 o
Constdérons deux fonctions u (&) et v () telles que
(A.2) fow‘/‘wK(im)I“(E)—V(n)]'zdédn<oc-
Dans ces conditions il existe une (et une seule) constante v telle que

i [ K lu@—yPdzan=p [ Ere@ —yPd<e,
(A.3) o ' ,
f A K(‘a,n>|v<n>—ylzdzdn:pif ) 0 () — 7 [P i< o,
0 0

Le noyau K (&, )= du théoréme I satisfait 4 (A.1
y n)=

(é + )
cause des premiéres deux inégalités de (I, 1), et son degré d’ homoge-
néilé T =a+ B — 2 a95£— 2. Définissons

w(f)=o pour o<<fiLr,
(1.4) w()=u, pour m<iZm-+1, (m=r1,a2,..),
!

v(n)=o pour o<{wnL1,
{ v(n)=v, pour nnLn+1, (n=r,2,..),

A

11 est clair que

(1.5) f fK<c,, Ww(z) — o(n)ldEdn

[ e

Vu la forme spéciale dunoyau K (&, 1) dans I, on voil immédiatement
que I, < o est équivalent a (I, 2) et que

1

ad ﬁ 1%
— T+l ¢ 2
(1.6) L,_f déf — ~|o(n)|pdn= [ 2| o ()] dnfo G I)Gdt

La convergence de cette intégrale est clairement équivalente a la
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convergence de la somme

w

2 1 —9, 9

(L.7) 21LT+1[V,1|;nT+I:ZIZB 0| o2
n=1 1

Mais, d’aprés (I.2), on a

w0

B

m2 nf .
m l Uy — "nl‘ < o pour tout m fixe.
1

<o d’aprés (I.1),

Il s’ensuit, vu que 2 m b
> q (,n2+ 702 )0‘
n

m®nb
2 (m*—+ n? )cl a2 <<oo pour tout m fixe,

n=1

donc

-
Z”B_Ml |2 <<oo.

n=—1

Ainsi, la convergence de (I.7) et, par suite, de (I.6) est prouvée.
De la méme maniére, on prouve I,< . Toutes les intégrales dans
(1.5) étant finies, on trouve (A.2). D’aprés le théoréme A on a, pour
une constante vy,

f '€T+1Iu(a)_-},|2([é<oo, f -n‘f-i-llp(-n)._-)z".’d.n <w’
0 0

donc, a fortiori, les intégrales f < . La convergence de ces der-
1

niéres intégrales est équivalente a

(1.8) Z"l‘“Ium—Y'l‘1<oo, 2nf+']v,,—y|?<oo.
’ 1

Vu que t=a+ 3 — 20, ceci donne (I.3). Sit<{—2, me+‘<oo
et les inégalités (I.8) pour un y entrainent leur validité pour tout v.

D’autre part, si fr>———2,2mf+‘=oo, et la validité de (I.8) pour

1
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deux constantes y, > v, entrainerait

®

Z me |y — .2 L2 [2 | iy, — v ? —}—Zm’“] Uy — YQP:I,

1

-

ce qui est impossible. Ceci prouve I complétement.

Démonstration de II. — (II.1) est équivalent &

®

8 K, s
(I1.3) gun(s) (w0 — o= B S euwma) (w2 — )
1

€

165

Les fonctions e,,(mz)(n®—y*) formant un systéme orthogonal
dans R (a4 cause des facteurs cosmax ou sinma), la propriété

€
g'm(z)(ﬂ?—y“’)“’ € L* est équivalente &
(11.4) sm hmmﬂf f | ey {ms) [2(m?— y?)edady <.

Vu que, pour m — o, on a les équivalences asymptotiques

f f lewy ()P (72— )2 dardy ~ f EmN(m— y*)edy
— —T

td
:_2_] ey (m? _)/-) (]), ~ g(21‘f) e‘lnmf e—hn)ysdy
A 0

7?1 ~+€ e‘.’m‘l‘t

4 miHE

m'+

(II. 4) est équivalent & (II.2), ce qui achéve la démonstration.

Démonstration de I1I. — On a, en effet,

[ [ Igz)ll’dxd)—ﬂ | g(s) |P(m2— 3?) ](.n-__)/ﬂ) * du dy

= {ﬂhg(z)lp(wﬂ—f)%]ﬁdxdy}
. _&pg 7
X{ﬂ(n‘z—y‘-’) ) S.dxdy} )

SmE T e‘m'n: sin h? 77l7T
e Edl~ --4—1"(1—|—e) e v AL+ o) ——
0
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ou p2 et % ~+ g =1, donc ¢g= 5i—1) La premiére intégrale du

dernier membre est ﬂlg’(z)|2(n2-—y2)€dwdy, donc <, d’aprés

\ o . - Epqg €
I’hypothése. Laseconde intégrale est finie, si T’ <1, donec —£— <1,

2—p
\ 2
d’oup<l+8o . C. Q. F. D.
Remarque. — l.e théoréme I permet de démontrer facilement la

partie 1° du théoréme 24 qui résout le probléme (P?) pour les types

{o,0} el {1, 1}. Comme dans la démonstration du théoréme 28, on

trouve, pour Ao, et %, appartenant a L*, des inégalités a la (23.2).
Les noyaux K(m, n) qui y figurent sont de la forme

1 m?>n?
— ) —__mn !
K(m, n)—(/;z’3+lz'-’)2 pour {o, o] et e pour {1, 1}.
Leurs degrés d’homogénéité sonl — 4 et zéro, donc £ — 2.
Le théoréme 1 s’applique, et l"on trouve des inégalités .é la (25.4)
avec € = 0. Le théoréme II (qui est, pour ¢ = o, essentiellement le

théoréme 3) donne alors directement le résultat cherché.

24. REMARQUES sur LEs PRoBLEMES (P?), (p £ 2). — De maniére ana-
logue au probléme (P*), on peut poser le

Prosuine (P#). — Etant donnée une jfonction h,, harmonigue et L»
dans R, p > 1, trouver une décomposition

(2%.1) hyy =Ry + AR,
répondant au probleme (P) avec b)) et b} appartenant a LP.
P P w wv @pp

Nous n’avons pas pu résoudre ce probléme pour aucun p £ 2 (avec
un /,, € L” arbitraire ), mais il semble trés probable qu'il soit toujours
soluble, sauf pour quelques valeurs exceptionnelles de p.

Comme nous savons, la décomposition (24.1) est donnée (si elle
existe) par les formules (16.22), (16.23) el (16.24) suivant le
type { &, v]. On peut donc essayer de rechercher les propriétés des -
décompositions données par ces formules pour une fonction /,, € L*.
On peut le faire, en étendant la méthode du paragraphe précédent.
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A cet effet, dans le cas p< 2, nous appliquons au développement
de A, en série double de Fourier la généralisation du théoréme de
Hausdorff-Young, trouvée par F. Riesz. Ceci donne pour les coef-
ficients une inégalité qui se transforme, a cause des équations (15.9),
en une inégalité de la forme (I.2) du paragraphe précédent, oti 'on

’ ’ I I
aura remplacé |u,—¢,|* par |u,—¢,|”, avec ]7—{—]—7:1. Le

théoréme 1 est encore valable dans le cas ot 'on remplace dans (I.2)
et (I.3) les carrés parles p’-iémes puissances, car le théoréme A cité au
paragraphe précédent, admet une généralisation correspondante (*).
Ceci donne des inégalités a la (1.3) avec |u,,—y|" et |¢,— Y| rem-
placant |u,, —y|* et |¢v,—y .

Mais les (u,— ) et (v,— ) sont, a des facteurs preés, les coef-
ficients dans les développements de A, et A).

En écrivant le développement de A} sous la forme (II.r1), [avec

éventuellement un terme supplémentaire %aoo ou i(boo—-y)y], on

2
.

trouve, d’aprés I'inégalité menlionnée pour les |u, — y|*, 'inégalité
suivante pour les coefficients K,, de A}

o

. 1 .
2 ,—F[ K.|P"<<w,  pour tous les types {1, v }.
- .

On en tire

X - 9 . 4 4'—})
zml\;n<oc, pour m>3—F:T-

D’aprés les théorémes II et III du paragraphe précédent nous en
2p

i—p

Ce résultat n’est pas bien satisfaisant, puisque la limite supérieure

déduisons que Ay, est L pour tout q avec 0 < q <

des ¢ (pour p < 2) est toujours < p et devient méme <1 pour p < g

Nos considérations ci-dessus ne s’appliquent pas au cas p > 2. Dans
ce cas, les seules propriétés des composantes A}, que nous avons pu
trouver proviennent du fait que A,, est alors L*.

(') Voir H.-A., p. 240.
Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 2, 1948. 22
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Pourtant, dans le cas p=o0, nous pouvons démontrer par les
méthodes du paragraphe 13, que les composantes Alf) sont L7 pour
- tout ¢ < @, sans étre nécessairement L”.

25. L’aspect pEs prosrEMEs (PP?) pans LEs EspacEs L2, — On définit
pour la classe L” dans R la norme || f1|, par ’équation

(25.1) /1= [47 N rfvdxdy]”-

De cette maniére L? devient un espace vectoriel normé et complet,
* un espace de Banach. '
Si p < ¢, il est bien connu que

(25.2) Lro> L7 en tant que classes de fonctions,
(25.3) A=Al sifels.

Considérons maintenant les sous-ensembles H/,, X7, et Y7, de L
formés par les fonctions de L.” du type {, v} qui sont : 1° harmo-
niques dans R; 2° harmoniques dans R et prolongeables analyti-
quement et périodiquement (de période 27) dans la bande |y |< T et
3° harmoniques dans R et prolongeables analytiquement et périodi-
quement (de période 277) dans la bande |2 | < 7. Il est clair que

(25.4) Hy, > HY, X423 X4 Y4, 0Y(,,  pour p<yg,
(25.5) Xp,cHE, Y{, < HE,.

La norme || /||, permet de définir la convergence (forle) d’une suite
{£.} € L# vers une fonction /' € L” par 'équation lim || f,— fI|,=o.
On définit ensuite les notions d’un sous-ensemble fermé, ouvert etc.
dans L». On prouve alors facilement :

I. H, X[, et Y, sont des sous-ensembles linéaires et fermés de Lr.

II. Les fonctions g,,= h\)+ ki) avec k) € X[, i, € Y[, appar-
tiennent @ HJ, et tout hy, € HJ, est une limite forte de telles fonctions g,,
st1Zp <o (*).

(1) Ce dernier fait se prouve en approchant %, par des fonctions aux dérivées
bornées et en appliquant le corollaire 22 (voir la démonstration du théoréme 24 ).
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La solution du probléme (P”) est clairement équivalente au fait
suivant :

II. Toute Sonction h,, € H, est de la forme

hyy = R} + R, ave - hy, € X7,

vy hg, ey,

Il nous sera commode d’imposer aux fonctions Ay € Y/, pour tout
p>1, la condition

(25.6) jfh"’dxdy:o.

Cette condition peut é&tre réalisée par la soustraction d’une cons-
tante convenable d’une fonction A quelconque; elle rendra A con-
forme a la forme (16.22). Pour ne pas alourdir les notatlons nous
désignerons dés maintenant par la méme lettre Y7, la classe restreinte
par la condition (25.6). Ce changement n affecte aucunement les
propriétés énumérées plus haut (par exemple dans II et III on peut,
dans la somme A+ A, déplacer une constante conve-nable de A%}
arty.

Ce changement, d’apreés le théoréme 17, donne

LV. Les ensembles XJ, et Yg’,, pour {u,vi={o,0} ou {1,1} et
tout p>>1 ou bien {, vi={o0,1} et p>x 2, n'ont aucune fonction en
commun en dehors de la fonction nulle.

Les propriétés I, II et IV permettent d’apphquer un théoréme
‘général de H. Kober (*) qui donne ici :

V. La proposition III est équivalente & 'existence d’une constante
B .1 telle que

(25.7) 1At o< Bl At + A2

pour tous Ay, € X, he Y.
L’inégalité (19.2) du théoréme 23 est du genre de (25.7) et c’est
pourquoi le probléme (P?) est toujours soluble pour les types {0, 0}

(1) Voir H. Kossr, loc. cit.
22,
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et { 1, 1}. Mais ce probléme n’étant pas en général soluble pour{o, 1},
il s’ensuit qu'une constante B n’existe pas pour {o, 1} et p=2.

Il est curieux d’analyser d’ou vient cette différence de comporte-
ment. Une certaine lumiére est jetée sur cette question par les consi-
dérations suivantes.

Si I'on remplace dans (28.7) &) Ay par Ay — A7), on s’aper-
coit que P'inégalité (25.7) exprime le fait intuitif que les sous-espaces
XZ, et Y[, sont bien séparés dans le sens que, si Ay, et A} sont grands
leur différence ne peut pas étre petite (*).

La bonne séparation de X3, et Y, pour {u, v}={o0, 0} ou {1, 1} est
marquée par le fait que les X{, et Y[, pour aucun p avec 1_p < 2
n’ont d’éléments en commum (sauf o).

Pour {u,v}={o,1}, X}, et Y; n’ont pas d’é¢léments communs,”
mais les X/, et Y2 , pour tout p < 2, ont en commun la fonction ®,,
du paragraphe 9, de sorte que X2, et Y, deviennent mal séparés.

Cette explication heuristique prend du poids du fait que 'on peut
prouver 'impossibilité de'inégalité (25.7) al’aide dela fonctiou @,,.
En effet, considérons les développements de ®,,(3) dans les bandes
ly|<metjx|<n, (voir les formules (16.20)). Désignons par
S (z) et S (5) leurs sommes partielles, donc

k

1 (_I)m-H

SP(E)=— —y + ¥ —n—

©(2) 27zy sinhmn
1

cosmz sinhmy,

(25.8)

k
n

9 (—1) .
() ( gy —
S¥(z)= E i hnncoshnxsmny.

1

On vérifie alors aisément que pour & - o,

(25.9) IS¥): >o0,  [SE] >0,

tandis que | S¥' — S| est borné.

(1) Dans le cas d'un espace de Hilbert on peut introduire la notion d’angle
minimal 0 entre Xj, et Y, et la bonne séparation s’exprime alors par § > o.
La meilleure constante B, dans (25.7) est alors

T
sin 8

Bo:
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Un raisonnement analogue permet de conclure que (25.7) est
impossible pour p=r1et{y,v}={o,0} ou {1,1}, donc que (P*)
n’est pas en général soluble pour ces types.

En effet, X, Y,,= (o) tandis que ®,, € X{, Y/, pour tout p <1.
®,, et ®,, sont a une constante pres, la partie réelle et imaginaire de

o
. I (—1)™m
plea—n—mi)=— ;— +Z ——————— COS M3
4 sinhmmn
1

o
~ (— 1) n

I
4 sin hnx
1

cosi nz.

En désignant comme plus haut par S{’ et S’ les sommes partielles
des développements de ®,, dans les bandes |y|<net|z|<m, on
trouve immédiatement

[ S fi—>0 et | S~ pour fk—>co
et, un peu moins aisément,

| SE — S, est borné pour £ —oco.

26. EXTENSION DE NOS CONSIDERATIONS AUX RECTANGLES ET PARALLELO-
crammes. — Dans les sections I et I, nous avons étudié les fonctions
harmoniques dans un rectangle quelconque R,. Dans les sections
suivantes nous nous sommes limités au cas du carré uniquement pour
éviter des formules plus compliquées. Mais il est clair que tous nos
résultats peuvent étre étendus au cas d’'un rectangle.

De méme, au prix de formules encore plus compliquées, on aurait
pu étendre nos considérations au cas d’un parallélogramme des
cOtés 2w, et 2w,. Il s’agirail alors de décompositions d’une fonction %
harmonique dans un tel parallélogramme (avec 'origine pour centre)
en somme &, + £, des fonctions harmoniques dans les bandes paralléles
a 2w, ou 2w, déterminées par le parallélogramme, chacune de ces
fonctions étant périodique avec la période 2w, ou 2w, respectivement.
Cette extension s’effectue sans aucune difficulté essentielle.

. EXTENSION DU PROBLEME D espACE. — Considérons dans
27. E S U PROBLEME (P?) DANS L’ESPACE C d d
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I'espace le cube R:|xz| <=, |y|<m, |z]|<m ou, plus généralement,
le domaine Rg.: |2 | < a, | y|<b, |z]|<ec.
L’extension du probléme (P) dans ’espace se formule comme suit :
Etant donnée une fonction A(x, v, 3) harmonique dans R,;,, trouver
une décomposition

(27.1) ' h=h+ hy+ h; pour (x, ¥, s)€ Ry,

ou h; est harmonique et périodique en y et z des périodes 26 et 2¢
respectivement dans le domaine |z| < a, y el z quelconques, A, a des
propriétés analogues relativement a z, z, 24, 2cet le domaine | y | < b,
x et z quelconques et A, a des propriétés similaires relativement a z,
¥, 2a, 2b.

Si I'on essaye d’étendre a ce probléme les méthodes du présent
travail on tombera sur des difficultés dés les préliminaires, caril n’y
a dans l'espace rien d’analogue aux fonctions analytiques d’une
variable complexe et, @ fortiori, il n’y a pas de généralisation possible
des fonctions elliptiques. Il s’ensuit que la section Il ne pourra pas
étre transposée dans le cas de I'espace. Pourtant, il est a noter qu'il
est possible d’obtenir la plupart des résultats de la section 11, en ce
qui concerne les fonctions harmoniques réelles de deux variables sans
quitter le domaine réel. On n’a qu’a développer, a cet effet, la théorie
des fonctions harmoniques doublement périodiques, et des solutions
élémentaires ‘doublement périodiques de 'équation de Laplace, une
théorie qui pourrait étre développée indépendamment de la théorie
des fonctions elliptiques, sil’on s’en donnait la peine.

Dans I'espace il s’agit des fonctions harmoniques triplement pério-
diques. L’¢tude de ces fonctions a été développée il y a longtemps par
P. Appell (*) et il parait fort probable que cette étude permettra
d’étendre les résultats de la section II au cas de 'espace.

Les considérations de la section III se transmettent facilement dans
le cas de 'espace. On étend le lemme de Zaremba (théoréme 15),
donc aussi le critére d’harmonicité du corollaire 16, d’abord comme
condition nécesszire. Il est facile de voir quelles fonctions prennent

(1) P. ArpeLL, Acta Mathematica, &, 1884, p. 313.



RECHERCHES SUR LES FONCTIONS HARMONIQUES DANS UN CARRE. 173

la place des fonctions (13.4). L’extension des développements du
paragraphe 15 se fait alors automatiquement.

Il est important de remarquer que les fonctions triplement pério-
diques qui ont & y figurer se forment d’elles-mémes, au cours des
transformations formelles. La justification de ces transformations se
fera de maniére analogue comme au paragraphe 16 et I'on aboutira
a un théoréme analogue au théoréme 17, donc aussi & un analogue au
corollaire 18 disant que le critére du corollaire 16 est aussisuffisant (*).
Les considérations du paragraphe 17 nécessitent ’étude préliminaire
des fonctions harmoniques triplement périodiques, mais celles du
paragraphe 18 se généralisent facilement.

Remarquons enfin qu’il est bien probable que les développements
de la section IV, qui sont intimement liés 4 ceux de la section III, se
généralisent également au cas de l'espace.

28. UN PROBLEME LIE AU PROBLEME DE DIRICHLET DANS LE CARRE. — Les
méthodes de ce travail peuvent étre appliquées pour résoudre un
probléme de décomposition un peu différent de celui considéré par
nous. Ce probléme provient du développement d’une fonction harmo-
nique dans le carré R : || <7, |y | < = suivant les fonctions

2m —+1 om—+1 a2m—+1 . 2m—+1

cos x cosh —— cos xsinh
(28.1) 2 P 2 P
sin rma cosh my, sinmz sinhmy,
2n +1 2an—+1 . 2n—+41 27+ 1
cosh & cos ¥, sinh Z cos ¥s
(28.2) 2 2 2

cosh nzsinny, sinh nz sinny.

Les fonctions (28.1) sont périodiques de période 4 (donc en )
et s’annulent sur les cotés verticaux du carré, tandis que les
fonctions (28.2) sont périodiques de période 4nz (donc en y) et
s’annulent sur les cotés horizontaux du carré. Ces fonctions ont été

(1) La suffisance de ce critére ( pour p = 2) est essentiellemeni la thése d’un
lemme de H. Weyl (voir Duke Math. Journ., vol. 7 1940, p- 411-444). Une
autre démonstration de ce lemme a été donnée par A. Weinstein (voir Amer.
Journ. of Math. vol. LXIII, 1941, p. 615-618).



174 N. ARONSZAJN.

employées pom{I la solution de divers problémes aux limites, par
exemple le probléme de Dirichlet dans le carreé.

Ce probléme consiste a trouver une fonction harmonique dans le carré
prenant sur les cotés du carré des valeurs données. On witilise le fait que les

2m —+1

fonctions cos x et sinmzx (m=1,2,...), forment un systéme ortho-

gonal et complet pour la classe L dans — n <<x<<7 et I'on suppose que les
valeurs de la fonction cherchée sont données sur chacun des cOtés par un
développement

2n —+1 .
E<a‘,l“cos—x—}—bﬁ}’smnm) sur y= 1w, —n<az<T,
2
2n —+1 2y .
2<a‘,f’cos 2—x+b§f’smnx>, sur y=—m, —n<x<T,
Z(aj,”cos y—;—b“’smny), sur r—= mw, —w<<y<m,

.

2n 1 .
2<cc£z‘)cos—2——y+b‘,,’"smny>, sur r—=—m, —T<<y<T.

La fonction harmonique A est alors donnée par le développement

h{z)= 2<ancoshiy+a sinh n;_ly>cosgn2+1x

+2( Brcosh ny + B, sinh ny)sinnz

an +1 27 -1
+Z (),lcosh x—i—ynsmh > x) cos

2

—I—Z ( dncosh nz + &) sin h nz) sin ny,

ou
a(n1)+a(n'2) , a(l)_a(")
Up—-= ——— o :_————’
" 2n 41 n . n+41 '’
acosh ——— 2sinh > T
1 2 i 2)
ﬁ— b()_+‘b() 13;_ b(u)——b(n. .
"= Scoshnm’ n 2sinhnmw’
3 [ 3) (4)
. a(n)+ a&l) Y’ — a(n. — a, . -
= ——— ==
Tn 27—+ 1 n ., 2n—+1
scosh———x osinh———x
3 h 3 4
5 B 4 BB .- B — b
= R M =

9 S .
acoshnm asinhnw’
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Les développements en séries de ces fonctions conduisent au pro-
bléme suivant :

Etant donnée une fonction £ harmonique dans le carré R, trouver
une décomposition
(28.3) h ="+ h,.

avec A, et h, harmoniques dans R, A, prolongeable et = o sur les
cOtés verticaux et A, prolongeable et = o sur les c6tés horizontaux
de R.

La fonction &, est nécessairement prolongeable harmoniquement
et périodique de période 4w dans la bande |y | < =, tandis que A, est
prolongeable et périodique de période 47 dans la bande |z | <.

1l n’est pas clair comment trouver une décomposition (28.3) pour
toute fonction harmonique dans R (donc, les considérations de la
section Il ne s’étendent pas immédiatement ici). Mais, si A4 est L
dans R on lui appliquera le lemme de Zaremba, en remplagant

(m, n)

les fonctions '™, par les fonctions _

l

21m +1

z—(—1)"(2m—+1)cos x]

[

[ oo 2
[ 2N +1
x| cos

{
2 y—(—1) (2n+1)cos;‘y],

2m—+1 1
[cos 2+ x——(——l)"’(zm—kl)cos;x]

X [sinny + (—1)* nsiny],

(28.4)

[sinmz + (—1)™ msinx]

on —+1 1]
x[cos 5 y—(—l)”(2n+1)cosayl,

[ sin mx + (—1)™ msinz]

> [sinny + (—1)*nsiny].

A partir de ce moment on peut procéder comme dans le reste des
sections Il et I'V.

On trouvera des résultats analogues a la plupart des résultats de
ces sections. -

Y [ “(\\‘\' -r /,"),;‘\

——————p ¢
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