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L' Autoparallélisme des courbes extrémales

dans les espaces métriques fondés sur la notion d'aire (');

Par Fiux ALARDIN.

NOTATIONS.

Le calcul différentiel absolu et le calcul extérieur de Grassman-
Cartan sont les principaux instruments de nos recherches. Dans la
suite, nous nous servirons des notations suivantes :

X’ désignera la composante ordinaire ou contrevariante suivant

>
Paxe d’'indice ¢ d’un vecteur X;
X;= gu X", les composantes covariantes de ce vecteur. Les g sont

les coefficients de la métrique ds* = g;; dz' dx/;
> > . . > >
x.y, le produit scalaire des vecteurs X et Y ;

> >
x?, le carré¢ de la longueur du vecteur X;

Yijx, le symbole de Christoffel de premiére espéce;

Yi'i, le symbole de Christoffel de seconde espéce;
I dL

} d_lti’

T P*L

? du; du;’

T¥=, la dérivée conlrevariante du tenseur T

(') Recherches du Séminaire mathématique de I'Université de Louvain,
directeur Fernand Simonart. Le mémoire a ohtenu le « Prix scientifique inter-
facultaire Louis Empain » (1942).

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 4, 1948. 33
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T ,, sa dérivée covariante ;

G)k(ﬂl) G)k(&)

oi(d)  »4(8)

w’, la dérivée extérieure de la forme w.

(wiwy,), le déterminant

En vue de simplifier I'écriture nous appellerons Espaces C, les
espaces métriques fondés sur la notion d’aire; Connexion eucli-
dienne (G-E) toule connexion euclidierine qui réalise I'autoparallé-

lisme des courbes extrémales de l’inlégralefds.

AVANT-PROPOS.

Des recherches sur les principes géométriques, sont nés deux cou-
rants distincts d’idées. Le premier se ratlache au concept de Klein, le
groupe principal d'une variété caractérise sa géométrie; le second au
concept de Riemann, la métrique contient in abstracto les propriétés
géométriques de l'espace. La remarquable extension donnée par
MM. E. Cartan et J. A. Schouten au Programme d’Erlangen a, d’une
part, fait disparaitre I’antinomie apparente entre ces deux principes
directeurs et, d’autre part, a donné naissance a une infinité de géo-
métries différentielles généralisées dans lesquelles rentrent, en parti-
culier, les espaces a connexion euclidienne de Riemann, Finsler et
Carlan.

C’est en cherchant a géhéraliser la géométrie élémentaire que
Riemann a ¢té amené a inlroduire @ prior: une métrique ds*, ou dis-
tance entre deux points infiniment voisins &', &'+ da’, sous la forme
de la racine carrée d'une forme différentielle quadratique définie
positive dont les coefficients g;; sont des fonclions des 2. La géométrie
riemannienne a été ¢tendue par IFinsler (1918) & partir d’'une métrique
ds =T (a', dz") oil F est une fonction des 2 et des dx’, homogeéne du
premier degré par rapport aux dz‘. Mais alors que l'espace de
Riemann est ponctuel, I'espace de Finsler est un lieu d’éléments
Unéaires (x', dx').

I.’année 1933 marque un nouveau progrés dans la voie tracée par
Riemann. Au lieu de construire 'espace avec des morceaux ponctuels,
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M. Cartan (2, p. 7) imagine 'espace comme un lieu d’éléments de
contact (', u;) au voisinage desquels les propriétés de I'espace eucli-
dien sont conservées, espace qui sera doué d’une connexion euclidienne
4 partir non plus d’une métrique donnée, mais a partir d’un élément
d’aire donné a priort. '

Les Mémoires de M. Cartan sur ce sujet, et tout spécialement celui
ou il traile pour la premiére fois des espaces métriques fondés sur la
notion d’aire, sont a 'origine des recherches qui font’objet du présent
travail. Celui-ci comporte quatre chapitres.

1. Le premier dégage I'idée directrice et la méthode de M. I2. Cartan.
Nous y rappelons, nolamment, comment on peut associer, d'une
maniére intrinséque, un espace d’élémenls de contact doué d’une
connexion euclidienne a 'expression

dS=F(x', a*, ..., 2" pi, Pae -, pu)dz', ..., da",

qui généralise I'élément d’aire de la géométrie euclidienne. L’assimi-
lation a pour point de départ 'expression, due a M. Th. De Donder,
"de la variation d’une inlégrale (n — 1)-uple étendue a une portion de
surface extrémale limitée par un contour qui se déforme. Une
méthode analytico-géométrique donne alors, la métrique et la con-
nexion euclidienne des espaces dérivant de la notion d’aire.

2. On connait le réle des droites ou géodésiques dans les espaces
riemanniens et ceux de Finsler. 'importance de ces courbes résulte
du fait qu’elles peuvent étre définies, soit comme lignes auto-paral-

leles, soit comme lignes qui réalisent P'extremum de P'intégrale fds.

Dans la théorie des espaces métriques fondés sur la notion d’aire a
connexion euclidienne de Cartan, ces deux définitions ne sont plus
équivalentes. De ce point de vuc, la recherche d’une connexion eucli-
dienne intrinséque dans laquelle géodésiques et extrémales coincident,
revél un intérét spécial. C’esl a ce probléme qu’est consacrée la plus
grande partie de notre Mémoire. Dés le Chapitre II nous montrons
qu’il comporte une solution et une seule.

L’introduction de deux procédés distincts, 'un la dérication contre-
cariante, I'autre la dérivation covariante, donnant a partir des tenseurs
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de courbure et des tenseurs \7:, 8", A", toute la gamme des tenseurs
intrinséquement liés & Pespace, nous permet d’écrire généralement les
équations de courbes extrémales sous la forme

(I) Ké j;/ —-Ab I _/: — ,]‘.‘7 U, U, (I‘*rsi . [‘*isr) . \/_g u/ I\*Nl I‘*isr) =o,
\ o =

ot K est le tenseur symétrique

- R N .
I Abi e o Ap Ak - — AT gl
& :
Moyennant quoi, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les
géodésiques soienl des extrémales sont

(11) Abyt = \~/<u,<—l——u; A) (T?rsi— [isr),

Dans le cas particulier de la connexion de M. K. Cartan, nos
formules (I) donnent DA’ (H”" -+ % A’*’> ©,= 0. Les équa-
' g

tions DA+ H"w,= o obtenues par M. I&. Cartan [2, p. 28], 4 partir
d’une technique toute différente, ne sont pas rigoureuses; il manque

. . . Lt
au premier membre le terme complémentaire \/—_A"mk. Cette lacune
s
a ¢lé reconnue par l'illustre géomeétre au cours d’une suite de corres-

pondances que nous avons eu le plaisir et le profit d’échanger avec lui.
Nous étions sur une bonne voie !

Le probléme initialement posé se trouve dés lors subordonné au
suivant : Trouver, & partir d'une convention de nature intrinséque,
nl’._ ’]'Z , .

équations telles que

3 2

ot ni—4-n* , .
omtes aux ——— equations
J 2

Yol
dg . "
o7 = =17,

le syst¢me obtenu détermine les »° quantités I'/,;
2° les '), vérifient les équations (1I);
3¢ la discussion du systéme fasse intervenir le discriminant |K¥|.
1

i
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Cela entraine, pour les espaces riemanniens a déplacement paralléle
de Levi-Civita, la propriété d’¢ire les seuls espaces métriques fondés
sur la notion d’aire admettant une métrique euclidienne de raccor-
dement le long d’une ligne quelconque. On dispose alors d’un
procédé particuliérement simple de discrimination des espaces C, en
espaces & tenseur AY* nul (espaces de Riemann) el en espaces &
tenseur A" différent de zéro : St un obsercateur a mentalité euclidienne
se déplace au voisinage immédiat d’une courbe arbitraire, en effectuant
des mesures dont la précision ne dépasse pas le premuer ordre, il se trouce
dans Uun ou I’autre de ces espaces suivant qu'tl s'imagine ou non étre
dans un espace euclidien.

En application des propriétés du tenseur symétrique K, nous
avons ¢tabli que : ,

a. La condition nécessaire et suflisanle de singularité totale de
LiL/

&

b. Chaque élément de contact (u;) détermine une extrémale et une
seule, tangente au vecteur unitaire normal, sous la condition (néces-
saire el suffisante) | K| £ o.

.

I'espace est KV=

La formule (I1) apporte occasionnellement une contribution a un
théoreme de M. E. Cartant relatif & I'équivalence des intégrales
multiples et I'on peut dire que : Toule intégrale multiple, pour
laquelle un des discriminants |H"| ou|K%/est différent de zéro, admet
un groupe de transformations ponctluelles dépendant au maximum

nin-—+1
de (—)—)

Nous terminons le second chapitre en démontrant 'unicité de la
connexion euclidienne intrinséque, ol géodésiques et extrémales
coiucident.

parametres”

5. Du point de vue analytique, I'instrument des recherches géomé-
triques nouvelles a été créé par Riemann et codifié ensuite par
Einstein sous la forme d’analyse tensorielle, intimement liée elle-
méme au calcul différentiel absolu de Ricci et Levi-Civita. Il en est
fait constamment usage au cours des deux premieres parties de notre
exposé. Cet algorithme conduit, de par sa nature méme, a des
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complications formelles el introduit souvent des éléments étrangers
a la réalité géométrique. La méthode du repére mobile, en plus des
motifs déja indiqués par M. E. Cartan [3, p. 6] qui légitiment son
emploi dans les géométries kleinéennes, permet, dans les théories qui
nous occupent de substituer au calcul différentiel absolu, le calcul
extérieur de Grassmann-Cartan. Du méme coup, les deux incon-
vénients signalés plus haut disparaissent.

Mais comment adapter la méthode du repére mobile aux espaces
méltriques fondés sur la notion d’aire et retrouver éventuellement les
résultats du calcul tensoriel ? Tels sont les deux problémes fonda-
mentaux qui ont retenu notre attention dans la troisiéme partie de ce

travail. La méthode consiste a associer, 4 chaque élément de contact
ki M1 o M N r . o
de.l'espace, le triédre trirectangle le plus général ayant pour origine

. ey : . . -
le centre de I’élément, dont le troisiéme vecteur unitaire e, est normal

(au sens de la géomélrie a créer) 4 I'élément, les deux autres vecteurs

. . - > ) . s
unitaires e,, ¢, étant tangents a I’élément.

En application des formules obtenues, nous avons reconnu que les
théorémes de Meusnier et Darboux s’étendent aux surfaces considérées
comme lieu de leurs éléments de contact normaux. Contrairement &
ce qui a lieu en géométrie euclidienne, pour que les géodésiques

d’une surface soient aussi les extrémales de | ds, il faut et il suffit que

I'espace ait son vecteurK nul.

Nous avons montré par trois applications distinctes, une premiére
a la théorie des courbes, une seconde & la théorie des surfaces et une
troisicme au systéme (5.10), (11.1), tout le parti que I’on peut tirer
des équations de structure du déplacement infinitésimal du triédre
mobile. Elles nous ont permis d’obtenir, sans peine, les principaux
éléments fondamentaux des courbes situées sur une surface : la cour-
bure normale, la courbure géodésique, la torsion géodésique; les
équations des courbes extrémales de ’espace et les équations carac-
téristiques des courbes extrémales d’une surface. La discussion du
systéme (8.10), (11.1), qui joue un rdle essentiel dans la théorie
des espaces C se fait trés simplement a partir de ces équations. On
congoit que de telles équations représentent la structure fondamen-
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tale de ces espaces et permetlent de construire de vasles régions de
cette géométrie.

Les considérations précédentes montrent que la méthode du repére
mobile, conditionnée par les équations de slructure, s’adapte avec
sucets & I'étude des principaux problémes de la géométrie fondée sur
la notion d’aire. Elle surpasse, tant par la simplicité des calculs que
par la réalité géométrique qu’elle introduit, la méthode du calcul
différentiel absolu dont les résultats ne s’acqui¢rent pas sans quelque
longueur. Ce processus exige toulefois la connaissance de la connexion
euclidienne; de la, I'emploi du calcul différentiel absolu dans le
second chapitre réservé a la recherche d’une connexion spéciale.

4. Au Chapitre IV nous revenons sur un probl¢me général posé
par M. E. Cartan [2, p. 37] et résolu par lui dans le cas simple n = 2.
« On pourrait, observe-t-il, étudier ’espace a n + 1 dimensions fondé
sur 'intégrale v

(TH) f(p‘f—;—pﬁi—k...+pfl)d.r1d.z"3...d.z'".

Si n > 2, cet espace n’est pas singulier. Son étude serait sans doute
intéressante. » Dans notre Thésc de licence nous étions parvenus aux
formules générales faisant connaitre la meétrique et la connexion
euclidienne de ces espaces hyperharmoniques. Contrairement a ce
qui a lieu pour n =2, les calculs se compliquent ici du fait que, dés
la recherche de la hessienne de la forme L et, par la suite, des compo-

santes du tenseur fondamental et du vecteur X, il ’introduit quatre
types distincts d’indices qui conférent aux résultats des formes parti-
culiéres, mais toujours simples, se réduisant aux formes de M. Cartan
dans le cas n = 2. La propriété pour ces espaces d’étre réguliers dans
le cas n > 2, et singulier si n = 2, résulle directement de I'expression
du discriminant |K¥|.

En étudiant les géodésiques ou courbes auto-paralléles de 'espace
hyperharmonique, nous avons observé qu’elles coincident avec les

extrémales de l’intégralefds. Ainsi nous tenons un exemple, relati-

vement simple, d’espace C a connexion euclidienne intrinséque (G-E)
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servant d’illustration au probléme général abordé au début de ce
mémoire. On peul multiplier les exemples en considérant plus géné-
ralement que (III) des intégrales du type

fF(p.,,pg, coy Pa)dxtda?. . dan, s

ou [K7| et |HY| seraient différents de zéro. 1l est remarquable que
I'intégrale double

ﬂ\/l—&—jﬂ—i— q* dx dy

rentre dans ce cadre. Il est donc possible de fonder la géométrie
différentielle ordinaire de l'espace sur la donnée de 1’élément d’aire
et Pautoparallélisme des courbes extrémales. Ceci ouvre de nouvelles
perspectives sur le champ d’application de nos résultats généraux.

'CHAPITRE 1.

Les notions fondamentales de la Géométrie des espaces C.

Dans ce premier Chapitre nous cherchons a mettre en lumiére les -
fondements de la théorie des espaces C, d’aprés les travaux récents de
MM. Berwald, Cartan, De Donder, ainsi que quelques résultats
analytiques dont il sera fait usage par la suite.

1. Eseace pe Riemany. — Considérons un systéme de n variables
indépendantes ', %, ..., ", dont chacune peut prendre toute valeur
sur un intervalle déterminé. On appelle point toute combinaison
particuliére (x!, 2*, ..., ") de ces variables et espace ou variété a n
dimensions 'ensemble des points correspondant a toutes les combinai-
sons possibles des variables z'.

- Une variété & n dimensions dans laquelle la distance de deux points
infiniment voisins M (2'), M'(2'+- dx') se définit par une forme diffé-
renlielle quadratique ’

(1.1) ds? = g;; dat dao
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est un espace de Riemann. On suppose généralement que la forme
(1.1) est définie positive et que les g;; sont des fonctions continues
des coordonnées ', dérivables jusqu’aux différents ordres qui inter-
viennent explicitement dans les formules.

La région infinitésimale entourant un point donné M(z|) de la
variété riemannienne (R) a les caractéres d’un espace euclidien (E).
(est «l'espace euclidien tangent en M» auquel (R) emprunte ses
premiéres données métriques : scalaires, vecteurs, tenseurs, etc..

Associons a (E) le repére cartésien (M, ;) constitué par le corps des
vecteurs, issus de M, tangents aux n courbes de coordonnées et qui
représentent les vitesses respectives des poinls parcourant ces diverses
courbes lorsque les variables 2’ marquent le temps. Ces axes conférent

au vecteur M(a ) M'(2, + dx') les composantes dx', dz?, ..., dz",
et le carré de sa longueur s’exprime par la forme différentielle
quadratique

MM’ = gy (x) didal.

Dans cet ordre d’idées, la métrique ds* de I'espace de Riemann
assimile le voisinage d’un point quelconque M & une portion d’espace
euclidien. Mais cette assimilation locale peut étre élargie grace au
déplacement paralléle.

2. LE DEPLACEMENT PARALLELE. — La notion de transport paralléle
s'introduil dans les espaces de Riemann par le symbole opératoire DD
du calcul différentiel absolu. Un vecteur défini en chaque point d’une
courbe C par ses composantes contrevariantes X' se déplace paralléle-
ment a lui-méme, si au cours de ce déplacement, il satisfait le long
de C au systéme d’équations différenticlles

(2.1) DX AN XATdeh = o.
Imposons a ce déplacement la propriét¢ de conserver la longueur,
ce qu'exprime l'é¢galité
2y NiXT = ( g+ dgy) (Ni+ dX?) (X + dX)
ou, compte-tenu de (2.1),

dg;inX/: £ X/XvAAGJ/\-i—i— gijzrikaki:(g/;/wik—i— g,—kwi*) X‘X/',
(wi= T dah),

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 1, 1948. ) 34
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et de la, en identifiant
98

a. ol

(2.2) = gul/%—+ gi T
 Cette formule conditionne, d'une maniére fondamentale, la
géomeétrie riemannienne; elle crée entre la famille de repéres associés
aux points de C et une famille déterminée de repéres de I'espace
euclidien (E) une correspondance continue biunivoque telle que tout
opérateur qui géométrise, soit le long de C dans (R), soitlelongdesa
courbe image C dans (E), a exactement les mémes conceplions quant
a la nature de ces espaces.

_Considérons, en effet, dans I'espace euclidien ordinaire, la carte
de C, c’est-a-dire une courbe C et une suite de repéres cartésiens ayant
pour origine les points P de la courbe C et dont les vecteurs unitaires

(:“ ZQ, L ’n>'satisf0nt au systéme d’équations différentielles.
' d% dat >
(2.3) 7=
}lZ T dah >
. de T

ou &' = 2'(¢) sont les équations de C. On en déduit

> > > > '
d(e,- e,-) >de; rde; L., dah> > p dat > >
T: L +e/_cﬁ =T h—d‘t‘ekei—f—ri I;Weke/*

(2.4)
. ., T . R .
En vertu de (2.2) les quantités e,. e;, g;; vérifient un méme systéme
d’équations différentielles. Si le repére initial de C est choisi de
maniére que
> >
ere;= &i(0),

la solution de (2.4) est donnée par
> >

ee;= gi(¢t).

De plus, si A et A, sont deux points infiniment voisins de C, A
et A, les points images de C- dans (E), deux vecteurs paralléles
d’origines A et A, dans (R) ont pour images deux vecteurs paralléles
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d’origines A el A, dans (E). En effet, d’aprés la relation
e X . . > >
(X1 &) = (dXI+ XAy da®y 6= DXter,

les termes extérieurs s’annulent simultanément.

I.a notion de parallélisme ramene done Pétude du voisinage de C
dans (R) a celle du voisinage de C dans (E). Il subsiste toutefois entre
ces deux espaces une différence essentielle: si on joint deux points
M et N de C par un autre chemin que C, on n’obtient pas pour le
point image de N et le repére qui lul esl associé, ni la méme position,
ni la méme orientation.

Il est clair que les voisinages de deux points A et A’ infiniment
rapprochés peuvent étre assimilés & un seul espace euclidien. On dit
encore de ces voisinages, qu’ils sonl raccordés, intégrés dans un méme
espace (E) et qu’on a conféré 4 (R) une connexion euclidienne.

En résumé, un espace ponctuel a connexion euclidienne est défini
par: '

1° sa métrique .
ds* = gydatda’,

2¢ les coefficients Iy, qui définissent la loi du transport paralléle,
ces quantités élant uniquement soumises, @ priort, aux conditions

% = gulfn+ gl

5. LES ESPACES METRIQUES FONDES SUR LA NOTION D’AIRE. — Par elle-méme
et par ses généralisations successives, la formule (2.2) joue un role
essentiel dans le développement des géométries a connexion eucli-
dienne. Toujours avec les concepts fondamentaux, déja considérés au
paragraphe précédent, -on peut réaliser des variétés plus complexes
que 'espace riemannien. Ce sont les espaces d’é¢léments de contact
(au sens de Lie) a connexion euclidienne.

Un tel espace‘_ est défini analytiquement par la donnée de:

1° La métrique .

ds*= g;dzida/,

au voisinage d’un élément de contact. Les coefficients g;; sont fonctions
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des coordonnées de 1'élément. Ces derniéres comprennent les
coordonnées z' du centre et les coordonnées homogeénes u; définissant
l'orientation de I’élément.

2° La différentielle absolue d’un vecteur quand son élément de
contact et ses composantes varient infiniment peu, différentielle de
la forme

(3.1) - DXi= dXi+ X*4Cyth duy + XAT " dat.

Premiére condition intrinséque.

Le déplacement paralléle conserve les longueurs. On a donc les
conditions

98 = CUh— Crih,
du/t

(3.2) Dot
=TT,

que doivent vérifier les coefficients C'", I'V", pour que l’espace soit
a connexion euclidienne.

On appelle espace de Cartan une variété d’éléments de contact a
connexion euclidienne dans laquelle I'élément d’aire d’une hyper-

surface
at=—ar(at, a?, ..., 2"

est donnée, a priors, par 'expression.

AS =F(a', ..., 2", py, poy vvoy Proy) dt da?. . dxt,
ou
._———ui_da:" (i=1, 2 .
])1—7;——3? I1==I,2, ..., ).

Cette condition ne suffit pas pour déterminer entiérement les

n(n—+1
—————( 2+ )—!—2123

quantités gV, Ci T%" D’ou la nécessité d’imposer & l'espace de
nouvelles conditions intrinséques. '

Deuxiéme condition intrinséque.

‘L'élément daire dS dun élément d’hypersurface qui admet pour
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hyperplan tangent (&', w;) est égal a
L n—
u—nL(.r.,, uydxrdx?. . . da e

avec
R o L — U
L(al, u)=u,V (.’L", - ')-

D’aprés un théoréme dit a M. Th. De Donder (6, p. 212), la varia-
tion de I'intégrale (n — 1)-uple

I .
f — L&t w)dretdat. . dan—t,
Uy

étendue a une portion d’hypersurface extrémale (S) limitée par un
contour (C), lorsque ce dernier se déforme infiniment peu, est
égale a

JL JL

~—dxrda?. . . da"—

daetdz?. . .dat+. ...
()ul U

Cette intégrale (n—1)-uple est prise sur 'hypersurface engendrée
par le contour (C) lors de sa déformation. .

Dans le cas ou le contour (C) se déforme en restant sur 'hypersur-
face extrémale (S),

oL dardad. . dan— oL

dS = ()u1 0“2

detda®. . .da+. . ..

C’est I'élément d’aire d'un élément d’hypersurface dont (u;) est

Phyperplan tangent.
Si l'on considére cet élément comme un parallélipipéde construit

sur les (n— 1) vecteurs d'x*, d'z?, ..., dz", (=1, 2, ..., n—1),
dS —=A,
ou
L1 L2 L»

1 gl 1 .2 1 5.0
A— dla dtx . dix

dn—1 ! du-—lw‘z . dn.——i.z.n
d’ou
> > —>
Y = \* Yicikl' dah:: Y DX = YkXiCik" du;,.



268 FHLIX ALARDIN.

Ce qui donne
Chih = ik,

et, en verlu des premieres relations (5.2),

Ciih —
a9 duy,

Cinquiéme condition intrinscéque. _ -

La variation géométrique d’un vecteur normal a son élément d’apput
et de composantes contrevariantes fixes est proportionnelle d ce vecteur
lorsque U'élément d’appui subit une rotation infinitésimale autour de son
centre.

Les composantes contrevariantes de la différentielle absolue du
vecteur normal & I’élément (u;) et de composantes ¢ 1./ sont données
par :

DNi=p L G duyy= 114,
d’ou ‘
‘ ukf{(:f(’r«g.i/(): 0.

D’autre part, les équations (3.3 ) donnent par différentiation

wrd (58" + go*tdur= g g"* du,=(LL*4 LiLA) duy,

. ' PR 28
o otk — Y, Lk i A= = .
56 o du;duy
Le déterminant
o 2
| ggiti=g"| &= gn—'= t J:L. .
v E & 1e > 9 du; duy

On a donc finalement

\ : I 9
ou A est la hessienne de la forme - L*.
La métrique est complétement déterminée.
Stziéme condition intrinséque.
Troistéme condition intrinséque.

Le vecteur de composantes contrevariantes L', L, ..., L", est normal
a son élément d’appur.
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Le produit yg A, ot g =|g;;|, donne le volume du parallélipipéde
construit sur les n —1 vecteurs (d’x") et le vecteur de composantes
contrevariantes (L) normal a |’élément (u;). D’autre part si I'on
désigne par /la longueur de ce dernier vecteur, ce volume est encore
donné par / dS. On en déduit

1=Vz

et les composantes contrevariantes du vecteur unilaire normal i

R R L;
I'élément (u;) sont données par —=.

e}
Le vecteur de composantes covarianles w;, (u;dx’) = o, est normal

a élément (u;) et sa longueur est donnée par

u; LLi . L

Ve Vg
Le vecteur unitaire normal a I’élément (#;) a donc pour composantes

covariantes les quantités E u;. Il en résulie immédiatement un pre-

mier systéme d’équations que doit vérifier le tenseur fondamental :

L e o :
s

ou

(3.3) LLi= gg®*u;.

Quatrieme condition ntrinséque.

= > >
Le produit scalaire X . DY, ot XY sont deux vecteurs de composantes
contrevariantes fixes, est symélrique par rapport a ces deux vecteurs
quand leur élément d’appur commun tourne infiniment peu autour de son
centre. ‘

L. — >
On a d’apreés la définition de DY,
DY, =Y,;Ci duy,,
Les composantes I/, =T/, + C,w,I' !}, qui entrent dans I’expression

dela d;'ﬁ”éreniz'elle absolue d’un vecteur dont [’ élément d "appui se déplace
parallélement ¢ lui-méme sont symétriques vis-a-vis des indices k, h.
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Les coefficients T';/, vérifient les n® relations
T+ G wi Tl = Talp 4+ Ca¥ w, T4,
(8.4) 9g”

—_ rkki - I‘/A/ci.
dxi

Pour résoudre ce systéme, M. E. Cartan introduit les tenseurs

0
Al—= — ,L’- s
dlt[
et
I
Aifk— —_ CGijk
Ve

Les équations (3.4) ne déterminent complélement la connexion
euclidienne que dans le cas ou le discriminant | gV~ A A"/ |5£0. Il
existe donc des cas exceptionnels, ol il n’est pas possible d’associer a

une intégl‘ale fF(wl’ xQ% ey x”) PiJ P?? .. ~)Pn—1)d$4 . dxn—i, un

espace a connexion euclidienne dans laquelle dS =F (2, p;)dx*... dx"
représenterait 1’élément d’aire euclidien d’une hypersurface. C’est ce

qui a lieu pour I'intégrale double ﬁ‘(p2+q2)dxdy. Cet exemple
montre qu'il n’est pas toujours possible, en conservant les notions

fondamentales dela géomeétrie différentielle euclidienne, de construire

une géomeétrie a partir dela généralisation del’expression del’élément
d’aire euclidien.

CHAPITRE 1I.

La connexion euclidienne (G.-E.).

A. La THEORIE DES cOURBES. — La possibilité de fonder d’une maniére
intrinséque une géométrie a connexion euclidienne sur la donnée de
Iexpression analytique de l'aire d’un élément de surface permet
d’appliquer aux espaces C les procédés de la géométrie différentielle
ordinaire. La conclusion essentielle qui se dégage d’une premiére
étude relativement a la différence entre ces espaces et I'espace euclidien
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est la suivante : Les procédés de la géométrie différentielle euclidienne
ne peuvent s’appliquer qu’aux figures considérées comme lieu de
I'élément générateur. Ce dernier étant I’élément de contact, dans la
théorie des courbes on peut se placer & deux points de vue distincts
suivant qu’on associe & chaque point M d’une courbe I" soit un élé-
ment, soit une famille d’éléments ayant M comme centre.

Dans le cas ol 'on fixe au point M I’élément de contact (#;) normal

\ .. . dzt . .
aI', le vecteur unitaire tangent qui a pour composantes T coincide

avec le vecteur unitaire normal & (u;). On a le systéme d’équations

d.rt L
(%.1) — = —
dS v/ér
pour déterminer I'élément d’arc ds et les quantités p;= — L

Unq
Les géodésiques ou lignes auto-paralléles sont des courbes dont le
vecteur unitaire tangent reste équipollent & lui-méme. Elles sont donc
définies par les équations

~

;== 0.

Les courbes extrémales qui réalisent 'extrémum de l'intégrale f ds

sontl au conlraire, dans la connexion de M. Ii. Cartan, définies par les

équations
L.

i ~
l)/\i+<lli" T — /\") 64 == 0.
V’é’
Ces courbes ne coincident pas en général. En vue de délerminer la
connexion euclidienne (G-E), nous rechercherons par un calcul direct

de la variation de I'intégrale f ds, les équations des courbes extrémales

dans le cas d’une connexion euclidienne quelconque.

Ly . . Ly I3 ’ :
3. Lks EQuaTioNs DEs EXTREMALES. — Considérons les coordonnées &
d’une courbe I' comme des fonctions du parameétre z. Posons

dat y
=
(5.1) \//gij(‘l"', wp) i = F(ak, 25,

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 4, 1948, 35
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L’intégrale a extrémer sera
f[lt\/gl/(mzfﬁ(lbk, .L"k) dt

en désignant par u; les fonctions des &%, 2", tirées du systéme (4.1)

Ji L

v
Les extrémales de fF(x"', ") dt sont (4, p. 310) les solutions du

systéme d’équations différentielles

oOF  d[or
ook T di| ok | T

.. L, . oF oF
Explicitons les deux dérivées partielles % €t 575 On aura en vertu
de (5.1)

JF _ 1 dgi/- i (),'!,"i/' ()u/ Ji 0]
T e | T -+ W ﬂml 27
dry o\ s | ox u! du

et

1

oF
0T g

i dgij du/ ,
Ji o Ji ol f
QL = —_— XX .
l Eik du[ dx'%

En tenant compte des relations

L .
=gy
5.2) uj=— 2
( ) » / \/érrs‘)’ e
(5.3) ié)—; wiup A — A

un calcul immédiat donne

oF Ny S P
_— = == Y ‘r,_‘_(-’l',./.v_C‘Al___
O e ok VST G
et
oF Vg e\, Oy
= l:j ug - \/g,.sa;’ @ TAl_dw’k’
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Dérivons (8.1) par rapport axt

()u i 1 I. () o,
5.4) st = e | LY
( 4) ot \/grsw"lb“ l . .

B dgij dur gy’ IL g
- T = O2k — Li==
Ve ow g T 0 T \/g oz

- 0 B B s
8 duack o g gret’’ dak 2
L d\/:: du, L..,”.l Eodens duy
JU— _a',l/l‘l L ~I‘I;. .
8 du; da* Gyt dur 0

Multiplions par A/ et sommons; compte tenu de

\/T,. Li
(8.9) I; up A — . AL,
4 \/éﬁ
(5.6) \ " up\”‘—o,
il vient
du; _ LLUdgy
(5.7) \/dl" z W{\’.

De méme, en dérivant (3. 1) par rapport a ', on a
. du; ! L Lo sy du -~
S = tv&g"’*‘ Ve u d
gy L ou du; me ()\/ _(Zu_’]
Ve 0x% T 2877 TQu; 9’k

u; ) I
T | 28T
Srex s

d8s ()ul s |,
Quy o T

La multiplication par A’ et la sommalion par rapport a l'indice j,
donnent d’apreés (8.5), (5.6),

du; du; L A
e
()‘L /g \ gm_wl: .'L""

(5.9) A/

Les équations des extrémales sont finalement données par

)”'Z LiL/ _|_()°_"_._A/ d[//\_‘“\ 1=o
t o duk Ve

[SHE]
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ou en vertu des conditions

gy .
(5.10) —d%zrljk—*—l/ik,

qui assurent que le transport paralléle conserve les longueurs
g Ve - { .
(5.11) Iég uu; L+ \]—b u; AT+ Ty — (fl; [lr+ Azl =o0.

Il est possible de mettre ces équations sous une forme plus condensée,
grice a 'introduction de deux tenseurs, I'un contrevariant A%, I’'autre
mixte A", obtenus par application au vecteur A’ de deux procédés
distincts de dérivation tensorielle. Cette nouvelle forme des équa-
tions (8.11) a ’avantage de mettre en relief les conditions nécessaires

et suffisantes qui assurent 'auto-parallélisme des courbes extrémales.

6. La DERIVATION CONTREVARIANTE. — Le principe d’extension de la
notion de dérivée dans les espaces riemanniens donne lieu, pour les
espaces C, a deux nouvelles dérivations généralisées. La premiére, la
dérivation contrevariante, donne naissance a partir d'un tenseur quel-
conque T};::i,, dépendant de n indices contrevariants et de m indices
covariants a un tenseur T;!:7, & n - 1indicessupérieurs et mindices
inférieurs. o .

Pour fixer les idées, et aussi pour simplifier quelque peu les nota-
tions, considérons un tenseur contrevariant a deux indices T¥. Sa
différentielle absolue est exprimée par
DT = dT4 4 T#oyf - T,
ou :
orf = Ayl o+ Thiydat.

Les quanlités '

(6.1) L=+ Cisu, Ty

sont les coefficients définissant la variation géométrique d’un vecteur
dont I’élément de contact se déplace parallélement a lui-méme.

Laissons fixe l'origine de I'élément d’appui et faisons tourner ce
dernier infiniment peu autour de son centre. On a

o= Aoy
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et
v"'-’:‘(lul-— \l/é w;dl..

)
4

<

(6.2) = >

4

La diltérentielle ordinaire dT¥, dans le cas ou l'élément de
contact (#;) subit une rotation infinitésimale autour de l'origine, est
un tenseur. Pour s’en assurer, il suffit d’observer que, la différentielle
absolue DT se réduit a

s
D16 = dT4 4+ T A i 6+ Th A o,

- Sil'on remarque que les composantes T"/ sont des fonctions homo-
génes de degré zéro par rapport aux w;, on a, en appliquant le théo-
réme d’Euler,

T (k)= T,-/<xk7 @’LU;)'

On peut donc écrire

T = Tiik ] I \4_0 u ,,.] :
D’autre part de
-y
wr=1d [&éb IlkJ —_ VTQ w; G duy,

on déduit compte tenu de (6.2), (6.4),

- Ve N
wp=d ——]i‘~ 0 wir Ay,
. P

d’ot 1l résulte

(6.3) (rrff:<rru;k+ VT" u[,-\k'ri/:/> O

De la comparaison de (6.3) avec la relation

o dTY L 9T~
dlii—= —)——(/ztkz 7=
auy \/é’ 473
il vient
. Jry A . P .
L J1l +7 I“- = T \—1? w AR,

Ve dur e

Ou peut sans altérer la valeur de la différentielle dT¥ ajouter au
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tenseur T%* des termes de la forme ¢/L*. Cette propriété résulte du
fail que les quantités m, sont liées par la relation

L/"(:)/l.: 0.
Mais on peut délerminer d’'une maniére et d’une seule ce coefficient
de facon que
(6.5) w, Tk — o.
La valeur du tenseur de dérivation covariante
1. JT#H
\/é,’ duk

est précisément celle qui satisfait & cette condition.

(6.5) Tk =

La dérivation contrevariante du scalaire y/g, du tenseur fonda-
mental g¥, fait apparaitre trés simplement le vecteur A’et le tenseur
A% introduit par M. E. Cartan a I’aide de procédés ingénieux, mais
sans liens étroits.

Cette opération appliquée, en particulier, au vecteur A’ donne le
tenseur
L*

2 2/ on
2 Ovs | Ly oaias

(6.6) Abh= g
o()\/g dui()U/L- ‘/g _—

appelé a jouer un role important par la suite.
Signalons encore la dérivée contrevariante

(6.7) : rl‘[/';k: R ——:‘.,

obtenue a partir du tenseur & deux indices covariants T;;. En compa-
rant (6.5) & (6.7), on voit que ces deux tenseurs sont liés par la

relation :
Dnrigwj']‘l.l.;k: Trs;l:+ ZA"M'T"j —+- 2A1‘z‘k T[_s,

d’ot l'identité

(6.8) grilki;k: ‘[\,.;k_*_ ZAiA"ik.

7. LA vErivation covariante. — La seconde dérivation généralisée
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*

permet de déduire d’un tenseur T, a n indices contrevariants et
m indices covariants, un tenseur T)..!.!,, dépendant de » indices

supérieurs et m -+ 1 indices inférieurs. Soit, par exemple, le tenseur
T dont la variation géométrique est donnée par

«

DTV == T -1 Tk A g, -+ TR A 170, -+ THT ! + TR da.
En vertu de (6.3), posons
(7.1) AT 4 VTt g THT el = Tk g T
d’ou la relation
DT == (T4 == ik A il oy TH A ) 63 Ty dch,

(qui exprime que les symboles T¥:, représentent une fonction tenso—
rielle deux fois contrevariantes et une fois covariante.

Développons le premier terme de (7.1). Remarquons que

(7.2) duy— -— (:)/, Uy —— ({L —_ u;, ()\/" — Tl | .
\/.: ) \/ <& oat )
[.’équation (7.1) devient donc -
i/ Ty
31, dx" + (3)—5— w Ty dat - T d o +- THT M dah = T dah

et 'identification des termes en dx" donne

JaTi

ot -+ T \/gull‘ L= T8Iy, 4= THT™

(7.3) T, == Z—
Un raisonnement en tout point identique conduit au tenseur
covariant

IT, Ve T T
(7.4) Ty= Z)IJ,/ -+ Ty '[‘1 w, Lty Ty IR+ Ty

On a, en particulier,
llc,l: 0,

g‘/y: 0,
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et
()1’\,- ()1\,‘ . SENUR
/\i,/: I -+ o wi LA — AT /‘/,
7.5 '

(7-%) CON N

A — I -4~ a i Uk + AR,
avec la relation

A;J: gi/..!\k'[.

La formule (7.5) permet d’établir aisément ’identité

u;Aby—=o

qui sera d'un emploi fréquent par la suite. Multiplions la, en effet,
par u; et sommons, il vient

JA? OAl .
-+ ll~-l— w5+ AF I(;I‘*/\-‘I.

Wi Ay = 1, — 2
! Lozt "ou,

D’autre part, de (8.4), (6.1), (6.4),
OAL  O(u;AY) o

U ——— = —————
Lozt ox!

et

JAL d(u;Al

Uj—— =— ( : ) — Ar—=— Ar,

du,. du, ’

on a .
A = — Aru, U4+ AT = o.
8. NOUVELLE FORME DES CONDITIONS D'EXTREMUM. — Le rdle joué par

lestenseurs(6.6)et(7.4)ressort neltement au cours de ce paragraphe.
Ils nous permettrons, en effet, d'intégrer au maximum dans les équa-
tions (5.11), la forme différentielle @; qui définit les composantes
covariantes de la variation géométrique du vecleur unitaire normal
a I'élément de contact. Moyennant quoi, les conditions nécessaires et
suffisantes qui assurent.aux courbes géodésiques la propriété d’ex-

trémer I'intégrale f ds, apparaitront sous une forme directement

exploilable pour la recherche de la connexion euclidienne (G-E).
Rappelons que (2, p. 8)

o /o .

Wi d oy /o L duy, o )

Y Ve w, Gyl —= — & o, Tyt
s s L L s L2
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et
DAy _ dAs — A Gyt (f;:/' S/é’—r wup AT

ds — ds

d’oll, en se reportant 4 (5.8)

\/_

r— I’il‘i(ri//,-— F/.-ﬁ)"“ \é u; Al(l‘l . — l‘“[)_‘ Yo utAlrlil.-
- \/O vh d"" A duh DAk ;)l' .
B TR A T i el el A

Compte tenu de (7.2), et de la relation
dax’

DAA r-‘ Il~
a5 =M ;z;“A'A* g A

les équations différentielles des courbes extrémales s’écrivent

(8. 1) 5 il (Ti— Tty + \/Tgu,A/(I“/L~ L)+ \/T w AT/
\/g Tl — \—/Eus up Ay G Tyrs

. \/_ 3 A ah E‘:)_/' — d_xl_l
( L WA+ A+ 8 ds A ds

= 0.

Posons, avec M. E. Cartan (2, p. 21),
(8.2) gijk = ik — T*kji — Tk — Thit \_/Eg u’_(AijILI"hI'l\'.__ AKATrY,

Multiplions (8.2) par , ® w;u; et sommons; il vient, d’aprés (3.3)

et (5.4),

Vlé’ Al 1, Tyl —+ g]\/.xg wrugu AT,

ﬁu‘u,l’u_ e i jT 4 2 -]— wi; L/t —

d’01‘1, compte tenu de (8. 1),

£yt 4- 2. u‘ w; L't — \/— Aru, U+ ‘-é—r—\zé- wpty u AT
l 2ty Lz Le
\/ IZ g I
(Tie+Tip) — llllthl,( ‘— —]-: 11/.’\1“ g
a\/:- \/E’
2L wpu, i AT — T wup g Ay Cph s
\/ oL dz’
=] h h (r}l ,,,_A_ L —
[ WAl A g ](ls k0 s )
36

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 4, 1948.
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il en résulte que les équations diftérentielles des courbes extré-
males (8. 1) sont données par

(8.3) l p u w; iy \T— w ATy — [U)—— : u, w A AT
[‘/O wp A"+ A 4 g /,] d’g — A f({-] =o.
Multiplions (8.2) par \/gu A; et sommons; on a, d*aprés (5.4)
et (6.4),
v (A (T — T = Ié— AT i, A AT

])‘3

~ L

En portant les valeurs obtenues pour == \/b u; A (F", —TI'}/"ydans (8.3),

on obtient la formule

e & . § S A
(8.4) K# (-ll; = iqé wpy ( Tk — Tty \1'9- w; Ay (IHk— Tkity — Ak"’W'

On a donc le théoréme suivant :
TueorEME. — Pour que dans un espace G toute géodésique soit une
courbe extrémale de 'intégrale f ds, 1l faut et il suffit que la connexion

euclidienne choisie vérifie we systéme d’équations

o /ll'
(8.5) £ vy (T A7) 4 \_]g i A (T#k — Tty = Ak %,

—

9. LE DEPLACEMENT ASSOCIE A UN CYCLE DANS UN ESPACE RIEMANNIEN A
CONNEXION EUCLIDIENNE. — Considérons dans un espace riemannien (R)a
connexion euclidienne deux courbes AEB et AE'B el en chaque

. . N . > .
point P de celles-ci le repére carlésien (P e'> dont les vecteurs uni-
taires satisfont au systéme d’équations différentielles

de, T da:"

71; ih 3, dt
>

dP dat >

@A
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>
Attachons & tout point P de ces deux courbes un vecteur X, défini

_‘\>
par ses coordonnées cartésiennes (X') rapportées au repere (P, e,-)

(fig- 1)

Fig. .

Sil’on fait la carte de ces courbes dans I'espace euclidien en partant
de conditions initiales identiques, on obtient en général pour image

—> . —> —> . . .
de X,, deux vecteurs différents X et Xy, (/ig. 2). Il en résulte que si

-
X5

Fig. 2.

I'on développe le contour fermé ou cycle AEBIIA, on obtient aprés

—> . , —> . ,
description du cycle un vecteur Xy différent de X;. Le déplacement
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—
qu’il faut effectuer, dans I’espace euclidien, pour amener Xy en coin-
>

cidence avec Xj est dit « associé » au cycle AEBE'A.
Nous allons examiner un cycle infinitésimal dont le déplacement
associé joue un réle important.

Xz

Fig. 3.

Soient d et ¢ deux symboles de différentiation distincts et échan-
geables entre eux et A, A, A,, les points de coordonnées &/, ' -- do’,

'+ o', Silon effectue sur A, le déplacement infinitésimal AA, qui
permet le passage de A 4 A,, on obtient un point A, de coordonnées

x4 dxt 4 8 (x4 dx!) = 2l 4 dat + 0zt + 0 dai.

De méme en effectuant sur A, le déplacement élémentaire AA,, on

obtient le point de coordonnées

-

24 0zt + d (& + Oxt) = @l 4 da! 4 02’ - & df,

c’est-a-dire le point A,;.

/11 \

4 A3
Fig. 4.

Si Pon fait la carte du parallélogramme AA, A Ay, le déplacement
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> —>
qui améne Xy en coincidence avec Xy se décompose (5, p. 181) en
une translation et une rotation dont les composantes sont données

respectivement par
Qi— (rkilz — I‘/h—) A Bw",

Qi =0/ (d) — dw/(9) — 0/ (3w (d) — 0/ (d)w/(d)
avec
wi(d) =T, dx’,
et .
wkl’(B) =T 6.1:”,
ou, sous forme encore plus condensée,
Qi: [dkaki],
Ql‘j: [Q)ik(ﬂ)kjj —_ ((A)[/)’.

Dans ces derniéres formules, les crochets représentent (5, p. 205) des
produits extérieurs et (w;/)’ la dérivée extérieure de la forme w;/.
La translation est la torsion de lespace et la rotation sa courbure
riemanienne.

- 10. CoMPOSANTES DE LA TORSION DES ESPACES METRIQUES FONDES SUR LA
NOTION D'AIRE. — Dans un espace métrique fondé sur la notion d’aire,
a tout cycle infinitésimal d’éléments de contact analogue aux parallé-
logrammes de la géométrie riemannienne est associé un déplacement
euclidien. Ce déplacement se décompose également en une translation
et une rolation qui porlent respectivement les noms de torsion et de
courbure riemanienne de Pespace.

I.es composantes de la torsion et de la courbure de I'espace sont
données par les formes différentielles tensorielles
Q= [datwi],
Q= [wfar ] — (o)),

o/ = C/kdur—+ Ty, dat.

Proposons-nous d’exprimer la torsion au moyen des produits,

extérieurs.
[ dakoy, ,I: | dakdat .

Les composantes covariantes de la différentielle absolue du vecteur
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unitaire normal sont:

~ — N e
'“’k:\/é’d[%] + [fjtjA d\;f - \—lellrk’/z] dz’, >

on en déduit, en tenant compte des relations (5.5),

L

[ o

Le)

Citwr= C/* du— Ci*u, Ty, dw’l,

. L ..~ .
0= —= C[/k(l)k —+ r",-f/, dah.
Ve

, Lo . ,
Introduisons le tenseur A" = \7;(:"", symelrique par rapport a
ses deux premiers indices. On a

o/ = N/ o+ T, dar.
et

(10.1) Qi—A k’,,[(l;l,“’g)"] (T, — ) dak dah,

11. DETERMINATION COMPLETE DE LA GONNEXION EUCLIDIENNE (G — ). —
C’est M. Weyl (6, p. 118) qui le premier a défini la connexion de
Levi-Civita par I'autoparallélisme des courbes extrémales. Dans ce

parallélisme les éléments des lignes qui extrément U'intégrale f ds sont

paralleles entre eux (au sens de la géométrie a créer), de méme que,
dans I'espace ordinaire, tous les éléments d’une droite sont paralléles.

Dans la théorie des espaces de Finsler, M. E. Cartan (1, p. 14)
définit le transport paralléle par la condition de priver de torsion
toute une catégorie de cycles infinitésimaux. Aprés avoir monlré que
les équations différentielles des extrémales sont précisément les équa-
tions caractéristiques des géodésiques il fait remarquer : « Il aurait
été naturel de s'imposer a priori comme condition relalive au trans-
port paralléle la propriété des extrémales que leur direction reste
‘toujours paralléle a elle-méme. Mais cela n’aurait pas suffi pour
déterminer la connexion ecuclidienne ». Celte propriété donne, en

effet, n conditions alors que la détermination compléte des coef-
3 2

ficients I/, en exige

Le déplacement paralléle qu’attribue M. E. Cartan aux est)aces G
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est déterminé par un procédé en tout point identique a celui des
espaces de Finsler. Mais, contrairement.a ce qui a lieu pour ces

derniers, une géodésique ne réalise 'extrémum de l'intégrale fds que

si, le long de cette ligne, le vecteur K reste équipollent & lui-méme.

L’introduction des fonctions tensorielles T, linéaires en I/, vanous
permettre de délerminer complétement une connexion euclidienne
(G —E). A cet effet, nous ferons la convention intrinséque suivante.
Considérons une suile linéaire d’éléments de contact, partant d’un
élément A et y revenant. Sil’on fait la carte de ce cycle dans 'espace

euclidien, la position finale A de A est en général distincte de sa
position initiale. Dans le cas ot 'on se borne & des cycles infinité-
simaux analogues aux parallélogrammes de la géométrie rieman-
nienne, dont les éléments se déduisent de A par transport paralléle,

le déplacement & effectucr dans U'espace euclidien pour amener A en
coincidence avec A se décompose en une translation et une rolation
qui traduisent respectivemecnt la torsion et la courbure de I'espace.
Nous imposerons aux coefficients I'/, des conditions telles que les
composantes contrevariantes de la torsion de ces cycles soient

Qb= — Ay 0r 01| dat da).

La convention précédente se traduit alors (10.1) par la symétrie
des quantités
N o UL+ T,
vis-a-vis des indices ¢ et /, et les coefficients I';, vérifient le systéme
(A1.1) A 7 D Dk Gl D= Ay 0 L+ b+ Cofs e, Ty
0g;

(5.10) ‘ (—)'v_‘l = Lyji = i

Il faut exclure de ces équations, parce que identiques,

1° celles obtenues a partir de (11.1) par permutation des indices Z, A,
ainsi que celles pour lesquelles & = /;

2° les équations tirées de (3.10) par permutation de £ et /A. Il reste
ainsi n(C}, +n)~+ nC; = n*(n— 1)+ n*> = n* équations & n* incon-
nues et la résolution du systéme (11.1), (3.10) délermine par consé-

uent, les coefficients ‘;"/{ de la connexion euclidienne.
)
L)
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Multiplions les équations (11.1) par A, et sommons; il vient,
d’apres (6.4),
. JL\k(I‘*ik/L__ I‘*/Lki) —o.

Multipliant par I: u; u; et sommant, on obtient

o - - . . ]‘I'
]_bz w; 1y ( quk/z _ *hkt) — All.r /_’
: VE
d’ou
L & . . Ve : o p
Ay —= = 1= it Frikh — pehkiy 4 —]3 w;p Ay (THkn _ THRkty,

Cette relation exprime que les géodésiques de Uespace sont des courbes

extrémales de Uintégrale f ds.

Ajoutons que dans la connexion euclidienne définie par les équa-
tions (11.1) et (5.10)

Propricté intrinséque 1 : Le tenseur K;; =TI, — I, satisfait a la
relation

(1'1!) Ki/‘k+ K.k,'/—{— K/';;i: 0.

Propriété intriséque o : La torsion associéc a un cycle infinitésimal
situé dans I'élément de conctacl (;) est nulle.

Propriété intrinséque 2 : La torsion associée a un cycle non situé dans
I'élément (u;) est un vecteur normal a 1’élément qui sert d’origine au

cycle.

12. ReEsoLuTioN ET p1scussion pu sysTEME (5. 10) (1 F.1). — Larésolution
de ce systéme est intimement liée aux conditions d’existence mémes
des géométries différentielles fondées sur la géncralisation de I’expres-
sion analytique euclidienne de I'aire. Elle montre que cette générali-
sation possede des exceptions (ui ne se présentent pas pour les espaces
fondés en généralisant le ds* euclidien. Ce qui n’est pas sans ougrir de
nouveaux horizons sur les fondements mémes de la géométrie élémentaire.

Faisons monter les indices ¢ el & des équations (11.1), il vient

rikh — [hki . 1(,,( (ks rsl'/L — C/:k.v I‘sl't') —+- Adr [,. ki f\h'l' [ [A' lf—o.
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ou

o
(A1) T DMy N g (N D NIt e Al 0 — Ny == o,

Posons pour simplifier les calculs :
(12.2) Pl = il + Si,

ou Y/ est le symbole de Christoffel de premiére espéce, construit a
partir du tenseur fondamental g;;, en considérant les variables u;
comme des paramélres.

Les équations (12.1) donnent

(12.3) Sikh— Shki _]_g Up( ARl ARy o A& g PP — N [ T fi— o,

-Les vy satisfont aux relations

«l;i/.'/t f—
4
et
ik
3"*/ T ——
" i H

Il en résulte en vertu des relations (3.10),

Skl — __ Sk,
*

Remplagons dans (12.3) S*" par —S%", effectuons successivement
deux permutations circulaires sur les indices 7, &, A, Il vient en
ajoutant les trois équations obtenues

Sikh_‘_'gk/;i_'_ S/u‘/;: 0.
ct

(12.4) Shtk= j’l_ ,,’:( Adks St Nlks i) 4 \/]z_v_ (Al Alksy i)
VT :
4~ !\i.,‘ [/‘[k [/1 — ;‘\I",. 1/‘ lA‘li.

L’introduction des quantités

. VR e
(12.5) Fil= Y0 14} Stti,
B L.
o
(12.6) . Hlom \pik— \—li’— A g ey, S
4
' o \"l: o
i & ik AT & ik
(12.7) "= = T (2 - |2 wg gy
4 4 4

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 4, 1948, 37
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permet de mettre s/ sous la forme
(12.8)  Sli== AUk, — AlhE; 4 ylﬁ u/;(Al-jh.l,hl\c/_ AUy - 17 (Al ! — AD, ).

Nous allons déterminer £7 et &/ en fonclion des paramétres v'. Au

cours de ce calcul, nous nous servirons des relations (3.3), (3.4),
5.5) et (6.4). Remplagons dans &7, S*/ par sa valeur tirée de (12. 4).
Ona '

o 2 '
= b i ,(',.(/\_/\//ISILIL N’/"S/{‘) _]f?_q uku,‘(A‘k/thri Al]h.],hlk)
LV} 4%

+ ‘/Tg wp (AR TP N 1 U 1Y,

el'en vertu de (5.4), (12.6) et (12.7),

(12.9) i) == J;gt_ ity — 1707 ATy 'I’ wupA gy
- .

Portons cette valeur de £/ dans (12.6). On en déduit
.. T L
(12.10) HZ=Aytli= @AZQL— AgNfhegy — Fln A A T Apteg Ayt

La multiplication de I’avant-derniére relation par A; donne, d’aprés

(6.4),
(12.11) ‘ AU+ A AR —o
et, par conséquent,

(12.12) fH=— (AkA,I‘il‘+ I,Ji AkA,vAk"h> n— LA AL+ !Iil ukA1A/,Y"H.

o

=]

De (12.7), il vient, en tenant compte de (12.8),
) !
(12.13) w— & wi Yy — - Ili Wbk AL,

]J2

/o /
;& hap, kI g -
—_ \l_~ ll,kA t ;’/,’{ 5_2_ 1. "/,vA/l uk"l’hb A

En substituant la valeur de I A%, tirée de (12.13) dans (12.12),
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il vient,

.. — L i Li i L, \/;r ) .
= A[ AyA Ry —/—-‘ AGA AR ——A’ iy — ]—ELU\[U,-UkT/’A: 0.

Ve Ve o Ve
Compte tenu de (12.11), on a finalement
s
(12.14) fiem — (A,/\""—— — /\”> = S LA gyt
Vg L

Remplacons dans la formule (12.9) ["A’, par sa valeur tirée de
(12.13), nous obtenons

i o | AR W B i V& © Lo L
BV Ny — — = e LS G Loyt — —— T wptf==o.
Ve ‘ ‘ Ve
Multiplions (12.1 ar u; et sommons, 1l vient
’
'
., L g
witt— —= A+ SI:‘ Aty yh=o
Vs !
ct
LiL/ Lio» lg
5 zi ijh Al il Vs irk
(12.15) F- [ Al — — A = gy - Tz—l/u,-zlﬂf —o.
5 Ve -

& 5 ainsi que Siig exprlment donc, au moyen des n paramétres v,
liés par la relation

1o

n"
h. S il A
| Y — L witdjregp

obtenue en multipliant (12.7) par «; et en sommant.
Il nous reste & déterminer les n quantités v,. Explicitons les
quantités /" A", ; d’aprés (7.5) et (6.1), ona

AL =T ON L OAT T ALY
dz- dus
ou '
o /
AL =1 3[\, —+ \1 3;} wpu, L'k Y2 \/b Ape, Thr4 X v g Alu, Gk, l/"

cten vertu de (12.2), (12.5),

/ [or o OA!
Al == 1" 31;\, 3;}\ u,.:—;s"—i— L’i ANpte, SH - A gae, CHIE \/]——5 g% Uy~
\/ 8

Agupyhlr 4 X2 v é Apu, CHb gy



290 FELIX ALARDIN.

Remarquons que
]

u,.f;*"':

shkh
o ’

o

o
il en résulte .

= — Ve "
L

14 o >
(12.16) er/t,_: l"%; 4 AL, 4 Ag Ak, 4 \/_IQA" ltr‘r/""—i— \%Aku,-sk”.

De (12.8), on déduit en multipliant par A, et u;,
\/

P S — Ny AU — U A = BN Y2 Ay = o,
Vs 8

et compte tenu de (12.11), (12.15),

L 1.
AsuiS4 — ZLiA g+ »]1 Ajwrup vy =o,
or
8 B .

d’ou
JdA! \/_
(12.17) AL =1 T = AL Ap ARy - -——:\/'Y)/L Aguyhr
\/ o
— SI/—fPL’A,. wpupy . 3

D’autre part de (12.13), il vient

/_ v o . o , 1./

IrAl,— l %y Ay — I% L/t A ey —+ Eq: wip ' — ol - — T witk.

En se reportant a (12.14), on voit que /’A’, peut se metlre sous
la forme

(12.18) ("N = —i—g wp N — \l/h LY atg A g% + ]— witt; Y — Ny Nithg, — .

‘En rapprochant les expressions obtenues ci-dessus pour les quantités
/A", nous obtiendrons la relation remarquable

I /—

' - /& 7 ON!
(12.19) Khqg,= SI— ty \/*"‘“—- —l— 2 Ag e+ ]-»- u,u,y"/— \7~ Z)L'
avec
(12.20) K= Al o A, \A//l+ R \n+ o

Ve

Cette équation entraine, en plus de ceux qui ont été signalés au



L’AUTOPARALLELISME DES COURBES EXTREMALES. 201

début de ce paragraphe, des développements géométriques (§ 12,
15, 14) étendus et intéressants. Llle conduit notamment (§ 135)
a classer les espaces métriques fondés siir la notion d’aire en diverses
catégories suivant le rang de la matrice | K¥|.

Dans le cas général des espaces réguliers (discriminant |K¥|5£0)
les n quantités v, sont complétement déterminées par les n relations
(12.19) et le systéme d’équations (8.10), (11.1) admet une solution
unique.

Le systéme différentiel

(:)1: 0
caractérise les courbes extrémales et les quantités T/, définissent une
connexion euclidienne ( G-F).

La formule (12.20) a le défaut d’étre dissymétrique. Les deux
relalions

L 0 L2
Klh—— NI AR A, T
ApAH= ATA / —A/ duy duy duy
18

el

12 0o LA
— \ = -+ —:.A/—‘ZA[AI'
g dusduy, Ve

Al ==

a

a

conduisent & la formule parfaitement symétrique

FP Ny, ¥ 4 5
12.01) Ko OV My gy Mo by g
oG du,duy, \y Ve i S Quyduy duy
L= g<

ou
]]/Il:g//l_|_ }\Ak!\k”'
est le tenseur symétrique introduit (2, p. 21) par M. E. Cartan.
Les résultats précédents permettent de compléter largement le
théoréeme de M. E. Cartan relatif a Péquivalence des intégrales

multiples, par I'introduction de toute une catégorie nouvelle d’inté-
grales et de I'énoncer sous la forme suivante :

Toute intégrale multiple, pour laquelle un des discriminants |H' | ou
| K| est différent de séro, admet un groupe de transformations

n(n--1)
2

ponctuelles dépendant au maximum de paramétres.
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On peut maintenant, dans le cas général, vérifier la relation
Lli(:)i: 0,

qui exprime que le vecleur unitaire normal est perpendiculaire a sa
différentielle absolue. On a, en effet,

I
0— _
~ dLi /o . .
U= Ui—= L 7%‘? —+ \L]—"— wptyRy— wikl ) dah.
Ve ' ‘

D’autre part :

I . 7 Jd s ()0‘-/_
1° wp iy = - wp gt gt | 27 i” — ==
2 dxh dx’ dx*
1 dgkt 1 d(ghuw) 1 ) d(urgtr)
—_ . R kr g, 22O T/ 2w gl S - B
=3 u; ukW 5 w8 &t P -+ 5 Ui &% v o
I Jdght L JL . L2 og
= Uil = e o —— s
2 R g 0z ' 2g da’
90 Wit = \/gu,lltksikh: 0;
; 1 JL
o — U b= /i
3 /_u‘dL__ =3 ;s
Ve Ve
par suite,
(12.22) ;o' = o.

15. Lrs espaces siNguLiErs. — Les équations (8.10) et (14.1) ne
déterminent complétement la connexion euclidienne que dans le cas
ou le discriminant | K¥| £ 0. K/ étant le tenseur

y U L
ANGT e o Ap AR — A g1,
P
Dans le cas ot | K| = o I'espace est dit singulier. 11 est dit totalement
singulier si le déterminant | K| est de rang 1. C’est ce qui a lieu pour
I'espace harmonique fondé sur Iintégrale double ﬂ(p2—|— q*)dzdy.
Les espaces lotalement singuliers jouent un réle important dans la

théorie ou leur caractére analytique résulte du théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que I’espace soit totalement
LiL/

o
o]

stngulier est que KV =
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On peut rapprocher ce résultat de celui obtenu par M. E. Cartan
dans son Mémoire sur les espaces métriques fondés sur la notion
d’aire (p. 21), ol il trouve une condition analogue pour la singularité
totale dans sa connexion.

Pour établir cette proposition, observons que les quantités K¥
vérifient les relations

) ) Li . )
K uy = g"uj+ —= Ay + 2 Ap AR g+ Abhy,— gty

o

et

o o I ()L?-
S Kij ot = 2 ot ;==

L RKiuiuy= 7 g uu;=

L2 A R T a2 dudu;

Ul ;== I.

Considérons alors la forme quadratique K¥o;a;, ot les o; sont
nvariables indépendantes. Onsait (7, p. 98) que la condition nécessaire
et suffisante pour qu’elle soit décomposable en une somme de . carrés
est que son discriminant soit de rang 1. Si la matrice | K¥| est de
rang 1, K¢, a; peut se metire sous la forme (A'a;)* et

Kii= 3.

Multiplions cette derniére relation par f’ uzu;, il vient

]“’, Kil ;= [ Vf “ill] =1

et
. L
Muy=—=== ..
5
On en déduit que
L L. ) L JdLe 1 JLr  LL/
KV = (M)l =2 —N=u "= — ) ~——— == —
Ve 28 " O0u;du,  2g du; &
d’ou 1l résulte
J
)\j:i l:’
Vs
et de 14, ce (u'il fallait démontrer,
v

| N

o
S

L.a condition esl donc nécessaire. Elle est aussi suflisante car, si
LiL/

o
o

Kii =

bl
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la matrice | K| est évidemment derang 1, les quantités K/ ne pouvant
étre toutes nulles en verlu de la relation

Ky, = gt w,,.
Lia condition pour que l'espace soit totalement singulier a, comme dans

la connexion euclidienne de M. I5. Cartan, une signification géomé-
trique qu'il est aisé de mettre en évidence.

% .
Soit X un vecteur quelconque de composantes contrevariantes

—> . .
fixes et DX sa différentielle absolue lorsque son élément d’appui
tourne infiniment peu autour de son centre.

> e .
On a, en représentant par Q la différentielle absolue du vecteur
unitaire normal,

3>
X :(A]‘I'—|— A]AM/’)‘{LG)/
et
> >
QX =—= 5,/;/: X, Wy,
ainsi que

>
ADX = A X, Ci*luy,, =
Remplacons dans cette derniére relation du, par sa valeur tirée de
w;,_g/g([[l;/‘] ‘ N

II vient
> > .
ADX = A X Aikhgy,,

Désignons par £ le vecteur normal & l’element u; et de longueur

&) i —
1N
Ge !f;e

On a, d’aprés

1 %:Ai(}.
2 g iy
> > ' . -
AX= 1 g— —E.:X/: I__A"X[C«)/l
2 8 Vg Ve

et
>—>  >f=> > > -
ADX +X(DA+ 9+ 4) =KrX 0,

Les quantités o, étant liées (12.22) par la relation

I2w,= o,
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la condition nécessaire et suffisante pour que 'on ait

> o> > >
ADX X (l);\ -+ 8 +A) =0,

s’exprime par
K/ X == o/ X, L,

On en déduit
(13.1) K= o/ L,

Multiplions (13.1) par «, el sommons

K%y = g"up= - LL/=o'L,
5
b 1 ~
d’ou
L/ . /LA
(11: — et K= —.
\/ o S
&

La condition nécessaire et sufﬁsanle pour qu un espace soit totale-
ment singulier est que I’on ail identiquement

}\I—)i, (Di—f—!—%«i)::u.

14. Les exrriémates bes espaces C. —— Bien qu’invariantes par un
changement de connexion euclidienne, les équations caractéristiques
des courbes extrémales de I'intégrale

= | ds :f\'g,-/ dat dal

revétent des formes analytiques diverses. Nous avons déja signalé la

forme (/4.2) de M. E. Cartan

(%.2) DA"+< iy ) =o.
\(

s/

La conunexion euclidienne (G-E) conduit a la nouvelle forme, parti-
culi¢crement simple, de ces équalions :

(141) ](if(:)/:(),
Mais ceci n’est pas seulement une question d’abréviation, car (14.1)

permel d’étudier trés simplement les solutions de (4. 2).
Journ. de Math., tome XXVII, — Fasc. 4, 1y48. 33
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Les courbes extrémales sont, dans le cas ou la matrice | K¥| est
différente de zéro, définies par

N wj

avec : -

o _Vedlw]|, [waove Vg, p,]do
ds — L (TS[I] [L oz’ L wi L ds ’

ou les n coordonnées homogeénes u,, u,, . . ., u,, qui définissent I’orien-
tation de I’élément de contact, sont les fonctions

o dxt
up—=— url a2, = }»
ds

dat Li

s T g

tirées du éystéme (4.1)

Les équations des lignes extrémales, étant du second ordre, doivent
s'intégrer, au moins théoriquement, avec 2n constantes arbitraires.
On doit pouvoir se servir de celles-ci pour faire passer une exirémale
par deux points donnés de I'espace ou par un seul point, mais avec
une direction donnée en ce point. De la :

La condition nécessaire et suffisante, pour que chaque élément de
contact (u;) détermine une extrémale et une seule tangente au vecteur
unitaire normal, est que la matrice

K7 | 0.

Si ce discriminant est de rang p > 1, le systéme (14.1) admel
[7, p. 52] une o" solutions, y comprise la solution zéro. 1l passe
par chaque élément de contact une oo"~* courbes extrémales, nor-
males & (u;), qui constituent une variété Vz—p—+1 dont Pétude
peut étre intéressante.

15. Espaces a Tensevr A" == 0. — Un espace d’éléments de contact
(au sens de Lie) a connexion euclidienne est défini analytiquement
par la donnée de :
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1° La mélrique :
(15.1) ds* == gii (&%, wy) dad dad

au voisinage Q’un élément de contact. Les coefficients g;; sont des
fonctions des coordonnées de ’élément. Ces derniéres comprennent
les coordonnées ' du centre et les coordonnées homogeénes u; défi-
nissant ’orientation de ’élément.

2¢ La différentielle absolue* d’'un vecteur quand son élément
d’appui et ses composantes varient infiniment peu, différentielle de la
forme

'

DXI= X!+ X*Cit duy -+ XAy, dach.

Le déplacement paralléle étant tel qu’il conserve les longueurs, on
a les conditions

()U'..
Sif . N7 3 Al
T = g G 4 g Cfh= C;fi 4 Cyjt
It
et
dei T4 o TA,—T r
Dk — Sik V" n~= i L n=1 jin -+ Lijn

que doivent vérifier les coefficients €, et pour que I’espace soit &
connexion euclidienne.

M. E. Cartan a indiqué [2, p. 8] comment les données précédentes
permettent d’intégrer dans un seul et méme espace euclidien, une
suite continue d’éléments de contact. Dans le cas particulier des
espaces 4 tenseur AY*=o, on peut |5, p. 106] préciser davantage
celte opération en montrant l'existence d'une métrique cuclidienne de
raccordement e long d’une courbe I' donnée. La mesure de la longueur

d’une courbe I' infiniment voisine de I', soit dans la métrique rieman-
nienne, soit dans la métrique euclidienne de raccordement, donne le
méme résultal aux infiniment petits du second ordre prés. De la
résulle 'équivalence de la définition des courbes extrémales et de la
définition des courbes auto-paralléles.

I.a coincidence des géodésiques ct des extrémales dansla connexion
euclidienne (G-E) entraine-t-elle I'existence d’une métrique eucli-
dienne de raccordement le long d’une ligne I' donnée? En d’autres
‘termes, y a-l-il parmi les cartes de I' dans I'espace ordinaire une
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métrique euclidienne, telle que la mesure de la longueur d’une

courbe infiniment voisine T, soit dans la carte, soit dans I’espace de
Cartan, conduise & un résultat identique aux infiniment petits du
second ordre prés?

THEOREME. — Les espaces riemanniens & connexion euclidienne de
Levi-Civita sont les seuls espaces métriques fondés sur la notion d’aire
qui admettent une métrique euclidienne de raccordement le long d’une
ligne quelconque. :

Pour étudier les variations de la longueur d’une courbe quand on
change la métrique, considérons une représentation paramétrique
de I'. Posons

=G, Ay Ane oy ),y

¢ désignant la nouvelle variable et «,, a,, ..., «, des paramétres
variationnels indépendants.

La déformée I" de I' a pour équalions paramétriques
= Gl (4, oy —+ Odty, oy~ 0y, .., -t 02,)
et les coordonnées homogénes (u;) et (u;) des éléments de contact de
I' et I vérifient les deux systémes d’équations

Li(af, uy) 2!

Vs u) gk, w)aras

et
L, ) po .
Soit,
(15.2) ds*= gy (x*) dat da’

la métrique euclidienne de raccordement. La courbe I' ayant méme
longueur dans (15.1) et (15.2), on a

8

fi

8ij

Le symbole = indique que ces deux tenseurs fondamentaux différent
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de quantités v, liées par la relation
Yt == o,

.,,1

L’élément linéaire de I' est dans la métrique euclidienne (15.2)
ey — a —r— - L, () i TR T
ds? == gy (ef o Oty T di? = gy i’ e+ ()—;'Z/- 2 ok de?.

Remarquons que

o —=dxt ) ER TN
(15.3) 2= = &' - 01 0%, 0%y,
(3
d’ou
2 4 o

— A oy )
3, 4 Aiyd 2 . ok Ay 5 P SU i i Sk 12
ds? = gy (af, we)aal Tl de - o gy (k)L Gy dt* - =S i ok dit.

Jat ():Z/l

Dans la méirique de Cartan, I’¢lément linéaire de I' s’obtient &

partir de (15. 1), en subslituant a (") («,) les grandeurs (2" ) et (u,)
En effectuant les calculs, 1l vient

) — N ' ca o Qg (k) g ey
ds?*= gi; (&K, wp )T dtr == gip(2¥, up)d'all det + -—3—'—’—’—) dak i d' T de?

duck .

()b i

duy

- 22X upatiat dee,

Girdce a (15.3), (5.4) el (8.8), on trouve, a des infiniment petits
pres d’ordre supérieur au premier,

2 Agi (TF, g
R Jiod 5 fexi s Yk) i ik T
s == gy (%, wg) A 2 gk gl )I) Oy ddt®- —T dt ok dit
L7 dy 2 2 1\-4/ 2ok
2 Ak DSk i St de 4o —R LM Say, de2,
\/vr () A \/g}-\-.l‘,"ll',s o ()2/:

el les fonctions g;;(.x*) satisfont a la condition

p
(),,,, ] Sk dei(ak, ug) i

ook o ok

2\, Dk
:,//l— —_— ol./l'll,'l/ 61/l.
\ Srel s Jt ()1/.'

v ok o

La relation précédente ne peut subsister quelles que soient les ca
que sil'on a, pour chaque valeur des «/,

(15. 1) Aiik—= 0.
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L’existence de la meétrique euclidienne de raccordement (15.2)
entraine la coincidence des courbes aulo-paralléles et des extrémales

de l’inlégrale] ds. La connexion euclidienne des espaces a lenseur

A'—=o0, qui sont [2, p. 20] les espaces riemanniens, doit vérifier les
conditions générales (8.5)

Ll‘ o s N /—; S ..
Abg— = £y (T0h— 1047 ) \—I-é—’- N (FHk — Ry,

—
Lo

Ve b
Conformément a (15.4), (8.5) se réduit a
ik == it

d’on : Les espaces riemanniens sont les seuls espaces meétriques
fondés sur la notion d’aire qui admettenlt une métrique euclidienne
de raccordement le long d’une ligne quelconque.

Il en résulte un procédé parliculicrement simple de discrimination
des espaces C, en espaces a [enseur A“* nul et en espaces & tenseur A"
différent de zéro. St un observateur a mentalité euclidienne se déplace au
voisinage immédiat d’une courbe arbitraire, en effectuant des mesures
dont la précision ne dépasse pas le premier ordre, il se trouve dans un
ou Uautre de ces espaces suivant qu'il s'imagine ou non étre dans un
espace euclidien. '

16. Untcite pE LA CONNEXION EUCLIDIENNE ( G-E).

THEOREME. — Dans un espace métrique, deux connexions euclidiennes
aux mémes lignes géodésiques sont identiques.

Nous ferons la démonstration pour un espace d’é¢léments de contact;
elle s’applique a I'espace ponctuel en négligeant dans nos formules les
coefficients C,.

Démonstration. — Soient I't/, et [/, les paramétres de ‘deux
connexions euclidiennes. Je dis que

(161) ]-‘i/‘k:-—;i//\"

Pour justifier (16.1), partons de l'expression analylique de la
différentielle absolue d’un vecteur de composantes contrevariantes X'.
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On a, avec les notations habituelles,

DX7 o= d X4~ XACyh day -+ XAT G, daty

DXi== dXi4 NAC gy - xkfkm dz.
Dés lors, la différence

DX/ — ])X“:(,[‘A‘i/, — l‘A.‘,,)X_’( dxh

est un vecteur contrevariant quels que soient les vecteurs X, dz". De
la, le caractére tensoriel des grandeurs a trois indices

By’ = Fils-— Lige

D’autre part, de la coincidence des courbes géodésiques

drat o Ay dat odek dah
— G = —— - Ty —= —= =0,
de dt  dt de dit '
d?xt duy dot = dak dah

— o (i —= —— I p— —— =0
ae VYT A TV .

associées aux systémes de paramétres I' et T, il résulte que

T ok il ok
_ N7/ . dxh da
(\I‘k'/z'—rk,/z\ b det ld, —h

R T T
Dans ces conditions [ 8, p. bg ],
(16.2) Bii’ + Bux' = pix 84’ + pa 04,

ol p, représente un vecleur arbitraire d’élément d’appui (2, «;).
En vertu des secondes relations (3. 2),

98 _

e =—Tui—Tn,

d(}ii — —
gt y ..

gk i, — T/,

(ui assurent la conservation des longueurs par déplacement paral-
lele, on trouve successivement

(r”}—— FifA-)+<Fj[/;-— F’"k) = o0,
(16.3) Bi/ - Biji== o.
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Reporlons-nous a la formule (16.2); nous aurons
PE==0.
d’ou, la relation remarquable,
Uy — Tyl = Bui= o,

qui exprime l'identité des deux connexions euclidiennes.

En particulier, dans un espace de Cartan, la connexion (G-E) définie
parle systéme (11.1), (8. 10) est unique. Ilen est de méme dans Uespace
de Riemann pour la connexion (G-I0) de Levi-Civita, et dans Uespace de
Finsler pour la connexion ( G-E) de Cartan.

CHAPITRE III.

La méthode du repére mobile.

Le role joué par la méthode du repére mobile, d’une part, dans les
géomeétries différentielles généralisées et, d’autre part, dans la théorie
des groupes conlinus de transformations, marque le contacl étroil
existant entre ces deux disciplines.

Toule la géométrie différentielle des espaces de Klein est ainsi
subordonnée aux propriélés intrinséques des conditions de compati-
bilit¢ de Darboux-Maurer-Cartan, auxquelles sont soumises les
composantes relatives du déplacement infinilésimal du repére mobile.

La différence entre une géométrie kleinéenne et les géométries
non-holonomes adjointes apparait par le fait que les équations de
structure ne sont plus vérifiées. Elles doivent étre amendées par
'adjonction dans les premiers membres de termes complémentaires
qui traduisent la courbure el la torsion de I'espace.

(e second chapilre a pour but d’adapter la méthode du repére
mobile aux espaces C a connexion (G-E), de déterminer les ¢équations
de structure et d’en dégager les propriétés caractéristiques de la
géométrie fondée sur la notion d’aire.

A7. LA FAMILLE DES REPERES TRIRECTANGLES ADJOINTE A L'ELEMENT
cENERATEUR. — Considérons au point origine A de chaque élément de
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contact (&', u;) la famille des triédres trirectangles dextrogyres

> > >
Aejese; qui possede les proprletes suivantes : les vecteurs ortho-

> > >
gonaux €y, €4, 63 sont de longueur I; e._, et e, sont ltangents al element
e3 est le vecteur unitaire normal.
Les composantes relatives du déplacement infinitésimal d’un de ces
triédresintroduisent douze formes différentielles w;. Les trois premiéres

> > >
sont les coordonnées par rapport au triédre A e, e e, de l'origine du

triedre infiniment voisin. Les autres définissent les différentielles
> > >
absolues De, des vecteurs unitaires e,, ¢,, €,

> > > >
De,=w, e, 0; ea+ 0, €3,
> > > >
De.=0); e, 4 ws €.+ v, ey,
> > > >

De,= w6+ 0160+ ®yacy.

+ . .
Les vecteurs ¢; satifont aux conditions

> x> > > > > > >
ei—el=ei=—1, ey e, €y e, €5 €3== 0,
d’out
W, == Wy = Wyy== 0,
®W; + w; =0,
W~ Wy = 0O,
Wyq = Wy =0,
et .
> > >
De 05 €y 0, €y,
> > >
(17.1) Dey—=— w e, + wyey,
’ > > >
De;—=— e, — wye,.

lLies formes w,, w,, w, sont linéaires en dx, dy, ds ; les formes w, w,,
ui ne sont autres que les formes &, &,, du mémoire de M. E. Cartan,
sont linéaires en dx, dy, dz, dp, dq; la forme w; est, en outre, linéaire
en dl.d0 représente I’angle dont tourne le tri¢dre trirectangle autour
du troisicme axe.

Désignons par X, Y, Z les coordonnées d’un vecleur d’origine A par
rapport au triédre mobile et X, Y, Zses coordonnées relatives au

Journ de Math., tome XXVII. — Fasc. 4, 1948. 39
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repcre de M. E. Cartan. On a

X=X+ 1aY 427,
(17-2) Y:)“21X+)\22Y+)‘.23Z,
7 =03 X 4+ 15 Y + Ay Z.

Les symboles ;, liés par les relations (17.3), (17.4), jouent un
role fondamental dans la recherche des équations de structure.

Fig. 5.

1* Soient dzx, dy, dz, sx, gy, oz les coordonnées de deux vecteurs
infiniment pelits situés dans I’élément de contact = et d’origine A. On -
aura .

o (d) =1y dr~+r,dy 4+ A, dz,
o (d) = doy dx -+ ko dy + Dy ds,
o;(d)=o,

01(0) == kg 0 =4 dg» Oy 4 Jyg O3,
05(0) == Doy 0 —+ hgy Oy + Dy O3,

0;(0) = o.

Rappelons que l'aire (o, ®,) du parallélogramme construit sur ces
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deux vecteurs est définie (2, p. 12) par

. JF oF Ji JI¥
[oyoy | = [F—p

()_1, — /](_); — Ep[r/)/ dz | — (){][d; AR
De la, les égalités

Fadas — haohorz= — L
dp
(17.3) Das has — z,,_;.g,? ‘;—f]
Yt — hyshay = F — p %'D g 31; ,
2 On déduit de la forme différentielle
W= l/I—%z-r(a’; —pdr—qdy),

N ,
qui exprime la projection sur I'axe ¢, d'un vecteur de coordonnées dx,
dy, ds,

I - _
)“2_\1?[’) )\32:_\1? 75 2 3.—_—\/1‘5.
D’autre part, du tableau des quantités @V = = gL
’ 2 dpa di,
an_[rgz_l_“_*_ ()_F : S o1 JF oF
- l)[)2 ()l)_ ’ = W -+ (7}; (777:
il ) - o JF 12
e g 7 1o JF
« —Pr()prl-f/l I 97 wr= ()(]2—0—[()(/],
oF F JoF or
W =qF dq’+Pl Ip9q a¥=p*1 T +q F()q‘—’
2Ij(F )d—lf—- (_)E (r JF aIT\2
o\ e o) 1 15)
g O
. . "Pq ()P ()(],
il vient

- TR 2F *F
—_— 13 — — ———— ——
A=|a/|=F I:[dpd(]J I ()q?]’
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d’on
o — |7 Y[ OPET (P_[‘(_)__l:
VSV Loy ] o o
et

’ YT °F T 0°F o°F
=D | dp oy | 9pr Ip*’
1 — =
. 2T |2 0°F O*F
17. nm— AR A Mt
ary e ”\/L)p f)q_l ap* g’

. Y[ OF |2 ¥ o°F
T l()p dq opt ot

Les trois premiéres composantes relatives du déplacement infini-
tésimal du repére mobile s’expriment linéairement en dz, dy, ds par
les formes de Pfall

[ wy=ly dr+ by dy + by ds,
0= Lgy d.x 4= Day dy 4 Dy dz,

T 2F 12 0°F 0°F
=/ |Gam ]~ e a

Un calcul immédiat montre qu’inversement dz, dy, ds sont des
expressions linéaires en w;, w,, ©,,

(17.5)

! N - N
dr= FI‘ ()\22—{—(1/.23)&),——% (2a2—+ g lyz) o,

oF 1

" dp )T B°F | OF &°F
[01’04] - dp* dg

dy—=— % (Pat—+ plag)m + _ll*— (A + phy)w,y
oF I

9 )T BT | &F &#F
[0110'1] Copt Iy

I

dzs —=— l—l‘,(q).ﬂ—{—p)\n)m‘ + F(qZ“—plm)m2

I o

-+ )
/| OF 7 0T °F
[0pdq] ~Ipt g

W3,

(17.6)

W3,

I —

3.
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Posons

== hyy dr == o dy + by dz 4y, d, Ty dg,
(17.7) { o= Ay cdx e d) i (s == Ay dp =+ 1y dg

o= Py '+ Dyo dy = hyz d3s = Dy dp - T dyg.

Introduisons les composantes contrevariantes, relatives au repére de -
M. . Cartan, de la différentielle absolue du vecteur unitaire normal

| B 1 -
. . Jd7= -
G L O 1 O V&L VE s, |
v V& ap? v Ve dp g dq+ _L dat L il k] dt,
B 1 7
. 5 J == -
Te—_ L _ﬁL L ﬂ s V& VE 1 n
(17.8) wi= \;',;’ dp dy “ap \A’ dq? dq + _L ol + L il "] dat,
P d—ﬁ—l“(/;———l—r(' i d, ! —————()2F dq L, l
- \,/C};-p Jap? / Ve /()[)()(] ? (;l' dp dq 7= ;; 7 dy? “
L -
()—_‘: = .
e [I 3 ___V/é’ —+- \—/—é: wi U5y Vedat
\ Y Lo

Avec celle notation les formes w, et w, s’écriront

17 0y == ki ol -+ 742(:)2—'— 7-13(:’3:
(17.9) 0y == gy W = Ly % 4 Loz 7.

En identifiant (17.7) et (17.9), on trouve

/ 7\u—'—-——i)\n ﬂ ““I‘.xlz—d!F —_l:)qa[’ 0—2}3 —_I:).‘:‘(]___()'-’F ’
Ve Jap* Ve dp dy Ve Jap? Ve Jdp dg
}\‘5:—4-7\“()()%—-»1—_ 12 E))l; —L- 13]7%)11—%7\13(/ (5—135
(17.10) ‘g Y Vg 017 Vg T P9 g 7’
I 2 F I 0*F I 0*F 1 F
)\5‘:—'—,2221 d0: A gn o0 T o 23 P ot "'leana
Ve P \/g P oq \/g P Ve P oq
A,.:-———I—_—)\zlﬂ——; 29 'd—ZE —‘—I:)‘Q:\Pﬂ‘—ﬂl‘_)\egq ﬂ'
L Ve op dg ¢ 99 /g dpdg \Jg 7 d¢*

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer la théorie du
repére mobile a 'étude des surfaces el d’oblenir sans peine, au moyen
des formules précédentes, les principaux théorémes relatifs aux élé-
ments fondamentaux des courbes sur une surface.
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18. APprLICATION A LA THEORIE DES SURFACES. — On peul aborder I’étude
systémalique des surfaces S en se plagant, comme on I'a fait pour les
courbes, a deux points de vues différents : celui de M. E. Cartan, qui
associe a chaque point d’une surface son plan tangent, et celui, plus
général, qui consiste & adjoindre a chaque point de S la famille de ses
plans normaux.

C’est le second point de vue que nous allons développer. Il synthé-

. , . \ re

lise la théorie des courbes el, dans le cas des espaces & vecteur A nul,
il montre le rdle, analogue a celui des droites du plan, que jouent les
géodésiques sur une surface.

1° La courbure normale. — Soit une surface quelconque S considérée
comme lieu de ses éléments de contact normaux. Détachons de la
famille des triédres trirectangles, associée a chacun de ces éléments de

Fig. 6.

. . *
contact (u;), le repere dont le vecteur unitaire e, est tangent a la
surface.

La courbure normale Pi en un point A d’une courbe de S, tangente

n

>
en ce point au vecteur unitaire normal e,, sera définie comme en géo-
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métrie ordinaire par

>
>De, o), oy
—e, = =— .-

n ds T ds T oy

(18.1)

o

Nous allons supposer, ce qui ne restreint pas la géncralité, que la
surface est définie par I'éqhation

(18.2) at=o.

Le vecteur unitaire normal a I'élément d’appui a pour composantes
contrevariantes

(18.3) ‘ —

On a, par suite,

~ Ve v
W = R wi U5 dat,

d’autre part, de l'identité

0y = Ay v+ hyy dy =0,

qui a lieu quelles que soient les dilférentielles iz, dy, il vient

)\21 = ;\2-3: 0

En tenant comple de la seconde relation (17.9), on voit que la

1 4
courbure normale — est la méme pour deux courbes tangentes; le

n

théoréme de Meusnier s’étend donc aux espaces métriques fondés sur
la notion d’aire.

2° La courbure géodésique. — La courbure géodésique se définit,
comme en géométrie euclidienne, riemannienne el finslérienne, par
e produit scalaire

>
l '>D€;; Wy Wy
/ A ol R ot SN L
(18.4) pl,_ei ds 7 ds w;

-

La courbure géodésique,pi est la composante du vecteur de cour-
14

. . I
bure de la courbe I" sur I'axe d’'indice 13 la courbure normale ~ est sa
Pn

-

composante sur la normale a la surface.
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-

En effet, en vertu de la relation (12.22),
Liny;= o,

>
De R
— se trouve dans 1’élément de contact =. On

le vecteur de courbure T

peul poser

>
>De, ;__ 1
“17as — '_M_pb
et
oD =t
ds : I
d’ou
D* > >
5 Dey ey e
(18.53) ey

Cette équation (18.5) fait dépendre la courbure géodésique d’une
courbe I' d’¢léments de conlact d’ordres supérieurs au premier; elle
n’est donc pas la méme pour deux courbes tangentes.

3° La torsion géodésique. — Le produit scalaire
>
I _;Del Wy Wy
Y, tds T dsT wy

introduit la torsion géodésique.
Nous aurons ainsi

> > >
De, €s e,
— =
ds §  Pu
> > >
De, e e
= — —

ds | PR
D > > >
e. €y €y

- —‘ —_— + -
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. . > > >
On peut conclurede la que le mouvement des axes du triedre A e, e, ¢,
) ’ L L I I I
est complétement déterminé par les quantités RS VA
n g U8
4° Les lignes géodésiques. — On définit les lignes géodésiques d'une
surface comme lignes a courbure géodésique nulle. Le long d’une

telle ligne on a, par définition,

et

>
De;, e
de 7 o,

De

[ . . e, ’ .
Si —estidentiquement nul, — = o, et la courbe est une géodésique

Dn ?ds ¢

d’espace. Si - est différent de zéro, le long de la courbe, la différen-

on
. . . > N . .
tielle absolue du vecteur unitaire ¢, est normale a la surface. Ainsi,
les géodésiques d’une surface sont, ou bien des géodésiques d’espace,
ou bien des courbes le long desquelles la différentielle absolue du
vecteur unilaire normal est perpendiculaire a la surface
Dans 'espace ordinaire, les géodésiques de S sont aussi les extré-

males de I'intégrale [a’s. Nous allons montrer que cette propriété

caractérise les espaces C a vecteur ’_( nul.

Soit ® (x', x*, *) =0 I'équation de la surface. Il faut annuler la
méme varialion (u’au paragraphe &, mais, comme les lignes doivent
&tre tracées sur la surface, les variations ¢’ sont liées par la relation

o

Jzi°

(18.6)

xi= o,

: ’e . .
En conséquence, I’équation principale

or JF .

ne se décompose plus en n autres.
Servons-nous de la méthode des multiplicateurs. Il vient, en mul-
Journ, de Math., tome XXVII. — Fasc. 4, 1948. 40
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tipliant la premiére équation par et en lui ajoutant la seconde.

oF CIr L 00
— —— f— A — i
l dzt d [ ().r-"J A ().»1-"] dwh=o.

En vertu de (18.6), il n’y a que n — 1 varialions indépendantes.
Sil'on détermine A de maniére 4 annuler le coefficient de la variation
indépendante, les coefficients des n—1 variations indépendantes
seront nuls aussi. On a donc

ar
dzk

d

— A —— —o.
dak

B0 oo

Cette équation s’écrit, dans la connexion euclidienne ( G-E),
Kik- L _— =
Rl

ou en désignant par v/’ les composantes contrevariantes du vecteur
unitaire normal a S,

(18.7) Ki"c:)k—pnizo.

e . . . ! +
En particulier, si 'espace est a vecteur A nul,
Kik— gi
et les équations des extrémales sont
(18.8) ghop— pri= g*(wr— pny)=o.

Observons que si I'intégrale de base correspond a un probléme
régulier du calcul des variations, la matrice

g™ # o.

Le systéme d’équalions ('18.8) admet la solution unique

(18.9) Wi — KNE== 0,
ou
Wy Wy &)3‘
1y - 12 - MNa

La différentielle absolue du vecteur unitaire normal d’un élément
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de conlact d’une courbe exirémale est perpendiculaire a la surface,

et, les courbes géodésiques coincident avec les extrémales de S.
La réciproque de cette proposition est vraie; en d’autres termes,
tout espace C donnant lieu a la relation (48.9) pour .une surface

>
quelconque est a vecteur A nul.
En effet, tenant compte des équations (18.9),

O — KNE= 0

et de la perpendicularité du vecteur -

o~ ) ) L ~ o~
l\.l“w/,:(.»\_'?" 4+ 2 A AR A") i+ g wy
Vg .
a la surface, on a
(18.10) <.§,f9k+ 2 A AR \/J-(—’ A") wp= Pl
=]

o , /s o
Multiplions (18.10) par Vfu,- et sommons; il vient
:\kg)/\f:: 0.

—
Cette relation ne peut étre vérifice pour toute surface S que sile vecteur A
est nul.

Les espaces métriques fondés sur la notion d’aire a vecteur A nul
peuvent étre regardés (1, p. 32) comme constituant une classe parti-
culiére d’espaces de Finsler. Ce sont ceux dont le. tenseur contracté
A, est nul. '

Le présent théoréme est vrai non seulement pour cette classe parti-
culiére d’espaces de Finsler, mais aussi pour un espace quelconque.

En effet, rappelons (1, p. 17) que les extrémales d’un espace de
Finsler sont caractérisées par le systéme d’équations

~

w; == 0.

Il est évident que les &équations des extrémales d’une surface S sont
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de la forme

W+ hg== 0,

ol ; désigne la composante covariante d’indice ¢ du vecleur unitaire
normal a la surface considérée comme lieu de ces éléments linéaires
tangents.

D’ou la proposition :

Les courbes géodésiques et les extrémales d’une surface quelconque
d’un espace de Finsler coincident.

19. Les fquations bE sthucture. — En géométrie euclidienne, les
composantes relatives du déplacement infinitésimal d’un repére
trirectangle qui dépend de plusieurs paramétres vérifient six relations
dites équations de structure Darboux. On les obtient a partir de

TA = w61+ wa+ 0, 6,

> > >
dey—= wy;e,+ o, e,
>

> >
de,— — wye; + wye;,

> > >
de,— — oy, — w,e,,

en écrivant que
doM =06 dM,

> >
dde,= d de,,

> >
d de,— 0 de,,
d 3:;: 0 d:;;.
Ce qui donne les égalités
(1) =—[w;0,] —[wa0;],
(19.1) (02) = |wi05]—[wym,],
[ (w3)' = [womg] [ w;0).

Considérons dans I’espace C un cycle dont on se donne 1’élément
de contact initial (A, =). Imaginons une suite d’observateurs a
mentalité euclidienne échelonnés le long du cycle; chacun d’eux
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adoptera un des repéres trirectangles associés a4 I’élément généraleur
ot il se trouve placé.

Sil'observateur situé en (A, =) veut coordonner les observations
de ses collégues, ces derniers devront lui transmettre :

1° La distance de deux points infiniment voisins, autrement dit,
la métrique de 'espace;

2° La loi suivant laquelle un vecteur se transporte parallélement a
lui-méme de proche en proche.

Quand l'observateur situé en (A, w) aura parcouru le cycle, il
remarquera que le repére final différe du repére origine. Pour amener
le premier repére en coincidence avec le second, il faut effectuer, dans
le cas d’'un cycle infinitésimal, une translation et une rotation
auxquelles on donne respectivement les noms de torsion et de cour-

bure de ’espace C au point (A, ).

Moyennant (19.1), les composantes covariantes Q; de la torsion
sont :
Q= (01) +[ w3 00,]+[0205], i
Q= () —[105] 4+ w50y,

@:(mn)'—[wgwg]—[w,wsj.

Les formules (17.5) et (19.2) vont nous permettre d’obtenir les
expressions effectives de (w, ), (w,), (w,).

Les formes de Pfaff w; étant linéairement indépendantes, ces dérivées
extérieures peuvent se mettre d’une maniére et d’une seule sous la
forme
()= A [w o]+ B [ww]+C ww]+D |[ww]

+E [0+ F [wyes ]+ G [wy0,]+ I [wyn]
I [o3wy]+Jd |ow;]+ wyw; ]+ L [wy0,],
("’:’)’—— [
(19.3) + Ll[
I [

K|

0 0]+ B[ oyo;] 4+ G w,w;]+ D[ w0
—+ Gy wawy ]+ Iy [ w3 w]
+ Ki[wyo;]+ Ly [w504],

(ms)’_ a[wy ]+ Byl oy0,]+ C,| 0305] + Dy ;0]
+ G|
-+ Ky

Ap[ oy o.]
+ Ex[ o]+ Fal oy m6] + Go[wpmy] + II»[Q):Q)sJ
] K,

C
0.+ Filosw]+ G
W30y ]+ Ji | Wy w;]

A
+ L [oy0,]+ T | @, 0;] 005+ Lo [ wyw;].
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Portons notre attention surles cycles dont les éléments se déduisent
de proche en proche de I'élément origine par transport paralléle.
D’aprés les relations (17.1), cette propriété se formule par les deux
équations ) ’

0y == 0, ny, == 0.

Compte tenu de (19.2) et (19.3), les composantes relatives au
repére trirectangle du vecteur de torsion de ces cycles sont

Q= Aoy 0|+ Bloos)+ C [mu0;]
[ 010;] 4 (K +1) [ 005+ L] oy0;],
(19.4) Q;:Ai[wl(‘)i]‘k.[‘hl_wlw:&v]—i_Cl[ﬁ)gb);;]
+ (= D)o os] - Ki[oa05] 4 L [0, 0],
Q= Ay 0, 0.+ By| 00, 05] + Cy[w, 0]
Iy [ oy 0;]+ K[ 0 0;]-+ Ly [ 0 0;].

<

Revenons a la convention intrinséque (11, p. 48), qui détermine
complétement la connexion euclidienne (G — E). Elle donne,. pour
composantes conlrevariantes de la torsion, les formules

Qb= — A, U 11, da ).

Remarquons qu’en coordonnées rectangulaires, les composantes
covariantes el conlrevariantes se confondent; on a

Q= =0, Q'+ 2, Q2+ 2, 0%,
Qo= Q2= 2, QU+ gy Q2 2, Q3

)

o

P

-~

= )\;;1-(-)-1 -+ )\.32&22 —+ )\3252;.

=3
5] -

SN

En utilisant les relations, géométriquement évidentes,

)\“ ll —+ )’.1212—{"‘ ;.13/":: 0,
Ror 0 = Dyn 2= Ry = o,
7\31 ll -+ )~32 12 -+ )\33 l:": O,

el en écrivant A, , pour les composantes par rapport au triédre trirec-
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tangle de la dérivée covariante du vecteur A, il vient,

. 91:”;
(19.5) 4
Qg:(i,
Q= — N\ ;oo — A, ;[ waws]

En rapprochant les deux expressions obtenues ci-dessus (19.4),
(19.5), pour la torsion, nous obtiendrons les égalités remarquables
A=B=C=J=L=o, N—=——1,
AM=B=0C=K,=1, =20, Ji=1.

Av=).=RK,=L,=o0, Bo=—A,;, Com— A, ..

I)’autre part, on tire de la comparaison de (19.2) et (10.1),

An=E, An=D, Au=F,
Aya— , A= +1 =1,
(19.6) ) A= b,, m: E, A= F,,
Aom= G, Vo= 11, Noww= I+ 1,
A= D,—1 A= E, Aoy=F,,
Noge =Gy —1, Agy = 11, Ayw=1,

Nous allons démontrer que
H=—1, [f=—1, D,=1, G,—1,
(19.7) ke=—G, D=—F, F=D, G=E,

I =o Iy=o K, = o, F,=—o, Hy=— L= A..
i 1 1 2 ) ’ 1 2 2

I1 en résultera la forme définitive (19.8) des équations destructure
des espaces C a connexion euclidienne (G — E),

() =—| w0 — | @y, 7\—1:[0)10).-,]
+ A ooy ]+ A 92064 A [ @a 0],
(19.8) (e = [wr0] — [ w305+ Koz 1]

+ Al o 0y] — X[ 0,00] — A 0,0,

(00,) =~ Al,a[mi (')u:] — N I:(”z 0)3] -+ [ 0)4 wn]

| Wy by ] - A [0, + I\Z[m;;mo].
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1° H=—1. — Dérivons exlérieurement la premiére équation
(17.5). Il s’ensuit que
)\ )\‘7
(19.9) (&) = dd;)“[l o dyv] -+ d—):'l[d v ds ]+ d();'[dyd:]
e Dy ) 2+ G s )
2,
O dp) - Sy dp) 4 G2 e dp)
(Z);”[d rdg |+ ()d)“[d dql+ [(1))[ [dzdq]
()7,, dhys 025
Sl dy) + S (dy a0 |+ S [ds ),
Posons
00y = Dot At = g AV + hyn ds 4 hey dp + hiy dg = hys ),
* S NE 2T )2
(19.10) * pe P o9

K *F o*F
V==g|, [opoq] Py

Le coefficient H du terme en (w,w,) de (w;) s'écrit

v . Dy OF gy OF  dhyy OF
M= gy (ks — "“"50[“ 95 dp T 99 T a0 (F Poy—
L s Ohy OF Ok OF Ok, OF  OF

T ATAT dp dp dp dq dp dp — q dg

Ros [_ Ohyy OF _ dhy OF by (1 oF 0F>]

TR 9p " 9g or o \" P ap 70

70)]

La dérivation des relations (17.3) par rapport a la variable 0

donne
/; 4y s 0%.ss . & ; le,,_(
s s g0 T gy T e g T R g =0
0o Ohys - ks Oryr
(19.11) );2;;——50— +).|-3 W — /.izm— ——).L-;W =0,
0k Ohu . Ok Ohe
( ha g gy e g — g =
*

Multiplions ces équations respeclivemenl par A,,, — Ay, — Ay, €t
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additionnons; il vient
dhyy OF 0k, OF 01y /. JF OF
A9.12) =55 G~ 0 a5 T o0 (l‘ Py dq) o
Retournons aux formules fondamentales (17.3). On aura
Olyy dhys gy Oh iF
)o—— .o‘—‘i:-—'.—L—-oo 13:
‘12 Jag op 113 op Lao op dp’ ’
L Ol oty Ohy 05 0*F
. A s > — /. — - T 1.9 ‘-‘—‘ = =
(19 13) 1"n— ()P —+ 2oy dp IS8T ap 21 ()p 0])0(],
g0 % L dhy Ohys FF o*r
Mt —m A Dy e — 1. : 2 P — g
"op + dp v op — Op T T PO T 15p04
et
O Ok, Dhas Oy O°F
hys dq —+ hgy —— dq — A3 ()q — lag 5 dq = W’
d)\o.; d)\“ d}\21 0)43 _ sz
(19'14) )\11 0 ;“'5 dq —')‘13'29—9" - '~‘.71'd_q—d_q._,’
())cm ()}-‘“ d)\gl d)\lg _ (92]) 0*F
Mg ey TRy Ty = P apag — Yo
Il en résulte que
g OF Dl OF (1,08 0F
T dpdp dp dg  dp p@—%q)
dF) dlﬂ)\_'_)d’*_i_) *F
10,15 g T Opag TP g TG0
( L1d) _0111£_Q22[_d}13<r_ (11:_ ()F>
dq dp dq dq 0q pdp @
0*F ; sz) . 02T ) nr
dpd. 11+d—q§'12 p”dp() +q“d_qi

’r F
ap* Ig*’

Finalement, grice 4 (17.9), (19.10) et (19.13), et en remarquant
J*F

que
/U—F\/ [dpqu‘

Ho—=—1.

on a

2° Les autres relations (19.7) s’obtiennent d’une maniére analogue.

En résumé, voici le tableau complet des coefficients des trois pre-
miéres équations de structure : -

41

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc, 4, 1948.
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Premiere équation.
I=A;,=o, H=Ay—1=—1, E=
D=Au=—F=—An, F=Ai=A,= Dn G=: ‘_’12:Al2'2= E,.

Deuzxicme équation.

Troisieme équation.

fy== 0, E,—o, D,=1;
Go=1, m,= 1, =21,
20. APPLICATION A LA THEORIE DES COURBES. — On sait que les équa-

tions de structure de Darboux-Maurer-Cartan auxquelles obéit tout
mouvement a plusieurs paramétres d’un repére mobile contiennent
in abstracto toutes les propriétés de la géométrie des espaces de
groupes. ' :

Le but des paragraphes 20 et 21 est de montrer les dévelop-
pements géométriques étendus et intéressants qu’entrainent les équa-
tions de structure (19.8). Tout le parti que 'on peut tirer de ces
équations se dégagera neltement des résultats déja renconirés aux
paragraphes 12, 13, et 18; résultats que les relations (19.8) ren-
ferment en elles-mémes.

Considérons la famille des triédres trirectangles dextrogyres
adjointe a chaque élément de contact d’une courbe I'. En désignant
par d le symbole de différentiation qui permet de passer d’un point
de I au point infiniment voisin et par ¢ le symbole de différentiation
du passage de I' & la courbe infiniment voisine I (on passe d’un point
de T a un point de la déformée IV en se déplacant normalement a la
premiére courbe), on a

(20.1) oy (d)=o, we(d)y=o, 0y (d)=ds, w;(0)=o.

Et, des relations (20.1) et (19.8), on déduit la variation subie par
par 'élément linéaire a la suite de la déformation ¢

(20.2)  Ods=A, ;w3(d) 0 (0)+ Ay 300, (d) 0y(8)+ »,(3) 0 (d)
+ wz(a)w,,(d)—[.zwﬁ(a)—k;\;wg(a)] ds,
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ainsi que
(20.3) do, (0) — 0,(0) ()4 0,(0) ds

+ 0 (0) [ Ao (d)+ N g (d)]

 02(8) | Aar0p () N g (d) | = o,
et
(20.1) Aoy (8) = 0, (8) 03 (d) 4+ 6, (8) | Nimr 06 () + Ayap 0 ()]

— m._,(r})[mm,.,(d)-i—TL\,—,:(,)!,((Z)],
d’ou
(20.5) 6[(/.9: / wo(d) 05(8)+ 602(0) 00y () — Ay6rs(8) ds — Ayoy(8) ds
+ N30 () 01 (0)+ Ny (d) 04(3).

En utilisant (20.3), on a
f;\ﬂ, { 0,(0) ds — o0, (3) 0, (d) - w,(3) lr,,—,m.-,(n,’)—i— r,._.m,,(r/)]
+ 0,(0) l,\—,;mﬁ(({)—}— Amc-)u((/)] } _

____f,-\,‘ Aoy (8)=—| o1 (8)]! + /”m,(a)m.

On remarquera que ,(c) est nul a 'origine et & extrémité de T'.
On peut donc écrire :

——f}\lmn(a)(/s:fo)l@){—(1}\.—&—;'\;[A—.”o).,((/)+f\_,;o).,((1)]
+ A, (;)2(6)[—o)z;(8)+7\—1:o).;(d)+mw.,((l)]}.

D’aprés la valeur de dw,(c) donnée par (20.4), on conclut
également que

- . N ' }  —— —_— T
— | Ao (8 ds= [ ©2(8){ — dAys— Ay N oa(d)+ Niyo, ()] |

4+ Ay, (0) [w;;(a’)—k Ny () + mmv(a’):].

L’équation (20.5) devient

—Bf(ls:fm,(a)

< | AN, = Ay () — N\ Sos ()
— (e AN AL D () — (A AT AN g () |
~+ m.(0) lr/_\_._,—l— Ay, () ~T_,,— oy (el ) — (/\lm— /\_TT,) ()
- (\,T — \_\:) m.,(n’)»l.
qr.
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Considérant les formules

DAY= Aoy, 4= ALy, dal - A g ARy,
)

(20.6) B B
DA2= A%rw, 4+ A2, dxh - AL ARRy,,

les conditions d’extrémum peuvent s’écrire
[(_1/L(:)” == 0,

1(2/,;)/’: 0O,
Servons-nous de la relation
A%,z o,

. . ; e 1 & ’é 5 ,
qui exprime que le vecteur A7, = A+ w; est situé dans I’élément de
contact, il vient

K,,0t=—o0.

Dans ces conditions, les équations des extrémales sont sous forme

tensorielle générale
K 0)), == O.

C’est I'équation (14.1) du Chapitre 1.
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Passons, dans le méme ordre d’idées, a la recherche des équations
des courbes extrémales d’une surface quelconque S.
Soit M un point d’une courbe AB tracée sur la surface, point

. N . >
auquel nous adjoignons le repére trireclangle dont I'axe e, est langent
a 5. On a pour un déplacement infinitésimal  le long de la courbe

oy (d)y=no, o, (l)y==o. oy (el )= s,

Admetlons maintenant, comme plus haut, qu'on passe de AB ala
courbe infiniment voisine ACB par un déplacement infiniment petit ¢
du triedre mobile pour lequel '

0 (0) = o.

[tant donné la nature du triédre adjoint au point M on peul écrire,

de plus,

My (0)= 0.

Appliquées a cé€ cas particulier, les relations (19.8) se transforment
en les formules

Sds =N ;05(d) 0 (8)~- 0, (3) g (d) -~ | Ay (8) + Ayorg ()] s,
doy, (8) -+ o, (8 )ds»{—wl(o)[ 111(1)((d)—|—1\1”(,> d)l_u

avec
0, (0) vy ()1, (0)ds -+ (.),(6)IA—'\—:_.—.r.)ﬁ((/)~l~m(y)i‘(f/)l:fr.
Or, .
-—fAbiwr,(a)(ls:fml(a) t A,Imwﬂ(//)—k T/\_.,_._,(,),)(f/)l —dA,),
—ngo) S)dc_fwi(o) : (d)+ A og(d)]-1- o (d)f,
d’oti enfin

c)‘f(l.\'::fml(a){ AN+ 0o (d)+ Ny, 05(d)
-+ Ail_f\mwﬁ((/)—i—j—\ngo)._,(d)]
A AL Ar006 () 4+ Ayay 005 () 4 005 () ]}

D’apres (20.6), la relation
Ko = 0

est la condition d’extréma des courbes de S.



. S
324 FELIX ALARDIN.

Remarquons encore que

K.,wt==o.

Dés lors,! le'vecteur K;,w" est normal a la surface et les équations des
extrémales sont sous forme tensorielle générale

ng)h___ A,
(’est bien I'équation (18.7).

Une troisiéme application des équations (19.8), dés le début du
paragraphe suivant, va mettre en évidence leur liaison intime avec les
conditions d’existence de la solution unique du systéme (3$.10),
(41.1). On concoit dés lors qu’elles représentent la structure

fondamentale de la théorie des espaces C et permettent de construire
de vastes régions de cette géométrie.

21. Le systéne (5.10), (11.1). — La méthode du repére mobile
conditionnée par les équations de structure (19.8)'s'impose, comme
I'indique clairement le paragraphe précédent, dans DI'étude des
principaux problémes de la géométrie fondée sur la notion d’aire.
Elle surpasse, tant par la simplicité des calculs que par la réalité
géomélrique qu’elle introduit, la méthode du calcul différentiel absolu
dont les résultats ne s’acquiérent pas sans quelque longueur.

La discussion du systéme (8.10), (11.1) qui joue un grand role
dans la théorie des espaces C va nous en fournir un nouvel exemple.

Le systeme linéaire (5.10), (11.1) admet (12, p. 57), soit une
solution et une seule, soit une o~ solutions. Il est clair d’ailleurs
que le passage d’une connexion a l'autre adjoint aux composanles
contrevariantes @' de la différentielle absolue du vecteur unitaire
normal des expressions linéaires en dz". Quant aux composantes
relatives w,, o, et @, du déplacement infinitésimal du triédre mobile,
elles devront étre amendées par 'adjonction de combinaisons linéaires
eN (U, Wy, Wy,

Représentons par o} les nouvelles composantes relatives du
déplacement infinitésimal du repére. On posera

e A - A 1T ol 7 VR - PP/ P
(21.0) B8 TIZ 00y - Zyy 0y - Zga 0y A= Lyatog,

0] I 0 = Zgy ) b Lga s+ Ags i,

-
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ou les «;; sont des fonctions de x, y, =, p, ¢, 0.
Girdce & ces notations, les équations de structure(19.8) deviennent

(o) == [ o] — {00+ Ay o A 0@y -+ Apsr [ 020]

—i—m]‘(n._‘c.),,']—e—(zﬁ,_g_ma,_,_q_mum—mz“«T\Ex;.)[m,mﬂ
- <0tu +ma,,_~, +mam)[o>l o] +(j1”— az,;,-,+z_\|_.3:o:‘,;; Jrf.‘\—m_.lo:;;;-,) [o), 5],
()= |oa;]—[w, m.,]—f—m[m,r,)o]ﬁ—m{(u,m.,,[—mlwﬂwr,l
=A@y (otgs b Aygr @a - Aoy g o Ay %t - Arig2i0) [ 01004

-} (O!.-,y, = A, Vot Ty —|—A,._,-_, Ain [wl &J;:-] 47(0(;;._. — ma.r.;; — :‘\11261:‘.:) [VC'J;» 0’:]7
(W) ==~ A w0 = AL 0,0, [0 0] [ 020, + A 0,0

e A 0,0 | A (2= 250) [0y 0] A (g — Ny o — Ay a) [0,

—1—( Oy — Ay o, — Ay 1;-_2) [wyo,],

oit A7) sont les composantes du tenseur A;; dans la nouvelle
connexion euclidienne.
Remarquons qu’en vertu de (17.2),

ATl NV 97 A2 4T AT D,

Pour plus de briéveté, désignons par 3;; les coeflicients de (17.6).
On aura :

Vo F= A= A L= A B b A2 Bra b AT B die

Nous représenterons par v/, la différence entre les coefficients qui
définissent le transport paralléle dans deux connexions euclidiennes
satisfaisant au systéme (8.10), (11.1). Gréce a (5.10) les quan-
lités v/, sont anlisymétriques par rapport aux indices z, /.

Cela étant, écrivons explicitement les composantes du tenseur A’ j;
il vient

o /e
A(."’.-; = Al,::_’“ o ”/.’Trk/)-lzﬁl.': -+ A, “\‘”A"\—]'(* Wislr k )nﬁ/'x‘i— Al."hl)li@k:-

L JA; /" . :
Ve o O, \E U/'Y"II//‘H}QI:;- On a

Calculons & présent --

L oA & Ve . Ve "
—rm o B K B = AL B b 52 R == (N By —up'/ 1A
/e ()u,. L. 1.

= A Ry — AL

5
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On aura, de méme,

e
A A \'[(2 U-Ichk/)\liIa/:; = A Aoy — A A ay
el
ANpyMhy i Brs== BB 1\_/'«",,._\./@,3: A(Brj B — BuiBu) i uBn+ "\_/(ﬁiiﬁﬁ ~— B Ba1)

-+ AJ( 32/’ ;6:'.1 - 6::/‘ 1331)]’::::1 By = AL ags.

et

Si l'on lient compte de (17.7), on pourra écrire Aw, et Aw,
comme suit

5 V& i
W= Ly I LL/;‘}’A‘/z,Bhlmla
)
i)
Vs A-"
0= Do} WY G Buw.

Des composantes par rapport au repére de Cartan des vecleurs
- )
0

L - - , . . .
unilaires e, ey, e, portés par les axes du repére mobile

It
= == 1
. Ve
> jclly N Bl‘ly L,_,
o) o it o2 —=p,
21 Co 52‘.’7 €y T 23y
( . V&
@::17 iy I3
'7? - ,6:3’
Ve
on tire
> > > > >

-> > >
Del==— ;31,6 — 0058, €:— 05520 €3+ 0 81, €14 0, Pane, + w6 By €50

On adonc

) Aoy 2 o e
ADe) = — Aw; B e;-- Aw, B e
>
D’autre part, un calcul direct de ADe! donne

—>u / ;e i 2 /s i ] b} /i e
AD ¢ = r6k1 T,(l/, dat ¢y -+ Ej/ﬂ b (/.’I,"E»_, “ p“ N et ¢,
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d’oli

. /_\(;);; ]312 — - Am'-, 161:: - 1’3k| ‘*1’/,‘/, I/:I,'/’,
— Aw; Bay== - Aoy, Bus B iR dat,
— A(’):; Bne = ‘Blekn/l dah — AC\)(, 533.

Multiplions ces relations respeclivement par A., hss, Auy €t

sommons; e€n remarquant que

o (k=tj,

L3 — (h=j

D’ou

A;,s = Al,3 — Am oy — A 130 Az — ANsAc iy — Ag A agy — Asolys.

Des calculs analogues donnent

A(;,)a - A2,:: ~:A2;1 ALy~ Az;z Ay — AAps iy — AgA s oy + Ay gy

Les équations de structure (19.8) ont-été obtenues sans faire appel

a la nalure des solutions du systéme (8.10), (11.1). Elles ont donc
méme forme pour toutes les connexions euclidiennes satisfaisant a ces
relations. Il enrésulte que les ;, vérifient le systéme linéaire homogéne

— Moo+ Ay Ay gk Ay 0 %

O('.-_'"{'/\—I:l oo _i“A‘i‘-’ %an
/\—mfln‘{*-rl-_ﬂ—lam —*——[\—“;amﬁ_‘ma”’ e
4Ny Oy oy + Ao Ly
,m Xy oy, -»'A_“—. Xy
Uy — Xz

A, a A+ A D)o — A, oy, +(Aa+AAL)  a
. _,\2 Ayt (K;_*_ m) Oy - r\__, Oyyt (KZ—F A_,.Asz: -+ I) Ay

Un calcul simple montre que le déterminant de ce systéme est le

discriminant | K“/introduit au chapitre I, paragraphe 12.

THaEOREME. — Le systeme (S.10), (A1.1) admet une solution et une

seule sous la condition nécessatre es suffisante

(21.3) | K¥| o 0.
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En effet, posons
Aoy= 0 — oy,
Awy== 0] — w,,
Aw; = 0] — v;.
Rappelons que ,
0L
~ ol ‘g
o= — 4\ Lt \ré \/é’ u]l"/ll dxh
/g ra
il vient
— Aoy == B hariln B wi.
Finalement, grice a (21.1) et (21.3), on a le systéme linéaire
homogéne en 8,, v,,,
Ay = 5/.':: rp).n @I'[ Vhsr == 0y
Ay1— {3,(':: Bsz [61'[ Yksr—= 0,
Tl == fM‘l Bxi 5/‘/‘;'&.\'7‘: O,

que I'on peut écrire

(Hll@' ro) B );6 "’m—‘—((dny '—5::1@::){311{l.,r+(‘r)>1>‘o;;>—6::1 ﬁzz)ﬁ:-l‘;’: r= 03
(61 @ 2 — 3 ﬁ )}3 L var —‘—(ﬁl'p T igrz::f)n)rp)//“,'l r+(52.16.1_ @::::th)@r/"{: = 0
(31 63: 3 (3 )3,/ 127 I—(Hl H. ;3:::-..31-_’) ;3,(1’;'1 r+(.3_' 5 ) — ‘3;:::52-1)5/‘1"{-_’1:0

pal

Tli/'igr'/: o I::r'f)/'/: ""_‘;:/'[31'[: 0.
C’est la, un systéme linéaire homogéne en Yiary Yiars Yesr dont le

déterminant — est différent de zéro. 1l en résulte que
&

Vijt== 0.

Par suite, le systéme (5.10), (11,) admet une solution et une seule.

CHAPITRE IV.

L’espace hyperharmonique.

22. L’espace HArMONIQUE DE M. E. Cartay. — Nous avons indiqué

 (Chap. 11, § 13) un exemple d’intégrale a laquelle il n’est pas possible
p 3 p g q pasp

d’associer, suivant une loi intrinséque, une connexion euclidienne. Il

s’agit de I'intégrale double [[(p"’—t— ¢*)dx dy qui intervient dans la
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démonstration de Riemann du principe de Dirichlet. L’espace fondé
sur cette intégrale, appelé espace harmonique a été étudié spécialement
par M. E. Cartan. Nous dressons plus loin le tableau des résultats
obtenus par cel auteur et tout récemment encore par M. J. A.
Schouten [8], tableau qu’il sera intéressant de comparer avec celui de
nos résultats personnels relativement & l'espace hyperharmonique,
c¢’est-a-dire I'espace a n 41 dimensions fondé sur ]’intég'rale

[(p‘f e P o i dat dat o dat.

/', {; désigneront les composantes contrevariantes et covariantes du
vecteur unitaire normal; '
o', les composantes contrevarianles de la diftérentielle absolue du

vecleur unilaire normal;
dy, Pangle de deux ¢léments de conlact infiniment voisins de méme
centre; ‘

i, ¢, w, les coordonnées homogeénes du plan del'élément (z, v, =5 p, ¢).

’ MEGE SRR o (0?4 ¢2)2 — (Ut et
A= o & 3t ’ \:g:\/g w2 ;
Y S L T R Jro— L.
Vg VI Vo'
/‘:—'\/,;‘-l” [-‘:ﬁ\/:/“ ]::—\/;a
o S TN /A o P34
=] (p*+ g2 <] (g2 S (p*+- (/2)-_))
POEF— 2p s g‘z:x: 2y g9 = %
O [l!—i" (/2 pg+ (/_g O 2,
Ln==3pr gt S = 2Py, Sn= Pt 3¢%;
Sia=— ~/I]’y Le=—1¢, &1:=0;
— /2 — /2 -
f\‘:[",—_\{)};, /\‘Z:P., :_2(/7, A’:—\/z;
= = = - *
A,:\"ltip, 1\)_\/2;17, 1\3:—2\/;;
")l:_\/;T(f/’—»’ o= — /2 ‘,(/I) ; 0= — /jff’P__WQ,
P Pt Pt
””:_(p"jf;/’)” 1= L =ty
/ 2
P4 22__ 2y v P .
Hbt = ——— s = ===
(p*+q*) () p+q?
Aot dp*~+ dy*
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25. LES ELEMENTS FONDAMENTAUX DE L'ESPACE HYPERNARMONIQUE. —
Prenons pour définir 'orientation de I'hyperplan (p,, p., ..., p.),
les coordonnées homogeénes (uy, uy, ..., Uy, u,.,) définies par les
relations

Uy Us Un
pr=— s Por=— , ey Pa=— —
({7 Uyt Uniq

La fonction L = u,,,, ¥ est donnée par

Ul A ud 4.+l

L=
Up.iy
etl'on a:
1° (£ j=£n41
u I A0 Ve A T
YT Quiduy T ulk,

2° I=]#n—+1

PR a(wi w3 4wl
i — - i 5 ;
o du} we,,

FiEn+1,j=n—+1

Ju(ui+ w4+ .+ wd)

b

(i == —

fo i=j=n-41

N 2 2, 2
Ull+],n+1>~' 5(“; -+ Uy-1.. . lt,,).

Ia simple application des formules générales (Ch. I, § 3) déter-
minant la métrique et la connexion euclidienne des espaces C, au cas
particulier de l'espace hyperharmonique, conduit. aux ¢léments
fondamentaux définis par le tableau

©

5 E 4 . E P 1t
o (WA A ) L o e R . I
A= T ? 5 — B )
Uy 2,
U'Izll
— N Jatl — !

Ji— .
1 . | 71)
“ Va(ptapia oo piy ®

e —

(pi-rpit-..t )
({2 n—+1),
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1

e —

liz= N pd pl4pie i)
(r#n--1),

o P e Sy )

[ 2

(pi+pi+.. .+p3)1'675
(i=j A n~+1),
'.l/li

ol el —
5 -

(PP piet. o pi)
(Z=n +1),
P (P Feo o 3pi 4.0 i)
SUTT x(piaApia. - pl)
(b= 7 n--1),

9 P o 27—“'

it = = A PP+ Pt PR
it
A= \op(piapid..+pi) 2 "

: (im0,

(il
Ay== \),(1 H)p, \

1 1
(Pl
(i7" n 1),
o — —yv2dp;
R R

(PP pit "
({7n-1-1),

Wiime o 0 4 L
T\t o 4 rep

X\ pt)

((Z) Ant),

) ‘)( 3 R
R — v_° = )
2 7" n-

b

X(/lf 4. - /;;':) "

. dpi - dps i dp)

dy* =1

331

!
bocy==Voa(py -+ pso oo pr)e

2P

g=

2
1+

(pi+pi+...+po) "
(i) Z n+1);

oA el — L I
S =

2 9 3

(pirpit..Hpiy

°
iy =2 pip; (P -+ pit+.. 4 pi)t

(i/j_ﬁj?éll f]v»[);

y 2 2 5 2——‘1
Surtnm = O6(PE 4+ pi- oo pR)t

1 1
<I+ 2>(P?+...+p,°;)ﬂ "
Antt— n i
\/2
- 6
A,L_H:_‘ \/;),<1 —_— _I;)
1 1

X(pi+...+ph) %

?

—Va(prdpy 4. . .4 padpn) o
(pi+pi+...pn) ’

AL —

e

—_—

T 20 n
‘1 i

_._3('— o —>
9 n

NP+ pi-te .+ pr)
(i #n—+1);

S

- ~ 9\
Illl-."l,lt'Fl :( / _ / + “).,_ )
. K} 7" 1t-

X (P i pi)

N (,f;’ 4Pyl k pE)
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24. L rexsEur K ET LA REGULARITE DE L'ESPAcE. — Revenons a la
formule symétrique (12.271)

»

20 o i Wi , 3]0
Kiio= l‘,_ )') \.)g + L_ A — AN/ Il; Al— I—\,#)— Hii.
g\ g duidu; Ve \ & 1 5’— Aui du; duy:
, . 2 \ _—
En s’appuyant sur le fait que --—-— est homogéne el de degré zéro
1du;
en u, on a
i

— L AL Lz Lpi+pie o pat 7 R

| * du; du; duy \/; n 3 du; duj duyy g ’

G Jang

et

1° (2] n 41

[ n

. i 4 g R R 013
K= W + -, Jpipi(pipie. o pr) ‘
4

2° 1=/ n+1

A T g (1
K :.,_<,“:_ ; -+ 1 pi(pi--pi ~!--,..+p,‘5) 3<;——>

@

XA(pi+pidEpi)

P iAn+1,j=n+1

0

n

| Gt —= 9__§_|_ 2 (p? 2 275
=, e )PPy pate . pa)

4° 1=j=mn-+1

.
-

72 2 2 23 T
,l+,lg>(]71+])2+"'+1)/1) .

Kn—q«l NS :(

SN

Le calcul du délerminant A = | K| révéle la régularité de I'espace
hyperharmonique dans la connexion euclidienne (G — E). En effet,



t ./|
al . — =

nt n

1 L/|
ol =

n? n
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complétement explicité, il se met sous la forme

2 / = > P _

ey o, —i=x 1 1\ =5 1 4 I —1- 9 8 :

1 1 A L . 9 8

1l i 4 e\ o, ~—; 9 8
/>P|P/“ " . ""(,‘li"',_l‘*‘ T) j % . ST
2 - Q 8 2 —'% - 5
el O T~ ) pin L =Z
'l“>[ ' <2, n IL2>P/ 2 n

avec a = pi +p,+...+p,-

Multiplions la 1™ ligne par p., la 2" par p, et ajoutons-les termes
a termes. Il vient
L

A—

= - Al
Vi

ol A' est le déterminant obtenu en substiluant & la premiére ligne
de A les éléments

2 »
I i - 1 ! -
9 n 2 n
I — = )p.a — ol - — —)pa 0, 0, 0, ..., oO.
(2 n>P: y (2 ”>[l ) s ) ) )

Additionnons aux éléments de la 1™ colonne de A', les éléments

des oltme  Jime, n™ colonnes respectivement multipliés . par
Pas Pss - - -5 Pue On oblient

Pour résoudre le déterminant A, procédons de la maniére suivante :

Des éléments de la 1™ ligne multipliés par p, soustrayons les
éléments correspondants de 1., multipliés par p,. On a

32 /1 P\*
JZRE n

Opérant de méme sur les déterminanis successifs A’ ainsi obtenus, on

13
l_zlﬁ
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lrouve

N

VRIS 1\ - S/a6 0 6 196
A= - =) L o— - — — 17
- 4 o n n® nt n ‘)

d’olt A< o pour n > .

De 14, la nullité des coefficients I'y/; qui déterminent la connexion
euclidienne (G — E). La connexion de M. I. Cartan‘réalise donc, dans
le cas particulier de I'espace hyperharmonique, I'autoparallélisime des
courbes extrémales. Ainsi nous tenons un exemple concret d’espace C
a connexion euclidienne (G—E)tiré de la géncralisation de I'intégrale

double ﬂ"<1)2_|_ ¢*)dx dy qui inlervient dans la démonstration du

principe de Dirichlet. Il faut y voir un schéme relativement simplifié
qui souligne 'opportunité du probléme que nous nous sommes posé
initialement. :

D’autre part, la coincidence de la connexion de M. Ii. Cartan et de
la connexion euclidienne (G —I0) subsiste pour les espaces plus
généraux basés sur des intégrales du type

f]?(p,, Doy oo o) dat dat o odat,

dont les matrices | K"/ | et | I.‘l"v"} sont différentes de zéro.
Il est trés remarquable quc I'intégrale double

j/ V m da dy

rentre dans ce cadre; ce qui établit la possibilité de fonder la géomé-
trie différentielle ordinaire de l'espace sur la donnée de I'élément
d’aive et 'autoparallélisme des courbes extrémales.

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE.

Berwarp (L.) et Fuxk (P.). — Flacheninhall und Winkel in der Vrdiations-
rechnung. (Lotos, Prag, 67, 1920).

Berwaro (L.). - Paraullelitbertragung in wllgemeinen Rdiumen (AU
Congresso intern. Mutem. Bologna, 1928, Iv).



IAUTOPARALLELISME DES COURBES EXTREMALES. 335

— llntersuchung der Kricmmung allgemeiner metrischer Réume auf (irund
des in ihnen herrschenden Parallelismus (Math. Zeitschrift, 25, 1926 ).

o— Uber Finslersche und Cartansche (Géométrie. 1.
GGeomelrische I'rklirungen der Krimmung und des Houptskalors eines
siveidimensionalen Finslerschen Roiones ( Hathematica, Cluy, 16, 1940).

— Uber Finslersche und Cartansche (iéométrie. 1. Ingarinunten bei der
Variation vielfacher Integroale und Pardallellyperflichen in Cartanschen
Riumen ( Compositio Mathematica, vol. T, 1939).

Biancit (1), Lesioni di geométria differenziale. (Vol. 11, 1923).
CARTAN (E.). - - La Géomélrie des espaces de Riemunn (Mémorial des sciences

muth., Fasc, 1X, 1925).

— Nur les espuces de Finsler (Comptes rendus, 196, 1933).

[1] Les espaces de Finsler ( lctualités scientifiques, 72).

[2| Les espaces métriques fondeés sur la notion d'aire ( Actualités scienti-
Jiques, 79).

|5] Lecons sur la géométrie des cspaces de Riemann ( Cahiers scientifiques
Fasc. 11, 1928). ‘

[3] Lo méthode du repére mobile, la théorie des groupes continus et les
espaces généralisés. Actuclités scientifiques, 19k, 1935).

— Lecons sur les invariants intégrouwy (Paris, Hermann, 1922).

— Sur un probléme déquivalence et ln théorie des espaces généralisés
(Muthematica, b, 1930).

-~ Lut théorie des groupes el les recherches récentes de ln géomeétrie difléren-
ticlle (L enseignement math.; 1925).

— La théorie des groupes et la géométrie (L'enseignement math., 1027).

— Sur les variétés « connexion affine et la théorie de la relativité généralisée.
(Ann. Ec. Norm., t. 10, &1, 42).

- Le parallélisme cbsolu el la théorie unitaire du chump ( Actualités
seientifiques, W, 1932).

— La Théorie des Groupes finis et continus et lu Géométrie différenticlle
traitées par lu méthode du repére mobile ( Cahicrs scientifiques, XVI1I,
1937).

-~ Lecons sur la Théorie des Iispaces a connexion proiective ( Cahicrs scien-
tifiques, XVIL, 1937).

Doxper (Tu. ovr). — Théorie invariantive du Calcul des Variations. (Bull.
Acad. de Belgique, 1909).

- Théorie des Invariants [niégraur (Paris Gauthier-Villars. 1927).



336 FELIX ALARDIN.

Fissier (P.). — Ueber KNurven und Flichen in allgemeinen Riumen (Dissert.
NPT T IO S Q
Gottingen, 1918).

Koscumiener (M. L.). -= Tber zovei bei der Variation der Doppeliniégrale
auftretende Invariunien.
(Muth. Ann., %, 1925; Math. Zeitsch., 2, 1925; Math. Zeitsch., 2%, 1926
Proc. Akad., 31, 1928).

Lepace (Tn.). — Interprétation géométrique de certains résultats de la théorie
des formes symboliques différentielles (Bull. de la clusse des Sciences,
\Vl1, 1931).

Levi-civita (T.). — Nosione di parallelismo in wunw varieta qualungue
(Rendiconti Cire. mat. Palermo, 42, 1927).

RigMans (B.). — Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde
liegen (Gesammelte Werke, 1892).

Scuovten (J. A.). — [8] Der Ricci-Kalkul (Julius Springer, Berlin, 1924).

Scuouren (J. A.) et Haanties (J.). — [q| Uber die Festlegungvon allgemeinen

Masbestimmugen und Ubertragungenin besugauf ko-und konéravariante
Vektordichten (Monatsh. fiir Mathematik und Physik, k3, Band.).

Scuouten (J. A.) et Strutk (D. J.). — Einfiihrung in die neueren methoden der
differentential-geometric. (P. Y. Groningen-Noordhoff N. Batavia, 1935).

SitoNarT (F). — [ 7] Legons d'algébre. (Gauthier-Villars, 1934).
— Coursde Géométrie Inlinitésimale (Librairie Universitaire, Louvain, 1938).

Syn6E (S. L.). — oA generalization of the Riemannian Line Ilement ( Trans.
Am. Math. Soc. 27, 1925).

Tavior (J. H.). — o generwlization of Levi-Civita's parallelism and the
Frenet formulas ( Trans. 1m. Math. Soc., 27, 1925). '

Varree Poussiy (Cu.-J.) pE 1a. — [ 4] Cours d Analyse Infinitésimale (Gauthier-
Villars, 1, 1928).

WevL (H). — [6] Temps, lspuce, Matiére. (Trad. P. Juvet et K. Leroy,
Paris, Blanchard, 1¢22).



