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L'Autoparallélisme des courbes extrémales 
dans les espaces métriques .fon,,dés sur la notion d'aire ( '); 

PAR FÉLIX ALARDIN. 

NOTATIONS. 

Le calcul différentiel absolu et le calcul extérieur de Grassman-
Cartan sont les principaux instruments de nos recherches. Da11s la 
suite, nous nous servirons des notations suivantes : 

X; désignera la composante ordinaire ou contrevariante suivant 
+ 

l'axe d'indice i d'un vecteur X; 
X;= g;kX", les composantes covariantes de ce vecteur. Les gu, sont 

les coefficients de la métrique ds~ = gu dx; d,T.i; 
+ + 

x .y, le produit scalaire des vecteurs X et Y; 
+ 

x 9 , le carré de la longueur da vecteur X; 
y;,;k, le symbole de Christoffel de première espèce; 
y/,,, le symbole de Christoffel de seconde espèce; 
V dL. 

' du;' 

V.i ~-
' du; dui' 

TiJ;:x, la dérivée conlrevarianle du tenseur T 11j; 

( 1) H.echerches du Séminaire mathématique de l'Université de Louvain, 
directeur Fernand Simonart. Le mémoire a ohtenu le « Prix scientifique inter-
facultaire Louis Empain >> (1942 ). 
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Ti.i·°'' sa dérivée covariante; 

( w,.w1i), e eterm1nant ; 1 d , . 1 r,ik(rl) r,ik(Ô) 1 
r,i1,(d) ,,11,(ô) 

tù1, la dérivée extérieure de la forme w. 

En vue de simplifier l'écriture nous appellerons füpaces C, les 
espaces métriques fondés sur la notion d'aire; Connexion eucli-
dienne ( G-E) toute connexion euclidienne qui réalise l'autoparallé-

lisme des courbes extrémales de l'intégrale f ds. 

AVANT-PROPOS. 

Des recherches sur les principes géométriques, sont nés deux cou-
rants distincts d'idées. Le premier se rattache au concept de Klein, le 
groupe principal d'une variété caractérise sa géométrie; le second au 
concept de Riemann, la métrique contient in abstracto les propriétés 
géométriques de l'espace. La remarquable extension donnée par 
MM. É.1 Cartan et .J. A. Schouten au Programme d' Erlangen a, d'une 
part, fait disparaître l'antinomie apparente entre ces deux principes 
directeurs et, d'autre part, a donné naissance à une infinité de géo-
métries différentielles généralisées dans lesquelles rentrent, en parti-
culier, les espaces à connexion euclidienne de Riemann, Finsler et 
Cartan. 

C'est en cherchant à gébéraliser la géométrie élémentaire que 
Riemann a dé amené à introduire a priori une métrique ds~, ou dis-
tance entre deux points infiniment voisins xi, xi+ dxï, sous la forme 
de la racine carrée d'une forme différentielle quadratique définie 
positive dont les coefficients ffo sont des fonctions des x;. La géométrie 
riemannienne a ét.é étendue par Finsler ( 1918) à partir d'une métrique 
ds = F( x;, dx1) où Fest une fonction des xi et des da/, homogène du 
premier degré par rapport aux d:ri. Mais alors que l'espace de 
Riemann est ponctuel, l'espace de Finsler est un lieu d'éléments 
linéaires ( xi, dx;). 

L'année 1933 marque un nouveau progrès dans la voie tracée par 
Hiemann. Au lieu de construire l'espace avec des morceaux ponctuels, 
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M. Cartan (2, p. 7) imagine l'espace comme un lieu d'éléments de 
contact (x;, ui) au voisinage desquels les propriétés de l'espace eucli-
dien sont conservées, espace qui sera doué d'une connexion euclidienne 
à partir non plus d'une métrique donnée, mais à partir d'un élément 
d'aire donné a priori. • 

Les Mémoires de M. Cartan sur ce sujet, et tout spécialement celui 
où il traite pour la première fois des espaces métriques fondés sur la 
notion d'aire, sont à l'origine des recherches qui font l'objet du présent 
travail. Celui-ci comporte quatre chapitres. 

1. Le premier dégage l'idée direclrice et la méthode de l\I. J;:. Cartan. 
Nous y rappelons, notamment, comment on peut associer, d'une 
manière intrinsèque, un espace d'éléments de contact doué d'une 
connexion euclidienne à l'expression 

qui généralise l'élément d'aire de la géométrie euclidienne. L'assimi-
lation a pour point de départ l'expression, due à l\I. Th. De Donder, 

• de la variation d'une intégrale ( n - 1 )-uple étendue à une portion de 
surface extrémale limitée par un contour qui se déforme. Une 
méthode analytico-géométrique donne alors, la métriq.ue et la con-
nexion euclidienne des espaces dérivant de la notion d'aire. 

2. Ori connaît le rôle des droites ou géodésiques dans les espaces 
riemanniens et ceux de Finsler. L'importance de ces courbes résulte 
du fait qu'elles peuvent être définies, soit comme lignes auto-paral-

lèles, soit comnie lignes qui réalisent l'extremum de l'intégrale f ds. 

Dans la théorie des espaces métriques fondés sur la notion d'aire à 
connexion euclidienne de Cartan, ces deux définitions ne sont plus 
équivalentes. De ce point de vue, la recherche d'une connexion eucli-
dienne intrinsèque dan.1· laquelle gr;odësiques et extrémales coïnddent, 
revêt un intérêt spécial. C'est à ce problème qu'est consacrée la plus 
grande partie de notre Mémoire. Dès le Chapitre II nous montrons 
qu'il comporte une solution et une seule. 

L'introduction de deux procédés distincts, l'un .la dérivatz'on contrc-
r,•ariante, l'autre la dériMtz'on coMriante, donnant à partir des tenseurs 
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de courbure et des tenseurs :i, gii, Au,1i, toute la gamme des tenseurs 

intrinsèquement liés à l'espace, nous permet d'écrire généralement les 
équations de courbes extrémales sous la forme 

( 1) I{i; ~_t +Ai•, L" _ §_ U. U (f*rsi -f*isr)- Vg U .A (T*rsi _ f*lsr) = 0 d " ;- L2 , ., J , s , s \G • 

où Ki.i est le tenseur symétrique 

;\i;j + '.>. 1\kJ\kij -f- ;; ;\i + gii. 

Moyennant quoi, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les 
géodésiques soient des extrémales sont 

(II) \ i _ __'__ - Y•'"'. U ll _A) (f*r.<i_ f*isr) 
l" .r;;. (.r;; 

1-\. /, V8' - L I' L. ., .< • 

Dans le cas particulier de la connexion de M. 1;:. Cartan, nos 

formules (I) donnent Dk + (Hu,+ )i A") m1, = o. Les équa-

tions DN+ H 11·w"= o obtenues par M.]~. Cartan [2, p. 28], à partir 
d'une technique toute différente, ne sont pas rigoureuses; il manque 

au premier membre le terme complémentaire L~ A1'm1,. Cette lacune Vg 
a été reconnue par l'illustre g·éomètre au cours d'une suite de corres-
pondances que nous avons eu le plaisir et le profit d'échanger avec lui. 
Nous étions sur une bonne voie ! 

Le problème initialement posé se trouve dès lors subordonné au 
suivant : Trouver, à partir d'une convention de nature intrinsèque, 
n:i_ 11.2. • 
--- equat10ns telles que 

2 

. . n"+n2 , • 
1° JOmtes aux --- equat10ns 

2 

le sys1ème obtenu détermine les n 3 quantités f/1i; 
2° les ft/,, vérifient les équations (II); 
3° la discussion du système fasse intervenir le discriminant I KiJ j. 
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Cela entraîne, pour les espaces riemanniens à déplacement parallèle 
de Levi-Civita, la propriété d'être les seuls espaces métriques fondés 
sur la notion d'aire admettant une métrique euclidienne de raccor-
dement le long d'une ligne quelconque. On dispose alors d'm1 
procédé particulièrement simple de discrimination des espaces C, en 
espaces à tenseur Ai.i'• nul ( espaces de Riemann) et en espaces à 
tenseur Ai.i" différent de zéro : Si un obse,vateur à mentalité euclidienne 
se déplace au voùinage ùnmédiat d'une courbe arbitraire, en e.ffectuant 
des mernres dont la précision ne dépasse pas le premzer ordre, il se troui'e 
dans l'un ou l'autre de ces espaces suù•ant qu'il s'imagine ou non être 
dans un espace euclidùm. 

En application des propriétés du tenseur symétrique Ki.i, nous 
avons établi que : 

a. La condition nécessaire et suffisante de singularité totale de 
l' K.. ULi espace est '1 = -;;- . 

,.., 

b. Chaque élément de contact ( ll;) détermine une extrémale et une 
seule, tangente au vecteur unitaire normal, sous la condition ( néces-
saire et suffisante) 1 KiJ i o. 

La formule (Il) apporte occasionnellement une ~ontribution à un 
théorème de M. É. Cartant relatif à l'équivalence des intégrales 
multiples et l'on peut dire que : Toute intégrale multiple, pour 
laquelle un des discriminants I H'ij ou I Ki.il est différent de zéro, admet 
un groupe de transformations ponctuelles dépendant au maximum 
d n(n+r) ; • e '.>. parametres. 

Nous terminons le second chapitre en démontrant l'unicité de la 
connexion euclidienne intrinsèque, où géodésiques et extrémales 
coïucident. 

5. Du point de vue analytique, l'instrument des recherches géomé-
triques nouvelles a été créé par Riemann et codifié ensuite par 
Einstein sous la forme d'analyse tensorielle, intimement liée elle-
même au calcul différentiel absolu de Hicci et. Levi-Civita. Il en est 
fait constamment usage au cours des deux premières parties de notre 
exposé. Cet algorithme conduit, de par sa nature même, a des 
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complications formelles el introduit souvent des éléments étrangers 
à la réalité géométrique. La méthode du repére mobile, en plus des 
motifs déjà indiqués par M. IZ. Cartan j3, p. 6] qui légitiment son 
emploi dans les géométries kleinéennes, permet, dans les théories qui 
nous occupent de substituer au calcul différentiel absolu, le calcul 
extérieur de Grassmann-Cartan. Du même coup, les deux incon-
vénients signalés plus haut disparaissent. 

Mais comment adapter la méthode du repère mobile aux espaces 
métriques fondés sur la notion d'aire et retrouver éventuellement les 
résultats du calcul tensoriel? Tels sont les deux problèmes fonda-
mentaux qui ont retenu notre attention clans la troisième partie de ce 
travail. La méthode consiste à associer, à chaque élément de contact 
de.l'espace, le trièdre trirectangle le plus général ayant pour origine 

le centre de l'élément, dont le troisième vecteur unitaire e3 est normal 
(au sens de la géométrie à créer) à l'élément, les deux autres vecteurs 

unitaires e1, e2 étant tangents à l'élément. 
En application des formules obtenues, nous avons reconnu que les 

théorèmes de Meusnier et Darboux s'étendent aux surfaces considérées 
comme lieu de leurs éléments de contact normaux. Contrairement à 
ce qui a lieu en g·éométrie euclidienne, pour que les géodésiques 

d'une surface soient aussi les extrémales de}~ ds, il faut et il suffit que 

l'espace ait son vecteur A nul. 
Nous avons montré par trois applications distinctes, une première 

à la théorie des courbes, une seconde à la théorie des surfaces et une 
troisième au système (a. ro ), ( H. 1 ), tout le parti que l'on peut tirer 
des équations de structure du déplacement infinitésimal du trièdre 
mobile. Elles nous ont permis d'obtenir, sans peine, les principaux 
éléments fondamentaux des courbes situées sur une surface : la cour-
bure normale, la courbure géodésique, la torsion géodésique; les 
équations des courbes extrémales de l'espace et les équations carac-
téristiques des courbes extrémales d'une surface. La •discussion du 
système (â.rn), ('1L1), qui joue un rôle essentiel dans la théorie 
des espaces C se fait très simplement à partir de ces équations. On 
conçoit que de telles équations représentent la structure fondani.en-



L'AUTOPAHALLJÜ,ISME DES COURBES EXTHJ::MALES. 2ÔI 

tale de ces _espaces et permctLent de construire de vastes régions de 
cette géométrie. 

Les considérations précédentes montrent que la méthode du repère 
mobile, conditionnée par les équations de structure, s'adapte avec 
succi:s à l'étude des principaux problèmes de la géométrie foudée sur 
la notion d'aire. Elle surpasse, ta11t par la simplicité des calculs que 
par la réalité géométrique qu'elle introduit, la méthode du calcul 
différentiel absolu dont les résultats ne s'acquièrent pas sans quelque 
lougueut·. Ce processus exige toutefois la connaissance de la connexion 
euclidienne; de la, l'emploi du calcul différentiel absolu dans le 
second chapitre réservé à la recherche d'une connexion spéciale. 

4. Au Chapitre IV nous revenons sur un problème général posé 
par M. É. Cartan l 2, p. 3•7.] et résolu par lui dans le cas simple n = 2. 

« On pourrait, observe-t-il, étudier l'espace à n + 1 dimensions fondé 
sur l'intégTale 

' ( 111 l 

Si n > 2, cet espace n'est pas singulier. Son étude serait sans doute 
intéressante.>> Dans notre Thèse de licence nous étions parvenus aux 
formules générales faisant connaître la métrique et la connexion 
euclidienne de ces espaces hyperharmoniques. Contrairement à ce 
qui a lieu pour n = 2, les calculs se compliquent ici du fait <-1ue, dès 
la recherche de la hessienne de la forme L et, par la suite, des compo-

santes du tenseur fondamental et du vecteur A, il s'introduit quatre 
types distincts d'indices qui ~onfèrent aux résultats des formes parti-
culières, mais toujours simples, se réduisant aux formes de M. Cartan 
dans le cas n = 2. La propriété pour ces espaces d'être réguliers dans 
le cas n > 2, e-t singulier si n = 2, résulte directement de l'expression 
du discriminant I Kiil, 

En étudiant les géodésiques ou courbes auto-parallèles de l'espace 
hyperharmonique, nous avons observé qu'elles coïncident avec les 

extrémales de l'intégrale f ds. Ainsi nous tenons un exemple, relati-

vement simple, d'espace Cà connexion euclidienne intrinsèque (G-E) 
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servant d'illustration au problème général abordé au débùt de ce 
mémoire. On peut multiplier les exemples en considérant plus géné-
ralement que (III) des intégrales du type 

où [ Ki.i[ et [ W.i[ seraient différents de zéro. Il est remarquable que 
l'intégrale double 

j{ V 1 + p 2 + q' d.x dy 

rentre dans ce cadre. Il est donc possible de fonder la géométrie 
différentielle ordinaire de l'_espace sur la donnée de l'élément d'aire 
et l'autoparallélisme des courbes extrémales. Ceci ouvre de nouvelles 
perspectives sur le champ d'application de nos résultats généraux. 

CHAPITRE I. 

Les notions fondamentales de la Géométrie des espaces C. 

Dans ce premier Chapitre nous cherchons à mettre en lumière les 
fondements de la théorie des espaces C, d'après les travaux récents de 
MM. Berwald, Cartan, De Donder, ainsi que quelques résultats 
analytiques dont il sera fait usage par la suite. 

i. EsrACE DE RiE:tuANN. - Considérons un système de n variables 
indépendantes x 1 , x 2 , ••• , x", dont chacune peut prendre toute valeur 
sur un intervalle déterminé. On appelle point toute combinaison 
particulière ( x 1 , x 2 , ••• , x 11 ) de ces variables et espace ou variété à n 
dimensions l'ensemble des points correspondant à toutes les combinai-
sons possibles des variables xi. 

Une variété à n dimensions dans laquelle la distance de deux points 
infiniment voisins M(xi), M'(xi+ ëfxi)' se définit par une forme diffé-
rentielle quadratique 

(1. 1) 
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est un espace de Hiemann. On suppose généralement que la forme 
(Ï. 1) est définie positive et que les 8'iJ sont des fonctions continues 
des coordonnées xi, dérivables jusqu'aux différents ordres qui inter-
viennent explicitement dans les formules. 

La région infi~itésimale entourant un point donné M( x~) de la 
variété riemannienne (R) a les caractères d'un espace euclidien (E). 
C'est « l'espace euclidien tangent en M » auquel (R) emprunte ses 
premières données métriques : sealaires, vecteurs, tenseurs, etc .. 

Associons à ( E) le r!;!père cartésien ( M, ;;) constitué par le corps des 
vecteurs, issus de M, tangents aux n courbes de coordonnées et qui 
représentent les vitesses respectives des points parcourant ces diverses 
courbes lorsque les variables xi marquent le temps. Ces axes confèrent 

. . 
au vecteur M(x'0 ) M'(x1

0 + dx;) les composantes dx1, dx2, ••• , dx", 
et le carré de sa longueur s'exprime par la forme différentielle 
quadratique 

Dans cet ordre d'idées, la métrique ds2 de l'espace de_ Riemann 
assimile le voisinage d'un point quelconque M à une portion d'espace 
euclidien. Mais cette assimilation locale peut être élargie grâce au 
déplacement parallèle. 

2. LE DÉPLACEMENT PARALÜLE. - La notion de tran.iport parallèle 
s'introduit dans les espaces de Riemann par le symbole opératoire D 
du calcul différentiel absolu. Un vecteur défini en chaque point d'une 
courbe C par ses composantes contrevariantes Xi se déplace parallèle-
ment à lui-même, si au cours de ce déplacement, il satisfait le long 
de Cau système d'équations différentielles 
(2.1) DX; ''dXï+Xkf/,,cfa,l•=o. 

Imposons ~t ce déplacement la propriété de conserver la longueur, 
ce qu'exprime l'égalité 

guXiXi=(gu+ dgu) (.\.i+ dXi) (Xi+ dXi) 

ou, compte-tenu de (2. 1 ), 
dguXiXi= g;iXiX•·w/+ g;iXiXkwi=(gk;w/+ g;kw/')X1Xi, 

( w/ = f/1, dx"), 
Journ. de ,'Wath., tome XXVII. - Fasc. 1, 1948, 34 
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et de là, en identifiant 
(2,2) 

FfrLIX ALAHDTN. 

Cette formule conditionne, d'une manière fondamentale, la 
géométrie riemannienne; elle crée entre la famille de repères associés 
aux points de C et une famille déterminée de repères de l'espace 
euclidien (E) une correspondance continue biunivoqùe telle que tout 
opérateur qui géométrise, soit le long de C dans (R ), soitle long de sa 
courbe image C dans (E), a exactement les mêmes conceptions quant 
à la nature de ces espaces. 

_ Considérons, en effet, dans l'espace_ euclidien ordinaire, la carte 
de C, c'est-à-dire une courbe C et une suite de repères cartésîens ayant 
pour origine les points P de la courbe C et dont les vecteurs unitaires 

+- ),,- )"satisfont au système d'équations différentielles. e1, e2 , ••• , e,, 

(2.3) dP dx1 +-
dt= dte,-, 

où xi= xi( t) sont les équations de C. On en déduit 
+- 1 d e-e· cfa.," +- d:rh +-1 1 =e,-11 +e1-d'=1\'1,-d eke;+f/1,-d. ekei. 

(t cl l t t 

En vertu de ( 2. 2) les quantités e;. eh g;i vérifient un même système 
d'équations différentielles. Si le repère initial de C est choisi de 
manière que 

-;.-
e; e1= g;J( o ), 

la solution de (2. 4) est donnée par 

e,e1=g;J(t). 

De plus, si A et A1 sont deux points infiniment voisins de C, A 
et A1 les points images de G dans ( E), deux vecteurs parallèles 
d'origines A et A1 dans ( R) ont pour images deux vecteurs parallèles 
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d'origines A el A1 dans (E). En effet, d'après la relation 

les termes extérieurs s'annulent simultanément. 
La notion de parallélisme ramt'·ne donc l'étude du voisinage de C 

dans ( R) à celle du voisinage de C dans (E). Il subsiste toutefois entre 
ces deux espaces une différence essentielle : si on joint deux points 
M et N de C par un autre chemin que C, on n'obtient pas pour le 
point image de N et le repère qui lui est associé, ni la même position, 
ni la même orientation. 

Il est clair que les voisinages de deux points A et A' infiniment 
rapprochés peuvent être assimilés à un seul espace euclidien. On dit 
encore de ces voisinages, qu'ils sont raccordés, intégrés dans un même 
espace ( E) et qu'on a conféré à ( R) une connexion euclidienne. 

En résumé, un espace ponctuel à connexion euclidienne est défini 
par: 

1 ° sa métrique 

2° les coefficients r /,, qui définissent la loi du transport parallèle, 
ces quantités étant uniquement soumises, a priori, aux conditions 

dg;1 r" r k 
Ù .. ;::h = g;k j 1,+ gjk i h· 

5. LEs ESPACES 111ÉTRIQUES FONDÉS suit LA NOTION o'ArnE. - Par elle-même 
et par ses généralisations successives, la formule (2. 2) joue un rôle 
essentiel dans le développement des géométries à connexion eucli-
dienne. Toujours avec les concepts fondamentaux, déjà considérés au 
paragraphe précédent, -on peut réaliser des variétés plus complexes 
que l'espace riemannien. Ce sont les espaces d'éléments de contact 
( au sens de Lie) à connexion euclidienne. 

Un tel espacl est défini analytiquement par la donnée de: 

1 ° La métrique 
ds2 = g1 da:i dxl, 

au voisinage d'un élément de contact. Les coefficients 8u sont fonctions 
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des coordonnées de l'élément. Ces dernières coµiprennent les 
coordonnées x' du centre et les coordonnées homogènes U; définissant 
l'orientation de l'élément. 

2° La différentieJle absolue d'un vecteur quand son élément de 
contact et ses composantes varient infiniment peu, différentielle de 
la forme 
(3. r) 

Première condition z'ntrinsèque. 
Le déplacement parallèle conserve les longueurs. On a donc les 

conditions 

(3.2) 

que doivent vérifier les coefficients cw,, pu,, pour que l'espace soit 
à connexion euclidienne. 

On appelle espace de Cartan une variété d'éléments de contact à 
connex10n euclidienne dans laquelle l'élément d'aire d'une hyper-
surface 

est donnée, a priori, par l'expression. 

où 
- U; Ô.X:71 

Pt= u;:= àJ,·; (i=r, 2, ... , n-r). 

Cette condition ne suffit pas pour déterminer entièrement les 

n(n+1) , 
------'-+2n" 

2 

quantités gi, C'ci\ fi''h. D'où la nécessité d'imposer à l'espace de 
nouvelles conditions intrinsèques. 

Deuxième condùion intrinsèque. 
L'élément d'aire dS d'un élément d'l~yperswface quz admet pour 
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hyperplan tanBent ( ai, ui) est égal à 

avec 

D'après un théorème dû à M. Th. De Donder (6, p. 212.), la varia-
tion de l'intégrale (n- 1)-uple 

f 1 1 (''i )d-,ld ·" d·•fl-1 - A ,l, ' Ut . ,1., , .. .c . • • LI.,, ' u,. 

étendue à une portion d'hypersurface extrémale ( S) limitée par un 
contour (C), lorsque ce dernier se déforme infiniment peu, est 
égale à 

Cette intégrale ( n - 1 )-uple est prise sur l'hypersurface engendrée 
par le contour (C) lors de sa déformation. 

Dans le cas où le contour (C) se déforme en restant sur l'hypersur-
face extrémale ( S ), 

àL • JL dS = -:,- dx· dx'i . .. d,1;n_ :,- dx1 dx3 • •• dx11 + .... 
uU1 üU2 

C'est l'élément d'aire d'un élément d'hypersurface dont (u;) est 
l'hyperplan tangent. 

Si l'on considère cet élément comme un parallélipipède construit 
sur les (n- 1)vecteurs d;x1, dix2 , •• . , dix", (i=1, 2, ... , n-1), 

dS = li, 
où 

L' 1,2 L" 

li= d 1 .1:: 1 dt:i::2 dtxn 

dn-1,z:l dn--lx2 dn-1,z:n 

d'où 
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Ce qui donne 

et, en vertu des premières relations ( 5. 2 ), 

C··1 _ 1 rJgii 
lfl=--• 

'.l Ùu;, 

Cinqµième condition intrinsèque. 
La varz'ation géométrique d'un vecteur normal à son élément d'appui 

et de composantes contrevan'antes fixes est proportionnelle à ce vecteur 
lorsque l'élément d'appui subit une rotation infinitésimale autour de son 
centre. 

Les composantes contrevariantes de la différentielle absolue du 
vecteur normal à l'élément ( u;) et de composantes p V sont données 
par 

d'où 

D'autre part, les équations ( 5. 3) donnent par différentiation 

Le déterminant 
. , . 1 r r/"L2 1 

1 h'lr'kl= 6'" l 6''kl= 8"-'= l 2 ÙU;ÙUk • 

On a donc finalement 

où à est la hessienne de la forme U. 
2 

La métrique est complètement déterminée. 

Sixième condition intrinsèque. 
Troisième condition intrinsèque. 
Le vecteur de composantes contrevariantes L', L 2 , ••• , L", est normal 

à son élément d'appui. 
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Le produit {g Â, où g = 1 gij 1, donne le volume du parallélipipède 
construit sur les n - 1 vecteurs ( dix1') et le vecteur de composantes 
contrevarianles ( V) normal à l'élément ( u;). D'autre part si l'on 
désigne par/ la longueur de ce dernier vecteur, ce volume est encore 
donné par l dS. On en déduit 

et les composantes contrevariantes du vecteur unitaire normal à 

l'élément (u;) sont don~ées par L_;__ 
1/g 

Le vecteur de composantes covariantes u;, (11idx1) = o, est normal 
à l'élément ( u;) et sa longueur est donnée par 

Le vecteur unitaire normal à l'élément ( ui) a donc pour composantes 

covariantes les quantités ~? 11;. Il en résulte immédiatement un· pre-

mier système d'équations que doit vérifier le tenseur fondamental : 

·V \;-;;. 
_ - ---~ t)lku {g-Lt> k 

ou 

(3.3) 

Quatn'ème conditt'on zntnnsèque. 
--+ -+ -'>-

Le produit scalaire X.DY, 01, X. Y sont deux vecteurs de composantes 
contrevariantes fi.res~ est symétrique par rapport à ces deux vecteurs 
quand leur élément d'appui commun tourne infinirnent peu autour de son 
centre. 

--:.-
On a d'après la définition de DY, 

Les composantes f\11,=fk'1i+ C/iu1l'/h qtu' entrent dans l'expressz'on 
de la df!féreniielle absolue d'un vecteur dont l'élément d'appui se déplace 
parallèlement à lui-même sont symétriques vis-à-vis des indices k, h. 
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Les coefficients f/h vérifient les n 3 relations 

(3.4) 

Pour résoudre ce système, M. É. Cartan introduit les tenseurs 

I 1 d-- ' ;-;,. 
1\1- - r • - 'du;' 

et 

Les équations ( 5. 4) ne déterminent complètement la connexion 
euclidienne que dans le cas où le discriminant I gU+ AkNiJ 1 o. Il 
existe donc des cas exceptionnels, où il n'est pas possible d'associer à 

une intégrale f F( x', x\ ... , x", pi., p 2, ••• , Pn---i.) dx1 ••• dx"-i., un 
espace à connexion euclidienne dans laquelle dS . F(xi, p;) dxi. ... dx11-·1 

représenterait l'élément d'aire euclidien d'une hypersurface. C'est ce 

qui a lieu pour l'intégrale double JJ' (p 2 + q2) dx dy. Cet exemple 
montre qu'il n'est pas toujours possible, en conservant les notions 
fondamentales de la géométrie différentielle euclidienne, de construire 
une géométrie à partir de la généralisation de l'expression de l'élément 
d'aire euclidien. 

CHAPITRE II. 

La connexion euclidienne ( G. -E.). 

4. LA THÉORIE Dl!:S COURBES. - La possibiliLé de fonder d'une manière 
intrinsèque une géométrie à connexion euclidienne sur la donnée de 
l'expression analytique de l'aire d'un élément de surface permet 
d'appliquer aux espaces C les procédés de la géométrie différentielle 
ordinaire. La conclusion essentielle qui se dégage d'une première 
étude relativement à la différence entre ces espaces et l'espace euclidien 
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est la suivante : Les procédés de la géométrie différentielle euclidienne 
ne peuvent s'appliquer qu'aux figures considérées comme lieu de 
l'élément générateur. Ce dernier étant l'élément de contact, dans la 
théorie des courbes on peut se placer à deux points de vue distincts 
suivant qu'on associe à chaque point M d'une courbe r soit un élé-
ment, soit une famille d'éléments ayant M comme centre. 

Dans le cas ou l'on fixe au point M l'élément de contact ( u;) normal 

à r, le vecteur unitaire tangent qui a pour composantes ~, coïncide 

avec le vecteur unitaire normal à ( u; ). On a le système d'équations 

( 4. l) 
u 

pour déterminer l'élément d'arc ds et les quantités p;= - __!!:!_. 
lln-!•1 

Les géodésiques ou lignes auto-parallèles sont des courbes dont le 
vecteur unitaire tangent reste équipollent à lui-même. Elles sont donc 
définies par les équations 

Les courbes extrémales qui réalisent l'e~lrémum de l'intégrale f ds 

sont au contraire, dans la connexion de M. 1::. Cartan, définies par les 
équations 

Ces courbes ne coïncident pas en général. En vue de déterminer la 
connexion euclidienne ( G-E ), nous rechercherons par un calcul direct 

de la variation de l'intégrale f ds, les équations des courbes extrémales 

dans le cas d'une connexion euclidienne quelconque. 

a. LES ÉQUATIONS DES EXTRÉMALES. - Considérons les coordonnées xi 

d'une courber comme des fonctions du paramètre l. Posons 

(5. 1) 

d.r;_ ,Ji 
d{-,l' 

1/g;J(,rk, U.k),l., 1.r'i = F(,ck, ,l.,k). 

Journ.. de Math,, tome XXVII. - Fasc. 11, 1948. 35 
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L'intégrale à extrémer sera 

en désignant par uk les fonctions des xi, xfi, tirées du système (.4. 1) 

r 11 V 
\/ g,.s;r;'rx'• v1/ 

Les extrémales de f F( x", x''') dt sont (4, p. 310) les solutions du 
système d'équations différentielles 

aF d [ aF] 
a.:ck - dt a.x/k = 0 • 

E 1• • 1 d d ' • · • 11 aF aF xp 1c1tons es eux erivees partie es -a k et a ,k; on aura en vertu 
,X X 

de (o. 1) 

et 

En tenant compte des relations 

(5.3) 

un calcul immédiat donne 
dF I dg·. . ~~-v-;,. du, -==== __ ,, .:c''x'I+ ,/ ",.,x'rx'·'____12.Al-

a.ck - , 1 x'r '• d.:ck V.-, L dxk 2yg,-s X 

et 
r)F v'-;,. ~--V-;;. àu1 - .., U -+ yg ,,.Ir ,,i,< ,-, Al d.:c'k - L k - ,.,,v ,v L dx'k' 
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Dérivons (o. 1) par rapport à x1; 

MulL~plions par A.i et sommons; compte tenu de 

v-;;. I 1 
___!:'.. Uk ,\lkh - ; 1\IL I ., - .;-' ' 

--' VB 

(5.6) 

il vient 

De même, en dérivant (a. 1) par rapport à x'\ on a 

(5.8)• du;= 1 l-!· n·,.·-+ J:.a:'lùg;; du, • 
à lk .! .r·l:J•I .r- à à lk ,l' V g, .. ,,1/''x'·' V g y g Ut X 

+ glix'l U àu1 __ !:_ ,.-.. a:'l à{g <Ju1 ] yg ùx'k g 0 '1 du1 à.x'k 

U; [- , Ùt!',., Ùllt ] - ---;=== '> n•,k,,,,.ta+ -~-· -_- l.,,."'r!,$ • ·•i:,,, ,~ à ù lk'. -~· 
'l~lo• x'ri.:'s Ut X -"'V ,":J,·.-. • • - -

La multiplicalion par A.i et la sommai ion par rapport à l'indice j, 
donnent d'après (a.5), (a.6), 

(5.g) 

Les équations des extrémales sont finalement données par 

1 ,Jg,; VU dg1; V A. rl [I , ]-- - -- + - _ .. _-:: 1 - • • k + l\k - 0 
2 ù,xk g ,J,i;k V g ds 
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ou en vertu des conditions 

( 5. 10) 

qui assurent que le transport parallèle conserve les longueurs 

(5. II) 

Il est possible de mettre ces équations sous une forme plus condensée, 
gràce à l'introduction de deux tenseurs, l'un contrevariant Ai;k, l'autre 
mixte Aï•,., obtenus par application au vecteur N de deux procédés 
distincts de dérivation tensorielle. Cette nouvelle forme des équa-
tions ( â. II) a l'avantage de mettre en reliefles conditions nécessaires 
el suffisantes qui assurent l'auto-parallélisme des courbes extrémales. 

6. LA DÉRIVATION CONTREVARIANTE. - Le principe d'extension de la 
notion de dérivée dans les espaces riemanniens donne lieu, pour les 
espaces C, à deux nouvelles dérivations généralisées. La première, la 
dérivation contrevariante, donne naissance à partir d1un tenseur quel-
conque T:::::,. dépendant den indices contrevariants et de m indices 
covariants à un tenseur T:;::::, à n+ I indicessupérieursetmindices 
inférieurs. ,. 

Pour fixer les idées, et aussi pour simplifier quelque peu les nota-
tions, considérons un tenseur contrevariant à deux indices Til. Sa 
différentielle absolue est exprimée par 

ou 

Les quantités 

( 6, I) 

sont les coefficients définissant la variation géométrique d1un vecteur 
dont l'élément de contact se déplace parallèlement à lui-même. 

Laissons fixe l'origine de l'élément d'appui et faisons tourner ce 
dernier infiniment peu autour de son centre. On a 
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et 

La dillérentielle ordinaire dTi.i, dans le cas où l'élément de 
contact ( u;) subit une rotation infinitésimale autour de l'origine, est 
un tenseur. Pour s'en assurer, il suffit d'observer que, la différentielle 
absolue DT1i se rédùiL à 

Si l'on remarque que les composantes Ti.i sont des fonctions homo-
gènes de degré zéro par rapport aux u;, on a, en appliquant le théo-
rème d'Euler, 

On peut donc écrire 

D'autre part de 

on déduit compte tenu de (H.2), (6.4), 

d'où il résulte 

(6. 3) 

De la comparaison de ( 6. 3) avec la relation 

il vient 
1 J'I''f I k r , - ". 'l'i"·• V g \k'J'i"·/ -~ + /. --;-· = /· + ----Il/; /, • 

V8" du;, yg L 

Ou peut sans altérer la valeur de la différentielle dTiJ ajouter au 
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tenseur Ti;k des termes de la forme piiL'•. Cette propriété résulte du 
fait que les quantités üJJ. sont liées par la relation 

Mais on peut déterminer d'une manière et d'une seule ce coefficient 
de façon que 
(6.4) ukTii;k=o. 

La valeur âu tenseur de dérivation covariante 

(6.5) 

est précisément celle qui satisfait à cette condition. 
La dérivation contrevariante du scalaire {g, du tenseur fonda-

mental gii, fait apparaître très simplement le vecteur A; et le tenseur 
Nik introduit par M. E. Cartan à l'aide de procédés ingénieux, mais 
sans liens étroits. 

Cette opération appliquée, en parliculier, au vecteur Ai donne le 
tenseur 

(6.G) 

appelé à jouer un rôle important par la suite. 
Signalons encore la d~rivée contrevariante 

obtenue à partir du tenseur à deux indices covariants Tii. En compa-
rant ( 6. 5) à ( 6.? ), on voit que ces deux tenseurs sont liés par la 
relation 

d'où l'identité 

(6.8) 

7. LA DÉRIVATION COVARIANTE. - La seconde dérivation généralisée 
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permet de déduire d'un tenseur T:::::. à n indices contrevarianls et 
m indices covariants, un tenseur T: '.:::,. dépendant de n indices 
supérieurs et m + I indices inférieurs. Soit, par exemple, le tenseur 
Ti.i dont la variation géométrique est donnée par 

En vertu de ( 6. 3 ), posons 

d'où la relation 

11ui exprime que les symboles Ti.i, 1, représentent une fonction tenso-
rielle deux fois contrevariantes et une fois covariante. 

Développons le premier terme de (7. 1). Hemarquons que 

(7.2) L - 'dL l U1, rJ•/g ·t' l 1, k 
du1,= :i~. w;,+ u1, T - -,1·:. d.Tk - 1t1 1,;.. c .1·. 

Vb· _ 

L'équation ( 7. I) devient donc 

et l'identification des termes en dx" donne 

(7. 3) 

Un raisonnement en tout point identique conduit au tenseur 
covariant 

(7 .q) 1, - rJT;; 'J' - , v,;; r i 'I' l'* k 'r I'* k ij,h- a,,_J, + iJ -L u1 ,. I, , 1k 11,-1-- Aj i /,• 

On a, en particulier, 
h,1=0, 

g-i-i,1==. o, 
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(7. 5) ) 
A - rJA; àA; r k A I' *k 

i,1- -) ./ + -1_- llk ,. 1 - k i t, 
1 .1 ( Il,. 

\ • 1)Ai 1).\i l' k A"f*. 
j ',= ;Ï/ + -)--111,- I' ,+ - k',, 

. u,l: I Il,. 

avec la relation 

La formule ( 7. 5) permet d'établir aisément l'identité 

qui sera d'un emploi fréquent par la suite. Multiplions la, en effet, 
par u; et sommons, il vient 

Ai - rJN <>N r k A" r· . ll; '!- 11;-::ïf + ll;-,- ll1,- ,. 1+ 11; k1/• 
(1X ( 11,. 

D'autre part, de (?"S.4), (6. 1), (6.4), 

et 
àAi - à( ll;N) I'- I' 

u; -à - à - A _ - A , u,. u,. 
on a 

8. NOUVELLE FORME DES CONDITIONS D1EXTRE1\IUM. - Le rôle joué par 
les tenseurs(6. 6 )et( 7. 4)ressort nettement au cours de ce paragraphe. 
Ils nous permettrons, en effet, d'intégrer au maximum dans les équa-
tions (a. 11 ), la forme différentielle m; qui définit les composantes 
covariantes de la variation géométrique du vecteur unitaire normal 
à l'élément de contact. Moyennant quoi, les conditions nécessaires et 
suffisantes qui assurent. aux courbes géodésiques la propriété d'ex-

trémer l'intégrale f ds, apparaîtront sous une forme directement 
exploitable pour la recherche de la connexion euclidienne ( G-E). 

Rappelons que (2, p. 8) 

wk d [ •/g111c] {g C ,.1, du,, g I' ·~ = --• -- - ---- Il,, k - - 11,.u1, t/ 1 

ds ds L L d, L2 
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et 
DAk - dAk A C n du,, yg A r n ----- 1 1r'-----ll1, 1 k', ds ds ds L 

d'où, en se reporLant à (a.8) 

6 ll1t1;(fli1c- fi.ii)+ ~! tt;A1(fl/k- fd)+ ll;Alfh 

_ VB' u,.Ck'·" du,, _ A,Ctr'" du1, _ DA1r _ 0k = o. 
L ds ds ds ds 

Compte tenu de ( 7. 2 ), et de la relation 
DA1r w,. • 1 w,. d::ch 
-- =Aë'-- -A1Ak,._ +Ak1,-, ds ds ds ' ds 

les équations différentielles des courbes extrémales s'écrivent 

g • r· · r ·· • 1 r· r · 1/g Mr · (8. J) [i 11;11 1(. ' 1k- 1r1')+ L 11;11 .. ( '1k- kl')+ L llt h 

g{g A"r I VtJ' A c 11,r ,., - V llkllsll/ 1, .,- L llsllr / k 1, 

( v-;; ) w1 da/• - L ukA"+ A1r;"+ g/' d.: - A1r,1, ds = o. 

Posons, avec M. É. Cartan (2, p. 21), 

(8. 2 ) -rtik= J'*lik_ f*kil= fljk_ fkii+ \~ u,.(Nil•f,,r"_- A"il•f1,•·1). 

Multiplions(8.2)par 1~uiu.i et sommons; il vient, d'après (a.3) 
et (a. 4), 

g r1• g 1• g r ·· r, gl)g A1 r r D lltllj 'k= D lltlljT '1r+ D ll;llj. 1r1'- L I li/ !, 1r+ llkll/lli ' /, ', 

d'où, compte tenu de (8. 1), 
g .. g r .. vg" r r g../g Al r r 
Liïlt;lljT'11r+ou1ui k''~T··f\ 1 ll/ l,k+7]ïllkll/ll1 1 ,,' 

Joum. de llfath., tome XXVII. - Fasc, 4, 1948. 
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il en résulte que les équations différentielles des courbes extré-
males ( 8. 1) sont données par 

( 8. 3) 

v,,. 
Multiplions ( 8. 2) par -f u; A, el sommons; on a, d'-après (a. 4) 

et (6.4), 

En portant les valeurs obtenues pour~!· u; A1(1';11, - r /) dans (8. 3), 

on obtient la formule 

On a donc le théorème suivant : 
TnÉORÈME. - Pour que dans un eJpace C toute géodésique soit une 

courbe extrémale de l'intégrale J ds, il faut et il suffit que la con:nexion 

euclidienne choùie vérifie te système d'équations 

( 8. 5) t~ /1; llj ( r*ijk_ __ .\ *kji) + ll;Aj( I'*ijk _ I'*kji) = A k,h c~/, 

9. LE nÉPLACEMENT ASSOCIÉ A UN CYCLE DANS UN ESPACE RIEMANNIEN A 

CONNEXION EUCLIDIENNE. - Considérons dans un espace riemannien ( R) à 
connexion euclidienne deux courbes AEB et AE' B el en chaque 

point P de celles-ci le repère cartésien ( P, ;J dont les vecteurs uni-
taires satisfont au système d'équations difiërentielles 

.,.. 
de1 , . dx" + 
dt= 1/hc[iei • 

.,.. 
dP dx1+ 
dt = dte, 
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-'> 

Attachons à tout point P de ces deux courbes un vecteur Xr défini 

par ses coordonnées cartésienues ( Xi) rapport écs au repère ( P, ;J 
(ftB- 1)-

Fig, la 

Si l'on fait la carte de ces courbes dans l'espace euclidien en partant 
de conditious initiales identiques, on obtient en général pour image 

->-
de Xu deux vecteurs différents X 1, et X..,, (.fig. 2 ). Il en résulte fJUe si 

13' 

l 

Fig. 2. 

l'on développe le contour fermé ou cycle :\E13E' A, on obtient après 
-:>- -'> 

description du cycle un vecteur XA. différent de Xî. Le déplacement 
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qu'il faut effectuer, dans l'espace euclidien, pour amener X:v en coïn-
cidcnce avec X:i: est dit « associé >) au cycle AEBE' A. 

Nous allons examiner un cycle infinitésimal dont le déplacement 
associé joue un rôle important. 

XA 

if 

A' 

Fig. 3. 

Soient d et o deux symboles de différentiation distincts el échan-
geables entre eux et A, A1, A2, les points de coordonnées xi:, x,: + dx;, 

x; + oxi. Si l'on effectue sur A, le déplacement infinitésimal AA 2 qui 
permet le passage de A à A2, on obtient un point Aa de coordonnées 

De même en effectuant sur A~ 1~ déplacement élémentaire AA,, on 
obtient le point de coordonnées 

c'est-à-dire le point A 3 • 

A, 
A, 

A 
Fig. 4. 

Si l'on fait la carte du parallélogramme AA 1 A~ A3 , le déplacement 
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qm amène X:i: en coïncidence avec X;,, se décompose (5, p. 181) en 
une translation et une rotation dont les composantes sont données 
respectivement par 

avec 

et 

ou, sous forme encore plus condensée, 
.Qi = [ cfx·k W /] , 

fl/= [w/wkiJ - (wJ)'. 

Dans ces dernières formules, les crochets représentent ( 5, p. 205) des 
produits extérieurs et ( w/)' la dérivée extérieure de la forme r.v,-i. 
La translation est la torsion de l'espace et la rotation sa courbure . . r1emamenne. 

J 0. COMPOSANTES DE LA TORSION DES ESPACES MÉTRIQUES FONDÉS SUR LA 

NOTION n'AIIrn. - Dans un espace métrique fondé sur la notion d'aire, 
à tout cycle infinitésimal d'éléments de contact analogue aux parallé-
logrammes de la géométrie riemannienne est associé un déplacement 
euclidien. Ce déplacement se décompose également en une translation 
et une rotation qui portent respectivement les noms de torsion et de 
courbure rienwnùnne de l'espace. 

Les composantes de là torsion et de la courbure de l'espace sont 
don~ées par les formes différentielles tensorielles • 

.Qi = l rf.ckwki J, 
fl/= [u.l/uJJ]-(w/J', 

où 

Proposons-nous d'exprimer la torsion au moyen des produits. 
extérieurs. 

[ r/.i-' d.r" J. 

Les composantes covariantes de la différentielle absolue du vecteur 
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unitaire normal sont: 
- _, ;- [ Uk] [ llk <} {3· \ g / ] h. '-

. Wk-ygd L + L dxh - L u1fk1t dx, 

on en déduit, en tenant compte des relations (o. 5 ), 

• L c .k - r· . d ' W/= -:= ,/ Wk+ /1, .'.V', 
\I g 

Introduisons le tenseur ki" = J~ Ci.i\ symétrique par rapport à 

ses deux premiers indices. On a 

et 
(10. 1) 

f L DtTERMINATION COMPLÈTE DE LA C0:'1NEXION EUCLIDIENNE ( G - E). 
C'est M. Weyl (6, p. 118) qui le premier a défini la connexion de 
Levi-Civita par l'autoparallélisme des courbes extrémales. Dans ce 

parallélisme les éléments des lignes qui extrêment l'intégrale f ds sont 
parallèles entre eux ( au sens de la géométrie à créer), de même que, 
dans l'espace ordinaire, tous les éléments d'une droite sont parallèles. 

Dans la théorie des espaces de Finsler, M. É. Cartan (1, p. 14) 
définit le transport parallèle par la condition de priver de torsion 
toute une catégorie de cycles infinitésimaux. Après avoir montré que 
les équations différentielles des extrémales sont précisément les équa-
tions caractéristiques des géodésiques il fait remarquer : « Il aurait 
été naturel de s'imposer a priori comme condition relative au trans-
port parallèle la propriété des extrémales que leur direc!ion reste 

. toujours parallèle à elle-même. Mais cela n'aurait pas suffi pour 
~éterminer la connexion euclidienne ». Celte propriété donne, en 
effet, n conditions alors que la détermination complète des coef-

n3 2 ficients r /1, en exige - n . 
2 

Le déplacement parallèle qu'attribue M. É. Cartan aux espaces C 



L'AUTOPARALLfrLISME DES COURBES EXTRimALES. 285 
est déterminé par un procédé en tout point identique à celui des 
espaces de Finsler. Mais, contrairement-à ce qui a lieu pour ces 

derniers, une géodésique ne réalise l'extrémum de l'intégrale J ds que 
+ 

si, le long de cette ligne, le vecteur A reste équipollent à lui-même. 
L'introduction des fonctions tensorielles TiJ.1,- linéaires en r /1c va nous 

permettre de déterminer complètement une connexion euclidienne 
( G- E). A cet effet, nous ferons la convention intrinsèque suivante. 
Considérons une suite linéaire d'éléments de contact, partant d'un 
élément A et y revenant. Si l'on fait la carte de ce cycle dans l'espace 
euclidien, la position finale A de A est en général distincte de sa 
position initiale. Dans le cas où l'on se borne à des cycles infinité-
simaux analogues aux p;irallélogrammes de la géométrie rieman-
nienne, dont les éléments se déduisent de A par transport parallèle, 
le déplacement à effectuer dans l'espace euclidien pour amener A en 
coïncidence avec A se décompose en une translation et une rotation 
qui traduisent respectivement la torsion cl la courbure de l'espace. 
Nous imposerons aux coefficients f;l1; des conditions telles que les 
composantes contrevariantes de la torsion de ces cycles soient 

.Qk= _ J\;,,.l,. /k fit[ r!a:i dJ 1
' J. 

La convention précédente se traduit alors ('I O. 1) par la symétrie 
des quantités 

vis-à-vis des indices i eth, et les coefficients r;1, vérifient le système 
(11. 1) 

(5. 10) 

-\;_,.,,. lk '1, + f/1, -f-- C/-' u,.r./·1,= A11,,. ,,. fk !;+ 1'1,k, + C1,ks u,.rs,.i, 

dg;; l' l' 
<),x;k = · iik + · iik• 

Il faut exclure de ces équations, parce que identiques, 

1° celles obtenues à partir de (H. 1) par permutation des indices i, h, 

ainsi que celles pour lesquelles k = h; 
2° les équations tirées de (a. 1 o) par permutation de k et !t. Il reste 

ainsi n( C~ + n) + nC~ = n 2 ( n - 1 )+ n~ = n 3 équations à n:i incon-
nues et la n~solution du systéme ( 1 1. 1 ), ( a. 1 o) détermine par consé-
quent, les coefficients l'/1, de la connexion euclidienne. 

-
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Multiplions les équations (l l. 1) par A1c et sommons; il' vient, 
d'après (6.4), 

Ak(f*ikh_ f*hki) = o. 

Multipliant par i~ u; u" et sommant, on obtient 

d'où 

Cette relation exprime que les géodésiques de l'espace sont des courbes 

extrémales de l'z'ntégrale f ds. 

Ajoutons que dans la ,connexion euclidienne définie par les équa-
tions ( 1 L 1 ) et ( â. 10) 

Propriété intrinsèque I Le tenseur K;,,J = ri:k - Ci, satisfait à la 
relation 

Propriété intrisèque 2 ·: La torsion associée à un cycle infinitésimal 
situé dans l'élément de conctacl ( u;) est nulle. 

Propriété intrinsèque 3 : La torsion associée à un cycle non situé dans 
l'élément (Il;) est un vecte.ur normal à l'élément qui sert d'origine au 
cycle. 

12. HÉsoLUTION ET DiscussION Du SYSTEME (a. 10 )('.H·. 1 ). - La résolution 
de ce système est intimement liée aux ~onditions d'existence mêmes 
des géométries différentielles fondées sur la généralisation de l'expres-
sion analytique euclidienne de l'aire. Elle montre que cette générali-
sation possède des exceptions qui ne se présentent pas pour les espaces 
fondés en généralisant le ds~ euclidien. Ce qui n'est pas sans ozwrir de 
noureaux lwrizons sur les fondements mêmes de la géométrù élémentaire. 

Faisons monter les indices i el li des équations (1 J. 1 ), il vient 
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ou 
(11. r) 

Posons pour simplifier les calculs : 
(12.2) fi11= yiil+ Siil, 

où 1;11 est le symbole de Christoffel de première espèce, construit à 
partir du tenseur fondamental giJ, en considérant les variables u; 

comme des paramètres. 
Les éfruations (12. 1) donnent 

. Les -(1"' satisfont aux relations 

et 

Il en résulte en vertu des relations ( â. IO ), 

Remplaçons dans ('12.3) Sikh par -S1·;\ effectuons successivement 
deux permutations circulaires sur les indices i, k, h:.. Il vient en 
ajoutant les trois équations obtenues 

et 

(12.fi) 

L'introduction des quantités 

(12.5) 

(12.6) 

Jou.ni. de Math., tome XXVII. -·· Fasc. 4. 1:148, 
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permet de mettre s1'J sous la forme 

(12. 8) Sli/ =---= Jii.Y,t/ ___ J\.fjh~I,; + \'Il;" ll1;(Nihy;/I _ f\ljl,'fhki) + fi fr(/\._i,rfl _ J\.f, 1 /i). 
, ' 

Nous allons déterminer ç'i et çi en fonction des paramètres,( Au 
cours de ce calcul, nous nous servirons des relations (â.3), (â.4), 
( â. 5) et ( 6. 4 ). Remplaçons dans çu, S 11•.i par sa valeur tirée de ( 12. 4). 
Ona 

,-
+ vr,tk(Ak,,Jr/i/i_ ;\i,,./r[i/k), 

el en vertu de ( )_i .,1), ( 12. 6) et ('12. 7 ), 

(12.g) . -• Li -• \ "t • A - Li A ', -Ç1J- ____ p_, 111-rl _ /1{r 1. + _ llk !'('"'' ~ 
- -- ,- ,., ' '' l r J - 1 • - v g , 

Portons cette valeur de ç'i dans ('12. 6 ). On en déduit 

(12. ro) 

La multiplication de l'avant-dernière relation par A1 donne, d'après 
(6. 4), 
(12. 11) 

et, par conséquent, 

(12. i•;i) ':/=- (Ao\kih+ AkJ\,.Akr!,) ·n1,- /i/rAzAI-,.+ ]I,' u1.-A1A1,yhkl. 
Vg , 

De (12.7), il vient, en tenant compte de (12.8), 

(12. d) 

En substituant la valeur del" A'·,. tirée de (12. 13) dans (12. 12), 



L'AUTOPARALLl~LISME DES COURBES EXTRfli\lALES. 289 
il vient, 

• • -- V A., (A A1'1 V I\ A \ 11 u A') • \ / , ;'=-1- -/~- 1 "--J--:Ï..:;;.·,. /!."'- ;- '' Yi1t--12 }J /llrllkyr•·=o. 
\8 vg \8 • • Compte tenu de (12.11), on a finalement 

. (12. 1/i) 

Hem plaçons dans la formule ( 12. g) l,. A'·,. par sa valeur tirée de 
(12. 13), nous obtenons 

t .... , I). 1/LiA "' \/B.,· 'k ULi .• 
c,'l+ n'''ru,- -_,- Yi'- - 1 2 1,11,.U.k"(' ·r+ -12 ,1 u,.1t1.)" .,._ -1:;:; -1~ llk~ ·= o. 

V/.f , , \g , 

:Multiplions (t2. 14) par Il; et sommons, il vient 
1 

el 

(12. 1;'i) 

/;;, çii, ainsi que Sli.i s'expriment donc, au moyen des n paramètres½" 
liés par la relation 

I h.,., - /.( /(·/(·((,."iik 
•1,z- .f.13 l J ri j 1 

obtenue en multipliant ( H?. 7) par li; el en sommant. 
Il nous reste à déterminer les n quantités ïJ1i• Explicitons les 

quantités [rA'·,.; d'après (7. 5) et (6. 1 ), on a 

'rAI h•[aAI ()A_I r k A•I'* 1] ~- ·,.= i- -a.+ à-. llk sr+ k r 
• X' Ils 

ou 
tJA1 \;-;;. JAi • r;;. \rg lrAI _ [r b I' rk V 5 /\. J'k/,· • \ r'k/11 l' ,r• · 'r- -à,.+ -J ;i- ltkllr ,< + -1 klir + -,-! kUr\, Ils lt , 

X . ,, Vils · · _. . 

et en vertu de ( 12. 2 ), ( 12. 5 ), 

lrAI - /r rJAI <)Al t "+ VKA Sklr+ \ Cklh>- r+ {g rJAI kr 'r- "T-:;. + -)- li,-:,,. - 1- -kllr i kllr , Çlt - 1 . -à llkllr"(s 
u,X· l Il,,; ..1 ..1

0 
ll:,; 

.1- r 
V g A kir \ g A Cklh ,,. + L kllr"( + L kllr ll.,ylt • 
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Remarquons que 

De ( 12. 8), on déduit en multipliant par A1 et ui, 

el compte tenu de (1.2. u), (1.2. 15), 

SI". L 1 . \_I 1) A w A1ui '1-----: .J1 ru+ -1 Iuku1t y ·,= o, 
g --' 

d'où 

D 1autre part de (1.2'. 13), il vient 

En se reportant à (1.2. 14), on voit que /"N·,. peut se mettre sous 
la forme 

,- ,;- • 
I <r V o· rr 

( 12 18) l ,. 1\t. - tiè. lt• ,\_h-,,kl _ _ n__ Lt u-A, uk,,ttk;--+- _1,__ u- u ··(t;j _A· 1\illt-n, _ -r,1 • ,·- J.J , .. J j rt J__.2 t n • • j )..J2 L / J tt 1 1 • 

En rapprochant les expressions obtenues ci-dessus pour les quantités 
/"A1·,. nous obtiendrons la relation remarquable 

(12.19) 

avec 
(12.::io) 

Cette équation entraîne, en plus de ceux qui ont été signalés au 
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début de ce paragraphe, des développements géométriques (§ 12, 
15, 14) étendus et intéressants. Elle conduit notamment (§ 15) 
à classer les espaces métriques fondés sùr la notion d'aire en diverses 
catégories suivant le rang de la matrice I Kijl• 

Dans le cas général des espaces réguliers ( discriminant I Kii 1 o) 
les n quantités Y)h sont complètement '"déterminées par les n relations 
( 12. 19) et le système d'équations ( a . 1 o), ( 11. . 1 ) admet une solution 
unz·que. 

Le s_ystème différentiel 

caractérùe les courbes extrémales et les quantités I'/1.- d1finissent une 
connexion euclidienne ( G-E). 

La formule ( 12. 20) a le défaut d'être dissymétrique. Les deux 
relations 

el 

conduisent à la formule parfaitement symétrique 

où 

est le tenseur symétrique introduit (2, p. 21) par M. É. Cartan. 
Les résultats précédents permettent de compléter largement le 

théorème de M. É. Cartan relatif à l'équivalence des intégrales 
multiples, par l'introduction de toute une catégorie nouvelle d'inté-
grales et de l'énoncer sous la forme suivante : 

Toute intégrale multiple, pour laquelle un des discriminants I Hi.i j ou 
1 Kii I est d~lf érent de zéro, admet un groupe de transformations 

ll d . d . d n(n+i) , ponctue es epen ant au maxlmum e ---parametres. 
2 
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On peut maintenant, dans le cas général, vérifier la relation 

qui exprime que le vecLeur unitaire normal est perpendiculaire à sa 
différentielle absolue. On a, en effet, 

( a~ - ) - dU •1g ,/c, i- V Vb ,li.i i lt u1c.i -- Il;-=+ L-:;-:--;;- + -1 llklli'l ;,- u1~,, dx. ,/ u· üX , 
V(~ 

D'autre part : 

par suite, 

(12.22) 

1 ùg"1 L aL L 2 <1g 
-- -lt·Ui---- -+-- -• 
- 2 ' • da/• - g ùx1• 2g <lx"' 

ll " 1 - ' 1g-ll Il Sik - u. iC,lt-V ·i k !t- , 

1 /Li_ I dL /· ,/,. -= Ili ( - - -Ù ,/, ( .1- ' 

'
/o· "J 1, C! 

f 5. LES ESPACES SINGULIERS. - Les équations (a. rn) et ( t 1.. 1) ne 
déterminent complètement' la connexion euclidienne que dans le cas 
où le discriminant J Kij J o. Ki.i étant le tenseur 

A.. A A .. Jj Al .• 
t;J ,-j-- 2 k k1/ + vïi· + g'I. 

Dans le cas où J Kij J = o l'espace est dit singulier. Il est dit totalement 
singulier si le déterminant j Kij I est de rang 1. C'est ce qui a lieu pour 

l'espace harmonique fondé sur r.intégrale double Jf (p 2 + q2 )dx.dy. 
Les espaces totalement singuliers jouent un rôle important dans la 

théorie où leur caractère analytique résulte du théorème suivant : 
la condition nécessaire et suffisante pour que l'espace soit totalement 

. l' K.. VLi smgu œr est que '1 = -,,-. • 
b 
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On peut rapprocher ce résultat de celui obtenu par M. l~:. Cartan 

dans son Mémoire sur les espaces métriques fondés sur la notion 
d'aire (p. 2 r ), où il trouve une condition analog·ue pour la sing·ularité 
totale dans sa connexion. 

Pour établir cette proposition, observons que les quantités KiJ 
vérifient les relations 

et 

I(ih u1,= gihu1,+ Altu1, + 2AkAkih u1,+ Ai;l'u1,= fi" u1, 
V/; 

Considérons alors la forme quadratique KiJ r.t.;CI.J, où les r.t. 1 sont 
n variables indépendantes. On sait (7, p. 98) que la condition nécessaire 
et suffisante pour qu'elle soiL décomposable en une somme de fL carrés 
est que son discriminant soit de rang 11 .. Si la matrice I Ki1 1 est de 
rang 1, Ki.ir.x;a1 peut se mettre sous la forme (Jir.x.,y et 

l(i/= j,i)J. 

Mulliplions cette dernière relation part u,i11' il vient 

et 

Ou en déduit que 
l ... 1·1· L1. Ï l dL2 l dL~ LLi 

llj \_l}== ( lltl,l )t\ 1==-· -;....:..::. 1.I== llh ()]'== - llh -- = - - = -, 
, t, ,, 0 • ùu · du, ·, "' iJu · 0 • V g .• ,., '/ . ' ·'t:, I ,.., 

d'où il résulte 

et de là, ce qu'il fallait démontrer~ 

I ... 1/L/ 
\'!=--• 

8" 

La condition est donc nécessaire. Elle est aussi sufiisante car, si 

1... 1/Li 
\'1=--, 

D' b 
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la matrice [ KU [ est évidemment de rang i, les quantités Kii ne pouvant 
être toutes nulles en vertu de la relation 

I(_ih ll1,= gil• ll1,. 

La condition pour que 1' espace soit totalement singuli'er a, comme dans 
la connexion euclidienne de M. É. Cartan, une signification ,géomé-
trique qu'il est aisé de mettre en évidence. 

Soit X un vecteur quelconque de composantes contrevariantes 

fixes et DX sa différentielle absolue lorsque son élément d'appui 
tourne infiniment peu autour de son centre. 

On a, en représentant par Q la différentielle absolue du vecteur 
unitaire normal, 

et 

ams1 que 

Remplaçons dans cette 0dernière relation du11 par sa valeur tirée de 

- • ;- [ llk] w1,=ygd L • 
Il vient 

Désignons par! le vecteur normal à l'élément li; et de longueur~ d~ • 
~ .:, 

On a, d'après 

et 

I dg -- - =A1w;, 
2 g 
d L1 I / Jix-~J.-x--' A'•X-- .!- 1- ,/- /Wt, 

2 g yg yg 

+(-+ - • 
ADX+X DA+ Q +Â =K111 X1,w1. 

Les quantités ü11i étant liées ( 1.2. 22) par la relation 

L"w1,=o, 

, 
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la condition nécessaire et suffisanle pour que l'on ail 

' • s exprune par 

On en déduit 

(13. 1) h 1h= c/1/i. 
1 

1\1nltiplions ( 13. 1) par u1i el sommons 

d'où 
et 

La condition nécessaire et ~.uffisanle pour qu'un espace soit totale-
ment singulier est que l'on ail identiquement 

14. LEs l~XTliÉJL\LES oEs ESPACES C. -- Bien qu'invariantes par un 
changement de connexion euclidienne, les équatious caractéristiques 
des courbes extrémales de l'intégrale 

revêtent des formes analytiques diverses. Nous avons déjà signalé la 
forme (li.2) de M. É. Cartan 

( 4. 2) 

La connexion euclidienne ( G-E) conduit à la nouvelle forme, parli-
culièrement simple, de ces équations : 

(14. 1) 

Mais ceci n'est pas seulemenl une queslion d'abréviation, car (14. 1) 
permet d'étudier très simplement les solulions de (4. 2 ). 

Joum. de 11/ath., tome XXVII. - Fasc. 4, •~'lis, 38 
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Les courbes extrémales sont, dans le cas où la matrice I Kil I est 
différente de zéro, définies par 

avec 

où les n coordonnées homogènes u1 , u2 , ••• , un, qui définissent l' orien-
tation de l'élément de contact, sont les fonctions 

tirées du système ( 4. 1) 

Les équations des lignes extrémales, étant du second ordre, doivent 
s'intégrer, au moins théoriquement, avec 2n constantes arbitraires. 
On doit pouvoir se servir de celles-ci pour faire passer une extrémale 
par deux points donnés de l'espace ou par un seul point, mais avec 
une direction donnée en ce point. De là : 

la condition nécessaire et suj]isante, pour que chaque élànent de 
contact ( u;) dëtermine une extrémale et une seule tangente au vecteur 
unùmre normal, est que la matrice 

Si ce discriminant est de rang p > 1, le système (14. 1) admet 
[ 7, p. 52] une oo "~1) solutions, y comprise la solution zéro. ll passe 
par chaque élément de contact une oo 11 ~ 1) courbes extrémales, nor-
males à ( u; ), qui constituent une variété V n - p + r dont l'étude 
peut être intéressante. 

Jl'i. EsPAŒS A TENSEUR A;p,= o.~ Un espace d'éléments de contact 
( au sens de Lie) à connexion euclidienne est défini analytiquement 
par la donnée de : 
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1 ° La métrique 

(15. 1) 

au voisinage q'un élément de contact. Les coefficients gu sont des 
fonctions des coordonnées de l'élément. Ces dernières comprennent 
les coordon~ées xi du centre et les coordonnées homogènes u; défi-
nissant l'orientation de l'élément. 

2° La différentielle absolue· d'un vecteur quand son élément 
d'appui et ses composantes varient infiniment peu, différentielle de la 
forme 

Le déplacement parallèle étant tel qu'il conserve les longueurs, on 
a les conditions 

et 

que doivent vérifier les coefficients Ct/'' et fi/1i, pour que l'espace soit à 
connexion euclidienne. 

M. E. Cartan a indiqué [t, p. ~] comment les données précédentes 
permettent d'intégrer dans un seul et même espace euclidien, une 
suite continue d'éléments de contact. Dans le cas particulier des 
espaces à tenseur Ai.i''= o, on peut [ 5, p. rn6-I préciser davantage 
celte opération en montrant l'existence d'une métn·que euclidienne de 
raccordement le long d'une courber donnée. La mesure de la longueur 
d'une coUrbe r infiniment voisine der, soit dans la métrique rieman-
nienne, soit dans la métrique euclidienne de raccordement, donne le 
même résultat aux infiniment petits du second ordre près. De là 
résulte l'équivalence de la définition des oourbes extrémales et de la 
définition des courbes auto-parallèles. 

La coïncidence des géodésiques et des extrémale:, dans la connexion 
euclidienne ( G-E) entraîne-t-elle l'existence d'uue métrique eucli-
dienne de raccordement le long d'une Jignc r donnée? En d'autres 
termes, y a-t-il parmi les cartes de f' dans l'espace ordinaire une 
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métrique euclidienne, telle que la mesure de la longueur d'une 
courbe infiniment voisine r, soit dans la carte, soit dans l'espace de 
Cartan, conduise à un résultat identique aux infiniment petits du 
second ordre prés'? 

THÉORÈME. - les espaces riemanniens à connexion euclùlz'enne de 
le1•i-Civita sont les seuls espaces métriques fondés sur la notion d'aire 
qui admettent une métrique euclidienne de raccordement le long d'une 
ligne quelconque. 

Pour étudier les variations de la longueur d'une courbe quand on 
change la métrique, considérons une représentation paramétrique 
der. Posons 

t désignant la nouvelle variable et ê,'. 1 , a~, ... , a1 des paramètres 
variationnels indépendan Ls. 

La déformée r der a pour équations paramétriques 

et les coordonnées homogènes (11;) et (;1~-) des éléments de contact de 
l' et r vérifient les deux systèmes d'équations 

V ( xk, uk) xJ 
\'g(:rk, uk) \ 1 ff,-.,(:rk, uk).z--r.r.s 

et 
u(:?, il7.) _ :r·,i 

V g(:r:k, 10.) g,./x*, i11;):r·rxS 

Soit, 

la métrique euclidienne de raccordement. La courbe r ayant même 
longueur dans ('.Il:>. 1) et(1a.2), on a 

Le symbole == indique que ces deux tenseurs fondamentaux diffèrent 



L'AUTOl'AHALLltLISME DES COUHBES EXTIÜ,MALES. 2g9 

de quanLiLés '(iJ, liées par la relation 

î"ij ,1:'l ,r' j =--= <'' 

L'élément linéaire de f est dans la métrique euclidie11ne (liS. 2) 

Remarquons que 

d'où 
/' ( À ) 1 /' / i ' /, /• (}'!,l'i "' / 2 1 f)/.ti; Ji 'i > ,k lt' rs',=/:f'ij ,1··, lik ,1: 1 .r-lr['+'.'.gij(,r', ilk),1.:<-) Ù ():J.1,rt 1- Jxk'l X O.); ( , 

l l :1.1,. 

Dans la méLrique de Cartan, l'élément linéaire de r s'obtient à 
partir de ( Ui. 1), en substituant à (x'·)(u1,) les grandeurs (x'·) et (11 1,). 

En effectuant les calculs, il vient 
, __ )____ --. . 1):.,";(.rk,111) -

15'' g 1 • k 'i 1/ Il" ( k uk),i:'' .. I:'I cil'+ '· 1 • • ù,1".r'1.7i dt2 (,·= ij\J: 1 llk ,l' ,;: ( -=/{'i/ X, Û,i;k 

Jrr .. _____ _ 
-+ ....9..!.!. àu,,c'i,r'i dt'. 

Ùllk 

(; rùce à ( LH. 3 ), (il. 4) el (:S. 8 ), on trouve, à des infiniment petits 
prè,,; d'ordre supérieur au premier, 

/ ,, k ) , ,. 1 ., ( k ) ,. iP.t,, 1 , d;.ro(,ck, 1tk) ,, ,., k 1 , 
f s-= :,:-ij(J' 1 llk .r '.(: I ( t-+:>.g;; ,1' 1 llk ,l'' -,-,- 0:1.1,1 t--1- ) k ,I' 1 ,_1.,· I a,;: / [ 

V / / ( :J.1, C X 

l . .1· â; . .,-,.t,, . • .... ,) '.),A,;1i <}2 ,11, .,,· .,·, ._, 
--1- ,, ·\ .• k - -~ ,.1,, 11 a•-" rit- -1- -==== ' t I o~ dt ·' 1 11 /- Ù ./1 '· ' '' , -- "' ' J.k, , \, g •1 \',g, .. ,.r'r_i.1.< dt 1h1c 

el les fonctions g,-.,( .l'.J,) satisfont à la condition 
) () ,,. · (· l'k Il ) 1 ,. J ( /.tii ,. ,·"" /.. , .... ,, ' • k Ji .!1 ,"' .k ') \ .. k _., _ ( f/,-k -r/1 }Ji 0' 1.h 
,)~ ,1',., I (),(' "''" ) k ,/ ,/ J,1 --1- d - 1/ ·-;=-- 1J.1·h ,<• -~ •• 

< .r· V g 

La relation précédente ne peut subsister quelles que soient les 0;.u' 
que si l'on a, pour chaque valeur des x', 
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L'existence de la métrique euclidienne de raccordement (lâ. 2) 
entraîne la coïncidence des courbes aulo-parallèles et des extrémales 

de l'inLégralej,ds. La connexion euclidienne des espaces à tenseur 

NJ1. = o, qui sont [2, p. 20] les espaces riemanniens, doit vérifier les 
conditions générales ( 8. 5) 

. , u, t2· ( l"" ., l",. . \rb" , t'•· ., l'*' .. "\•·•1- = .'-'- {/·/(· /fi,_ "o"!l) -1 - 1--,- 1/,·f ;·( I/S_ 011 ). 
' 1 :- 1 2 l / 

\' If , 

Conformément à ('J â. 4), ( 8. 5) se réduit à 

d'où : Les espaces riemanniens sont les seuls espaces métriques 
fondés sur la notion d'aire qui admettent une métrique euclidienne 
de raccordement le long d'une ligne quelcouque. 

Il en résulte un procédé particulièrement simple de discrimination 
des espaces C, en espaces à tenseur Aii1• nul et en espac·es à tenseur Ai.il, 

différent de zero. Si un observateur à mentalité euclidienne se déplace au 
voisinage immédiat d'une courbe arbitrazre, en ~f!'ectuant des mesures 
dont la précin·on ne dépasse pas le premz'er ordre, il se trouve dans l'11n 
Oil l'autre de ces espaces suivant qu' d s' ànap;ine Oil non etre dans un 
espace euclidien. 

J6. UNICITÉ DE LA CO;-/NEXION EUCLiüIENNE (G-E). 

TnEOR1'ME. - IJans un espace métrique, de11:x: conncxz"ons euclùhennes 
aux mêmes lignes géodésiques sont idenàques. 

Nous ferons la démonstration pour un espace d'éléments de contact; 
elle s'applique à l'espace ponctuel en négligeant dans nos formules les 
coefficients C/1,. 

Démonstration. - Soient f; 11; et l'/1c les paramètres de ·deux 
connexions euclidiennes. Je dis que 

(16. 1) 

Pour justifier ( 16. 1 ), partons de l'expression analytique de la 
différentielle absolue d'un vecteur de composantes confrevariantes X1• 
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On a, avec les notations habituelles, 

IL\'=--= dX.1 ---1- X1 C/" d111,+ Xkf/1, d:r:", 

(j\_1 == dX' + )JC/11 d111, + Xkf\11t d:r/1 • 

Dès lors, la différence 

est un vecteur contrevariant quels que soient les vecteurs x1., dxti. De 
là, le caractère tensoriel des grandeurs à trois indices 

D'a1itre part, de la coinciclence des courbes géodésiques 

d 2 ,z:1 (' i/1 ri /1 /, d. ,-k r / cl.r:k rlx" _ 
,/t, 2 --1- •k dt dt --!- k i, dt dt - O 

associées aux systèmes de paramètres r et r, il résulte que 

,J ,.!1 ,{ ,.k d-•·" -{ 1-k ( -,, -- l' . \ " "· 1 ..•• "·. '~- '1---1 1 -----n ,-kl, kh rit dt-- kl, rit dt - • 

Dans ces conditions l 8, p. 5g ], 

où p1, représente un vecteur arbitraire d'élément d'appui (x;, 1t;). 
En vertu des secondes relations ( 5. 2 ), 

dg'i r·· 1,·· - = - lj /, -- fi k, 
d:rk 

c1ui assurent I a conservation des longueurs par déplacement paral-
lèle, on trouve successivement 

(16.:1) 
(f1i1,- J'iik)+(fiik - fitk) = o, 

lVki+ Hi/=-= (l. 
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Heportons-nous à la formule (H,. 2); nous aurons 

d'où, la relation remarquable, 

qui exprime l'identité des deux connexions euclidiennes. 
En particulier, dans un e.1pace de Cartan, la connexz'on ( G-E) définie 

par le .1ystème ( 11. 1 ), ( â. I o) est unù1ue. Il en est de même dans l'espace 
de Rzemann pour la connexion ( G-E) de Le('i-Civi'ta, et dans l'espace de 
Finsler pour la connexion ( G-E) de Cartan. 

CI-IAPITHE 111. 

La méthode du repère mobile. 

Le rôle joué par la méthode du repère mobile, d'une part, dans les 
géométries différentielles généralisées et, d'autre part, dans la théorie 
des groupes continus de transformations, marque le contact étroit 
existant entre ces deux disciplines. 

Toute la géométrie différentielle des espaces de Klein est ainsi 
subordonnée aux propriétés intrinsèques des conditions de compati-
bilité de Darboux-Maurer-Cartan, auxquelles sont soumises les 
composantes relatives du déplacement infinitésimal du repère mobile. 

La différence entre une géométrie kleinéenne et les géométries 
non-holonomes adjointes apparaît par le fait que les équations de 
structure ne sont plus vérifiées. Elles doivent être amendées par 
l'adjonction dans les premiers membres de termes complément aires 
qui traduisent la courbure el la torsion de l'espace. 

Ce second chapitre a pour but d'adapter la méthode du repère 
mobile aux espaces C a connexion ( G-E), de dé~terminer les équations· 
de structure et d'en dégager les propriétés caractéristiques de la 
géométrie fondée sur la notion d'aire. 

17. LA FAmLLE DES I\EPJmES Tl\11\Ef.TANGLES ADJOINTE A 1,'~:LitMENT 

GitNÉRATEUR. - Considérons au point origine A de chaque élément de 
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contact (xi, ui) la famille des trièdres trirectangles dextrogyres 

A e1 e2 e3 qui possède les propriétés suivantes : les vecteurs ortho-
-'>-

gonaux e., ei, e3 sont de longueur 1; e2 et e1 sont tangents à l'élément, 

e3 est le vecteur unitaire normal. 
Les composantes relatives du déplacement infinitésimal d'un de ces 

trièdres introduisent douze formes différentielles <ù;. Les trois premières 

sont les coordonnées par rapport au trièdre A e1 e2 e3 de l'origine du 
trièdre infiniment voisin. Les autres définissent les différentielles 

absolues De; des vecteurs unitaires e0 e2 , e3 , 

D e 1 = M4 e1 -1- c.i. e2 + M 6 e3, 

De2 = ul 7 e1 + r.i 8 e2 + w0 e~, 

De::= M1 0 e1 + rù11C2+ M12C3, 

Les vecteurs e; satifont aux conditions 

d'où 

et 

(17. r) 

e1 e 2= e1 e:i= e2 e3 = o, 

M 0 + W7 = o, 
W10 + WG = O, 

wa+ Mo =o, 

Les formes Cù 1 , (ù 2 , Cùa sont linéaires en dx, dy, dz; les formes c,) 0 , r•)n, 

qui ne sont autres que les formes r.1 1 , r.1 2 , du mémoire de M. E. Carlan, 
sont linéaires en dx, dy, d;,;, dp, dq; la forme cù 5 est, en outre, linéaire 
en dO. dO représente l'angle dont tourne le trièdre trirectangle autour 
du troisième axe. 

Désignons par X, Y, Z les coordonnées d'un vecleur d'origine A par 
rapport au trièdre mobile et X, Y, Z ses coordonnées relatives au 

Journ de Math., tome XXVII. - Fasc. 4, 1948, 3g 
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repère de M. E. Cartan. On a 

(17. 2) 
x = ,11x + 1,1, Y+ ''1"z, 
Y= l,21X + ),22 Y+ ).23Z, 

Z = l.3, X+ ).32 Y+ l,3,Z. 

Les symboles À;1c, liés par les relations ( 1 j. 3 ), ( 17. 4 ), jouent un 
rôle fondamental dans la recherche des équations de structure. 

. y 'A, .. 
/ t 

/ 
/ 

--·- -------------·-·-·-
,/ 

Fig. 5. 

' / . / 
__ y·, 

A, 
'X 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

1" Soient dx, dy, d:::, 0x, oy, oz les coordonnées de deux vecteurs 
infiniment petits situes dans l'élément de contact n et d'origine A. On . 
aura 

r,1 1 (d) = ). 11 d..c + /. 12 dy + f. 1:, dz, 

w,( d) = ),21 dJ: + l,22 dJ + 1.,:i dz, 
0)3(d) = o, 

0) 1 (Ô) = Àu ÔJ; + / 12 ôy + Î.13 ôz, 
r,1 2 ( Ô) = /•,21 Ô:r + /·.22 ôy + 1.2 :, Ôz, 

c,1:i(Ô)=o. 

Rappelons que l'aire ( (ù 1 (ü 2 ) du parallclogramrne construit sur ces 
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deux vecteurs est définie (2, p. 12) par 

( , dF dF) dF rJF 
1 tü1 r,J21 = I• - p dp - q Ji - dp [ dy d~ j - d1 l d;:, cfr 1-

De là, les égalités 

(17.3) 

2° On déduit de la forme différ2ntiellc 

--+ 
qui exprime la projection sur l'axe e3 d'un vecteur de coordonnées dx, 
dy, dz, 

. . .. I d2 U D'autre part, du tableau des quantiles a'1 = --) d 
2 ( /J.; /J-j 

d•F dF JF 
a' 2=F-- + - ~-, dp dq ùp dq 

a22=F- + ·- , - â2 F [rJF]" 
ârj2 Jq 

il vient 
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d'où 

et 

(17 .. ,) 

FltLIX A LARDIN, 

Les trois premières composantes relatives du déplacement infini-
tésimal du repère mobile s'expriment linéairement en dx, dy, d::; par 
les formes de PfafT 

(17.5) 

Un calcul immédiat montre qu'inversement dx, dy, d::; sont des 
expressions linéaires en.t0 1 , ttJ~, ttJ 3 , 

(17.GJ 

l I 
dy=- p 0.21+JJl,23)r,i1+ p (À11+JJÀ13)W2 

àF I 
- - --,---:========W, 

dq. '/[ ,J2F ]2 _ a2F à2F ' 
V dp dq dp 2 dq' 

dz =- p(ql,21+pÀ,.)r,i1+ r(']À11-pl,12)Cü2 

àF cJF 
F-p àp -q àq 

-r-:===;=;:;=~=::;:::::=a::;=;:==.;; C.)3, l ,PF ] 2 à2 F à2 F 
ap àq - rJp2 àq2 
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Posons 

{ Wn - Àu d.l'. + ''H r(r + ~-,,:: rl~ + ~-u dp + ~-,;; rlq, 
r,J"_ 1,,a d.; + 1.,,, c(J + J,,;~ d .. + 1 ... dp + 1.,. dq. 

30.., 
I 

Introduisons les composantes contrevariantes, relatives au repère de 
M. E. Cartan, de la différentielle absolue du vecteur unitaire normal 

- I w'=--
{g 

[ 
I •• ] 

Ù2 F I à2 F (} ---= -. 
-. dp - --;= -- dq + L' V f + {t.;_ llkl'k1,, 1!.r", 
Ùfl y'g ùpùq Ù.l L 

(17.8) 

Avec cette notation les formes w 0 et w0 s'écriront 

(17.g) 

En identifiant ( 17.?) et ( 17 .g ), on trouve 

(17. rn) 

Nous sommes maintenant en mesure d'appliquer la théorie du 
repère mobile à l'étude des surfaces et d'obtenir sans peine, au moyen 
des formules précédentes, les principaux théorèmes relatifs aux élé-
ments fondamentaux des courbes sur une surface. 
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18. APPLICATION A LA THÉORIE DES SURFACES. - On peul aborder l'étude 
systématique des surfaces S en se plaçant, comme on l'a fait pour les 
courbes, à deux points de vues différents : celui de M. E. Cartan, qui 
associe à chaque point d'une surface son plan tangent, et celui, plus 
général, qui consiste à adjoindre à chaque point de S la famille de ses 
plans normaux. 

C'est le second point de vue que nous allons développer. Il synthé-
+ 

tise la théorie des courbes el, dans le cas des espaces à vecteur A nul, 
il montre le rôle, analogue à celui des droites du plan, que jouent les 
géodésiques sur une surface. 

1° La courbure normale. - Soit une surface quelconque S considérée 
comme lieu de ses éléments de contact normaux. Détachons de la 
famille des trièdres trirectangles, associée à chacun de ces éléments de 

Fig. 6. 

. . 
contact (uï), le repère dont le vecteur umta1re e1 est tangent à la 
surface, 

1 • 
La courbure normale - en un point A d'une courbe de S, tangente 

. P11 

'>-
en ce point au vecteur unitaire normal e3 , sera définie comme en géo~ 
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m<~trie ordinaire par 

(18. 1) 

Nous allons supposer, ce qui ne restreint pas la gént:~ralité, que la 
surface est <léfinie par l'équation 

Le vecteur unitaire normal à l'élément d'appui a pour composantes 
con trevarian tes 

(18.3) u. 

On a, par suite, 

d'autre part, de l'identité 

qui a lieu quelles que soient les différentielles dx, dy, il vient 

En tenant compte de la seconde relation ( J 7. g ), on voit que la 
courbure normalt: est la même pour deux courbes tangentes; le p,, 
théorème de Meusnier s'étend donc aux espaces métriques fondés sur 
la notion d'aire. 

2° La courbure géodésique. - La courbure géodésique se définit, 
comme en géométrie euclidienne, riemannienne et finslérienne, par 

le produit scalaire 

(18.!i) 

La courbure géodésique est la composante du vecteur de cour-

bure de la courber sur l'axe d'indice q la courbure normale est sa . p,. 
composante sur la normale à la: surface, 
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En effet, en vertu de la relation ( 12. 22 ), 

+ 
le vecteur de courbure Dle 3 se trouve dans l'élément de contact n. On 

CS 

peut poser 

De CJ8. 1) et (18.4), il résulte 

et 

d l ' ou 

(18.:3) 

Cette équation ( 1.8.5) fait dépendre la courbure géodésique· d'une 
courbe r d'éléments de contact d'ordres supérieurs au premier; elle 
u'est donc pas la même pour deux courbes tangentes. 

3° La torsz"on géodésique. - Le produit scalaire 

introduit la torsion géodésique. 
Nous aurons ainsi 

->-
D e1 et el -==---,.---, 
ds î g PK 

->-
De2 e1 e, 
ds = r/;' - p,,' 

.,.. .,.. 
De:, e1 e2 - = - +--• ds pg p,, 
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On peut conclure de là que le mouvement des axes du trièdre Ae1 e2 e3 

est complètement déterminé par les quantités __I__, -1~, _!__ 
p,, /r pg 

4° Les ll"gnes géodésiques. - On définit les lignes géodésiquès d·une 
surface comme lignes à courbure géodésique nulle. Le long d'une 
telle ligne on a, par définition, 

et 

S• 1 ·d • 1 De.. 1 b ' d' • 1 - est 1 ent1quement nu , - 1 •• = o, et a cour e est une geo es1que Pn GS 

d'espace. Si __I__ est différent de zéro, le long de la ~ourbe, la différen-p,, 

tielle absolue du vecteur unitaire e,1 est normale à la surface. Ainsi, 
les géodésiques d'une surface sont, ou bien des géodésiques d'espace, 
ou bien des courbes le long desquelles la différentielle absolue du 
vecteur unitaire normal est perpendiculaire à la surface 

Dans l'espace ordinaire, les géodésiques de S sont aussi les extré-

males de l'intégrale J ds. Nous allons montrer que cette propriété 

caractérise les espaces C à vecteur A nul. 
Soit <I> ( x 1, x~, x') = o l'équation de la surface. Il faut annuler la 

même variation qu'au paragraphe H, mais, comme les lignes doivent 
être tracées sur la surface, les variations ox; sont liées par la relation 

(18.6) àll> . 
<Jxio:v'= o. 

En conséquence, l'équation principale 

[ dF [ ,JF ]] <Jxk - d d,l"'k oxk= 0 

ne se décompose plus en n autres. 
Servons-nous de la méthode des multiplicateurs. Il vient, en muI-

Journ. de Math., tome XXVII. - Fasc. 4, 19/48. 4o 
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tipliant la première équation par), et en lui ajoutant la seconde. 

[ dF [ <JF -] rJ<ll] 
()xk - d rJ.r-k - À <Jxk ô,xk= o. 

En vertu de ( 18.6 ), il n'y a que n - 1 variations indépendantes. 
Si l'on détermine À de manière à annuler le coefficient de la variation 
indépendante, les coefficients des n - 1 va;iations indépendantes 
seront nuls aussi. On a donc 

--d - -À-=o. rJF ,- <JF ] d<ll 
dxk .. Ù.J:·· k fh·k 

Cette équation s'écrit, dans la connexion euclidienne ( G-E), 

K'k - r)<{I 
'·wk- P. r)xi = o, 

ou en désignant par Yj; les composantes contrevariantes du vecteur 
unitaire normal à S, 

En particulier, si l'espace est à vecteur A nul, 

et les équations des extrémales sont 

(18.8) 

Observons que si l'intégrale de base correspond à un problème 
régul_ier du calcul des variations, la matrice 

lgtkJ ~o. 

Le système d'équations (18.8) admet la solution unique 

(18.g) 

ou 
N 

W1 Wg W3 -=-=-• 
'//1 '//2 'f/3 

La différentielle absolue du vecteur unitaire normal d'un élément 
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de conlact <l'une courbe extrêmalc est perpendiculaire à la surface, 

et, les courbes géodésiques coi'ncident O('ec les extrêmales de S. 
La réciproque de cette proposition est vraie; en d'autres termes, 

tout espace C donnant lieu à la relation ( 18. g) pour .une surface 
. >-

quelconque est à vecteur A nul. 
En effet, tenant compte des équatious ( f 8. g ), 

vlk - /J-Yik= 0 

et de la perpendicularité du vecteur . 

à la surface, on a 

(18. rn) ( u )-Ai;k+ 2A,.;\rik+ i= Ak w,= [J--r/. 
V.s' 

Multiplions (HL i:o) par\~ 11; et sommons; il vient 

->-
Cette relation ne peut être vérifiée pour toute surface S que si le vecteur A 
est nul. 

Les espaces métriques fondés sur la notion d'aire à vecteur A nul 
peuvent être regardés ( 1, p. 32) comme constituant une classe parti-
culière d'espaces de Finsler. Ce sont ceux dont le. tenseur contracté 
Ail/' est nul. 

Le présent théorème est vrai non seulement pour cette classe parti-
culière d'espaces de Finsler, mais aussi pour un espace quelconque. 

En effet, rappelons ( f, p. 17) que les extrémales d'un espace de 
Finsler sont caractérisées par le système d'équations 

Il est évident que les équations des extrémales d'une surface S sont 
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de la forme 

où Yj; désigne la composante covariante d'indice i du vecleur unitaire 
normal à la surface considérée comme lieu de ces éléments linéaires 
tangents. 

D'où la proposition: 

Les courbes géodésiques et les extrémales d'une swface q~elconque 
d'un espace de Finsler coùicident. 

J9. LES ÉQUATIONS DE STRUCTURE. - En géométrie euclidienne, les 
composantes relatives du déplacement infinitésimal d'un repère 
trirectangle qui dépend de plusieurs paramètres vérifient six relations 
dites équations de structure Darboux. On les obtient à partir de 

-+ r "" r dA = w1 e1 + toJ,e, + Cü::e3, 

r -::-. r 
de,= (,) 0 e,+ c.i,,e,, 

-::-. r r 
rie'}_==- w!je 1 + &J~e::, 

-),- J> -),-
rie.= - c,,,e, - c.i,e,, 

en écrivant que 
dô:VI= ô dM, 

"::;,.. ,, +-
d oe1= à de,, 

"\~ ,, 
d oe,= o rie,, 

" d oe, = o de,3• 

Ce qui donne les égalités 

( 19. l) l 

( c.ii)'=-- 1· c.i,ulr,]-[ c.J2W:;], 

(w 2)'= [ w1w5]-[c.i.w,], 

_ (w3)'= [c.i2W9j+[w1w.J. 

Considérons dans l'espace C un cycle dont on se do~ne l'élément 
de contact initial ( A, 1t ). Imaginons une suite d'observateurs à 
mentalité euclidienne échelonnés le long du cycle; chacun d'eux 
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adoptera un des repères trirectangles associés à l'élément générateur 
où il se trouve placé. 

Si l'observateur situé, en ( A, 1t) veut coordonner les observations 
de ses collègues, ces derniers devront lui transmettre : 

1° La distance _de deux points infiniment voisins, autrement dit, 
la métrique de l'espace; 

2° La loi suivant laquelle un vecteur se transporte parallèlement à 
lui-même de proche en proche. 

Quand l'observateur situé en ( A, 1t) aura parcouru le cycle, il 
remarquera que le repère final diffère du repère origine. Pour amener 
le premier repère en coïncidence avec le second, il faut effectuer, dans 
le cas d'un cycle infinitésimal, une trànslation et une rotation 
auxquelles on donne respectivement les noms de torsion et de cour-... 
bure de l'espace C au point ( A, n ). 

Moyennant (-19. 1 ), les composantes covariantes n, de la torsion 
sont: 

r.!1= (wi)' +[ w3 w6]+[ w2w 5], 

.Q~=(wt)'-[w1 w5]+[ W3W 9], 

.QJ=(wJ' -[ W2W9j-[ W1 WsJ• 

Les formules:( 17. 5) et (19. 2) vont nous permettre d'obtenir les 
expressions effectives de ( wi )', ( w2 )', ( w3 )'. 

Les formes de Pfaff wi étant linéairement indépendantes, ces dérivées 
extérieures peuvent se mettre d'une manière et d'une seule sous la 
forme 

(ui1)'= A [w,w2]+ B [w 1 w3]+C [r,) 2 w3]+D [w,w,,J 

+E [w1u.)
9
]+F [w2c.i 0 J+G [w 2 w

9
]+II [w 3 w6 ] 

+- 1 [ r.1 3 w9J+ .J [ C.l 1 C.l:;j + K [ W2 w:.J+ L [ w3 w:;], 
( r,le)'= A 1 [ w1 c.i,j + Bi[ uJ 1 r,1,1)+ C 1 [ c.1.1 r.i 3] + D 1 [ w1 w6J 

(19. 3) + E, r W1 ulgj + F, [ /,l2W,j + G1 [ W2W9] + Ili[ W3Wr,] 

+ l1 [ W3 u),,] + J, 1 u.l1 W;;] + K, r W2 (ü:;] + L1 [ W3 W5), 

( <,l3)'= A2 [ w, w2J + B21 r,)1 c.1,,] + Cs[ w2 u1 3] + Dd w1 w6 J 

+ Edw1r.1 9]+ F,ju),w6]+ G2[w2w9]+ H2[wawr.] 
+ 1, [r,i:iw

9
] + J, [ W1u.)

5
]+ Kd r.1

2
w5] + L2 [ t,)3w

5
], 
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Portons notre attention sur les cycles dont les éléments se déduisent 
de proche en proche de l'élément origine par transport parallèle. 
D'après les relations ('17. 1), cette prnpriété se formule par les deux 
équations 

Compte Lenu de ( J 9. 2) et ( U). 3 ), les composantes relatives au 
repère trirectangle du vecteur de torsion de ces cycles sont 

1 
!2; = ;\ r C,)1 r,J,j.+ B. l (~), (,laJ + C r r,·J." C,J"j 

+ JI C.J1 C.J5] + ( K + 1) l c.12r,J;;j + L[ c.J,1 &>,;J, 

Q~= A1 l W1 vid + B1 [ vJ, wd + C1 [ W2v>"l 

1
- +. (J. -1)[c,i.1 r,i"]+K,[r,1,r.i,.]+Lt[c.l;,r,J;;j, 

,Q, = A, [ vJ 1 c.J, [ + 13 2 [ c,1 1 rü 3] + C, [r,i, r!.l3] 

+ J, [ C.J1 tü;,J + K2 [ c.l, w;;]+ L, [ w3 w5]. 

Revenons à la convention intrinsèque ( t 1, p. 48 ), qui détermine 
complètement la connexion euclidienne (G- E). Elle donne, pour 
composantes conlrevariantes de la torsion, les formules 

Hemarquons qu'en coordonnées rectangulaires, les composantes 
covariantes et conlrevariantes se confondent; on a 

ri;= [21 = /, 11 QI+ },i,Q2+ ), 1JQ\ 

Q~ = !]2 = ),,, !ll + '·22 !22 +. ),,:: Q", 

Q~ = !f:1 = 1,::1 !2 1 + ).,::, !22 + ), 3 , ~V. 

En utilisant les relations, géômétriquemenl évidentes, 

),11 l' + l.u l 2 -t- ),13 l" = o, 

),21 l' -t- ),,, / 2 + ),, 3 / 3 = o, 

/\31/1 + ),3,l2 + À:1al"= ", 

el en écrivant A;,,. pour les composantes par rapport au trièdre trirec-
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tangle de la dérivée covariante du vecteur Ai, il vient, 

En rapprochant les deux expre,.:sions obtenues ci-dessus (J 9. 4 ), 
( lH. ;':i ), pour la torsion, nous obtiendrons les égalilés remarquable:-

.\ = H = C: = J = L = o. 

:\,= H,= C, = K 1 = I.,~-~ o, 

A,=.l,= h.,= L,=o, 

K=-1, 
J1=1. 

C,=-A,,,. 

D'autre part, on tire de la comparaison de( lH.2) et (Hl. 1), 

(19.6) 

Nous allons démontrer que 

Il=- 1, 

(19.7) E=- G,, 
l =o, Il,= o, 

A,11=D, 

:\:i,=11 +1, 

:\3,i=II,, 

:\i:,,=E,, 

A3:11= 11,, 

l,=- 1, 

1>=- F,, 
E~:::::::: (), 

,\,"=J, 
A,,i=F,, 

D,=1, 
F=D1, 

G,=1. 
G=E1, 

F1 ==0, 11,-=Au I,= \ ,. 

Il en résultera la forme déJinitive ( 19. 8) des équations destructure 
des espaces C à. connexion euclidienne ( G - E), 

(19.8) 

( c,1::)1 =- A,,, [ r..l 1 C.):i] - .\,. 3 [ 01, v);:j + [ C.) 1 w,,] 

+ l w, C.l
9

] --j A-, [ ul.: r,1
1
,J + :\~ [ c,1,, r,1

9
]. 
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1° H = - 1. - Dérivons exLérie,JJrement la première équation 
( 17. 5 ). Il s'ensuit que 

(19.g) à1., 1 [ l ·d ·] ùÀ11 [·d l-J, d1.,e[d d-] _, r.,l . 1 + ,l X c;_. -,- Ù Y .. 
oy • r;:; :; 

ùÀ" f l ù).,, . . rJ).,, + -::;-- r; x dp] i • -ù [ rfr dp [ + -ù [ d:; dp] ~} - p 

Ùl.11 [d· d ] (n1, [d. d ] d)." [d- l [ + -J .r . q + -d 1 q + -à c; q _q q v • q 

Ù/q 1 [ d d( J ' ÙI.'' [ f ' 10 J -L rJ). 1 [ l- df l + dO X ) -,- JO I} I ' d() r~.) • 

Posons 

(19.10)• 

La dérivation des relations ( ,t 7. 3) par rapport à la variable 0 
donne 

(19. 11) 

Multiplions ces équations respectivement par ), 12 , - Ï, 11 , - Î,1 :1 et 
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additionnons; il vient 

(19 _12 ) _ àJ•,11 àF _ ài.1 2 à~ d1.1~(F- àF àF)-
àO dp d0 àq + à<J p dp - q àq - 0 • 

(19. 13) 

et 

(19_. 14) 

Il en résulte que 

_ ùÀ11 àF _ àÀ12 ùF + àÀ,"(F- àF _ àF) 
ùp àp àp àq àp p àp q àq 

(19. 15) 

(}2F a•F • a~F à2 F ~-a., 1,11+ à-d Àu+p),i=~a. +qÎ,13-à à , 'P" 'P q 'Jl" 'P q 
_ àÀ11 àF _ àt,12 àF _ à),13 (F _ àF _ àF) 

àq àp àq àq dq • p dp q àq 
à2 F à2 F à2 F ù2 F =-a a '•11+-a 1 t,12+pÀ1~::r---a +qt,13~• 

1 'P q q up q uq· 

Finalement, grttce à ('17 .g), (i9. 10) et (f9. 13), et en remarquant 
que 

on a 
ll=-r. 

2° Les autres relations ('19.7) s'obtiennent d'une manière analogue. 

En résumé, voici le tableau complet des coefficients des trois pre-
mières équations de structure : 

Joum. de Math., tome XXVll.- Fasc. 4, ,948. 
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Première équation. 

l=A312=o, l-I=A3H-1=-1, 

D=A111=-F1=-A221, F=A211=A121=D1, 

J-1,= Aa21= o, 

F1=A221=-D=-A111, 

F2=0, 

G2= 1, 

Deuxième équation. 

l,= A.122- l =- 1, 

D1= ;\12,= A211= F, 

Troisième équation. 

E 2 =o, 

II 2 = A1, 

E =A112=- G,=-A222; 

G = A2,~= A.122= E1. 

- --
E1=A12,= A.211= G1. 

D2 =1; 

12= A2. 

20. APPLICATION À LA THf:ORIE DES CO.URBES. - On sait que les équa-
tions de structure de Darboux-Maurer-Cartan auxquelles obéit tout 
mouvement à plusieurs paramètres d'un repère mobile contiennent 
in abstracto toutes les propriétés de la géométrie des espaces de 
groupes. 

Le but des paragraphes 20 et 21. est de montrer les dévelop-
pements géométriques étendus et intéressants qu'entraînent les équa-
tions de structure (1.9.8). Tout le parti que l'on peut tirer de ces 
équations se dég-agera nettement des résultats déjà rencontrés aux 
paragraphes 1.2, '15, et 1.8; résultats que les relations (19.8) ren-
ferment en elles-mêmes. 

Considérons la famille des trièdres trirectangles. dextrogyres 
adjointe à chaque élément de contact d'une courbe r. En désignant 
par d le symbole de différentiation qui permet de passer d'un point 
der au point infiniment voisin et par ô le symbole de différentiation 
du passage de r à la courbe infiniment -voisine f' ( on passe d'un point 
de r à un point de la déformée f' en se déplaçant normalement à la 
première courbe), on a 
(20.1) wi(d)=o, w2 (d)=o, W:i(d)=ds, wa(6)=o. 

Et, des relations (20. 1) et ( 1. 9. 8 ), on déduit la variation subie par 
par l'élément linéaire à la suite de la déformation Ô 

(20.'.l) 0 ris= A,,aw:i(d) w, (à)+ A2,:.C.l:, ( d) W2( o)+ W1 ( à) Wr,(d) 

+ w2(à) w9 (d)-[A,wo(à)+A2w 9 (o)] ds, 
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a1rnn que 
(20.:n dr,i 1 ( Ô) - c.i,( ô) r,1,,( rf) + 1,1.-,( ô) ds 

+ c.1,(ô) [~û),.,(d)+ \,,,1,1,(r!)l 
+ rJJ 2 (à)l_1\,, 1 r,1 11 (1/)+ .\,,,r,i 0 (d)l=o, 

et 
(20. î) dvi, ( ô) _,_ ûl1 ( ô J ûl,; ( d) + 1,1, (a) 1 ç (,),., (ri)+ A1,2 c.1, ( d)] 

- r,1,( Ô) l A 111 ûl,,(d) + A 11 ,vi"(d)], 
d'où 

(20. ;i) ô f r1s = j~vl"( d) r,1 1, (à)+ r,i, ( ô) 1,1,,( d) - A, c.i,;( à) ds - A;c.J,( à) ds 

+ \ 1 , 0 r,J,(r/) wi(Ô)+ A2,,r,i::(d) r,J,(Ô). 

En utilisant ( 20. 3 ), on a 

f 1\, ( c.1,.,( ô) ris - c.i, ( ô) C.l;,/ ri)+ r,,, ( r]) l ~,-;r,i,,( d)+ ~r,1,1( d)) 

+ r,i,(o) l.\,,,r,1,;(d)+ A,,,ui,(d)_I l 
= - f 1\1 dw, (ô)=-l,\,r,i 1 (rîJ]~ +.( c.1 1 (ô) r/A,. 

On remarquera que (ù 1 ( 2) est nul à l'origine et à l'extrémité de f. 
On peut donc écrire 

-J 1\ 1 r,ii;( rî) ds = f c.J, ( ô) [ - r/A, +A,[_\,,, c.i,, (ri)+ ,\11,c.1,(d)] 

+ A~ r,J2 ( ()) [ - (,);; ( ()) + A 121 /Jl,; ( c{) ----f- j\ 1, a ûl !I ( d) -, l-

D' a près la valeur de dw 2 (ô) donnée par (20.4), on conclut 
également que 

- A 2 ,,,,1(ô)ds=-..:c c.1,(rîJ l -d:\ 2 - ,\, _ \ 11 ,r,1,;(d)+ .\ 11 ,1,1,,(rlJ_ 1 f . - f i 1 --1-- ·11 

+ A, r,1 1 ( r}) [ c..1., (d) + Ai;, r,l,; (d) + A1,.c.i.,( d)j. 

L'équation (20. 5) devient 

- af ris= fui,(rî) 

x [d\i- 1\,r,1_,(d)- \,_,r,) 0 (d) 

-( I + .\ 1Ç +·\,-;-\~),,,,.,(ri) - (.\, \ 1 ,,+ ,\,.\ ,,,,) r,l 0 ( d) j 
----t- ,,l,( rJ) l ri\,+ :\ 1 r,l,;( ri) - :\,,:; r,1 0 ( ri) - ( ,\ 1 A,,, - ,\, ~) ,,i,;(d) 

--(,\, \,,,- \, \ 11 a)r,i'.l(rf)I• 

11. 
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Considérant les formules 

(20.6) l DA:::-:: A~;ltr~1,+ A:,, dt1/1+ AkAk:hr~1,, 
DA-= A-·1'Wt, + A-,, d:r:"-t- AkAk.hr.,i;,, 

les conditions d'extrémum peuvent s'écrire 
K.11,.~"= n, 

K,1,;i'1 = o. 

Servons-nous çle la relation 

qui exprime que le vecteur A',1, w,, = A.7.a Wa est situé dans l'élément de 
contact, il vient 

Fig. 7. 

Dans ces conditions, les équations des extrémales sont sous forme 
tensorielle générale 

C'est l'équation ( 14. 1) du Chapitre I. 
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Passons, dans le même ordre d'idées, à la recherche des équations 

des courbes extrémales d'une surface quelconque S. 
Soit M un point d'une courbe AB tracée sur la surface, point 

;,,.. 
auquel nous adjoignons le repère trirectangle dont l'axe e1 est tangent 
à S. On a pour un déplacement infinitésimal d le long de la courbe 

r,l 1 ( ri)= o, 1,1:: ( 1/) =-:-:: ris. 

Admettons maintenant, comme plus haut, qu'on passe de AB à la 
courbe infiniment voisine ACB par un déplacement infiniment petit o 
du trièdre mobile pour lequel 

l~tant donné la nature du trièdre adjoint au point Mon peut <'~crire, 
de plus, 

Appliquées à ce cas particulier, les relations (1H.8) se transforment 
en les formules 

0 ds = A1,3W3(d) W1 ( o) -j- r,)1 ( o) (,)G( d)-- [ A~ (,)r, (à)+- A~r,>9( à)] ds, 

dr.l, ( 6) + (,)o( o) ds + w,( 6) [ A,11 <,lr,( d) + A11,r,1" ( d) 1 = o, 

avec 

Or, 

-f A, Wr,( 0) ds = f 1,)1 ( o) l A, l A111 (,)r,( d) + A 11eC.l9( d) 1 - dA1l, 

- JA~wo(o) ds = f W1(o)l ~I A,21 r.1,,(d)+ A1,,ul9(d)] -1 W5(d) /, 

d'au enfin 

0 f r1s = f c.>,(o) l- d/...~ + Wr,(d)+ A1,3 (,)3(d) 

+ A1l_A111wG(d)+ A11,c.> 2 (d)] 
+ A2[Amc.Jo(d)+ A1, 2 r,> 9 (d)+ w5 (d)j\. 

D'après (20.6), la relation 

K,1,;;,;,=.o 

est la condition d'extréma des courbes <le S. 
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Remarquons encore que 

Dès lors,: le' vecteur Ku,(ù" est normal à la surface et les équations des 
extrémales sont sous forme tensorielle générale 

C'est Lien l'équation (18. '7 ). 
Une troisième application des équations (19.8), dès le début du 

paragraphe suivant, va mettre en évidence leur liaison intime avec les 
conditions d'existence de la solution unique du système ( 5. 10 ), 
( f 1. 1 ). On conçoit dès lors qu'elles :i;-eprésentent la structure 
fondamentale de la théorie des espaces Cet permettent de construire 
de vastes régions de cette géométrie. 

21. LE SYSTÈ1m (a. 1 o ), ( f f. t ). - La méthode du repère mobile 
conditionnée par les équations de structure ( 19. 8 )' s'impose, comme 
l'indique clairement le paragraphe précédent, dans l'étude des 
principaux problèmes de la géométrie fondée sur la notion d'aire. 
Elle surpasse, tant par la simplicité des calculs que par la réalité 
géométrique qu'elle introduit, la méthode du calcul différentiel absolu 
dont les résultats ne s'acquièrent pas sans quelque longueur. 

La discussion du système (a. 10 ), ( f f. 1) qui joue un grand rôle 
dans la théorie des espaces C va nous en fournir un nouvel exemple. 

Le système linéaire (a. 10), (fi. 1) admet (f~, p. 51), soit une 
solution et une seule, soit une oo 11 - 1, solutions. Il est clair d'ailleurs 
que le passage d'une connexion à l'autre adjoint aux composantes 
contrevariantes r,;i de la différentielle absolue du vecteur unitaire 
normal des expressions linéaires en dxh. Quant aux composantes 
relatives (ù,;, (,J 6 et (•Ju du déplacement infinitésimal du trièdre mobile, 
elles devront être amendées par l'adjonction de combinaisons linépires 
en <ù,, Cù~, Cùa• 

Heprésentons par (ù: les nouvelles composantes relatives du 
déplacement infinitésimal du repère. On posera 

(21. 1) 
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où les -:xiJ sont des fonctions de x, .Y,:::, p, q, O. 
Grt1ce à ces notations, les équations de structure( 19. 8) deviennent 

( wi)1 __ c ---1 u),C.J_,1-r uJ,1ulc] + \111 [ C.l1 r,Ji;l-1- A11,[ C,)1 w"] + A.J,1 [ C.J,u)o] 

+ ·\,,,rr,1,r,J,,]+(:xG,--,-A.,,,Y.,,,+ A,ie:t:;,- A,,,Y.,,1-A,e,Y.;;1)rr,)1C.J2l 

-1-( Y.,,,+~ Y.,,,+ A, 1; :X;-,::) [ C.>t r,1;:] + ( Y.,,, - Y.,,,+ A,,, Y.•,::-+- A 1" C(;;;:) 1 c.>, C.l::], 

( c.1,)'= / ',>, W;;]-[ r,i,1c,J" 1 + ;\ 121 [r,> 1 r,J 0 _j + A,~d c,1 1 r,1"1- ÇI c.1,w,,J 

-·- ,\11,rw,r,1"]-1-(:xll,-1- A1,1a1,+ A,2,Y.::,+ Y..,,1-1- A11,a:11) [r.11C.),l 

-1- (Y.,-.,·+ C(_,1 + ~Ç C(,,,, + A 1,, :x.:c) [',11 r.ù:: l -1-(a::;, - A;-;-;-:t,, :: -- ,\ 112 Cl.:;::) [ ui, c.i,,"], 

( ul:;)' - - ~-:;;[ w 1 W:: 1 - A;_,, 1 r,1, c,1 11 1 + [ r,1 1 r,J,; [ + [ r,1, r,1,,j + ,\ 1 [ r,1,1 C.Jll i 
-: • ;\:J r,,,,c.>,,/+ ( :X'" -- 7.,,,) r c.,, rüJ+( 7.;;: - ·\1- Cl.;1 - A-;C(11) 1 W1 w,,I 

--1-( Cl.::,:- A1 Cl.;;---- A~ C(,:e) [ c.J,r,1,j, 

ü1'1 A;,'/ sont les composantes du tenseur Ai 1 daus la nouvelle 
connexion euclidienne. 

Reniarquons qu'en vertu de (17. 2 ), 

Pour plus de Lrièveté, désignons par ~il les coeflicients de ( 17. 6 ). 
On aura 

ous représenterons par y/1, la différence entre les coeflicients qui 
définissent le transport parallèle dans deux connexions euclidiennes 
satisfaisant au système ( ~. 10 ), (H. 1 ). Grâce à ( â. 10) les quan-
tités 1/1, sont antisymétriques par rapport aux indices z·, j. 

Cela étant, écrivons explicitement les composantes du tenseur Ai 1; 
il vient 

- - L Ô A. \·/ o· . . l ;-;, . 
\ l*l -- \ , b Il " k } P 1 ·\ ·\-"'·V,-, // ., k ; P. + \ .,k1 ; D 1 1,::-- 1 1,::•- rri-·- /,- 4 ,-/,1zt.J/:-;-rt .. xt -f- k;1•/l'-1it-'l:1 11;; /1',tiJ"I;',· 

\" ,.!{' // ,. , , 

C 1 1 ,, '., L âA; V/f ,. - 0 O a cu ons a presenl -1'"' J 1- u,, 1, ,l-11i.J1:1• na 
\-' /.;· ( lt l' .J 
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On aura, de·même, 

et 

J\ k "{ki tÀli (31:: = (31./ [3,., i\Î 1 !.si (31:: = Ai ( {3!j (3, 1 - {3,i {311) •(11 / (31:: + 1\i ( {31j [331 - {3::j [3:ii) 

-i- Ai (;3,i (3,11 - (3,:i [3,, )"{::::/ (31,: = - A, a6::. 

cl 
W,•,= À11Wi. 

C.Ju= À,;~i. 

Si l'on Lient compte de (1.7. 1), on pourra écrire âw0 et .:iw 0 

c·omme suit 

Des composantes par rapport au repère de Cartan des vecteurs 

unitaires e~, e~, e~ pqrtés par les axes·du repère mobile 

on tire 
->- + + + ->- + 

De~=- r,i,;,3 12 e, - w5 (3,, e,- w5 (3:: 2 e:i+ w6 (3,,, e1 + w,\(3~::e,+ w6(3a, e,i• 

011 a donc 

D'autre part, un calcul direct de 1De~ donne 
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• Âlù:.?ti=- -·- Âr,i,-,~ 1:: + /3k1 '(k 1h d.x", 

--- ÂW:: ~,2 ::-: ···- Ârùr, ~e:: +- ~k1 '0·21t rl.r"-, 
- Âc.i,,/3, 2 = /3k,yk 01,dx"~ Âw 0 /3:::i• 

Multiplions ces relations respectivement par ), 2 1, 1,n, Àn et 
sommons; en remarquant qùe 

D'où 

(k:/:.j, 
(k=J, 

Des calculs analogues donnent 

Les équations de structure ( 19. 8) ont·été obtenues sans faire appel 
à la na Lure des solutions du système (a. 10 ), ( 11. 1 ). Elles ont donc 
même forme pour toutes les connexions euclidiennes satisfaisant à ces 
relations. Il en résulte que les r:x.;1c vérifient le système linéaire homogène 

-A1,i a11-+-A111 a,, ---A1.,a.,,+ A11,a., 
a11 +-A 1,1 !7.1:: +A,1, 

-Q(ll;;=ü, a,,,-1-A,,1 

:.!11 -+- A 1,1 a_,, --1-A11,a.1-+-.A1 2,a,,. -+- <Xo, = o, 
-1-A 1,1 a,,, -1 a,;i +A1e, 
--~ 

a.,., -·2::1 

·+(~+A,A .. 11+1)a,.::-A, !7.::i +(A1;2+A .. A.nJ a,,:, 
a.wf-(A,;1+As 1\,,1) Œ,,, ·--i-C ô!;,+ (A,;,+ AsAs2e + I) IX;;:: 

l Jn calcul simple montre que le déterminant de ce système est le 
discriminant I Ki.i.j introduit au chapitre I, paragraphe 12. 

THÉORÈME. - /,e systhne (a. 1 n ), ( 11 . 1) admet une solution et une 
seule sous la condàùm nécessaire es suffisante 
(21. 3) J hJiJ ,L' u. 
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+a,,,,=o, 
=o, 
=o, 

+A 2 0: 0 ,,=o, 
-Ai ci:,,,i=o, 



En effet, posons 

il vient 

Finalement, grâce 
homogène en ~,1 "(1.,, 

que l'on peut écrire 
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.1.ciJli== (d~ - UJ 11 , 

~w,= i:.i;- w,, 
.i:l.w,;= c.);- i:.i,. 

à ( 21. 1 ) et ( 21.. 3 ), on a le système linéaire 

êl.,,1= ~l.::~.<t~l'i"(k.,r= o, 
êl.;;/= ~k::~.,e~rl'{ksr= o, 
êl.r.t= ~kt ~.,e~r('(ksr= o, 

Le déterminant de ce système est différent de zéro, on en déduit 
t, 

C'est là, un système linéaire homogène en "(i m y 13 ,, îrn· dont le 
déterminant V~ est différent de zéro. Il en résulte que 

''{tj/ == o. 

Par suite, le système (a. 1 o ), ( 1.1. 1 ) admet une solution et une seule. 

CHAPITRE IV. 

L'espace hyperharmonique. 

22. L'ESPACE HARMONIQUE DE M. E. CARTAN. - Nous avons indiqué 
• ( Chap. II, § 15) un exemple d'intégrale à laquelle il n'est pas possible 

d'associer, suivant une loi intrinsèque, une connexion euclidienne. Il 

s'agit de l'intégrale double~[{ (p~ + q2) dx dy qui intervient dans la 
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démonstration de Riemann du principe de Dirichlet. L'espace fondé 
sur cette intégrale, appelé espace harmonique a été étudié spécialement 
par M. E. Cartan. Nous dressons plus loin le tableau des résultats 
obtenus par cet auteur et tout récemment encore par M. J. A. 
Schouten [8], tableau qu'il sera intéressant de comparer avec celui de 
nos résultats personnels relativement à l'espace hyperharmonique, 
c'est-à-dire l'espace h n + 1 dimensions fondé sur l'intégTale 

.{<fi~+ Ji~ + ... + 11~) 11:i- 1 1ü·2 ••• d:.r". 

fi, l; désigneront les composantes contrevariantes et covariantes du 
vecteur unitaire normal; 

1,/, les composantes contrevariantes de la différentielle absolue du 
vecteur unitaire normal; 

drp, l'angle de deux éléments de contact infiniment voisins de mê~e 
centre; 

u, i'; w, les coordonnées homogènes du plan de l'élément ( x, y,:; ;p, q ). 

,- fi ,, --- - \' •) ---- • •• 1,2 + ,(' 

l1 = - \/:; 11, 
.,.11- 3p"·+ r( 
b - (p2+ </)2' 

"1 ;1 - ___!:l!___ ! 
,., - p2-i- <( 
1!,"1 1 =--= :) jl < -'r </ > 

/t1:-: - -11,, 
. 1- -{ip 
j\ - -,-, --•• , p-+ <r 

A1=\/'.;,/I, 
/- d11 

c.1 1=-\ '.l---, p"+ 1( 
,,,1· 

1(11 = ., - ' 
(p2 + 11• )' 

111•= '.'.Pl/ 
(p'+ <;' )"' 

•a '.'. </ 
g- = p'+ t(' 
/·{I '!. == '). JJ(j' 

.~·".!.::-== - tj' 

J\2= -v2q, 
p"+ r/ 

A,=v;ip, 
/ - rlp 

c,12=-\·2---, 
11" + <J' 

11 2"=--11-11•+ 1/2' 

Jl22= '.H/ 
(p2_+ q' )'' 

dp 2+ dg' 
dr;i'i.=2~-~~. 

' p"+ q" 

f,'·.,= p!+ 31/; 
g,,:1=G; 

Al=- 2i/2; 
w'i=- /2 pdp + qd<J. 

\ p' + 1/" , 

111::= _]_.,_. 
p"+ q1' 
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23. LES ÜÉ~tENTS FONDAMENTAUX DE L 1ESPACE HYPEIUIARMONIQUE. -

Prenons pour définir l'orientation de l'hyperplan (p 0 p 2 , ... , p,,), 
les coordonnées homogènes ( Zlt, u 2 , •.• , un, u11_-H) définies par les 
relations 

.. ' lln 
]!11=-~-• 

lln+t 

La fonction L == u,,, i Fest donnée par 

1 _ u; + u~-+ .. . + u;, 
Un-rJ 

et l'on a : 

2° l =j n + l 

., 
Il I~ 1 1 

40 ,· =.f = n + , 
lln+1,ni1=------=3(u~---j-U~-i •.• --L-u~). 

Là simple application des formules générales ( Ch. I, § !5) déler-
minant la métrique et la connexion euclidienne des espaces C, au cas 
particulier de l'espace hyperharmonique, conduit aux élémeuts 
fondamentaux définis par le tableau 

_,:._lf'; 
/i = ------~-----,-----c /11+1= _____ -_, ____ _ ,, 

(p;+p~-j-- ... -\ ['~)'-' Il 

(i~11+1), 

1 

{1(p; t p:; + ... --- /'/,Y 



L'AUTOPABALÜ:LISME DES COliHBE~ E:XTHi'mALES. 331 
1 1 

\i~ /'; ( p; + p~ + ... + I'~ i7, - " 
(i7-n+1), 

,,.;, .. _ (f1; ---1- 11; + ... -j- :)fi( -j- ... -1- fi{,) ,, 
l·i· 

(11;, p;+ .. ,+11;,) Il 

( i =.i T- Il+ 1 ), 

(p;-r 11; ··I .. , -+ p;,Y' 
(i::z11---1-1), 

_(p; f- •.• +-3p/--1 ... +11;,) 
/[i1- x (p~ +fi~+ ... + p;,) 

(i=.f·/11-1 1), 

x(/1;--1- ... +11;,) 
( l _/ Il -'- 1 ) , 

-V-~ dp; 
r.111== -----------

1 1 . •) •) ·) :;- +;; 
IPï + p;_ +. · .+ /1,;t 

(i711+1), 

, -l-~-

X (/1; 1- .. . +p;,) " 

(i?'-jill-1-1)1 

1 1 

1 , . -
l11f1'-=v2(p;+-j1~+ . .. +11;,)" 

'J,/l;jlj gt1= -------'____:_-'------, 
t+ -

(Pi+ p; + · · · + P~) " 
(i?"./~n---1-1); 

3 ull+1.ri.-•1- _________ _ 
b 2 , 

'}, -1 

(p;+p~+- . . +p;,)" 

(i?'-J?'-n 1 1); 
=---1 

cZ1t+l,11+1 '--= b(ji; + fi~ -j- • • • --1- p;, )" Ï 

A /t-f 1 =--= \1 '.), I - ---( 6) 
Il/ 

1 

x(p~+ ... +p~)--;. "; 

(J)/l-J-1 == -v'~i(p1 dp 1 + .. . +p"dp"). 
(p~+p~ + ... p;,) 

Il .. ( 1 -Î 1 [) ., 
Il= '), -;; - - +· -- /li 

W Il Î 
·1 ' :! -1-/1 X(p,-: .. . -,-p,,) 

+3('-~-~) 
'.1 Il 

X(pf+p~T•••+P;.)·" 
(i=z=n+r); 

) •) ,1 
X (p; + / 1ë ,- . •. + /1,~) 

" . 

., ,/p +- t!11 i ••• 1 tlp~ 
i h.r = ·1 -'--'----'---'---------''---' 

' ( I' 1 p 1 ... -1 p;,) 
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24. LE TE.'lSF:UR l(_ii ET LA RÉGrLARITÉ or, L'EsPAr.E. - Revenons à la 
formule symétrique (12.21) 

. . (J2L2 , • , 
En s'appuyant sur le fait que du !lu est homogene et de degre zero 

1 / 

en uA, on a 
1 1 

L(p; + /1~ + ... + p;, )'' 

et 

I O 1· ~j n -+ J 

2° l = j n + I 

K.. ( , 1 
{/==~~ -..,--+ 

11- Il 

T 1 ) ,, ( ., ., • -- t - :, 9 ( I J ) 
/ fi f /J Ï • '- /J; + • • ' + /J Il ) J - - -
·1 , 2 Il 

3" l Tl-+ l, j = n-+ 1 

, . , (/ l) 8 '.-! ) ,, 0 ., -h.'·"-.. '= ·---+-- /i;(p-+/1~+ ... Jr) 11• 
Il Il'.? 1 - " 1 

4° l=j=n+ 1 

( 7 7 2 ) 2 " ' !- ;, K/H-1.11+1= -: -- - +-. (p, +1i.,+ ... +p11) . 
, '.s! Il n- -

Le calcul du déterminant .:l =: K;;: révèle la régularité de l'espace 
hyperharmonique dans la connexion euclidienne ( G- E). En effet, 
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complètement explicité, il se met sous la forme 

( 1 /1 Il) ., -1-;, 3(' !) -,~ 2, . - ·- + T p; a + .. - - Cl. 
11.' fl q 2 Il 

( 
1 'i 11) ., -l-: 

'.J, n' --· 7t + T, Pf a ( f) 8 2) _ë_ 
-=----+---;, p·:J. Il 
2 /1. 1t· I 

( q 8 2) -' :. - - + - ;; /11 C/. Il 
2 Il n· 

avec (l = p~ + pj + • . • + p:,. 
Multiplions la 1 10 ligne par p 2 , la 2; 0111 " par p 1 et ajoutons-les termes 

à termes. Il vient 

où Â1 est le déterminant obtenu en substituant à la première ligne 
de Â les éléments 

"( 1 1) -;, ., ') - - p-,CI. , .. n 
( 1 1) -;, - .) .• - ·-. /11 Cl. , 

2 /1 
o, o, o, ... ' o. 

Additionnons aux éléments de la 1•0 colonne de 1 1 , les éléments 
des 21o,m,•, 3iùnu·, ... , niè 111" colonnes respectivement mullipliés ipar 
p,, /J3, ... , p,,. On oblicnt 

Pour résoudre le déterminant J. 2 , procédons de la manière suivante : 
Des éléments de la 1 1•0 ligne multipliés par p 3 soustrayons les 

éléments correspondants de l .2 multipliés par p 2• On a 

''" ( )'' 1 .,· 1 1 • - -.i= - . :y_ ".i". 
jl:: '.J, Il 

Opérant de même sur les déterminants successifs .ii ainsi obtenus, on 
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trouve 

d'où Â o pour n > i>.. 

De lit, la nullité <les coefficients r/1; qui déterminent la connexion 
euclidienne (G - E). La connexion de M. Jt Cartan'réalise donc, dans 

. 1 

le cas particulier de l'espace hyperharmonique, l'autoparallélisme des 
courbes extrémales. Ainsi nous tenons un exemple concret d'espace C 
à connexion euclidienne (G-E) tiré de la généralisation de l'intégrale 

double § (p2 + q2 ) dx dy qui intervient dans la démonstration du 

principe de Dirichlet. 11 faut y voir un schème relativement simplifié 
qui souligne l'opportunité du problème que nous nous sommes posé 
initialement. 

D'autre part, la coïncidence de la connexion de M. É. Cartan et de 
la connexion euclidienne ( G - E) subsiste pour les espaces plus 
généraux basés sur des intégrales du type 

_ f F(p1, Ps, , , . , fin) d:r' ria:' ... dtv", 

dont les matrices I Kl.i \ et I ll'"i I sont différentes de zéro. 
Il e~ très remarquable que l'intégrale double 

jf V•+ p2 + f/2 rl:r dy 

rentre dans ce cadre; ce qui établit la possibilité de fonder la géomé-
trie différentielle ordinaire de l'espace sur la donnée de l'élément 
d'aire et l'autoparallélisme des courbes extrémales. 
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