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,4nneau.r réguliers, anneau:1· de ,natrices; 

PAR LÉONCE LESIEUR. 

Introduction. 

1-lappelons la déli11i1ion d'un anneau ti, régulier a droite, donnée 
par O. Ore [ü]: 

1° L'anneau o est sans diviseurs de zéro. 
2° Deux éléments non nuls de o ont toujours au moins un multiple 

commun à droite, différent de zéro, c'est-à-dire, l et m étant donnés, 
non nuls, il existe b et b' non nuls tels que 

lb= mb'. 

Dans le cas abélien, où la commutativité de l'anneau vis-à-vis de la 
multiplication esl vérifiée, la propriété i fait de l'anneau tl un domaine 
d'intégrité, et la propriété 2 est satisfaite d'elle-même.· 

L'intérêt des anneaux réguliers provient des applications qu'on en 
peut faire dans la théorie des équations linéaires [ G] et des modules 
1_2 ], de la possibilité de leur immersion dans un corps de quotients [3] 
( chap. V), de l'importance des anneaux remarquables qu'ils 
comprennent : domaines d'intégrité, anneaux sans diviseurs de zéro 
qui ont un élément unité et dans lesquels tout idéal à droite est princi-
pal [3] (chap. VI). 

Les matrices carrées d'ordres n sur o sont les éléments d'un nouvel 
anneau 0,, qui contient un sous-anneau isomorphe à o, et qu'on peut 
identifier avec lui ( 1 ). Mais la régularité à· droite de o n'entraîne pas 

( 1) C'est le sous-anneau des matrices scalaires dont les élément~ de la.diag-o-
nale principale _sont égaux, el dont les autres sont nuls [ /i.J (p. 5). 
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la .régularité à droite de 0,,, car 0,, peut avoir des diviseurs de zéro, 
tandis que o n'en a pas: il suffit de prendre pour o un corps commu-
tatif, cas particulier du domaine d'intégrité, donc de l'anneau régulier, 
et toutes les matrices à déterminant nul sont alors diviseurs de zéro 
dans 0,,. 

Donc, pas plus que la commutativité, la régularité de l'anneau o, au 
sens de Ore, n'est conservée quand on passe de l'anneau o au sur-
anneau O" des matrices carrées d'ordre n sur 11. C'est pourquoi je 
propose ici une définition plus générale, qui n'exclut pas les diviseurs 
de zéro tout en conservant les propriétés essentielles des anneaux régu-
liers, et telle que la régularité au sens généralisé pour l'anneau o 
entraîne la régularité au sens généralisé pour l'anneau 0,,. Cette idée 
d'invariance d'une propriété dans le passage de 11 à Oil est d'ailleurs 
un guide intéressant pour l'unité de l'exposé. Toute propriété concer-
nant o n'est retenue que si elle satisfait à un théorème de transfert 
concernant 0,,. Le Chapitre I traite des anneaux _réguliers au sens 
généralisé, sans autre hypothèse supplémentaire que celle qui résulte 
de leur définition ( définition I ou II du paragraphe 1 ). L'existence 
d'un élément unité pour l'i n'y est pas supposée, sauf mention expresse. 
-Le Chapitre II présente deux propriétés générales (propriété :1 au 
paragraphe 1 et propriété 2 au paragraphe 2) qui concernent les 
diviseurs de zéro de 11 et satisfont au principe de transfert pour Oil. 
Tout anneau o, régulier à droite, qui satisfait la propriété :1 est 
susceptible d'une extension k qui satisfait la propriété 2, où l'exis-
tence d'un élément unité apparaît; !• est alors un ,pseudo-c017Js de 
quotient de o (§ 2). Au paragraphe 4 est défini un espace projectif 
généralisé II,, obtenu à partir d'un pseudo-corps, et qui comprend 
comme cas particulier l'espace réglé de l'espace projectif ordinaire ( i ). 
Le Chapitre III met en lumière de nouveaux cas particuliers de 
l'anneau régulier, plus généraux cependant que le pseudo-corps, 
basés sur une autre propriété supplémentaire (prop. 3 ). Celle-ci 
à son tour admet dans une autre direction une particularisation 
in téress an te. 

( 1) Les Chapitres I et li développent deux Notes présentées aux Comptes 
rendus, [ 5 ]. 
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Tout ce travail ne concerne que les anneaux réguliers à droite, afin 
de mieux analyser dans les résultats ce qui tient à la nature dissymé-
trique des hypothèses. 

Le schéma suivant rappelle par ordre de généralité décroissante les 
principales propriétés supposées pour l'anneau o. 

Définition I ou Il 

/ "'"' \. 
Propriété 1 Propriété 3 

/ 
/ 

\. 
Propriété 2 

(pseudo-corps) 

CHAPITRE I. 

Anneaux réguliers à droite. 

f. NouYELLE IJÉFINITION IJ1UN ANNEAU RÉGULIER A DROITE. - 0 est un 
anneau quelconque, commulatif ou non, avec ou sans véritables divi-
seurs de zéro. Nous supposons seulement qu'il existe au moins un 
élément f non diviseur de zéro à gauche, éliminant ainsi les anneaux 
qui ne contiennent, outre l'élément nul, que des véritables diviseurs 
de zéro. Alors, la relation 

fu=o (u~o) 

est impossible pour cet élément f. 
Appelons couple non singuher à droite l'ensemble de deux 

éléments ( ;;, ) de o qui ne vérifient aucun système 

{ a' 11 = o 

Ill/= U 
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De plus, les deux couples ( ;, ) et ( ;, ) sont linéairement indépendants 

à droite quand il n'existe aucun système 

\ au+ bv = o 
/ rt'1t+b'v=o 

( Il OU (' =,;z'.: U ). 

On remarque immédiatement : Si deu.x couples sont linéaù·ement indé-

pendants à droite, aucun d'eux n'est singulier à droite, car si (;,),par 

exemple, était singulier, la solution u0 du système ( 1) entraînerait 
pour le système (2) la solution u=u0 , 1·=0, avec u0 ~0, et l'indé-
pendance linéaire à droite des deux couples ne serait pas réalisée. 

Le couple ( ~) est singulier; il en est de même pour le couple (:) 

lorsque a est diviseur de zéro à gauche. Au contraire (:,) est non 
singulier si a n'èst pas diviseur de zéro à gauche. 

Nous arrivons à la nouvelle définition d'un anneau régulier à droite: 

D1:;FINITION I. - Un anneau ll est réguli'er à droùe lorsque; 

1° Deu:x; él/ments quelconques l et m de ll vér~fient au moms une 
relation 

'l l ( b) ' . z· • I • 011 e coup e l/ n esl pas smgu ,1er a r ratte. 

• • i/J') • iu) 
2° A ce couple non szngulzer ( // on peul assocter un couple ( a' au 

moins, tel que les deux couples 
pendants à droite. 

( r1 ) ( b ) • l " , • • d , n' _ et b' soient meazrement m e-

Une conséquence intéressante de la première partie de la définition 
est la suivante: désignons par S le demi-groupe multiplicatif C) formé 
par les éléments de ll qui ne sont pas diviseurs de zéro à gauche; alors 
quand l appartient à S, il en est de même pour b'. 

( 1) Rappelons qu'un demi-groupe pour la multiplication est un sous-ensemble 
de© qui contient en mf-me temps que deux éléments a et b leurs produits ab. De 
plus, la multiplication y est as5ociative comme dans ©. ( Voir [3], t. I, p. 34). 
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En effet, si// n'est pas dans S, on a 

ce qui entraîne 

et, comme te S, 

Le système 

1/u=o (ur=o), 

b11=0, 

/n1=0. 

hu=n 
//Il= o 
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esL possible, et le couple ( g,) n'est pas singulier, contrairement à 
l'hypothèse. De même : 

Quand let ,n appartiennent à S, /, et l/ ES. S est donc demi-groupe 
ré1-ers1'ble r't gauche ( 1 ), et tout élément de S est simplifiable à gauche . 

• 
E.remple 1. - Voyons dès maintenant ce·que deviennent ces notions 

quand l'anneau ll n'a pas de véritables diviseurs de zéro, sai1s se 
réduire au cas banal de l'anneau nul. Dans ce cas, pour qu'un couple 
( i,) ne rnit pas sùzgulier, il.faut et il suffit que b et b' ne soient pas tow 
les cleu.l: nuls. Nous allons montrer: 

Un anneau réguher ri droite, au sens de Ore, est un anneau régulier au 
sens prëcàlent. 

Pr~nons dans l'anneau o régulier à droite, au sens de Ore, deux 
éléments quelconques l el m. Si aucun des éléments let m n'est nul, 
il existe, d'après la définition rappelée dans l'introduction, b0 et b:, non 
nuls tels que 

En prenant b = b0 , b' = - b;, on satisfait à la première condition de 
la définition I, car 

et le couple d'éléments (_!,~~)n'est pas singulier. 

(') Voir f3J, t. 1, p. 42. 
Journ. de Math., tome XXVII.- Fasc. ~, 1948. 
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Si l'un au moins des deux éléments l et m est nul, par exemple l, 
on satisfait encore à la première condition de la définition I en prenant 
pour b un élément non nul et pour b' l'élément nul 

ob+mo=o, 

le couple ( !~) n'étant pas singulier, puisque b o. 
\0 

Reste à vérifier la deuxième condition de la définition 1. ( t,) 
n'étant pas singulier on a par exemple b o. Prenons pour couple 
( ;, ) le couple ( 1~,) où a'~ o. Le système ( 2) devient 

011 + b,· = n 

r/ il + // I' = Cl 
(u ou 1• n). 

Mais comme b et a'~ o, et~ par suite de l'absence de véritables divi-
seurs de zéro, les égalités entraînent 

,. == o, puis u = "· 
Le système (2) est impossible et les deux couples sont linéairement 
indépendants à droite. La propriété annoncée est démontrée. On 
vérifie de même : 

Un anneau régulier à droite, au sens généralisé, supposé sans vërz-
tables dùùeurs de zéro ( 1 ), est un anneau régulier au sens de Ore. 

Tous les anneaux remarquables constituant des cas particuliers 
d'anneaux réguliers à droite au sens de Ore sont a fortiori cas• parti-
culiers d'anneaux réguliera à droite au sens généralisé. Dans la suite 
l'expression d'anneau régulier à droite désigne toujours un anneau 
régulier à droite au sens généralisé de la définition I. Cet anneau est 
propre s'il ne contient pas de véritables diviseurs de zéro, impropre 
dans le cas contraire. L'existence d'anneaux réguliers impropres est 
mise en lumière par l'exemple qui suit : 

Exemple 2. - L'anneau des matrices carrées d'ordre n sur un c01ps 
commutatlf est un anneau régulier à droite au sens généralisé. 

(1) L'absence de véritables diviseurs de zéro à droite (ou à gauche) entraîne 
évidemment l'absence de véritables diviseurs de zéro à droite el à gauche. 
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Cc résultal est un cas particulier d'un théorème établi plus loin 
(th. 2, § a). 

Signalons une deuxième forme de la définition I. 

D1::FtNITION II. - Pour qu'un anneau o soit régulier ri droùe_ d .faut el 
il s1~f!it, let m étant de11.1:: éÜ'menls quelconques de o, qu'on puùse tm1we1: 
11ne fll(tlrice cm·r<;e d'ordre '.l 

( a h ) ,,' /,' 

non dt'i·ùeur de -;ào ,i ga11che, telle que 

( a h) (1 Ill) ff' /,' = ( f'O ) 

tous les déments appartenant ,i 1i ( 1 ). 

Celle condition est nécessaire. Les éléments ( :, f,) de la défi-

nitiou I fournissent une matrice vérifiant ( 3 ). Cette matrice n'est pas 
diviseur de zéro il gauche, car autrement 

c'est-à-dire 

(' fi /, ) ( Il ) 
.11.' /,' I' = o 

(l Il-!- b I' =" 
u.' Il + l/ I' = {J 

(11 011 I' 7' o), 

( Il Oil I' :./ o) 

et d'après ( 2) les couples ( ~') el ( t,) ne seraient pas linéairement 
i11d1'•pendanls à droite. 

La condition H est également suffisante, car ( 3) entra'ine 

/h-+ 1111/= o. 

Les deux couples ( :,) et ( ~,) sont lint'-airement indépendants à clroite, 

• l • ( a b) ' d' • d ' ' l Il pmsque a matrice u' b' n est pas 1v1seur e zero a gauc 1e. en 

( 1) Pour la multiplieation lignes par colonnes el les propriétés classiques des 
matrices, vuil' [ 1~], ou [7], l. Tl,~ 10'~, 011 [3], l. Il, Chap. \Ill B. 
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résulte d'après une remarque antérieure que le couple (t,) n'est pas 
singulier à droite, et le 1 ° de la _définition I est satisfait. Le 2° l'est 

aussi puisqu'au couple (t,) on peut associer le couple (;,) tel que 

les deux. couples c:,) et (t,) soient linéairement indépendants à 
droiLe. 

2. FoRME RÉDUITE D1UNE MATRICE CARRÉE SUR ll. - La définition Il 
permet d'écrire pour toute matrice carrée d'ordre 2 sur o 

( l m ') ( rt b ) ( c n ) 
l' m' \n' l/ = c' d' ' 

la maLrice mu1tiplicateur (:, t,) n'étant pas· diviseur de zéro à 
gauche. On peut donc, en multipliant à droite par une matrice 
carrée K. d'ordre 2, non diviseur de zéro à gauche, ramener toute 
matrice carrée d'ordre 2 à une forme particulière ayant zéro pour 
élément situé au-dessus de la diagonale principale. Nous allons 
étendre cette propriéLé aux matrices carrées d'ordre n quelconque; 
n étant fixé, ces matrices sont les éléments d'un anneau 0,, pour 
lequel nons énonçons d'abord quelques propriétés simples du sous-
ensemble S,, de leurs éléments qui ne sont pas diviseurs de zéro à 
gauche. 

Le demi-groupe S,,. - Certaines propriétés de S11 tiennent 
simplement au caractère associatif de 0,, vis-à-vis de la multipli-
cation, par exemple: 

Quand deux matrices K. et K' E S,,, il en est de même pour le 
produit K K1 • 

En effet, si KK' est diviseur de zéro à gauche dans 0,., on a 

d'où, puisque K. E S11 , 

et, comme K.' E S,., 

KK'u= o (u~o), 

K' Il= 0 

u= o. 
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On arrive à une contradiction. Donc: 

LEMME 1. - Le .1·011s-ensemble Sn des matn'ces de On qui ne sont pas 
dilùeurs de zéro à Bauche forme un demi-EJroupe multiplicatlf 

Soient A une malrice quelconque appartenant à 011, a~ ses 
n~ éléments, l'indice i -étant celui de la ligne, l'indice j celui de la 
colonne 

(i,./=1, :>., ... , 11). 
11/E Il 

Pour que A e S,, il faut cl il suffit que ses éléments a{ ne vérifient 
aucun système de la forme . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. , 
a,~ 11 1 + u~u,+, . . + a;:u,,= u, 

11 1, u2 , ••• , u,. n'étant pas tous nuls; ou, en abrégé 

(4) 
llj llj= 0 

Uj~ n pour un jan moins; 

Cela s'exprime sous la forme: 

( i = 1 , :>., .•• , Il ) , 

(j = i, :>., ',,, Il). 

lemme 2. - Pour que A e S11 il .faut et il suffit que ses colonnes 
soient linéairement indépendantes à droz"te. 

On en déduit sans peine: 

Lemme 3. - Le demi-E]roupe S,. est inmriant vù-à-vù des opéra-
tions suivantes effectuées sur l'une quelconque d'une matrice A qui lui 
appartient : 

1° Échanger deux colonnes entre elles ou deux lignes entre elles; 
2° Multiplier ,i droite une colonne de A par un élément k de l1 non 

divùeur 'de :;;éro ,, gauche;· 
3° Ajouter aux éléments d'une colonne une combinaùon linéaire à 

droite des autres colonnes, à coejficz·ents quelconques dans ll. 

Nous avons supposé dans ll l'existence d'un élément au moins, /~ 
non diviseur de zéro à g·auche. 
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On en déduit dans On la matrice scalaire 

(/ () .. . 
F- o j .. . - .... . . . .. . 

0 () 
j) 

non diviseur de zéro à gauche, car le système ( 4) devient pour F 

... , fun== o, 

... , OU lln'_F- U 

et il est impossible. Donc: 

LEMME li. - Le demi-groupe S,, n'est pas vide ( 1 ). 

Plus généralement: 

LEMME 5. - Pour qu'une matrice diagonale appartienne à S,, il faut 
·et il suffit qu'aucun des éléments de sa diagonale ne soit dù.,i'seur de :;éro 
à gauche. 

Soit, en effet, 

• (a: 
A- o - . 

() 

() 

0 

Le système ( 4) s'écrit pour A : 

... , 
(pour unj au moins). 

Pour qu'il soit possible il faut donc que a1. soit nul ou véritable 
diviseur de zéro à gauche. Réciproquement, si aj; est diviseur de zéro 
à gauche on a 

( Ili, '_F- 0) 

( t) On peut p1·eodre .f = e dans le cas oü o possède un elémeot unité e 
(voÙ' Chap. II,§ 1). 
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et le système ( 4) est possible avec la solution_ 

pour j ,,,-c.,.Jo, 
pour j =.io, 
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A est diviseur de zfro à gauche. Donc A est diviseur de zéro à gauche 
si, et seulement si, l'un des éléments de sa diagonale principale est 
diviseur de zéro à g·auche. La propriété complémentaire constitue le 
lemme 5. 

La dernière proprii'~V· mentionnée ici concerne des matrices 
appartenant à des demi-g-roupes S", S," S,. pour diverses valeurs 
dep, q, r. 

LEMME fi. - Supposons 

A,,es,,, A,.es,.. 
La matrice 

appartient à S11 = S,J+,1·1-r• 

Le système (4) donne en effet 

·(1:1,·)-l\. . -0 

If Il 

ou 

(

/1/H·I) 
A 11,,1-e -

'7 : -O, 

u,, /-If 

(

ll1,+•1-1-1') 

\ 11p+•/-t·2 _ 
J,. : _o, 

I( /1-f"l/·t-l' 

d'où, d'après l'hypothèse, 

llp+t == ... == li p-i-<J == o, li /1+'/+t === .. • =: 11 n == «). 

Le système (4) est impossible et A E S". 
En particulier on peut prendre pour A,, et A,. des matrices scalaires 

obtenues à partir d'un élément/ de ~1 non diviseur de zéro à gauche 



L. LESIEUR. 

( lemme 11 ). Celle remarque est utilisée pour la démonstration du 
théorème auquel nous arrivons maintenant. 

TnÉORÈME i ( ou de réduction). - On peut, en multiphant à droàe 
jJar une matrz"ce carrée K. d'ordre n, non divùeur dé ::;éro à gauche dans 
0,,, ramener toute matn·ce A carrée, d'ordre n, sur un anneau tl régulier 
rt droi"te, à la/orme réduite de llerm,·te, n'ayant que des ::;éros au-dessus 
de la rhagonale princljwle. 

1 A K = IL 1 

Le théorème pour n = 2 provient directement de la définition Il, 
comme on l'a vu au début du paragraphe. Nous raisonnons donc 
par récurrence sur l'ordre n, en supposant le théorème établi pour 
l'ordre n - 1. 

Soit A une matrice quelconque appartenant à On, 

(i,.i= 1, '.1, ••. , 11). 

La mulLiplication, dans l'énoncé du théorème, peut être réalisée par 
un nombre fini de facteurs à droite K.1, K.2, . .. , Ks appartenant à S,,. 
Le facteur produit 

appartient encore à Sn (lemme i ). 
Considérons dans A la matrice d'ordre n - 1 obtenue par suppres-

sion de la première colonne et de la dernière ligne, soit 

/\)1EÜ11-t• 

li existe, d'après l'hypothèse d'induction, une matrice Q0 d'ordre n -1, 

appartenant à S,,_1, telle que le produit 

ait la forme réduite de Hermite dans 0 11 _ 1 • Prenons 

/ étant élément de tl non diviseur de zéro à gauche. K. 0 appartient à S,, . . 
(lemme 6). 



ANNEAUX ni'1GULIJms, ANNEAU.\. llE JIATIHï.ES. '.!.lj 

Nous avons 

Formons 

Dans A 0 , d'après la propriéLé de P 0 , tous les éléments a1i situés 
au-dessus de la diagonale principale de P O sont nuls, soit pour 

f-i>1. 

C'est la prermere étape de la réduction. Il reste pour ctablir le 
théorème, à annuler dans le produit par un facteur à droite, les termes 
de la diagonale non principale 

Dans la première ligne de A 0 , les deux premiers éléments seulement, 
a; et a~, peuvent être différents de zéro. Il existe, d'après la défini-
tion II, une matrice 

telle que 

Formons 

(rr: 

(l b 
cl // 

Il 

(),= (fl 
'- a' 

., ( fl u;) r 
Il 

" 

/ (1 

() / 

" " 

/J) ~ // E :"'i2, 

h) {/ = (c o). 

() 

() 

/ 
où FE Sn-~· D'après le lemme 6, K1 E S". Nous avons 

11. 0 ctant une matrice rectangulaire à n - 1 ligues et n - 2 colonnes, 
obtenue en bordant par une dernière ligne une matrice carrée 

Journ. de ilfath., tome XXYII. - Fasc. :J, 191~- 28 
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d'ordre n- 2 ayant la forme réduite de Hermite. Dans le produit 

( C "/ o) A,=AoK,= -_-.----, , 
, /,o Q 1 [l-n 1.• , 

la matrice rectangulaire p.0 F a les mêmes propriétés que [J.0 • Le 
résultat de cette deuxième opération est donc d'annuler, outre les 
a·~ qui vérifient j-i> 1, le terme supplémentaire a~. Supposons 
qu'on ail ainsi, par p multiplications successives, annulé les p premiers 
termes de la diagonale j - i = 1 dans le produit Ar Celui-ci a donc 
la forme 

où HP est une matrice carrée d'ordre p ayant la forme réduite de 
Hermite, et [l•p une matrice rectangulaire à n - p - 1 lignes et 
n - p - 2 colonnes obtenue en bordant par une dernière ligue une 
matrice carrée d'ordre n - p---,- 2 ayant la forme réduite de Hermite. 
Formons ( définition Il) 

où 
Q,,es~, 

pms 

(
F1, (1 o ') 

K"= l}1, " o , 
o u l 11-1,-2 

F,, étant la uiatrice scalaire avec p éléments/; F,,_,,_2 la matrice sca-
laire à n -p - 2 éléments/. D'après le lemme 6 

Multiplions A1, par K,, 

(1 ) 
() , 

/J·p F11-,,-2 
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H1, F1, est u11e matrice carrée d'ordre p ramenée à la forme réduite, et 
IJ,1, Fn-p~~ a les mêmes propriétés que f'•p• Celle opération a donc pour 
résultat d'annuler le terme a;::--: dans le produit Ap,,, où les p + 1 

premiers termes a; de la diagonalej - z· = 1 sont nuls. 
Ainsi se trouve établi, par induction complète sur p, qu'on peut 

annuler Lous les termes de la diagonale j - i = I par n - I multipli-
cations successives, les facteurs étant 

. . . , h.,,--1 . 

En y ajoutant le premier facteur Kô, le théorème I est démontré, 
cl le facteur multiplicatif est 

nemnrr111e L - La méthode précédente donne en même temps 
le moyen pratique d'effectuer la réduction; il suffit au plus de 

multiplications à droite par des facteurs dépendant de A. Comme 

\,=1 
on c11 tire 

-'11=-= 11(11-1)_ 
'.~ 

/,a réducll00n s'obàent donc par un nombre de multiphcations égal au 
nombre de :;;éros de la matn'ce réduùe. 

nmu1r1ue i. - llemplaçons le facteur K du produit 

Ah=ll 

par le facteur K1 qu'on déduit de K .. en renversant l'ordre des colonnes. 
On obtient 

AK'= JJI, 

II 1 provient de H par la 111êrne opération, il ne contient donc que des 
zéros au-dessus de la deuxième diagonale. De plus, d'après le lemme 3, 
K..1 appartient à S11 comme K. Donc: 

Dans le théorème 1 la forme réduùe H peut (1tre remplacée par une 
autre forme réduùe I--P n'ayant que des :;ëros au-dessus de la deu:rième 
diagonale. 
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Reman;ue 3. - En commençant les opérations de réduction par la 
matrice A;, d'ordre n + 1 obtenue en supprimant dans A la première 
ligne et la dernière colonne, et en appliquant la méthode suivie pour la 
démonstration du théorème 1, on obt,·ent une noui,elle forme 1'l1duùe 1-1" 
n'ayant que des zéros au-dessous de la dl·agonale principale. 

Celle-ci permet rt son tour d' arrù•er rt une r;uatrz'ème forme réduùe I-1"' 
n'ayant que des ~éros au-dessous de la deuxième dia/,J"Onale. 

Remarque 1t. - La forme réduite li n'est pas nécessairement unique 
pour une matrice donnée A, mais quand He S,,, il en est de même 
pour A. Or la propriété suivante donne un moyen de reconnaître dans 
certains cas que H, et par suite A, appartient à S,, : 

Une conchtion s11;[!îsante pour qu'une matrice réduite Il ne soit pas 
di1ùeur de ~éro 11 gauche dans 0 11 est qu'aucun des éléments de sa diago-
nale principale ne soz't dfriseur de ~éro à gauche dans i1. 

Supposons en effet 1-I diviseur de zéro à gauche. On aurait 

(/: li 1 == () 
({~ /(l + a; li'!.==() 

Si aucun des a! n'était diviseur de zéro à gauche dans ll, il vien-
drait successivement 

•• 'i /(Il== f P 

et 1-I ne saurait être diviseur de zéro à gauche. 
La condition de la remarque 1i est nécessaire et suffisante quand H 

est une matrice diagonale (lemme 5 ). Elle est également nécessaire et 
suffisante pour une matrice réduite H sur anneau o r,·~gulier à droite 
ayant une propriété supplémentaire précisée au Chapitre II (propr. J, 
§ 1, Coroll. J ). 

5. APPLICATIONS nu THÉORÈME DE RÉnucno:-.. - Le théorème de réduc-
tion permet de démontrer la régularité à droite de l'anneau O" des 
matrices carrées d'ordre n sur un anneau i1 ré·gulier ü droite. 
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TmtoRt~IE 2. - L'anneau O" des matrices carrùs d'ordre n sur un 
anneau ll régulier rt droite est lui-mt!me un anneau régulier it droz'te ( 1 ). 

SoienL Let M deux malrices carrées d'ordre n sur ll. Considérons 
la matrice carrée d'ordre '.ln 

( L ") .\= 0 0 ; 0, L, ,\1 E 0,,; .A E 0,,,. 

Il existe ( théorème '1) une matrice K e 0 2 ", non diviseur de zt'~ro à 
gauche, telle que 

AK=II, 

H ayant la forme r,·~duile de Hermite dans 0 211 • Posons 

où les K'. apparLiennent à 0 11 • On a 

Il=--= \h. =(LI\:-~ \Il\.~ LI\~~ l\Œ.;), 

avec, puisque H est rt'iduite dans Ou, 

En posant 

il vient 
(Zi) 

Lh.~+ \IK;= 11. 

(
]\_ 1 

(UI) l: '~ 
tou::; le:,; termes appartenant à O". De plus K. n'est pas divi::;eur de zéro 
à gauche; la pro prié Lé caractérislique <l'un anneau régulier à droite 
( défini Lion II, s 1) est donc vérifiée et le théorème 2 est établi ( 2 ). On 
peut ajouter que dans la relation ( 5 ), C a la forme r,·~duite sur ll. 

Le théorème 1 permet aussi de ramener une ligne de n éléments 
quelconque., appartenant à ll à une forme réduite simple. Consi-
dérons 

( 1 J Le demi-groupe S11 jouit alors des propriétés de S; il est comme lui n:,·er-
siblc ,'i gauche et simpliliahle ù gauche. 

(') L'idt;e <le la dt:monstration esl empruntée ù A. Chf1telet [IJ. 
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On forme une matrice carrée A en bordant par n - 1 lignes de zéros 

fi 

fi 

1111') () 

. , 
() 

Dans la matrice réduile 
li= \K 

du théorème 1, on ne peut avoir obligatoirement qu'un élément au 
plus non nul, l'élément a:= C. D'où 

(liJ E .. 11 11 )K=(co ... o)I 
h.eS". 

CONSÉQUENCE 1. - to1'.rque la ligne (u 1 U;. ... un) est singuhère à 
gauche, c'est-à-dù·e quand il exùte v o tel que 

t'fl 1 ==n. 

on a aussl 

el c est dfrùeur de zéro à droite. La réciproque est étudiée pour les 
annea'-!-x un peu plus particuliers du Chapitre II(§ f, Conséq. 1) et 
du Chapitre Il[(§ 2, Conséq. 1 ). 

Le théorème 1 donne· également une importante application aux 
équations linéaires et homogènes sur l,. Pour abrég·er le langage 
appelons vecteur à n composantes sur l, une colonne de n éléments 
appartenant à l, 

(
.r,·) 

" - .r, 
::J._ . ' . 

,l'n 

(,r;e,,J. 

Distinguons les vecteurs sznguliers pour lesquels il existe un facteur à 
droite II tel que 

:7.11 = Il (u ,-,,: u), 
soit 

(11 ?"= o) 



ANNEAUX n1::cl,LIERS, ANNEAUX IJE MATRICES. 

et les 11ecteur.r non singuüers, pour lesqueb le système ( 7) est 
impossible. Définissons l'égalité de deux vecteurs par celle de leur:s 
composantes, la somme de deux vecteurs et le produit à droite par 
un élément de L1, au moyen des règles habi Lue lies ( [ 7 ], 10 11, t. I 1, 
un l ;{ J Clrnp. VII, A I i, t. Il). On détermine alors un module M11 , à 
droite, de vecl(:urs sur Ll, ou o module à droite de dimension n. 

Considérons n équations lin~aires à droite, homogènes, à n + 1 

rnconnues x 1 

ou, eu abrégt\ 

1 N 1 ( l = 1 , '.L , .. , Il : .1=1. :>., .... 11, 11+1). 

Elles admetlc11t la solutiou banale 

Plus gé11é1·alement, nous <lirons qu'une solution 

est .1·rng11lù~re, ou non, sui,·ant que le vecteur 

est singulier ou 11011. 

Nons avons alors le 

THEORÈ~IE 3. - i.,·w· un anneau o réguher à rlroùe, propre ou ùnpropre, 
n équations homogènes, lùu!aires à droùe, r) n + 1 1'nconnucs, ont 
lo1~jour.1· au moùu une solut1·on non sz·nguhère. 

Les équations (8) s'écrivent encore: 

(
11' 11j u'( 

a;; 1 ')· ( •• r, ') /:, : ,)'-!_ 

Il~ u" (fi/• l : =- (), 
,, 

Il ,J'II 

. " (! Il i1 • .r,,: t 
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La matrice A constituant le premier facteur appartient à l'anneau Ü,,+ 1 • 

Le théorème J donne 
AK=ll, KES11;-1, 

où H est réduite el. ne contient que des zéros dans sa dernière ligne, 
donc aussi dans sa dernière colonne. 

Clwisissons f dans ll, non diviseur de zéro à gauche. On a 

(
o, ('O) (' X1 ) () 0 .1'1 

_\I, : )="· '" : = :_-
u () ,, // 
.f. f ,r11, 1 

el la solution ( g) ainsi obtenue n'est pas singulière, car 

entraîne 

et, comme K n'est pas diviseur de zéro à gauche, 

fu=o 

puis, à cause du cl1oix de/~ 
Il= O. 

La singularité est impossible, d'après ( 7 ). 
Celle méthode fournit, en même temps qu'une preuve du théo-

rème :3, un moyen pratique pour obtenir une solution (Rem. J, § 2). 
Le théorème ( 3) s'interprète immédiatement en lang·age géomé-

trique pour le module de vecteurs M" défini plus haut. Soient les n + 1 
vecteurs 

(
11" \ 

G!"= =:,), 
\(In 
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Les équations ( 8) traduisent la dépendance linéaire à droite de ces 
vecteurs: 
( 1 ()) 

Les coefficients xj d'une solulion non singulière de ( 8) exigeut 
même une dépendance linéaire plus forte que la dépendance linéaire 
ordinaire où les coefficients Xj sont seulement supposés nou tous nuls. 
Cette dépendance linéaire définie par une solution non singulière 
s'appelle dépendance liném"re non singulière ( à droite). La dépendauce 
linéaire non singulière entraîne la dépendance linéaire ordinaire. 

La non-singularité de la solution x 1 admet une conséquence 
intéressante pour la suite (Chap. II, § 5, th. 7). Supposons les 
nvecteurs or: 1 , or:\ ... , rx. 11 delarelation(1o)linéairementindépendants 
it droite; on peut montrer que le coefficient x,.+ 1 est alors non diviseur 
de zéro à g·auche. En effet, 

( u () J 

entraîne en multipliant paru à droite dans ( 10 ), 

7. 1 ,l'1 Il -j~ 7. 2 .l'0 li,+ ... -\- 7. 11 .i'11 li= o, 

Les ,r; u( 1·-::- i, 2, ... , n) ne sont pas tous nuls, sans quoi la solution 
x 11 x 2, ... , x,., x,.H serait singulière. Les vecteurs cc', cc 2, ... , rx." se 
trouvent alors en dépendance linéaire ü droite, contrairement à 
l'hypothèse. D'où: 

CoR_OLLAIRE 1. - Dans la dépendance linéaire, non singuhère à droite 
exprimée par la relation ( I o ), x,,+ 1 n'est pas diriseur de zéro û gauche 
quand les n vecteurs oi: 1 , oi: 2 , ••• , rx." sont linéairement indépendants à 
droite. 

Quand l'anneau o possède un élément unité e, le module M,, a la 
base unitaire 

Jou,-11. de Jlallt., tome XXVII. - Fasc. ~, 19îH. 
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et tout o - module à droite ayant une base unitaire de rang n est 
isomorphe au module M,1• On en déduit: 

TmtoRÈME 4. - Dans un o - module à droite,·a('ec une base unitaire 
de n vecteurs, o étant un anneau régulier•à droite, propre ou impropre, 
n + 1 vecteurs sont toujours en dépendance linéaire non singuliëre à 
droite. 

Cette propriété généralise un théorème établi, dans le cas particulier 
où o est propre, par P. Dubreil ([2], th. G, p. g), qui utilise le corps 
des quotients de o ( 1 ). 

Signalons un deuxième corollaire du théorème 3. 

COROLLAIRE 2. - Quand il existe une relation linéaire à gauche entre 
les lignes d'une matrice carrée d'ordre n sur o, dont un coefficient au 
moins n'est pas di!liseur de zéro à gauche, lescolonnessontendépendance 
linéaire non singulière à droite. 

Considérons la matrice 
A=(a/)eü,,, 

dont les éléments sont liés par 

a" ) 
1 

•Il ==o, 
a,,_1 

. a;; 

où ç,, n'est pas diviseur de zéro à gauche. Il existe (théorème 3) une 
solution x 1 x 2 • •• x,, non singulière pour 

............................... , 

( 1) L'étude d'un pseudo-corps de quotients pour .o se trouve au Chapitre II, 
(§ 2), dans le cas propre ou impropre. 
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On déduit de l'hypothèse ( 11) en multipliant par (=:) à droile 
.J'.11 

et 

ce qui démontre le corollaire. 
A vanl de quitter les anneaux réguliers les plus generaux pour 

aborder aux Chapilres II el I[[ des cas parliculiers remarquables, 
indiquons une propriété dans i1 qui ne tient qu'à la condition 1° de la 
définition I et qui est valable par conséquent pour des anneaux 
plus généraux encore que les anneaux rég·uliers. 

Dans le module M11 de vecteurs à n composantes sur o on définit 
comme plus haut les vecteurs non sing·uliers et la dépendance non 
singulière à droite de deux vecleurs : la dépendance non singulièie à 
droùe de vectew:1· est une équiwzlence dans l'ensemble des vecteurs non 
singuliers de M11 • Soient, en effet, deux vecteurs non singuliers cc 1 et ex2, 
en dépendance non singulière 

(H) 

;,v 1 n'est jamais diviseur de zéro à g·auche, car 

x,u = 0 

donne 

d'où 

x 2 u = r n'est pas nul à cause de la non-singulariLé du couple ( ;: )· 
Comme ot2 v = o, i' o, le vecteur cc 2 est singulier, contrairement à 
l'hypothèse. On montre de même que x 2 n'est pas diviseur de zéro à 
g·auche. Pour que (H) _qui est réflexive (ot 1 j-lX'f=o) et symé-
trique, soit une équivalence, il suffit qu'elle soit transitive. Supposons 
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Xi el x. n'étant pas diviseurs de zéro à gauche on peut trouver bel b' 
non diviseur:- de zéro à gauche tels que 

d'aprt•s une remarque suivant immédiatement la définition I. On en 
déduit 

avec des coefficients non diviseurs de zéro à gauche, ce qui prouve la 
dépendance non sing·ulière de Cl 1 et cl.''. 

Les classes d"équivalence ainsi obtenues seront repnses au 
Chapitre II (~ 4 ). 

CHAPITRE IL. 
Pseudo-corps réguliers à droite. 

tl est toujours un anneau régulier à drotte au sens généralisé, 
propre ou impropre, commutatif ou non, avec ou sans élément unilé, 
comme au Chapitre I. Nous allons indiquer successivement deux 
propriétés supplémentaires de l'anneau .o (propriétés J et 2) qui se 
conservent pour l'anneau 0 11 des matrices carrées d'ordre n sur o. 

,(. ANNEAUX 11l~GULIEIIS À llllOITE llANS LESIJUELS TOUT DIVISEUR DE ZÉf\O ,\ 

DROITE EST É<~ALEMENT DIVISEUR DE ZÉHO À GAUCIIE. - Nous supposons donc 
pour ll la 

PROPRIÉTÉ 1. 

ua=u entraine am=o (m,;z"o). [ 

Il s'agit là d'une hypothèse sur les véritables diviseurs de zéro 
dans o, car l'élément a= o la vérifie toujours. Par suite : 

[,es anneaux réguhers à droùe au sens de nre ( c'est-il-dire propres) 
possèdent la propn'été i. 

La propriété 1 peut encore s'énoncer sous la forme équivc1lente: 
Dans ll, tout élément qui n'est pas diviseur de ::;éro à gauche, n'est pas 

non plus rhviseur de ::;éro à droz'te. 
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Nous avons déjà vu dans le cas général ( remarque suivant la défi-

nition I au paragraphe 1, Chap. I) que le sous-ensemble S des élé-
ments de lt non diviseurs de zéro à gauche formait un demi-groupe 
réversible à gauche, dans lequel tout élémen lest simplifiable à gauche. 
La propriété J fait de S un senu·-groupe rigulier à droite, c'est-à-dire 
un demi-groupe réversible à gauche dans lequel la règle de simpli-
fîcation à droite el à gauche est valable. (Définition donnée dans [ 3 ], 
t. l, p. 42.) 

llemarque. - Donnons une conséquence de la propriété J pour 
l'anneau Ll lui-même : deux éléments a et h quelconques de ll Üés par 

us=h, seS 

sont en mbne temps dù•ùeurs de :;éro ri gauche, 011 non dwùeurs de :;éro 
à .gauche (1). 

Il suffit de démontrer la propriété pour les diviseurs de zéro à 
gauche; il est clair que si /, est diviseur de zéro à gauche, il en est de 
même pour a, puisque s E S. H.éciproquement, supposons a diviseur 
de zéro à gauche, 

au=o (Il~ o). 

On peul trouver let m tels que 

ul + s111 = o, l ES 

d'après la remarque suivant la définition I (Chap. I, § 1 ). 
On en tire 

a11l=asm=l11n=o. 

ll faut montrer que m o. Sim était nul, on aurait 

ul=o 

et, comme u o, l serait diviseur de zéro à droite. D'après la pro-
priété 1, il serait aussi diviseur de zéro à gauche, cc qui est impos-
sible puisque l E S. 

( ') Cette remarque ne s'appuie que sur la propriété 1 et le 1" de la définition 1 
du Chapitre l (§ 1). 



L. LESIEUR. 

Étudions maintenant comment se reflète la propriété 1 pour 
l'anneau On- Soit A une matrice carrée d'ordre n sur o, diviseur de 
zéro à droite; ses éléments a; vérifient donc -

' . (~! :; 
( r 1 v2 • •• v") : : 

(Ill ((.~. 

• • • (!~) 
... a~ -
. .. . -0, 

• • • (1~1 

où Les 1,•i ne sont pas Lous nuls; Les lignes de A sont donc supposées 
linéairement dépendantes à gauche. Nous allons montrer que A est 
également diviseur de zéro à g·auche. Il suffit de raisonner sur la 
forme réduite H obtenue à partir de A par le théorème l 

Il= AK, 
car s1 

IIU=o 
on a 

AKU=o 

(U ~o), 

(KU~ o), 

puisque K n'est pas diviseur de zéro à gauche. De plus, 

VA=o 
entraîne 

Vll=o 

et H est diviseur de zéro it droite. On a donc 

v1 a: + v~a;+ .. . + v11 a),=o, 
v~ai+ .. . + vnu:i==o, 

l'un des 1i n'étant pas nul. Il en résulte que l'un des a: est diviseur de 
zéro à droite; autrement, les équations (2) donneraient en parlant de 
la dernière, 

pn-1 == o, ... 1 vt == o, 

ce qui est impossible. On peul donc supposer a; diviseur de zéro à 
droite, donc diviseur de zào à gauche d'après la propriété 1. Nous 
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allons en déduire une solution en u du système 

(3) ) 
a.lut=o 

1 a 2 u 1 + a 2 u, = o 
.............. 

1 Il . . a,.11,+a,,11,+ ... -1--a,,u,,=o 

Prenons u;= o sauf pour i = p el i = p + 1. Le sysLème devient 

aj; u,,= o 
ai;+1 llp + ai;:: Up+l = 0 

a~; étant diviseur de zéro à gauche, il exisle u0 o tel que 

(11 11 ;c::o). 

Posons 
llp+1= 1n, 

La première équation est alors vérifiée quel que soit l, la deuxième 
devient 

al+ bm=o.-

On peut trouver, ll étant ré.gulier à droite, un couple(,;,) non singulier 
vérifiant celte relation. Cela donne pour le système la solution 

llp+I = 1n, avec 11 0 -:;z:= o, 

pourvu que u" el llp+t ne soient p'as tous deux nuls. C'est immédiat 
quand m o; supposons donc m = o. Si u0 l était nul, l serait divi-
seur de zéro it droite puisque 11 0 o, donc aussi dinscur de .:;éro à 
t;auchc d'après la propriété i. Mais cela est impossible, car le couple 

!, m=o 
serait singulier. 

Ainsi se trouve établi, par double application de la propriété 1 
dans 1t, le 

TnÉORÈME 5. - Quand un anneau lt, régulier à droite, est tel que tout 
dùùeur de zéro à droite constitue également un diviseur de zéro à 
gauche, l'anneau ll,. des matrices carrées cf ordre n possède la même pro-
priété. 
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\" oici deux énoncés équivalents : 

Toute combinaison linéaire à gauche enlre les lignes d'une matrice 
carrée sur tl entraîne une combinaison linéaire à droite entre les 
colonnes; 

ou, si les colonnes d'une matrice carrée sur ll sont linéairement 
indépendantes à droite, ses lignes sont linéairement indépendantes il 
gauche. 

Relevons aussi le corollaire suivant, démontré auxilliairemenl à 
propos du théorème 5, et qui précise utilement la remarque 4 du 
Chapitre I, paragraphe 2. 

COROLLAIRE 1. - La condüion nécessar're et suffisante pour qu'une 
matrice réduùe H ayant la forme de Hermz'te, ne soit pas diviseurde zéro 
r't gauche dans On, est qu'aucun des éléments de sa diagonale princzjJale 
ne soà dfriseur de ::;;éro à gauche dans tl, supposé régulier à droite, avec 
la proprù!té 1. 

Ce critère fournit un moyen de reconnaitre s1 une matrice A est 
diviseur de zéro à gauche, car 

Cot\OLLAIRE 2. - Les matrfres A et H liées par 

AK =-= li, KeS,, 

sont en meme temps di(.'iscurs de zéro à gauche, ou non dù·iseurs de zéro 
r, gauche. 

Cela résulte du raisonnement de la remarque 1 suivant la propriété i, 
en l'appliquant à On au lieu de tl. 

On peut aussi compléter une remarque faite à propros de la réduc-
tion ( Chap. I, § 2) 

(u 1 u~ ... u")K=(co ... o), KeS". 

Coi'ISÈQUENCE J. - Pour que la ligne u 1 u~ ... u" ne soà pas 
sz"nguhère à 3auche, il faut et d sz~ffit que c ne soit pas diriseur de zéro à 
droite. 
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Démontrons la propriété complémentaire. Si la ligne est singulière, 

OIi a 
1' ( /1. 1 , .• Il" ) =---:: 0 (1· /- o), 

donc 
I'(' == 0 ( I' / Il) 

cl c est diviseur de zéro à droite. HéciproquemenL, sic est diviseur de 
zéro à droite, 

I' ( Il 1 11" . .. Il") J\. = 0 (" () ), 

cl comme K. e S11 il n'esl pas non plus diviseur de zéro à droite 
( théorème 5 ), d'où 

1·(11,'u' ... u") =o 

el la ligne est singulière à gauche. 
l{cmarquons enfin qu'un anneau o, régulier it droite, dans lequel 

diviseurs de zéro à droite et à gauche coïncident, possède en particulier 
la propriété l . 

Mais cette hypothèse ue se reproduit exactement pour ll,, que si l'on 
suppose ll régulier à droite et à gauche. Elle se place donc mieux qu'ici 
à propos des anneaux réguliers à droite et à gauche, que nous 
étudierons ultérieurement. 

2. PRoBü:jJE n'rnt.\IEI\SIO::'i. - 011 sait comment O. Ore réussit à 
plonger un auneau régulier à ·droite, propre, dans un corps de 
quotients [6]. Toul élément b de o, non nul, possède alors un 
inverse b-' dans le corps k, et tout élément de ka la forme air', où a 
et b appartiennent à o. C'est la Conditz"on C pour le corps k [ 3] ( t. I, 
Chap. V). Uu a1meau régulier à droite, au sens généralisé, avec 
véritables diviseurs de zéro, ne saurait faire partie d'un corps. 
D'ailleurs la propriété de corps ne se conserve pas pour l'anneau K,, 
des matrices carrées d'ordre n sur k; elle perd donc, suivant nolre 
point de vue, quelque peu de son intérêt, el nous allons présenter une 
définition plus générale. 

Di::.FtNITION. - Lin pseudo-corps rëgulierà droùe est un anneau k ayant 
la propriété 2. 

Jouni. de Math., tome XXVII. - Fasc. 3, 1948. 3o 
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PROPRIÉTÉ 2. - Dans l'anneau k, régulier à droz"le, açec élément 
unité e, tout élément non divùeur de zéro à gauche est im·ersible û droite. 

a étant un élémenl de k non diviseur de zéro à gauche, on a par 
hypothèse 

La propriété 2 entratne la propriété 1 pour k, car si a était diviseur de 
zéro à droite on aurait 

Ill/,= 0 

d'où 
w,b = ue = u = o, 

ce qui est impossible. Donc si a e S, il n'est pas diviseur de zéro à 
droite, et la propriété complémentaire est la propriété 1. 

De plus (4) entraîne 

et comme ae S 

(5) 

On en déduit 

aba= ea= ae, 
a(ba-e) = o 

Le demi-groupe S est un 3roupe multiplicattf d'unités de k. 

Il est clair, aussi, qu'un corps, commutat-if ou non, est pseudo-
corps régulier à droite ( et aussi à gauche). 

Le théorème d'immersion s'énonce alors : 

THÉORÈME G. - Tout anneau régulier à droùe, propre ou ùnpropre, 
dans lequel tout dù-iseur de ~éro à droite est aussi diçiseur de zéro à 
gauhe, peut ètre plon3é dans un pseudo-corps k réguher à droite. 

La démonstration repose sur quatre hypothèses énoncées de la façon 
suivante par P. Dubreil ([3], t. I, p. 142). 

I. Il existe dans ll = D un sous-ensemble S multiplicativement 
formé. 

Il. Tout élément de S est simplifiable dans D à droite et à gauche. 
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LCI. Si b et// e S, il existe au moins un couple d'éléments sets' e S 

tels que b.1· = b' s'. 
IV. Si ses· et te D, il existe au moins un couple d'éléments me D 

et n e S tels que sm = tn. 

En prenaut pour S le demi-groupe des éléments de Ll qui ne sont pas 
diviseurs de zéro à gauche (ni à droite par conséquent, d'après la 
propriété I) les propriétés 1, 2, 3, 1: sont vérifiées; elles découlent 
du 1° <le la définition i (Chap. I, l) et de la remarque qui suit cette 
définition. 

Ces quatre hypothèses entraînent (l_:3], t. 1, p. 147). « U existe un 
anneau k, extension de Ll, dans lequel tout élément de S possède un 
inverse; k est appelé anneau des quotients à droite de ll par rapport 
à S; chaque élément de k est de la forme ab -i, où a e o, be S 
( Condition C généralisée)». 

L'anneau k des quotients, ainsi construil, est pseudo-corps régulier 
à droite. En effet, soient deux éléments quelconques ab-1 et a' b'-' 

de k; on peul trouver, ll étant régulier à droite, deux couples e:,) 
et ( ;;, ) linéairement indépendants à droite, tels que 

(a a') (;, :, )= (c o). 

I 1 ( b P ) ( b q ) • 1· ' • • .d. d ' ..,es coup es // p' et // q' sont aussi meairement m epen ants a 
droite puisque bel b' e S; et l'on a 

b-l I b'-' ( h p b 'l ) ( a a ) b' p' b' q' = ( c o), 

ce qui montre la régularité à droite de l'anneau k; cet anneau contient 
en outre un élément unité e, et tout élément ab-1 non diviseur de zéro 
à gauche, c'est-à-dire tel que a e S possède un inverse ba-1 • 

L'anneau k jouit ainsi de la propriété 2; c'est un pseudo-corps régulier 
à droite. 

Un anneau ayant la propriété l a donc une extension où la 
propriété 2 est vérifiée. Nous allons montrer que la propriété 2, c'est-
il-dire l'axiome de pseudo-corps régulier à droite pour!.-, vérifie comme 
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la propriété J le principe de transfert pour l'anneau K,, des matrices 
carrées d'ordre n sur k. 

:5. L'ANNEAU K,, llES MATRICES CARRÉES 1/0RDI\E n SUR UN PSEUDO-CORPS 

nltGULIEB A DROITE. - L'existence d'un élément unité e, qui n'était pas 
supposée pour l'anneau tl, se trouve établie pour son extension k. Or 
la présence de l'élément unité e dans k entraîne celle de l'élément 
unité E pour l'anneau K11 des 1natrices carré·es d'ordre n sur k 

Il suffit donc, sachant yue K,, est anneau régulier it droite ( th. 2), de 
montrer que toute matrice appartenant à K,, el qui n'est pas diviseur 
de zéro à gauche, est inversible à droite. 

Soit A E S,.. 
Ses colonnes a 1 , :x", ... , a" sont donc linéairement indépendantes 

à droite. Donnons-nous un vecteur 

(
y,\ (a',') 
l'e) a', ·r, = u. =-= . . . . . 

,Fn "({~l 

arbitrairement fixé, et cherchons un vecteur 

tel que 

(6) ( ') ( 1 
a~ a,',) (.r,) a, 1/, 

((" = ;'~ {( 
2 ? ' t' ,, 

(/;~ (.lll (Ill (I; .ln 

ou 
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On a vu ( th. 3 et Corol. 1, au Chap. I, § 5) qu'il existe des 
éléments a 1 , a~, ... , a,,, a E k, où a n'est pas diviseur de zéro à 
gauche, tels que 

D'après la propriété 2 supposée pour k, on peut trouver h tel que 

En multipliant par b à droite dans (8) il vient 

et cette solution est unique, car une solution différente entraînerait 
la dépendance linéaire à droite des vecteurs a 1 , c,: 2 , ••• , c,: 11 • 

Dans le module de vecteurs ç, un vecteur quelconque Yj est donc 
une combinaison linéaire à droite des vecteurs a1, a\ ... , a", qui 
constitueut une nouvelle base unitaire pour le module Mw 

L'ancienuc base unitaire était formée par les vecteurs 

,, --(~) ,,-(:) ,__ . ' ,__ . ' . . . . 
ü () 

... , ,,,-(:) .... - . ' 
() 

dont les nouvelles composantes sont : 

(::f) (:::~) (~:.;) . ' . ' ... , . . . . . . . . 
• f')l /)'~ J•:: 

La matrice B, obtenue par ces colonnes juxtaposées, vérifie 
.\H=E, 

car 

Toute matrice A E K,., non diviseur de zéro à gauche, est donc inver-
sible à droite. Ainsi se trouve démontré le 

TttÉORf;m: 7. - L'anneau K,. des matrices carrées d'ordre n sur un 
pseudo-corps k régulier ri droite, est l1a'-mëme un pseudo-corps régulier à 
dro,ie. 
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Par exemple, l'anneau des matrices carrées d'ordre n sur un corps 
commutatif est un pseudo-corps régulier à droite ( et à gauche). 

On déduit aussi du théorème 7, comme pour k (§ 2), que 
t 

BA=E, 

et que les matnces inrersibles dans Knforment un groupe S,,. 
Nous avons en même temps résolu les équations linéaires ( 6 ), d'où: 

Tm~ORÈ;ME 8. - n équations linéaires à droite, homogène.1· ou non, 
à n inconnues, ont toujours une solut1·on unique sur un pseudo-corps 
régulier à droite, lorsque la matrice A des coefficients est à colonnes 
hnéaù·ement indépendantes à droite. 

Avec le corollaire immédiat : n équations linéaires à droite, homo-
gènes ou non, à n + p inconnues 

(.\CJ (:; )\ ({)' 
,I u+p fi Il 

AeS11 

ont une infinité de solutions sur k, dans lesquelles x 11 + 1 , ••• , x 11+µsont 
arbitraires et x 1 , •.• , x,, données par 

( ,l't)\ (a'
1

) (.l'n+1) ·;:• = B ~:i - B C ?'+! • 
\,(Il fi If ,( n+p 

Enfin les n équations linéaires à gauche 

(A) 

ont aussi une solution unique donnée par 

( B) 

THÉORÈME 9. - n équations linéaù·es, à gauche, homogènes ou non, 
à n inconnues, ont tonjoun une solut1·on unique sur un pseudo-c011JS 
régulier à droite, lorsque la matrice A des coejfidents est ri colonnes 
linéairement z'ndépendantes à droite. 
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4. ESPACE PI\.O.IÉCTIF DÉFINI PAR UN PSEUDO-CORPS RÉGULIEI\ A DllOITE. - Le 
groupe S" des matrices inversibles dans K,, permet d'obtenir un 
groupe de transformations linéaires du module M 11 des vecteurs 

(
:r,) 

·:- .1''1 
-- . ' 
• , .~-11 

par la correspondance 

.\ ES". 

La transformation inverse est la transformation 

Ile S" 

et les transformations forment un groupe isomorphe à S,.,. La base 
unitaire E', E~, ... , E" est transformée en la base unitaire o: 1 , o:~, ... , 0:11 

et la correspondance est définie par 

Lorsque k est un corps commutatif ordinaire, on obtient le groupe 
linéaire de l'espace linéaire à n dimensions. 

Rappelons qu'un vecteur 

( 
u, ) (/,) 

x= : EM11+1: 
lin 

Il fi--• 1 

rt; E /. 

est non singulier lorsll ue 

7.11 = o, li~ o, llE k 

est impossible. 
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Considérons la relation 

1 a'=as; ses j 

entre deux vecteurs a et a' de M,.+ 1 • Cette relation est réflexive 

:z = Y.e, 

symétrique 
s- 1 ES 

et transiLive 

:z'= :zs; :z"=:z's' entraîne :z"= :z(ss') ss'eS. 

Elle définit donc une équivalence Il dans l'ensemble des vecteurs 
de M,.+11 qu'elle partage en classes. Deux vecteurs a et a' d'une même 
classe sont en même Lemps singuliers ou non, car 

Y.'u=o 
entraîne 

:z (su)= o (su7=0). 

L'équivalence R part'age donc l'ensemble F des vecleurs non singu-

liers de M,,+ 1 en classes. L'ensemble { de ces classes constùue par défi-

nition l'espace projectzf généralisé II,. d1fÎni par k. Chaque point P 
de II11 correspond à l'une des classes; un représentant de P, c'est-à-dire 
d'une classe, est un vecteur non singulier de M,,+ 1 . 

ExEMPLE L - Lorsque k est un corps commutatU~ II,, est l'espace pro-
jectzf n n dimensions. Les vecteurs non singuliers dans M11+1 sont alors 
des vecteurs non nuls, et les vecteurs non nuls de même support 
appartiennent à une même classe de F; cette classe est un point P de 

• l'espace projectif II,,. 

EXEMPLE 2·. - k étant le pseudo-corps ré8ulier des matrices carrées 
d'ordre 2 sur un corps commutatzf, II1 représente l'espace des droites de 
l'espace projectzf onhnaire '$3 à 3 dimensions. 
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On peut en effet définir une droite de :s,, par deux points 
distinels l\ et P 1. 

Associo11s ù ces deux points les deux éléments de k 

' , (' 11 0 
//Il---= 

\ (( ! 

u' ---- / t/1. 
1- \ f/;: 

lis <létermi11ent u11 vecteur C{ de l\'C 

qui n'est pas si11gulier, supposons en effet 

'l./1 _ _: () (u~o). 

lJ11c colo11ne ( 1) de 11 11'a pas ses deux termes nuls; on en déduit 
Ill. 

1' 0 /+ 1' 1 111.=o 

et les deux points P O el P 1 ne seraient pas distincts. 
Les vecteur::- de I a classe C{ dans M 2 sont 

( ' ) fin 
'l.' == Y.S == , S 

• //1 

En posant 

on a 
':J.' -= ( p o / + p I Ill p o /' + l' 1 m') ; 

:1.1 représente donc la droite qui joint les deux points 

<J 11 -= l',,/-1- I', 111, 

qui sont distincts et situés sur la droite P O P 1 • Cette droite est 
donc l\ l\. 

Journ. de ilfallt., tome XXVII.- Fasc. ~, 19W. 
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Chaque droite de l'espace ~ 3 est ainsi en correspondance biuni-
voque avec une classe d'éléments non singuliers de M2, c'est-à-dire 
avec un point de l'espace projectif généralisé 111 • 

On établit de la même façon, -k étant toujours le pseudo-corps 
régulier des matrices carrées d'ordre 2 sur un corps commutatif, 
que II" représente l'espace des droites plongées dans un ~ 211 + 1 • Plus géné-
ralement k étant le pseudo-corps régulier des matrices carrées d'ordre q 
sur un corps commutatif, IIn représente l'espace des S"_ 1 plongés dans 
un ~(n+1)q-l.• 

Transformations homographz'ques de IIn. - Soit un vecteur non 
singulier dans M11 +-1 

Le vecteur YJ, transformé par une opération A du groupe linéaire 

(
·.-1·1) (:I'o) 1., .r, 

-ri= ·_=. =A :_ ; 
,ln ,,111 

AeS,,, 

n'est pas singulier non pfos, car 

-r111 = 0 (
,2'o) 

donne A -~~' = o, 

\ :X-11, 

puis ~11 = o el u=o. 

Le groupe linéaire opère donc sur l'ensemble F des vecteurs non 
singuliers de M11+ 1 ; mieux, il opère sur les classes de F, relatù·es à 
f équivalence qm· définit IJ11 , puisque 

donne 

ou 
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Les opérations Z du groupe S11+ 1 , qui laissent toute classe invariante 

sont représentées par des matrices scalaires ayant pour éléme11t sur la 
diagonale principale un élément z de k permutable avec tout élément 
de k. Elles forment un sous-groupe invariant Z de S11+ 1 - Le groupe des 
tramformations homographiques de II,. est par d~finition le groupe induit 
mr II,, par le. groupl~ ll"néaù·e S,,+i • Il est isomorphe au groupe quotl'ent 

Lorsque k est un corps commutatif on obtient le groupe projectif 
de ll,, ([8], 3). 

Les propriétés géométriques dans II,, sont les propriétés invariantes 
vis-à-vis du groupe homographique pris comme groupe principal de 
la géométrie dans II,,. 11 en est ainsi par exemple pour la dépendance 
linéaire de deux points de II11 définie par la dépendance linéaire à 
droite des vecteurs qui représentent ces points dans M,.+ 1 . Cet le 
définition ne dépend pas du choix deo vecteurs représentatifs, la 
relation 

( U1 OU u,i_:,:é ü) 

eutraîue 

ou 

pour les vecteurs transformés. 
La dépendance linéaire non singulière de deux points de II" n'est 

autre que la coïncidence de ces deux points; c'est une équivalence, 
contrairement à la dépendance linéaire ordinaire. Par exemple, dans 
la représentatio0 de l'espace réglé par II, le groupe des transformations 
homographiques de ~ 3 a pour image le groupe des transformations 
homographiques de II1 , et deux points linéairement dépendants de IJ1 

représentent deux droites incidentes de S 3 • Cette incidence ne vérifie 
pas l'axiome de transitivité. 

Dans le cas général, ou définit de même la d/pendance linéaù·e de 
plim"eur.1· points, ainsi que leur dépendance b"néaù·e non singulière. 
Ce sont des propriétés géométriques de ces points. Le théorème 4 
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( Chap. I, § :5) montre que n + 2 points de II11 sont toujours en dépen-
dance linéaire non singulière. 

Par exemple, dans la représenlalion de l'espace des droites de :S~ 
par II2 le groupe homographique de~, .. a pour image le groupe homo-
graphique de 11 2 , la dépendance linéaire de dcnx poiuts trnduil la 
re11contre des deux droites col'respondantes de 'S;;; la. dépendance 
linéaire de trois points exprime que les trois droites correspondantes 
appartiennent à un même ~',_,,; la dépendance linéaire non singulière 
exprime qu'elles appartiennent à un même 0 3 • Enfiu quatre droites 
soul toujours e11 dépendance linéaire non singulière. 

CHAP lTRE II L 

Anneaux réguliers particuliers. 

1. Le pseudo-corps régulier à droite est un exemple d'anneau avec 
élément unité e dans lequel deux éléments quelconques l el m ont 

toujours une matrice facteur à droite ( 1b1 ), im·ersz'/Jle, telle que 
//, } 

( ri h \ 
(! m) , 11 j=(c o). 

(1. ) 

En effet, la matrice ( l~ bb1 ) de la définition Il, qui n'est pas 
\ (/ 

diviseur de zéro à gauche, est inversible dans le cas du pseudo-corps 
régulier à droite (th. 7, Chap. 11, § 5). 

On est ainsi conduit a considérer les anneaux vérifiant la 

PROPRIÉTt 3. - ll est un anneau m·ec élément unùé e, dans lequel deux 
éléments quelconques l et m ont toujom'.f une rruztrz'ce facteur à 

droùe ( 1h1 ), im•erszble, telle que a J 

Dans la suite la propriété 3 est toujours supposée pour o. Elle 
entraîne la régularité à droite de ll, puisque la définition II est vérifiée. 
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L'an11eau ll est donc cas particulier d'anneaux réguliers à droite, mais 
il comprend à son tour le pseudo-corps régulier à droite comme cas 
particulier. La propriété 3 se place donc, comme la propriété 1, à mi-
chemin entre la définition générale et la définition d'un pseudo-corps. 

Un exemple d'anneau ayant la propriété 3 est celui d'un domaine 
rl'intégrité, avec él<~ment nnitc~, dans lequel tout idéal est principal. 
( C'est le cas de l'anneau des entiers.) Pour un tel anneau on peut 
trouver ([7], t. I, § JG) un plus grand commun diviseur c de deux 
élt':ments quelconques let m, tel que 

I= ('Ili; c=la+ma'; e=a,a-1- b 1 a'. 

La matrice 

est inversible, avec inverse 

et l'on a 

Uu autre exemple figure dans l9] : « Non commutative domains of 
integrity >>. 

L'existence d'un élémeut unité f' pour ll entraîne celle de !'dément 
unit<) E pour ll,,. 

Les opérations llf;mentaires à droite ( c/. [-'i ], p. 41) sur une matrice A 
sont: 

1 ° L'échange de deux colonnes; 
2° La multiplication à droite d'une colonne par un élément k unité 

dans 11; 

3° L'addition aux éléments d'une colonne d'une combinaison 
linéaire à droite des autres colonnes à coefficients quelconques dans 11. 

Une opération élémentaire à droite revient à une multiplication à 
droite par une matrice élémentaire à droite, c'est-à-dire une matrice 
déduite de la matrice unité par la même opération élémentaire. Toute 
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matrice élémentaire esL frwersz"ble. Le produit de plusieurs matrices 
élémentaires se déduit de la matrice unité par une succession d'opéra-
tions élé!mentaires : c'est une matrice élémentaire. Les matrices 
élémentaires forment un sous-groupe G' du groupe G des matrices 
unités de lin-

La relation 
A'= A lJ, 

ddinit une équivalence dans ir"; deux matrices A et A' d'une même 
classe sont associées à droùe ( cf. right associated matrices ll1], § III). 
La relation 

A U'=A', l/EG' 

définit une équivalence coll tenue dans la précédente; deux matrices 
d'une même classe sont associées ri droùe modulo une matrz'ce démen-
taire. 

2. Trn'.ORÈME nE IIÉDUCTION ET APPLICATIOi\:S. - La dc;monstration d11 
théorème 1 (Chap. I, s 2) s'applique aux anneaux réguliers à droite 
particuliers consick~rés ici, e1t y remplaçant les facteurs à droite non 
di viseurs de ûrn à gauche, par des facteurs inversibles. On en dc~duit: 

THÉORÈME 10. - Toute matn"cc A carrée d'ordre n sur un anneau i, (Jill 

possède la pmpl'l"été. 3 est associée à droùe d'une matrz'ce H réduùe, 
n'ayant f_JllC des ~éros au-dessus de la diagonale prinàpale. 

Le corollaire établi au Chapitre li pour un anneau ayant la 
propriété 1 ( corol. 2, § l) est valable ici pour des raisons différentes : 

COROLLAIRE J . - Les matrices A et H de la réductz·on pricédente sont 
en mcme temps diviseurs de :;;éro, à gauche, ou non dinseurs de :;;éro fi 

gauche, car 

et 
A= Il L-1 • 

A et H sont /gaiement tous les deux dfrùeurs de :;;éro à dmüe ou 
non ,üvùeurs de :;;éro à droite. 
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La méthode du théorème 22. 2, page 33 de [11] donne : 

COROLLAIRE 2.- Dans les réduct1"ons AU= H, AL 1 = H, les matrices 
H et H, sont associées à droite modulo une matrice démentai"re lorsque A 

n'est pas di1·isew· de ~éro r't gauche 

AeS,,. 

On démontre ensuite, comme au paragraphe~, Chapitre I. 
T11Eo111~:~rn 11. - /,' anneau ll,. des matrices cardes d'ordre n sur uu 

anneau ll ayant la proprieté 3 pos.u·de ausSl· la propnët/ :3. 

La réduction d'une ligne u' u" . .. 11" se fait sous la forme : 

d ' ' ou 
( u 1 u 2 ••• u 11 ) ( U) = ( c o ... o), 

(1t 1 tt2 ... 11")=(c o ... o)U-1. 

En particulier, pour deux éléments l m la propriété 3 donne 
directement 

( ({ b ) 
/a t, )=u, (/ m) a' b' =(r· 0); ( a' 

-d'où 

(c. ) ( ri, 
() / 

fl 1 
b,) h', = (/ m); ( ll: 

a, 
b,) =U-• 1. , . 
J 1 

Par suite, 
c = lrt + 1na', l=ca,, 1n=r.:h 1 (111 ,1 -+ h, r/= e) 

et 
THÉ.ORÈ)IE 12. - Dam l'anneau ll, tout idéal à droite engendré par 

deux déments let m est un idéal pn·nctjJal à droite, de base c. 

La propriété s'étend aussitôt à plusieurs éléments u1 , u 2 , ••• , u". 
C'est sur elle que reposent les réductions obtenues dans [4] (§ III) 
~l propos d'un domaine d'intégrité avec élément unité, où tout idéal 
est principal. 

La réduction de la ligne u1 u2 ••• u" donne immédiatement : 

CONSÉQUENCE 1. - /,a condiûon nécessaire et s1~ffisante pour que la 
ligne (u' u2 ••• u") ne soù pas singult'h·e à gauche, est que le p. g. c. d. 
c ne soù pas dt'i-z'seur de zéro à droite. 
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(

{Il'. 

et, en désignant par 1;") la première colonne de U: 
{Ill 

Co:,,:sÉQUl~NCE 2. - La condùion nécessaire et s1dfisante pour que la 
Ligne ( u1 11 2 ... u") ne soit pas singulière à gauche, est qu'il existe un 

(l., ( 

C/1 \ 

vecteur , ,;,, ) tel que 

où c n'est pas rhvùeur de ::;éro it droùe. 

:-i. AnTRES ANNEAUX PARTICULIERS. - Nous supposons maintenant 
vérifiée une propriété supplémenLaire pour l'anneau o : l'idéal à 
droùe annulant un terme a de ll est un z'déal pn·nczjJal à droite. Les 
solutions de 

((,/' === () 

sont alors 
( Il arbitraire). 

Celte propriété est vérifiée pour un anneau sans véritable divi-
seur de zéro où l'idéal annulanL a est l'idéal de base ( e) quand a= o, 
eL l'idéal nul de hase ( o) quand a o. 

THÉORÈME 13. - Quand l'idéal à droùc annulant un terme quelconque 
a de ll est principal, l'zdëal de mat1fres annulant à droite une llWtn'ce A 
quelconque de lln est également prùicipal. 

Le théorème étant vrai pour n = 1, raisonnons par récurrence 
sur n. Supposons qu'il soit vrai pour l'ordre n - 1. Cherchons toutes 
les solutions de 

On peut trouver U inversible, tel que 

•\U=H. 
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Posons 

ou 

Le système à résoudre devient 

Il(~:)·= o 

'// 

Oil 

a!Y1 +a;Y 2 =o, 
............... , 

)
tt:Y1 =0, _ 

1 :! Il. -(/,,Y,+ (( 1, Y2+ .. ,·+ a,,Y,,_ o. 

D'après l'hypothèse sur ù 

Posons 

Il faut alors résoudre 

ou 

....... , 
Y,,=Z,,. 

o Z2 o \ (z') J i,, 
=o, 

B étant matrice à n - I lignes et n colonnes. 11 existe V, inversible, 
tel que 

BV=C, 

(
c.'. () 0 

()) ('- c-); 
c; () () ·- . . . 

(' 1 c~ ,..n- 1 0 lL -,, 
Journ. de A/atlt., tome XXVII. - Fasc. :l, '!.I~~-



250 L. LESIEUR. • 

est une matrice d'ordre n - 1 bordée par une colonne de zéros. Effec-
tuons un nouvea11 changement de variables 

. ( ~: )\ = V ( ~: )·. . . ( ) . . . . . 
zll ln 

ou 

Nous obtenons le nouveau système 

( 
/1) /., 

(C) : =n, 
111-1 

'" 
Un= t,, est arbi'traire, et d'après l'hypothèse d'induction, 

où les u ~ont arbitraires. En revenant aux X; on obtient 

(
llt) où la colonne ? esl arbitraire. La solution générale de 
li Il/ 

AX=o 

est donc 

où la matrice A est arbitraire. Ces solutions sont les éléments d'un 
idéal principal à droite, de base A0 • Le lhéorème 13 est démontré. 

Nous avons, au fond, résolu les équations ( 1) qui sont linéaires et 
homogènes par rapport aux. inconnues x;. Abordons le problème plus 
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général de la résolution de p équations linéaires à droite par rapport 
aux n mconnues x; 

) 
a: .r, + a;.r,+ ... -+ (.t'!a::11= {J 1, 

11,!x, + a~x2+- .. . + 1t~:c,,= b,, 
••• ••••••••••••••••••••••• ' 

a),ti·1 + af,.r2 + ... + a;'.:r,,= b1,. 

Supposons d'abord p = n. Les équations (3) en Y; auxquelles on se 
ramène ont la forme déduite de ( 2 ), obtenue précédemment, en 
remplaçant les seconds membres par . 

La première de ces équations s'écrit 

Pour qu'elle ait des solutions il faut donc une condiLion de compatibi-
lité : 61 doit être multiple à droite de b:. 

_ Supposons-la remplie 

<l'où 

ce qui donne, d'après l'hypothèse sur), 

En posant en outre 

y,,=Z,,., 

on se ramène comme plus haut à une équation de moins et à la réso-
lution de n - I équations à n - r inconnues t0 t2 , ••• , t11_ 1 ; sur ce 
système.on applique à nouveau le procédé, et ainsi de suite. On arrive 
dans _tous les cas, lorsque les conditions de compatibilité sont 
remplies, à une solution générale dépendant linéairement à droite, 
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den paramètres arbitraires ui, 11 2 , ••. , u" 

( 4) 

Il est clair que ( ·~:_: ). est une solution particulière, et que l'existence 
\ .111 

d'une solution particulière est nécessaire et suffisante pour que 
les conditions de compatibilité soient remplies. On se ramène alors 
au.cas des équations (1) en considérant les différences x 1 -x'1 , 

.:r2 - x'~, ... , x"- x'.,; dans les formules ( 4) de résolution, A 0 est 
une base de l'idéal à droite annulant A. 

Lorsque p n, on se ramène au cas précédent en bordant la 
matrice A par des lignes de zéro:-:: ( cas p > n ), ou par des colonnes 
de zéros ( cas p > n ), pour la rendre carrée. 

Tmtonf.:~m -14. - Les conditions de compatz'bilité remphes assurent 

l'existence d'une solution partz'culière ( ::: •),, et la solutz'on générale est 
,(;11 

donnée par • 

A0 rtant une base de l'zdéal de matn'ces annulant A à droite. 

Les conditions de compatibilité sont toujours remplies daus le cas 
d'équations homogènes ( b; = o ), où la sol u Lion particulière est la solu-
tion nulle 

:r;== o, 

Elles le sont encore dans le cas d'un pseudo-corps à droite lorsque 
la matrice A est à colonnes linéairement indépendantes à droite 
( Cf. Chap. II,§ 3, th. 8). 
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