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Anneaux réguliers, anneauwx de matrices;

Par Lkoxce LESIEUR.

Introduction.

Rappelons la définition d’un anneau o, régulier a droite, donnée

par O. Ore [6]:
1° L’anneau o est sans diviseurs de zéro.

2* Deux ¢léments non nuls de o ont toujours au moins un multiple
commun a droite, différent de zéro, c’est-a-dire, / et m étant donnés,
non nuls, il existe / et & non nuls tels que

b =mb'.

Dans le cas abélien, ot la commulativité de 'anneau vis-a-vis de la
multiplication esl vérifiée, la propriété 1 fait de I'anneau o un domaine
d’intégrité, et la propriété 2 esl satisfaite d’elle-méme. -

[intérét des anneaux réguliers provient des applications qu’on en
peut faire dans la théorie des équations linéaires [ ] et des modules
[2], de la possibilité de leur immersion dans un corps de quotients[3|
(chap. V), de l'importance des anneaux remarquables qu’ils
comprennenl : domaines d’intégrité, anneaux sans diviseurs de zéro
qui ont un élément unité et dans lesquels tout idéal & droite est princi-
pal | 3] (chap. VI).

Les matrices carrées d’ordres n sur o sonl les éléments d’un nouvel
anneau O,, qui contient un sous-anneau isomorphe a o, et qu'on peut
identifier avec lui (). Mais la régularité a droite de ¢ n’entraine pas

(') (Vest le sous-anneau des matrices scalaires dont les éléments de la diago-
nale principale sont égaux, el dont les autres sont nuls [ 4] (p. 5).
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la régularité a droite de O,, car O, peut avoir des diviseurs de zéro,
tandis que ¢ n’en a pas : il suffit de prendre pour o un corps commu-
tatif, cas particulier du domaine d’intégrité, donc de 'annecau régulier,
et toutes les matrices & déterminant nul sont alors diviseurs de zéro
dans O,,.

Donc, pas plus que la commutativité, la régularité de 'anneau s, au
sens de Ore, n’est conservée quand on passe de l'anneau ¢ au sur-
anneau O, des matrices carrées d’ordre n sur o. C’est pourquoi je
propose ici une définition plus générale, qui n’exclut pas les diviseurs
de zéro lout en conservant les propriétés essentielles des anneaux régu-
liers, et lelle que la régularité au sens généralisé pour l'anneau o
entraine la régularité au sens généralisé pour 'anneau O,,. Cette idée
d’invariance d’une propriété dans le passage de o & O, est d’ailleurs
un guide intéressant pour I'unité de I'exposé. Toute propriété concer-
nant ¢ n’est retenue que si elle satisfait & un théoréme de transfert
concernant O,. Le Chapitre I traite des anneaux réguliers au sens
généralisé, sans autre hypothése supplémentaire que celle qui résulte
de leur définition (définition I ou Il du paragraphe 1). L’exislence
d’un élément unité pour o n’y est pas supposée, sauf mention expresse.
‘Le Chapitre I présente deux propriétés générales (propriété 1 au
paragraphe 1 et propriété 2 au paragraphe 2) qui concernent les
diviseurs de zéro de o et satisfont au principe de transfert pour O,.
Tout anneau v, régulier a droite, qui satisfait la propriété 1 est
susceptible d’une extension £ qui satisfait la propriété 2, ou l'exis-
tence d'un élément unité apparait; £ est alors un .pseudo-corps de
quotient de o (§2). Au paragraphe 4 est défini un espace projectif
généralisé II, oblenu & partir d’un pseudo-corps, et qui comprend
comme cas particulier I’espace réglé de I'espace projectif ordinaire (*).
Le Chapitre III met en lumiére de nouveaux cas particuliers de
Panneau régulier, plus généraux cependant que le pseudo-corps,
basés sur une autre propriété supplémentaire (prop. 3). Celle-ci
a son tour admet dans une autre direction une particularisation
inléressante.

(') Les Chapitres I et 11 développent deux Notes px‘ésenlées aux Comples
rendus, [3].
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Tout ce travail ne concerne que les anneaux réguliers a droite, afin
de mieux analyser dans les résultals ce qui tient a la nature dissymeé-
trique des hypotheses.

Le schéma suivant rappelle par ordre de généralité décroissante les
principales propriétés supposées pour I’anneau o.

Définition [ ou II
\\4
Propriété 1 Propriété 3

N S

N
Propriété 2 ; >
(pseudo-corps)

CHAPITRE [

Anneaux réguliers a droite.

1. NOUVELLE DEFINITION D'UN ANNEAU REGULIER A DROITE. — 0 est un
anneau quelconque, commulatif ou non, avec ou sans véritables divi-
seurs de zéro. Nous supposons seulement qu'il existe au moins un
¢lément fnon diviseur de zéro a gauche, éliminant ainsi les anneaux
ui ne conticnnent, outre ’élément nul, que des véritables diviseurs
de zéro. Alors, la relation

Ju=o (uz0)

est impossible pour cet élément /.
Appelons couple non singulier a droite l'ensemble de deux

0 a . L en .
élémentls (ﬂ, ) de ¢ qui ne vérifient aucun systéme

owiu=o
(1) % (u5£0).

[{ (==
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De plus, les deux couples (Z,) et (b’) sont linéairement indépendants

« droite quand il n’existe aucun systeme

au + be =o ,
(2) (1eou ¢ o).

u+0v=—o0

On remarque immédiatement : St deux couples sont linéairement indeé-
B . . . N . . a

pendants a droite, aucun d’eux n'est singulier a droite, car si <a,> y par

exemple, étail singulier, la solution u, du systéme (1) entrainerait
pour le systéme (2) la solution u =u,, v =0, avec u,><o0, et 'indé-
pendance linéaire & droite des deux couples ne serait pas réalisée.

Le céuple <2) est singulier; il en est de méme pour le couple <Z>

.. , N . [2/ .
lorsque a est diviseur de zéro a gauche. Au contraire <a,> est non

singulier si @ n’est pas diviseur de zéro a gauche.
Nous arrivons a la nouvelle définition d’un anneau régulier a droite :

Dirmition . — Un anneau o est régulier a droite lorsque;

1° Deux éléments quelconques [ et m de o vérifient au moins une

relation
1h 4+ mb'=o,

. b , . - .
oti le couple <b,> n'est pas singulier a droite.
o0 A ce couple non singulier ( ©) on peut associer un couple ( “ ) au
‘ P singulier | g, P 1 a )
. ] b . L. Lo,
moins, tel que les deux couples <”,> et ( b’) sotent linéairement indé-
pendants a droite. '

Une conséquence intéressante de la premiére parlie de la définition
est la suivante : désignons par S le demi-groupe multiplicatif (') formé
parles éléments de o qui ne sonl pas diviseurs de zéro a gauche; alors
quand [ appartient a S, il en est de méme pour b'.

(') Rappelons qu'un demi-groupe pour la multiplication est un sous-ensemble
de © qui contient en méme temps que deux éléments @ et & leurs produits ab. De
plus, la multiplication y est associative comme dans @. ( Voir [3], t. I, p. 34).
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En effet, si ' n’est pas dans 3, on a

b'u=o (= 0),
ce qui entraine

bu=o,
et, comme /€ S, _
bu—=o. »
Le systéme
bu—o
(e0)

O'u—o

. b . . . .
esl possible, et le couple <,,> n’est pas singulier, contrairement a
: )

Phypothése. De méme :

Quand [ et m appartiennent @ S, b et ' €S. S est donc demi-groupe

réversible a gauche (), et lout élément de S est simplifiable & gauche.
-
Exemple 1. — Voyons dés maintenant ce que deviennent ces notions

quand Panneau o n’a pas de véritables diviseurs de zéro, sans se
réduire au cas banal de Panneau nul. Dans ce cas, pour qu’un couple

( 1:’) ne sott pas singulier, il faut et il suffit que b et b’ ne sotent pas tous
les deux nuls. Nous allons montrer :

Un anneau régulier  drotte, au sens de Ore, est un anneau régulier au
sens précédent. '

. . N .
Prenons dans 'anneau o régulier a droite, au sens de Ore, deux
éléments quelconques / et m. Si aucun des éléments /et m n’est nul,
il existe, d’aprés la définition rappelée dansl'introduction, b, et b, non

nuls tels que ‘
by=mlb),.

En prenant b = b,, b'=— b, on salisfail & la premiére condilion de
la définition I, car
hy+m(—0y)=1lby— md\, =0

\,

1/ . .
° ) n’est pas singulier.

et le couple d’éléments < )
— %

(") Voir[3], t. 1, p. 42.
Journ, de Math., tome XXVII. — Fasc. 3, 1948. 27
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Si 'un au moins des deux éléments / et m est nul, par exemple /,
on satisfait encore a la premiére condition de la définition [ en prenant
pour b un ¢lément non nul et pour 4’ I’élément nul

ol 4+ mo=o,
b sas, . - . )
le couple (;)—-) n’étanl pas singulier, puisque b 5 o.
Reste & vérifier la deuxiéme condition de la définition 1. <b’)
n’étant pas singulier on a par exemple &£ 0. Prenons pour couple
n ¢} | ) .
<(_L,> le couple <u/> ol @' £ o. Le sysléme () devient

o + be—=o .

, (& ou ¢ 0).
du+bv=o
Mais comme b et a'£ 0, et, par suite de 'absence de véritables divi-
seurs de zéro, les égalités entrainent

=0, pnis U =o.

Le systéme (2) est impossible et les deux couples sont linéairement
indépendants a droite. La propriété¢ annoncée est démontrée. On
vérifie de méme :

- Un anneau régulier a droite, au sens généralis¢, supposé sans vére
tables diedseurs de zéro (1), est un anneau régulier au sens de Ore.

Tous les anneaux remarquables constituant des cas particuliers
d’anneaux réguliers a droite au sens de Ore sont « fortiori cas parti-
culiers d’anneaux réguliers a droite au sens généralisé. Dans la suite
expression d’anneau régulier a droite désigne toujours un anneau
régulier & droite au sens généralisé de la définition I. Cet anneau est
propre '\l ne contient pas de véritables diviseurs de zéro, impropre
dans le cas contraire. L’existence d’anneaux réguliers impropres est
mise en lumiére par 'exemple qui suit :

Exemple 2. — L’anneau des mairices carrées d’ordre n sur un corps
commuulatif est un anneau régulier a droite au sens généralisé.

(') L'absence de véritables diviseurs de zéro a droite (ou & gauche) entraine
évidemment P'absence de véritables diviseurs de zéro a droite et & gauche.
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Ce résultal est un cas particulier d’un théoréme établi plus loin
(th.2,8§5).
Signalons une deuxiéme forme de la définition I.

Deristrion Il — Pour qu’un anneau o soit régulier i droite il faut et
i suffit, Let mélant deux éléments quelconques de o, qi’on puisse trouver
une matrice carrée ’ordre »

non diviseur de séro a gauche, telle que

. a b
(3) (/lll)<”/ /),>:(!'n)
tous les éléments appartenant i o (').

.. ) . 1. ‘a b ,
Celle condition est nécessaire. Les éléments ((_L, 1/) de la défi-

nition | fournissent une matrice vérifiant (3). Cette matrice n’est pas
diviseur de zéro a gauche, car antrement

(’ o b
al b

-0 =o

§

('f)z o (1 ou v 2 0),

¢’est-a-dire

, , (e ouw ¢ Aoy
wu—+0v=o

Ve [ o « b R .
et d’apres (2) les couples (a,> el <b’> ne seraient pas linéairement
indépendants a droite. _
La condition I est également suffisante, car (3) entraine

1+ b = o.

b

Les deux couples (Z:) et (/»

,) sonl lin¢airement ind¢pendants a droite,
. . ab - . )
puisque la matrice <a, b’) n’est pas diviseur de zéro a gauche. Il en

(') Pour la multiplication lignes par colonnes et les propriétés classiques des
matrices, voir [ %], ou [T], t. I, § 10%, ou | 3], t. LI, Chap. VIII B.
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. \ L b )
résulte d’aprés une remarque antérieure que le couple (b’> n'est pas

1

singulier & droile, et le 1° de la définition [ est satisfait. Le 2° l'est
b

. . y . a
aussi puisqu’au couple <I/> on peut associer le couple <[I,> tel que
les deux couples (ff,) et (//) solent linéairement indépendants &
droite.

2. FonrME REDUITE D'UNE MATRICE CARREE SUR 0. — La définition [1
permet d’écrire pour toute matrice carrée d’ordre 2 sur o

L mN\ /o O\ _[c o
I m’) (u/ V) T\ d ’

la matrice multiplicateur ( > n’étant pas diviseur de zéro a

a
a
gauche. On peut donc, en multipliant 4 droite par une matrice
carrce K d’ordre 2, non diviseur de zéro a gauche, ramener Loute
matrice carrée d’ordre 2 4 une forme particuliére ayant zéro pour
¢lément situé au-dessus de la diagonale principale. Nous allons
étendre cette propriélé aux matrices carrées d’ordre n quelconque;
n étant fixé, ces matrices sont les éléments d’un anneau O, pour
lequel nons énoncons d’abord quelques propriétés simples du sous-
ensemble S, de leurs ¢léments qui ne sont pas diviseurs de zéro a
gauche.

Le demi-groupe S,. — Cerlaines propriétés de S, tiennent

simplement au caractére associatif de O, vis-a-vis de la multipli-
cation, par exemple :

Quand deux matrices K et K'e€ S,, il en est de méme pour le
produit K K’.
En effet, si KK’ est diviseur de zéro a gauche dans O,,, on a

KK'u=o (u#0),
d’oli, puisque K € S,

Nu=o
et, comme K’ € S,
= 0.
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On arrive a une contradiction. Donc:

Lemme 1. — Le sous-ensemble S, des matrices de O,, qui ne sont pas
diciseurs de séro a gauche forme un demi-groupe multiplicatif.

Soient A une maltrice quelconque appartenant a O,, a ses
n® éléments, I'indice 7 étant celui de la ligne, I'indice j celut de la
colonne _

A= ()€, (6, 7=1,2, ..., n).
rl{ c

Pour que A € S, il faut ct il suffit que ses ¢léments a] ne vérifient
aucun systéeme de la forme.

ay Uy @i+ .o =0,

Ay Uy~ Ap s+ oo WU, == 0,

.

Uiy Uy, ..., w, W'Ctant pas tous nuls; ou, en abrége

J
) ]
| wjzo pourun/ au moins; (J=1id 2, ....0).

{ a;u;=o (Z=1,2, ..., 1),

(4)

Cela s’exprime sous la forme :

Lemme 2. — Pour que A € S, il faut et il suffit que ses colonnes
solent linéairement indépendantes a drotte.

On en déduit sans peine :

Lemme 3. — Le demi-groupe S, est incariant vis-a-vis des opéra-
tions suivantes effectuées sur lune quelconque d'une matrice A qui lui
appartient :

1° Echanger deux colonnes entre elles ou deux lignes entre elles;

2° Multiplier @ droite une colonne de A par un élément k de o non
diviseur de 3éro i gauche:

3° djouter aux éléments d’une colonne une combinaison linéaire
droite des autres colonnes, é coefficients quelconques dans o.

Nous avons supposé dans o l'existence d’un élément au moins, /,
non diviseur de zéro & gauche.
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On en déduit dans O, la matrice scalaire

J oo . 0
F o f .. 0 -

0o o o

non diviseur de zéro a gauche, car le systéme (4) devient pour F

Sfiuy=o, Jus=o, Ceey Jun=o,
wy, Ou iU, .y ou upFo

et 1l est impossible. Donc :
Le demi-groupe S, n’est pas vide ().

LEMME 4.
Plus généralement:

Lemyve 5. — Pour qu’une matrice diagonale appartienne a S, il faut

et il suffit qu’aucun des éléments de sa diagonale ne sott diviseur de séro

a gauche.

Soit, en effet,
: ay o

Le systéme (4) s’écrit pour A :
. ant,=o,

alu,=o, .

ayuy=o,
(pour un j au moins).

iz o
Pour qu'il soit possible il faut donc que @; soit nul ou véritable
diviseur de zéro a gauche. Réciproquement, si @) est diviseur de zéro

w,=o  (u;,7o0)

a gauche on a
ale
o

(') On peut prendre f==¢ dans le cas ot » possede un élément unité ¢

(voir Ghap. I, § 1).
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et le systéme (4) est possible avec la solution

;=0 pour = /.,

;=1 pour j =/,

A est diviseur de zéro a gauche. Donc A est diviseur de zéro a gauche
si, et seulement si, P'un des éléments de sa diagonale principale est
diviseur de zéro a gauche. La propri¢t¢ complémentaire constitue le
lemme 5.

La derniére propri¢t¢ mentionnée ici concerne des matrices
appartenant a des demi-groupes S,, S,, S, pour diverses valeurs
de p, q, 1. '

LEnyE 6. — Supposons

A/;E S/:, A,/ESW ' Are S/'~
La matrice

/\/, 0 0
A = o) ;'\ q 0
0 o A, y

appartient @ S,= S,

Lie systéme (4) donne en effet g

iy
A o 0
{Hy
ou
y s Upyi
W, e {igin
I = Py )
A, i =0, A, . 0, AL . =0,
u, Upiy Wppiporr
T b A b ]
d’ou, d’aprés ’hypothése,
Hy=...=u,==o, Uy ==« o = Uy == 0, Ut == o+« == Ul == 0.

Le systéme (4) est impossibleel A € S,.
En particulier on peut prendre pour A, et A, des matrices scalaires
obtenues a partir d’un élément /" de ¢ non diviseur de zéro a gauche
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(lemme 4). Celle remarque est ulilisée pour la démonstration du
théoréme auquel nous arrivons maintenant.

Trtorime 1 (ou de réduction). — On peut, en multipliant  droite
par une matrice carrée K d’ordre n, non diviseur de zéro a gauche dans
O,,, ramener toute matrice A carrée, d'ordre n, sur un anneau o régulier
a droite, a la forme réduite de llermite, n’ayant que des séros au-dessus

de la diagonale principale.
AK=II. '

Le théoréme pour n=2 provient directement de la définition II,
comme on l'a vu au début du paragraphe. Nous raisonnons donc
par récurrence sur 'ordre n, en supposant le théoréme établi pour
I'ordre n — 1.

Soit A une matrice quelconque appartenant a O,,

A = (&) (6g /=1, 2,..., n).
La multiplication, dans I'énoncé du théoréme, peut étre réalisée par

un nombre fini de facleurs a droite K,, K,,..., K, appartenant a S,,.

Le facteur produit
. K=KK,...Ks

appartienl encore a S, (lemme 1).
Considérons dans A la matrice d’ordre n — 1 oblenue par suppres-
- sion de la premiére colonne et de la derniére ligne, soit

A €O, .

Ilexiste, d’aprésl’hypothése d'induction, une matrice Q, d’ordre n —1,
appartenant a S, ,, telle que le produit

Py=A,, Q,
ait la forme réduile de Hermite dans O,_,. Prenons
L S oo
Ko= <u (Qo> ’

/ élant élément de o non diviseur de zéro a gauche. K, appartienta s,
(lemme 6).
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LA ) S
AN={-——— Ky={—]— .
a, | 0| Qo

- . \

7. P
Ao= AK,= /. °\>.

Y REPANNS

Dans A,, d’aprés la propri¢té de P,, tous les éléments «’; situés
au-dessus de la diagonale principale de P, sont nuls, soit pour

Nous avons

Iformons

J—i>1.

C'est la premiére ¢tape de la réduction. Il resie pour établir le
théoréme, a annuler dans le produit par un facteur a droite, les termes
de la diagonale non principale

j — =1,
Dans la premiére ligne de A, les deux premiers éléments seulement,

a, et a}, peuvent étre différents de zéro. Il existe, d’apreés la défini-
tion I, une matrice
w b
(31:<(L/ /)/>ES‘2:

telle que
) ) « b
(ety ay) <“, b,):((; 0).
Formons
o b R
o ' Oy o
K, = = - ,
' S oo 0 o D
R <.> / e (.)
(8} O . ; . /.

ou ¥ € S, ,. D’aprés le lemme 6, K, € S,. Nous avons

)y ai]oon
Ay= ——\————),
Lo o

(., ¢tant une malrice rectangulaire & n —1 lignes et n — 2 colonnes,
obtenue en bordant par une derniére ligne une matrice carrée
Journ, de Math., tome XXVII. — Fasc. 3, 1948. 28
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d’ordre n— 2 ayant la forme réduite de Hermite. Dans le produit

O )
o )
o I,

la matrice rectangulaire p,I a les’ mémes propriétés que u,. Le
résultat de cette deuxiéme: opération est donc d’annuler, outre les
a) qui vérifient j— 7> 1, le terme supplémentaire a?. Supposons
qu’on ait ainsi, par p multiplications successives, annulé les p premiers
termes de la diagonale j — =1 dans le produit A,. Celui-ci a donc
la forme

c o
A[:AOI<|:(—_— -
70 Oy

N

“I' 0 0

’ YR ) +2
| i i o

1\/,: /

P Ly P
ou H, est une matrice carrée d’ordre p avant la forme réduite de
Hermite, et p., une matrice rectangulaire & n—p—1 lignes et
n—p — 2 colonnes obtenue en bordant par une derniére ligne une
matrice carrée d’ordre n — p — 2 ayant la forme réduite de Hermite.
Formons (définition II)

(@l i) (Q)=(c o)

ou
Q, €Sy,
puis
I, O o O
K,, = 0 Qp O s
0 0 | P

[, étant la matrice scalaire avec p éléments f; I, ,_, la matrice sca-
laire & n— p — 2 éléments f. D’apres le lemme 6

K,eS,.
Multiplions A, par K, - .
WE o | e
M= A K= 7, ey 0| 0,
B | 2,0, | pp Fuepes
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H, I¥, est une matrice carrée d’ordre p ramenée a la forme réduite, ct
vy Fopos ales mémes propriétés que p.,. Celle opération a donc pour
résultat d’annuler le terme a7} dans le produit A,,,, ot les p— 1
premiers termes @ de la diagonale j — = 1 sont nuls.

Ainsi se trouve ¢tabli, par induction compléte sur p, qu’on peut
annuler tous les termes de la diagonale j — ¢ = 1 par n — 1 multipli-

calions successives, les facteurs étant
Ky, Koy orn, Koo
En y ajoutant le premier facteur Ko, le théoréme 1 est démontré,
et le facteur multiplicatif est
N=Kk,k,...K,_,.
lemarque 1. — La méthode précédente donne en méme temps
le moyen pratique d’effectuer la réduction; il suffit au plus de
Ny= N+ —1,
multiplications a droite par des facteurs dépendant de A. Comme

N,=—=1
on en tire
n(rn—1u)

2

N, =

La réduction s’obtient donc par un nombre de multiplications égal au
nombre de zéros de la mairice réduilte.

Remarque 2. — Remplacons le facleur K du produit
AK=1I.

par le facteur K’ qu’on déduil de K en renversant I'ordre des colonnes.

On obtient
AK = 11,

I’ provient de H par la mnéme opération, il ne contient donc que des
zéros au-dessus de la deuxiéme diagonale. De plus, d’apréslelemme 3,
K’ appartient & S, comme K. Donc :

Dans le théoreme 1 la forme réduite H peut étre remplacée par une
autre forme rédutte ' n’ayant que des séros au-dessus de la deuxieme
diagonale. . '
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Remarque 3. — En commencanl les opérations de réduction par la
matrice A} d’ordre n + 1 oblenue en supprimant dans A la premiére
ligne et la derniére colonne, et en appliquant la méthode suivie pour la
démonstration du théoréme 1, on obtient une nouvelle forme réduite 11"
n’ayant que des zéros au-dessous de la diagonale principale.

Celle-ct permet « son tour d’arricer i une quatriéme Jorme réduite 1"
n’ayant que des zéros au-dessous de la deuzxiéme dragonale.

Remarque i. — La forme réduite H n’est pas nécessairement unique
pour une matrice donnée A, mais quand I €S, il en est de méme
pour A. Or la propriété suivante donne un moyen de reconnaitre dans
certains cas que H, et par suite A, appartient a4 S, :

Une condition suffisante pour qu'une matrice réduite 1 ne soit pas
diviseur de zéro a gauche dans O, est qu’aucun des éléments de sa diago-
nale principale ne soit diviseur de =éro a gauche dans o.

Supposons en effet H diviseur de z¢ro a gauche. On aurait

ayuy =0
a4 i, =o ,
) (try, oty oo, 0U UyE 0).

R R T R R (=N T8

Siaucun des a; n’était diviseur de zéro a gauche dans o, il vien-
drait successivement

uy=o, Wy == 0, ey ", ==0

et H ne saurait étre diviseur de zéro a gauche.

La condition de la remarque 4 est nécessaire et suffisante quand H
est une matrice diagonale (lemme 5). Elle est également nécessaire et
suffisante pour une matrice réduite I sur anneau o régulier a droite
ayanl une propriélé supplémentaire précisce au Chapitre Il (propr. 1,
§1, Coroll. 1).

- . . I3 . ’

0. APPLICATIONS DU THEOREME DE REDUCTION. — Le théoréme de réduc-
tion permet de démontrer la régularité & droite de 'anneau O, des
malrices carrées d’ordre n sur un anneau ¢ régulier a droite.
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Tukorime 2. — L'anneau O,, des matrices carrées d’ordre n sur un
anneau 0 régulier a droite est lui-méme un anneau régulier & droite (*).

Solent L et M deux malrices carrées d’ordre n sur o. Considérons
la matrice carrée d’ordre 2 n

Lo A
_\_<O u)’ 0, 1, MeO,: AeO,,.

[l existe (théoréme 1) une matrice K€ O,,, non diviseur de zéro a

gauche, telle que )
AR =11,

H ayant la forme réduite de Hermite dans O, Posons

ul 2
N — | NS N ,
KD K2

ol les K/ appartiennent a O,. On a

o /LKIMRD LK ngj
H == ‘\]\_< 0 0O y
avec, puisque H est réduite dans O,,

2

LR -+ MK = 0.
En posant .
LR 4 MK2 = Ce 0,
il vient
(5) mm(M 5?):((; 0)
|

tous les Lermes appartenant a O,. De plus K n’est pas diviseur de zéro
4 gauche; la propricté caractéristique d’un anneau régulier & droite
(définition II, § 1) est donc vérifiée et le théoréme 2 est établi (*). On
peut ajouter que dans la relation (5), C a la forme réduite suro.

e théoréme 1 permel aussi de ramener une ligne de n éléments
quelconques appartenant 4 o & une forme réduile simple. Consi-

dérons
(s o uy,) (u;€n).

(') Le demi-groupe S, jouil alors des propriétés de S; il est comme lui réver-
sible i gauche et simplifiable & gauche.
(*) Lidée de Ja démonstration est empruntée i A. Chitelet [1].



222 L. LESIEUR.

On forme une matrice carrée A en bordant par n — 1 lignes de zéros
T T T

O O e (8]

O (8} . )

Dans la matrice rédulte
I=—=AK

du théoréme 1, on ne peut avoir obligatoirement qu’un élément au
plus non nul, I'élément a; = C. D’ou

. iy o)) K ="(co ... 0)
(6) e
hes,.
ConsiQuence 1. — Lorsque la ligne (u, u, ... u,) est singuliére

gauche, c’est-a-dire quand 1l existe ¢ £ o tel que

1= 0. U, == o. R B, == 0
on a ausst
=0 (rF0)
et c est diviseur de séro & droite. La réciproque est étudiée pour les
anneaux un peu plus particuliers du Chapitre I1 (§1, Conséq. 1) et
du Chapitre ILI (§ 2, Conséq. 1).

Le théoréme 1 donne également une importante application aux
équations linéaires et homogénes sur o. Pour abréger le langage
appelons wvecteur & n composantes sur ¢ une colonne de n éléments
appartenant a o

Q
i
;h

Distinguons les vecteurs singuliers pour lesquels il existe un facteur a

droite u tel que
AU — O (u—ﬁu),

solt
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et les wvecteurs non singuliers, pour lesquels le systéme (7) est
impossible. Définissons I'égalité de deux vecteurs par celle de leurs
composantes, la somme de deux vecleurs et le produit & droite par
un ¢lément de o, au moyen des régles habituelles ([7], § 104, t. II,
ou [3] Chap. VII, A 2, t. Il). On détermine alors un module M,, a
droite, de vecleurs sur o, ou ¢ module & droite de dimension 7.

Considérons n équations linéaires a droite, homogénes, a4 n—-1
inconnues &, ,

oy ety e, A e, =0,
D R R A S S S 7 O S (4 A N T
ou, cn abrége,
(%) a"/-.'r/:n (=1, 2, ..., n; S0 ooaongn ),

Elles admettent la solution banale
B S Rty (e il S i}
Plus généralement, nous dirons qu’une solution

Y ) N S
est singuliére, ou non, suivant que le vecleur

20 N
£y
: e \l/l'-l
Ly
LT
est singulier ou non.
Nons avons alors le

TuroriME 3. — Sur un anneau o régulier a droite, propre ou impropre,
n équations homogénes, linéaires a drotte, 4 n—1 inconnues, ont
toujours au moins une solution non singuliére.

Les ¢quations (8) s’éerivenl encore :

! K n 1N a N
oy oy oo ag |
. a0
: : N . . . — 0.
1 2 n [
a/l ”l/ A ”Il ”u '3
won
N O “ e O 0 Ty
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Lamatrice A constituant le premier facteur appartient al’anneau O, ,.
Le théoréme | donne
AK =11, keSS, .,

ot H est réduile el ne conlient que des zéros dans sa derniére ligne,
_ donc aussi dans sa derniére colonne.
Clioisissons f dans o, non diviseur de zéro & gauche. On a

JALE 0 : SO i

[§] O O e

(9) Hy @ ) =o, AK} ¢ J=o. N{ @ )= :
0 0 O ay
.// // . f Xy

et la solution (g) ainsi obtenue n’est pas singuliére, car

a0 N
1y
u=—o
Ay
Ln-
entraine
/9N
]
IN =0
0]
\_/.u
et, comme K n’est pas diviseur de zéro a gauche,
Ju=o
puis, a cause du choix de f,
U= 0.

La singularité est impossible, d’aprés (7).
Celte méthode fournit, en méme temps qu'une preuve du théo-
réme 3, un moyen pratique pour oblenir une solution (Rem. 1, § 2).
Le théoréme (3) s’interpréle immédiatement en langage géomé-
trique pour le module de vecteurs M, défini plus haut. Soientles n 41
vecteurs ’

) 3 o alt!

= i ) = : . Cee ght=( ), gtz
! 2 n s
({Il [,/l N (,/l {’Il
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lies équations (8) traduisent la dépendance linéaire a droite de ces
vecteurs :

(10) AN R S LY O R L VR S A Ol s

Les coefficients ; d'une solution non singuliére de (8) exigent
méme une dépendance linéaire plus forte que la dépendance linéaire
ordinaire ot les coefficients x; sont seulement supposés nou tous nuls.
Cetle dépendance linéaire définie par une solution non singuliére
s'appelle dépendance linéaire non singuliére (a droile). La dépendance
linéaire non singulicre entraine la dépendance linéaire ordinaire.

La non-singularité de la solution x; admel une conséquence
intéressante pour la suite (Chap. II, § 3, th. 7). Supposons les
nvecteurs o', a*, ..., " delarelation (ro) linéairement indépendants
a droite; on peul montrer que le coefficient &, , , est alors non diviseur
de zéro a gauche. En effet,

DI =) (.= o)

entraine en multipliant par « a droite dans (10),

AR N A A N T S S LU S T = TR
Les wju(i=1¢, 2, ..., n) ne sont pas lous nuls, sans quoi la solution
Ty, &gy ..., Xn, X,y serait singuliére. Les vecteurs o', ?, ..., o” sc

trouvenl alors en dépendance lin¢aire & droite, contrairemenl a
'hypothése. Dot :

CoroLLARe 1. — Dans la dépendance linéaire, non singuliére a droite
exprumée par la relation (10), x, ., nest pas diciseur de séro a gauche
quand les n vecteurs o', o*, ..., & sont linéairement indépendants a
droite.

Quand l'anneau ¢ posséde un ¢lément unité e, le module M, a la
base unitaire

¢ 0" 0

o
O e
Q

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 3, 1973. 29
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N

el tout » — module a droite ayant une base unitaire de rang n est
isomorphe au module M,,. On en déduit :

TueorEME 4. — Dans un 0 — module & droite, acec une base unitaire
de n vecteurs, v étant un anneau régulier a droite, propre ou impropre,
n -1 wvecteurs sont toujours en dépendance linéaire non singuliére
drotte.

Cette propriété généralise un théoréme établi, dans le cas particulier
ol o est propre, par P. Dubreil ([2], th. 5, p. 9), qui utilise le corps
des quotients de o (*).

Signalons un deuxiéme corollaire du théoréme 3.

CoroLLaire 2. — Quand il existe une relation linéaire ¢ gauche entre
les lignes d’une matrice carrée d’ordre n sur o, dont un coefficient au
moins n’est pas diviseur de zéro a gauche, les colonnes sont en dépendance
linéaire non singuliére a droite.

Considérons la matrice
A =(u)eO,,

dont les éléments sont liés par

a, al o.oal
1 (AT A R ) . iy t ) == o0,
(11) ( ) w ,oai ., ... a'_
n—1 n—1 n—1
al a’ el

~ n n n

ou ¢, n’est pas diviseur de zéro a gauche. Il existe (théoréme 3) une
solution , @, . ..z, non singuliére pour

avxy + iy, +...+ dlz, =o,

1 , 2 n p—
TR T S A O R S N R O

(1) Létude d’un pseudo-corps de quotients pour g se trouve au Chapitre II,
(§ 2), dans le cas propre ou impropre.
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&y

On déduit de I'hypothése (11) en multipliant par [ ** } a droite
xy

vnlay e+ anjx,+. ..+ altay,) =0
et

) )
Apx\ + X+ . A alx, =0,

ce qui démontre le corollaire.

Avant de quitter les anneaux réguliers les plus généraux pour
aborder aux Chapitres II et IlI des cas particuliers remarquables,
indiquons une propriété dans o qui ne lient qu’a la condition 1° de la
définition 1 el qui est valable par conséquent pour des anneaux
plus généraux encore que les anneaux réguliers.

Dans le module M, de vecteurs a n composantes sur o on définit
comme plus haut les vecteurs non singuliers et la dépendance non
singuliére a droite de deux vecleurs: la dépendance non singulicre a
droite de vecteurs est une équivalence dans U'ensemble des vecteurs non
singuliers de M,,. Soient, en effet, deux vecteurs non singuliers o' et a?,
en dépendance non singuli¢re

(R) 2ty - 2ty == 0,
T o
x, n’est jamais diviseur de zéro a gauche, car

2 U =0 (e=0)

donne

2l =no,
d’oul

Py = o,

s . . ., P

@, u= ¢ n’est pas nul & cause de la non-singularité du couple ( ° )
Comme ao® ¢ =0, ¢3£ 0, le vecteur «* est singulier, conlrairement a
I'hypothése. On montre de méme que a, n’est pas diviseur de zéro a
gauche. Pour que (R) qui est réflexive (o' f—a' f=0) el symé-
trique, soil une équivalence, il suffit qu’elle soit transitive. Supposons

9 at —
ATy = LT, = 0,
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x, el x, n’élant pas diviseurs de zéro & gauche on peut trouver b el b’
non diviseurs de zéro a gauche tels que

230+ 130 = o,

d’aprés une remarque suivant immédiatement la définition I. On en
déduit

b+ atx, b= o,

avec des coefficients non diviseurs de zéro a gauche, ce qui prouve la
dépendance non singuliére de ' et o*. '

Les classes déquivalence ainsi obtenues seronl reprises au
Chapitre IT (§4).

CHAPITRE IL

Pseudo-corps réguliers a droite.

o esl toujours un anneau régulier & droite au sens généralisé,
propre ou impropre, commulatif ou non, avec ou sans élément unité,
~comme au Chapitre I. Nous allons indiquer successivement deux
propriétés supplémenlaires de I'anneau o (propriétés 1 et 2) qui se
conservent pour 'anneau o, des malrices carrées d’ordre n sur o.

1. ANNEAUX REGULIERS A DROITE DANS LESQUELS TOUT DIVISEUR DE ZERO A
DROITE EST EGALEMENT DIVISEUR DE ZERO A GAucHt. — Nous supposons donc
pour ¢ la

Proprigte 1.

ua=—o (u0) entraine am=—o (mz o).

Il s’agit la d’une hypothése sur les véritables diviseurs de zéro
dans v, car I’élément @ = o la vérifie toujours. Par suite : -

Les anneaux réguliers a droite au sens de Ore (c’est-a-dire propres)
possédent la propriété 1.
La propriété 1 peul encore s'énoncer sous la forme équivalente :

Dans o, tout élément qui n’est pas diviseur de séro a gauche, n’est pas
non plus diviseur de séro a drotte.
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Nous avons déja vu dans le cas général (remarque suivant la défi-
nition I au paragraphe 1, Chap. I) que le sous-ensemble S des élé-
menls de o non diviseurs de zéro a gauche formait un demi-groupe
réversible a gauche, dans lequel tout élément est simplifiable & gauche.
La propriété | faitde S un senu-groupe régulier @ droute, c'est-a-dire
un demi-groupe réversible a gauche dans lequel la regle de simpli-
ficalion & droite el a gauche est valable. (Définition donnée dans | 3 ],
t. [, p. 42.)

Remarque. — Donnons une conséquence de la propriété | pour
Panneau o lui-méme : dewx éléments a et h quelconques de o liés par

us = I, s€S

sont en méme temps diviseurs de zéro a gauche, ou non diiseurs de séro
Y 1
a gauche ().

Il suffit de démontrer la propriéi¢ pour les diviseurs de zéro a
gauche; il est clair que si /2 est diviseur de zéro a gauche, il enesl de
méme pour a, puisque s € 5. Réciproquement, supposons a diviseur

de zéro a gauche,
att == o (1 z£0).

On peut trouver [ et m tels que

wl + sm=o, leS

d’apres laremarque suivant la définition I (Chap. I, §1).
On en tire
aul =asm = hm=o.

[l faut monlrer que m =~ 0. Si /m était nul, on aurait
ul=o
et, comme u <o, [ serail diviseur de zéro a droite. D’aprés la pro-

pri¢té I, il serait aussi diviseur de zéro a gauche, ce qui est impos-
sible puisque [ € .

(') Cette remarque ne s’appuie que sur la propriété 1 etle 1°dela définition |
du Chapitre 1 (§ 1).
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Etudions maintenant comment se reflete la propriété 1 pour
I’anneau v,. Soit A une matrice carrée d’ordre n sur o0, diviseur de
zéro a droite; ses éléments a/ vérifient donc
a, ai ... af
ay o ay ...l

(1) (0re ey

=0,

1 2 n

Uy 1y ,

ou les ¢ ne sont pas tous nuls; les lignes de A sont donc supposées
linéairement dépendantes a gauche. Nous allons montrer que A est
également diviseur de zéro a gauche. Il suffit de raisonner sur la

forme réduite H obtenue a partir de A par le théoréme 1

I = AK,
car sl
HU=»o (U 5#0),
on a
ARKU =o (KU # o),

puisque K n’est pas diviseur de zéro a gauche. De plus,

VA =o (Vo)
entraine
VH =0 (V=0)

et H est diviseur de zéro & droite. On a donc

play -+ 02y —+. ..+ vta,—o,

Ol PR =0,

NI
=0,

I'un des ¢’ n’étant pas nul. Il en résulte que I'un des a; est diviseur de
zéro a droite; autrement, les équations (2) donneraient en parlant de
la derniére,

e -1 — 1—
¢t 0, ptl—=o0, ..., e¢l=zo,

ce qui est impossible. On peul donc supposer ) diviseur de zéro a
droite, donc diviseur de zéro a gauche d’apreés la propriété 1. Nous



ANNEAUX REGULIERS, ANNEAUX DE MATRICES. 231

allons en déduire une solution en « du systéme

Uy ==0
) Uytty~+ adu,==o0 .
(3) : (uy, ou uy, ..., 0u w7 0).

| an iy s =0

Prenons u;= o sauf-pour i =p el /==p -+ 1. Le systéme devient

W™= 0

i, 0u Uy 47 0),
D 1 . ( 14 P17 ’
Wy Uy == 1 =0

), étant diviseur de zéro a gauche, il existe u,5£ o tel que

Uy == 0 (U= 0).
Posons

pa— J— —_— | —
up=u,l,  Up=m, W =, @i =>b.

Lia premiére équation est alors vérifiée quel que soit /, la deuxiéme
devient
al + bm=o.

On peut trouver, o étant régulier & droite, un couple () non singulier

vértfiant cette relation. Cela donne pour le systéme la solution
Up== 1,1, Up1== M, avec U, 0,

pourvu que u,el u,. ne soienl pas tous deux nuls. C’esl immédiat

quand m £ o; supposons donc m =o. Si u,/ élait nul, / serait divi-

seur de zéro & droile puisque wu,5% 0, donc aussi diviseur de zéro a

gauche d’apres la propriété 1. Mais cela est impossible, car le couple
/, mz==0

serail singulier.

Ainsi se trouve établi, par double application de la propriété |
dans o, le

TueorEME 5. — Quand un anneau v, régulier a droite, est tel que tout
diviseur de zéro a droitte constitue également un diviseur de zéro a
gauche, lanneau v, des matrices carrées d ordre n posséde la méme pro-
priété.



232 L. LESIEUR.

Voici deux énoncés équivalents :

Toute combinaison linéaire & gauche enire les lignes d’une matrice
carrée sur ¢ enlraine une combinaison linéaire & droite entre les
colonnes;

ou, si les colonnes d'une matrice carrée sur ¢ sont linéairement
indépendantes a droite, ses lignes sont linéairement indépendantes &
gauche.

Relevons aussi le corollaire suivant, démontré auxilliairement a
propos du théoréme 5, et qui précise ulilement la remarque 4 du

Chapitre I, paragraphe 2.

CoroLLaire 1. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
matrice réduite H ayant la forme de Hermite, ne soit pas diviseur de zéro
a gauche dans v,, est qu'aucun des éléments de sa diagonale principale
ne soit diviseur de zéro a gauche dans v, supposé régulier a droite, avec
la propriéié 1.

Ce crilére fournil un moyen de reconnailre si une malrice A est
diviseur de zéro a gauche, car

ConroLLAIRE 2. — Les matrices A et H lices par

AK =11, KeS,

sont en méme temps diciseurs de zéro a gauche, ou non diviseurs de zéro
a gauche.

Celarésulte duraisonnement de laremarque 1 suivant la propriété f,
en I'appliquant a p, au lieu de o.
On peut aussi compléter une remarque faite & propros de la réduc-

tion (Chap. I, § 2)
(u.. . w)yK=(co...0), KeS,.
Constouence 1. — Pour que la ligne u'u* ... u ne soit pas

stnguliére a gauche, il faut et il suffit que c ne soit pas diviseur de zéro a
droite.
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Démontrons la propriélé complémentaire. Silaligne est singuliére,
on a
ela' . o uty=o (v Z0),
donc

[ iy § ] ((‘l/.t_r)

el ¢ est diviseur de zéro a droite. Réciproquement, si ¢ est diviseur de
zéro a droite,

elu'w . )K=o (v #0),

el comme Ke&S3, il n’est pas non plus diviseur de zéro a droite
(théoréme 5), d’on

. b2 —_— e
plutur o o)== 0 (9 720)

el la ligne est singuliére a gauche.

Remarquons enfin qu'un anneau o, régulier a droite, dans lequel
diviseurs de zéro a droite et a gauche coincident, poss¢de en particulier
la propriété I.

Mais cette hypothése ne se reproduil exactement pour o, que st 'on
suppose o régulier a droite et a gauche. Elle se place donc mieux qu’ici
a propos des anneaux réguliers a droite et a gauche, que nous
étudierons ultérieurement.

2. ProsLiME 0 mMMERSION. — On sait comment O. Ore réussil a
plonger un anneau régulier a ‘droite, propre, dans un corps de
quotients [6]. Toul élément & de o, non nul, posséde alors un
inverse b=' dans le corps £, et tout élément de £ a la forme ab™*, ot @
et b appartiennent a o. C’est la Condition C pour le corps £ [3] (.1,
Chap. V). Un anneau régulier a droite, au sens généralisé, avec
véritables diviseurs de zéro, ne saurait faire parlie d’un corps.
D’ailleurs la propriété de corps ne se conserve pas pour 'anneau K,
des matrices carrées d’ordre n sur k; elle perd donc, suivant notre
point de vue, quelque peu de son intérét, et nous allons présenter une
définition plus générale.

Dernirion. — Un pseudo-corps régulier a droite est un anneau £ ayant
la propriété 2.
Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 3, 1948. 3o
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Proerikte 2. — Dans lanneau k, régulier a droite, avec élément
unité e, tout élément non diviseur de zéro a gauche est inversible a droite.
a étant un élément de £ non diviseur de zéro a gauche, on a par

hypothése

(1) Iab:e.

La propriété 2 entraine la propriété 1 pour k, car si a était diviseur de
zéro a droite on aurait

e =0 (= 0),
d’ott

unb —=ue—=u= o,

ce qui est impossible. Donc si a€ 38, il n’est pas diviscur de zéro a
droite, et la propriété complémentaire est la propriété 1.
De plus (4) entraine
: wba = ea == ae,
w(buw—e)y=o
et comme ¢« €5

(5) [ b =e.
On en déduit

Le demi-groupe S est un groupe multiplicatif d’unités de k.

Il est clair, aussi, qu'un corps, commutatif ou non, est pseudo-
corps régulier a droite (et aussi a gauche).
Le théoréme d’immersion s’énonce alors :

TukoriME 6. — Tout anneau régulier a droite, propre ou impropre,
dans lequel tout diciseur de zéro a drotle est aussi diviseur de zéro a
gauhe, peut étre plongé dans un pseudo-corps k régulier a droite.

La démonstration repose sur quatre hypothéses énoncées de la fagon

suivante par P. Dubreil ([3], t. I, p. 142).

I. Il existe dans 0 =D un sous-ensemble S multiplicativement
formeé.
II. Tout élément de S est simplifiable dans D & droite et a gauche.
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LII. Sibetd €y,il existe au moins un couple d’éléments set s’ €S
tels que bs =b'y'. ’

IV. SiseSetteD, il existe au moins un couple d’¢léments me D
el n € S Lels que sm = tn.

En prenant pour S le demi-groupe des éléments de o quinesont pas
diviseurs de zéro & gauche (ni & droite par conséquent, d’apres la
propriété 1) les propriétés 1, 2, 3, 4 sont vérifiées; elles découlent
du 1° de la définition 4 (Chap. I, § 1) et de la remarque qui suil cette
définition. :

Ces qualre hypotheéses entrainent (| 3], t. [, p. 147). « Il exisle un
anneau k, extension de v, dans lequel tout élément de S posséde un
inverse; 4 est appelé anneau des quolients & droite de o par rapport
a S; chaque élément de £ est de la forme ab-', ot a€0, bED
(Condition C géncdralisée) ».

L’anneau £ des quotients, ainsi construil, est pseudo-corps régulier
a droite. En effet, soient deux éléments quelconques ab—' et a’' b'~'

de k3 on peul trouver, o étant régulier a droite, deux couples (11:,>

et (:[/,> linéairement indépendants a droite, tels que

(a o) (11;, Z,):(c o).

Les couples ( :ﬁ,) et ( /fj Z,> sont aussi linéairement indépendants a
droite puisque o et b’'€>;etl'ona
(b=t W b'—) (;:,ﬁ, Z[:,:]], ) =(c o),

ce ui montre la régularité a droile de 'anneau £; cel anneau contient
en outre un élément unité e, ct tout élément ab—* non diviseur de zéro
a gauche, c’est-a-dire tel que a€S posséde un inverse ba'.
[’anneau £ jouit ainsi de la propriété 2; c’est un pseudo-corps régulier
a droite.

Un anneau ayant la propriété | a donc une extension ou la
propriété 2 est vérifiée. Nous allons montrer que la propriété 2, c’est-
a-dire 'axiome de pseudo-corps régulier a droite pour £, vérifie comme
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la propriété 1 le principe de transfert pour 'anneau K, des matrices
carrées d’ordre n sur £.

5. L’anseav K, DES MATRICES CARREES D'ORDRE 7 SUR UN PSEUDO-CORPS
REGULIER A DROITE. — L’existence d’un élément unilé e, qui n’étail pas
supposée pour 'anneau o, se trouve établie pour son exlension 4. Or
la présence de I’élément unité e dans 4 entraine celle de I'élément
unité E pour 'anneau K, des matrices carrces d’ordre n sur £

[ (8] (8]

. o e o
E= .

0o o e

Il suffit donc, sachant que K, est anneau régulier a droite (th. 2), de
montrer que toute matrice appartenant a K, el qui n’est pas diviseur
de zéro a gauche, est inversible a droite.

Soit A € S,.

Ses colonnes a', «*, ..., " sont donc lin¢airement indépendantes
a droite. Donnons-nous un vecteur

¥y o
. Vo ()
N = e — .

; :

Xn A

) .
. 2y
o
tel que
1 1 2 1 N
e ) ar ... a) £
« al ol o« ry
2 — 2 2 4 Ay
(6) )=t . . B
! 1 2 n N
«, 737 AN 7 I
ou

(7) n=oalw,+ 22ry ...+ "2,
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On a vu (th. 3 et Corol. I, au Chap. I, § 3) qu'il existe des
éléments a,, a,, ..., a,, a € k, ot a n’est pas diviseur de zéro a
gauche, tels que

(8) N = 2"ty + %200y . . A",

D’apres la propriété 2 supposée pour %, on peut lrouver 4 tel que

wh —=ba — .
En multipliant par 6 & droile dans (8) 1l vient
n=a'" ()4 ¥y b)y + ...+ a*(a,b),

et cetle solution est unique, car une solution différente entrainerait
la dépendance linéaire a droite des vecteurs «', @, ..., a".

Dans le module de vecteurs £, un vecteur quelconque v est donc
une combinaison linéaire a droite des vecteurs o', o, ..., o, qui
constituent une nouvelle base unitaire pour le module M,,.

L’ancienne base unitaire était formée par les vecteurs

e 0 o

N I | ©

< . ) T= , ey &= ]
0 0 0

dont les nouvelles composantes sont :

)

N .
" a
N
2

1wie =

o s

1 a2
) a n o

L.a matrice B, oblenue par ces colonnes juxtaposées, vérifie
AB=1I,
car

(hetiety=(a'a*.. o) B==(g'er. L) ADB.

©

Toute matrice A € K, non diviseur de zéro & gauche, est doncinver-
sible & droite. Ainsi se trouve démontré le

Tukorime 7. — L’anneau K, des matrices carrées d’ordre n sur un
pseudo-corps k régulier a droite, est lui-méme un pseudo-corps régulier d
drotte.
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Par exemple, I'anneau des maltrices carrées d’ordre » sur un corps
commutatif est un pseudo-corps régulier a droite (et a gauche).
On déduit aussi du théoréme 7, comme pour £(§ 2), que

BA =L,

et que les matrices inversibles dans K,, forment un groupe S,,.
Nous avons en méme temps résolu les équations linéaires (6), d’ou:

Tureorime 8. — n équations lindaires « drotte, homogénes ou non,
@ n tnconnues, ont toujours une solution unique sur un pseudo-corps
régulier a droite, lorsque la matrice A des coefficients est « colonnes
linéairement indépendantes  droite.

Avec le corollaire immédiat : n équations linéaires a droite, homo-
génes ou non, a n -+ p inconnues

a2\ 7
,
. Ly , « .
(.-\(1) . = 'l y Aes,
'
Lnap a,

ont une infinité de solutions sur £, dans lesquelles x,., ..., 2z,.,sont

arbitraires et z,, ..., «, données par
i (("| L
Gy ) el e
n \ 1, Lpap

Enfin les n équations linéaires a gauche

(A) (b ly ooty = (ryra..o0y) A
ont aussi une solution unique donnée par

(B) (yrg o ovpg) = (et dy ... 0t))) B

TutoriMe 9. — n équations linéaires, a gauche, homogeénes ou non,
@ n inconnues, ont tonjours une solution unique sur un pseudo-corps
régulier a droite, lorsque la matrice A des coefficients est i colonnes
linéairement indépendantes a droite. ’



ANNEAUX REGULIERS, ANNEAUX DE MATRICES. 239

4. ESpACE PROJECTIF DEFINI PAR UN PSEUDO-CORPS REGULIER A DROITE. — L.e
groupe S, des matrices inversibles dans K, permet d’obtenir un
groupe de transformations linéaires du module M,, des vecleurs

Ay
2y
\A'n
par la correspondance
/)'I ay
. Vo &y ‘
Lo = ) =M\ ) AeS.

Jn

La transformation inverse est la transformation

£y M \\
oy ) o AB==BA=1,  Bes,
Ay In/

et les transformations forment un groupe isomorphe a S,. La base
unilaire ¢', €*, ..., ¢" est transformée en la base unitaire ', a*, .. ., o"
et la correspondance est définie par

o Sy A EN Y,

="'+ 2P+ ot

Lorsque £ est un corps commutatif ordinaire, on oblient le groupe
linéaire de I’espace linéaire 4 » dimensions.
Rappelons qu’un vecteur
ty

(ly

x == M e'-\’ln«‘-l: /I/G/-'
(25
i
est non singulier lorsque

2U == 0, w34 o, wek

est impossible.
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Considérons la relation

a'=—=uas; sesS

entre deux vecteurs « et o/ de M,.,. Cette relation est réflexive

2= uae, cEeS:
symétrique
2= z's, sT'elS
et transilive
T 7= entraine = "= x(ss') ss'eS.

Elle définit donc une équivalence R dans l'ensemble des vecteurs
de M,,.,, qu’elle partage en classes. Deux vecteurs « et «’ d’'une méme
classe sont en méme temps singuliers ou non, car

2u=o0 (=0)
entraine
2(su)y=o (su = o).

L’¢quivalence R partage donc I'ensemble I des vecleurs non singu-
liers de M, , en classes. L'ensemble R de ces classes constitue par défi-

nition Uespace projectif géncralisé 11, défini par k. Chaque point P
dell, correspond a I'une des classes; un représentant de P, c’est-a-dire
d’une classe, est un vecleur non singulier de M,_.,.

ExenpLe 1. — Lorsque k est un corps commutatif, 11, est I’espace pro-
jectif a n dimensions. Les vecteurs non singuliers dans M., sont alors
des vecleurs non nuls, et les vecteurs non nuls de méme support
appartiennent a une méme classe de I'; cette classe est un point P> de

' Pespace projectif II,,.

Exempre 2. — k étant le pseudo-corps régulier des matrices carrées
d’ordre 2 sur un corps commutatif, 11, représente I'espace des droites de
J

lespace projectif ordinaire S, a 3 dimensions.
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On peut en elfet définic une droite de &, par deux
distincts I, et P,.

(o by

D, — 0 - b,
— —

oy ) b,

" /R

AR O

Associons A ces deux points les deux éléments de £
, ey by
i, _=
" a, by )’

, (g Dy
", .
! ( ty by

qqui n’est pas singulier, supposons en eflet

AU == 0 (w=o0).

241

points

{ Ly -
Une colonne <m> de u n’a pas ses deux termes nuls; on en déduit

P,/+Pim=o

et les deux points 7 et PP, ne seraient pas distincts.
Les vecteurs de la classe o dans M, sont

in posant

on a
2 == (Pyl +Pym Pyl+DPymy:

o' représente donc la droite qui joint les deux points

Qu= Lyl Pym, =", I Py,

qui sont distincts et situés sur la droite P, I’,. Cette droite est

donc P, P,.
Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 3, 1948. 31
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Chaque droite de l'espace &, est ainsi en correspondance biuni-
voque avec une classe d’éléments non singuliers de M,, c’est-a-dire
avec un point de I'espace projectif généralisé II,.

On établit de la méme fagon, & étant toujours le pseudo-corps -
régulier des matrices carrées d’ordre 2 sur un corps commutatif,
quell, représente Uespace des droites plongées dans un'S,, .. Plus géné-
ralement £ étant le pseudo-corps régulier des matrices carrées d’ordre ¢
sur un corps commutalif, II, représente 1'espace des S, _, plongés dans
un 5("-{-1](]—1'

Transformations homographiques de 1I,. — Soit un vecteur non

singulier dans M, ,
an

n=\ " =A ; AE€Ss,,

n’est pas singulier non plus, car

Ty )
Yy .
=0 donne A . =o, pPuls Zu=o el u=o.

\ Tn

Le groupe linéaire opére donc sur ’ensemble I des vecteurs non
singuliers de M, ,; mieux, i/ opére sur les classes de ¥, relatices a
léquivalence qui définit 11, puisque

e -
o =:; SGS

(=S

donne
A= A:Zs
ou

-

w=nms; SED.
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Les opérations Z du groupe S, ,, quilaissent toute classe invariante
sont représentées par des malrices scalaires ayant pour élément sur la
diagonale principale un élément z de k permutable avec tout élément
de k. Elles forment un sous-groupe invariant Z de S,.,. Le groupe des
trans formations homographiques de 11, est par définition le groupe indurt
sur 1L, par le groupe linéaire S,..,. Il est isomorphe au groupe quotient

Sll+1
A

Lorsque % est un corps commulatif on obtient le groupe projectif
de I, ([8], §5).

Les propriétés géométriques dans Il,, sont les propriétés invariantes
vis-a-vis du groupe homographique pris comme groupe principal de
la géomélrie dans II,. 1l en est ainsi par exemple pour la dépendance
linéaire de deux poz'nls de 11, définie par la dépendance linéaire &
droite des vecleurs qui représentenl ces points dans M,.,. Celle
définition ne dépend pas du choix des vecteurs représentatifs, la
relation

LU == 0 (uy ou ws>= o)
entraine
A+ AL us=o
ou
MUy = s lly=—=0 (e, ou wuyy“ o)

pour les vecteurs transformés.

La dépendance linéaire non singuliére de deux points de IT, n’est
autre que la coincidence de ces deux points; c’est une équivalence,
contrairement & la dépendance linéaire ordinaire. Par exemple, dans
la représentation de l'espace regle parIl, le groupe des transformations
homographiques de §; a pour image le groupe des transformations
homographiques de II;, et deux points linéairement dépendants de 11,
représentent deux droites incidentes de S;. Celte incidence ne vérifie
pas l'axiome de transitivité. .

Dans le cas général on définit de méme la dépendance linéaire de
plusieurs pornts, ainsi que leur dépendunce linéaire non singuliére.
Ce sont des propriétés géométriques de ces points. Le lheoreme 4
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(Chap. I, §3) montre que n + 2 points de II, sont toujours en dépen-
dance linéaire non singuliére.

Par exemple, dans la représentation de I'espace des droites de S,
par I, le groupe homographique de §; a pour image le groupe homo-
graphique de II,, la dépendance linéaire de deux points traduit la
rencontre des deux droites correspondantes de §;; la dépendance
linéaire de trois poinls exprime que les trois droites correspondantes
appartiennent & un méme §,; la dépendance linéaire non singuliére
exprime qu’elles apparticnnent 4 un méme &,. Enfin quatre droites
sont toujours en dépendance linéaire non singuliére.

CHAPITRE Il11.

Anneaux réguliers particuliers.

1. Le pseudo-corps régulier a droite est un exemple d’anneau avec
élément unité e dans lequel deux éléments quelconques / et m ont

. . . . a b . .
loujours une matrice facteur a droite (m’ ,), inversible, telle que

b
(7 m)(::', z,>:(c 0).

En effet, la matrice (:f b,),de la définition IlI, qui n’est pas

diviseur de zéro a gauche, est inversible dans le cas du pseudo-corps:
régulier a droite (th. 7, Chap. 11, § 3).

On est ainsi conduit & considérer les anneaux vérifiant la

ProprIETE 3. — 0 est un anneau avec élément unité e, dans lequel deux
éléments quelconques | et m ont toujours une matrice facteur a

. { . .
droite cf "), inversible, telle que
a b )’ ? 7
o b )
(/ m)<”, /),>:(c 0).

Dans la suite la propriél¢ 3 est toujours supposée pour o. Elle
entraine la régularité a droite de o, puisque la définition IT est vérifiée.
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L’anneau o est done cas particulier d’anneaux réguliers a droite, mais
il comprend & son tour le pseudo-corps régulier a droite comme cas
particulier. La propriété 3 se place donc, comme la propriété 1, a mi-
chemin entre la définition générale et la définition d’un pseudo-corps.

Un exemple d’annecau ayant la propriété 3 est celui d’'un domaine
d’intégrité, avec ¢lément unité, dans lequel tout 1déal est principal.
(C’est le cas de I'anneau des entiers.) Pour un tel anneau on peut
trouver ([7], t. I, § 16) un plus grand commun diviseur ¢ de deux
éléments quelconques /et m, tel que

[ == cuy; m=cby; c=lu-+ md; e=, w4 b,
a — b
o oy
oy 1’1
—u o«

o  — b\
o/ /n)(l’/ )_(c o).

421

La matrice

est inversible, avec inverse

et on a

Un autre exemple figure dans [9] : « Non commutative domains of
integrity ». ,

L’existence d’un ¢lément unité ¢ pour o entraine celle de I'élément
unit¢ E pour o,,.

Les opérations élémentaires a droite (¢ /. [4], p. 41) sur une matrice A
sont :

1° L’échange de deux colonnes;

2° La multiplication a droite d'une colonne par un élément 4 unité
dans p;

3» L’addition aux éléments d’une colonne d’une combinaison
lin¢aire a droite des autres colonnes a coefficients quelconques dans .

Une opération élémentaire a droite revient 4 une multiplication &
droite par une rmatrice élémentaire ¢ droite, c’est-a-dire une matrice
déduite de la matrice unité par la méme opération élémentaire. Toute
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matrice élémenlaire esl incersible. Le produit de plusieurs matrices
élémentaires se déduit de la matrice unité par une succession d’opéra-
tions élémentaires : c’est une matrice élémentaire. l.es matrices
élémentaires forment un sous-groupe G’ du groupe G des maltrices
unités de o,,.
La relation
A=AU, UeG

définit une équivalence dans o,; deux matrices A et A’ d’'une méme
classe sont assocides a droite (cf. right associated matrices [4], § III).
La relation

AU=A, UeG

définit une équivalence contenue dans la précédente; deux matrices
d’'une méme classe sont associées « droite modulo une matrice élémen-
taire.

2. TuEOREME DE REDUCTION ET APPLICATIONS. — La démonstration du
théoréme 1 (Chap. I, § 2) s’applique aux anneaux réguliers a droite
particuliers considérés ici, en y remplacant les facteurs a droite non
diviseurs de zéro 4 gauche, par des facteurs inversibles. Onen déduit :

Turorime 10. — Toute matrice A carrée d’ordre n sur un anneau v qui
posséde la propriété. 3 est associée a droite d'une matrice H réduite,
nayant que des zéros au-dessus de la diagonale principale.

Le corollaire établi au Chapitre Il pour un anneau ayant la
propriété 1 (corol. 2, § 1) est valable ici pour des raisons différentes :

CoroLLAIRE 1. — Les matrices A et H de la réduction précédente sont
en méme temps diviseurs de séro, i gauche, ou non diviseurs de séro i
gauche, car

AU=MH
et
A=HU"".

A et H sont également tous les deux diciseurs de zéro a droite ou
non diviseurs de zéro a drotle.



ANNEAUX RI'EGULIERS, ANNEAUX DE MATRICES. 24’7

La méthode du théoréme 22.2, page 33 de [%] donne :

CoroLLAIRE 2.— Dans les réductions AU = H, AU, = H, les matrices
Het H, sont assocides « droite modulo une matrice élémentaire lorsque A
n'est pas diviseur de zéro a gauche

Hy =1, AeSs,.
On démontre ensuite, comme au paragraphe 5, Chapitre .

Tukorime 11. — L’anncau v, des matrices carrées d’ordre n sur un
anneau o ayant la propriété 3 posscde aussi la propriété 3.

La réduction d’une ligne u' u*. . .«" se fait sous la forme :

(et ... wr)(U)y=(c o...0),
d’ott
(ehe?...wt)y=(c¢ o...0)U-1

En particulier, pour dcux éléments / m la propriété 3 donne
directement

« b “a b
. . .
(Z m) (a’ b,)_.((, 0); (“, b’>—L’

] ay, b\ ) o b\ 1o
(¢. 0) <"11 ]),I>_(l my; ((Lll b,l>_U .

c={w~+ md, l=cu, m=cb, (ctyee+ by =e)

-d’on1

Par suite,

et

Tueorkne 12. — Dans lanneau 0, tout idéal & droite engendré par
deux éléments [ et m est un idéal principal a droite, de base c.

La propriété s’étend aussitot a plusieurs éléments «*, u?, ..., u"
Clest sur elle que reposent les réductions obtenues dans [4] (§ III)
& propos d’un domaine d’intégrité avec élément unité, ou tout idéal
est principal.

La réduction de la ligne ' «*... w* donne immédiatement :

Constquence 1. — La condition nécessaire et suffisante pour que la
o 1 2 n /271 oy e N
ligne (u' u* ... u") ne soit pas singuliére & gauche, est que le p. g. c.d.

¢ ne soit pas diviseur de 3€éro a droite.
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a
;. . .y .
el, en désignant par{ .° | la premiére colonne de U:

[4m

ConsEQueNce 2. — La condition nécessaire et suffisante pour que la
ligne (u* w*... u") ne soit pas singuliére @ gauche, est qu'tl existe un
ay

ty
vecteur | " ) tel que

M
oy - 0Py A=A 1 u, =

ot ¢ nest pas diviseur de séro a droite.

3. AUTRES ANNEAUX PARTICULIERS. — Nous supposons maintenant
vérifiéc une propriété supplémentaire pour I'anneau o : [idéal a
droite annulant un terme a de o est un idéal principal a droite. Les
solutions de

nr=no
sont alors
a2l U (e arbitraire).

Celle propriélé est vérifiée pour un anneau sans vérilable divi-
seur de zéro ou l'idéal annulant a est I'idéal de base (¢)quand ¢« = o,
el I'idéal nul de base (0) quand a £ o.

Tutorime 13. — Quand l'idéal a droite annulant un terme quelconque
a de o est principal, I'idéal de matrices annulant  droite une matrice A
quelconque de v, est ¢galement principal.

Le théoréme étant vrai pour n==1, raisonnons par récurrence
sur n. Supposons qu’il soit vrai pour 'ordre n — 1. Cherchons toutes
les solutions de '

(1) (M ) =o.

On peut trouver U inversible, tel que

AU=H.
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Posons
., Y, Y, PO
Y, Y. ) 2
l,' =Wl .- ou o =U~ ' .
"; ‘n \"n \.,n T,

Le systeme a résoudre devient

ou

Y=o,

(») ay Y+ aiY,=o,
Y 4+ a2Yo oo al Y, = o.

D’apreés hypothése sur o

Posons

M faut alors résoudre

N R S A 7,
" 3 -
widy (3 ... O 1o
: . —=o,
S T R 7,
ou
VAR
7
(B){ . =0,
Z,

B étanl matrice a n— 1 lignes et n colonnes. 1l existe V, inversible,
tel que

BV =(,
\
ou
Ci 0 P O 0
. cl el ... 0o o
(= . .
I S

Journ. de Math., tome XXVIL. — Fasc. 3, 1948, 32
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est une matrice d’ordre n— 1 bordée par une colonne de zéros. Effec-
tuons un nouveau changement de variables

74 4 4 7.
7. /s ls 7.,
)=y s ou o=Vt -
ZI[ //l /" 7‘/'

Nous obtenons le nouveau systéme

u,= t, est arbitraire, et d’aprés I’hypothése d’induction,
, P yp

l i

A . "y
. :( Ao) . )

{n—y \ M u—

ot les u sont arbitraires. En revenant aux a; on obtient

x I
., i,
) :<A“) L )

dy n

",
\ i, . . .
ou la colonne | .* ) est arbitraire. La solution générale de

iy,

AX=0o

est donc
X = i\o.\,

ou la matrice A est arbitraire. Ces solutions sont les éléments d’un

idéal principal a droite, de base A,. Le théoréme 13 est démontré.
Nous avons, au fond, résolu les équations (1) qui sont linéaires et

homogeénes par rapport aux inconnues x;. Abordons le probléme plus
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général de la résolution de p équations linéaires a droite par rapport
aux n inconnues z; '
oy - == by,

Uy 2y WL+ A = D,

9

Uy Ly = A =D,

Supposons d’abord p=n. Les équalions (3) en Y; auxquelles on se
rameéne ont la forme déduite de (2), obtenue précédemment, en
remplagant les seconds membres par

I
b

b,

Lia premiére de ces équations s’écrit

DY, =b,.
Pour qu’elle ait des solutions il faut donc une condition de compatibi-
lité : b, doit étre multiple é drotte de b;.
Supposons-la remplie
=101,
d’ott
O1(Yy— 1) =0,

ce qui donne, d’aprés ’hypothése sur o,

i— k= 0oZ,.
‘n posant en outre
' Ye="7,
))u: Z/u;

on sc rameéne comme plus haut & une équation de moins et a la réso-
lution de n—1 équations a n—1 inconnues ?;, t,, ..., £, 4; Sur ce
systéme on applique a nouveau le procédé, et ainsi de suite. On arrive
dans tous les cas, lorsque les conditions de compatibilité sont
remplies, & une solution générale dépendant linéairement a droite,
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de n parameétres arbitraires u,, u,, ..., u,

xy 0y a
(4) S EETO VST NG I e
. 7
!
I est clair que { : ) estunesolution particuliére, et que I'existence

’

\'/I.II

d’une solution particuliére est nécessaire et suffisante pour que
les conditions de compatibilité soient remplies. On se raméne alors
au- cas des équations (1) en considérant les différences x, — ',
2y, —&,, ..., z,—&,; dans les formules (4) de résolution, A, est
une base de I'idéal a droite annulant A.

Lorsque pz£n, on se raméne au cas précédent en bordant la
matrice A par des lignes de zéros (cas p >n), ou par des colonnes

de zéros (cas p > n), pour la rendre carrée.

TukoriNe 14. — Les conditions de compatibilité remplies assurent
x|
. . . . 2! . L,
Uexistence d’une solution particuliére | ".* ), ct la solution générale est
) 2,
donnée par
e 1y )
2 s x,
)=l aall I )
Xy U fo a,

A, étant une base de l'idéal de matrices annulant A a droite.

Les conditions de compatibilité sont loujours remplies dans le cas
d’équations homogeénes (b;= o), ou la solution particuliére estlasolu-
tion nulle

qT= 0,

Elles le sont encore dans le cas d’un pseudo-corps a droite lorsque
la matrice A est a colonnes linéairement indépendantes a droite

(Cf. Chap. 11, § 3, th. 8).
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