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JOURNAL
DE

MATHÉMATIQUES
PURES ET APPLIQUÉESi  

Sur les groupes topologiq‘ues localement compacts,-

PAR JEAN BRACONNIEB.

INTRODUCTION.

L’étude de la théorie générale des groupes topologiques a été
inaugurée il y a à peine vingt années. Depuis 1926, de nombreuses
monographies ont été publiées à son sujet : les plus importantes sont
celles de L. Pontrjagin et. de A. Weil. Ces travaux. ont permis d’élu—
cider dans une certaine mesure la structure des groupes compacts et
des groupes abéliens localement compacts. Mais si, parmi ceux-ci, les
groupes connexes sont relativement bien connus maintenant, les
groupes totalement discontinus et, par suite, les groupes abéliens
localement compacts les plus généraux n’ont été l’objet que de
recherches assez fragmentaires, au moins quant à leur‘structure de
groupe topologique. J’ai essayé ici d’apporter quelque contribution à
ces recherches.

Journ. de Mai/:., tome xxvn. _ Faso. 1, [9485
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2 J. BRACONNIER.

La généralisation de certaines propriétés des groupes discrets m’a
fourni, d’une part, un procédé d’eXploration important: telles sont
l’introducti0n de la notion de produit local de groupes topologiques
et celle des groupes de nombres p-adiques. D’autre part, la théorie
de la dualité dans les groupes abéliens localement compacts, telle
qu’elle a été déroulée dans ces dernières années par L. Pontrjagin et
A. Weil,.s’est révélée—comme un moyen d’étude très effi0ace. Sur un
plan plus général, les travaux récents de N. Bourbaki sur les struc—
tures fondamentales de l’analyse mathématique m’ont fourni un
moyen d’exposition et de recherche d’une grande puissanCe. Confor—
mément aux principes de cet auteur, j ’ai essayé de donner‘a ce travail
une solide armature logique, par l’emploi de la méthode axiomatiqùe,
de la notion de structure, par la présentation des faits‘sous forme de
définitions,propositions et théorèmes.

Dans le paragraphe 1 du Chapitre. [, j’ai rappelé et précisé les
résultats actuels de la théorie des groupes abélienS localement
compacts. Aux paragraphes 2 et 5, j’ai introduit et étu-dié deux
notions utilisées par la-suite : celle de sous—groupepar d’un groupe-
topologique au paragraphe 5 et celle de produit local et de produit
direct local de groupes topologiques au paragraphe 2; cette dernière
notion s’est révélée particulièrement intéressante, tant pour la simpli—
fication qu’elle apporte dans l’énoncé des résultats généraux que par
la fabrication d’exemples tératologiques.Enfin, dans le paragraphe 4,
on trouvera un exposé rapide de certaines propriétés des groupes
abéliens compacts connexes.

’

Dans le Chapitre II se trouve exposée la .notion de groupe
topologiqueprimaire (associé à un entier premier p). Dans les para—
graphes 2, 5 et 4, sont étudiés plus particulièrement les groupes 
' (1)'Dans ce travail, nous adoptons la terminologie et les notations de

N. Bounuxt [VI]. Conformément à cette convention, Z désigne l’anneau des
entiers. rationnels, Q le corps des nombres rationnels, R le corps localement
compact des nombres réels, T le groupe compact R/Z. Dans ce qui suit,

. Z, Q, R désignent les groupes additifs de ces anneaux et corps. Si G est un
groupe, nous désignerons par 00)! le composé de x et y. Si G est abélien, nous
utiliserons la notation additwe cc + y pour le composé de w et y et l’élément
neutre de G sera désigné par 0.
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abéliens localement compacts primaires à l’aide des groupes de
nombres p—adiques. Cette étude est justifiée par le rôle qu’elle joue
dans le Chapitre III. '

Dans ce chapitre sont examinées certaines propriétés des groupes
abéliens localéme‘nt compacts. Au paragraphe 1, j’ai_ déterminé la
structure des groupes abéliens localement compacts totalementdiscon-
tinus ainsi que leur dual à l’aide des résultats du Chapitre II; au para-
graphe 2, la structure des groupes abéliens localement compacts dont
tout élément est d’ordre fini est déterminée et les groupes abéliens
localementcompacts les plus généraux sont caractérisés comme sous-
groupes fermés de groupes topologiquesbien déterminés. Les résultats
ainsi obtenus sont encore loin d’être suffisants pour apporter une
solution complète au problème de la détermination de la structure
des groupes jabéliens localement compacts. Cependant ils permettent
déjà une étude approfondie —.qùeje n’aipas abordée ici —— de structures
d’algèbre topologique plus riches : celles des. anneaux, corps et
espaces Vectoriels localementcompacts.

Dans le Chapitre IV, j’ai défini le groupe topologique des automor—
phismes d’un groupe localement compact. Dans les paragraphes ’1

et 2, j’ai donné quelques propriétés élémentaires de ce groupe : on
obtient de cette façon des groupes topologiques qui jouent un rôle
important en algèbre topologique. Dans un prochain travail, je
reviendrai moins superficiellementsur leurs propriétés, en particulier
sur celles des groupes de Galois d’un corps localement compact. Dans
le paragraphe 5, j’ai défini le module d’un automorphism‘e d’,un
groupe localement compact, nombre réel associé à cet automorphisme
et jouissant des principales propriétés du déterminant d’une transfor—
mation linéaire de l’espace numérique à n dimensions.

Cette notion permet d’ailleurs de présenter de façon très simple
l’étude de la structure des corps localement compacts.

La plupart des résultats de ce travail ont été résumés et publiés
dans trois Notes aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences (‘),
dont une en collaborationavec M. J . Dieudonné. 

(i) c. R. Acad. SE,, 1. 218, 1944, p. 304—305; t. 218, 1944, p. 577-579; t. 220,
1945, p. 382—884.
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Un progrès nouveau dans l’étude de la structure des groupes loca—
lement compacts me paraît lié à une extension de la notion de limite
projeCtive de groupes topologiques (correspondant, par exemple, à la
notion de produit direct local) et à une étude systématique des groupes
localement compacts dont les structures uniformes droite et gauche

'
sont identiques, qui jouissent de propriétés généralisant celles des
groupes compacts, des groupes discrets et des groupes abéliens.

Je voudrais, en terminant, exprimer toute ma reconnaissance à.

M. Jean Dieudonné. Au cours de la rédaction de ce trav—ail, j’ai trouvé
près de lui, les conseils les plus amicaux et surtout les plus riches '

d’expérience et d’érudition.
,

CHAPITRE I.
Groupes abéliens localement compacts.

1. GROUPES ABÉLIENS LOCALEMENT commcrs. —— Rappelons le théorème
suivant (2) :

_
—

THÉORÈME 1. —— Tout groupe abélien localementcompact est isomorphe
à un groupe produit R”>< G, G étant un groupe topologique abélien
ayant un sous—groupe ouvert compact. Pour que deux groupes localement
compacts R" >< G ‘et R‘"’>< G’ soient isomorphes, il faut et il sufiït que
n = n’ et que G et G’ soient isomorphes.

L’étude de la structure des groupes abéliens localement compacts
est ainsi ramenée à celle de la structure des groupes topologiques
ayant un sous—groupe ouvert compact.

Le dual d’un groupe abélien localement compact G est le sous- 
(2) Ce. théorème est démontré par E. R. VAN KAMPEN {III], ëIV, 2, cf.

L. PONTRJAGIN [V],.Chap. V,
@@

2, 3 et 5. Ces auteurs ont esquisse une démons-
tration du‘ théorème plus général suivant :

Si G est un groupe localement compact dont les deux structures uniformes
sont identiques, G est isomorphe à un groupe produit R”>< G’, oû G’ est un
groupe topologiqueayant un sous-groupe distingué ouvert compact.
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groupeG de TG formé par les représentations continues de G dans le
tore T, appelées ca7actères de G, et muni de la topologie suivante:
si V(C, U) est l’ensemble des æe G tels que x(C)C U, avec U cT et
CCG, quand U décrit le filtre des voisinages de 0 dans T et C
l’ensemble des parties compactes de G, V(C, U) décrit un système
fondamental de voisinages de l’élément neutre de G (3). On a le

THÉORÈME ‘2.. — Soit G un groupe abélien localementcompact, G son
dual; G est un groupe abe'lz'en localement compact et le dual de G est G.
Si H est un sous—groupefermé de G, l’ensemble des caractères & de G
tels que .:Ï:(H) ={o0} est un sous—groupeferme' H* de G, qu’on appelle
le conjugué de H dans G. Le conjugué de H* dans G est H. SZ (H ),6,
est une famzlle de sous—groupesfermés de G, le conjuguéde n H dans

1_ E]
G est l’adhérence du sous—groupe 2 H*. St G est discret, G est compact

[EI
et lÎlV€Ï'.SÛÏÏZÛRZ

Soit f une représentation continue du groupe ahélien localement
compact G dans un groupe abélien localement compactG’ dont le
dual est G’. Si æ’ & G’, :Îc’of est un caractère en de G et æ’—-> a: est une
représentation contznue (" ) de G’ddans G, qu’on note f et qu’on
appelle la transposée de f. Si H est un sous—groupéferméde G, f(H*)
est un sous—groupe fermé de G’, conjugué du sous—groupe ferméf(H)
de G’. En effet, si ÿef(HÎ*, quel que soit æeH,

<w.f<ÿ)>=<flæ>,ÿ>=o et î<ÿ)eHfi
.. 1_ ___— _A1 _ .

c’est—à—direj>&f (H*); donc f(H)* _Cf (H*). Inversement s01ty &f(H), 
(3) On notera indifféremment la valeur du earacte‘reâëG au point æeG

par 33(x) ou (ce, $}. Sur la théorie de la dualité,- en particulier sur la démons-
tration du théorème 2, on consultera ,les ouvrages de L. PONTRL\GIN [V],
Chap. V, êê‘30-3Æ, et de A‘. Wen. [VII], C_hap, VI, 528.

(") Ces propriétés sont démontrées par A. WEIL [VII], Chap. VI, 528.
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il existe æeH tel quey=f(æ)et

<y;_ÿ>=<mÿ“>=<æ,î(ÿ>>= .
" “.J TJ

’.
7J 311siyef(H*);, donc yef(H*)* et f(H)cf(H*)*; comme f(Hf)* est

fermé dans G’, f(H)c_Ï(H*)*, c’est—à-dire f(H)*DÎ(H*); donc
”

j(H)*=Î(H*). En particulier le conjugué de j(G) est Î(o).
La transposée def est f. Sif est un homomorphz‘sme de G dans G’,

fest un homomorphz‘sme de G’ dans G et f(G) est un sous—groupe
—4

fermé de G, dont le conjugué dans G’ est f—(o). Si H’ est un sous—
groupe fermé de G cbntenu dans le sous-groupe fermé H, ou a

H*c H” et le dual de H /H’ est H’*/H*. Enfin si H est un sous—groupe
ouvert de G, son conjugué H* dans G est un sous-groupe compact et
inversement. En effet H* est dual du groupe discret G / H.

Soit G un groupe topologique abélien ayant nn sous-groupeouvert
compact H; G est localement compact. Le conjugué H* de H dans le
dual G “de G est un sous—groupe ouvert compact de G. L’inter-
section K des sous*groupes ouverts de G est un sous-groupe compact
de G car KcH: c’est la composante connexe de 0 dans G (5 ). La
réunion F des sous—groupes compacts de G est un sous-groupe ouvert
de G car H C F: c’est l’ensemble des éléments x de G tels que le sous—
groupe engendré par a: Soit relâtwement compact. Si K’ est lacompo—
sante connexe de zéro dans G, R' est le conjugué de F dans G("). en
effet, quel que soit le sous-groupe compact H de G, on a HCF et

_

F*cH*, donc F*cK’ et K’*cF; d’autre part K’CH*, donc HcK’*
et FcK’*. Il en résulte que F/K est un groupe abélien localement
compaét totalement discontinu ainsi que son dual. _G /F est un groupe
abélien discret dont tous les éléments # 0 sont d’ordre infini, car il
est dual du groupe compact connexe K’ . ‘ 

(5) Voir N. Bovmmm [VI], Topologiegénérale, Chap. III, 53, Exp. 18.
(°) En particulier, si G est compact, la composante connexe de 0 est

le conjugué du sous-groupe des éléments d’ordre fini du groupe discret G.
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Dans les Chapitres qui suivent, nous déterminerons dans une
certaine mesure la‘ structure des groupes topologiques K, 'G/F
et F/K; de cette étude nous déduirons certaines propriétés de la
structure du groupe G lui—même.

' 2. PRODUIT LOCAL ET PRODUIT DIRECT LOCAL DE GROUPES TOPOLOGIQUES. ——

Soient (G),a une famille de groupes topologiques séparés, H un sous-
&

groupe distingué ouvert de G,, et H le g1oupe topologzqueproduit HH.
Le filtre des voisinages de l’élément neutre dans H est un système
fondamental de voisinages de l’élément neutre dans une topologie
séparée compatible avec la structure de groupe de G =HG.

tél\

DÉFINITION 'l. — On dit que le groupe topologique G ainsi de' mi est
le produit local des groupes G,, relativement aux sous—groupesdzlrtingue's
ouverts H…

“

Si (J,),EK est une partition de I, G estisomorphe au produit local,
relativement aux sous—groupes distingués ouverts HH,, des groupes

teJx
produits locaux des familles de, groupes (G,),ew relativement aux
sous—groupesH,.

Si H’ est un sous-groupe distinguéouvert de G,, égal à H pour tout
nel excepté un nombre fini, le produit local des G,, relativement
aux H; , est égal au produit local des G,, relativement aux H. En par-
ticulier, si, pour tout 161 excepté un nombre fini H,: G., le produit
local des G,, relativement aux H,, est identique au groupe topologique

produit UG,.
LEI

Soient G un groupe produit local d’une famille de groupes (G,),ev
relativement‘a des sous—groupes distingués ouverts H,, et J une partie

finie de 1. *Si J’ & CJ , le groupe topologique G,=HG, est isomorph_e
'LE-I

au sous—groupe distingué fermé de G, formé par les (au)tel tels que
w,==eÇ pour 1êJ’ . Dans tout ce qui suit, nous zdentzfièrons ces deux
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groupes. Le sous-groupe KJ de G, formé par les (x,),e, tels que {3,6 H
si 1€J’ est un sous—groupe distingué ouvert de G et K, est isomorphe
au groupe topologique lIG,><HH,. Si J—_ { 1 '}, 011 pose K,: K.

' 1eJ teJ’
H est un sous—groupe dzstingue' ouvert de G et K/H est un sous—groupe

distingué du groupe discret G/H, isomorphe‘& [IG,/H
lEJ

Si G' est la composante connexe de e, dans G,, la composante
connexe de l’élément neutre dans G est I]G, , car c’est la composante

. [EI
. connexe de l’élément neutre dans H.

Pour.que G soit complet, il faut et il suffit que chacun des G, le soit.
— C’est nécessaire, car G, est un sous—groupefermé, donc complet, de G;.
c’est suffisant,— car H est un sous—groupeouvert complet de G.

PROPOSITION l. — Pour qu’un groupe topologique G, produit local de
groupes G,, relativementà des sous—groupes H,, soit localement compact,
ilfaut et il sufit que tous les G le soient et que, pour tout tel—, eçvcepté
pOur un nombrefnt, H soit compact.

En effet, si G est localement“compact, pour toute partiefinie J de I,
K, est localement compact et isomorphe à HG,><HH,; donc, pour

neJ IEÜJ
tout 1.61, G est localement compact et tous les H,, excepté au plus un
nombrefini sont compacts. La réciproque est triviale.

Soit G le produit local de groupes G,, relativement à des sous—
groüpes distingués ouverts H, Quand J décrit l’ensemble des parties
finies de I, la réunion G’ des sous—groupes K est formée par les
x=(ac,),EI tels que x,eH, excepté au plus pour un nombre fini
d’indices &; G’ est un sous-groupe ouvert de G car H C G’ et, pour toute
partiefi'nie J de I, on a G,ÇK,CG’…On voit facilement queG”est
l’adhérence dans G du produit direct des sons—groupes G, ("). ‘ 

(7) Pour que le _filtre‘d63 voisinages de l’élément neutre dans H = | | H, soit
tel

un système fondamental de voisin—ages de l’élément neut1e dans une topologie
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DÉFINITION? — Le groupe topologique G’ ainsi défini est appelé le
produit direct local des groupes G,

relativement auæ sous—groupes
ouverts H.

Si, pour tout LGI, H'. est un sous—groupe ouvert de H., égal à H.
. excepté pour un nombrefini d’indices L, le produit direct local des‘ G.,

. relativementaux H., est identzque au produit direct local des G.,
relativement aux H.

Le groupediscret _G’/H_ est engendré par la réunion des sous—

groupes K,/H. Comme, pour toute partie finie J de I, K.,/H est
isomOrphe à “K./H G’ / H estproduitdirect des sous—gr0upes K

./H,
. t€J

respectivement isomorphesà G/H (“).
Pour que G’ soit localement compact,il faut et il suffit que tous les

G. le soient et que, pour tout LEI, excepté en nombrefini, H. soit
compact. En effet, G’

est
un sous—groupe ouvert de G. ‘

PROPOSITION2. —. Soit G le produzt direct localdes groupes G., relati—
vement aux sous—groupesdistingués ouverts H.; pour que G soit compact,
(resp. discret), il faut et il sufit que, pout: tout nel, .G. soit compact
(resp. discret) et que H.= G. (resp. H.={e.}), eæcepte' au plus pour
un nombrefinzdindices t. G est alors le produit des

groupes G. (resp. le
- produit direct des sbus—groupes G..)

Eh efi'et, si G est compact, tous les G. sont compacts et G/H est un
groupe compact discret, donc un groupe fini. Comme il est produit
direct des sous—groupes G/H., ou aG.:H. excepté au plus pourun
nombrefini d’indices L. G est donc produit des groupes G. La reci—
proque est triviale. — —

Si G est discret, tous les G. sont discrets et H est un groupe fini.
Comme ilest produit des groupes G., on & H.= {e.} excepté au plus
pour un nombre fini d’indices v.-. G est produit direct des sous—
groupesG.. La réciproque est triviale. ‘ ‘ 
compatible avec la ”structure de groupe—de G’ il suffit de supposer que les H.

' sont-des som—groupesouverts (no-n nécessairementdistingués). On voit facilement
quezG’ est l’adhérence du produit direct de la famille (G.).ŒI de sO‘us-groupesde G.

(8) Voir N.‘BOURBAKI [VI], Algèbre, Chap. I, 5 6, Ex. 18.

Journ. de Math., tome xxvu. — Fasc. 1, 1948. 2
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Pour que le groupe G, produit_direct—local des groupes G,, relati-
vement aux sous—groupes H,, soit abélien, il faut et il suffit que chacun
des G. le soit. Si, dans Ce Cas, G et les G‘ sont notés additivement, on
dit que. G est somme directe locale des groupes G,, relativement aux
sous—groupés H..

THÉORÈME 1. —— Soit G un groupe abélzen localement compact somme ‘

directe locale de groupes G,, relativement à des sous—groupes ouverts
compacts H.; alors le dual G de G est somme directe locale des
groupes G,, duals des groupes G., relativement aux sous—groupesouverts
compacts Hf‘

, conjugués des H dans G.
Identifions G, au sous—groupede G formé des éléments dont toutes

les Coordonnées sont nulles, sauf celle d’indice L. Pour tout carac—

tère a? du groupe G, la restriction da. de .ËÈ à G; est un caractère de G.;
l’application59 —> (cis),el est une représentationco du dual G de G dans
le produit (non topologique) des groupes G.; nous allons montrer
que <p est un isomorphisme du groupe topologique G sur la somme
directe locale G’ des G., relativement aux groupes H,* .

Soit H le groupe compact produit des groupes compacts H.
La restriction y de a: au groupe H est un caractère de H; on sait(9 )
que si y, est la restriction de y(donc de æ)‘a H,, on a y,=0 saufpour

'

un nombre fini d’indices, et, pour toutes= (x.) E H, y(æ) =2y,(æ,)
[

(somme finie d’après ce'qui précède). On en conclut d’abord que
æ;eH* sauf pour un nombre fini d’indices, donc (a:):e1 appartient
bien‘a la somme directe locale G’ des G relativement aux H*.

Remarquons maintenant que tout æe G appartient à un sous—

/_
groupe K, pour une partie finie J de I; si l’on pose y= (y.)tel avec
y,=o si LEJ,)Q=æL si L$J, on ayEH, donc

!

â<x> =ÿ…+2æ.<æ.) =2æ.(x.>.
ceJ— _ tel 

(°) Voir L. PONTRJAGIN [V], ChapÏ 1V, 5%, et E. R. VAN KAMPEN [III],
53, 6, m).

.
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“ Réciproquement, pour tout (m,),el appartenant à G’, et toutx: (m,),el de G, la somme 2 Âc,(æ,) n’a qu’un nombre fini de termes
t€I — — ‘;

non nuls, donc a toujours un sens; si on la désigne par £(æ), la
représentation à de G dans T ainsi définie est un caractère de G, car
elle est continue dans le sous—groupeouvert H de G (°). Ceci montre
que ce est un isomorphisme (de structure algébrique) de G sur G’.

Pour voir que <p est un isomorphisme du groupe topo{ogz'que G sur
le groupe topologique G’, il suffit de montrer “que la restriction de <p

au,sous—groupe ouvert _H* de G est un isomorphisme de ce groupe
topologique sur un sous—groupe ouvert de G’. Or H* est un groupe
topologique isomorphe au dual de G/H, et H;“est de même iso—

morphe au dual de G,/H,; comme” G/H est un groupe discret
somme directe des. G,/H,, on sait (") que la restriction de (9

à H* est un' isomorphisme de ce groupe topologique sur le produit” Hf; ce qui achève la démonstration.
t€I

_/

- 5. SOUS—GROUPES runs D’UN GROUPE TOPOLOGIQUE ABÉLIEN. —— Soit G un
groupe topologiqueabélien séparé et nun entier rationnel; x —> nx est
un endom0rphisme continu fn de G.

On notera qu’en général j}, n’est pas un homomorphismede G dans G, même
si f,, est une représentation biunivoque de G sur lui—même. En effet, soit (G,),el
une famille infinie de groupes discrets isomorphes à Q et H, le sous—groupe‘des
entiers rationnels de G,. Soit G le groupe topologique abélien produit local des
groupes G,, relativement aux sous—groupesouverts H,. fn est une représentation
hiunivoque continuede G sur lui—même, pour tout entier n. H =HH, est un

*
»

‘
. \ ‘ t€l ‘

sous—groupe ouvert de G; f,,(H) est l’ensemble des (næ,),eb avec æ,eH,; si
f,,(H) était ouvert, il. existerait une partie finie J de I telle que, si H: =H,
pour LŒJ et HQ={o} pour reJ, HH; cf,,(H), ce qui est absurde. Donc

\ :er
_f,,(H) n’est pas ouvert et f,, n’est pas un homomorphisme (“). 

(1°) Un autre exemple du fait que f,, n’est pas 'un homomorphisme est “le
suivant : soit (G,),EI une famille infinie de groupes isomorphes à Z/(p2),
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Si 12 > 0, f_,. est composéde f,. et de la symétrie m —> —-.-, 39.81.71 et ni
sontdeux entiers > -0, on a f,. of,..=fof,.=f…... Soit G.,..l’ensemble
des æëG tels' qî1è næ= 0 et GW l’ensemble des æÉG de la forme
ä:=_nw'.011 “& f,.(t1)= G... et f,,(G)= G”"; G... est. dénc- un sous—
groupe ferme" de G.

' '

PROPOSITION I. —Sz G est un 0roupe abelzen séparé, somme directe
locale d’ânefumzlle de gr0upes (G. ).e., relatzvement à des sotts—roupes'

ouvertsH., G..,. est un groupe séparé, somme dzrecte localedela fàmzlle
deGroupes(G....)Œ. relativement aux som-groupes ouvertsH....deG......

En effet, si x=(æ.).e.e_G.,.., il existe une partie finie J de I telle
que æ.éH. si tdi-J; donc, pour tout v.,el æ.eG..... et, si 1$J
æ.eH.nG..,... Inversement, si æ=(æ. ).E. appartie‘ntaàla somme
directe localedes G. ..., relativement aux H....., en & me.—o et
næ= 0, donc tee G.,... ,

‘
1 -_

G‘°°=—n G"" est un sous—groupe de G. Si xe G‘°°j, On dit quea; est
71>0

de hauteur mfmze dans G.

DÉËINITI_ON l'. — On du qu’un sous—°roupe H d’un groupeabelzen'
Séparé G est_pur'st, pour tout entter n > 0, H(”’_— G… {\ H <”). '

Si H est un sous—groupe pur de G, H“"’= G‘°°l n H.
_ .

_PROPOSÎÎION 2. ——7 Pour qu’un sous—groupe H d’un groupe _abé‘lz'en 
H. ”'le sous—groupe de G., isomorphe à Z/(p) et G le groupe abélieri lbcà'lémeut
compact somme. directe locale des G., relativementaux H.. f,,(G) est partout

'dense dans—H=HH. et #H;.donc f,, n’est pas un hompmorphisn1e de G
“ '

151 .

dans G. . '
.

(“) La' notion du sous—groupe par (Servanzunte1g1uppe) a été introduite
pair H. PRUFER [I] et, plus récemment, par L. KULIKOFF [VIII]. Dans ce dernier
Mémoire, on trouvera des propriétés des sous—groupes pu15 d’un groupe abélien
discret. Une définition équivalente dans—le cas où tous les éléments #0 du
groupe G sont dordre infini a été donnée et étudiée par E. LIAPIN, dans On the
decomposztion of abeltan groups intodirect sum of rational groups (Rec.
Math. Moscou, .N S., 8, Moseou,agl.o, p. 205—235).
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séparé G salt pur, tl faut et tl suflit que, pour tout entier premierP, on
ait H‘”"= G'”"’ (\ H ,pour tout entzer ]t, > o.

C’est évidemment nécessaire. Pour montrer que c’est suffisant, on
peut se homer à montrer que, si p est un entier premier et q un entier
premier avec p,. <H"""= G‘””n H et H…: G… n H » entraîne
« H"’"'”D G"’"‘”nH » . Soit æeG"”"nH. Il existe ze G tel que
a: =p"qz. Donc æe G"’"’ (\ H: H"’“ et il existey€ H tel que æ=p"y;
doncp"(y——qz) :: 0 et l’ordre de _y— qe est une puiSsancé de }) infé—

rieure à p". p et 9 étant premiers entre eux, dans le groupe cyclique
engendré par y—"—ÿz il existe z’ tel que y—— qz—_ q_z_’ et l’on a
y=q(z+z’). Donc ye‘G…nH=HV!) et il existe )!’eH tel que
y—— qy’, d’où w=r"'qy’ & H””"” '

On notera qu’en général, si H_e_st un sous—groupe par d’un groupe
abélien séparé G, son adhérence_H n’est pas un‘sôus—groupe pur de G.

Pâr exemple, soit G le groupe abélien localement compact, produit local
d’une famille infinie (G,),EI de groupes isomorphes à Z/(4), relativement aux

sous—groupes H,
de G, isomorphes à Z'/(2—). On a G<2)=HH,G"”={o} et

tel
G(P")=G si p est un entier premier > 2. Soit Il le sous—groupe de G, somme
directe des sous-groupes G,, H… est. somme directe des sous-groupes H, et
IU“=G<“nII. HW={0} et Hll'kl=H=Gl/”lnH si p>2, donc H est pur.‘
L’adhérence H du sous,—groupe H est la somme directe locale des groupes G,,

relativement aux sous—groupes H,, et H… est la somme directe de la famille‘de
sous-groupes (H,),e,; 1 étant infini, H\2 n’est pas fermé et est partout dense dans

HH,=G”). Donc H\”# G’2l (\ H et H n’est pas un sous—groùpe pur de G.
t€l .

Cependant, si H est un sOus—-—groupe par relativement compact d’un
groupe abélien séparé G dont tons les éléments sont de hauteur
infinie, son adhérence H est encore un sous—groupe pUr de G. En
efl‘et, on a H: H…: H…, car ,,(H)=f,,(H), puisque H est/
compact. '

«

On remarquera que, si H est un, sous—groupe de G dont tous les
éléments sont de hauteur infinie dans H, H est pur.

Si G est un_groupeabélien séparé produit de deux groupes H et K,
H et K sont deux sous—groupes purs de G.
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Paopos1r10r: 3 <”). —— SiG est un groupe abe'lien séparé et si H est un ‘

sous—groupepur ouvert dont tous les éléments sont de hauteur infinie
dans H, G est isomorphe à H >< (G/H) (”).

DÉFINITION ’2. —— On dit qu’un groupe abélzlen séparé G est réduit si tout
sous—groupe pur fermé H de G dont tout élément est de

hauteur infime
dans H se réduit a{oo.}

Dans un groupe abélien discret G, la réunion de tous Lessous-
groupes purs K tels que tout élément de K soit de hauteur infinie
dans K est un sous-groupe H de G ayant les mêmes propriétés et,
d’après la proposition 3, G est produit de

H
et d’un groupe réduit

isomorphe‘a G / H.

THÉORÈME 1. —— Si G est un groupe abe'lien l0calementcompact, il easiste

un groupe abe'lien localementcompact G dont tous les éléments sont'de
hauteur infinie et un sous—groupe ouvert G’ de G, isomorphe à G et tel
que tous les éléments de G/G’ soient d’ordrefini.

Soit G un groupe abélien localement compact, S un système de
générateurs de G et H un groupe abélien (non topologique) somme
directe d’une famille (H,)ye-S' de sons-groupes isomorphes à Q.
Dési nons ar H' le sous- rou e des entiers rationnels de H .:H' estg P r

_
% _P J y

.

un sous—groupe cychque 1nfin1 engendré par un élément z, de H.
La somme directe H’ de la famille (H;),.es est un sous—groupe de H et,
si zéH’ , il existe une partie finie X de S et des entiers n,. (yEX
déterminés de façonuni ue tels uez: ‘ n .z On vérifie facilementq : q .7 3 .

_ 9'EX
’

que z -—>Z n,.y est une représentation du groupe H' sur le gmUpè
.y€X

(non topologique) G. Si K désigne le sous—groupe de H’ formé par 
(12) On trouvera une démonstration de cette proposition, connue sous le'nom

de Lemme d’Alexander, dans A. WEIL [VII], Chap. VI, 526, lemme 1,— Cf.
aussi R. BAER [IV].(”) Cette proposition est aussi exact-e dans le cas où tous les éléments de H
sont d’ordre borné. Voir L. KULIKOFF [VIII], th. 5.
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lesélémentsE n,z,- tels que2 n.….y =-o, Z-n3.y —> K +2 n_,.z,. est un
yex y€X \ex 3ex

isomorphisme'ç du groupe G sur le groupe quotient G’= H’/K.
G’ est un sous-groupe du groupe quotient G=H/Kdont tous les
éléments sont évidemment de hauteurinfinie. D’autre part, H/H’ est

'isomorphe à G/G’ et tous les éléinents de H/H’ sont d’ordre fini :

en effet, H/H’ est somme directe de la famille de sous—groupes
(H,/HD,.Es de sous—groupes isotnorphes à (2/2. Enfin, l’image cp(îll)
par q;<-du filtre 13 des voisinages de 6: dans G est une base de filtre
dans G et il est immédiat que cp(îü') est un système fondamental de
voisinages de 0 dans une topologie compatible avec la structure de
groupe de G : go est un isomorphisme du groupe topologique G dans
le groupe'G muni de cette topologie et G’= <p(G) est un sous—groupe

ouvert-de G. Si V est un voisinage compact de 0 dans G, _<p(V) est un
voisinage compact de 0 dans G et G est localement compact, d’où le
théorème (“).

Si G est totalement discontznu, il en est de même de G. En effet,
comme G’ est un sous—groupe ouvert de G, la composante connexe
de 0 dans G est identique à la composante connexe de 0 dans G’,
o ’est—à—dire {0 }.

Si G est réunion de sous—groupes compacts, il enÎ est de même
de G. En effet, comme tous les éléments de G/G’ sont d’ordre fini,
si æeG, il existe un entier n tel que nx€G’ . Soit H l’adhérence du
sous—groupe engendré par næ dans G’. H est compact et le sous-
groupe engendré par x’ dans Gest contenu dans l’ensemble Compact
n—i

U(Icæ+ H), donc relativementcompact, d’où la propriété.
k: 0

Dans le cas où G est un groupe abéliendiscret dont tous les éléments
# 0 sont d’ordre infini, on peut préciser le théorème 1 comme suit:

THÉORÈME 2. —— Soit G un g‘roùpe abélz'en dz‘scret_dont tous les 
(“*) Ce théorème est évidemment encore exact dans le cas où G n’est pas

localement compact; mais alors G n’est pas localement compact.
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éléments #0 sont d’ordre i";nfinz il existe alors un groupe discret G
somme dzrecte d’une famille de sous—groupes isomorphes 11 Q et un
sous—groupe G’ de G isomorphe à G et tel que tous les éléments de G/G’
soient d’ordre fini.

En effet, G est un Z—module régulier et, d’après un théorème de
C. Chevalley (15), il existe un espace vectoriel G par rapport au
corps Q, contenant un sous—module G’ isomorphe à G _et tel
que G: QG’. Si xe G, il existe des entiers m et n tel que *

m
ï£Ü.T‘.Œ’EG',

(

c’est-à—diremx = nx’ E G’ et la Classe de au dans G/G’ est d’ordre fini.
D’autre part, l’espace vectoriel G est somme directe d’une famille de
sous—modules (Qxl)Lel, donc isO'morphes à Q, d’où le théorème—;

En particulier si tous les éléments de(G sont de hauteur infinie,
G=G’ et G est somme directe d’une famille de sous—groupes
isomOrphes‘a Q.

On
identifie

les groupes G et G’ et l’on dit que le groupe G est
assocze'aàG. Ce groupe G est déterminé à une isomorphie près par la
condition de contenir un sous-groupe G’ isomorphe à G et tel que

toutes les Classe de G/G’ soient d’ordre fini. Plus précisément <“) :

PROPOSITION 4. — Soit G et G1 deuæ groupes abe'liens discrets dont
tous les€léments # 0 sont d’ordre infini, G et G1 les groupes qui leur 

(15) Ce théorème de Chevalley s’énonce ainsi : Soit M un module régulier
sur un anneau d’intégrité A; il existe un espace vectoriel fi sur le corps des
qciotients K de A et un sous—module (sur A) M’ dell/l isomorphe à M et telque
lÎ/Ï: KM’. Si M1 est un autre A—module régulier et si fil est l’espacevectoriel
qui lui est uinsi associé, tout isomorphisme de M sur M1 se prolonge de façon
unique en un isomorphisme de l\Î sur Ï\Î1. Voir C.. CHEVALLEY, L’aritfimétique.
dans les algèbres de matrices (A_—ctualités Scientifiques et Industrielles,
n° 323, Hermann”, Paris, Appendice'l, _p. 27. Pour le cas présent, voir aussi
R. BAER [IV]).
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sont assoczés; alors tout isomorphismef de Gsur G1 seprolongede façon
un1que en un isomorphisme de G sur G, . ‘

Soient'G un groupe abélien localement compact, G_ son dual et f,,
le transposé de l’endomorphisme f… f,, n’est autre que l’endomor-

.. phisme continu ce—+ nu: de
G, car on a

<“: fll('”)>=<.fil(æ)> x>= <"*”: (”>= <:L‘, "‘”>
Le conjugué dans G-*du sous-groupe fermé G…, de G est donc
l’adhérence du sous-groupe G"” de G. En effet, f,Z(O)=G… et
f(ê)= @…

PROPOSITION 5. — Si G est un groupe abe'lien localement compact
ayant un sous—groupe par ouvert compact, pour tout entier n > 0, f,, est
un homomorphisme de G dans luz—méme.

Soit H un sous—groupe pur ouvert compact de G. La restriction
def,,‘a H coïncide avec l’endomorph1smea: —+ na: de H. Cet endomor—
phisme est continu et, commeH est compact, C’estun homomorphisme
de H dans lui—même. On a \

*

f,,(H): 1—1<n>= ll”nG'f>= Ilnf,,(G);

f,,(H) est donc un sous—groupe ouvert de G"" et fn est un homomor—
phisme de G dans lui—même. _ …

De lus G"" est alors un sous— ron e fermé de G isomor heP : % P P
(ir/G…. Le transposé f,, de f,, est aussi un homomorphisme de G

dans lui—même et G"” est un sous—groupe fermé de G conjugué dans G
(111 sous-groupe G…, de G. En particulier, G""=G équivaut .à
Gtn)=l0 }

COROLLAIRE. — Pour qu’un groupe abe'lzen compact G 1111 tous ses -

éléments # O d’ordre 1ñfin1, 1! faut et— 11 sufiît que tous les éléments du
groupe discret

G sotent dehauteur1nfinze.

4. Gaoupas ABÈLIENS LOCALEMENT comescrs CONNEXES. — PROPOSITION l.
_; Dans un, groupe abél1‘en compact G, l’ensemble des éléments de

Journ. de Math., tome xxv11. — Fasc. 1, 1948. 3
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hauteur infinie dans G est un sous—groupe pur fermé, identique à la
composante conneaÿe de l ’élément neutre.

\ En effet, G‘”’ est un sous-groupe fermé de G et G‘°°’=flG"” est
' n>0

aussi un sous-groupe fermé de G. Si G est le groupe abélien discret
dual deG, le conjugué dans G de G…, est le sous-groupe G‘”’; donc,
dans G, G‘°°* est le conjugué du sous—groupeUG…, c ’est—à—dire du

n>0
sous-groupeÊ des éléments d’ordrefini de G. G‘°°l est donc identique
àla composante connexe de o dans’G (“‘). Le dual de G‘°°’ estle
groupe quotient G/Ê dont toutes les classes difl‘éren‘tes de Ê sont
d’ordre infini: tous les éléments de G‘“ sont donc de hauteur infinie
dans G”,d’après le raisonnement précédent appliqué au groupe G“°,’
et G‘°°l est un sous—groupe pur de G,

Communs. —— Dans un groupe abélz"en localement compact la compo-
sante connexe de l’élément neutre est un sous—groupepurfermé dont

tous
les éléments sont de hauteur tnfinæ.

En effet, si B”><Gest un groupe abélien localementcompact,Gétant
un groupe abélien ayant un sous—groupeOuvert compact, la composante
connexe de 0 dans G est un groupe compact connexe K dont tous les
éléments sont de hauteur infinie et la composante connexe de 0
dans R” ><. G est R” >< K.

Soit G un groupe abélien séparé ayant un sous—groupe ouvert
compact. La composante connexe de l’élément neutre de G est un
sous—groupe pur compact K dont tous les éléments sont de hauteur
infinie. On peut donc prolonger l’application identique de K sur'
lui—même en une représentationf de G sur K (”). Î(o): K' est un

_ sous-groupe de Get le groupe (non topologique) Gest isomorpheau
produit des groupes K et K' . Pour que le groupe topologique G soit
isomorphe à K >< K' , il“ faut et il suffit, que la représentationf soit 

(“ll Voir note (°). " :"
(17) Voir A. WE1L [VII—], Chap. I,

@ la et Chap. III, 5 “26, lemme 1.
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continue ou-bien. que K’ soit un sous—groupe fermé deG (‘ *..) Il en? est
ainsi, -en particulier, d’après la proposition 3 du paragraphe 5,
lorsque K est un sous-groupe ouvert de G. Donc :

PROV0‘SI'ËION "2. —— Si dans un groupe abélien localement coïnpizot G,
la composante conneæe de l’élément neutre est un sous—groupe ouvert G’
de G, G est isomorpheau produit du groupe connexe G’ et d’un groupe
discret G/G'

Plus particulièrement, il en est ainsi lorsque G est localement
conneæe; En effet, il existe alors un voisinage connexe V de o et la
composanteconnexe de 0 contient V.

Soit G un groupe compact connexe. Ou bien Gest localement
connexe, ou bien tous les. points de G sont des points singuliers (”).'
en effet, s’il existe un élément ac de G tel que tout système
fondamental de voisinages de a: contienne un voisinage non cônnexe,
il en est de même pour tout système fondamental de::voisinages d’un
élément quelconque de G. Dans ce dernier— cas, on dit que G est
non localement connexe.

51 G est un groupe abélien compact connexe, tous les éléments # o
du groupe abélien discret Gr, dual de G, sont _d’ordre infini et
inversement.

DÉFINITION 1'. i—-— Le groupe abe'lzän co‘mpactS, dual du groupe
additifdiscret de Q, est appelé groupe rolénoidal(”). , ,

Le groupe S est un groupe cOnnexe, à une dimensio“n( Tous ses
éléments # 0 sont d’ordre infini. Tout sous—groupe fermé desSet # S
est totalement discontinu.

\ ’ ' ‘ .

(?“) VoirN. BOURBAK1[VI], Topologie générale, Chap. 111, @2, Ex. 19<”))On dit qu’un point «; d‘un espace topologique compact connexe E est
singulier si tout système fondamental de voisinages de a: contient un ensemble
non connexe. Voir N. Bomümu [VI], Topologie générale, Chap. II’;' gt,
Ex.1

(‘-’°)7Le groupe solénot‘dalSa été défini—et étudié par D. VAN DANTZIG,dans
"Über topologüch—h0mogene Continua (Fund. Mat/g., vol. ill-, 1930, p‘. '1î02—4:15).
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THÉORÈME 1. —— Soit G un groupe abe'lien compact connexe; il eæiste

alors un groupe ÎÎr, produit d’une famille de groupes sole'noi'dauæ et un
sous—groupefermé totalementdiscontinu H de Ü tel que Gsoitisomorphe
& Ë/H. Le èroupe G est déterminé, à une isomorphieprès, par cette
proprze'të.

En efl'et le dual G du groupe G est un groupe discret dont tous les
éléments #0 sontd’ordre infini. Le groupe H, dual du groupe G-,

associé au groupe G est produit de groupes isomorphes à S, car G’ est
somme directe de sous-groupes'isomorphes à Q. Si H désigne le
conjugué de G dans G, H est un sOus—groupe fermé de @, dual
de G—’/G, donc totalement discontinu et Ë/H est isomorphe au dual
de Ôr, c’est—à—dire à G. Enfin, si Gr1 est un autre groupe abélien
compact connexe et ÎÎr, le groupe dual du groupe GQ, associé au
groupe discret Ô1 du al de de G| , tout isomorphisme fde G sur-Ü1 se

prolonge de façon unique en un isomorphisme f de G’ sur G}, donc
tout isomorphismef de G sur G1 se prolonge de façon unique en un
isomorphisme f—'1 de G sur fil. H est un groupe abélien compact
totalement discontinu dont tous les éléments # 0 sont d’ordre infini;
nous déterminerons sa structure dans le paragraphe4 du Chapitre III.

En particulier, si tous les éléments # o du groupe G sont d’ordre
infini, Gest produit d’unei‘amille de groupes solénoïda‘ux.

Si G a un nombre fini n dedimensions, il. y a exactement n éléments
line'airement indépendants dans son dual Ô <“), et le groupe associé
à G est somme directe de n sous—groupes isomorphes à Q. Donc :

PROPOSITION 3. — Si G est un groupe abélien compact conneæe c_‘z

n dimensions, il est isomorphe au quotient S”/H de S”par un sous—groupe

fermé totalement discontinu H.
La réciproque est triviale. 
(“) Voir E. R. VAN KAMPEN [III], 5 3, 6, h, et A. WEIL [VII], Chap. VI, â29.
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; D’autre part, on sait (”) que tOut ‘groùpé compact G est limite
projective d’une famille (L ),61 de groupes de Lie compacts. Si G est
connexe, tous les L le sont aussi et si G a n dimensions, on peut
supposer que tous les L ont n dimensions. Donc tout groupe abélien
compact connexe est limite PI‘OJective d’une famille de groupes (T”),e,.
En particulier : —

_

PROPOSITIONJr.. ‘— Si G‘ est un groupe abélien compact conneæe à
n dimensions, il existe un groupe abélien compact G’ totalement
dzÏrcontinu, ayant un système fondamentaldénombrable de voisinages
de 0 tel que G soit isomorphe au quotient de R” >< G’ par un sous-groupe
isomorphe à Z” (”). f

, Nous déterminerons la structure du groupe G’ dans le para—
graphe 4 du Chapitre II et dans le paragraphe 1 du Chapitre III-.

Si G est localement connexe, il est isomorphe à T'£.

CHAPITRE II.
Groupes topologiquesprimaires.

1.GROUPES'TOPOLOG1QUESpkÏMAIRÉS' — DÉFINITION l. —— Ondit qu’un
groupe topologique séparé G estprimazre (associé à l’entier premierp),
si, pour tout ;I:E G, la représentation n —> se” de Z (munide la structure
p-adique) dans G se prolongepar continuitéen une représentation deZ
dansG(‘). 

(‘-"—) On trouvera une démonstration de ce fait dans A. WEIL [VII] ,_ Chap. V,
525.

_

(”) Voir A. WEI]. [VII], Chap. V, g 25.

( ) Conformément aux notations adoptées,Z,, (resp. 'Q,,) désigne l’anneau
compact des entiersp-adiques (resp. le corps localement compact des nombres
p—adiques), ;) désigne l’zdéalpriñcipal (p) de Z,,. On dit qu’un entier p—adique
est de hauteur p s’il appartient à p"nflp”.“ Une définition équivalente à celle
des groupes primaires compacts & été introduite par N. Jacobson, dans Locally
compact totally disconnected rings (American Journal of Mathematics,
t. LVIII, 1936, p. 433).
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La représentation.ainsi obtenue, qu’on note _q ——>w”, est unique et
est un homom0rphz‘sme 7:_,. de Z,, dans G, ear Z,, est compact et G
séparé. Donc, pour tout æeG, 7:,,(Z,,) est un sous—groupe abélien
cdmpact deG, et c’est le plus petit sous-groupe fermé contenant œ,

car c’est l’adhérence du Sous—groupe engendré par x-. D’autre part,
_ii_,.(e) est un sous—groupe fermé de Z,,, donc un p" (resp. {o }) si a: est

d’ordre fini (resp. infini) et n_,.(Z,,)isomorpheàZ,,/Ël(e)estisomorphe
à ZÎ(P)(resp Zp)

PROPOSITION i. —— Étant donne un gxoupe topologique -se'pure' G-,

il existe au plus un entier premier p tel que G soitprzmazre (associé ç‘zp).

Soit G ungroupe primaire(associé àp) et primaire (associé‘a});£p)
Alors“, si æèG,ï11,,(‘Z,,)= 7u '(ZP),car cest l’adherencedu sous—groupe
engendré par a:, cequ1 est absurde si x;£ o, d’aprèsce quiprécède.

Tout sous—groupe fermé d’un groupe primaire ( ass. à p) est
évidemment un groupe primaire (associé au même entier).

. . .. ..* '— 7' _
- ._

.,
PROPOSITION 2. —— Tout sous—granpe_/1nz d un groupe przmaue (assocze

a p) a pour ordre une puzssance de p.

En efl‘et,tout élément d’ordre fini d’un groupe primaire G (associé
à—» p) a pour ordre une puissance de 1). Si H est un sous—groupefini
de Gd’ordre .n et si p' est un diviseur premier de n, ilexiste xe G
d’ordre p’ (“), mais a: a pour ordre une puissance de p., doncpfil)]
et n = p". .

PROPOSITION 3. -—— L’image par une représentation continue d’un
groupe "primaire (associé à p) dans un groupe séparé est tin groupe

- primaire (associé au même entier).

En effet, G étant un groupe primaire (associé à p) etf une repré—

sentation continue de G dans un groupe séparé, pour toui œeG, 
(" ) VoirA_. SPEISER, Dee Theqrie der Gruppen von endl_ieher Ordnung, 2,

Kap. 51h, Satz 40.
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q —>f(œ‘l) est une représentation continue de Z,, dans [G, prolongeant
la représentationn ——>f(æ") = (/(an))” de Z dans G.

COROLLAIRE. —— & H est un sons—9roupe dzstignoué fem1é d’un groupe
pnmazre G (assumé à p), G/H est un groupeprzmaùe (assoczé au même
entier).

‘
. -

En effet, G/H est l’image de G par 1’h0momorphîsflœ canonique
œ——>æH. ‘

PROPOSITION 4. —— Soit (G, ),6, une famille de groupes t@0lo“g‘iques
séparer; pour que le Groupe [IG, sozt p_nmazre (assoczé à p), zlfautet

LE!
11 suflît que, pour tout tel, G sOztprzmazre(assoczéà p).

En effet, si pOur tout '.EI, G, est primaire” (associé à p) quel que
soit x,eG,, q —>—(æf’),eI est une représentation continue“ de Z,,

dans UG,, prolongeant la représentation n —> (ca”),e,“ Inversement,
t€l

si G=HG, est primaire (associé àp)pour tout 1êI,pr,(G)ÿ= G,
t€l

est un groupe primaire (associé& p), d’après la propOsition 2.
11 en résulte que, pour qu ’un groupe topologique G, ._ limite

projectz've (3) d’une famille (G, ),el de grOupes topologiques séparés,
mlatwement à des homomorphismeaf…, soit primaire (associé à 11)
il faut et il suffitque, pour tout Le], G,— soit primaire (associea p).
C’est suffisant car G est un

sous-groupe fermé de HG C’est
. lÈl

nécessaire, car G, est l’image de G par1’homomorphisme pr, de G
sur G,.

PROPOSITION &. —— Pour qu’un,groupe séparé complet G soit przïnüz're
(associé à p)), zjl faut et il suflït que, pour tout xe G, la représentatzbn
n ——> a:" de Z (muni de la structure p—adique)dans G soit continue. 

(°) La. théorie des limites projectives, avec”lesnotations utilisées.ioi} est expo-
sée par A. Weil [VH]…Chap. I, 5 5.
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C’est évidemment nécessaire; c’est suffisant d’après la proposition
suivante : Toute représentation continue d’un sous—groupepartout dense
d’un groupe complet G dans un groupe complet G’ peut être prolongée
par continuité en une représentation continue de Gr dans -G’ (“).

Si G est un groupe primaire (associé à p) non completet admettant
un groupe complété G, le groupe topologique G n’est pas en général
primaire (associé à p).

Par exemple, dans le tore T, qui n’est primaire (associé à aucun entier,
premier p), le sous—groupedes éléments dont l’ordre est une puissance dep est
partout dense et primaire (associé à p).,

Cependant le groupe complété Ü d’un groupe abélien primaire G
(associé à p) est primaire (associé au même entier) dans le cas où
l’application ( n, æ)—\>nm de Z>< G sur G est continue (Z étant muni
de la structure p—adique). En effet, (n, æ)—>næ est une application
biline'aire continue de Z >< G sur Gr— et l’on peut laprolongerpar conti—

nuité (**) en une application bilinéaire continue (q, x) —> qx de Z,,>__<Ë

sur (N} et, d’après le théorèmede continuitépartielle("’), pour toutæeë,
la représentation q—>qæ de Z,,_ dans (N} est continue et prolonge la
représentation n—> nas; donc (N} est primaire (associé_àp).

DÉFINITION 2. — On dit qu’un groupe est un p—g‘roupe fsi chacun de ses
éléments a pour ordre unepuissance de !’entierpremierp a

PROPOSITION @. — Pour qu’un groupe discret soit primaire (associé
à p), ilfaut et il suflît "qu’il soit un p—groupe.

Toute structure topologique séparée compatible avec la structure-
d’un p—groupe en fait un groupe primaire (associé à p). Cela résulte
trivialement de la définition 1. (

PROPOSITION7. —- SoientG ungroupeséparé completet H un—sous—groupe 
(‘) Voir N. BOURBAKI [VI], Topologie générale, Chap. III,

@ 3. Remarque
suivant la proposition 6. — -

(5) ”Voir N. BOUÎlBAKI [VI], Topologie générale, Chap. III,
@

5, th. 1.
(°) Voir N. BOURBAKI [VI], Topologie générale, Chap. I,

@
8, th. 2.
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__a'z'stmguë ouvert de G; pour que G sont prz'mazre (associé à p) ll faut etzl
sufi"t que H et G /H soient des groupesprimaires (assocze's à p).
C’est nécessaire d’après le corollaire de la propos1tion 3. C’est

suffisant, car, si G/H est.primaire (associé à_p), c’est unp-groupediscret
et, pour tout,.xe G, il existe un entier rèo tel que æP”e H. D’autre
part,- H est ouvert, donc complet et, pour tout xe H et tout voisinage
V de. dans G, il existe un entier r’_>_o tel que, pour tout kèo,
x“”"eVflH… Donc, pour tout ace G et tout voisinage V de e il
existe s‘=r+r’ ‘tel que, pour tout/cèo, @""ÎfiVflHÇV, ce qui
entraîne la continuité de la représentation n —> ce" de Z (muni de la
structure p-adique) dans G et, comme G est complet, il est primaire
(associé‘a p).Ilen résulte que, pour que la somme directe locale d’une famille
(G,),el de groupes abéliens complets, relativementa des sous-groupes
ouverts H,, soit primaire (associé‘a p), il faut et il suffit quechacun
des groupes G soit primaire (associé‘et p). C’est nécessaire, car G est
isomorphe à un sous—groupe fermé de G. C’est suffisant, car, si, pour
tout tel, G,, est primaire (associé à p), H::HH, est primaire

tél
(associé à p) et G/H est un p-groupe discret, car il est somme
dtrecte de p—groupes discrets isomorphesa G, / H,.

2. GROUPES LOCALEMENT COMPACTS PRIMAIRES. — Paorosmou 1.—
Tout groupe compact przmaire (assoc—ze'c‘zp) est Izmzte projectwe d’une
famzlle de p-groupesfinis et inversement.

Tout groupe compact G est limite projective d’une famille (L,),e,
de groupes de Lie compacts. Pour que G soit primaire (associép), il
faut et il suffit que, pour tout LEI, L, le soit (paragraphe 1). Or, si L,
estprirfiaire, c’est nécessairementun p—groupe fini, car si L, n’était pas
fini, il contiendrait un sous—groupe compact isomorpheàaT, ce qui est
absurde, puisque T n’est pas primaire.

La réciproque est triviale.

PROPOSITION2. _ Pour qu’un groupe compact Gsoz'tprimaùe(ossociê
à p), il faut et il suffit qu’il soit totalement discontinu et que, pour

Journ. de Math., tome xxv'n. __ Fasc. 1, 1948.
' 4
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chacun des sous—groupes distingués ouverts H de ‘G, G/ H “soit un
p-groupefini.

C’est nécessaire, car la composante connexe de e dans G est limite
proj€ctive des composantes connexes des éléments neutres des L, (‘- ),
donc {e}; pour tout sous—groupe distingué ouvert H de G, G /H est
un groupe compact discret primaire (associé à p), c’est—à—dire un
p—g‘roupe fini. C’est suffisant, car, si G est compact et totalement
discontinu l’ensemble .? des sous-groupes distingués ouverts de G est
un système fondamentalde voisinagede e (°); G est donc pri-maire (asso-

cié à p), car c’est un sous-groupe ferme’ du“ groupe primaire [IG/H.
HE5

En particulier, tout groupe abélien compact primaire (associé à p) est
isomorphe à un sous—groupe fermé d’un groupe produit de p-grou‘pes
cycliques.‘

De la proposition 2 du paragraphe 'l on déduit immédiatement :

PROPOSITION 3, _ L’image d’un groupe abélien?ocalementcompact
primaire (associé _à p)par chacun de ses caractères est un sous—groupe
cyclique de T dont l’ordre est une puissance de p, ou bien la réunion de
tous ces sous—groupes.

. ’

THÉORÈME 1 — Le groupe duald’un groupe abélien localementcompact
primaire (associé à p) estprimaire (associé au même entier).

Soient G un groupe abélien localement compact primaire (associé
à p) et G son dual. Montrons d’abord que, si G est compact, G est
un p—groupe discret; en effet, si à est un caractère de G, :È(G) est un
sous—groupe fermé de T, donc un groupe cyclique d’ordre p", d’après
la proposition précédente. Autrement dit, pour tout àe G, il existe
rèo tel que, pour tout me G, p"Îe(æ): 0 et à est d’ordre p" dans G,
qui est donc un p—groupe. Supposons maintenant G localement
compact; alors Gest localement" compact et totalement discontin‘u :

(7) Voir A. Wan. [VIH, Chap. V, g 25.-
-(°-) Voir N. Boummn [VI], Topologte«générale,Chap. 111, 5 3, Ex. 19.
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en effet, pour tout æeG le sous—groupe engendré par a: est relative—

ment compact (" ). Donc, dans G, l’ensemble Jf des sous-—groupès
ouverts compacts de G est un système fondamental de voisinage de
zéro. Si H*e J, G/H* est dual d’un sous—groupe ouvert compactH
de G, conjugué de H*. H est primaire (associé àp), donc G/H* est
un p-groupe, d’après la remarque précédente. Pour tOut xeG et

tout H*e£, il existe donc un entier rè_o tel que lcp"â:ê H* pour tout
entier lc._ Ceci entraîne la continuité de la représentation n—>nrî:
de Z (muni de la structure p—adique) dans G, pour tout â:eG.
G étant complet-est primaire (associé à p). A’

De plus la valeur au point a: du caractère qâ: (qu,,) est égale à la
_
valeur au point _qæ du caractère :Ë'. En effet, on a

q:Ê(;Ë)=limnâ(x)î=limâ(næ)=â limnæ iaî(qæ),
ILGZ nGZ ( ;fi% )» -,>q n—>q

car ce est continu.

COR'OLLAIRE I. —— Pour Qu’un groupe abélien localement compact G
soit primaire (associé à p), il faut et il sufiït qu’il soit totalement
dùcontinu et que, pour tout sous—groupe ouvert cbmpact H de G, G /H soit
unp-groupe.

COROLLAIRE ?. —— Tout groupe abe'lien localement compactprimaire
(associé à p) est limite projective d’une famille de p—g‘roupes discrets.

En effet, soit Gun groupe abélien localement compact primaire
(associé-à p). Il est complet et l’ensemble JF des sous—groupesouverts
compacts de G est un système fondamental de voisinage de zéro,
donc G est limite projective de la famille.(G/H),,ÿ de p—groupes
abéliens discrets (”).

PROPOSITION 4. — Si G est un groupe abélien localement compact
primaire (associé à p), (q, a:) —+ qœ est une application biline'aire
continue de Z,, >< G sur G. 

(°) Voir Chapitre I, fin du paragraphe 1. "
(‘…) Voir A. WEIL [VII], Chap. I, 55, p. 25.  
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Comme G est abélien, pour tout w et tout y dans G,

n(æ+y): næ+ ny;

d’autre part, on a (m—l— n)x= mæ+ nav. Donc (n, m) -—> nœest une
application bilinéaù‘6 de Z >< G sur G. Montrons qu’elle est continue
en tout point (n, ce) de_Z >< G, (Z étant mimi de la structurep—adique).
L’ensemble des sous—groupes ouverts compacts de G est un système
fondamental de voisinages de zéro dans G. Pour tout æeG et tout
sous—groupe ouvert compaCt H de G, il existe un entier rèo tel
que kp"æê H pour tout entier If, car n + næ est une représentation
continue de Z dans G. D’autre part, on a pour tout entier n.

(n + k_p") (a: + m’) : nx+ næ’+ /rp"æ + kp"æ’;
!

donc, pour tout x' E H,

(n+kp") (x+æ’)enæ+l—I+H+ H=næ+H,

et ceci montre que (_ n, x} + na: est une applicationbilinéairecontinue
de Z><G sur G. Donc (paragraphe 1 ) ( q, ac) —> qæ) est une application
bilinéaire continue de Z,,>< G sur G.

En particulier, d’après le théorème de continuitépartielle, m + ga:
est un endomorphismecontinu de G, pour tout (] eZ,,.

Il résulte de cette proposition que, si G est un groupe abélien
localement compact primaire (associé àp), la loi de groupe et la loi
de composition eæterne (q,.æ) ——> qæ font de G un Z,,-module topolo—
gique (“) localement compact. Il y a identité entre les sous—modules
fermés de G et les sous—groupes fermés [donc primaires (associésàP)]
de G et il y a identité entre les endomorphismescontinus du Z,,-moduleG
et les endomorphismes continus du groupe G

Soit q un entier p-adique de hauteur 1)’. Alors fi(,æ(Zp)= 1:_,.(,,Z,,)
est un sous—groupe fermé de Tt_r<Zp‘>, 7t_,.(Z,,) étant, en tant que Z,,—

(_“) Soient A un anneau topologique et M un A—module. On dit queM estun
A-module topologique si M est muni d’une topologie compatible avec la struc—
ture de groupeoabélien de M et telle que la loi de composition externe (71, æ)—>Ï.æ
soit une application bilinéaire continue de A >< M dans M.
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il est isomorphe à Q,,, Z,,, QP/Z,,, ou Z/(p") et que, si G est de rangn,
il est somme directe de n sous-modules de rang 1. La seule topologie
d’espace localement compact compatible avec la structure de p-groupe
de (?,/Z, est la topologie discrète, car Q,,/Z,, est dénombrable(“). Il en
résulte que la seule structure de groupe localement compactprimaire
(associé à p) compatible avec la structure de groupe de Q,, est la struc-
ture habituelle. En effet, si Q,, est primaire (associé à p), l’ensemble
Z,,= n,(Z,,) des entiers p-adiques est compact et Q,,/Z,, est discret;
donc Z,, est aussi ouvert et les voisinages de zéro dans Z,, forment un
système fondamental de voisinages de zéro dans Q,,. Il en résulte que
tout groupe abélien localement compact primaire (associé à p) de
rang 1 est isomorphe à Q,,, Z,,, Q,,/Z,, ou Z/(p")et, plus généralement :

PROPOSITION 7.
——.\

Tout groupe abe'lien localement compact,primaire
(aqsocie' à p), de rang fini n est produit de n groupes Üomorphes
à QI)? ZI” Qp/Zp ou Z/(Pl.)°

La proposition 6 du paragraphe 5 donne une autre caractérisation
des groupes abéliens compacts ou discrets, primaires (associés à p)
de rang fini. -

'

5. IJ—GROUPES ABÉLIENS DISORETS ET GROUPES ABÉLIENS COMPACTS PRIMAIRES.

THÉORÈME 1. — Pour qu’un p-gr0upe abe'lien discret ait tous ses éléments
de hauteur infinie, il faut et il sufiït qu’il soit somme directe d’une
famille de'sous-groupes isomorphes à Q,,/Z,, (“’).

C’est évidemment suffisant, -car tout élément de (),/Z,, est de
hauteur infinie. Montrons que c’est nécessaire. Soit G un p—groupe 

(”) D’après un théorème bien connu de Baire, qui, appliqué aux groupes
topologiques, donne le résultat suivant : la seule structure topologique?d’espace
localement compact compatible —avec‘ la structure de groupe d’un groupe
dénombrable est la topologie discrète. Dans le cas actuel, ou peut le voir
autrement : si Q,,,Z,, est localement compactet primaire (associéàp), l’ensemble
des sous—groupesOuverts compacts de Qp/Zp est un système fondamental de voi-
sinages de 0; tout sous-groupe de Q,,/Z,, est cyclique et fini; donc Qp/Zp est
discret.

_ _ _(”) Ce théorème est démOntré, dins le_cas d’un groupe dénombrable par
H. PRÜFER [I] et L. thpm [Il], @

la, th. 13.3. Voir aussi R. BAER UV], 1 et Il.
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abélien discret dont tous les éléments sont de. hauteur infinie.
Montronsf d’abord que, pour tout æe G et ;£ 0, il existe un sous-
groupe H., de G contenant a: et isomorphe à Q,,/Z,,. Définissons par
récurrence la suite («%)œN d’éléments de G : posons a: “=” 500 et soitæ,,
défini par œ,,_i =pæ,, pour tout entier n > 0. Soit H_,, le sous—groupe
de G engendré par la suite (œ”); si azo est d’ordrep"‘, posonsy,,:p"“"æo
pour 1énék, y,,=æ,l_k pour n> lc; y,, est d’ordrep” pour tout n.
Il est immédiat que tout élémentye H,, est de la forme lay… pour des

entiers pn> o et h_ëoconvenables; en outre, si ry,,,=sy,, et si par
exemple mén, on a p”“'”ræs(nmd. p” , donc les classes (mod. Z,)
de

}
p_"‘r et pî”s sont égales. A tOut yeHæ-on peut donc faire corres—

pondre un élément bien déterminé de Q,,{/ Z,,, et l’on vérifie aussitôt que
l’application ainsi définie est un isomorphisme de H,, sur Q,,/ Z,,.

Soit JF l’ensemble des parties X de G telles que la somme HX=2 H.,,
.

_ _.
. œeX

soitdirecte. On voit facilementque l’ensemble Jf , ordonné par inclusion,
est de caractèrefini, donc il est inductif et possède un élément mami—
mal Y (“‘). HY est un sous—groupe pur de G dont tous les éléments sont
de hauteur infinie. M‘ontrons que G: H,,. Supposons que G # Hy.
Il. existe, d’après la proposition 3 du paragraphe 5 du Chapitre 1,
un sous—groupe K # { o} de G tel que G soit somme directe de K et ,

de H,… Si x.êK et æ#o, peur tout entier -n_\:o, il existe yEHY
et 5.6 K tels que a: =p”(y + z),_ c’est—à—dire x'——p"z =p”y. Or
H,,nK= { 0 }, donc œ=p”z et K est un sous-groupe pur de G dont
tous les éléments sont de hauteur infinie. D’après ce qui précède,
il existe un sous-groupe 'H_,& de K 'isomorphe à Q,,/Z,, et la somme
H,._.+ HY ‘est directe, donc { a: } U Ye Jf, ce qui est contradictoire,
car Y est maximal. Donc G= Hy, d’où le théorème.

PROPOSITION l. —— Pour que deuæ p-gronpes abe'lzlens discrets G et G’,
respectivement sommes directes des familles (HQŒI et (K,)…sJ de sous—

grou15es isomorphes a‘, Q,,/Z,, soient isomorphes, il faut et ilsuflit.que I
et J soient équipotents. 

- .(“’) Voir N. BOURB_AKI [VI], Théorie des ensembles, Faso. de résultats, 5 6,
n°8 10 et 11. ‘
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C’est évidemment suffisant. C’est nécessaire, car G… (resp.
G…), est alors somme directe de la famille (H…,)—,eI [resp. (K…,,,),e,]
de sous—groupes cycliques d’ordre p; ces sous—groupes sont simples,
d’où le résultat (‘ ‘).

PROPOSITION ‘2.. — Toutp—groupe abélien discret est somme directe
d’une famille de sous—groupes isomorphes à Q,,/Z,, et d’un sous—groupe
réduit.

En effet, dans un p—groupe abélien discret G, il existe un plus grand
sous—groupé pur H dont tous les éléments sont de hauteur infinie
et G/H est réduit. G est isomorphe à H >< (G/H), d’aprés la propo-
sition 3 du paragraphe 5 du Chapitre I.

PROPOSITION 3. — Tout p—groupe abélien discret est isomorphe à un
sous-groupe d’un p—groupe abe'lien discret, somme directe d ’une famille
de sous—groupes isomorphes à Q,, / Z,,.

Soient G un p-groupe \abélien discret, S un système de générateurs
de G, H,, le sous—groupe d’ordre p”: engendré par 336 Set (K,),es
une famille de groupes isomorphes à Q,,/Z,,. Quel que soit æe S,
il existe un élément y,,ëK, engendrant un sous-groupe H:, de K,,
isomorphe à H.,. Soient G" un groupe abélien discret somme directe des
groupes K,, et H’ le sous—groupe de G’, somme directe des sous-
groupes H,. G’ est un p—groupe abélien discret dont tous les éléments
sont de hauteur infinie. Si yeH’, il existe une partie finie X de S et
des entiers r,,(oér,<p”æ, æeX) déterminés de façon unique tels

que y= 2 r,,y,,. On vérifie facilement que y—+ 2 r,,æ est une repré-
:L‘EX \ æeX

‘

sentation de H’ sur G. Si K désigne le sous—groupe de H’ formé par 
(”) En elfet, on a le théorème. bien connu : Si un groupe abélien d'opéra—

teurs comple‘tement réductible est somme directed’une famille ( H,),el de’sous—
groupes stablessimples et somme directe d’une famille (Hé, ),,g de sous£groupes
stablessimples, il existe une application biunivoque cp de I sur J, telle que,
pour tout tél, HL soit isomorphe d.H£,…. Voir par exemple N. BOURBAKI[VI],
‘Alge‘bre, Chap. I, ê- 6, ex. 18. OnÎ>éut aussi démontrer cette proposition en
remarquant que G et } (resp. G’ et J’) sont équipotents.
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les éléments 2 r.,,y, tels que 2 z,,æ—_ 0, G est isomorphe au groupe
.reX -:1EX

quotientH"/ K. H’/ K est un sous—groupe dup-groupe quotient G’/K
dont tous les élémentssont évidemment de hauteur infinie. G’ / K est
donc somme directe d’une famille de sous—groupes isomorphes à Q,, / Z
d’après le théorème 1, d’où/la proposition.

THÉORÈME 2. —— Pour qu’un groupe abélien compactprimaire (associé
à p) ait tous ses _e'léments # o d’ordre infini, il faut et il suflit qu’il soit
Produit de groupesisomorphesà Z,. —

_

En effet, si G est un groupe abélien compact primaire (associéàp)
dont tous les éléments # 0 sont d’ordre infini, son du‘al G est un
p-groupe abélien discret dont tous les élémentssont de hauteur infinie,
d’après le corollaire de la proposition5 du paragraphe5 du ChapitreI
Gest doncsomme directe d’une famille (H, ):e1 de sous—groupes iso-

-' m0rphes à Q,,/Z,,et G est isomorphe au produit des groupes H,,
duals

des H,, donc isomorphes‘a Z. La réciproque est triviale.
\

Paovosmou 4. —— Pour que deux groupes abéliens compactsprimaires
(associés à p), respectivementproduits des familles (H,))e1 et (K,)Œ, de
groupes zs0mor‘phes à Z,,, soient isomorphè.‘s, ll faut et il sufiît que I etJ
sozent égzaPotents.

Cela résulte immédiatement dela proposition 1.

TùÉORÈME'3. 4 Pour qu’un groupe abélien compact1)7Ù)2(ZÙC (associé
à p) sozt un 19-groupe, il faut et il sufiît qu’il sozt produit de groupes

cycliqaes d’ordres borne's.

Cest évidemment—.suffisant Montrons quec’est nécessaire. Soit G
un p-groupe abélien discret tel que son dual G soit un p-groupe
abélien compact. Tous les éléments # 0 de G sont de hauteurfinie,
d’après la proposition 6 du paragraphe 2. Soit JF l’ensemble. des
parties X de G telles que la somme HX des sous—groupes engendrés
par les æeX soit directe et soit un sous—groupepur,de G. On voit
facilement que l’ensemble Æ, ordonné par inclusion, est de caractère

‘

Journ. de Math., tome 'XXVII. -— Fasc. 1, 1948. 5
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fini, donc inductif et possède un élément maæimal Y. H“, est un sous—
groupe pur de G, somme directe de la famille des sous-groupes
cycliques engendrés par les xéY. Montrons que G=H,., Suppo—'
sons G=Hy. Tous les éléments H, du groupe quotient H/ GY son—t

de hauteur finie, car dans son dual HÇCG, tous les-éléments. sont
d’Ordre fini. Il existe donc dans G / HY une classe y d’ordre p et de
hauteur p"“‘. Il existe aÈEG/H, tel que y=_p"—*.Âc et cé est de haut
teur 1 et d’ordre p'. Le sous-groupe engendré par a: dans H/GY est
pur : en effet, si 2 =p"æ(oélc<r) était de hauteur p’" >])", en
aurait p"“"‘“"é =y et y serait de hauteur la"+’*"*' > ;)"“,, ce qui n’est .

pas. Soit x’ E G un représentantde la classe (15, m’ est d’ordre p’”'>p",
sinon a} serait d’ordre <p". On a p’ a:’eHY et, comme H est pur,il existe æ”eH tel que p""æ=p'cv” et æ=æ’——x” est d’ordre p" et
appartient à la classe a:. La somme de H, et du sous—gfoupeH,
engendré par x est directe. En effet, supposons qu’on. ait“p”æ€H,;‘
on a nécessairementnè r, sinon la classe $. de x serait d’ordre < p".
D’où p”x= 0 et H,, nHY=.{ 0 }. Montrons que le sous-groupe H,,+ H,
est pur. Soit yeH,—+— HY de hauteur 11" dans G. Il existe y'eG,
z€HY et un entier n tels "que y=p"y'=lp”æ+ z, ! entier premier
avec 11. Si ÿ’ désigne la classe de y’ dans G/ H,, ou ai.p"_ÿ’=lp”aè;
mais le sous—groupe engendré par x. est pur, donc on & ]cén.Î On a
donc 3 =p"y’ —p”æ=p"(y’— ln”“"æ). Comme H, est pur, il existe
2’eHY tel ques =p"‘z’, e’est-à—direy=p"(lp"“"æ—z’) et _} est de
hauteur p" dans H,,+H,,, qui est ainsi un sous-groupe pur de G.
Donc {ac }uYeJÏ, ce qui est contradictoire, car Y est maximal.
Donc G= HY et G est somme directe des sous—-groupes cycliques

engendrés par les xéY. Son dual— G est produit d’une famille
[2 /(p")]xeY de groupes cycliques, r,,étant d’ordre de xéY. Suppo-
sons que, pour tout entier r>o, il existe r,,_>rz Soit z=(y,)æey,
y,. engendrant Z/(p"a:). Pour tout entier 7èo, p':3 ——_(p’y,)ŒŸ= 0,
ce qui est contradictoire, car 3 est d’ordre fini dans G. Il existe donc
un entier r tel que, pour tout æ.éY, r,,ér et tous les éléments de G
sont ainsi d’ordre ép’, d’où le théorème.
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THÉORÈME 4. —— Pour qu’un p-groupe abe'lz‘en discret où tous ses

élémentsd’ordre él)”, zl faut et il su_fitqu’il son: somme directe d’une

famille de sous—groupes cyclzques dont l’ordre dwzjsep’(‘ °).

C’est évidemment suffis nt. C’est nécessaire, car, si G est un '

p—groupe abélien discret
dont/_

tous les éléments sont d’ordre _/_p",

—- pOurchacun de ses Caractères ce, on a p’æ(œ):æ(p’ou") = -O et le dual ,

de G est un p—groupeabélien" compact dont tous les éléments sont
d’ordre Lp“, il est donc produit d’une famille(Z/(p“)),el de grOupes

cycliques d’ordre p411G est donc somme directe d’une famille
de sous—groupesisomorphes aux Z / (p")

PROPOSITION 5. -—-»Soil G (resp.—G’)unp-grOupea-b‘e'lziendiscret, somme

directe d’une famille <<“HL>X.é1.
(,'_=1_2_____ (resp- (H’,,r)p_re,r ,,.=,_,___))) de _sous— _

broupes, H, et H’ étant cycliques d’ordre p",' pour que G et G" soient
z'somozp/æs, ll faut et il

sujj_ît
que, pour tout r >O, I,. et J, sozent

equipotents.
. -

Cest évidemment suffisant. Montrons que c’est nécessaire.. POur
tout entier

r> O,‘posons
_

'
(G(p')),,=G,, _et' 2 H,,= H,.

A…el
'

{resp.(_G’(pfi)fi=Gÿ
" et 2 HP,=H’

.:].p.ex.

Alors G,.__, (resp. G,._,) est somme directe de G, et de H, (resp. de G,. ‘

et de H',) et‘Gr_l/G,(resp. G’,._ /G') est isomorphe à H,(.resp H,)
donc somme directe de sous-groupessimples. Get G’étant isomorphes,
H, et H' le sont aussi et Let J,… sont équipotent_s‘ (4 8).‘
On déduit facilement de cette proposition, à l’aide de la théorie de

la dualité, les conditionsd’isomorphiede deux
_p—

groupes compacts. 
(“*) Cé t11éOrème a été démoñtré, dans le cas d’un groupe dénombi‘able,“ par

H, PRÜFEB [I], p. 48 et 57, et dans le cas général”, park. Bum, dans Der Kern,
eine 'charakteristiSe/ze Untergruppe (Compositio Mathematica,VO]. 1, 1934,
g 5, Lem‘ma I), par une méthode directe tout à fait différ.ente A ce sujet, ainsi -

_
que pour le théorème 5, on pourra consulter R. BABR [IV].
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THÉORÈME 5. —— Soit G un p-groupe abélien discret tel que toutes les
cla…s‘;es de G / G‘°°’ soient d’ordre Lp"; G est alors somme directe d’une.
famzlle de som-grozipes cyclaquès d’ordres _4_Î_p’et de sou‘5-groupes
i50mmphes à Q,,/Z,

_

En effet, si æeG”’ ,quel que soit l’entier n>o, il existe x,,+,.GG
tel que au:p"“°’æ,,,,… On a p’æ,,+,=æ;,EG°°’ et x:p"‘Ç,.æ Donc G”’
est un sous-groupe pur de G et il est identique au plus grand sous—_
groupe pur de G dont tous les éléments sont de hauteur infinie. G est

_

d0nc somme directe de G”’ et d’un sous—g1oupe isomorphe à G / G‘°°’,
d’après la proposition 3 du paragraphe”0 du Chap1tre I G‘”’ est somme
directe d’une famille de sous—groupés isomorphes à Q,,/ Z,,d"après
le théorème 1 et G/G“°’ est somme directe d’une famille de sous-
groupes cycliques d’ordres ép,, d’après le théorème 4; d’où le
résultat. *

'

La réciproque est triviale.

, PROPOSITION6. — Sozt G un groupe abélzen compaetpn'màzre'(assocze'
à p); pour queG sont de rang fin:, ll faut et 11 suffit que G“” 5ozt un
was—groupe ouvert de G.

C’est évidemment suffis‘ant. Montrons que c’est nécessaire.Soit G
un groupe abélien compact primaire (associé à p) telque GW soit
un sous—groupe ouvert de G. Si n > 0, G‘”’ est alors unsous—groupe
ouvert de G, car m —> par est un homomorphisinede G dans lui—même.
Le dual G de G est un 1)-groupe discret et G,… conjugué de G‘”",’
est un sous—gr0upe compact, c ’est—à—dire fini, de G. Soit H,, le'séuS— '—

groupe de G,,) formé des éléments de G,) qui sont de hauteurèp”
dans G. On & H,,+‘,CH,,, donc, comme G… est fini, il existe un
indice m tel que H,,=H,,, pour n>m. Le sous-groupe H… de G…est
somme directe d’un nombre fini q de groupes cycliques d’ordrep,
engendrés respectivement par des éléments ce,—(iézéq). Comme
chacun des œ,— est de hauteur infinie dans G, on peut déterminer,
comme dans le théorème 1, une suite (x,—,,)neN pour chaque indice 1,

telle que x,,,=px,—,,,, pour tout11> o, et x,,=æ,. Le sous——groupe H
de G engendré par les œ…(ré;éq, nGN) est somme directe de, q

'
sous—groupesisômôrphes à Q,, / Z,,, et tous ses éléments sont de hauteur
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infinie (dans H). D’après la propositi0n 3 du Chapitrel, paragraphe"o,
G est donc somme directe de H et d’un sous—groupe K,par suite G…
est somme directe de H ,,_,=H… et de K…. Tout élement de K est
d’ordrep’”,é sans quoi K,,;, contiendraitdes éléments de hauteur\=p…
dans G et#0; mais un tel élément appartient aussi par définition
à H…, donc ne peut être que o, et on aboutitàa. une contradiction.
Le sous-groupe K étant contenu dans G,,,,… est fini, donc somme
directe d’un nombre fini de sous-groupes cycliques, ce qui prouve

que G
est

de rang fini; il en est évidemment demême de son dual G.

Les p—groupes abéliens discrets denombrablesJou1ssentde propriétés
particulières. Rappelons le théorème suivant (f”) :

'
‘.

THÉORÈME 6. — Pour qu’un p-g‘roupe abe'lien discret dénoñzbmbla ait
tous ses éléments # o de hauteurfinie, il_faut et il sufiit qu’il soit somme
directe d ’une suite de Sous—groupescycliques. ‘

En général, si G est un groupe abélien discret dont la puissanceest supérieure
au continu, et dont tous les éléments #0 sont de hauteur finie, G n’est pas

gomme directe d’une famille de sous—groupescycliques. En effet, L, Kulikofl"(”)
& montré qu’il existe de tels groupes G tels que, pour toute décomposition de G
en somme directe d’une famille (H,),El de sous—groupes de G, il existe un L€l
tel que H ait une puissance supérieure au continu. ‘

Le théorème 5 permet de déterminer complètement la structure
des p-groupes abéliens discrets dénombr'ables. Une telle étude a été

. faite par H. Ulm et L. Zippin (“). 
(' ”) On en trouŸera la démonstrationdans L. ZirP1N [Il], @ 6.
(°°) Voir L. KULIKOFF [VIII], @ 3. A. Kunoscn, dans Un Mémoire intitulé

Eimge B8merkungen z'ur Theorie des unendlichen Gruppen (Rec. Math.,
Moscou, N. S. .5, 1939, p. 347 353), indique un moyen de construire des p—groupes

'
discrets dont tous les éléments # 0 sont de hauteur finie, dont la puissance est
quelconque,supérieureau continu, et qui ne sont pas sommes directes de sous-
groupes cÿcliques‘. Nous 11 ’av'ons pu consulter“ les mémoires originaux de L.
Kulikoff et de A. Kurosch et renvoyons aux résumés de ces mémoires parus

dansle Zenirallblatt (vol. 22,p. 299—-3oo).
(“) Voir L. ZIEPIN [Il], @ 7 et H. ULM, Zur Theorie der ubzû‘hlbar—

undendlichen Abelsch,en Gruppen (Matherñatisehe Annalen, t. 107, 1933,
p. 774-803).
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Si maintenant G est un groupe abéIieñ compact primaire (associé
à p) ayant un système fondamental dénombrable de voisinages de 0,

son dual G est un p-groupe abélien discret dénombrable. L’étude de
la structure de G se ramène ainsi à celle de la structure de G.
Les résultats ainsi obtenus ont été exposés par W. Krull (”). Signa—
Ions la propriété suivante qui résulte immédiatement du

théorème 6
etde la proposition 6 du paragraphe 2.

THÉORÈME 7. — Pour que, dans un groupe abe’lien compact Gprimaire
(associé à p) ayant un système fondamentaldénombrable de voisz'nag‘es
de o, le sous—groupe des éléments d’ordrefini soitpartout dense, ilfaut
et il szyfit que que G soitproduit de groupes Cycliques.

4. STRUCTURÈ on CERTAINS GROUPES ABÉLIENS LOCALÈMENT COMPACTS

PRIMAIRES. — Nous donnons ici quelques propriétés de la structure de

certains groupes abe'liens localement compacts primaires“ (associés à p},
tout d’abord des groupes dont tout élément ;£.o est d’ordre infini.

THÉORÈME 1. —— Soit G un groupe abe'lien localement compactprimaire
(associé à p) dont tout élément # 0 est d’ordre infini; il existe alors
un groupe abe'lien localement compact G qui est un espace vectorielsur.
le corps Qp, tel que G soct 1s0m07phe à un sous—module ouvert G’ de G
tel que G: Q,,G’ .

G est un Z,,—module re’goulzer. D’après un théorème de C_. Chevalley
déjà cité (“>, il existe un espace vectoriel G sur le corps (non topo- 

(22) Dans le groupe compact G il existe alors une suite décroissante (Gn)n>0

des sous—groupes ouverts telle.que nGa: { o }. Les groupes abéliens compacts
n>0

primaires (ass. à p) ayant un système fondamental dénombrable de voisinages
dec sont donc identiques aux groupes « séparables » compacts introduits par
W.. KRULL [IX], @ 9. Plus généralement,les groupes abéliens localement'compacts
primaires (asssoci-é dénombrableà 17) ayant un système fondamental dénombrable
de voisinages de 0 sont identiques aux groupes séparables complets (separabel
abgeschlossen) de W. Krull. L’absence del’introductionsystématique d’une topo—
Iogie sur ces groupes nuit à la clarté et à laconcision du mémoire de W. Krull.

("-‘) Voir la note (15) du Chapit1e I.
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logique) Q,,, un sous.—module G’ de G tel que G: Q,,G’ et un
isomorphisme cp de G sur G’. Si ‘il] est le filtre des voisinages de o
dansGG, cp(ïl‘) est un système fondamental de Voisinages de 0 dans
“une'tôpologie compatzble avec la structure de grdupe additif de G.
G. muni de cette topologie estlocalement compact et 30 “est un

__isomorphisme du grèùpe t0pologiqueG dans legroupe top0100iqueG.
G’ est un sous—groupe ouvert de G et un groupe primaire (associé
hp); G/G' est un p-groupe. Donc, d’après la proposition 7 du para—

Graphe ”1,_G est un groupe abélien primaire (associé àp).
' On‘ notera quels groupe topologique G 11’est pas en général un espaCe vecto-
riel topologique, au sens qu’on donne d’ordinaire à ces termes (24). En effet,

soit K un"sous—°1roupebuvertcompaCt de G; si K n’est pas de rang1fini, l’image _

deK par l’application æ—>pæ n’est pas un sous—groupe ouve1t de G, d’après la
proposition 6 du pa1agraphe 3; il en résulte que dans G, l’applicationa:-—>p“‘æ
n’est pas côntinùe. En d’aut1es termes, G n’est un espace vectœiel topologique
5111 Q,,que s’il est de dimensionfinie. —

Dansee qui suit, nous 1'dentzfierons les Z,—modules G et G’ et l’espace
’vectoriel G sera dit associé au groupe G. Cet espace “est déterminé à
une isomorphie près par la condition . de - contenir un Z,,—module
ouvert G’

isomorp11e
à G et_tel que G :: Q,,G’. Plus précisément :

PROPOSITIÔN l. -— Soænt G et G, deuàc Groupes abe'lzeñs localement
_

compactsprzmazres (àsso‘c1ésàI))dont tous les éléments# 0 sont al’ordre
. 1nfin1,G etG les espaces vectoriels sur Q,, gutleur sont respectwèment

'associ;e‘salors tout isomorpl‘usme f de G sur G sep1olonge demaniere
unz'que en im isomorphismef de G sur G. "

Le théorème de Chevalley montre qu’il existe un isomorphismef 
_('“) Soient K un corps topologique et E un espace vectoriel sur K. On dit que

E est un espace vectoriel topologique si E est muni d’une topologie compatible
avec la structure de groupe abélien de E et telle que la loi de composition
(71, œ)—> la: soit une application bilinéaire continue de K >< E sur E. Dans ce
paragraphe,.nous dirons, par abus de langage, que H est un sous—module d’un
espace vectoriel G sur Q,, si H est un sous—modulepar rapport à Z,...
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uniquedu groupe (non topologique)@ sur le groupe ÏÏ, , prolongeantf
——l

Mais Gr (resp. G,) étant un sous—groupeouvert de (G resp. Ër,), Îe17
sont continus. ’ '

\
Nous allons maintenant construire effecliVement l’espace vectoriel @

associé à un groupe abélien localement Compact G primaire (associé
’
àp) dont tous les éléments _7é 0 sont d’ordre infini. Soit H un sous-
groupe ouvert compact de G. H est un groupe abélien compactprimaire
(associé à p) dont tous les éléments 76 0 sont d’ordre infini, d’après le
théorème 2 du paragraphe 5, H est produit d’une famille (H,)tel de
groupesisomorphes àZ,,. Soit(G,),elune famille de groupes isomorphes
à Q,,. HL peut être identifié au sous—groupe des entiers p-adiques de G,.
Soit G0 le produit local des groupes G._, relativement aux sous-gr0upes

- ouverts compacts H,. Go est. un espace vectoriel (non-topologique)
sur Q,,; H’=HH, est un ensemble ouvert compact de G() et un

LE]

ZP—module. Soient go l’isomorphisme du Z,,-module H.sur H’ et Ô le
sous—espace vectoriel engendré par H’ dans Gr0 (”:). Soit 396 G; G / H
étant un p—groupe, il existe un plus petit entier r tel que _p"æ€ H. Soit
(œ,),el= cp(p"æ)_; ac, est un entier p—adique appartenant à HE et p"'æ,
est un nombre p-adique appartenant à G,. On a (p,.(p“"æ,)),eleH’
et l’on vérifie facilement que a: -+ (p“"æl)‘e, est un isomorphisme :? du
groupe (non topologique) G sur un sous-groupeG' de (Î, prolon-
geant <p. On a évidemment G: Q,,H =Q,,G’ . Donc, d’après le théo—
rème de Chevalley, il existe un isomorphisme de l’espace vèctoriel
(non topologique) @ ainsi obtenu sur l’espace vectoriel associé au
groupe G et cet isomorphisme est—continu, ainsi que son application
réciproque,car qÎ>(G)-= G’ est un sous—groupe ouvert de (N}, isomorphe
à G.

‘
.

'

Soit H1 un sous—groupe compa‘ct ouvert de G, différent de H.
K : H'n H.l est un sous—groupe ouvert compact de H et de H,; H/K
est donc un p—groupe fini et le dual de H et-le dual de K Sont des 

(25) Ür est l’image réciproque duâous-groupe des" éléments d’ordre fini de
G0/H par l’homomorphisme canonique de Gr0 sur GO/H.
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p—groupes discrets équipotents. D’après laproposition l du para—
‘

graphe 5‘, ils sont sOmmes directes de familles e'qzitpotentes de sous—

groupes isomorphes à Q,,/Z K est donc produitd’une famille de
groupes isomorphes à Z,,, ëquipotente à la famille (H ),61 et il en est de
même de H,. Autrement dit,/1apuismnce‘ de l’ensemble d’indices I est
un tnçurmnt du groupe G. On dit que c’est le rang_du groupe primaire

_À(associé àp) G. Cette remarque et la constructionprécédentemontrent
que l’espace vectoriel'G, associé au_groupe G, est entièrement“ déter—
miné par la donnée de la puissance de l’ensemble 1. Plus précisément :

Prioroèmou 2. —— Soient G et G., deux groupes abe'liens-localehæent
compactsprimaires (associés à p) dont tous les éléments# 0 sont d’ordre
infini; Get G, les espaces vectoriels sur Q,, qui leur sont respectivement
ass'0ciés; pour que G et G1 soient isombrphes, il faut et il“ suffit que
les groupes G et G, soient localement ’isomorphes ou bien aient“ même

_rang. . /
Si G et G1 sont localement isomorphes, il existe un isomorphisme

local <p d’un voisinage V de 0 dans G Sur le voisinage Cp(V) de 0
dans G.; mais V contient un sous—groupe ouvert compact H et la res—

triction de cp à H est un isomorphisme de H sur le sous-groupe ouvert
compact cp(H) de G,; donc Get G. ont même rang. La réciproque est
triviale. D’ou la proposition "2.

Nous allons maintenant examiner la structuredes p-groupes abe'liens

localement
compacts.

'

THÉORÈME 2. — Tout groupe abélieñ localement compact dont tous les
éléments # 0 sont d’ordre p est produit d’un groupe compact, product
(l’une famille de groupes zsomorphes à Z/(p), et d’un groupe discret,
somme directe d’une famille de sous—groupes isomorphes à Z / (p).

Soit G un groupe abélien localement compact dont tous les élé—
ments ;£o sont d’ordre p; G est primaire (associé à p). Soit H un
sous-groupe ouvert compact de G. Le groupe (non topologique) G est
isomorphe au produit des groupes_Hflet G /H car il est somme
directe de sous—groupes simples, d’après le théorème 4 du para—

Journ. de Math., tome XXVII. — Faso. [, 1948. — 6
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graphe 5 (“). Donc tout me G est de la forme (w., 502) avec ac, & H
et a:.) E G / H et tv —+ .:e2 est une représentationf de G sur G / H. Cette
représentation est continue car fl(o)= H est un sous——groupe ouvert
de G. Donc le groupe topologique G est isorfiorphe au produit
H >< (G/H). H est un p—groupe compact dont tous les éléments # 0
sont d’ordrep;H est doncproduit d’une famille de groupes ismhorpheS
à Z/(p). G/H est unp—groupe discret dont Lons les éléments # 0 sont
d’ordrep; G/H est donc somme directe d’une famille de sous—groupes
isomorphes‘& Z/Çp). La réciproque est triviale.

Comme la somme directe locale de groupes topologiques est asso—

ciatwe, ce résultat peut s ’énoncer ainsi: “ '

COROLLAIRE. —-— Tout groupe abe'lien localement àompactd0nt tout élé—

ment # 0 est d’ordre }) est somme directe locale de0groupes isomorphes
à Z/(p) et znve1sement. »

THÉORÈME 3. — Si G est un l)—g‘7‘OUP6 abe'lien localement compact;
G est isomorphè à un sous—groupe ouvert d ’un groupe abélien. localement
compact G0 produit local d’une famille de groupes isomorphes et Ql,/Z,,,
relativementà des sous—groupes cycliques d’ordres bornés.

Soient G un p—groupe abélien localement compact et H un sous—
groupe ouvertcompact de G. H est un p—groupe abélien compact
D’après le théorème 3 du paragraphe"0, H est produit d’une famille
(H.).EJ de groupes cycliques d’ordres bornés. G/H est un p—groupe
discret G’. Soit G’ le p—groupe abélien associé à G’, d’après la propo—
sition 3 du paragraphe 5 : G’ est un sous——groupe de G’ et G' est
somme directe d’une famille (G.)L.EJ. de groupes isomorphes‘a Q,,/Z,,
Soientl l’ensemble somme des ensembles d’indicesJ et J’ et(G ),elurie
famille de groupes isomorphes à Q,,/ZP. Si LEJ, on peut identifier H.
à un sous—groupe cyclique bien déterminé de G.._ Posons H.:{o} ' 

(“*) On. a en etfet le théorème suivant qui complète Celui de la note (“) :

SoitG un groupe abélienet opérateurs complétement réductibles, sommedirecte
d’une famille (H.);el de sous-groupesstables simples; si H est un sous-groupe
stable de G, il existe une sous—famillê (H.).el de 'la famille (H.).elitelle que G
soit somme directe de H et des groupes HL de cette sous—famille.
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si tEJ’ . Soit G() le groupe abélien localementcompactproduit local de

\ la famille de groupes ( GL),EI, relativementaux sous—groupes cycliques
\ d’ordres bornés H;. Tous les éléments de G0 sont de hauteur infinie.

Ü’ est un sous—groupe discret de G0 et, H ===_[IHL est un sous—groupe
_ t€l

ouvertcompact de G… D’après le théorème 2 du paragraphe4, G(p)est
. produit du sous-groupe ouvert compact H…=Hn G… et d’un sous—

groupe discret G4 de G. H + G… estlproduit des groupes G1 et H.
En effet, H est compact, Gi discret et Hn G1 :{ o } (“). Gr4 est iso—

morphe au sou's—groupe (H
—1—

G…)/H de G/H—,—donc à un sous—groupe
de Ë’CG… Soit El) l’i30morphisme de Gr1 dans Gr0 ainsi»défini. Si
yeH + G…, on ay=z —|—(atä)tel avec ze G, et axel—L, et l’on voit,
immédiatement que y —> n]:(z)+ (aa)el est un isomorphisme (0 du sous-
groupe ouvert H + G… de G dans Go: Soit .? l’ensemble des isomor—
phismes % d’un sous—groupe fermé L de G dans Go, prolongeant
l’isomorpbisme @. On voit facilement que l’ensemble 5, ordonné par
la relation « cpL est prolongé par ou » ; est inductzfet, par suite, possède
un élément maximal <PL- L est un sous groupe fermé de G contenant
H—l—G…. Supposons G;£L. Il existe alors œ$L tel que px€L.
Soit _)f"=q>L(px). y’ est de hauteur infinie dans Go; il existe donc
yeGo tel que y’p=py. On a y$<pL(L), sinon il existerait @ EL tel
que“ y = =:>L(æl) et rL(pæ)=Py =P‘PL—(æa)= ‘PL<PŒÙ- Comme “PL est
un isomorphisme, on a px1 =pag et p(æ — xi): 0, c’est—à—dire

ac—æ1 eG…z d’où æe_aæ.+ G…cL, car G… EL; on arrive ainsi à
une contradiŒion, car æŒ L. La classe de y dans le groupe quotient
Go/cpL(L) est donc d’ordre p. Soit L’ le sous—groupe ouvert de G
engendré par Lu{æ}. Si zéL’, ouf—a z=lcæ+œ’, avec oék<p et
m’ eL bien déterminés, et l’on voit facilement que z —> [:)/+ <pL(æ’)
est un bomomorphisme (pu de L’ dans G,, car L est un sous-groupe
ouvert de G.“ Soit kæ+x’eL' tel que [:)/+ cpL(æ’)=o. On a
ky=—çL(æ')EQL(L), donc le: 0 et, par suite, a": 0. Donc
%>L(o)={o} et ou est un‘isomorphisme de L’ DL dans GO, prolon-
geant l"isomorphisme %, donc <p. D’où cpueJf, ce qui est absurde
car % est un élément maximal de Jf . Donc L := G, d’où le résultat. 

(‘-”) Voir N.\BOURBAKI [VI], Topologie générale, Chap. III,
@

6, .Ex. 18.
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On remarquera que le groupeG,, ainsi défini est totalement disc—on—

tinu, mais non primaire (associé àp). Cependant l’ensemble G des.
éléments d’ordrefini de G,,—est un sous—groupepur—ouvert de Gr.0 (”).
G est donc unp—group:e abélienlocalementcompactet G estisomorphe
à un sous——groupe ouvert G’ de G. Dans ce qui suit, on identzfiera les
deux groupes G et G’ et l’on dira que le p-groupe abélien localement
compact G ainsi défini est assocze’ au groupe G

Les démonstrations des théorèmes 1 et 3 sont très différentes. On remarque
pourtant une grande analogie dans la définiti0n du p-groupe associé à un —

p- roupe abélien localement compact et dans celle de l’espace _vectoriel associé
à un groupe abélien localement compact primaire (associé à p) dont tous les élé—
ments # 0 sont d’ordre mfini. En effet, si G est un groupe abélien localement
compact primaire (associé à p) dont tous les éléments # o so-n'td’ot‘d‘ré infini,
il existe un groupe G… produit local d’une famille (G,),el de groupes‘isomorphes
à Q,, relativement à‘des sous—groupesH,, tel que G soit isomorphe à un sous—

groupe ouvèrt de G, G étant l’image réciproque du. sous-groupe des éléments
d’ordre fini de G,,/H par l’homomorphisme canonique de “G,, sur G,,/H, avec

'

Il =HH, Si G est un p-_groupe abélien localementcompact, il existe un
151 _

groupe G0 produit local d’une famille (G,),el de groupes isomorphes à Q,,/Z,,,
mlativement‘a ,des sous—g10upes H,, tel que G soit isomorphe à un sous—gioupe
ouvert de G, G étant l’image réciproque du sous-groupe.des éléments d’ordre

/i'ni de G,,/H par l’homom01phisme canonique de Go sur G,,/Il, avec H=H H.
1.61

En effet, tous les éléments de Il étant d’ordre borné, l’ensemble des éléments
d’ordre fini de G e5t G. Ce endant l’arbitraire ' ui- rè ne dans la défin1t1om du0 P ‘] g
p‘——groupe discret associé à G/H ne permet pas d’écrire des conditions d’iso—
morphie analOgues à celles des propositions1 et 2.

'
' ’

_

, .

Si G est un p—g'roupe abélien compactou discret (resp. localement
compact) dont tous les éléments sont d’ordre ép" (resp. ép), G est
somme directe locale d’une famille de groupes cycliques d’ordres p"
(resp. p), relativement à certains sous-groupes. Mais si G est un“ 

(”) On voit que Gestla composan{eprzmaire (associée àp) du groupe abélien
localement compact totalement discoñtinu G,, (voir Chap. III, paragraphe 1).
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groupe abélien localement compact dont tous les élémentssont d’ordre
_4_p"(r> 1), G n’est pas en général somme directe locale d’une famille
de groupes cycliques d’ordrep", '

\

Pa’r Exemple, Soit G un groupe topologique, produit local d’une famille infinie
(G,),el de groüpe isomorphés à Z/(p"), relativement aux sous—groupes H, de G,

'isomo1phès'à‘Z/(pfi Tous les‘ éléments de G sont d’ordre-ép"' et G est locale—

m‘ént compact et noncompact. G…: | | il est un sous-g1oupe ouve1t Compact
ce! '

de G Supposons que G soit isom01phe à un groupe G’, somme directe locale
d’une famille (G,)ŒK de guoupes isomorphesa Z/(p"), relativement‘a des sous—

4

groupes II’. L’ensemble des xeK tels que H’# G’ est infini, sinon« G', et par
suite G, seraient compacts, ce qui n’est pas. G’ est p10duit du groupe compact

Gi—lIG
’

avec G’,g _Il… et du groupe G,, sommedirecte locale des groupesG’
tels que G’#ll’,‘,, 1'elativement aux ——sousgroupes ll’. G({’l est le sous—groupe
compactde G,, produit des sous—groupes cycliques d’ordrespdeG"'”. Gl”’est un
sous:—groupe partout dense de Glf,l différent de G_l,"l si Gl_{'l est compact. G’*Pl est
égal à G‘{’l><Glfl et non compact, ce qui est absurde, car GW et G’flPi sont iso—
morphes.G n’est donc isomorpheà aucun groupe G’ somme di1eète locale de
groupes 150morphesà Z/(p-") relativementa des sous—groupesquelconques.

.
Cependant on a la proposition suivante. / _

- PROP(1‘SITiON 3Ë ———, Tout groupe abéli‘en localementcompactdont tous les
éléments‘ sont d ’01dre ép' est isomorphe à un sous—@roupeouvert d’un:
groupeproduzt local de groupeszkorïzorplæs

à Z/(p’).

Erl_ effet, avec les notations de la démonstration du théorème 3 le
soùs.—groupe fermé G…, de G esL1s0morphe au sous—groupe ouvert

. Gin G…, de G,,,,,,D’après la proposition 4 du paragraphe 5 du Cha--
pitreI, G(r,,, est isomorphe àla somme directe localede la famille de
gr‘_ôupes (G,…,)gà, relativement aux sous—groupes H(\ G……,, et G…,
est le sous-groupe cycliqued’ordrep'de G,. Si tous les elements deG
sentd’ordreZp', on & G: G,… , d’où le résultat.

La réciproque est triviale.
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CHAPITRE III.
Groupes abéliens localement compacts totalement discontinus._

1. COMPOSANTES P‘RIMAIRES D’UN GROUPE TOPOLOGIQUE. DÉFINITION I. ——-

L’ensemble G,, des éléments se d ’un groupe topologique séparé G tels que
la représentatwn n —> x” de Z dans G se prolonge par contmuzte' en une
7epre'sentatconde Z,, dans G est appelé la

composantepnmaue (assocze'e
àp)deGn -

“

Si æe G,, et si tt,, est la représentation de Z,, dans G qui_prolonge
la représentation n —>æ”, n,, est un hom07norphzlsme de Z,, dans G
et n,,(Z,,) est l’adhérence du sous-groupe engendré par en; c’est un
sous-groupe abélien compact de G, isomorphe à Z,, ou cyclique
d’ordre p’et l’on a 1t,,(Z,,)Ç G,,. Si p’ est un entier premier différent
dep, on a G,,nG,,.={o0}, car si æeG,,nG… on a 11,.(Z,,)= næ(Zp.),
ce qui est absurde si a: # o. :

_
Si H est un sous-groupe fermé de G, la composante primaire

(associée à p) de H est H,,= HnG,, : on a évidemment H,,cG,, et
51 æeHnG,,, 11,…(Z,,)CHet æeH,, [

«,

Si G est complet, pour qu’un élément xeG appartienne à G,,, il
faut et il suffit que la représentation n —>æ” de Z (muni de la struc—
ture p—adique) dans G soit continue.

La composante primaire (associée à 11) d’un groupe discret G est
l’ensemble des éléments de G dont l’ordre est une puissance de p.

En général, l’ensemble G,, n’est pas fermé et n ’est pas un sous—
groupe de &

Dàns le tore T, la composante primairetassociée à p) est l’ensemble des‘ élé-
ments dont l’ordre est une puissance de p; cet ensemble est 1111 sous——groupe
pa1tout dense de T, et, par sui-te, non fermé. Dans le groupe tétraéd1ique dis-
cre‘t @, la composante primaire (associéea 2) est l’ensemble des éléments dont
l’ord1e est une puissance de2 : cet ensemble n’est pas un sous-groupe de @.

Soient G un groupe topologique séparé et J,, l’ensemble des sous—
groupes primaires (associé àp) de G. Si H E Jf,;, H C G,,. Soient @ une
partie totalement ordonnée de $,, ordonné par inclusion, et K le
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sous—groupe engendré par U H. Si xe K, il existe une partie finie
"€Œô

de (IE dont le plus grand élément H’ contient a:. On peut donc pro—
longer par c0ntinuité la représentation n—+x” en une” représenta—
tion 7: de Z,, dans G; celle—ci est unique eta7t.,,(Z,)ÇH’ÇK Donc
K € .?,, et J‘“, est znductzf D’après le théorème de Zorn, il possède un

’ élément maæzmal.

DÈFH‘lITION 2. — On dit qu’un sous—gr0‘upe maæimal de JÎ,, estun
sous—groupede Sylow ( associé à p) de G ( ).

PROPOSI1ION 'l. — Sz G est un 010upe localementcompact, totalement
discontznu dont les deuæ structures uniformes sont zdcntzques, tout som—

groupe de Sylow (associé à p) de G est fermé.

Soit H,, un sous—groupe de Sylow (associé à p) deG et soit :c€ H,,.
L’ensemble des sous—groupes distingués ouverts compacts de G étant .

unsystème fondamental de voisinages de e (2), quel que soit le sous-
groupe distingué ouvert compact H de G, il existe ye H,, tel que
we Hy. La représentationn +y"dé Z(munide la structurep—adique,
dans G est continue; il existe donc un entier n>o tel que y""" èH)
pour tout entier lcèo, et œ‘"""eHy"”"cH, car H est distzng_ué. La
représentation de Z (muni de la structure p-adique) dans G est donc
continue et l’on a 37€ G,. Comme H,, est un sous—groupe fermé de G,
on a 7:,(Z,,)ÇH,,. H,, est donc un sous—groupe primaire (associé à p)
de Gcontenant H,, ce qui est absurde si H,,# H,,, car H,,est maximal.
Donc H,: H,,.

'
.

"
Le même raisonnement montre d’ailleurs que la composante prz-

mazre (associéeà I)) G,, de G est un ensemble fermé. 
(‘) Cette définition, dans le cas des groupes finis, coïncide avec la définition

classique des sous—groupes de Sylow. On trouvera des propriétés des sens—
gnoupes de Sylow d’un g:oupe infini discret dans le Mémoire de R. Baer intitulé
Sylow-theoremsfor mflmte groups (Duke Mathematical Jo‘urnal, 6, 1940,
P 598—614) '

_

(‘- ) Voir N. BOURBAKI [VI], Topologie générale, Chap. III, @3, Ex. 19.
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Si G est un groupe abélien, la composante primaire (associée à p.)
de G est évidemment le seul sous—groupe de Sÿlow (associé à p) de G.
En effet, si xe G,, et ye G,,, la représentation continue g —> qæ— qy
de Z,, dans G prolonge la représentation n—> n(æ—y)= næ-——ny
de Z dans G et G,, est un sous-groupe de G.

Si donc G est un groupe abélien’localement compact, totalement
- discontinu, la composante primaire (associée àp) de G est un sous-

groupe fermé de G.

PROPOSITION “Z. — Toat groupe abélien compact totalement discontùzu
est produit dc—scs composantesprimaires (8 ).

Soient G un groupe abélien compact totalement discontinu;G,,la
composante primaire (associée à p) de G et G le dual de G. On sait
que G est un groupe abélien discret dont tous les éléments'sont
d’Ordre fini. La composante primaire (associée à p) de G est
l’ensemble G,, des éléments dont l’ordre est une puissance de p; il. est
bien connu (" ) que G est somme dùecte de ses composantes pri—

maires G,, (p=2,3., ..). Soit G,, le conjugué dans G du sous-

groupe EG, de G. 'G' est isomorphe au produit des groupes
‘ ‘ï#/l ' '

G,,(p=2,3, .) (‘5 ). G,, est isomorphe à G /EG: G' est donc
tï#-fl

dual de G,, et primaire (“associé àp). On a ainsi G,,C G,, et, par suite,
G‘,ÉÇ EG,, G; désignant le conjugué de G,, dans G. D’autre part,

(li/J
_

G / G; est le dual de G,,; c’est. par suite un p-groupe; (E G,)/ G; est
((il) *

un sous—groupe de G / G,,, c ’est—à-dire un p-groupe, ce qui est absurde, 
() N. Jacobson a esquissé une démonstration dirécte'de ce résultat. Voir

Locàlly compact totally disconnected mags (American Journal of Mathe—
matics, t. LVIII 1936, p. 433-438).( ) Voir par exemple L. ZIPPIN (ÏI),

@ 1 et 2.
(5 ) Voir la démonstration du thé01ème 1 du paragraphe 2 du Chapitre I et,

L. PONTBJAGIN[V], Chap. V, 534.



SUR _LES GROUPES vTOPOLOGIQUES LOCALEMENT Ç_OMPACTS. 49

car, dans EG,, aucun élément ,e'oxn’ä pour ”ordre un multiplede p.
._ t77£fl , '

Donc},ŸG,,=G* et G:G.
’ 'l‘75'P '

.
"

Plus généralement;
' ' ‘

THÉORÈME 1.— Soient G ungroupe abélzen Zo‘calementcompact totale—

"'me'nt discontmu, amsz que son duel], et H un sorts—groupeouvert compact
quelconque de G; G est isomorphe à la soinme dzrecte locale de ses com—

posantesprzmaues G,,, (p_— 2, 3, 5, .), relativementaux comp05antes
pnmazresHflGdeH. .. < - . -

…»

H est un groupe abélien compact totalement discontinu. D’après la
propbsitîon précedente, il estproduitde ses composantes primaires
qui sont, on l’avu, égales à H'nG,, (p='2, 3, 5, .) Soit æeG
etH,, le sous-groupe Ouvert de G engendré par Hn{æ }. La classe
de ce dans G/H est d’ordre fini: en effet, le conjugué H* de Hdans le
dual G'de G est un sous-groupe compaCt totalement discontinu; c’est
le dual du groupe discret G/H donttous les éléments Sont ainsi
d’ordre fini. Le groupe H,, est donc réunion des classes nac+_H qui
sent compactes et ennombrefini. Le groupe H. est donc compact et

- -isomorphe au produit de ses composantes primaires H. nG,,
'

(p=_2, 3, …) Soit x,, la projection de a: dans H,, nG,,. Le
'

groupe quotient H,./H étant d’ordre fini m, la Classe de x,,dans
(H,,(\ G,,)!(Hn G,) est d’ordre finidiviseur de m”etcet ordreest une
puissancedep Par Suite, on a x,,çHfl G,,, sauf pour les entiers pre—

miers 'p (en nombre fiiii) qui divisent l’ordre de H,,/ H. G’ étant la
somme directe locale des groùpes.G,, (P—2, 3, 5, ..), relative—
ment aux souS—groupes ouverts H {\ G,, on voit ainsi que
w—>(æp)p=,_,,_est un isomorphisme go de G dans G’. Mais la

somme H—l—ZG, est un sous—groupe de G, pour toute suite
i=1

finied’èntiets remiérs __, , ,, et G’ ar définition 'P Pi i . . P 7

.

réunion des sous—groupes H +11 G,._—go<Ht'+2 G
,,,.)

Donc
=1 \ i::1.

. œ(G)—_. G', d’où le théorème..
Jourm de Math, tome XXVII —— Faso 1,1948.

_ 7
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Ce théorème admet une réciproque; plus précisément :

PROPOSITION 3. —— Sozent (G,,),,-._,:.;_ une suite de groupes abé-
liens localement compacts pramarres (assocre's auæ dfiére72ts entiers

_

premrers p) et H,, un sous—croupe ouvert compact de G,,; la somme
dtrecte locale des 0roupes (G,) (p_ 2, 3, 5, ) ,relatioementaaa; sous—

Groupes H,, est un groupe abe'lzen localementcompact totalementdts00n—
ttnu arnst que son dual, et G,, "est la composante primaire (assocze'ea p)
aleG.

En effet, soient G la somme directe locale des G,,, relativement-
aux H,,,G', la composante primaire (associée à p) de G 'G est locale—
ment compact et totalement discontinu et sOn dual G, somme directe

" locale des groupes primaires G,,, relativement au:; sous—groupesH*,
_

est aussi totalement disc‘ontinu. Enfin, on & G,,CG,,', inversement,
si æeG', on a sc=(.7c,,),,._.,.____3, avec æ,,eG,. Comme a;—>æ., est
une représentation continue de G,, dans G.,, ou a 30,6 G,,(Chap. II,
ël,Prop. 3). OrG,,flG'={O}sip#q;onàdoncæ,=osip;£q
etæ€G. DoncG',CG,, eth,,= G,. _

De plus on a les conditions d’isomorphie suivantes, qui résultent
immédiatement du paragraphe 2 du Chapitre I(° ).

PROPOSITION 4. — Sort G (resp. G’) un groupe abe'lzen localement .

compact, somme directe locale de ses composantes przmaires G,;
(resp. G,) (p=2, 3 5, .) relatia‘vement des sous—groupes Ouverts
compacts H,, (resp. H,); pour que G et G'_.s0tent isomorphes, tl faut et
tl su_flït qu’il eætste un tsomorphtsme _,

,, de G,, sur G, tel que, pourtous
les entrerspiemtersp, excepté au plus un nombrefnr, __q>,,(H,,)

On notera qu’en général, la donnée d’une‘suite de groupes abé-
liens localement compacts primaires (associés à p) (G,),-,,___ ne___,

\suffit pasaà déterminer a une isomorph‘te près un groupe àbélien G
localement compact, totalement discontinu, ainsi que son dual, dont
la composante primaire (associée‘a p) est isomorphe‘a G,,. ‘ 

(°) Voir le théorème 1 du paragraphe 2 du» Chapitre Il
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Un exemple trivial de ce fait est le suivant. Soient G le groupe compactproduit
des groupes Z/(p) (p: 2, 3,. …) et G’ le groupe discret somme directe de
sous-groupes 150m01phes à Z / ( p) (p __—a, 3,. ..) Les composantes p1imaires
(associéesàp) de G et G’ sont évidemment isomorphesa Z/ (p), cependant les

groupes topologiques G et G' ne sont pas î’somorphes, car ils sont infinis.
‘\ . .

2. STRUCTURE DE CERTAINS dROUPES‘ABÉLIENS LOCALEMENT COMPACTS. —
»— Nous allons étudier ici la structure des groupes abéliens localement

, compacts, à l’aide des résultats obtenus dans le paragraphe4 du Cha—

pitre I, le paragraphe 4 du Chapitre II et le paragraphe 1 du Cha—
'

pitre III.
Examinons d’abord. les groupes abéliens localementcompacts dont .

tout élément est d’ordrefini.

Pnoeosmonl. — Tout groupe abélien localement compact dont tout
élément est d’ordrefini est totalementdùcontinu,ainsi que son dual.

En effet, soit G un groupe abélien localement compact d0nt tous
les éléments sont d’ordrefini.. G possède un sous—groupe ouvert .com—
pac‘t H. Soit H le dual de H; H est isorhorphe au groupe G}H*,'quo—1
tient du dual G de G par le conjugué H* de H dans G. Si £»5Ê,

. â&’<H) est un sous—groupe fermé de T dont tous les éléments sont
d’ordre fini, c’est—à—dire un groupe cyclique fini. Tous les éléments
de H sont donc d’ordre fini et H est totalement discontinu (7).
Comme H est ouvert dans G, la_ composante connexe de 0 dans G est
identiqueàala Composante connexe de 0 dans H et se réduit donc
à { o } :’ G est totalement discontinu. H* est un groupe compact totale—
ment dis—continu, car il est'dual— du groupe discret G / H dont tous les
éléments sont d’ordre fini. Comme H* est ouvert dans G, on voit

-

comme précédemment que G est totalement discontinu.
Soit G un groupe abélien compact dont tous les éléments sont ,

d’ordre fini. G est produit de ses composantes primaires G,,(p: 2,3 .), qui sont des p—groupes abéliens compacts. Quel que
soit xeG, on a x=(æp)(pflj3w,, avec æ,,eG,, et il existe un

(") Cf. Note (°) du Chapitre I.
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entier lcèo tel que lcx=o, donc kæ,;= 0. Par suite,..pour tous
les entiers premiers p qui ne divisent pas le, _on- a x,,= o. Il en résulte
que, pour tous les entiers premiers p, eXcepté un' n0mbre fini,

_ G,,={o}' et G est produit d’un nombre fini de p—ègroupes coin-
pacts G,, (1) =p,, p,, . . ., p,,, p,<p,<. . .‘<p,,), D’après le-‘théo—
rème 3 du paragraphe 4 du Chapitre [I, G,, est produit d’une famille
de p—groupes cycliques d’ordres bornés. Donc tous les éléments de G
sont d’ordre'bor—néet on a le théorèmesuivant :

THÉORÈME 1. ' —— Tout croupe dbÉlzen' compact dont tout élément est.
d’ordre finz est produit d’une 'famzlle de groupes cycliques d’ordres
bornés (3 ).

' '

La réciproque est triviale.
'

G est produit d’une famille ((H.)Lel(p?)), (0 < né kr) de '
/7i

groupes cycliques“ d’ordres“ 4£pË", H, étant un groupé d’ordre P"‘

si 1èl(p?). On dit que les Elf, ensembles d’indices l(p’,‘),
i=.

(0 < r,-_4_ k,, i= 1 , 2, . . .. , n) sont associés au groupe G. Cec1permet
d’écrire les conditions d’iSOmorphie suivantes :

”PROPOSITION.=—— Son: G (resp. G’) un Groupe abélz'encompactdont
tous les éléments sont d’ordrefinz, I(p”"), (0 < r,—éf,—/c, z'—__ 1,2, . ., n)
(res.p I’(qÿ), (o<s,—él,—, j=1, 2, .. ., n’,)) les ensembles d’zndz"cès ,

qua lui sont. as'socze's. Pow que G et G’ sozent zsomorphes, 1!faut et il
.sz‘yfit que n= n’ , p,: q,- et lc, =l_,— pour tout z—-—_ 1,2, .. ., net que, peur
tout r,-(o<or,—éïc,(z=1, 2, .. ., n)), I(p,”) et l’(p”‘) sozent équz-_
patents. ,

"

Cela résulte immédiatement de la pr0position 5 du paragraphe 2
du Chapitre II et de la proposition 4 du paragraphe 1 du Cha—
pitre III. - 

(3 ) Ge théorème et la proposition 2 sont l’extension la plus g1ande possible
du théorème de Gauss—Kronecker 5111 la décomposition d’un groupé a-bélien fini_
en produit de groupes cycliques. Remarquons, à ce propos, que de nomb1euses
propriétés des groupes finis s’étendent non pas, comme il’semblerait naturel,

'

aux groupes infinis discrets, mais aux groupes infi-nis compacts.
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Soient maintenant G.un groupe abélien localement compact dOn‘t
tous les éléments sont d’ordrefini, H un sous—groupe ouvert compact
de G et G,, la, compos-ante primaire (associée à p) de _G. "G,, est un ‘

p-groupe abélien localement compact et G est somme directe locale
des groupes G,, (}) =-2, 3, . , .), relativement aux sous-groupes
ouverts compactsH n G,,. H {\ G,, est lacomposante primaire (associée
à _p) de H et le groupe compact H est isomorphe au produit des
groupes HnG,,(p=2, 3, . . .) Mais, d’après le théorème précé-

'dent, HnG,,={o}, sauf pour un nombre fini d’entiers premiers
p,-(i =1,2 , .. ., n). Donc si p;£p,—, G,, est un p—groupe discret.
Soit G, le groupe discret somme directe des p—groupes G,,(p =p,-) et
G, le groupe somme directe locale des groupes G,,(i= 1, 2, . . ., n),
relativement aux sous-groupes Hn G,”. G, est isomorphe au groupe

Il

localement compact'lîG,.. Comme la somme directe locale de
:= 1’

'
.

rou es est assoczatwe Gest1sômor he à G(] >< G D’où: . \.g P 7 P {

THÉORÈME29 —-‘- Tout groupe abélien localement compact dont tous les
ele'ments sont d’ordre fnt, est produit d ’un nombre fm de p,—groupegs
localement compacts (i—_ 1, 2, . ., n) et d’un groupe abélien discret,

, somme directe de p—groupes discrets (p =pi, t—_ 1 , 2, . . . , n).
Signalons encore la proposition suivante ;

PROPOSITION 3‘. — Si G est un groupe abélien cb_mpact totalement dis—

continu dbnt tous les éléments# 0 sont d’ordre infini, G estproduit de
familles de groupes isomorphesà Z,, (1) = 2, 3, 5, . . ).

Cela résulte de la proposition‘2du paragraphe 1 du Chapitre III
et du théorème 2 du paragraphe 5 du Chapitre II.

Nous»allons maintenantcaractériser les groupes abéliens localement
compacts généraux comme sous—groupes fermes de groupes topolo-
giques dont on peut étudier la structure à l’aide des résultats précéê
dents. Rappelons que tout groupe abélien localement compact est de
la forme R”>< G, où G est un groupe topolOgique abélien ayantrun
sous—groupe ouvert compact. .

Soient d’abord G un groupe abélien localement compact totalement
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dz‘seontinu et G son dual. La réunion des sous-groupes compacts de G
est un sous——grOupe ouvert F de -.G G / F est un grOupe abélien discret

‘ dont tous les éléments % 0sont d’ordre infini et F est dual de G / K,
K étant la composante connexe de G. Soit S une partie de G telle que
les classes _y + F (ye S) forment un systèhæe de générateurs de G / F.
Soit K’ un groupeabélien discret, "somme directe d’une famille de
sous-groupes cycliques i‘nfinis engendrés par une famille (z,).-es
d’éléments de K’. Si zGK’ , il existe une partie finie X de S et des
entiers n. (ye X) déterminés de façon unique et tels que.. _—En..z...

‘

rene ,

_

On vérifie facilement que z —> 2 n.y est une représentation de K’
3 € ?: -

‘ dans G. DOnc‘ .l’applicatiofi,(æ,z) —> x + 2 n.y‘* est une représeh-
EJL‘

tation cp du groupe (non topologique)F >è K’ sur G. Cette représen—
tation est unhomomorphisme,carsarestnct1onau sous-groupeouvert F
de F>< K’ coïncide avec l’automorphisme identique du sous—grOupe

ouvert F ‘de G. Le dual K’ de K’ est isomorphe'àflTset le transpOsé$
de <p est un isomorphisme deG dans le groupe K’ >< (G/ K), dualde F>< K’.

Dans tout ce gut sunt, nous désignerons par G un groupe topolo-
gique abélien ayant un sous—groupe ouvert compact par F la réunion
des sous—groupes compacts de G et par K la composanteconnexe
de 0. F est un sous-groupeouvert de G et K un sous—groupe cOmpact
de F. Le raisonnementprécédent appliqué à F (au lieu de G) permetd’écrire le résultat suivant: ‘

PROPOSITION 4. — Si S est un système de générateurs du dual de K,
F est i_somorphe à un sous—groupefermé du groupe TS >< (F [K).

G/ F est un groupe abélien diséi*et G2 dont tous les éléments # o
.

sont d’ordre infini (°). G.=F/ K est un‘ groupeabélien localement
" 

(“) Voir le paragraphe 1 du Chapitre 1. On pourra étudier la structure du
groupe G2 à l’aide des 1ésultats obtenus par A. MALCEV, 'Torsionsfräe Abelèche
Gruppen von. endlichen Rang (Bee, Math. de Moscou, t l|«, N. S., 1938,

P 45—67)
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compact, totalement discontinu ainsi,que son dual. Soit G, le groupe
abélien localement compact associé au groupe G,, d’après le théo-
-rème l du paragraphe 5 du Chapitre I. Tous les éléments de G sont
‘de hauteur infinie et G est isomôrphe à un sous—groupe ouvert G'
de G, tel que tous les éléments de G, / G1 soient d’ordre fini. On avu,

_au paragraphe 5 du Chapitre I, què'G, est totalement discontinu
ainsi que son dual. D’après‘le théorème 1 du paragraphe 1 du Cha—*

pitre III, G, est somme directe locale de ses composantes primaires
(associées aux différents entiers premiers p) (“’).Avec ces notations,
on a le théorème suivant, S désignant un système de Générateurs du
dual de K.

!

THÉÔRËMÈ 3. — Si G est un groupe abe'lz'en ayant un sous—groupe
ouvezt compact, G eSt isomorphe a un sous—groupe fermé du groupe

abélzen localement compact Ts >< G, >< G,. ‘ ‘
'

Soit G, le groupe topologique Ts>< G >< G. D’après la proposi—
tion précédente, il existe un isomorphisme a]; du sous—groupeouvert F
de G dans le sous—groupe ouvert TS>< G, de G. Tous les éléments
de TS>< G, sont de hauteur infinie; on peut donc prolonger(“) 111 enune représentation continue (la de G dans Ts >< G,. Soit xe G et æ' la
classe de a: dans G/F=G,. (Â]Î(œ), ab) est un élément de G(, et
a: —+ @(æ), a':) estune représentation <p dugroupe(non topologique) G
dans le groupe G. Cette représentation est continue, car elle prolonge
l’isomorphisme q. du sous-groupe ouvert F de G dans G. cpest
biunivoque. En effet, soient x et a" dans G tels que cp(æ)=cp(cic’).
On &

Ll”(00_)—“" “P ($’ )

et' la classe de ce dans G / F est identique‘a celle de x’. Autrementdit,
on a \

æ—æ’eF et qî(æ_æ')=o(æ—æJ)=o(x)—tp(u')=o,_ 
(”) Si G,, est la composante primazre (associéea p) de G,, G,, est un groupe

abélien localementcompactprimaire (associé à p) dont tous lesp éléments ’sont
de hauteur infinie, car G,, est un sous—groupe pur fermé de G,.

(“) Voir A. WE1L [VII], Chap. VI, 9
26, lemme 1



56' J. RRACONNIER.
‘ .«

d’où x: :c’, car <.IJ
est un isomorphisme, Enfin, la restriction de 90 au

sous—groupeouvert F de G n’est autre que l’isomorphismeæ—>(41(æ), o)du groupe topologiqueF sur le sous-groupe ouvert
<p<F>=cpï‘<Gin(TfixGâ

de co(G); donc c est un isomorphisme du groupe topologzque G
dans G.

CHAPITRE IV.
Groupe d’automorphismesd’uflgroupe localement condpaét.

1. GROUPE D ’AUTOMORPHISMES D’UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT. —
4

Soient G un groupe topologique séparé et 9(G) le groupe des aut0m0r-
phismcs de la structure de groupe topologiquede G. Si uE9{G),
”u est un automorphismede la structure de groupe de G, u est continu
et uniformément continu à droite et à_gauche, ainsi que”_’l’aùtomor-
phisme réciproque îZ. C et U étant des parties-de G, on désig‘ne‘par
W(C, U) l’ensemble des ae Ç}(G) tels que pour tout {DE G,

'

u(a:)ac“1& U. Quand G décrit l’ensemble des parties compactes de G
et"U un système fondamental de voisinages de l’élément neutre e
de G, W(C, U) décrit ,une base de filtre 13 sur—Ç}(G), car

W(CUC’, UnU’)cW(C; ’U)nW(C’ ,‘U’)…

et l’intersection des W(C, U) est l’automorphismeidentique._ ,
.

Supposons que G soit localement compact, Alors; {_B vérifie les
axiomes (GV' ), (GV,’,,) et (GV}V) des systèmes fondamentaux de
voisinages de l’élément neutre dans un groupe topologique ( ).
En effet, si U est un voisinage de e et C une partie Compactede G,
il existe un voisinage compact U’ de 6 tel que, U’ 3 C U; C': CU U’est
une partie compacte de G et l’on a

vv<cg
U’)oW(C’, U’)clW(G, Ü).‘ 

(1) On troi1ve1a un énoncé des axiomes (GVi ), (GVII), (GVin) et (GViv) qué
vérifie un système fondamental de voisinagesde l’élément neutre d’un groupe
topologique dans N. BOURBAKI [VI], Topologie générale, Chap.-III, @1, n°2
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En effet, (si u—. et veW(C’, U’), pour tout xEC', u(æ)eU’æ,
V(æ)é U’æ et u(U’)C U’”, d0nc u( v(æ)) & u(U’)u(æ)C U”æÇ Uæ
et uov€W(G, U). L’axiome (GV’) est donc vérifié1L’interæction
desW(C, U) est l’automorphisme identique et l’axiome (GVfi,) est
aussivérifié. Soit enfin C une partie compacte de G, U… un voisinage
de e et u0 & g(G—);alors C"= u.,(C) est une partie compacte de G etÜ: u.,(U)est un voisinagede e et l’on a u0 o W(C’, U’)0 un C W(C, U).
En eff,et si uEW(C’,- U’) et si v= uoououo, pour tout œeC,
v(æ) & u.,(U’u,(æ))C ul(U’)æçUæ. donc véW(C U) et l’aXiofné
(GV{v) est vérifié. De même, les ensembles W(C, U) décrivent une

base de filtre 13 vérifiant les axiomes (GV’ ), ( GV'…) ét (GV’V). Donc,
si ue g(G), les bases de filtre uofl} et {3011 (resp. uo{B et {Bou) sont
équwalentes et forment un système fondamental de voisinages. de u
dans une topologie séparée ‘25, (resp. ‘252 ) sur le groupe g(G) telle
que l’application (u, v)—>uw de _g(G)><9(G) sur Ç}(G) soit
contmue. Pour que latopologie ‘îä, (resp. ‘252) soit compaüble avec
la structure de groupe de g(G), il faut et il suffit que l’application
u —_> u de Ç}(G) sur lui—même soit contmue, c ’est—à—dire que les deux

topologies _‘î£v. et ‘î3, so1ent1dent1ques. Il n’en est généralementpas ainsi. '

‘En' effet, nous allons construire 1111 groupe localement compacts G"dont le
groupe d’automorphisme'g;(G) n’a pas cette propriété. Soit‘ (G,).el une famille
infinie de groupés topologiques isomorphes_ à Q,, et_HL le sous—groupe des entiers
p—adiquesde G,; H est un sous-groupeouvert compact de G. Soit G la somme
directe localedes groupes G,, relativement,aux sous—groupes H., etH——_| | H.

151
G est un g10upe abélien localement compact totalement discontinu etH est un

s‘ous-g10upe ouvert compact de G. SoitC. une partie compacte
de G; il existe

des m;€G(i_=1,2, . . . ) tels que CC U(æ;+H)=C’ et C' est une partie
z=1

compactede G. Si sa: (a:,1)1€b on a sa; leH excepté si 1 appart1entà une partie
Il

finie J; del et pr,(C')-*Upr;(æ:+H):U(æ;.+H.).\ J=U-J, est une
. Z=1

partie finie 'de I et, si
L»Ù,’$Jpr,(C’)=H. On a CCC’CHpr;(C’)—C”et C”

' zel '

Journ. de Math., tome.XXVII. — Faso. 1, 1948.
' “ 8
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est une partie compacte de G. Soit U un voisinage de zéro dans G; il existe une
pàrtie_finie J' de I et un sous-groupe ouvert H de H, tel que H; = H, si L$J’ et

que I |H', =U’c U. U’ est un voisinage“ de zéro et W(C”, U’)cW_(C, U).
tEI

I etant infini, soit x$ JUJ'. Soit x: (x )cel€ G et x{-—_ x', si L # x et ac,,=pæ,,
Alors æ—>(æ{‘),el est un automorphisme u du groupe

toælbgique G. On a

ueW(C”, U’)
[car,

si t;£x, æ',——w,=oeH{ et, si :z‘,,eH…

æ;,’_ æ,= (,o‘“_ 1)x,,€H,,= Hf,;

donc, si a:: (x,),el& C.”,

u(æ) —— æ=(æi
———-ait)1e16HH-Ç=U’];‘

_
\ tel

d’autre part, Ü$W(H, H) [car/“si x=(æ,),g€H{ avec x,,eH,ñfiHfi,
x,,——p1x,,= ”( 1 —p—1)æx$H etË(æ) — xe H]. Il résultede ceci que, lorsque
W(C, U) décritîfi,W(C”, U’) déc'rit une base de filtre équivalenteà îBet pour
tOut W(C”, U'), il existe un ueW(C”, U’) tel que _u$W(H,H): Donc
1’applica‘tionfi——>îi n ’est pas continue sur le groupe g(G_.)

Cependant, si G est le groupe B.” (resp. Q,’j), les topologies ‘t‘5, et %, sont
identiques, le groupé 9(R”) [1esp. 9(Q},1 ] est le groupe linéaire réel (resp.
p--adique) de rang n, muni de la topologie habituelle.

_ Si G est un groupe compact et si W(U) est l’enseinble des autoniôrphisinesu
de G tels que u(æ)ar1 eU pour tOut æ_e G, quand U décrit un système fonda-
mental de voisinagès de e, W(U) décrit un système fondamenta‘l de Voisinages
de l’automorphisme identique dans les topologies ‘(‘5, et %2 qui sont identiques.
En effet, W(U):W(U“). car si ueW(U—f) et æeG,tt(u(æ))—er—lu (x)
et u(æ) décrit G quand w décrit G.

_

Si G est un groupe discret et si W(æ,, _œ2, . . ., x,,) est l’ensemble des auio— «

morphismes u de G tels que u(æ,— =x,- pour i=1. 2, ., 71, alors quand
{x,, 532, . . ., as,, } décrit l’ensemble des parties finies de‘—G, W(æ,, -æ'2, .. ., ou,-,)

est un sous—groupe ouvert de ç}'(G) qui décrit un système ,fondamenta—l‘ïde voisi-
nages de l’automorphisme identique dans les topologies %, et ‘Z5, qui sont ainsi-
identiques.

Soit ‘îê— la borne supérieure (2 ) des t0pologies ‘Zä et ‘î‘ê, et V(C, U)
'

\

l’ensemble des ue g(G) tels que u(æ)æ“‘ & U et _u(æ)x“‘ EU pour
tout æe C."Lorsque C décrit l’ensemble des parties compactes— de G 

(2) Voir N. BOURBAKI [VI], Topologie générale, Chap. 1,
@ 2.
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et U unsystème fondamental de voisinages de e, V(G, U) décrit un
système fondamental de voisinages de l’automorphisme identique
dans la topologie ‘îä et l’on voit comme précédemment que celui—ci

» vérifie les axiomes (GV' ), (GV'…) et (GVW). De plus, V(G, U) étant
symétrique, l’application u —> u de (}(G) sur lui—même est continue.
La topologie % vérifie donc l’axiome (GVH) ( ); elle est donc compa—
’tîble avec la structure de groupe de g(G). Nous dirons que la topo—
logic ‘î5 est la topologie de G. Bir/chef(3 ).

DÉFINITION l. —— On dit que le groupe g(G), muni de la topologie de
G. Bir/chef, est le g‘roape d’automorphz‘smes du groupe localement
compact G.

'

Dans tout ce qui suit, sauf mention expresse dû contraire, ÿ(G) ,

désignera le groupe topologique ainsi défini.
Soit G un groupe localement compact; si se G, l’automorphisme

znte’rieurœ -—>sæs*‘ est un automorphisme use g(G) et l’ensemble
des automorphismes intérieurs est un sous—groupe distingué de g(G.)

Paorosmon l. —— St G est un groupe localement compact dont les deuæ
structu‘res uniformes sont identiques, s -—> u, est une . représentation
continue de G dans g(G) ("). '

s —> u, est une représentation deJdans g(G), car, si. se G et
te G,

u,(u,(æ))=stxt“s
“: u,,(æ): Cette représentation est con—

tinue.
En effet, quel que soit le voisinage U de e, il existe un voisinage 
(“) Cette‘topologie(appelée par N. Bourbaki topologie de eonqerge'nce com—

pacte) est aussi compatible avec la structure algébrique du groupe des auto-
' morphismès d’un espace uniforme localement compact. Voir, par (exemple, le

Mémoire de G. B1axnorr, The topology‘ of transformation-sets (Annals of
Mathematics, t. 35, 1934, p. 861—875).

(") Le groupe des automorphismes intérieurs de G est relativement compact
si on le munit de la topologie définie ainsi : les ensembles V(G, CnU) (C étant
un voisinage compact de e” fixe) forment un système de voisinages de l’auto—
morphisme identique dans la topologie ‘ë’ quand U décrit un -.système fonda-
mental de voisinages de e dans G. La proposition 1 est encore exacte si G est un
groupe localementcompact quelconque.

!
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symétrique U" de 6 tel que pour tout œeG, .…U'“‘=U’ et ;

U”CU ( ); donc U’æU’æ“‘cU”c U et, si SGU‘", sæs-*’æ*€U et.
s“‘ æsac‘1 eU, pour tout x appartenant à une partie compacte quel—
conqueC de G; donc u,€V(C, U).
L’image réciproque de l’automorphisme identique par cette repré—

sentation est le centze de G. ' '

COROLLAIRE. — St G est un OTaupe compact et st Z est son centre,
l’ensemble des automorphzsmes z'“nte'nêursde G est un sous—g7oupe compact
de 9(G), zsomorphe àG/Z
En effet, les deux structures Uniformes de G sont identiques et

s ——> u, est un homomorphtsmede G dans ÿ(G).
PROPOSITION 2. — Pour tout xe G, u—>u(œ) est une dpplzcatzon

contmue de 9(G) dans G. «

_En effet, soit U un voisinage de e. L’ensemble des vê‘â.(G) tels
que v(œ)u(æ)“"êU est VV({æ}, U)…jV({æ} U)ou qui est un
voisinage de 11 dans g(G). ' '.

En particulier, l’ensemble des u€9(G) tels que u(æ)= a: est un
sous—groupe ferme de Ç}(G)(° ).

Soient H un sous—groupe de G et u & Q(G) tel que u(æ).=æquel"
que soit _æeH. On a u(H)-=H et, par suite, H est un sous-groupe
fermé de G tel que ÎÎ(H)= H‘ = u(H). La restriction de u à H est
donc un automorphisme de H, prolo‘ngeant l’automorphisme iden—
tique de H. c’est l’automorphismè identique de H. . , ,

Comme HcH, l’ensemble des ueâ(G), tels que u(æ)=æ pour
tout xeH est égalàal’ènsemble desueÿ(G), tels que u(æ)=æ
pour tout xe H. Cet ensemble est un sdus—groupe ferme de Ç}(G),
car il est l’intersection des sous—groupes fermés de 9(G) formés par
les u tels que u(æ)= æ, quand a: décrit H. ' 

— ("‘) Voir N. BOURBAKI [Vi], Topologie générale, Chapulll, 53, Ex«3z
'- (°) Plus généralement, si A et B désignent des fermés de G, l’ensemble
des ueg(G) tels que u(æ)x—ëeB .et.u(x)x—1GB pour tout æÉA est un
ensemble fermé V(A, B) de <}(G); on a, avec les notations de ce paragraphe,9‘L(H)=V(I—,I H),€(H)=V(H, {e})et3(H)=V(G,H) . —



\
SUR LES GROUPES TOPOLOGIQUES‘ LOCALEMENT ÇOMPACTS. 61

'. DÉFINITION 2. 1—' Si H est un sous—groupe fermé de G, le sous—groupe

fermé C(H) de C}(G) formé pm les ue g(G) tels que u(æ) = a: pour
tout meH est appelé le oentzalzsoteurde H dans Ç}(G) (’) ‘

Soient K un corps topologique localement compact, K' un sous—corps fe1mé
de K L’ensemble des autom01phismes du corps K qui appartiennent au cent1a-
lisateu1 (3(K') de K' est un sous—groupe fermé Cj}(K, K’) de g(K), qu’on appelle

—rle groupe de Gal'0is de K par rapport à K. Les groupesde Galois‘ topologiques
ainsi définis jouent un rôle important dans la thé01ie des corps localement

compacts,
en particulier dans la théorie des corps dismets (8 ).

Soient H un sous—groupe de Getu € Q(G)telq1ie u(H)_-— H. On a

11(H)= H, car H_—u(H) est un sous-groupe partout dense dans H
et dans u(H)=u(H). ‘

Si H est un sous—groupe fermé de G, l’ensemble des 11C g(G) tels
que u(H)= H est un sous—groupe_ fermé de g(_G); en effet, , si
.u(H)=H .et v(H)=H, 3‘(H>=H et u(‘é<H))=u(H)=H-g c’est
un ensemble fermé, car c’est l’intersection des enseinbles, fermés
d’après la proposition 2, formés par les ue Ç}(G) tels que u(æ)e H,
quand a: décrit H.

_ DEF1NI_TlON 3. — 81 H est un sous—croupe fermé de G, le sousgroupe
fermé 9‘L(H) de g(G) forme'pa1 les ueÿ(G) tels que u(H)= H est
appelé le normal1‘sateur de H dans g(G) (’ ). '

Le centralisateur €(H) de H est un sous-gr0upe distmgué fermé de
9‘C(H). En effet, si u€.%(H), ve6(H) etæeH, on a

11(0<11(æ))>=11(11(æ))=x.

_car u(æ)€ H '; donc u :> wife Œ(H). 
(’) Si 112, est l’automo—rphisme intérieur æ—>sæs*‘, l’image réciproque de

€(H) [resp. 9‘L(H), 5€(G)] par s-—>u, est 'un sous-groupe fermé de G qu’on
appellecentralzsateurde H (resp. nornialisateurde H, noyau) dans G. Voir par
exemple H. ZASSENHAUS, Lehrbuch der Gruppentheorie, III,

@
lp.

(8 ) Cette définition des groupesde Galets coïncide avec celle déjà d0nnée
dans les cas étudiés. Voir par exemple W. KRULL, Galo1‘sche Théorie der
unendlchwn Normalkorper(Mathemat1sche Annalen t. 100, 1928, p. 687—698).
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PROPOSITION 3. — St_' H est‘un sous—groupe ouvert compact de G, son-
normalzlsateurest un s‘ous—groupe ouvert de Çjî(G)

En effet, montrons que 9‘L(H)=V(H, H) Si uEÛZ(H) et si

xéH, u(æ)€H et u(æ)æ“’êH; de même u(æ)x”’êH; donc
u€V(H. H). Inversement, s1u€V(H H) et s1æêH u(æ)æ“’êH
et u(H)= H, de mêmeu(H)= H; d’où u(H)=H. On en déduit la
proposition, car V(H, H) est un voisinage de l’”automorphisme
identique. ,

Soient H un sous—groupe fermé de G et uêâ‘L(H). La restriction _

un de u à H est un automorphisme de H. On vérifie facilement que
u —> uH est une représentation de Œ(H)sur le sOus—groupe de g(H)
formé par les automorphismes uH de H qui peuvent être prolongés en .

un automorphisme de G. Cette représentation est cOntinue. En efi‘et,
u € 9‘L(H) (\ V(C, U), C étant une partie compacte de G etU u1‘1vOisi—
nage dee, quel que soitæe H, on a u(æ)€ H, u(x)æ*âe Hm”1 nH .

et, quel que soit _æeC,. u(æ)æf’€ U; donc, si æ-e C nH,
u(aæ)x“1 € Un H; de même u(æ)d:“’ & U {\ H, si æeCnH; donc
u &V(C {\ H,‘U {\H). V(C n H, U n H) décrit un système fondamental
de voisinages de l’autornorphisme identique dans g(H) et l’image
réciproquede V(C n H, U 0 H) par u —+ uH contient9‘C(H) [\

V(C,
U),

donc est ouvert dans 9“L(H). En résumé:

PROPOSITION4. — St H est un sous—groupefermé de G etsi u € 9‘L(H),
la restriction u}] de u à 'H est un automorphzÏsine de H et u ‘—> uIl est une
rept*e'sentatzbn continue de ÛZ(H) dans g(H).

.
L’image réciproque de l’automorphisme identique de H par cette

représentationest l’ensemble des u & _Ç;}(G)tels que, pour tout xe H,
u(æ)=x, c

’est—à-dire
@(H). u ——> un n’est généralement pas 1111 homo-

morphisme.Soit maintenant H un sous_——groupe distingué fermé de G. G/H est
_

un groupe localement compact, soit %(G/H) son groupe d’aùtomor-
phismes. Si uEÛZ(H) et si æeG et yeG, æy“’€H équivaut à

(u(æ)u(y)“‘eH ou à u(æ)u(y)*1 eH et l’on a

_ u(æyH>:u(æ)u<y)a=u(æ)flu(y)H‘
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et
iÏ(æjf)H=Î2(x)ÎLÏ)f)PI=ÏÂ(53)HÜ(J/)H.

D_oncæH —+ u(w)H est un automorphisme à du groupe (non topolo—
gique) G/H. Si U est un voisinage de @, u(U)H: u(UH) est ouvert .

dans G]H donc il est bicontinu etùeÇj(G/H) On voit facilement
que u—+ à est Une représentation de 9‘L(H) dans g(G/H) et cette
représentation est continue. En efïet, soit U un voisinage compact
de e et C' une partie compactede G/H. Il existe des m, & G(z=,1 2, .n.,)

- tels que C’ C Ux,—UH,soit_-——C: Uœ,—U: C est une partie compacte

, de G et CH une partie compacte de G/H contenant C'. Si

ue9‘t(H)nV(C, U),

on a, quel que soit xè C,\

u(æ.)æ—1€U, , u(æI—I)x“îil—l=_u(aç)æ*HcUH.

De même u(acH)œ“1 HCUH et ûeV(CH, UH)ÇV(C’, UH).
V(C', UH) décrit un système f0ndamentalde voisinages de l’auto—

-« morphisme identique de g(G/H) et]’1mâgeréciproque de V(C’, UH)
paru _—> [1 contient 9‘L(H)nV(C, U), donc est ouverte dans 9‘L(H).

En résumé:

PROPOs1'1‘ION 5. — Si H est un sous—groupe distingué ferñzé de G et si
u— €9‘L(H),— acl-I —>' u(x)H est un automorp/zism'e _ 12 € g(G/H) et
u —7> û —e.1t une représe_ñtationcontinue de Œ(H) dans <ÿ(G/H).

.L’image réciproque de l’automorphisme identique de G/H par
u —> à est le sous—groupe distingué “fermé 5(H) de 9°L(H)formé par
les ueÿ(G) tels que, pour tout æeG, u(æH)=æH, c’est—à—dire

_

u(ac)æ*1 EH. Œ(H)nÿ(H) est un sous—groupe abélzen fermé (” ) de
. ç}(G). u —> il n’est généralementpas un homomorphisme.

L’intersection des normalisateurs de tous les sous—groupes fermés 
(i“)- Voir H. ZASSENHAUS, Lehrbuch der—Grappentheorie, Il, Aufga‘be 6.
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de G est appelée le noyau,(”) de g(G). C’est un sous—groupe fermé
de Ç}(G), car c’est l’intersection des sous—gr0upes fermés 9‘L(H),
quand H décrit l’ensemble des sous—groupes fermés de G. On désigne
le noyau de g(G) par ÜC(G). J€(G) est un sous—groupe distingué
de g(G), car si ue ZÏC(G) et si ce ÿ(G), on a, pour toutsous—groupe

fermé H deG, u(o(H))=v(H)etv(u
(«(H)))

=v(v(H))=H; donc
VoiloVŒ@(G). /

Paor<isirmrx 6. — Pour qu’un automorp/iùme ue Cj(G) appartaènne
à
deJâ(G),

zl faut et ll suflït que, pour tout sous—groupe cyclzque H
G,u(H)= HU“).
Soit H un sous—groupe cyclique de G; si uEÛC(G), u(H)=

Inversement, si H est un sous—groupe ferme quelconque de G et si,
pour tout sous-groupe H de G engendré par æeG, u(H,,): H…
ou a, si æeH,

u(æ)eu(Hæ)czc(Hæ)=HæcH,
donc u€JC(G). :

DÉFINITION 11. —'—— Un sous—groupe fermé H de G est dit—4 caractéristique
si ÛL(H)= j(G).

Tout sous——groupeicaractéristiquevestdistingué. SiH est un sous—

groupe de G tel que u(H)_— H pour tout ue g(G), son adhérenceH
est un sous—groupe caractéristique de G.

THÉORÈME 1. — Sozt G un groupe localerîzent cohzpact, produit d’une
.

famzlle (G ),el de sous—Groupesfe7me's c-aractérzst‘zgues; le groupe topo—
logzque C°(G) est zsomorphe au produzt de la famzl_le de groupes
(@ (GW))LGI - .. '

.
_

,

Remarquons que tous les.G, sont-localement compacts et même
compacts, à l’exception d’un nombre fini d’entre eux. .

Soit ue €,(G);La restriction de u à G, est un automorphisme u, du

(‘…) Le noyau de G, dans le cas d’un groupe discret, et été défini et étudié par
R. BAER dans Der Kenz, eme charakteri'stzsche Untergruppe (Compbsztzo
Mathematica, t. 1, 1934, p. 254——283):. —
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groupetopologiqueG et l’on a

u(æ)_——_ <u,(pr,(æ)))_el
“Ên‘efi‘et, Soit J? lefil‘fie des? section} de l’ensemble des parties

finiesde I, ordonné par la relation Ç.' Tout æeG est lzhu'æ suivantJ»
de l’application J —> pr,(æ), comme 11 est continue dans G, u(æ) est
limite suivant À? de l’application J—> 11 (pr,(x))_ (u,(pr,(æ)))et” d’où
l’expression de u(æ') don-néeci—dessus.

Inversement, si u,e Ç}(G,),(u,opr,),e, est un-automorphisme u du
groupe (non tcpologique) G. u,opr, et uîap1‘, étant continus, u est un
homéômorphisme de G et sa restriction à G, est u,. 011vérifie faci—

lement; que u —> (u,),e, est un isomorphisme cp du groupe (non-topolo—
gique) g(G) sur le groupe HÇ}(G,). Soit

U =HU, un Voisinage.
!€l IEÎ

de e dans G, defini comme suit: U, est un voisinage de e, dans G,
égalà» G, ,excepté_si 1 appartient.à une partie finie J de I. Si C est une
partie compacte de. G, pr,(C)= C, est une partie compacte de G,;

' on a CCHJ,:——C’ et C’ est une partie compacte de G. On a donc
tE_I

MV(C’, Û)CV(C, U).
—_Si

V ,(C,, U) est l’ensemble des u,e ç}(G,) tels

qùe u,(æ,)æ,"”EU, et u(su,)æ,“l eÜ, pour tout æ,eC,, alors pour tout
1$J, V,(C,, U,)= g((},). _D0nc [IV,(C,, U,)‘est un voisinage de

‘EI ‘

l’élémentneutre du groupe
topologiqueHg{G,)et 011 a

tel

cp(V(C,
U)):o(V(C', U))=HV, (C,,_,U),

‘ l€I

donc
l’isomorphisme‘Îp est

continu. D’autre “part, soit HV, ûn Voisi—
zeI "

"

neigede l’élément neutre de Hg(G,), défini comme suit:V, est un
(€!

voisinage de l’automorphisme identique dans g(G) é_g,al à g(G,)
excepté si '. appartient à une partie finie Jde I et, si veJ, V, est

‘Journ. de Math., tome XXVII.—_- Faso. 1, 1948. »

_

’

9
'
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l’ensemble
V(C,,U) des u,€ÿ(G) tels que u(æ,)æ“‘_ GU et

u—î(æ)xÿ‘ & U,— quel que soit 56,6 C (U étant un voisinage de e, dans \
- G et C une pa1t1e compacte de G). Soit U,=G et C une partie _

' compacte quelconque de G,, pour LŒJ. Alors, pour tout LŒJ,
'

ÿ,(G):V=V(C,, U) U =HU est un voisinage de e—dans G et
{

[GI(1:——HC est une partie compacte de G; donc V(C, U) est un
voisi—

nel
nage de l’automorphismeidentique dans Ç}l(G) et

V(C, U)=ÎP(Hm),tél

30 est donc continu et par suite est un 130m07phz'wæ du groupe
t0polo—

"

giquefä(G)surflg(e). - — _ _ _.
LEI

THÉORÈME “2. —— Si G est un groupe abélz'en localement compactet
sa G est son dual, les groupes topologzques g(G) et

g(G)
sont 1190—

morphes.

Si ueÿ(G), on sait (“) que son transposé u est un
automor—

-phisme du groupe topologique G et l’on a, si vêÿ(G), uw=wu.
Donc u—+ u eSt un isomorphisme cp du groupe (non topologique) _

‘

Ç}(G) sur le groupe C°(G). Quand U décrit le filtre des voisinages
dezéro dans 'I‘ et C (resp. Ô) l’ensemble des parties compactesde G ‘

(resp. G), l’ensembleV(C, Ô, U)des ue C}(G) telsque
_

‘

<u(æ)—æ,â>eU et <ÎÊ(æ)-—x,â>eU

[resp. l’ensembleV (G, G, U) des zÎ_e Ç}(G) tels” quey<æ,& (Q:) —..%>—eU
..1 ,

A .et <æ, u(æ) —æ>eU] quels que soient æeC et æeÔ, décr1t un
système fondamental de Voisinages de l’aü‘tomorphis1‘he identique 

(“.) Voir Chapitre 1, paragraphe 1.— .
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dans g(G)‘[resp. dans C}(G)]. On a

<u<x> —aa ê>=<‘u(æ» &)
—_—

(au 3«“>

—=<æ,û<æ>>—<x,æ>=<æ. â<â>—à>. ,-
, de même <ÏÏ(œ) — ce, â:> = <œ, ÏZ(aË) — :Î:>. Donc

V(c, Ô, U)=cp<V(C, (“J, v))
et cp est un homéomorphisme de ÿ(G) sur g(G) Avec ces notations

, et celles de la proposition 5, on a la} —

Pk0POSITION 7. —— Si H est un sous—g—rouj1e‘fêrmä de G et si H‘ est son
conjuguédans G, on a :p(ât(H))=9“L(H*) etcp(€(H))_—- 5(H*).

En effet, on & <u(æ), ac> = <æ, u(œ)>. Si we H, :ÈEH_* et
uemçn), onau(æ)êH, <u(æ‘), .£—> @, doncâ(æ)eH*etûem—çn*).
Si ûe9‘L(H*), on a ü_(à)eH*, @, û(£—)> =o, donc u(æ)€H et
ueoz(H). D’où ç(9t(H))= 9‘L(H*).

Dautre part, on a

<u(-x)—æ,â>=<u<æ), â>— <æ. î‘>=<w, %â>>—<æ.â>=<æû<â>—û>-
SiæeH, âeG et uê€(H), on & u(x)=æet <.çv, û(£è)—âÿ> =o;
donc û(.ËÈ) — && H* pour tout 536 G d’où Ûe $(H*). Inversement, si
û€$(H*), on & ü(:Ï:) — :Î:E H* et <u(æ)— æ—, Âc> = 0 donc u(æ) = a:

pour tout ace H, c’est-à—dire ae G(H). D’où <p(G(H)) = ‘5(H*)_.
_

2. GROUPE D’AUTOMORPHISMES D’UN, GROUPE LOCALÉME—NT COMPAÇT TOTALE—
'

MENT DISCONTINU. PROPOSITION &. — Si G est un groupe Ïocalement
compact totalement dt300nttÏnu, l’ensemble des sous—groupes ouverts de
Q(G) est un système fondamental de v'ozsznages de l’automorphùme
tdcnttÿue.

Soient H un sous—groupe ouvertcompact de G et C une partie
compacte de G. C’= CuH est une partie compacte de G et l’on a
V(C’, H)cV(Ç, H). Si u_EV(C', H)et VËV(C’, H), on a, pour
tout _æeC’, u(æ)êHæ et v(x)êHæ, d’ou u(H)CH et v(H)cH;
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donc u<v(w))Gu(H)uu(æ)cHæ et, de même, v<ll<æ))êHæ.iDonc
u 0 ce V (C’, H). V (C’, H) est donc un sous-groupeouvert de g(G).
D’autre part, quand C décrit l’ensemble des parties compactes deG
et H l’ensemble des sous—groupes ouverts compacts de G (qui est un
système fondamental de voisinage de e), V (C’, H) décrit un système
fondamental de voisinages de l’automorphisme identique dans g(G).

COROLLAIRE. — SZ G est un groupe localement compact totalement
"

ducantzñu, @ (G) est ungroupe totalement dmcontina.
'

En effet, V (C’, H) est ouvert et fermé; la composante conneXe de
l’automorphismeidentique est contenue dans l’intersectiondesV(C', H)
et par suite, se réduit‘a l’automorphisme identique.

Soit G un groupe abélien localèment compact totalement discontinu
ainsi que son dual. On a vu que G est somme directe locale de ses com—

posantesprimaires G,, (p = 2, 3, . . .,), relativement à des sous—groupes
ouverts compacts H. \

: '

THÉORÈME 1. — Le groupe d’autom01phzsmes
g(G)3

est produit direct
local des groupes d’autoinorphzsmes g(G,,) (p=2,3, .-.), relative—
ment aux sous—groupesouverts 9‘L(H,,). — .-

‘

En effet, il est clair que, pour tout entierprerflier 19, G,, est un sous—_

groupe caractéristique de G. Donc, si u e 9 (G) la restriction"dè u à‘ G
est un automorphisn‘1e u,,

de G. H =11_,,H et u(H)flH=H' sent ‘

des sous—groupes Ouverts
compacts

de G et u(H)/ H’— est un groupe,:
fini d’ordre n'=fÏpïi . En remarquant que la composante prima1re

z=1 ,

(associée àp) de H [resp. de u(H)] est H,, [resp. u(H,,)], on voit que,
pour tous les entiers premiers}) différents desp,—(i= 1, 2, . . . , m) on
& u(H,,)ÇH,,, c’est—'à—dire u,,(H,,)ÇH,,. De même, pour tous les
entiers premiers p différents d’entiers p}(j=1, 2, . m’), on &

u,,(H,)ÇH,,, Donc, pour tous les entiers premiers 1), différents des p,—

etdesp](z=1, 2, ..., m;j=1, 2, . . ., m’)0n au,,(H,,)= H,,c’est—
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à—dire u,,eâï.(H,,). Inversement, soit (u,),=,,, _. im élément du pro—
duit direct local 9 des groupes Q}(G,,), relativement aux sous—

groupes ouverts 9‘L(H,,). Si x=(æ,,),___,,,M, avec æ,,eG,,pour tout
entier premier p et cv,,èH, pour tous les entiers premiers p,
eXcepté.un nombre fini, on a »u,,(æ,,)êH—,, pour tous… les entiers
premiers:p, excepté un nombre fini); dont: (u,,(æ,,)),=,,,weG. On‘
vérifie facilement que ac -—> (u,,(æ,,)),,=,,,_m,est un automorphisme u

du groupe (fion topologique) G. D’autre part, soit H’=HH,,
… « ,,

un" voisinage de 'zéro dans G, H' étant un sous--groupe ouvert
compact de G,,, égal H,,, excepté pour un nombre fini d’enfiers pre-
miers p,— (z—_ 1,2, . . ., n). u,,(H,) est un sous—groupe ouvert compact
deG,,égalàH,sip7£p,—(z=r, 2, .. .,n),etu(H')=Hu,,(H,,)est

un sous—groupe ouvert compact de G. Ceci montre que _u est
‘
un isomorphisme bicontinu de G sur lui—même. Ces remarques
montrent que u——>—(u,,),,=,,, est un isomorphisme @ du groupe
(non topologique) 9’(G) sur le groupe @. Sbit V,,(C,,, H',) le
voisinage de l’automorphisme identique de G,, formé par les u,,eg(G,,)

___tels que u,,(æ,,)—æ,,eH, et zl,(æ,)—w,êH pour tout œ,,eC,,, C,,
étant une partie compacte de

HG,
contenant H,, et H,; un sbus—groupe

ouvert de H,, tels que C,: =H,, excepté pour un nombre fini
.d’entiers prepmiers p,(z‘=1,H2, .. ., fin). On a V,,(Çm H,;)C9“L(H,,)
pour tout entier premier p et ‘V,,(C,,, H,): 9‘L(H,,) sip #p,— (t': 1,

2”, ., _n). Les ensembles Il V,,(C,,, H,',) forment donc un ”système
.

_
P . .

fondamental de voisinages de l’élément neutre dans %. Pour que cp s01t
* . - ‘ - .

.
' “1 , ‘

lil—continu, 11 faut et 11 suffit ,que les cp (Il V,,(C,,, H,, )) forment un

système fondamental de v01s1nagesdel’automorph1smeidentiquedans
9(G). Nous allons démontrer cette:dernière propriété, C,, et H' étant
choisis comme précédemment, C”: | | C,, est une partie compacte

])

— de G et H’=]] H' est un sous—'groupe-ouvertde H, il est bien clair
p .
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que l’on & ;(H V,,(C,,, H,, )) =V(C”, H’). D’autre part, soit
. p '

‘

_ Î

H’=“ H, un sous—groupe ouvert de H, H,, étant un sous—groupe
" l]

l . . .,

Ouvert- de H,, égal à H,, excepté pour un nombrefin1 d’ent1ers prem1ers
“p,— (z'= 1, 2, ._, n), et soit C une partie compacte de G contenantH.
Il'existe des éléments æ,-e G (j= 1 , z, . , n’) tels que

Cc U(x,—+H)=G’ \

_

' j='1
__

et C’ est une partie compacte de G. Si çc,—=(æ,,,),-,,__, on a'
æ,—,e H,, excepté pour un nombre fini d’entiers premiers

n,. Pi,k(k=î: …; nj)- _

Posons C ——
- .:v- +H . C est une artie com acte de G conte—P— . J:P p p P P 3

Î=1 .
.

nantH,,eetl’onaC,=H,,sîp#p,—;,Uc=1, 2, ...,“n,;i=1,2, ...,n’)..
’= C est une artie com acte de G contenant C et l’on àP P P

!)
_

“ '

V (C”,H’) C V (C,H), d’où le résultat.

'COROLLAIRE. —'— Sz' G est un groupe abélz'enbompacr totalemeñt dispon—

t2nu\(resp. un Groupe discret dont tout élément est d’ordre fina), on a

9(G)= H%”(%>

Soit maintenant G un groupe abélien localement compact primaire
(associé àp). Remarquonsd’abord que le groupe topologique g(G)
n’est pas en général primàz‘m (associé à p).

.

Des exemples de ce fait sont foùrnis par les groupes d’automorphismes de
Z/ (p ) et de Q,,. En effet, d’une part, tout automorphisme de Z/ (pr) est dela
forme a: —> ax, où a est premier avecp et le groupe d’automorphismesdeZ/ (p" )
est un gioupe 15 (p7‘ ) d’01drep"—1 (p —I). Pom qu’un automorphisme apparte—
nant à 35 (pr) ait po… 01dre une puissance de p, il faut et il suffit qu’il soit de la
forme a: —> ( 1 +pu) a: avec u eZ/ (p”). D’autre part tout automorphismè_de Q,,
est de la forme æ—>' ax, où ae Q; et le _group‘ed’automor'phism-esde Q,,_est iso-
morphe au groupe multiplicatif Q*. Pour que la représentation n—>a” de Z
(muni de la structure p—adique) dans Q,, soit continue, il faut et ilsuffit qué ‘

ae 1 + 1). Ces 1ema1ques peuvent se généraliser dela façon suivante:
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. v—PROPOSITION‘2. '—— Soit G” un groupe a_be'_lz"en compactprz‘rfiaz‘re (associé
à p); l’ensemble des _aut0m0rphismes u € Ç}(G) tels que u (ce) -—.- zic € GW ,

pour tout œe G, est un sous—groupe de 9 (G)primaire (associé(ip).
Soit G un p—groupe abélien diséretet u un aùt0morphis’me deG

appartenantan centralisateur@ (G…,,) de G,,,, Posons u (ce) —— æ——__ <)(æ).

"'æ—> v(æ) est un endomorphisme de _G et l’on a e(G_,,,n,)= {oo}si nèl.
— En efl‘et,_ on & v(G,,,,)={o }; supposons que ne“ (G,,,_,,)={ 0 }; si

/ \ - Il-—1 n—1 n—1

æ‘e G,,n, on apæ_€ G,,,n—«, etp V(æ)-— v(pæ) = o;-donc v(æ)€ G,,,, et
‘v(æ)=v(nÿ(m)):o,d’oùv(G(,n,)={o}. Soit maintenant"{æ,,cä,, …Çæ,,}
une part1efime de G et V(æ, , x,, . . ., x,,) le voisinage de l”automorÏ
phisme identique dans 9(G), formé par les ùe Ç}(G) tels "que
u(æ,—)=æ,— pour z—_ 1, 2, . . ., n. Si r est le plus petit entier tel que '

}) æ,—=o (z=1, 2, .. ., n), posons p’ =m; si uEG(G…), on a
’

uèV(‘æ,, cv,, . ., cv,) pour tout entier n’ de la f0rme lm; on a en
effet '

Z(æ1)—Œz+2CV(æt)z+nÿj(æi)”
, k: 1

'
. .

'=æ,+2v(C,,æ,)
‘ car Ü(m,)=o

v:—
.

=æ,_ -car ,11’“": divise CÆ,(o<k<h‘), :

donc Cfi,æ,eG,,*, et v(C,"æ,—)=o; donc u€V(æ,, œ, . ., m,,)
et, comme V(æ,—, æ,, .. ., x,,) est un sous—groupe ouvert de €;(G),

_
uEmV(æ,, cv,, . ., æ,,). Ceci montre que n -> u est une représentation

'

contznue de Z (muni de la structurep—adiqùe)dans C‘3(G,,,,).
Montronsmaintenant que Œ(G…) est complet. Soit Jf un filtre

de Cauchy sur €(G,,,,). Pour tout æe G, l’image de J parl’extension
del’application continue u —> u(æ) est une base de filtre de GaùChy
sur G. Comme”: G est complet, cette base de filtre cônverge&ers un
élément u,,(æ) de G On vérifie facilementqueæ ——>_ u,,(æ)est‘un endo—
morphisme de Get que u,(æ)= a: si w & G…. Posonsu,(æ)—æ= v,, (a:).
ce —+ v,,(æ) est un endomorphisme de G et, d’après ce qu ’on a vu précé
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demment, 50(G….,)={o}, si nè1. Soit æeG et p” l’ordre de x.
n— 1

L’applicationy +y +Z(— 1 )’v,, (y) est un end0morphisme u'de G
k=1

dépendant de w et l’on a

uo(uo(æ))= u’,,‘(uo(œ)‘)

*—x+v° æ)+Z<—1)Ao.<æ>+Z<—r>kv(@
1.—=1 /c=1,

::æ — car V,(æ)_= o.

, Ceci montre que u,, est un automorphismede G et que u., G (”'/(G…).
Montrons maintenant que le filtre JF converge vers u,. . Soit
{æ,, ae,, .. ., au…} une partie finie de G.. Il existe Me ÿ tel que
Mo MCV(m,,æ,, .. .,æ…). Pour tout z=1, 2, .. ., m, il existeun
u,—EM tel que u,—(æ,—)=u,(æ,—). Mais pour tout uEM, on a

u(ae,)__ u,—(x,—), car u o u,— E V (a:1 , x,,.. ., æm). Donc u(æ,—)=u,(x,)_ uo_(_œi) "
et. M C u0 oV (cv,,x,, . . ., m…). Il en résulte que? converge vers u,, et
€(G…) est c0mplet. La proposition 3 du’paragraphe ! du Chapitre Il
montre que C‘3(G…)estprimaire (associé à 11). Si G désigne le dual
de G, Gest un groupe abélien compact primaire (associéà p) et G"”

'est le conjugué de G… dans G. L’ensemble des u€ÿ (G) tels que
u(œ) — âe G… pour tout œe G, est % (G“”). 9 (G…) est isomorphe
à (Ê(G…) d’après la proposition7 du

paragraphe
'1 et, par suite, pri—

maire (associé‘& p). _

Lorsque G est de ran);r fina, GU”est un sous—groupe ouvert de G,
d’après la proposition 6 du paragraphe"0 du Chapitre II; .

J_

â<GP)>=V(© c…»)

est donc un sous—groupe ouvert de 9 (G).

ÇOROLI.AIBE. — 81 G estun p—grouPe abélzen discret,- 8(G…) est un
sous—groupeprzmazre (associéà p) de 9 (G)

.
,» .

Lorsque G est un p-groupe ab_élien ;liscret convenablement choisi,“ =cette
démonstration établit l’existence de groupes complets ‘p-rim‘àires (associésàp) qui
Î'ne sont ni abéliens ni localementcompacts et _qui ne. sont pas des p-groupea. .
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'

PROPOSITION 3. —_.—- Si G e._st ua groupe abélien localementcompactpri—
maire (associé à p) et si q€ 1 + 11, m —> qac est. un automorphismeu, du
groupe topologique G et l’ensemble des auto‘hzorphz‘sn‘ws u, de G est un
sous—groupe ( 1”) compact du centre de G ( (}), z'somorphcàZ,,oucyclzquc
d’ordrep”. ‘

-

En effet, d’après la proposition 4 du paragraphe 2 duChapitre II,
ac -=> qæ est un endomorphisme continu de G sur lui—même,car d’après
la preposition 5 du paragraphe 2 du Chapitre II, quel que901tye G,
“il existe xe G tel quey: gcc. D’autre part;*u,}‘ est biunivoque, car
s’il— existe æ"e G tel que q‘æ= qæ', ‘on a q(æ— (D’) = o et x=‘æ',
d’après lap'ropositi—On 5 déjà citée. Enfin, si qE—1 + p, q“" est un entier
p—adique appartenant à I,+ ;) et u,,—« est un endomorphisme continu de
G; c’est évidemment l°application réciproque de u,_,, qui est “ainsi un
aùtômorphisxfie du groupe topologique G. 9 —> u, est une représen—

\

tation du groupe multiplicatif I‘+]J dans le groupe 9(G). En effet,
quel que soit xe G et quels que soient 95 1 +11 et q’ & 1 +11, on a

'u,,(‘u,,‘, (w)) : u,(q"æ): qq’æ= u‘,_,,,(æ). Soit C une\partie compacte
de' G et H un sous—groupe ouvert ”compact de G; il existe des

æ,—EG (i”:- 1, 22, .,.n)tels que Cc, U(œ,+ H) et la classecv,—+ H

est d’01‘di‘e fifilp”‘ dans lep—groupe G/H. Si r==.max(r,, r,, . . ., n,),
. pourtoutz==1, 2, ., n, ou ap”‘œ,€H et siqêp”,qxêH. SiæeC,ilexiste un a:, et yéHtels que a::@+}! et, si q€1+p”, on a

q—_—Iev’ etqæ—Œ—<q—I)æ—(q—I)æu+(Q—I)yêH+HH
car (q—I)æ,—€H; comme qier+p”, on a de même, q“æ—æ€H

_po'ur xe C.; donc u, eV (C, H). Il en résulte que 9 —+ u,, est une repré—
sentation continue de 1_ + p- dans 9(G) et, Comme 1 + p est compact,
(:’est un homomorphisme. L’image de 1 +11 par celui—ci est donc un .

sous—groupe
de g(G) isomorphe à Z,, où à Z/(p"). Si u€ÿ(G), 

ÿ‘
.

' €

(””) Voir R. B,uæa,‘ Primary abel£an groups and their automorphisms
(American Journal of Mathematics, vol. LIX‘,1937, p.. 99-120.) On trouvera

'

dans ce travail d’aut1es propriétés du g:oup'e d’automonph15mes d’un p—groupe
abélien discret. ,

.

Jaurn. de Math., tome xxvfi. —— Fasc. 1, 1948.
' 10

_
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u (u,,(æ)) = u (gas) = qu(æ) = uqi(u(œ)), car u est continu; donc
ue uq= uq o u et u,_, appartient au centré de 9 (G).

Notons qu’il y a identité entre les automorphismes d’un groupe
abélien localement compactprimaire (associé à p) Gr et les automor—
phismes de G, considéré comme Z,,—module localement commet.

En particulier :

PROPOSITION 4. —.— Si G est un groupe abélien localement compact
primaire (associé à p) dont tous les éléments # 0 sont d’ordre infiniet
si G est l’espace ”vectoriel sur Q,, qui lui est associé, ÿ(G) est le sous—
groupe fermé 9‘L(G) du groupe C‘"3(G) des transformations linéaires
deG.

Cela résulte immédiatement de la proposition l du paragraphe 4
du Chapitre II .

5. MESURE DE HAAR ET GROUPE D’AUTOMOIŒPHISMESD’UN GROUPE LOCALEMENT ;

COMPACT. —— Soient G un groupe localement compact et B l’espace vec—

toriel sur le corps des nombres complexes formé par les fonctions
_ ' | ._1 ..

'

complexesf définies et cont1nues sur G et telles que (:f(o) 501t rela—
tivement compact. Sif& 13 est nulle en dehors de l’ensemble compact
C et si u€ÿ(G), fail est une fonction définie et continue sur G et
nulle en dehors de l’ensemble compact u(C); doncfo u efi Si f€f
et gefi’, on a(f+g)w=fui+gw et Xfou=l(fou) pour tout
nombre complexe )… On voit ainsi quef—>fo u est une transformation
linéaire Tu de l’espace vectoriel £. ' ’

Soit I(f) =ff—(æ)dæ l’intégrale de Haar sur G(fefi) (”). Si

uêç}<G),fouefi; posons Iu(f)=ff<u(æ)>dac. Iu=IoTu est une 
(”‘”) Au sujet de l’intégrale‘de Hear, on pourra consulter le Mémoire de ;

A. Wan. [VII], Chap. II. En particulier les notations utilisées ici sont celles de
-ce.Mémoire.
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fonctwnnelle lme'azreposztwe définiesur E‘ et on a, si s e G:

I,,(fçy,)=ff(3tt(æ))llæ

=fj <Îl(u(s)æ))dæh

=ff@ï£v)ide: Iu(f)y
_ _

car I est invarianteà gauche; I,, est donc aussi invariante à gauche et,
par suite, ne diffère de 1 que par un facteur multiplicatifA(u) > o :

ffläl(æ));dæ=A(u)f—Î(æ)dæ

DÉFINITION l. — A(u) est appelé le module de l’automorphz‘sme
u€ÿ(G).

‘ Si G est le groupe additif de R” (resp. QË), à tout automorphisrfle u de G
correspond une matrice carrée à n lignes à coefficients réels (resp. p-adiques)

.

' dont le déterminant est un nombre réel (resp. p—adique) 3 (u) 7+_' 0 et l’on a

A (u) .= !
…) ((N),

PROPÔ'SITION. l. —— u —> A (u) est une représentation continue du groupe
topologique g(G) dans le oroupe multzplzcatzf localement compact R*
des“ nombres réels > o.

En effet, sijefi et siueç}(G) et veÿ(G), on a,
'“

A….-.,f…,d_æ=ff(äï(ÿ(æ,))d,,
_

=Mïu)ffÜïw))dæ
=A(u)A(c)ff(à)dæ, 

(“). Pour le groupeB”, c’est une propriété bien connu—cde l’intégrale multiple.
Pour Q”, cela résulte du raisonnement suiVant : supposons d’abord n=1.
Si ueç}(Q,), u est de la forme a:——>ax (avec a-ËeQ ). Si azep",n[{p"+1
aZ,,= ". Si rèo, p" CZ,, et Z,,/p_" est isomorpheà Z/(p"). Donc m(Z,,)=p" m(p’)
et m(aZ,,)=p—"m(Zp)=A(u)m(zp), daprès la proposition 3 de ce para-

_

graphe. Donc A(u) :la—": |
al, si l’on pose la|=p—", lorsque aep"nC;æ"“.

Si r<o, Z,, cp’ et p",,/Z est isomorphe à Z/(p*"). Donc m(p") =p*"m(Z,,)
et m<azp> =p-' m<Zp>—-— …) m(_zp>

Donc A(u)=p*"=|etl. On termine la démonstration pa1 récurrence sur n.
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_

donc A (u o v):A(u)A (v) et u —> A (u)est une représentationde 9 (G)
dansB:. Montronsqu’elle estcontinue.,Soitf€ 13 tellequeff(æ)dæ=1 .

f est nulle en dehors d’un ensemble compact G. Soit V un‘voisinage
compact de e. f est uniformément Continue; donc, quel que soit a > 0,
il existe un voisinage compact U cV tel que, si yz“‘ E U,

|f(y) ——f(u) 14 e. UCet _VC sont des ensembles compact A, mesurables
et de mesures m(VÇ)è-m(UC)> 0. Si æe UC et u eV (UC, U) on
au(æ)ar‘€U et lf((æ)>f(æ)l4&Donc

u(C> ‘: £Çf(îä(æ)) dæ—ff(æ)dx'

éjv'c lf(u<x>)——f<æ> |dxéfsuplf(u(y)>——f<y>l<pvc<æ>dx

é€[@vc($) dæé€ïïl(VC)

       
 
 

       
         

 
                  

car u(C)CUC
   

Supposons la propriété vraie pour Q;*‘ (n>1) et soit G le produit de‘ n
groupes G, isomorphes à Q,,. Soit Hi le sous—groupe des entiersp-adiques de G
et Hÿ"’ l’ensemble des p"x, avec æeH;(reZ). T0ut a—utomqrphism‘e u,_ étant
une transformation linéaire de l’espace vectoriel Q; est composé d’automor-
phismes laissant invariants les différents sous-espaces | | G;. Un tel-automor-

t;é/
phisme v, moyennant une permutation des vecteurs de base peut sexp11mer par
une matrice de la forme '

a… ... a…_1 0

a… . . . a2,n_t o_

an,1 - - - an,n—1 ann

;) est composé des trois a'utomorphismes v1, 92 et v; définis par

("1)
l___ '_ '

æi_æz (L-I,_...,ÏL—I),
æln'=annæn
æ;=-æ; (z=1,….,n—1),

( )
n-—1

? ..
2

._æk=2d;æ:+ i7’n
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En particulier

.
’

'
—1

A<u>=Aü(u)—l\ ot A(u)ff(u(x))dæ=f_f(w)äæ.
Si us désigne l’automorphisrñœintérieur æ——> sacs—‘, l’application

composée de A et de s—> us est une représénta—tion de G dans le
__ groupe Rî_, qu’on appelle le module .de s et qu’on désigne par A(s),

‘

“et l’on a -
'

us)/f(x)dæ=ff{äl(æ))dæ:ff@—læfid.},— =ff(æs)dx, . 
' (les oz; fonétions rationnelles des a;,— pour j# n')

'
n—-1 \

.

(V3) x{-=Za,,—x,— (i=1,...,n—1).
‘

_h

/=1 .
‘

æ'ñ= xn,
On a

' "
.

v=_v1ovgquz A(v)=A(m)A(m)A(w)
et*‘l .

' ‘

_

l3(“')l=l5(91)l l3(V2)l l3(Vs)l-

D’après le théorème de Lebesgue-Fubinî, A(V1)=l3(91)l=lannl; ä’autre
' '

' ' n——1
‘

.

part A(V3):
|
ô(v;,) |, car V3 induit sur [] Gi un automorphisme.On a

_ i=1

|ô("z)|=l—

-Moñtrbns que A(w)=1. Soit p—f le plus grand ‘des nombres log]. Si æ;eH
,

. n-—i { _

(i::1,._.., n—1) et si xneHl,{"l, on & æ'n=xn+2azæieHÿf'l. Donc si
\ — . .

i=1
II.—l . __

_ . —1
H :| | H;>< H‘,{’", @(H)ÇH. De même % étant défini par

i=1
! ' .æi=æi (z=1,...,n—x),

<—1

n;—1
,, ) -

2
x'n=æn—Eaiæii=i

on a 32(H)çH. D’où p,<_H)=H et m(-p2(H))=m(H)=A…)m(H) et A(v2)=t.
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' car _I est invariante à gauche. En vertu de la continuité unifOrme
de f, s —> A(s) est une représentationcontinue de G dans Rî (“" ).

Soientfe £, ue Ç}(G) etp un nombre réel è1 ._ On &

[flf<îä…)lédæ]'Î—=A<.>ä[f|}<æw'dxf.
Do'nc, quel que soit ; > O,-U] W“l
et T,,est une transformationlinéairebacontinuede l’espacévectorielL?(‘ °) »

.
\ 1

' '

.
‘ . , . , . /Î .

' mum de la topolog1e determ1nee par la norme [f\f(x)]Pdx] . Sl_£,,

désigne le complété de !? muni de la struotüre uniforme définieà
l’aide de cette norme, T,, se prolonge en une transformation linéaire
bicontinue de l’espace Ê,, (')7

De plus, on vérifie facilement que T,, est une transformation
linéaire biponfinue de l’espace 13… complétéfde l’espâCe fi, normé
Parsuglf(x)l

_

_

4

-
—

PROPOSITION “2. — 81 f& Lî’,,, u —>fou est une apPlz”catzon contmue
de‘ gçG) dans [:’p. '

En effet, soit fefi,,. Quel que soit e>o, il existe gefi tel q1‘1e 
(”) VoirA. WE1L(VII), Chap. II, 58.(”) VozrA. WEIL (VII), Chap. 11, @7.

(“) De plus, si (f, g)—>f*g=ff(y))g(y—îæ) dy est le produit de campo-
sitzon, loi multipliqative qui fait de 131 un anneau topologzque, on a

. ,
:

(fèîÊ)*(goîË)=A<u><f£à)£'£u
en effet

(f°Ît)*(g°u)=ff{u<y>)g(u<riæ>)dy-ff(u<y>)g((u<y))u<æ>)ddy

=A<u>ff<y>)g(’y-iîî<æ>)dy=A<u><f*g)ou
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[f |
f(æ)—g(æ)l"dælpé &. g est nulle en dehors d’un ensemble

compact C. Soit V un voisinage compact de 6. g est uniformément
continue;donc, quel que soit e> 0, il existe un voisinage compact
UCV tel que, si yz“EU |g(y)—g(z)lée. UC et VC sont des
ensembles compacts, mesurables et de mesures m(VC)èm(UC)> o.

'SlæêUCet51uoveV(UCU), ona
_

u(v(œ))ær‘eU et lgOG(V(æ))>— g(æ)lés.

Donc
1 4 1_/

A(1Ÿlf|g(u<æ>)—g(v<x>)ldxl

[fla<îä <v<æ>)>——_>g<æ|dJJ
.

[füg… ())v(æ)))—g(æ)l"dæ]5 car Ê<V(C))CUÔ
.

.

1_
.

lf<î“Plé’( (“(y>))—g<y>l)<Puc(æ)dæl”

4a[f<puc((gx)dx]ésm(VC)ï

”\

D’autre part
1

lflf(îÊ<æ>)—— g(u<w>)l”dwlŸ’=/-…A(a>îe,

lflf(v<æ>)g(5 <æ>)l' dxlîéA<v>5sÎ

lflf(ul(df‘)))—f<V(æ)>lp
dæl%4_ lflf(£($)—)€(M($))l'dx]

+[jlf("(“‘))—g<v(æ))l/d
alæîl/l

"“'”l

1

\.

ïl-*

ïl""

+lflfŒ <w>)—— g(u <æ>)l”dæ

4A(u)”ë + A(V)P£ + HZ(VC)pA(V)S

=A(u)”e+ kÀ(V)"E.
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En vertu de la continuité de la représentationÀ, il existe un voisinage
V(C’, U’) de l’automorphisme identiquedans 9(G) tel que,
s1uwêV(C’ U’), A(v)”4A(u)”—l—e.Donc, s1

uov€V(UC, U)Û'V(Cli UI)!
0Ïlû ,

1

[flf<Îi (m‘))—fŒ (x)) |” dx]’éAiufia +ke<A<ç£)£+.)=r..+ m‘ai—

PROPOSITION 3. — & E est un ensemble mesurable et de mesure m(E)
.

et sz uEÿ(G), u(E) est aussz mesurable et sa mesure est A(u)m(E).
En effet, \

_-
m(u(E)) '=fcp,,…(æ) dxl=A(u)fcpè(m<u(æ)) de}:

=A(u)feE(x)dæ=A(u)m(E).

PROPOSITION 4. —— Si G est un groupe topologique ayant un sous—

groupe ouvert compact, A est un homomorphismedu groupe topologique
g(G) dans le groupe discret QÏ; des nombres ratz'ounels > o.'

En effet, soit H un sous-groupe ouvert compact de G et soit uE(G).
.

u(H) et H’ = H n u(H) sont des sous—groupesouverts compacts de G,”
H’ est donc un sous—groupe d’indice fini n (resp. n’ ) de u(H) (resp.
de H) et il existe des re,—EG (i=1, 2, ..., n) [respî des ae,—EG,
(j__ 1,2, . . ., n’ )] tels que les classes sv,-H' (resp. œ'. H’) forment une
partztwn de u(H) (resp. de H). H, u(H) et H’ étant ouverts et
compacts sont mesurables et de mesures finies > 0.011 a

m(H)=
m<U œ} H'>=

2m(æ} H’)=n'm(H’)
I'—1

et

m(u(H)):m<U w;H'>=Zm(æ,—H’)
:: nm(Il’): -Ï%im(H).

. 'i=1 i=1

D’autre part *

J _.

m(u(H))=A(u)m(H). . _
—
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Donc
“

A(u)‘;717

et A est une représentation de g(G) dans Q*. 9‘C(H) est un
sous—groupe ouvert de g(G) et, si u€9‘L(H), u(H): H et

_ A(u)m(H)= m(u(H))=m(H); donc A(u)=1, c’est—à—dire

9L(H)CÆ(I)‘.

Donc A(1) est un sous--groupe ouvert de g(G)ietflA est une représenî
tation continue de g(G) dans le groupe discret Q*, donc un, homo-
morphisme.

Commune. —— A(I) est un sous—groupe dzstz'ngue' ouvert de 9’( G)
et Ç}(G)/A(I ) est isOmorphe (: un sous—groupe de Q*. .

Si G est un groupe compact (resp. discret), G (resp. {o }) est un
sous—groupe ouvert compact de G et la démonstration précédente
montre que, pour tout ue ÿ(G) on a A(u)_— -.1

‘

Si G est un groupe abélien localement compactprzmazre (associé‘a
l’entier premierp), si H est un sous—groupe ouvert compact de G et
si ue g(G), H’=Hn u(H) est un sous—groupe d’indicep (resp. p)
de' u(H) (resp. de H) et un & A(u)=p’“"'. A est donc un hom0mor—
phisme de Ç}(G) dans le groupe (multiplicatif)cyclique discret formé
par les puissances de p.

I .

DÉFINITION 2. — On dit qu’un groupe localement compact est uni—
modulatre .n ,pour toutsêG, A(s)=1.

PROPOSITION 5. —— Tout groupe localement compact dont les deuæ
structures untformes sont tdenttquesest untm0d—ulatre. ,

Soient G un groupe localement compact dont les deux structures
uniformes sont identiques et V un voisinage compact de e; il existe un
voisinage U de e tel que, pour tout se G, sU.r1 cV; l’adhérenceU’
de UsUs“ cV est donc un voisinage compact de e tel que, pour

sEG —

tout séG, sU’s*'=—U’. U’ est donc mesurable et de mesure
Journ. cle Math., tome XXVII.—— Fasc. 1, 1948. 1 I
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.finie m(U’)> o et l’on &

m(U’) : m(sU’.s—l) :: A(s) m(U’),

c’est—à—direA(s) = 1.
\

Soit H un sous-groupe distingué fermé d’unvgroupe localement
compact G. Désignons par ci: la classe de we G dans le groupe quo-'

tient localement compactG/H et par‘[g(y)dy et fh(ab) dd) les inté— '

grales de Haar respectives desgroupesH et G/H. SoitfEL? nulle en
dehors d’un ensemble compact C. 3! —+f(æy) est une fonction définie
et continue sur H, nulle en dehors de la partie Compacte æ“FCflH
de H; ff(œy)dy est constant sur la classe d: de a; et ci: —>ff(æy) dy
est une fonction définie et continue sur G / H, nulle en dehors de la“.
partie compacte CH de G/H. On a, en” choisissant convenablement_
les facteurs multiplicatifs qui restent indéterminés dans la mesure de
Haar sur H et G/H

f(ff<æy>dy)dæ=ff<æ>dæ …)
"

Â-
"

Soient u€.‘)_‘L(H), uH la restriction de u à H et “u l’automorphisme
de G/H, æH —> u(æ)H On a uHeg(H) et u€9(G/H)et

"

A(u)ff(x)dæ_=.fflï(æ))êæ
‘ ,. «

._
.

=f (ff(îÊ(wy>dy)dre) =f (ff(ï<æ_)ÿ<y)) dy‘) d_a‘s

=_A<uu>f(ffŒ<x>y)dy)dæ
" ‘

.=—A<ù>‘A<aæf(fflæy>dy)dà…

=A(ù)A(u.,)fj(æ)dx.
‘

Donc
A(u): A(ù) A(u,,). 

(“*) Voir A. WEIL (VII), Chap. Il,
@ 9.
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PROPOSITION6. —& H estun sous—groupe dtsttnguêfermed’un groupe

localement compact G et 51 u € 9ï(H), on a
A(u)=A(u)Açun).

Soit G un groupe localement compact, produit d’une famille (G.)Le
de sous——groupes caractérùtzquesfermés. Il existe une partie finie J del
telle que, si L$J G est compact.

PIiOP0811‘ION 7. —Si ue g(G), la rest—n‘otion de u à. G, est un auto-—

morphisme u,EÇ«}(G,) et l’on aA(u)=HA(u,), A(u.) désignant le

module de u,ê Ç}(G) le:

G est produit du groupe compact H G et du groupe localementzé'gI

oompaêt HG. Le module de la restriction de u à [[G étant 1 ,'il
‘ L€J lEflJ

suffit donc de démontrer la proposition pour une suite finie
(G,—),=…),, de sous—groupes caractéristiques de G telle que

,, . . .

G=II Gi. Pour cela,il_suffitde démontrer la proposition pourn: 2,_
-—et de raisonner par récurrence sur n. Soit donc G un groupe locale-

ment compact, produit dedeux sous-groupes caractéristiquesG. et G.
et soit u eÿ(G). La restriction de u a G1 (resp. G..) est un auto—
mor‘phismë u. de” G, (resp. u2 de G.). G2 estisomorpheà G /G1 et l’on a,
d’après la propositionprécédente, A(u): A(u,)A(u,).

PROPOSITION 8. -— Soit G un groupe abélz‘en localement compact, G
son dual, u & Ç}(G) et ûeÇ}(G) le transposé de u, alors le module de u
et le module‘ deu sont égaux.

En effet, soitfE B. On a, en choisissantconvenablement les facteurs
qui restent indéterminés dans les mesures de Haar de G et G

A(u)flf(æ)l2dw=A(u)-flf(u<gv>)|2dæ

=A(u)*f|ff<u(æ))e°“‘<“>dæl
dx,
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d’après le thëorèine de Plane/zerel—Weil(”);donc

A(u)flf(æ>l”dx=flA(u)ff(u(ex)),-…,,@>dærdâ

_f’fflæ)e…<z…æ>dxld£-

=flff(æ)e-“i<æu<x)>dæld£
/\ 2 l\: A<A

2ni<æ,.v> da:
\

dœ

=A(û)flflæ) |=dy»,

d’après ‘le“ même théorème: Donc A(u): A(ù>.

           
(”) Voir A. WEIL [VII], Chap. VI,

@ 30. Cette propriété des modules de u
et & a-lieu même si les facteurs multiplicatifs qui restent indéterminés dans la

me'sure’de Haar sur G et Ô ne sont pas choisis de telle‘ sorte que l’égalité

f1f<æ>ldæ=f
qui constitue le théorème de Plancherel—Weil, ait lieu, car A(u) et A(u) sont

' indépendants de ce choix.

 
ff(æ)e°“i<l’”Îdæ2 dâë,

' 
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