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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur les groupes topologiques localement compacts ;

rarR JeEaN BRACONNIER.

INTRODUCTION.

L’étude de la théorie générale des groupes topologiques a été
inaugurée il y a a peine vingt années. Depuis 1926, de nombreuses
monographies ont été publiées & son sujet : les plus importantes sont
celles de L. Pontrjagin et de A. Weil. Ces travaux ont permis d’élu-
cider dans une certaine mesure la siructure des groupes compacts et
des groupes abéliens localement compacts. Mais si, parmi ceux-ci, les
groupes connexes sont relativement bien connus maintenant, les
groupes totalement discontinus et, par suite, les groupes abéliens
localement compacts les plus généraux n’ont été I'objet que de
recherches assez fragmentaires, au moins quant & leur structure de
groupe topologique. J’ai essayé ici d’apporter quelque contribution &
ces recherches.

Journ. de Math., tome XXVIL. — Fasc. 1, 1g4S. ' B |



2 J. BRACONNIER.

La généralisation de certaines propri¢tés des groupes discrets m’a
fourni, d’une part, un procédé d’exploration important : telles sont
l'introduction de la notion de produit local de groupes topologiques
et celle des groupes de nombres p-adiques. D’autre part, la théorie
de la dualité dans les groupes abéliens localement compacts, telle
qu’elle a 61¢ déroulée dans ces derniéres années par L. Pontrjagin et
A. Weil, s’est révélée comme un moyen d’étude trés efficace. Sur un
plan plus général, les travaux récents de N. Bourbaki sur les struc-
tures fondamentales de 1'analyse mathématique m’ont fourni un
moyen d’exposmon et de recherche d’une grande puissance. Confor—
mément aux principes de cet auteur, j’ai essayé de donner & ce travail
une solide armature logique, par ’emploi de la méthode axiomatique,
de la notion de structure, par la présentation des faits sous forme de
définitions, propositions et théorémes.

Dans le paragraphe 1 du Chapitre I, j’ai rappelé et précisé les
résultats actuels de la théorie des groupes abéliens localement
compacts. Aux paragraphes 2 et 3, j’ai introduit et étudié¢ deux
notions utilisées par la-suite : celle de sous-groupe pur d’un groupe-
topologique au paragraphe 3 et celle de produit local et de produit
direct local de groupes topologiques au paragraphe 2; cette ‘derniére
notion s’est révélée particuliérement intéressante, tant pour la simpli—
fication qu’elle apporte dans I’énoncé des résultats généraux que par
la fabrication d’exemples tératologiques. Enfin, dans le paragraphe 4,
on trouvera un exposé rapide de certaines propriétés des groupes
abéliens compacts connexes.

Dans le Chapitre II se trouve exposée la .notion de groupe
topologique primaire (associé & un entier premier p). Dans les para-
graphes 2, 3 et 4, sont étudiés plus particuliérement les groupes

- (1) Dans ce travail, nous adoptons la terminologie et les notations de
N. Boureaki [ VI]. Conformément a cette convention, Z désigne l'anneau des
entiers rationnels, Q le corps des nombres rationnels, R le corps localement
compact des nombres réels, T le groupe compact R/Z. Dans ce qui suit,
- Z, Q, R désignent les groupes additifs de ces anneaux et corps. Si G est un
groupe, nous désignerons par zy le composé de z et y. Si G est abélien, nous
utiliserons la notation additive z + y pour le composé de z et v et 'élément
neutre de G sera désigné par o.
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abéliens localement compacts primaires a l'aide des groupes de
nombres p-adiques. Cette étude est justifiée par le role qu’elle joue
dans le Chapitre IfI. '

Dans ce chapitre sont examinées certaines propriétés des groupes
abéliens localement compacts. Au paragraphe 4, j'ai déterminé la
structure des groupes abéliens localement compacts totalement discon-
tinus ainst que leur dual a I'aide des résultats du Chapitre II; au para-
graphe 2, la structure des groupes abéliens localement compacts dont
tout élément ést d’ordre fini est déterminée et les groupes abéliens
‘localement compacts les plus généraux sont caractérisés comme sous-
groupes fermés de groupes topologiques bien déterminés. Les résultats
ainsi obtenus sont encore loin d’élre suffisants pour apporter une
solution compléte au probléme de la détermination de la structure
des groupes abéliens localement compacts. Cependant ils permettent
déja une étude approfondie —.que jen’ai pas abordéeici — de structures
d’algébre topologique plus riches : celles des anneaux, corps et
espaces Vectoriels localement-compacts.

Dans le Chapitre IV, j’ai défini le groupe topologique des automor-
phismes d’un groupe localement compact. Dans les paragraphes 1
et 2, j'ai donné quelques propriétés élémentaires de ce groupe : on
obtient de cette facon des groupes topologiques qui jouent un réle
important en algébre topologique. Dans un prochain travail, je
reviendrai moins superficiellement sur leurs propriéiés, en particulier
sur celles des groupes de Galois d’un corps localement compact. Dans
le paragraphe 3, j'ai défini le module d’un automorphisme dlun
groupe localement compact, nombre réel associé & cet automorphisme
et jouissant des principales propriétés du déterminant d’une transfor-
mation linéaire de 'espace numérique & n dimensions.

Cette notion permet d’ailleurs de présenter de fagon trés simple
Pétude de la structure des corps localement compacts.

La plupart des résultats de ce travail ont été résumés et publiés
dans trois Notes aux Comptes rendus de I Académie des Sciences ('),
dont une en collaboration avec M. J. Dieudonné.

(1) C. R. Acad. S;,, 1. 218, 192;4, P- 304-305; t. 218, 1944, p. 577-579; t. 220,
1945, p. 382-884.
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Un progrés nouveau dans I’étude de la structure des groupes loca-
lement compacts me parait lié' a4 une extension de la notion de lLimite
projective de groupes topologiques (correspondant, par exemple, a la
notion de produit direct local) et 4 une étude systématique des groupes
localement compacts dont les structures uniformes droite et gauche’
" sont identiques, qui jouissent de propriétés géméralisant celles des
groupes compacts, des groupes discrets et des groupes abéliens.

Je voudrais, en terminant, exprimer toute ma reconnaissance &
M. Jean Dieudonné. Au cours de la rédaction de ce travail, j’ai trouvé
prés de lui, les conseils les plus amicaux et surtout les plus riches
d’expérience et d’érudition. '

CHAPITRE I.

Groupes abéliens localement compacts.

1. GROUPES ABELIENS LOCALEMENT coMPAcTS. — Rappelons le théoréme
suivant (?) : ] -

Tatorime 1. — Tout groupe abélicn localement compact est isomorphe
@ un groupe produit R*>< G, G ¢tant un groupe topologique abélien
ayant un sous-groupe ouvert compact. Pour que deux groupes localement
compacts R">< G et R">< G’ sotent isomorphes, il faut et i suffit que
n=rn'et que G et G’ sotent isomorphes.

L’étude de la structure des groupes abéliens localement compacts
est ainsi ramenée & celle de la structure des groupes topologigues
ayant un sous-groupe ouvert compact.

Le dual d’un groupe abélien localement compact G est le sous-

(?>) Ce.théoréme est démontré par E. R. van Kameen {III], §1IV, 2, cf.
L. PontriaGiN [V],.Chap. V, §§ 2, 3 et 5. Ces auteurs ont esquissé une démons-
tration du théoréme plus général suivant :

8t G est un groupe localement compact dont les deux structures uniformes
sont identiques, G est isomorphe a un groupe produit R*x< G/, oi G est un
groupe topologique ayant un sous-groupe distingué ouvert compact.
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groupe ‘G de T formé par les representatlons continues de G dans le
tore T, appelées caractéres de G, et muni de la topologie suivante :

si V(C, U) est 'ensemble des z € G tels que z(C)c U, avec UCT et
CcG, quand U décrit le filtre des voisinages de o dans T et C
ensemble des parties compactes de G, V(C, U) décrit un systéme

fondamental de voisinages de I'élément neutre de G (*). On ale

TakoreME 2. — Soit G un groupe abélien localement compact, G son
dual; G est un groupe abélien localement compact et le dual de G est G.
St H est un sous-groupe fermé de G, Pensemble des caractéres z de G

tels que x(H) ={o0} est un sous-groupe Jermé H* de G, quon appelle
le conjugué de H dans G. Le conjugué de H* dans G est H. Si (H) e

est une famille de sous-groupes fermés de G, le conjugué de n H, dans

€l

G est Padhérence du sous-groupe - HY. St G est discret, G est compact
gTroup 'p

tel
et inversement.

Soit f une représentation continue du groupe abélien localement
compact G dans un 0‘roupc abélien localement compact G’ dont le

dual est &'. Siz' e G/, z &' o f est un caractére z de G et ' — & est une
représentation continue (*) de ' dans G, qu'on note f et quon
: 1

appelle la transposé'e de f. Si H est un sous-groupe fermé de G, f (H*)
est un sous-groupe fermé de G, conjugué du sous-groupe fermé f(H)
de G'. En effet, si y € f(H)*, quel que soit z€H,

<o fF)>=Lpaniy=0 o j(F)em
c’est-a-dire y e}\t(H*); donc f(H)’.t c}l(H*) Inversement soit y € f(H);

(3) On notera indifféremment la valeur du caractére. z€ G au point ze G
par z(z) ou {z, Z)>. Sur la théorie de la dualité; en particulier sur la démons-
tration du théoréme 2, on consultera les ouvrages de L. Pontrisein [V],
Chap. V, §§'30-34, et de A. We [VIL], Chap, VI, §28.

(*) Ces propriétés sont démontrées par A. Wem [ VII], Chap. VI, §28.
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il existe z€H tel que y = f(x)et
<)’,,;’>:<f(fl?), .;’,>:<x:f(,)’>)>: o

A =4 U U =1
siyef(H*); donc ye f(H*) et f(H)c f(H*)*; comme f(H*)* est
fermé dans G’, f(H)C}l(H*)*, c’est-a-dire f(H)"* 3]—"\(H*); donc
S(H)Y = f (H*). En particulier le conjugué de f(G) est £ (o).

La transposée de f est f. Si fest un homomorphisme de G dans G/,
fest un homomorphisme de G’ dans G et f(G) est un sous-groupe

-1
Jermé de G, dont le conjugué dans G’ est f(0). Si H' est un sous-
groupe fermé de G contenu dans le sous-groupe fermé H, on a
H*c H'* et le dual de H/H' est H'*/H*. Enfin si H est un sous-groupe
ouvert de G, son conjugué H* dans G est un sous-groupe compact ct
inversement. En effet H* est dual du groupe discret G /H.

Soit G un groupe topologique abélien ayant un sous-groupe ouvert
compact H; G est localement compact. Le conjugué H* de H dans le
dual G'de G est un sous-groupe ouvert compact de G. L’inter-
section K des sousigroupes ouverts de G est un sous-groupe compact
de G car KcH : c’est la composante connexe de o dans G (*). La
réunion F des sous-groupes compacts de G est un sous-groupe ouvert
de G car HCF : c’est 'ensemble des éléments = de G tels que le sous-
groupe engendré par x soit relativement compact. Si K’ est la-compo-
sante connexe de zéro dans G, K’ est le conjugué de F dans G (%) : en
effet, quel que soit le sous-groupe compact H de G, on a HCF et
~F*cH*, donc F*cK'’ et K'*c F; d’autre part K'c H*, donc HCK'*
et FCK"™. 1l en résulte que F/K est un groupe abélien localement
compact rotalement discontinu ainsi que son dual. G|F est un groupe
abélien discret dont tous les éléments £ o sont d’ordre infini, car il
.est dual du groupe compact connexe K'. '

(%) Voir N. Boursax: [ V1], Topologge ;générale, Chap. III, § 3, Exp. 18.
(°) En particulier, si G est compact, la composante connexe de o est
le conjugué du sous-groupe des éléments d'ordre fini du groupe discret G.
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Dans les Chapitres qui suivent, nous déterminerons dans une
certaine mesure la’ structure des groupes topologiques K, 'G/F
et F/K; de cette étude nous déduirons certaines propriétés de la
structure du groupe G lui-méme.

2. PropuiT LOCAL ET PRODUIT DIRECT LOCAL DE GROUPES TOPOLOGIQUES. —
Soient (G,).¢ une famille de groupes topologiques séparés, H, un sous-

groupe distingué ouvert de G, et H le groupe topologique produit HH

Le filtre des vmsmages de T’élément neutre dans H est un systeme
fondamental de voisinages de 1'élément neutre dans une topologie

séparée compatible avec la structure de groupe de G '_—.HG:,.
’ ' X=3

~

Dermition 1. — On dit que le groupe topologique G ainsi défini est
le produit local des groupes G, relaticement aux sous-groupes distingués

ouverts H,.

Si (Jy )xex est une partition de I, G est isomorphe au produit local,

relativement aux sous-groupes distingués ouverts HH;, des groupes
Led,

produits locaux des familles de groupes (G.)ies, relativement aux

sous-groupes H..

Si H; est un sous-groupe dzstzngue ouvert de G, égal & H, pour tout
€1 excepté un nombre fini, le produit local des G,, relativement
aux H, est égal au produit local des G,, relativement aux H,. En par-
ticulier, si, pour tout 1 €I excepté un nombre Sini H)= G, le produit
local des G, relativement aux H,, est identique au groupe topologique

produit [I G,.

[X=3¢
Soient G un groupe produit local d’une famllle de groupes (G, )q,

relativement & des sous-groupes distingués ouverts H,, et J une partie

finie de 1. SiJ'={J, le groupe topologique G,:HGt est isomorphe
el

au sous-groupe dzsungue fermé de G, formé par les (2,) tels que

z,=¢e, pour 1&€J'. Dans tout ce qui suit, nous identifierons ces deux
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groupes. Le sous-groupe K; de G, formé par les (z,)., tels que z, € H,
si1€J' est un sous-groupe distingué ouvert de G et K, est isomorphe
au groupe topologique | | G. XHH Si J={1}, on pose K,=K.,.

) =3 ter
H est un sous-groupe distingué ouvert de G et K;/H est un sous-groupe

dlstmgue du groupe discret G /H, isomorphe & llGrL .
el
Si G est la composante connexe de e, dans G,, la composante

connexe de I’élément neutre dans G est II G, carc'est la composante

. tel
.connexe de I'élément neutre dans H.

Pour.que G soit complet, il faut et il suffit que chacun des G, le soit.
- Cest nécessaire, car G, est un sous-groupe fermé, donc complet, de Gj.
c’est suffisant, car H est un sous-groupe ouvert complet de G.

Proposition 1. — Pour qu’un groupe topologique G, produit local de
groupes G, relativement a des sous-groupes H,, soit localement compact,
il faut et il suffit que tous les G, le soient et que, pour tout €1, excepté
pour un nombre fini, H, soit compact. :

En effet, si G est localement compact, pour toute partie finie J de I,
K, est localement compact et isomorphe a [[Grl ><HH,; donc, pour

el teld
tout1€l, G, est localement compact et tous les H,, excepté au plus un

nombre fini sont compacts. La réciproque est triviale.

.Soit G le produit local de groupes G, relalivement & des sous—
groupes distingués ouverts H,. Quand J décrit I'ensemble des parties
fintes de I, la réunion G' des sous-groupes K, est formée par les
= (&) tels que x,€H, excepté au plus pour un nombre fini
d’indices 1; G’ est un sous-groupe ouvert de G car HC G’ et, pour toute
partie finie J de I, on a G,CK,;CG'..On voit facilement que-G' est
I'adhérence dans G du produit direct des sous-groupes G, (7).

(") Pour que le filtre-des voisinages de l;élément neutre dans H :HH, soit

el
un systéme fondamental de voisinages de I'élément neuntre dans une topologie



SUR LES GROUPES TOPOLOGIQUES LOCALEMENT COMPACT/S 9

Dermimion. 2. — Le groupe topologzque G’ ainsi défini est appelé le
produit direct local des groupes G, relatwement/ aux sous-groupes
ouverts H,.

Si, pour tout €1, H; est un sous-groupe ouvert de H,, égal 4 H,
. excepté pour un nombre fini d’indices t, le produit direct local des G,
- relativement ‘aux H;,.est identigue au produit direct local des G,
relatlvemenl aux H..

Le groupe discret G’ /H est engendré par la réunion des sous-
groupes K,/H Comme, pour toute. partie finie J de I, K,/H est
isomorphe & HK [H, G'| H est produzt direct des sous—groupes K /H

. Led
respectivement isomorphes 4 G, H ™. -

Pour que G’ soit localement compact,, 11 faut et il suffit que tous les
G, le soient et que, pour tout 1€l excepte en nombre ﬁm, H, soit
‘compact En effet, G’ est un sous-groupe ouvert de G.

‘Proposition 2. — So;t G le produit direct local des groupes G,, relati-
vement aux sous-groupes distingués ouverts H,; pour que G soit compact,
(resp. discret), il faut et il suffit que, pour tout €1, G, soit compact
(resp. discret) et que H.= G, (resp. H,=/{e.}), excepté au plus pour
un nombre fini d’indices .. G est alors le produr des groupes G, (resp. le
- produzt direct des sous—groupes G). .

En effet, si G est compact, tous les G, sont corapacts et G/H est un
groupe compact discret, donc un groupe fini. Comme il est produit
direct. des sous-groupes G,/H,, on a G,='H, excepté au plus pour.un
nombre fini d’indices t. G est donc prodult des groupes G,. La réci-
proque est triviale. . , . :

Si G est discret, -tous les G, sont discrets et H est un groupe fini.
Comme ll est produit des groupes G,ona H = {e.} excepté au plus
pour un nombre fini ‘d’indices . G est produit dlrect des sous-
groupes’ G.. La réciproque est triviale. S

compatible avec la structure de groupe de G’ il suffit de supposer que les H,

sont des sous-groupes vuverts (non nécessairement distingués). On voit facilement

que'G’ est I'adhérence du produit direct de la famille ( G,),e; de sous-groupes de G.
(%) Voir N.-Boureaki [ VI], Algébre, Chap. I, § 6, Ex. 18.

Journ. de Math., tome XXVII, — Fasc. 1, 1948. 2
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Pour que le groupe G, produit_direct-local des groupes G, relati-
vement aux sous-groupes H,, soit abélien, il faut et il suffit que chacun
des G, le soit. Si, dans ce cas, G et les G, sont notés additivement, on
dit que G est somme directe locale des groupes G, relativement aux
sous-groupes H..

Tutorime 1. — Soit G un groupe abélien localement compact somme *
directe locale de groupes G, relativement a des sous-groupes ouverts

compacts H,; alors le dual G de G est somme directe locale des
groupes G, duals des groupes G, relativement aux sous—groupes ouverts

compacts Hl , conjug ues des H, dans G..

Identifions G, au sous-groupe de G formé des éléments dont toutes
les coordonnées sont nulles, sauf celle d’indice . Pour tout carac-

tére = du groupe G, la restriction z, de z & G, est un caractére de G.;
Papplication  — (,).«, est une représentation ¢ du dual G de G dans

le produit (non topologique) des groupes G,; nous allons montrer
que ¢ est un isomorphisme du groupe topologique G sur la somme

directe locale G’ des G, relativement aux groupes H}.
Soit H le groupe compact produit des groupes compacts H,.

La restriction y de z au groupe H est un caractére de H; on sait (°)
que si y, est la restriction de y (donc de ) 4 H,, on a y,= o saufpour

un nombre fini d’indices, et, pour toutz = (.)€ H, (@) =D, y.(=.)

t
(somme finie d’aprés ce qui précéde). On en conclut d’abord que
z, € H sauf pour un nombre fini d’indices, donc (cv )te, appartient
bien & la somme directe locale G’ des G, relativement aux H;.
Remarquons maintenant que tout € G appartient & un sous-
~ groupe K; pour une partle finie J de I; si 'on pose y = (y.).e; avec
y=osit€l,y=asi €], on ayeH donc

x(.z‘)—y(y)-i-th(xl 2.2',(.2:;)

ze.L - €l

]

(*) Voir L. PONTRJAGIN [V], Chap. V, §34, et E. R. van Kameen [III],
§3, 6, m). A
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" Réciproquement, pour tout (z,)., apparténant & G’, et tout

= (&,)q de G, la somme 2 z,(2,)n’a qu'un nombre fini de termes
el - - < A

non nuls, donc a toujours un sens; si on la désigne par z(x), la

représentation « de G dans T ainsi définie est un caractére de G, car

elle est continue dans le sous-groupe ouvert H de G (°). Ceci montre

que ¢ est un isomorphisme (de structure algébrique) de G sur G'.

Pour voir que ¢ est un isomorphisme du groupe topologique G sur
le groupe topologique G/, il suffit de montrer que la restriction de ¢
au.sous-groupe ouvert H* de G est un isomorphisme de ce groupe.
topologique sur un sous-groupe ouvert de G'. Or H* est un groupe
topologique isomorphe au dual de G/H, et H est de méme iso-
morphe au dual de G,/H,; comme” G/H est un groupe discret
somme directe des G.,/H,, on sait (°) que la restriction de ¢
a H* est un isomorphisme de ce groupe topologique sur le produit

II H}; ce qui achéve la démonstration.

t€I

- 3. SO0US-GROUPES PURS D'UN GROUPE TOPOLOGIQUE ABELIEN. — Soit G un
groupe topologique abélien séparé et » un entier rationnel; -~ nx est

un endomorphisme continu f, de G.

On notera qu'en général f, n'est pas un homomorphisme de G dans G, méme
si f, est une représentation biunivoque de G sur lui-méme. En effet, soit (G,).er
une famille infinie de groupes discrets isomorphes & Q et H, le sous-groupe des
entiers rationnels de G,. Soit G le groupe topologique abélien produit local des
groupes G, relativement aux sous-groupes ouverts H,. f, est une représentation
biunivoque continue de G sur lui-méme, pour tout entier . H =]._[H‘ est un

- . ' .. : tel '
sous-groupe ouvert de G; f,(H) est I'ensemble des (nz ), avec z,€H,; si
Jo(H) était ouvert, il existerait une partie finie J de I telle que, si H; =H,

pour t&J et Hi.={o} pour t€/, HH{ Cfa(H), ce qui est absurde. Donc

) tEr )
Jn(H) n’est pas ouvert et f;, n’est pas un homomorphisme (1°).

(**) Un autre exemple du fait que f, n’est pas un homomorphisme est le
suivant : soit (Gi)er une famille infinie de groupes isomorphes a Z/(p*),
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. Sin>o, f_, est composé de f, et de la symétrie x ~ — x.. Sip et w
sont deux entiers > 0, on a fro fp=frofo=frn Doit G, 'ensemble
des z€ G tels que nz=o0 et G l'ensemble des x€G dela forme

& =na'. On a fn(o) G(,l) et f,,(G)—Gf’) G est. dénc wun sous-
groupe fermé de G. \

PropositioN 1. — Si G est un groupe abélien séparé, somme dzrecte
locale diine famille de groupes (G, )., relativement & des sous- }oupes
" ouverts H;, G est un groupe séparé; somme directe locale de-la famille
de groupes (G,(n]),e, relativement aux sous-groupes ouverts Hq,,, de' Gpy.

" En effet s x_(x Yt € G, il existe une. partie ﬁme ¥y de I telle
‘que x,EH si v¢J done, pour tout rel, z.eGy, et si. :.¢J
2,€H.NG,,. Inversement, si x= (). appartient a la somme
directe locale des Gy, relauvement aux H;, , on a nxb_ o et'
nx=o, donc € Gp). o }

‘”’—nG‘") est un sous-groupe de G. Si x € G'*), on drt que x est

n>o
de hauteur znﬁme dans G.

DEFINITION 1. — On dit qu'un sous—omupe H d'un groupé “abélien
séparé G est pur si, pour tout entier n >0, H" = G n H (**). .

?

Si H est un sous-groupe pur de G, H*'= G''n H.

Prorosriion 2. — Pour qu'un sous-groupe H d'un groupe abélien

H, le sous-groupe de G, isomorphe 4 Z/(p) et G le groupe abélien lbcdlém;ez‘zt
compact somme. directe locale des G, relativement aux H,. f,(G) est partout

dense dans —HH et ¢H donc f, n est pas un homomorphisme de G
T el .
dﬂns G. . : )

(1) La notion da sous-groupe pur (Servanzuntergruppe) a été ‘introduite
pir H. Prorer [I] et, plas récemment, par L. Kuigorr [ VIII]. Dans ce dernier
Mémoire, on trouvera des Proprletes des sous-groupes purs d’un groupe abélien
discret. Une définition équivalente dans-le cas ol tous les éléments =20 du
groupe G sont d'ordre infini a été donnée et étudiée par E. Liari, dans On the
decomposition of abélian groups into~direct sum of rational groups (Rec
Math. Moscou, N. S., 8 Moscou,. 1940, p. 205-235).
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séparé G soit pur, il faut et il suffit que, pour tout entier premier p, on
ait H*"= G"" N H, pour tout entier k> o.

C’est évidemment nécessaire. Pour montrer que c’est suffisant, on
peut se borner & montrer que, si p est un entier premier et ¢ un entier
premier avec p, « H?"=G""nH et H"=G“NH » entraine
« H*"5 G AH ». Soit z€G""AH. Il existe 5&€G tel que
x = pqs. Donc € G"" N H=H"" et il existe y € H tel que z =p"y;
donc p*(:y — gz) = o et 'ordre de y — ¢z est une puissance de p infé-
rieure & p¥. p et ¢ étant premiers entre eux, dans le gro-upe cyclique
engendré par- y —gs il existe 2’ tel que y —qgz=gz’ et l'on a

¥=g(z+35"). Donc yeG"nH=H et il ex1ste yeH tel que
y gy'; ot o =p'qy' €H"'". ,

On notera qu’en général, si H est un sous-groupe pur d'un grouf)e
abélien séparé G, son adhérence H n’est pas un'sous-groupe pur de G.
Par exemple, soit G le groupe abélien localement compact, produit local
d’une famille infinie (G,),er de groupes isomorphes & Z/(4), relativement aux
sous-groupes H, de G, isomorphes & Z/(2). On a G‘”:HH G‘;):.{o} et

tel
GPM=G si p est un entier premier > 2. Soit H le sous-groupe de G, somme

directe des sous-groupes G, H® est somme directe des sous-groupes H, et
HO=G®AH. Hi={o} et H"=H=GV"nH si p>2, donc H est pur.
L'adhérence H du sous.-};mupe H est la somme directe locale des groupes G,
relativement aux sous-groupes H,, et H1® est la somme directe de la famille de
sous-groupes (H, )eei; I étant infini, H? n’est pas fermé et est partout dense dans
IIH G, Donc H¥ 3~ G'® N H et H n'est pas un sous-groupe pur de G..

tel .

Cependant, si H est un sous-groupe pur 1-elativement compact d’un
groupe abélien séparé G dont tous les éléments sont de hauteur
infinie, son adhérence H est encore un sous-groupe pur de G. En
effet, on a H= H‘"’— H®, car f,(H)=Ff,(H), puisque H est_
compact. ’ :

On remarquera que, si H est un sous-groupe de G dont tous les
éléments sont de hauteur infinie dans H, H est pur-

Si G est un groupe abélien séparé produit de deux groupes H et K,
H et K sont deux sous-groupes purs de G.
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Proposition 3 ('?). — 8¢ G est un groupe abélien séparé et si H est un
sous-groupe pur ouvert dont tous les éléments sont de hauteur infinie

dans H, G est isomorphe @ H >< (G [H) (**).

Derixition 2.— On dit qu’un groupe abélien séparé G est réduit si tout
sous-groupe pur fermé H de G dont tout élément est a’e hauteur infinze
dans H se réduit a{o}.

Dans un groupe abélien discret G, la réunion de lous les sous-
groupes purs K tels que tout élément de K soit de hauteur infinie
dans K est un sous-groupe H de G ayant les mémes propriéés et,
d’aprés la proposition 3, G est produit de H et d’un groupe rédut
isomorphe 4 G/ H.

Taéorime 1. — Si G estun groupe abélien localement compact, il existe
un groupe abélien localement compact G dont tous les éléments sont de
hauteur infinie et un sous-groupe ouvert G' de G, isomorphe @ G et tel
gue tous les éléments de G|G' sotent d’ordre fini.

Soit G un groupe abélien localement compact, S un systéme de
générateurs de G et H un groupe abélien (non topologique) somme
directe d'une famille (H,) s de sous-groupes isomorphes a Q.
Désignons par H), le sous-groupe des entiers rationnels de H,.: H, est
un, sous-groupe cyclique infini engendré par un élément z, de H.
La somme directe H' de la famille (H,), s est un sous-groupe de Het,
si z€H’, il existe une partie finie X de S et des entiers n, (y €X),
déterminés de fagon unique, tels que = =2 n,z,. On vérifie facilement

rex

que 3 —>2 n,y est une représentation du groupe H' sur le groupe
yex

(non topologique) G. Si K désigne le sous-groupe de H' formé par

(12) On trouvera une démonstration de cette proposilion, connue sous le'nom
de Lemme d'Alexander, dans A. WeiwL [VII], Chap. VI, §26, lemme 1, Cf.
aussi R. Baer [IV].

{13) Cette proposition est aussi exacte dans le cas ou tous les éléments de H
sont d’ordre borné. Voir L. Kurikorr [ VIII], th. 5.
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les.éléments Y n, z; tels que ¥ n.y =0, 37y >K -+ n,z, estun

ry€X reX Y€X rE€X-
isomorphisme ‘¢ du groupe G sur le groupe quotient G'=H'/K.
G’ est un sous-groupe du groupe quotient G = H/K -dont tous les
éléments sont évidemment de hauteur infinie. D’autre part, H/H' est
‘isomorphe & G/G’ et tous les éléments de H/H' sont d’ordre fini :
en effet, H/H' est somme directe de la famille de sous-groupes
(H,/H))),s de sous-groupes isomorphes & Q/Z. Enfin, I'image ¢(¥)
par ¢«du filtre ¥ des voisinages de 6 dans G est une base de filtre
dans G et il est immédiat que ¢(¥) est un systéme fondamental de
voisinages de o dans une topologie compatible avec la siructure de
groupe de G : ¢ est un isomorphisme du groupe topologique G dans
le groupe G muni de cette topologie et G'=9(G) est un sous-groupe
ouvert de G. Si V est un voisinage compact de o dans G, ¢(V) est un
voisinage compact de o dans G et G est localement compact; d’ou le
théoréme (**).

Si G est totalement discontinu, 11 en est de méme de G. En effet,
comme G’ est un sous-groupe ouvert de G, la composante connexe
de o dans G est identique 4 la composante connexe de o dans G,
c’est-a-dire {o}.

Si G est réunion de sous-groupes compacts, il en’ est de méme
de G. En effet, comme tous les éléments de G/G’ sont d’ordre fini,
si z€ G, il existe un entier n tel que nx € G'. Soit H I'adhérence du
sous-groupe engendré par nx dans G’. H est compact et le sous-
groupe engendré par z dans G est contenu dans 'ensemble compact

n—1
U(lcx -+ H), donc relatwement compact, d’oti la propriété.
k=0
Dans le cas ou1 G est un groupe abélien dzscret dont tous les éléments

£ 0 sont d’ordre infini, on peut préciser le théoréme 1 comme suit :

Tatorime 2. — Soit G un groupe abélien discret dont tous les

(**) Ce théoréme est évidemment encore exact dans le cas ou G n’est pas
localement compact; mais alors G n’est pas localement compact.
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éléments £ o sont d’ordre infini; il exuste alors un groupe discret G
somme directe d’une Jfamille de sous-groupes isomorphes @ Q et un

sous-groupe G' de G isomorphe a G et tel que tous les éléments de G/G'
sotent d’ordre fini.

En effet, G est un Z-module régulier et, d’aprés un théoréme de
C. Chevalley (**), il existe un espace vectoriel G par rapport au
eorps Q, contenant un sous-module G’ isomofphe a G et tel
que G =0QG'. SizeG, il existe des entiers m et 7 tel que ,

S

’fm:x’e(%’, )
n

c'est-a-dire max = na' € G’ et la ¢lasse de « dans G/G’ est d’ordre fini.
D’autre part, espace vectoriel G est somme directe d’une famille de
sous-modules (Q,),¢;, donc isomorphes 4 Q, d’ou le théoréme.

En particulier si tous les éléments de ‘G sont de hauteur infinie,

G=0G’ et G est somme directe d’une famille de sous-groupes
isomorphes 4 Q.

On udentifie les groupes G et G’ et 'on dit que 1e groupe G est

associé a (. Ce groupe G ést déterminé a une isomorphie prés par la
condition de contenir un sous-groupe G’ isomorphe a G et tel que

toutes les classe de G/G' soient d’ordre fini. Plus précisément (**) :

Prorosition 4. — Soit G et G, deux groupes abéliens discrets dont
tous les éléments 5£ o sont d'ordre infini, G et G, les groupes qui leur

(%) Ce théoréme de Chevalley s'énonce ainsi : Soit M un module régulier
sur un anneau d'intégrité A; il existe un espace vectoriel M sur le corps des
quotients K de A et un sous-module (sur A) M’ de M isomorphe ¢ M et tel que
M =KM'. Si M, est un autre A-module régulier et si M, est l ‘espace vectoriel
qui lui est ainsi associé, tout isomorphisme de M sur M, se prolonge de facon

unigue en un isomorphisme de M sur M,. Voir C. CugvaLLEy, L'arithmétique .
dans les algébres de matrices (Actualités Scientifiques et Industrielles,

n° 323, Hermano, Paris, Appendice I, p. 27. Pour le cas présent, voir aussi
R. Baer [IV]).
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sont associés,; alors tout isomorphisme f de G sur G, se prolonge de fagon
unique en un isomorphisme de G sur G, . -

Soient G un groupe abélien localement compact, G son dual et f;,
le transposé de l’endomorphlsme fne Ju n'est autre que Iendomor-
. phisme continu z— nz de G, caron a

<x .ﬁl(‘z>> <fn(‘”): *7'> <n'l') ‘Z> <‘L) /L.Z‘>
Le conjugué dans G -du sous- groupe fermé G, de G est donc

Padhérence du sous-groupe Gt de G. En effet, f,z(o)_G(n, et

fu(G) =G

Prorosition 5. — Si G est un groupe abélien localement compact
ayant un sous-groupe pur ouvert compact, pour tout entier n > o, f, est
un homomor piusme de G dans lui-méme.

Soit H un sous:groupe pur ouvert compact de G. La restriction
de £, & H coincide avec I'endomorphisme & - na de H. Cet endomor-
phisme est continu et, comme H est compact, ¢’est un homomorphisme
de H dans lui-méme. On a ‘ .

Su(H)=TW=1UAG"=1in fu(G);

JSa(H) est donc un sous-groupe ouvert de G(”’ et f, est un homomor-
phisme de G dans lui-méme. -

De plus, G est alors un sous-groupe fermé¢ de’ G 1somorphe
a G/G,. Le transposé f,, de f, est aussi un homomorphlsme de G
dans lui-méme et G™ est un sous-groupe fermé de G conjugué dans G

du sous-groupe G, de G. En particulier, Gn==0G equlvaut a
Gw={o}.

CoroLLAIRE. — Pour qu’un groupe abélien compact G ait tous ses -
elements #£ o d’ordre infini, il faut et il suffit que tous les éléments du

groupe a'zscret G soient de hauteur. znﬁnw.

A. GROUPES ABELIENS LOCALEMENT COMPACTS CONNEXES. — PRorosiTioN 1.
— Dans un groupe abélien compact G, Uensemble des éléments de
Journ. de Math., tome XXVIL. — Fasc. 1, 1948. 3
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hauteur infinie dans G est un sous-groupe pur fermé, identique 4 la
composante connexe de I élément neutre.

. En effet, G est un sous-groupe fermé de G et G‘“’-—-nG"" est
>0
aussl un sous- groupe fermé de G. Si G est le groupe abélien discrel

dual de G, le conjugué dans G de G(n, est le sous-groupe G donc,
dans G, G est le conjugué du Msous-groupeu G, Clest-d-dire du
n>0

sous-groupe I des éléments d’ordre fini de G. G'*) est donc identique
4 la composante connexe de o dans' G (**). Le dual de G’ est.le
groupe quoltient G/F dont toutes les classes différentes de F sont
d’ordre infini : tous les éléments de G'*' sont donc de hauteur infinie
dans G'*), d’aprés le raisonnement précédent appliqué au groupe G'*,
et G'*) est un sous-groupe pur de G,

CoRrOLLAIRE. — Dans un groupe abélien localement compact la compo-
sante connexe de I'élément neutre est un sous-groupe pur fermé dont tous
les éléments sont de hauteur infinie.

En effet, si 13.”><Gr est un groupe abélien localement compact, G étant
un groupe abélien ayant un sous-groupé ouvert compact, lacomposante
connexe de o dans G est un groupe compact connexe K dont tous les
éléments sont de hauteur infinie et la composante connexe de o
dans R">< G est R*>< K..

Soit G un groupe abélien séparé ayant un sous-groupe ouvert
compact. La composante connexe de I’élément neutre de G est un
sous-groupe pur compact K dont tous les éléments sont de hauteur
Jinfinie. On peut donc prolonger 'application identique de K sur

lui-méme en une représentation f de G sur K ('7). f(o) =K’ est un
. sous-groupe de G et le groupe (non topologique) G est isomorphe au
produit des groupes K et K'. Pour que le groupe topologique G soit
isomorphe a4 K > K/, il faut et il suffit que la représentation f soit

(**} Voir note (°). : -
(1) Voir A. Wew [ VIL], Chap. I, § & et Chap. III, § 26, lemme 1.
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continue oubien que K’ soit un sous-groupe fermé de G (**). Il en’est
ainsi, -en particulier, d’aprés la proposition 3 du paragraphe 3,
lorsque K est un sous-groupe ouvert de . Donc :

Prorosimion 2. — Si dans un groupe abélien localement compact G,
la composante connexe de U'élément neutre est un sous-groupe ouvert G/

de G, G est isomorphe au produit du groupe ¢ conneze G' et d’un groupe
discret G|G'. .

Plus particuliérement, il en est ainsi lorsque G est localement
connexe. En effet, il existe alors un voisinage connexe V de o et la
composante conicxe de o contient V.

Soit G un groupe compact connexe. Ou bien G est localement
connexe, ou bien tous les points de G sont des points singuliers (**) :
en effet, sil cxiste un ¢lément @ de G tel que tout systéme
fondamental de’ voisinages de & contienne un voisinage non-connexe,
il en est de méme pour lout systéme fondamental de voisinages d’un
élément quelconque de G. Dans ce dernier: cas, on dit que G est
non localement connexe. :

Si G est un groupe abélien compact connexe, tous les éléments £ o

du groupe abélien discret G dual de G, sont_d’ordre mﬁm el
1nversement

Dermvition 1. — Le gl'oupé abélien compact S, dual du groupe
additif discret de Q, est appelé groupe solénoidal (*°). , .

Le groupe S est un groupe connexe, a une dimension. Tous ses
¢léments £ o sont d’ordre infini. Tout sous-groupe fermé de § et 54 S
est totalement discontinu.

S

AY < B

(**) Voir N. BOURBAKI[ 1], Topologie venerale, Chap, 111, § 2, Ex 19

*(**) On dit qu'un point & d’un espace topologlque compact connexe E est,
singulier si tout systéme fondamental de voisinages de = contient un ensemble
non connexe. Voir N. Boureiki [VI], Topologie générale, Chap. II; §h,
Ex. 17.

(*%) Le groupe solénoidal S a é1é défini-et étudié par D. van Dantzig, dans
Uber topologisch-homogene Continua ( Fund, Math., vol, 14, 1930, p. Y02-125).
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TakoriME 1. — Soit G un groupe abélien compact connexe, il existe
alors un groupe G, produit d’une famille de groupes solénoidauz et un
sous-groupe fermé totalement discontinu H de G tel que G soit tsomorphe
a G[H. Le groupe G est déterminé, & une isomorphie prés, par ceite
propriété.,

En effet le dual G du groupe G est un groupe discret dont tous les
éléments £ o sont'd’ordfe infini. Le groupe G, dual du groupe G’
associé au groupe G est produit de groupes isomorphes & S, car G’ est
somme directe de sous-groupes isomorphes & Q. Si H désigne le
conjugué¢ de G dans G, H est un sous-groupe fermé de G, dual
de G'/G, donc totalement discontinu et G/H est isomorphe au dual
de G, c'est-a-dire & G. Enfin, si G, est un autre groupe abélien
compact connexe et Gy le groupe dual du groupe G, associé au
groupe discret G, dual de de G,, tout isomorphisme f de G sur-G, se
prolonge de fagon unique en un isomorphisme f de G’ sur G, donc

. -1
tout isomorphisme f de G sur G, se prolonge de fagon unique en un

isomorphisme f—" de G sur G,. H est un groupe abélien compact
totalement discontinu dont tous les éléments £ o sont d’ordre infini;
nous déterminerons sa structurc dans le paragraphe 4 du Chapitre III.

En particulier, si tous les éléments <o du groupe G sont d’ordre
infini, G est produit d'une famille de groupes solénoidaux.

Si G a un nombre fini » de dimensions, il y aexactement n éléments
linéairement indépendants dans son dual G (*'), et le groupe associé
a G est somme directe de n sous-groupes isomorphes 4 Q. Donc :

Proposrtion 3. — Si G est un groupe abélien compact connexe d
n dimensions, il est isomorphe au quotient S8*[H de 8" par un sous-groupe
Jfermé totalement discontinu H..

La réciproque est triviale.

(**) Voir E. R. van Kameex [II1], § 3, 6, &, et A. WeiL [ VII], Chap. VI, § 29.
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< D’autre part, on sait (**) que tout ‘groupeé compact G est lLimite
projective d’une famille (L,),o de groupes de Lie compacts. Si G est
connexe,. tous les L, le sont aussi et si G a n dimensions, on peut
supposer que tous les L, ont » dimensions. Donc tout groupe abélien
compact connexe est limite prq]ectlve d’une famille de groupes (T™),g,.
En particulier :

Prorostrion 4. — Si G est un groupe abélien compact connexe a
n dimensions, il existe un groupe abélien compact G' totalement
discontinu, ayant un systéme fondamental dénombrable de voisinages
de o tel que G soit isomorphe au quotient de R">< G’ par un seus-groupe
isomorphe & Z* (*°). i

. Nous déterminerons la structure du groupe G’ -dans le para-
graphe 4 du Chapitre II et dans le paragraphe 1 du Chapitre III
Si G est localement connewe, il est 1somorphe aT. ‘

CHAPITRE 1L

Groupes topologigues primaires.

1. GRoUPES TOPOLOGIQUES PRIMAIRES. — DErINITION 4. — On.dit qu'un
groupe topologique séparé G est primaire (associé a 1 ’er_m'er premier p),
st, pour tout x € G, la représentation n — " de Z (muni de la structure
p-adique) dans G se prolonge par continuité en une représentation de Z,

dans G (*).

(22) On trouvera une demonstrauon de ce fait dans A. WEIL [VII] Chap. V,
§ 25.
() Voir A. Wen. [ VIL], Chap. V, § 25.

(*) Conformément aux notations adoptées, Z, (resp. Q,) désigne l'anneau
compact des entiers p-adiques (resp. le corps localement compact des nombres
p-adiques), p désigne 1'idéal principal (p) de Z,. On dit qu'un entier p-adique
est de hauteur p~ 'il appartient a p" N (p"+!. Une définition équivalente a celle
des groupes primaires compacts a été introduite par N. Jacobson, dans Locally
compact totally disconnected rings (American Journal of Mathematics,
t. LVIII, 1936, p. 433).
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La représentation ainsi obtenue, qu’on note ¢ - 2%, est unique et
cst un homomorphisme =, de Z, dans G, car Z, est compact et G
séparé¢. Done, pour tout x€G, n.(Z,) est un sous-groupe abélien
compact de G, et c'est le plus petit sous-groupe fermé contenant x,
car c’est J’adhérence du sous-groupe engendré par z. D’aulre part,

;tl(() est un sous-groupe fermé de Z,, donc un p" (resp. {o}) si @ est
d’ordre fini (resp. inﬁni) et ©,.(Z,)isomorphe & Z,,/El(e) est isomorphe
azZ(p) (resp Z)).

PBOPOSITION 1. — Etant a’onne un gloupe topologzque fcparc G,
il existe au plus un entier premier p tel que G soit primatre (ass_ocze a p).

.Boit G un groupe prlmalref(assomé a p) et primaire (associé a p'=£p).
Alorsy si v€.G; 12(Zp) =T, .(Z,), car ¢’est'adhérence du sous-groupe
engendré par x, ce qui est absurde si 2 £ o, d’aprés ce qui-précéde.

Tout sous-groupe fermé d’un groupe primaire (ass. a p) est
évidemment un groupe primaire (associé au méme entier).

Provosition 2. — Tout sous-groupe fini d’un groupe primaire (associé
a p) a pour ordre une puissance de p.

En effet, tout élément d’ordre fini d’un groupe primaire G (associé
4 p) a pour ordre une puissance de p. Si H est un sous-groupe fini
de G d’ordre n et si p’ est un diviseur premier de 7, il existe z€ G
d’ordre p’ (?), mais & a pour ordre une puissance de p, donc p =p’
etn=p". :

Provosition 3. — L’image par une représentation continue d’un
groupe primaire (associé & p) dans un groupe séparé est un groupe
- primaire (associé au méme entier).

En effet, G étant un groupe primaire (associé & p) et f une repré-
sentation continue de G dans un groupe séparé, pour tout zeb,

(2) Vair A. SpmSBn, Die Thegrie der Gruppen von endlzcher' Ordnung, s
Kap § 14, Satz fo.
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q — f(2*) est une représentation continue de Z, dans .G, prolongeant
la représentation n - f(2") = (f(x))" de Z dans G.

CoroLLaRE. — St H est un sous-groupe distingué fermé d’un g'roupe
primaire G (associé & p), G[H est un groupe primaire (associé au méme
entier), . -

En effet, G/H est 'image de G par I’homomorphisme canonique
x -~ zH. ' E

Proposition 4. — Soit (G,).e une famille de groupes topologiques

séparés; pour que le groupe [[G soit primaire (associé a p), il faut et
. !Gl
i suﬁit que, pour ‘tout vel, G, soit primatre. (assocze ap).

En effet, si pour tout 1€1, G, est primaire (associé a p) quel que
soit. . €G,, q—>(27)g est une re‘présentation continue de Z,

dans ]]G” prolongeant la representatlon n— (x e Inversement
L€l .
si G=] | G. est. primaire (associé & p) pour tout 1€l pr, (G)_b :

tel
est un groupe primaire (associé a p), d’aprés la proposmon 2.

Il en résulte que, pour qu’un groupe topologique G,. linite
projective (*) d’'une famille (G,),, de groupes topologiques séparés,
relativement a des homomorphismes f.,, soit pnmalre (associé a p)
il faut et il suffit ‘que, pour tout 1€l, G, soit primaire (as¢ocié a p).

C’est suffisant car G est un sous-«rroupe fermé de ]_—[Gr,. C’est
< tEel
necessalre, car G, est llmage de G par Bt homomorphxsme pi, de G

sur G

Prorosition 5. — Pour qu’un_groupe séparé complet G soit primaire
(associé a p), il faut et il suffit que, pour tout x € G, la représentation
n — x" de Z (muni de la structure p-adique) dans G soit continue.

(*) La théorie des limites projectives, avec les notations utilisées:ici, ést expo-

sée par A, Weil { VII], Chap. I, § 8,
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C’est évidemment nécessaire; c’est suffisant d’aprés la proposition
suivante : Toute représentation continue d’un sous-groupe pariout dense
d’un groupe complet G dans un groupe complet G' peut éire prolongée
par continuité en une représentation continue de G dans G' (*).

Si G est un groupe primaire (associé a p) non complet et admettant
un groupe complété G, le groupe topologique G n’est pas en général
primaire (associé a p).

Par exemple, dans le tore T, qui n’est primaire (associé a aucun entier,

premier p), le sous-groupe des éléments dont I'ordre est une puissance de p est
partout dense et primaire (associé a p)..

Cependant le groupe complété G d’un groupe abélien primaire G
(associé & p) est primaire (associé au méme entier) dans le cas ou
P'application (n, )~ nx de Z><G sur G est continue (Z étant muni
de la structure p-adique). En effet, (rn, ) - nx est une application
bilinéaire continue de Z >< G sur G et 'on peut la prolonger par cont:-

nuité (*) en une application bilinéaire continue (g, ) gz de Z,><G
sur G et, d’aprés le théoréme de continuité partielle (>" ), pour toutxe G,
la représentation g->qgz de Z, dans G est continue et prolonge la
réprésentation n->na; donc G est primaire (assoclié.é p)

Dermvirion 2. — On dit qu’un groupe est un p-groupe si chacun de ses
éléments a pour ordre une puissance de I’entier premier p.

Prorosition 6. — Pour qu'un groupe discret soit primaire (associé
ap), i faut et il suffit qu’il soit un p-groupe.

Toute structure topologique séparée compatible avec la structure
d’un p-groupe en fait un groupe primaire (associé a p). Cela résulte
trivialement de la définition 1. )

Provposrrion 7. — Sotent G un groupe séparé complet et H un-sous-groupe

(*) Voir N. Boursakt [ V1], Topologie générale, Chap. lII, § 3. Remarque
suivant la proposition 6. - -

(®) Voir N. Boursakt [ V1], Topologie générale, Chap. IlI, § 8, th. 1.

(%) Voir N. Boureaki [ VI], Topologie générale, Chap. I, § 8, th. 2.
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distingué ouvert de G; pour que G soit primaire (associé a p) il faut etil
suffit que H et G /H sotent des groupes primatres (associés a p).

" Clest nécessaire d’aprés le corollaire de la proposition 3. Clest
suffisant, car, si G/H est primaire (associé a p), c’est un p-groupe discret
et, pour tout z € G, il existe un entier 7> o tel que z*"€ H. D’autre
part, H est ouvert, donc complet et, pour tout x € H et tout voisinage
V de dans G, il existe un enlier 7>~ o0 tel que, pour tout k.o,
2" eV AH. Donc, pour tout z€ G ettout voisinage V de e il
existe s=r+r tel que, pour tout k>0, z’€eVAHCV, ce qui
entraine la continuité de la représentation n — z" de Z (mum de la
structure p-adique) dans G et, comme G est complet, il est primaire
(associé a p).

Il en résulte que, pour que la somme directe locale d’'une famille
(GL),EI de groupes abéliens complets, relativement a des sous-groupes
ouverts H,, soit primaire (associé a p), il faut et il suffit que.chacun
des groupes G, soit primaire (associé & p). C’est nécessaire, car G, est
isomorphe 4 un sous-groupe fermé de G. C’est suffisant, car, si, pour

tout 1€l, G, est primaire (associé a p), H::[IH'L est primaire
t€l
(assocw a p) et G/H est un p-groupe discret, car il est somme

directe de p-groupes discrets isomorphes a G,/ H,.

2. GROUPES LOCALEMENT COMPACTS PRIMAIRES. — Proposimon 1. —
Tout groupe compact primaire (associé @ p) est limite prolectwe d’une
famzlle de p-groupes finis et inversement.

Tout groupe compact G est limite projective d’une famille (L,).g
de groupes de Lie compacts. Pour que G soit primaire (associ¢ p), il
faut et il suffit que, pour tout 1€ I, L, le soit (paragraphe 1).Or, si L,
est primaire, c’est necessalrement un p-groupe fini, carsi L, n’était pas
fini, il contiendrait un sous-groupe compact isomorphe & T, ce qui est
absurde, puisque T n’est pas primaire.

La réciproque est triviale.

Prorosition 2. — Pour qu’un groupe compact G soit primazire (associé
a p), i faut et ll suffit qu'il soit totalement discontinu et que, pour

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 1, 1948. : 4
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chacun des sous-groupes distingués ouverts H de "G, G[H soit un
p-groupe fini.

C'est nécessaire, car la composante connexe de e dans G est limite
projective des composantes connexes des éléments neutres des L, (7),
‘donc { e}; pour tout sous-groupe distingué ouvert H de G, G/H est
un groupe compact discret primaire (associé a p), c’est-d-dire un
p-groupe fini. C’est suffisant, car, si G est compact et fotalement
discontinu 'ensemble § des sous-groupes distingués ouverts de G est
un systéme fondamental de voisinage de e (*); G est donc primaire (asso-
cié & p), car c’est un sous-groupe fermé du groupe primaire HG/H

HE 5
En particulier, tout groupe abélien compact primaire (associé a p)est
isomorphe & un sous-groupe fermé d’un groupe produit de p-groupes
cycliques.’

De la proposition 2 du paragraphe 1 on déduit immédiatement :

Provosriton 3. — L'image d’un groupe abélien localement compact
primaire (associé & p) par chacun de ses caractéres est un sous-groupe
cyclique de T dont I’ordre est une puissance de p, ou bien la réunton de
lous ces sous-groupes. ' )

TuatoriMe 1 — Le groupe dual d’un groupe abélien localement compact
primazire (associé a p) est primatre (associé au méme entier).

Soient G un groupe abélien localement compact primaire (associé
4 p) et G son dual. Montrons d’abord que, si G est compact, G est
un p-groupe discret; en effet, si  est un caractére de G, (G est un
sous-groupe fermé de T, donc un groupe cyclique d’ordre p’, d’aprés
la proposition précédente. Autrement dit, pour tout z€ G, il existe
r>.o tel que, pourtout x € G, _p"aAv(x) =0 et  est d’ordre p"dans G,
qui est donc un p-groupe. Supposons maintenant G localement
compact; alors G est localement compact et totalement discontinu :

) Voir A. WeiL [VII], Chap. V, § 25..
) Voir N. Boursaki [ VI], Topologie générale, Chap. 111, § 3, Ex. 19.

(7
,(s;
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en effet, pour tout z€G, le sous-groupe engendré par x est relative-
ment compact ( ). Donc, dans G, I'ensemble § des sous-groupes
ouverts compacts de G est un sysiéme fondamental de voisinage de
zéro. Si H*€ §, G/H* est dual d’un sous-groupe ouvert compact'H
de G, conjugué de H*. H est primaire (associé 4 p), donc G /H* est
un p-groupe, d’aprés la remarque précédente. Pour tout z€ G et
tout H* € £, il existe donc un entier r>o lel que kp'z € H* pour tout
entier k. Ceci entraine la continuilé de la représentation n - nz
de Z (muni de la structure p-adique) dans G, pour tout zeG.
G étant complet est primaire (associé 4 p).
De plus la valeur au point  du caraclére gz (¢ €Z,) est égale 4 la
_valeur au point gz du caractére 2. En effet, on a
gz(x)=limnz(z)=linz(nz)=2z(limnz :'oé\(qx),
nez n€Z (llzﬁ?[ > )

n>q n->q

car x est continu.

CoroLLAIRE 1. — Pour qgu’un groupe. abélien localement compact G
sott primaire (associé a p), il faur et il suffit qu'tl soit totalement
discontinu et que, pour tout sous-groupe ouvert compact Hde G, G[H soit
un p-groupe.

CoroLLAIRE 2. — Tout groupe abélien localement compact primaire
(associé a p) est limite projective d’une famuille de p-groupes discrets.

En effet, soit G un groupe abélien localement compact primaire
(assoeié & p). Il est complet et 'ensemble . des sous-groupes ouverts
compacts de G est un systéme fondamental de voisinage de zéro,
donc G est limite projective de la famille. (G [H)ges de p-groupes
abéliens discrets ('°).

Prorosition 4. — 8¢ G est un groupe abélien localement compact
primaire (associé @ p), (q, ) - qx est une application bilinéaire
continue de Z,>< G sur G.

(*) Voir Chapitre I, fin du paragraphe 1. -
(*°) Voir A. Wew [VII}, Chap. I, § 5, p. 25.
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Comme G est abélien, pour tout x et tout y dans G,
n(z+y)=nzx-+ny;

d’autre part, on a (m+ n)x = ma + nzx. Donc (n, ) - nx est une
application bilinéaire de Z >< G sur G. Montrons qu’elle est continue
en tout point (n, x) de Z >< (+, (Z étant muni de la structure p-adique).
L’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G est un systéme
fondamental de voisinages de zéro dans G. Pour tout x€ G et tout
sous-groupe ouvert compact H de G, il existe un entier r> o0 tel
que kp'zeH pour tout entier k, car n —» nz est une représenialion
continue de Z dans G. D’autre part, on a pour tout entier »n.

(n+hkp")(x+2)=nx~+ nz'+ kp'z + kp'z';

’

donc, pour tout 2’ € H,
(n+kpY(z+2)Yenz+H+H+H=na~+H,

et ceci montre que (n, ) - nx est une application bilinéaire continue
de Z><G sur G. Donc (paragraphe 1) (¢, )— ga) est une application
bilinéaire continue de Z,>< G sur G.

En parliculier, d’aprés le théoréme de continuité partielle, x —~ qx
est un endomorphisme continu de G, pour tout ¢ €Z,,.

Il résulte de cette proposilion que, si (z est un groupe abélien
localement compact primaire (associé & p), laloi de groupe et la los
de composition externe (q,.x)-> gx font de G un Z,-module topolo-
gique (*') localement compact. Il y a identité entre les sous-modules
fermés de G et les sous-groupes fermés [donc primaires (associésap)]
de Getil y aidentité entreles endomorphismes continus du Z,,-module G
et les endomorphismes continus du groupe G

Soit ¢ un entier p-adique de hauteur p. Alors %,.(Z,) = 7.(,Z,)
est un sous-groupe fermé de ©.(Z,), n.(Z,) étant, en tant que Z,-

(1) Soient A un anneau topologique et M un A-module. On dit que M est un
A-module topologique si M est muni d'une topologie compatible avec la struc-
ture de groupesabélien de M et telle que la loi de composition externe (A, z)—>iz
soit une application bilinéaire continue de A < M dans M.
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module, isomorphe 4 Z, ou & un de ces modules quollents. fnqx(Z )est
dond 1denuque él ﬂ,,,x(z,,) N :

INITION . — Sz G est un roupe “abélien localement compact
przmazre (assocw a p) on dit ¢ gue a€Gestde hauteur pdans G . sr " est
le plus gmna’ entwr tel que. a= p’ z alt une solutwn dans G.

On a donc la

ST A - . : . ’ N

PROPOSIT[ON 5 —\ét q o.st un. enuel p-aa’zque a' ora're p , pour que
l~eguatwn a_—qx ait gne solution z dans G,il. faut et Ul suffit que a

sowde Izautew P dans G

-

On én “déduit que G est l’ensemble des elements de G de
haut&ur Lp et l’on a T L
‘ G(m = G(,,. N ‘G""“‘:T G " sio- ne p" Nnep+
" G(/; )CG(/nq-x) Ct » G""rJDG‘/"—H) 11; —-{ O ' . et GH)"\“’G’_'

De la, resulte que, pour que le Z, -module G soit regulwr, 11 faut et |
1l suffit que chacun de ses elements 74_ o soit d’ordre infini.,

PnovosxTIONG —boztG un r)roupe abelzen localement compact primaire
(as.socw ap), G son dual; st le:sous-groupe. des- elemenar d’ordre. fini

(resp. de hauteur. znﬁnze) de G est partout dense, tous les éléments de G
_sont de hauteur Jinte (resp d’ordre mfink). - e :

Cela resulte 1mmedlatemcnt du fait que le conjugué dans G de G""’
(resP G‘(,,r,) estbr(,,,, (resp Gun )(‘ o

DEFINITION ‘7 —_ On dit qu'un ozoupe abclzen localement compact &
przmmre (assocze ap) est-de rang n st tout sous-module de- G, somme

- directe de sous:modules engendres par un element est somme dzrecte den
‘a plus' de ces' sous—modules o '

On sa:t ( 12 ) que, st G est unZz -module (non topologlque) de rang I ’

(“) Voir Chapltle I, paragraphe 3 Proposition 5..
(“) Vozr H. Pnﬂmm [I] etW KRULL [1X], §1.
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il est isomorphe 4 Q,, Z,, Q,/Z,, ou Z/( p") et que, siGestderangn,
il est somme directe de » sous-modules de rang 1. La seule topologie
d’espace localement compact compatible avec la structure de p-groupe
de Q,/Z, est la topologie discréte, car Q,|Z, est dénombrable (**). Ilen
résulte que la seule struclure de groupe localement compact primaire
(associé & p) compatible avec la structure de groupe de Q, est la struc-
ture habituelle. En effet, si Q, est primaire (associé 4 p), I’ensemble
Z,=m,(Z,) des entiers p-adiques est compact et Q,/Z, est discret;
donc Z, est aussi ouvert et les voisinages de zéro dans Z, forment un
systéme fondamental de voisinages de zéro dans Q,. Il en résulte que
tout groupe abélien localement compact primaire (associé a p) de
rang 1 est isomorphe 4 Q,, Z,, Q,/Z,ou Z/(p") et, plus généralement :

Prorosttion 7. — Tout groupe abélien localement compact, primaire
(associé a p), de rang fini n est produit de n groupes isomorphes
@ Q,, Z), Q,[Z, ouZ|(p").

La proposition 6 du paragraphe 3 donne une autre caractérisation
des groupes abéliens compacts ou discrets, primaires (associés a p)
de rang fini. : :

3. p-GROUPES ABELIENS DISCRETS ET GROUPES ABELIENS COMPACTS PRIMAIRES.
TueoreMe 1. — Pour qu’un p-groupe abélien discret ait tous ses éléments
de hauteur infinie, il faut et il suffit qu'il soit somme directe d’une
JSamille de sous-groupes isomorphes & Q,[Z, (**).

C’est évidemment suffisant, -car tout élément de Q,/Z, est de
hauteur infinie. Montrons que c’est nécessaire. Soit G un p-groupe

(*) D’aprés un théoréme bien connu de Baire, qui, appliqué aux groupes
topologiques, donne le résultat suivant : la seule structure topologique d’espace
localement compact compatible avec la structure de groupe d'un groupe
dénombrable est la topologie discréte. Dans le cas actuel, on peut le voir
autrement : si Q, Z, estlocalement compact et primaire (associé a p), I'ensemble
des sous-groupes ouverts compacts de Q,/Z, est un systéme fopdamental de voi-
sinages de o; tout sous-groupe de Q,/Z, est cyclique et fini; donc Q,/Z, est
discret. ) _ .

(%) Ce théoréme est démontré, dans le cas d’un groupe dénombrable par
H. Prorer [1] et L. Zppin [11], § &, th. 4.3. Voir aussi R. Bagr [IV], T et 11,
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abélien discret dont -tous les éléments sont de hauteur infinte.
Montrons d’abord que, pour tout x€G et o, il existe un sous-
groupe H, de G contenant z et isomorphe 4 Q,/Z,. Définissons par
récurrence la suite (@, ),ex d’¢léments de G : posons & = &, ct soitx,
défini par @, , = pa, pour tout entier n > o. Soit H, le sous-groupe
de G engendré par la suite (z,); si @, est d’ordre pf, posons y,=p*~"x,
pour 1Zn Lk, y,=x, pour n>k; y, est d’ordre p* pour tout n.
Il est immédiat que tout élément y € H, est de la forme Ay,, pour des
entiers >0 et A>x 0 convenables; en outre, si ry,,=sy, et si par
ékemple m<Zn,on a p*"r=s(mod. p"), donc les classes (mod. Z,)
de p~™r et p="s sont égales. A tout y &€ H, on peut donc faire corres-
pondre un élément bien déterminé de Q,/ Z,, et 'on vérifie aussitot que
l’application ainsi définie est un isomorphisme de H, sur Q,/Z,.

Soit § I'ensemble des parties X de G telles que lasomme Hx=2 H,

.. . cx€X
soitdirecte. On voit facilement que 'ensemble ¥, ordonné par inclusion,
est de caractére fini, donc il est inductif et posséde un élément maxi-
malY ('*). Hy est un sous-groupe pur de G dont tous les éléments sont
de hauteur infinie. Montrons que G = H,. Supposons que G < H,.
Il existe, d’aprés la proposition 3 du paragraphe 3 du Chapitre I,
-un sous-groupe K 5#£{o} de G tel que G soit somme directe de K et .
de Hy. Si z€K et 20, pbur tout entier n>.0, il existe yeH,
et 3€K tels que x=p"(y + 3), c'est-a-dire x—p"z=p"y. Or
HynK ={o}, donc z=p"z et K est un sous-groupe pur de G dont
tous les éléments sont de hauteur infinie. D’aprés ce qui précéde,
il existe’ un sous-groupe H, de K isomorphe a4 Q,/Z, et la somme
H.+ Hy _est directe, donc {x}UY€JF, ce qui est contradicloire,
car Y est maximal. Don¢ G = Hy, d’ot le théoréme.

Prorosirion 1. — Pour que deux p-groupes abéliens discrets G et G/,
respéctivement sommes directes des familles (Hy),¢; et (K,),es de sous-
groupes isomorphes & Q| 2Z,, soient isomorphes, il faut et il suffic que 1
et J sotent équipotents.

. .(*%) Voir N. BourBAkI [VI], Théorie des ensembles, Fasc. de résultats, § 6,
nos 10 et 11. .
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C'est évidemment suffisant. C’est nécessaire, car G, (resp.
G;,,) est alors somme directe de la famille (H; ) )iei [resp. (Kuip)pes]

de sous-groupes cycliques d’ordre p; ces sous- groupes sont simples,
d’ou le résultat (*7).

Prorosition 2. — Tout p-groupe abélien discret est somme directe
d’une famille de sous-groupes isomorphes ¢ Q,|Z, et d’un sous-groupe
réduit.

En effet, dans un p-groupe abélien discret G, il existe un plus grand
sous-groupe pur H dont tous les éléments sont de hauteur infinie
et G [ H est réduit. G est isomorphe & H >< (G [H), d’aprés la propo-
sition 3 du paragraphe 3 du Chapitre I.

Prorosimion 3. — Tout p-groupe abélien discret est isomorphe @ un
sous-groupe d’un p-groupe abélien discret, somme directe d’une famille
de sous-groupes isomorphes ¢ Q,|Z,.

Soient G un p-groupe abélien discret, S un systéme de généraleurs
de G, H, le sous-groupe d’ordre p"s engendré par z€S et (K.).es
une famille de groupes isomorphes & Q,/Z,. Quel que soit z€S,
il existe un élément y,€K, engendrant un sous-groupe H, de K,
isomorphe & H,. Soient G" un groupe abélien discret somme directe des’
groupes K, et H' le sous-groupe de G’, somme directe des sous-
groupes H',. G’ est un p-groupe abélien discret dont tous les éléments
sont de hauteur infinie. Si y€H’, il existe une partie finie X de S et
des entiers (0o Zr,< p", £€X) déterminés de fagon unique tels

que y = 2 Y. On vérifie facilement gue y— 2 . est une repré-
xeX . x€X :
sentation de H' sur G. Si K désigne le sous-groupe de H' formé par

(') En effet, on a le théoréme bien connu : Si un groupe abélien i opéra-
teurs complétement réductible est somme directe d’une famille (H,).g de sous-
groupes stables simples et somme directe d’une famille (Hy )xe; de sous-groupes
stables simples, il existe une application biunivoque ¢ de I sur J, -telle que,
pour tout €1, H, soit isomorphe d. Hyy,. Voir par exemple N. Bouraki [ VI],
"Algébre, Chap. I, § 6, ex. 18. On peut aussi démontrer cette proposition en
remarquant que G et I (resp. G’ et J') sont équipotents.
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les éléments ) 7y tels que ¥ r.x=o, G est isomorphe au groupe
r&eX - a€X
quouem H"/K. H'/K est un sous-groupe du p-groupe quotient G’/ K
dont tous:les. éléments sont évidemment de hauleur infinie. G’/ K est
donc somme directe d’une famille de sous-groupes isomorphes 4 Q,/Z,
d’aprés le théoréme 1, d’ou’la proposition.
‘TukorkME 2. — Pour qu’un groupe abélien compact primaire (associé
a p) ait tous ses éléments £ o d’ordre infini, il faut et il suffit qu’il soit
produit de groupes.isomorphes & Z,,. : i

En effet, si G est un groupe abélien compact primaire (associé a p)
dont tous les éléments £ 0 sont d’ordre infini, son dual G est un
p-groupe abélien discret dont tous les éléments sont de hauteurinfinie,
d’aprés le corollaire de la proposition 5 du paragraphe 3 du ChapitreI.
G ‘est donc somme directe d’une famille (fI,),, de _sous-groupes iso-

-morphes & Q,/Z, et G est isomorphe au produit des groupes H,, duals
des ﬁ,, donc isomorphes & Z,,. La réciproque est triviale.

Proeosrrion 4. — Pour que deux groupes abéliens compacts primaires
(associés a p), respectivement produzts des familles (H) )¢ et (K, )ue, de
groupes 1somor phes & Z,, sotent isomorphes, il faut et i suffic que LetJ
solent equzpotents

Cela résulte 1mmédiatement de la proposition 1.

Tueortne 3. — Pour qu'un groupe abélien compact primaire (associc
G p) soit un p-groupe, il faut et il m_ﬁt qu'il soit produrt de groupes
cyclzques d’ordres bornés.

- C’est évidemment suffisant. Montrons que c’est nécessaire. Soit G
un p-groupe abélien discret tel que son dual G soit un p-groupe
abélien compact. Tous les éléments 520 de G sont de hauteur finie,
d’aprés la proposition 6 du paragraphe 2. Soit ¥ l'ensemble des
parties X de G telles que la somme Hy des sous-groupes engendrés
par les 2€X soit directe et soit un sous-groupe pur de G. On voit

facilement que ’ensemble ¥, ordonné par inclusion, est de caractére
' Journ. de Math., tome XXVIL — Fasc. 1, 1948. 5
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fini, donc inductif et posséde un élément mazimal Y. Hy est un sous-
groupe pur de G, somme directe- de la famille des sous-groupes
~ cycliques engendrés par les z€ Y. Montrons que G = H,., Suppo-

sons G % H,. Tous les éléments Hy du groupe quotient H/ Gy sont
de hauteur finie, car dans son dual Hic G, tous les- éléments sont
d’ordre fini. Il existe donc dans G/H, une classe y d’ordre p et de
hauteur p—'. Il existe € G [Hy tel que y =p'—'x et « est de haut
teur 1 et d’ordre P Le sous-groupe engendré par  dans H/ Gy est
pur : en effet, si z =p t2(0L k< r) était de hauteur p¥>p*, on
aurait p'—*~'z ==y et y serait de hauteur p*~"~*='> p', ce qui n’est .
pas. Soit ' € G un représentant de la classe x, 2’ est d’ordre p” > p",
sinon z serait d’ordre < p'- On a p'a’ €Hy et, comme Hy esjt pur,
il existe "€ Hy tel que p'a'=p'2" et x =a'— 2" est d’ordre p" et
éppartient a la classe . La somme de H, et du sous-groupe H.
engendré par x est directe. En effet, -supposons qu’on. ait p"z€Hy;
on a nécessairement 7> 7, sinon la classe  de « serait d’ordre < p’:.
D’ot p*z = o et H,nHy={0}. Montrons que le sous-groupe H,+ H,
est pur. Soit y€H,-+ Hy de hauteur p* dans G. Il existe y'€G,
s€Hy et un entier n tels que y = p'y'=Ip"x + z, [ entier premier
avec p. Si y' désigne la classe de y’ dans G/H;, on a pty' = lp"z;
mais le sous-groupe engendré par z est pur, donc on a k<<n. On a
donc 3 = pty' — p*x = p“(y' — lv**x). Comme H, est pur, il existe
z'€H, tel que z=p‘s’, c'est-d-dire y= = pt(lp"~Fx —3') et y est de
hauteur p* dans H,-+ Hy, qui est ainsi un sous-groupe pur de G.
Donc {z}uYe€ ¥, ce qui est contradictoire, car Y est maximal.
Donc G=H, et G est somme directe des sous-groupes cycliques
engendres par les €Y. Son dual G est produit d’une famille
[Z/(p<)].ey de groupes cycliques, r, étant d’ordre de z&Y. Suppo-
sons que, pour tout entier r>o0, il existe r,>r. Soit 3 2 = (¥u)eers
Y engendrant Z [(p’=)- Pour tout ‘entier 7 >0, p's —-( yw)leﬁé 0,
ce qui est contradictoire, car z s est d’ordre fini dans G. Il existe donc
un entier r tel que, pour tout xeY ro< ret tous les éléments de G
sont ainsi d’ordre Zp’, d’ou le théoréme.
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. TukortME 4. — Pour qu'un p-groupe abélien discret ait tous ses

eléments d’ordre Zp', il faut et il suffit-qu’il soit somme directe d'une
famzile de sous-groupes cycliques donz 1 ‘ordre divise p~ (! “)

C est évidemment suffisant. C’est necessmre, car, si G est un
p-groupe abélien discret dont tous les éléments sont d’ordre p’,
- pour chacun de ses caractéres z, on a p’@(z) = z(p'z) =o etle dual
de G est un p-groupe abélien compact dont tous: les éléments sont
d’ordre < p"; il.est donc produit d’une famille, (Z / (p"))‘el de groupes
kcycllques d’ordre p"p".'G est donc somme directe d’une famille
de sous-groupes 1somorphes aux Z [(p7).

Proposirion 5. — Soit G (resp-G') un p-groupe abélien discret, somme
directe d'une famille ((H;)le, =t (i‘esp. (H, )y e, (,:1,3”.,)) de sous-

groupes, H, et H, éiant cycliques d’ordre p'; pour que G et G' soient
zsomo:phes, i faut et il suﬁt que, pour tout r> o, I, et J soient
équzpotents. : :

Clest évidemment’ sufﬁsant Montrons que ¢ ‘est nécessaire. Pour

tout entler r >0, posons ) ~
' (G Yp=C. e P H,=H,

L &)

' {resp.(‘G’(pr))(m’: G, et 2 HIV“HI‘I

el
Alors G, (fesp. G/_,) est somme directe de G, et de H, (resp. de G-
et de H)) et G,/ G, (resp G._,/ G)) est isomorphe a H,(resp. H,)
doncsomme directe de sous-groupes simples. G-ét G'étant isomorphes,
H, et H., le sont aussi et I, et J, sont équipotents (**). °

" On dedult facilement de cetté proposition, & ’aide de la théorie de
la duahte, Ies condmons d’isomorphie de deux p groupes compacts

(“‘) ,Cé théoréme a 61é démontré, dans le cas d’un groupe dénomb}‘able; par
H. Prorer [I], p. 48 et 57, et dans le cas général, par R. Bagr,.dans Der Kern,
eine charakteristische Untergruppe (Conqzositt’o Mathematica, Vol. 1, 1934,
§ 5, Lemma I), par une méthode directe tout & fait différente. A ce sulet ainsi
_ que pour le théoréme 5, on pourra consulter R. Baer [IV].
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TakoriME 5. — Soit G un p-groupe abélien discret tel que toutes les
classes de G | G soient d’ordre —p'; G est alors somme directe d’une.
Samille de. sous-groupes cycliques d’ordres <. -p-et de sous-groupes
zsomor phes aQ,Z,

' " En effet, si z€ G, quel que soit 'entier nXo, il existe T €G
tel que z= p"*’ Znir On a pra,,. .=z, € G et x =p"x,. Donc G
est un sous-groupe pur de G et il est 1denuque au plus grand sous-
groupe pur de G dont lous les éléments sont de hauteur infinie. G est
“donc somme directe de G*) et d’un sous-groupe isomorphe & G/G“’”
d’aprés la proposition 3 du paragraphe 3 du Chapitre I. G'* est somme
directe d’'une famille de sous-groupes isomorphes a Q,/Z, d’aprés
le théoréme 1 et G |G'* est somme_ directe d’une famille de sous-
groupes cycliques d’ordres —Zp,, d’aprés le theoreme 4 d’ou le
résultat. :
La réciproque est triviale.
_ Proposttion 6. — Soit G un groupe abélien compact primaire. (assoczc
a p) pour que G soit de rang fint, il faut et il suffit que G sozt un
sous-groupe ouvert de G.

C est évidemment suffisant.- Montrons que c’est nécessaire. Soit G
un groupe abélien compact primaire (associé & p) tel que GU’) soit
un sous-groupe ouvert de G. Si n> o0, G est alors un sous-groupe
ouvert de G; car z - p est un homomorphisme de G dans lui-méme.
Le dual G de G est un p-groupe discret et G, conjugié de G*", g
est un sous-groupe compact, c’est-a-dire fini, de G. Soit H, le sous- -
groupe de G, formé des éléments de G, qui sont de hauteur > p“
dans G. On a H,,,cH,, donc, comme G, est ﬁm, il exislte un
indice m tel que H,=H,, pour n>> m. Le sous-groupe H,, de G, est
somme directe d’un nombre fini ¢ de groupes cycliques d’ordre p,
engendrés respectivement par des éléments x;(1 =7 <¢q). Comme
chacun des x; est de hauteur infinie dans G, on peut déterminer,
comme dans le théoréme 1, une suite (@;,),en pour chaque indice 7,
telle que i =pxi,., pour tout n>> o, et z;= ;. Le sous-groupe H
de G engendré par les x;, (127 ¢, n€N) est somme directe de ¢

" sous-groupes isomorphes 4 Q,/Z,, et tous ses éléments sont de hauteur
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infinie (dans H). D’aprésla proposmon 3 du Chapitre [, paragraphe 3,
G est donc somme directe de H et d’un sous-groupe K ; par suite G,
est somme directe de H,,=H,, et de K,. Tout élément de K est
d’ordre = p™, sans quoi K., contiendrait des éléments de hauteur > p*
dans G et £ o0; mais un tel élément appartlent aussi par définition
a H,, donc ne peut étre que o, et on aboutit & une contradiction.
Le sous-groupe K, étant contenu dans Gy, est fini, donc somme
directe d’un nombre fini de sous-groupes cycliques, ce qui prouve

que G est de rang ﬁm il en est évidemment de méme de son dual G.

Les p-groupes abéliens discrets dénombrables JOUISSCnt de propriétés
particuliéres. Rappelons le théoréme suivant (*°) ;

TukoriMe 6.
tous ses éléments 7= o de hauteur finie, il faut et il suffit qu’il soit somme
directe d’une suite de sous-groupes cycliques. :

En général, si G est un groupe abélien discret dont la puissance est supérieure
au continu, et dont tous les éléments = o sont de hauteur finie, G n’est pas
_somme directe d’une famille de sous-groupes cycliques. En effet, L. Kulikoff (*°)
“a montré qu'il existe de tels groupes G tels que, pour toute décomposition de G
en somme directe d’une famille (H,),c; de sous-groupes de G, il existe un (€1l
tel que H, ait une puissance supérieure au continu. :

" Le théoréme 5 permet de déterminer complétement la structure
des p-groupes abéliens discrets dénombrables. Une telle étude a été
- faite par H. Ulm'et L. Zippin (**).
/

(**) On en trouvera la démonstration dans L. Zrepin [II], § 6.

(20) Voir L. Kvuikorr [VIII], § 3. A. Kurosch, dans un Mémoire intitulé
Finige Bemerkungen sur Theorie des unendlichen Gr uppen (Rec. Math.,
Moscou, N. 5.5, 1939, p. 347 353), indique un moyen de construire des p-groupes
" discrets dont tous les éléments £ o sont de hauteur finie, dont la puissance est
quelconque, supérieure au contimi, et qui ne sont pas sommes directes de sous-
groupes cycliques. Nous n’avons pu consulter ‘les mémoires originaux de L.
Kulikoff et de A. Kurosch et renvoyons aux résumés de ces mémoires parus dans
le Zentrallblatt (vol: 22, p. 299-300).

(*) Voir L. Ziepix [II], § 7 et H. Uwm, Zur Theorie der abzéihlbar-
undendlichen Abelschen Gruppen (Mathematische Annalen, t. 107, 1933,

p- 774-803).
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Si maintenant G est un groupe abélien compact primaire (associé
a4 p) ayant un systéme fondamenlal dénombrable de voisinages de o,
-son dual G est un p-groupe abélien discret dénombrable. L’étude de

la structure de G se raméne ainsi & celle de la structure de G.
Les résultats ainsi obtenus ont été exposés par W. Krull (**). Signa-
lons la propriété suivante qui résulte immédiatement du lheorerne 6
et-de la proposmon 6 du paragraphe 2.

Tagoriye 7. — Pour que, dans un groupe abélien compact G primrzz're
(associé a p) ayant un systéme fondamental dénombrable de voisinages -
de o, le sous-groupe des éléments d’ordre fini soit partout dense, il faut
et il suffit que que G soit produit de groupes cycliques.

A. STRUCTURE DE CERTAINS GROUPES ABELIENS LOCALEMENT COMPACTS
pRIMAIRES. — Nous donnons ici quelques propriétés de la structure de
certains groupes abéliens localement compacts primaires (associés a p),
tout d’abord des groupes dont .tout élément <o est d’ordre infini.

Tueorkme 1. — Soit G un groupe abélien localement compact primaire
(associé a p) dont tout élément =% o est d’ordre infini; il existe alors
un groupe abélien localement compact G qui est un espace vectoriel sur -
le corps Q,, tel que G soit isomorphe a un sous-module ouvert G' de G

tel que G= Q,G.

G est un Z,-module régulier. D’aprés un théoréme de C. Chevalley
déja cité (?*), il existe un espace vectoriel G sur le corps (non topo-

(2*) Dans le groupe compact G il existe alors une suite décroissante (Gy)nso

des sous-groupes ouverts telle. que nG”: {0 }. Les groupes abéliens compacts
\ >0 .

primaires (ass. 4 p) ayant un systéme fondamental dérombrable de voisinages

de o sont donc identiques aux groupes « séparables » compacts introduils par
. q group P comp Q. P

W. Kruit [ IX ], § 9. Plus généralement, les groupes abéliens localement compacts

RULL | 8 group v P

primaires (asssoci¢ dénombrable i p) ayant un systéme fondamental dénombrable

de voisinages de o sont identiques aux groupes séparables complets (separabel

abgeschlossen)de W. Krull, L'absence de I'introduction systématique d'une topo-
Y q p

logie sur ces groupes nuit a la clarté et a la.concision du mémoire de W, Krull,
(**) Voir la note (*3) du Chapitre I.
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io}gique) Q,, un sous-module G' de .G tel que G=Q,G' et un
isomorphisme ¢ de G sur G’. Si ¥ est le filtrc des voisinages de o
dans' G, ¢(¥) est un systéme fondamental de voisinages de o dans
'une- topologie compauble avec la structure de groupe -additif de G.
G muni de cette topologie est.localement compact et 9 est un
/_1somorphlsme du groupe topologique G dans le groupe topologique G.
G’ est un sous-groupe ouvert de G et un groupe primaire (associé
hp), G/ G’ est un p-groupe. Donc, d’apres la proposition 7 du para-
graphe1, G est un groupe abélien primaire (*assome ap).

- On'notera que le groupe topologique G nest pas en général un espace vecto-
riel topologique, au sens qu'on donne d’ordinaire & ces lermes (**). Ep effet,
soit K un’sous-groupe ouvert compact de G; si K n’est pas de rang fini, I'image .
de K par I'application z—>pzn ‘est pas un sous-groupe ouvert de G, d’aprés Ia
proposmon 6 du paragraphe 8; il en résulie que dans G, I'application - p—'z
n’est pas continue. Ep d’autres termes, G n’est un .espace vectonel topologique
sur Q, que s'il est de dimension finie. :

Dans ce qui suit, nous identifierons les Z,-modules G et G’ el 'espace
‘vectoriel G sera dit associé au groupe G. Cet espace esl déterminé a
une isomorphie prés par la condition de contenir un Z,-module
ouverl G’ isomorphe a G et lel que G = Q,G’. Plus précisément :

Propositiox 1. — Soient G ei G, deuw oroupes abelzens localement

~ compacls przmmrec (asroczes & p) dont tous les éléments ##osontd ordre
: znﬁnz G et G, les espaces vectoriels sur Q, qui leur sont respectivement
associés; alors tout isomorphisme f de G sur G, se pz olonge de. mamere

unzque en un isomorphisme f de G sur G

Le lheoreme de Chevalley monlre qu'il exisie un 1somorph1sme f

Y Soient K un corps lopologique et I un espace vecloriel sur K. On dit que
E est un espace vectoriel topologique si E est muni d’une topologie -compatible
avec la structure de groupe abélien de E et telle que la loi de composition
(%, z)-> Az soit une application bilinéaire continue de K < E sur E, Dans ce
paragraphe, nous dirons, par abus de langage, que H est un sous-module d’un

espace vectoriel G sur Q,, si II est un sous-module par rapport a Z,.
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unique du groupe (non topologique ) G sur le groupe G, prolongeant /

—1
Mais G (resp. G,) étanl un sous-groupe ouvert de (G resp. G,), fel f
sont continus. T
~ Nous allons maintenanl construire effeclivement 'espace vectoriel G

associé a un groupe abélien localement compact G primaire (associé
~ap) dont tous les éléments =< o sont d*ordre infini. Soit H un sous-
groupe ouvert compact de G. H est un groupe abélien compact primaire
(associé 4 p) donl tous les éléments £ o sont d’ordre infini, d’aprés le
théoréme 2 du paragraphe 3, H est produit d’une famille (H.,), de
groupesisomorphes 4Z,. Soit(G,).¢, une famille de groupes isomorphes
4Q,. H, peut étre identifié au sous-groupe des entiers p-adiques de G..
Soit (G, le produit local des groupes G, relalivement aux sous-groupes
- ouverts compacts H,. G, esl un espace vectoriel (non‘topologique)

sur Q,; H’:.l_IHz est un ensemble ouvert compact de G, et un
el ’

Z,-module. Soient ¢ 'isomorphisme du Z,-module H sur H' et G le
sous-espace vecloriel engendré par H' dans G, (**). Soit z€ G; G [H
étant un p-groupe, il existe un plus petit entier r tel que p'z& H. Soil
(2)a=@(p"x); x, est un entier p-adique appartenant a H, et p~a,
est un riombre p-adique appartenant a G.. On a (p.(p~#.))a€H'
et I'on vérifie facilement que « — (p~"2,).; st un isomorphisme ¢ du
groupe (non lopologique) G sur un sous-groupe- G’ de G, prolon-
geanl ¢. On a évidemment G = Q,H =Q,G’. Donc, d’aprés le théo-
réme de Chevalley, il exisle un isomorphisme de P'espace véctoriel
(non topologique) G ainsi obtenu sur l'espace vectoriel associé au
groupe G et cet isomorphisme est-conlinu, ainsi que son application
réciproque, car ¢( G )= G’ est un sous-groupe ouvert de G, isomorphe
aG. : '

Soil H, un sous-groupe compact ouvert de G, différent de H.
K = HnH, est un sous-groupe ouvert compact de H et de H,;; H/K
est donc un p-groupe fini et le dual de H et'le dual de K sont des

(#) G est 'image l'éci'proque du sous-groupe des’ éléments d’ordre fini de
G,/H par 'homomorphisme canonique de G, sur G,/H.
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p-groupes discrels équipotents. D’aprés la-proposition 1 .du para-
graphe 3, ils sont sommes directes de familles équipotentes de sous-
groupes isomorphes a Q,/Z,. K est donc produit d’une famille de
groupes 1s0m0rphes az, equzpotente a la famille (H,)o et il en est de
méme de H,. Autrement dit, la puzssance de I’énsemble d’indices I est
un; tngariant du groupe G. On dit que ¢’est le rang du groupe primaire
(associé ap) G. Cette remarque et la construction précédente montrent
que Pespace vectoriel G, associé¢ au groupe G, est entiérement déter-
miné par la donnée de la puissance de I'ensemble I. Plus précisément :

Prorostrioy 2. — Soient G et G, deux groupes abéliens localement
compacts primaires (associés & p) dont tous les éléments =2 o sont d’ordre
infini; G et G, les espaces vectoriels sur Q, qui leur sont. respectivement
associés; pour que G et G, sotent isomorphes, il faut et il suffit que
les groupes G et G, sotent localement isomorphes ou bien aient méme

rang.

Si G et G, sont localement isomorphes, il existe un isomorphisme
local ¢ d’un voisinage V de o dans G sur le voisinage (V) de o
dans G,; mais V contient un sous-groupe ouvert compact H et la res-
triction de ¢ & H est un isomorphisme de H sur le sous- groupe ouverl
compacl o(H) de G,; donc G et G, ont méme rang. La réciproque est
triviale. D’ ot la proposition 2.

Nous allons maintenant examiner la structure des p-m oupes abéliens
localement compacts.

TrkoriME 2. — Tout groupe abelzen localement compact dont tous les

elements 75 o sont d’ordre p est produit d’un groupe compact, produit

d’une famille de groupes isomorphes & Z[(p), et d’un groupe discret,
somme directe d’une famille de sous-groupes tsomorphes & Z [(p).

Soit G un groupe abélien localement compact dont tous les élé-
menis > o sont d’ordre p; G est primaire (associé¢ a p). Soit H un
sous-groupe ouvert compact de G. Le groupe (non topologique) G est
isomorphe au produit des groupes H et G/H, car il est somme
directe de sous-groupes simples, d’aprés le théoréme 4 du para-

Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 1, 1948. . 6
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‘graphe 3 (**). Donc tout € G est de la forme (z,, wg) avec z, € H
etz,€G/H et x — x, est une representatmn S de G sur G/ H. Cette

représentation esl continue car f (0)=H eslL un sous-groupe ouverl
de G. Donc le groupe topologlque G est isomorphe au produit
H ><'(G/H). H est un p-groupe compact donlt lous les éléments <o
sont d’ordre p; H est donc produit d’une famille de groupes isomorphes
4 Z/(p). G/H est un p-groupe discrel dont tous les éléments <o sont
d’ordre p; G/H est donc somme directe d’une famille de sous-groupes
isomorphes 4 Z/(p). La réciproque est triviale.

Comme la somme directe locale de groupes lopologlques est asso-
ciative, ce résultal peut s’énoncer ainsi : ’

CoroLLAIRE. — Tout groupe abe’lz'en localement compact dont tout élé-
ment £ o est d’ordre p est somme directe locale de. groupes zsomo;phes
a Z|(p) et inversément. »

TutoriMe 3. — S¢ G est un p-groupe abélien localement compact,
G est isomorphé & un sous-groupe ouvert d’un groupe abélien localement
compact G, produit local d’une famille de groupes isomorphes a Q,|Z,,
relativement a des sous-groupes cycliques d’ordres bornés.

Soient G un p-groupe abélien localement compact et H un sous-
groupe ouvert _compact de G. H est un p-groupe abélien compact.
D’aprés le théoréme 3 du paragraphe 3, H est produit d’une famille
(H,).e; de groupes cycliques d’ordres bornés. G/H est un p-groupe
discret G’. Soit G’ le p-groupe abélien associé & G/, d’aprés la propo-
sition 3 du paragraphe 3 : G’ est un sous-groupe de G’ et G’ est
somme directe d’une famille (G,),¢; de groupes 1s0m0rphes a4Q,z,
SoientI I'ensemble somme des ensembles d’indices J et J' et (G, ),elune
famille de groupes isomorphes & Q,/Z,. Sit€J, on peut identifier H,
a un sous-groupe cyclique bien déterminé de G,. Posons H={o} -

(**) Op a en effet le théoréeme suivant qui compléte celui de la note (17) :
Soit G un groupe abélien a opératewrs complétement réductibles,somme directe
d’une famille (H,). de sous-groupes stables simples; si H est un sous-groupe
stable de G, il existe une sous-famille (H,).g; de la famille (H,).¢; telle que G
soit somme directe de H et des groupes H, de cette sous-famille.
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sit€J'. Soit G, le groupe abélien localement compact produitlocal de
. la famille de groupes ( G,).g, relativement aux sous-groupes cycliques
. d’ordres bornés H,. Tous les éléments de G, sont de hauteur infinie.
G’ est un sous-groupe discret de G, et H .—.—-_.[]H‘ est un sous-groupe

5 Y
ouverl compact de G,. D’apres le théoréme 2 du paragraphe 4, G(p)est

. produit du sous-groupe ouvert compact H,,=HN G, et d’un sous-
groupe discret G, de G. H + G, est_produit des groupes G, et H.
En effet, H est compact, G, discret et HNG,={o0}(*"). G, est iso-
morphe au sous-groupe (H + G, )/H de G/H;donc & un sous-groupe
de G'c G,. Soit ¢ I'isomorphisme de G, dans G, ainsi-défini. Si
ye€H+G,), onay=2z-+(x) avec s€G, etz,€H,, et 'on voit,
immeédiatement que ¥ — $(3)~+ (&, ) esl un isomorphisme ¢ du sous-
groupe ouvert H + G, de G dans G,. Soit £ '’ensemble des isomor-
phismes ¢, d’un sous-groupe fermé L. de G dans G, prolongeant
'isomorphisme ¢. On voit facilement que I’ensemble £, ordonné par
la relation « @, est prolongé par ¢, »; est inductif et, par suite, posséde
un élément maximal ¢,. L est un sous groupe fermé de G contenant
H + G,. Supposons G#L. Il existe alors xgL tel que preL.
Soit y'=¢.(px). ¥ est de hauteur infinie dans G,; il existe donc
Y€G,telque y'=py. On a y e, (L), sinon il existerait z, €L tel
que y =9.(2,) et ¢.(p2)=py =pe(2:) = ¢.(p#,). Comme ¢, est
un isomorphisme, on a px,=px et p(x—ax,)=o0, c'est-a-dire
z—x, €Gy, dot x€x,+ G, L, car G, CL; on arrive ainsi a
une contradiction, car z ¢ L. La classe de y dans le groupe quotient
Go/p.(Li) est donc d’ordre p. Soit L’ le sous-groupe ouvert de G
engendré par LU{x}. Si z€L/,on-az=kx + 2/, avec oLk < pet
' €L bien déterminés, et I’on voit facilement que z — ky + ¢ (2')
est un homomorphisme ¢,, de L' dans G,, car L est un sous-groupe
ouvert de G. Soit kz+a2'€l’ tel que ky—+ o (2')=o0. On a
ky=—o(@')€¢.(L), donc k=o0 et, par suite, z'=o. Donc
?c::l,(o)={o‘} et @, est un’isomorphisme de L'DL dans G,, prolon-
geant l'isomorphisme ¢,, donc ¢. D'ou ¢, € F, ce qui est absurde
car ¢, est un élément maximal de ¥. Donc L = G, d’ou le résultat.

(®*") Voir N. Boureaki [ VI], Topologie générale, Chap. I1l, § 6, Ex, 18.
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On remarquera que le groupe G, ainsi défini est totalement discon-
tinu, mais non primairé (associé & p). Cependant I’ensemble G des.
éléments d’ordre fini de G,-est un sous-groupe pur-ouvert de G, (**).
G est donc un p-groupe abélien localement compact et G est isomorphe
4 un sous-groupe ouvert G’ de G. Dans ce qui suit, on identifiera les
deux groupes G et G’ et 'on dira que le p-groupe abélien ]ocalement

compact G ainsi défini est assocze au groupe G.

Les démonstrations des theoremes 1 et 3 sont trés différentes. On remargue
pourtant une grande analogie dans la définition du p-groupe associé a un -
p-groupe abélien localement compact et dans celle de I'espace vectoriel associé
a un groupe abélien localement compact pnmalre (associé a p) dont tous les é1¢-.
ments £ o sont d’ordre infini. En effet, si G est un groupe abélien localement
compact primaire (associé & p) dont tous les éléments 3£ o sont d’ordre infini,
il existe un groupe G,, produit local d’une famille (G,),e de groupes isomorphes
a Qp, relativement a des sous-groupes H,, tel que G soit isomorphe 4 un sous-
groupe ouvért de G, G étant 'image réciproque du sous-groupe des éléments
d’ordre fini de G,/H par I’homomorphisme canonique de ‘G, sur G,/H, avec
It —H H,. Si G est un p-groupe abélien localément tompact, il existe un

el .
groupe G, produ;t local d’une famille (G,),e; de groupes isomorphes a Q,,/Z,,,
relativement & des sous-groupes H,, tel que G soit isomorphe & -un sous-groupe

ouvert de G, G étant 'image réciprogue du sous-groupe des éléments d’ordre

/'m de G /H par I’ homomorph:sme canomque de G, sur G,/H, avec H _.II H..

el
En effet, tous les éléments de I étant d'ordre borné, 'ensemble des éléments

d’ordre fini de G, est G. Cependant l’arbnralre qui-régne dans la définition du
p-groupe discret associ¢ & G/H ne permet pas d'écrire des conditions d'iso-
morphie analogues & celles des propositions 1 et 2. = - T

Si G est un p-groupe abélien compact ou discret (resp. localement
compacl) dont tous les éléments sont d’ordre < p” (resp. < p), G est
somme directe locale d’'une famille de groupes cycliques d’ordres p”
(resp. p), relativement a certains sous-groupes. Mais si G est un-

(2*) On voit que Gestla composante primaire (associée a p) du groupe abélien
localement compact totalement discontinu G, (voir Chap. 111, paragraphe 1).
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groupe abélien localement ecompact dont tous les éléments sont d’ordre
£ p'(r>1), G n'est pas en général somme direcle locale d’une famille
de groupes cycliques d’ordre p. '

Par exetaple, soit G un groupe topologique, produit local d’une famille infinie
(Gy)ier de grodpe isomorphes a Z/(p?), relativement aux sous-groupes H, de G,
1somorphes a'Z/(p) Tous les éléments de G sornt d’ordre Z p¥ et G est locale-

ment compact et non compact G —-I I]I est un sous- Uloupe ouvert compact

cel
de Gn Supposons que G soit isomorphe a un groupe G', somme directe ]ocale

.d'une famille (Gy)xex de groupes isomorphes a Z/(p*), relativement & des sous-
groupes ;. L'ensemble des xe K tels que Hj 5% G est infini, sinon G/, et par -
suile G, seraient compacts, ce qui n’est pas G/ est produit du groupe compact

Gl .._lI G,, avec G _I[x, et du groupe Gi, somme directe locale des oroupes G’

tels que Gx;zéllx, 1elat1vement aux. sous-groupes ll%. G{! est le sous-greupe
compact-de Gy, produit des sous-groupes cycliques d’ordres p de G, Gihest un

sous-groupe partout dense de G¥), différent de G si GIJ est compacl G/ est
égal & G)<GY) et non compact, ce qui est absurde, car G/’ et G sont iso-
morphes (G t’est donc isomorphe & aucun groupe G’ somme directe locale de
grdupes 1somorphes a Z/(p ) relauvement a des sous-groupes quelconques

-

Cependant onala proposulon suivante : .

PRQPO’SIT'ION 3 — Tdut (rroupe abélien localeme'nt compact dont tous les
élémenis sont d’ordre = p" est zsomorphe d un sous-groupe-ousert d’zm
groupe produzt local de. oroupes zsomor phes a Z/( P £).

En effet avec les notations de la demonstrauon du théoréme 3 le
sous- groupe fermé Gy de G est. 1s0morphe au sous-groupe ouvert
G'n q(,,,-, de G(,,,.)._ D’aprés la proposition 1 du paragraphe 3 du Cha--
pilre I, G, est isomorphe 4 la somme directe locale de la famille de
groupes (G,(,,,)).e,, relativement aux sous-groupes H,n G, et Gy
est le sous—groupe cyclique d’ordre p” de G.,. Si tous les elem ents de G

sont'd’ordre Zp’, on a G = G, d’ott le résultat.

La réciproque est triviale.
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CHAPITRE III.

Groupés abéliens localement compacts totalement discontinus.

1. CoMPOSANTES PRIMAIRES D'UN GROUPE TOPOLOGIQUE. DEFINITION . —
L'ensemble G, des éléments x d’un groupe topologique séparé G tels que
la représentation n — x" de Z dans G se prolonge par continuité en une
représentation de Z, dans G est appelé la composante primatre (associée

ap)deG. : -

Si x€ G, et si . est la représentation de Z, dans G qui prolonge
la représenlation n — 2", 7, est un homomorphisme de Z, dans G
et n.(Z,) est I'adhérence du sous-groupe engendré par ; c’est un
sous-groupe abélien compact de G, isomorphe & Z, ou cychque'
d’ordre p”et I'on a nx(Zp)cG,, Si p’ est un entier premier différent
dep,on aG,NG, ,-.{ o},carsiz€G,NG,, on a n.(Z,)=1,(Z,),
ce qui est absurde siz £ o. -
~ Si H est un sous-groupe fermé de G, la composante primaire

(associée a p) de H est H,=HNG, : on a évidemment H,C G, et
sizeHNG,, n.(Z,)CH et aseH,, l N

Si G est complet, pour qu'un élément x € G appartienne a G, il
faut et il suffit que la représeniation - 2" de Z (muni de la struc-
ture p-adique) dans G soit continue.

La composante primaire (associée & p) d’un groupe discret G est
I'ensemble des éléments de G dont ordre est une pulssance de p.

En général, Pensemble G, n est pas fermé et n'est pas un sous-
groupe de G.

Dans le tore T, la composante primaire (associée & p) est 'ensemble des élé-
ments dont I'ordre est une puissance de p; cet ensemble est un sous-groupe
partout dense de T, et, par suite, non fermé. Dans le groupe tétraédrique dis-
cret @, la composante primaire (associée a 2) est I’ensemble des éléments dont

Pordre est une puissance de-2 : cet ensemble n’est pas un sous-groupe dé ‘@.
P X P

Soient G un groupe topologique séparé et ¥, ’ensemble des sous-
groupes primaires (associé a p) de G. Si He 8, Hc G,. Soient & une
partie totalement ordonnée de ¥,, ordonné par inclusion, et K le



SUR LES GROUPES TOPOLOGIQUES LOCALEMENT COMPACTS. 47

sous-groupe engendré par U H. Si z€K, il existe une parlie finie
He®
de & dont le plus grand élément H’ contient . On peut donc pro-
longer par continuité la représentation n — x" en une représenta-
tion =, de Z, dans G; celle-ci est unique et n,(Z,)C H'cK. Donc
Ke §,et §,est inducti f D’aprés le théoréme de Zorn il posséde un
“élément ma.mmal

Dérvition 2. — On dit qu'un sous-groupe maximal de ¥, est un
sous-groupe de Sylow (associé¢ a p) de G (*).-

Prorosition 1. — 8¢ G est un groupe localement compact, totalement
discontinu dont les deux structures uniformes sont identiques, tout sous-
groupe de Sylow (associé a p) de G est fermé.

Soit H, un sous-groupe de Sylow (associé & p) de G et soit z€ H,.
L’ensemble des sous-groupes distingués ouverts compacts de G élant .
un systéme fondamental de voisinages de e (?), quel que soit le sous-
groupe distingné ouvert compact H de G, il existe yeH, tel que
xz€Hy. Lareprésentation n -> y" de Z(muni de lastructure p-adique,
dans G est continue; il existe donc un entier > o0 tel que y*" € H)
pour toul entier k> o0, et x""EHy"’"CH car H est disungué. La
représentation de Z (muni de la struciure p-adique) dans G est donc

continue et 'on a x € G,. Comme H, est un sous-groupe fermé de G,
on a n,(Z,)c H,. H, est donc un sous-groupe primaire (associé & p)
de.G contenant H,, ce qm est absurde si H,5£ H,,, car H,, est max1mal
Donc H,=H,. '

 Le méme raisonnement montre d’ dllleurs que la composante pri-
maire (associée.a p) G, de G est un ensemble fermé.

() Cette définition, dans le cas des groupes finis, coincide avec la définition
classique des sous-groupes de Sylow. On trouvera des propriétés des sous-
groupes de Sylow d’un groupe infini discret dans le Mémoire de R. Baer intitulé
Sylow-theorems for infinite groups (Duke Mathematwal Journal, 6, 1940,
p. 598-614). -

(*) Voir N. Boursak [VI}, Topologie générale, Chap. I1I, § 3, Ex. 19.
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Si G est un groupe abélien, la composante primaire ( associée a p)
de G est évidemment le seul sous-groupe de Sylow (associé a p) de G.
En effet, si z€ G, et y € G, la représentation continue g - gx — qy
de Z, dans G prolonge la représentation n—n(x —y)=nx—ny
de Z dans G et G, est un sous-groupe de G.

Si donc G est un groupe abélien'localement compact, lotalement
- disconlinu, la composante primaire (associée 4 p) de G est un sous-
groupe fermé de G.

Proposition 2. — Tout groupe abélien compact totalement discontinu
est produit de-ses composantes primaires (*).

Soient G un groupe abélien compact lotalement discontinuy .G,,.la
composante primaire (associée 4 p) de G et G le dual de G. On sait
que G est un groupe abélien discret dont tous les éléments sont
d'ordre fini. La composante primaire (associée 4 p) de G est
ensemble G, des éléments dont P'ordre est une puissance de p; il est
bien connu (*) que G est somme directe de ses composantes. pri-
maires G, (p=2,3, ...). Soit G| le conjugué dans G du sous-
grodpe 2 G, de G. G est isomorphe au produit des groupes

T 9FEp ’

G(p=2,3 ...)C ) G, est 1s0morphe a G/ZG Gr est donc

q#p
dual de G,, et primaire (associé a p). On a ainsi G ,C G, et, par suite,

G c ZG,,, G, désignant le conjugué de G, dans G. D’autre part,
gZp
G |G estle dual de G,; c’est par suile un p-groupe; (Z Gq>/ G est
qFEP -
un sous-groupe de G |G, c esL-d dire un p-groupe, ce qui est absurde,

(®*) N. Jacobson a esquissé une démonsiration directe de ce résultat. Voir
Locally compact. totally disconnected rings (Amerwan Journal of Mathe-
matics, t. LVIIL, 1936, p. 433-438).

(*) Voir par exemple L. Zepix (I1), § 1 et 2. '

(*) Voir la démonstration du théoréme 1 du paragraphe 2 du Chapltre Iet
L. PontriaciN [ V], Chap. V, § 34.
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car, dans 2@;1, aucun élément 7&‘0' n'a pour ordre un multiple de p.
., a#Ep :
Donc Grq_ G et G Gy
fl;ép B ] -
Plus gener&lement : o )
THEOREME 1.— éozent G un oroupe abélien localement compact totale-
ment dzscontmu, ainsi que son dual, et H un sous-groupe ouvert compact.
quelconque de G; G est isomor, phe & la somme directe locale de ses com-
posantes primaires G,, (p =2, 3, 5, .. .), relativement aux composantes

; przmazres HnG,de H.

H est un groupe abélien compact totalement discontinu. D’aprés la
proposmon précédente, il est prodult de ses composantes primaires
qui sont, on I'a vu, égales & HNG, (p—z, 3,5, ...). Soit x€G
et H. le sous-groupe ouvert de G engendre par Hn{ l. La classe
de z dans G [ H est d’ordre fini : en effet, le conjugué H* de H'dans le
dual G de G est un sous- groupe compact totalement dis¢ontinu; c’est
le dual du groupe discret G [H dont tous les éléments sont ainsi
d’ordre fini. Le groupe H. est donc céunion des classes nz -+ H qui
sont compactes ét en nombre fini. Le groupe H, est don¢ compact et
- isomorphe au produit ‘de “ses composantes primaires H.NG, |

(p_z, 3, ..). Soit @, la projection de = dans H.NG,. Le
~ groupe quouent H./H étant d’ordre fini m, la classe de z, dans
(H nG,) I(HAG,) est d’ordre fini diviseur de 7 et cet ordre est une
pulssance de p. Par suite, on a x,€ HN G, sauf pour les entiers pre-
miers p (en nombre fini) qui divisent I'ordre de Hw/ H. G’ étant'la
somme directe locale des groupes G, (p=2, 3,5, ...), relative-
ment aux sous-groupes ouverts HNG,, on voit ainsi que
w—>(w,,),,=,,3,,,, _est un. 1som0rphlsme ¢ de G dans G'. Mals la

somme H—i—z . est un sous-groupe de G, pour toute suite
i=1

ﬁme d’enuers premlers (Pi)i=r,e, .. o et G par deﬁmtlon,‘

 réunion des sous~groupes H+ ll G, = ;o( H +2 G > Donc

=1 -
- o(G)= G, d’ou le théoréme...
Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 1, 1948. ) i 7

\ i=1
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Ce théoréeme admet une réciproque; plus précisément :

Proposition 3. — Soient (G,,),,_., ms,... Une sutte de groupes abe-
liens localement compacts primaires (assoczes aux différents entiers
premuers p) et H, un sous-groupe ‘ouvert compact de G,; la somme
directe locale des groupes (G,)(p=2,3, 5, ),'relatz'oement aux sous-
groupes H,, est un groupe abélien localement compact totalement discon-
ttnu ainsi que son dual, et G, est la composante primatre (assoczee a p)

deG

En effet, soient G la somme directe locale des G,,, relativement.
aux H,,.G’, la composante primaire (associée & p) de G.'G est locale-

ment compact et totalement discontinu et son dual G somme directe

“locale des groupes primaires Gy, relalivement aux sous-groupes H,
~est aussi totalement discontinu. Enfin, on a G,C G, ; inversement,
st €@, on a & =(&y)us,s,..., avec T, €G,. Comme x>z, est
une représentation continue de G/, dans G,, on a z,€ G/, (Chap. II,
§ 4, Prop. 3). Or G,nG,={o }s1p;éq,onadoncacq—os1p;£q
et z€G,. Donc G, CG ot G,=G,.

De plus on a les condmons d 1s0morph1e suwantes, qui résultent
immédiatement du paragraphe 2 du Chapitre I1(*):

Provosition 4. — Soit G (resp. G’) un groupe abélien localement ~
compact, somme directe locale de ses composantes przmalres G,
(resp. G) (p_z, 3,5, ...) relativement a des sous-groupes ouverts

compacts H, (resp. H))); pour que G et G’ sovent isomorphes, il Sfaut et
il suffit qu’il existe un isomorphisme ¢, de G, sur G, tel que, pour tous
les entiers premuers p, excepté au plus un nombre Jiné, H,=9,(H,).

On notera qu’en général, la donnée d’une suite de groupes abé-
liens localement compacts primaires (associés & p) (G,),=s,,.. ne
suffit pas @ déterminer & une zsomorphze prés un groupe abellen G
localement compact, totalement discontinu, ainsi que son dual, dont

la composante primaire (associée & p) est isomorphe a G,.

(°) Voir le théoréme 1 du paragraphe 2 du Chapitre I.
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Un exemple trivial de ce fait est le suivant. Soient G le groupe compact produit
"des groupes Z/(p) (p=2,3,...) et & le groupe discret somme directe de
sous-groupes isomorphes & Z/( p) (p=2, 3, ...). Les composantes primaires
(associées 4 p) de G et G/ sont évidemment 1somorphes 84Z/(p), cependant les
groupes topologlques G et G’ ne sont pas 1somorphes, car ils sont mﬁms

N

Q. STRUCTURE DE CERTAINS GROUPES ABELIENS LOCALEMENT COMPACTS. —
-Nous allons étudier ici la structure des groupes abéliens localement
. compacts, a I’aide des.résultats obtenus dans le paragraphe 4 du Cha-

pitre I, le paragraphe 4 du Chapltre II et le paragraphe 1 du Cha-
‘ plLre III

Examinons d’abord les groupes abehens localement compacts dont .
tout élément est d’ordre fini.

Prorosition 1. — Tout groupe abélien localement compact dont tout
élément est d’ordre fini est totalement discontinu, ainsi que son dual.

En effet, soit G un groupe abélien localement compact dont tous
les éléments sont d’ordre fini. G posséde un sous-groupe ouvert com-
pact H. Soit flle dual de H; H est isomorphe au groupe G | H*, quo-
tient du dual G de G par le conjugué H* de H dans G. Si zeH,
- &(H) est un -sous-groupe fermé de T dont tous les élémenis sont
d’ordre fini, c’est-a-dire un groupe cyclique fini. Tous les éléments
de M sont donc d’ordre fini et H est totalement discontinu (7).
Comme H est ouvert dans G, la composante connexe de o dans G est
identique a la composante connexe de o dans H et se Téduit donc
4 {o}: G est totalement discontinu. H* est un groupe compact totale-
ment discontinu, car il est'dual du groupe discret G /H dont tous les
éléments sont d’ordre fini. Comme H* est ouvert dans G, on voit

- comme precedemment que G est totalement discontinu.

Soit G un groupe abélien compact dont tous les éléments sont .
d’ordre ﬁm G est produ1t de ses composantes primaires G,
( p= 2,3, ...), qui sont des p-groupes abéliens compacts. Quel que
soit weG, on a x=(2p)p=s,. avec x,€G, et il existe un

(") Cf. Note (°) du Chapitre I.
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entier k>0 tel que kx=o0, donc kx,=o. Par suite, pour tous

les entiers premiers p qui ne divisent pas £, on'a x,=o. Il en résulte’
que, pour tous les entiers premiers p, excepté un nombre fini,

. G,={o0} et G est produit d’'un nombre fini de p-groupes com-

pacts G, (p==p1, Pay - -+ Pry Pr<pPa<... < pn), D’aprés le 'théo-

réme 3 du paragraphe 4 du Chapitre II, G, est produit d’une famille

de p-groupes cycliques d’ordres bornés. Donc tous les éléments de G

somnt d’ordre’borné et on a le théoréme suivant :

Tutorime 1. — Tout groupe abélien’ compact dont tout élément est .
d’ordre fini est produit d’une’ famille de groupes cycliques d’o;dies,
bornés (®). ’

La réciproque est triviale.
G,, est produit d’une famille ((H.)i€I(p})), (o <rLk:) de

groupes cycliques d’ordres <<p¥, H, étant un groupe d’ordre p™
si t€l(p). On dit que les Zlﬁ'i ensembles d’indibes I(p}),

‘»

=1
(oLr Alc,, i=1,2,..., n)sont associés au groupe G. .Ceci permet'

d’écrire les conditions d’isomorphie suivantes :

1

“Proposition 2.-— Soit G (resp. G') un groupe abélien. compact dont
tous les élémenis sont d’ordre fint, 1( p ), (o<l riLhyi=1,32,.:.,n)
(resp U(gy), (o <s;Llyy j=1,2,..., 1 )) les ensembles a zndzces _’
qui lui sont associés. Pour que G et G’ soiént zsomorphes, ) faut et il
suffit que n=n', p;= q; et k;=1; pour tout i =1, 2, ..., net que, pour
tout r; (o<7,-_4_lc,-(z_1, 2, ..., 0)), I(p}) et I’(pr') sotent equz-_
Jpotents. ‘

Cela résulle immédiatement de la proposition 5 du paragraphe 2
du Chapitre II et de la proposmon 4 du paragraphe 1 du Cha-
pitre III. :

(%) Ge théoréme et la proposition 2 sont l’extens:on la plus grande possible
du théoréme de Gauss-Kronecker sur la décomposition d’un groupé abélien fini
en produit de groupes cycliques. Remarquous, 4 ce propos, que de nombreuses
propriétés des groupes finis s’étendent non pas, comme il semblerait naturel,
* aux groupes infinis discrets, mais aux groupes infinis compacts.
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Soient maintenant G .un groupe abélien localement compact dont
tous les éléments sont d’ordre finZ, H un sous-groupe ouvert compact
de G et G, la composante primaire (associée & p) de G. G, est un -
p-groupe abélien localement compact et G est somme directe locale
des groupes G, (p==2, 3, ...), relativement aux sous-groupes
ouverts compacts HN G,. HN G, est lacomposante primaire (associée
-4 p) de H et le groupe compact H est isomorphe au produit des
groupes HNG,(p=2, 3, ...). Mais; d’aprés le théoréme précé-

~dent, HNG,={o0}, sauf pour un nombre fini d’entiers premiers
pi(i =1, 2, ..., n). Donc si p#“pi, G, est un p-groupe discret.
Soit G, le groupe discret somme directe des p-groupes G,(p < p;) et
G, le groupe somme directe locale des groupes G, (i=1, 2, ..., n),
relativement aux sous-groupes HN G,,. G, est isomorphe au groupe

n

localement compact'[[G . Comme la somme directe locale de
1=1 ' .
groupes est associative, G est 1somorphe 4Gy ><G,Dou: . ~

- Trtorime 2. — Tout groupe abélien localement compact dont tous les
éléments sont d’ordre Jfini, est produit d’un nombre fini de pi-groupes
localement compacts (i=1, 2,...,n) et d’un groupe abélien discret,

. somme directe de p-groupes dzscrcts ( PFEPi I=1,2,...,n).

Signalons encore la proposition suivante :

Provosirion 3. — 8¢ G est un groupe abélien compact totalement dis-
continu dont tous les éléments £ o sont d’ordre infini, G est produit de
Samulles de groupes isomorphes ¢ Z,(p =2, 3, 5, ...).

Cela résulte de 1& proposition'2-du paragraphe 1 du Chapitre III
et du théoréme 2 du paragraphe 3 du Chapitre II.

Nous allons maintenant caractériser les groupes abéliens localement

- compacts généraux comme sous-groupes fermés de groupes topolo-

giques dont on peut étudier la structure 4 I'aide des résultats précé-

dents. Rappelons que tout groupe abélien localement compact est de

la forme R*>< G, oil G est un groupe topologlque abélien ayant un
sous-groupe ouvert compact.

Soient d’abord G un groupe abélien localement compact totalement
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discontinu et G son dual. La réunion des sous-groupes compacts de G
est un sous-groupe ouvert F de G. G | F est un'groupe abélien discret
“dont tous les éléments £ o'sont d’ordre infini et F est dual de G/K,
K étant 1a composante connexe de G. Soit S une partie de G telle que
les classes y + F (¥ €S) forment un sysiéme de générateurs de G | F.
Soit K’ un groupe abélien discret, somme directe d’une famille de
sous-groupes cycliques infinis engendrés par une famille (z,),¢s
d’éléments de K’. Si zeK/, il existe une partie finie X de S et des
entiers n,(y € X)) déterminés de facon unique et tels que z = Enyz, A
y€x
On vérifie facilement que z > 2 n,y est une representatlon de K’
rex :
* dans G. Donc I'application (, 5) - & + Y n,y est une représen-

rex
tation ¢ du groupe (non topologique) F >< K/ sur G. Cette représen-

tation est unhomomorphisme, carsarestriction au sous-groupe ouvert
de F><K’ coincide avec Pautomorphisme identique du sous- grbupe
ouvert F'de G. Le dual K/ de K’ est isomorphe a TS et le transposé ¢
de o est un 1somorphlsme de G- dans le groupe R'><(G/K), dual
de F>< K'.

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par G un groupe topolo—
gique abélien ayant un sous-groupe ouvert compact, par F la réunion
des sous-groupes compacts de G et par K la composante connexe
de o. Fest un sous—groupe ouvert de G et K un sous-groupe compact

de F. Le raisonnement precedent appliqué a F (‘au lieu de G) permet
d’écrire le résultat suivant : -

PRrOPOSITION 4. — Si S est un systéme de générateurs du dual de K,
F est isomorphe a un sous-groupe fermé du groupe T < (F [K).

G/ F est un groupe abélien discret G, dont tous les éléments £ 0
sont d'ordre infini (*). G,=F |K est un groupe.abélien localement |

(*) Voir le paragraphe 1 du Chabitre I. On pourra étudier la siructu_re du
groupe G, & I'aide des résultats obtenus par A.-MaLcev, Torsionsfreie Abelsche
Gruppen von endlichen Rano (Rec, Math. de Moscou, t. &, N S, 1938,
p. 45-67).
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compact, totalement discontinu ainsi.que son dual. Soit G, le groupe
abélien localement compact associé au groupe G, d’aprés le théo-

réme 4 du paragraphe 3 du Chapltre I. Tous les éléments de G, sont
‘'de hauteur infinie et G, est isomérphe & un sous-groupe ouvert (3,

de G, tel que tous les éléments de G, | G, soient d’ordre fini. On avu,
‘au paragraphe 3 du Chapitre I, qué'éi est totalement discontinu
ainsi que son dual. D’aprés-le théoréme 1 du paragraphe 1 da Cha-
pitre III, G, est somme directe locale de ses composantes primaires
(associées aux différents entiers premiers p) (*°).-Avec ces notations,

on a le théoréme smvant, S démgnant un systeme de générateurs du
dual de K :

1

. Tneonine 3. — i G est un groupe abélien ayant un sous-groupe
ouvert compact, G est isomorphe & un sous-groupe fermé du gloupe
abélzen localement compact T® < G, < G,. ‘ ’

Soit G, le groupe ‘topologique Ts>< G, < G D’aprés la proposi-
tion précédente, il existe un isomorphisme ¢ du sous-groupe ouvert F
‘de G dans le sous-groupe ouvert T*>< G, de G,. Tous les éléments
de T*>< G, sont de hauteur infinie; on peut donc prolonger (**) c]J en
* une représentation continue § de G dans T®>< G,. Soit z€ G etz 1a
classe de = dans G/F=G,. ({(z), ) est un élément de G, et
z - (§(&), Z) estune représentation ¢ du groupe (non topologique) G
dans le groupe G,. Cette représentation est continue, car elle prolonge
I'isomorphisme ¢ du sous-groupe ouvert F de G -dans G,. ¢ est
biunivoque. En effet, soient x et 2’ dans G tels que o(x)= q:(w’)
Ona

ll’(x) =9(2)

et la classe de x dans G[F est identique & celle de 2. Autrement dit,
ona ~
z—2eF et qa(x—x’)qu(x—x’):q»(x)———q;(j'p'):o,_

(19) Si G, est la composante primaire (associée a p) de G, G, est un groupe
abélien localement compact -primaire (associé a p) dont tous les éléments sont
de hauteur infinie, car G, est un sous-groupe pur fernié de G,

(**) Voir A. Wei [ VII], Chap. VI, § 26, lemme 1,



56° J. RRACONNIER. T

d’ot x =2, car { est un 1somorph1sme. Enfin, la restriction de.¢ au
sous—groupe ouvert F de G n’est autre que I'isomorphisme w—->(¢(zv), o)
du groupe topologlque Fsurle sous-groupe ouvert

w(F)w(G)n(TSxGi)

de o(G); donc o est un 1somorphlsme du groupe topologzque G
dans G,.

ot

CHAPITRE 1V.
Groupe d’automorphismes d'un groupe lbqaLlement qonipact.

1. GROUPE D’AUTOMORPHISMES D'UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT. —
Soient G un groupe topologique séparé et g,(Gr) le groupe des aitomor-
phismes de la structure de groupe topologique 'de G. Si ue G(6),
“u est un automorphisme de la structure de groupe de G, u est continu
et uniformément continu 4 droite et A gauche, ainsi que I’automor-
phisme réciprogue u. C et U étant des parties de G, on désigne par
W(C, U) l'ensemble des u€g(G) tels que pour tout-z€G,
u(z)xz~* €U. Quand G décrit 'ensemble des parties compactes de G

et U un systéme fopdamental de voisinages de I'élément neutre e
de G, W(C, U) décrit une base de filire § sur G(G), car

W(CuCl, UnU)cW(G, U)nW(C ,U). .

et l'intersection des W (C, U) est I’automorphisme identique. . .

Supposons que G soit localement compact, Alors § .vérifie les
axiomes (GV;), (GV},) et (GVy) des systémes fondamentaux de
voisinages de I'élément neutre dans un groupe topologique (*).
En effet si U est un voisinage de e et C une partie ¢ompacte de G,
il existe un voisinage compact U’ de e tel que, U"‘ C U C'=CyU" est
une partie compacte de G et 'on a

w(e, U)o W(C, U’)ch(C, U).

(™) On trouvera un énoncé des axiomes (GVi), (GVj), (GVin) et (GVW) que
vérifie un systéme fondamental de. voisinages -de I'élément neutre d’un groupe
topologique dans N. Boursakr [VI), Topologie générale, Chap.-11I; §1, n° 2
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En effet, si u et v€ W(C/, U’), pour tout z€C’, u(z)eU'x,
o(z)eUz et u(U')cU"; donc u{v(z)) €u(U)u(z)cU*zc Uz
et uove W(C, U). L’axiome (GV;) est donc vérifié.' L’intersection
des: W(C U) est l’automorphlsme identique et ’axiome (GVm) est

aussi vérifié. Soit enfin C une partie compacte de G, U.un voisinage
de ¢ et u,€ G(GY; alors C'==u,(C) est une partie compacle de G et

U'=u;(Uyestun voisinagedeeetl’on a 1y o W(C’ UNou,c W(C, U).
En effet, si uEW(C’ U') et si ¢= g o U0y, pour tout z&C,
v(z)e uo(U’uo(w)) C uo(U’}mc Ux. donc ve W(C U) et 'axiome
(GVyy) est vérifié. De méme, les ensembles W(C U) décrivent une
base de ﬁltre {B vérifiant les axiomes (GV;] ), (GViy) et (GV;V) Donc,

siue Q’p(G), les hases de filtre uof} et Bou (resp uotB et {Bou\) sont
équivalentes et forment un systéme foridamental de voisinages.de u
dans une. topologle séparée B, (resp. B,) sur le groupe G(G) telle
que l'application (u, ¢)—>ucv de g (G)xQ}(G) sur G(G) soit
continue. Pour que la topologie B, (resp. ,) soit compatible avec
la structure de groupe de G(G), il faut et il suffit que I'application

L. , de Q(G) sur lui-méme soit contmue, c’est-a-dire que les deux
" topologies B, et B, soient identiques. Il n’en est généralement pas ainsi.’

‘En effet, nous allons construire un groupe localement compact- G dont le
groupe d'automorphismeé G(G) n’a pas cette propriété. Soit (G,),g une famille
infinie de groupés topologiques isomorphes a Q, et H, le sous-groupe des entiers
p-adiques de G,; H, est un sous-groupe ouvert compact de G,. Soit G la somme
directe locale des groupes G, relativement aux sous-groupeé H,, etH _HH

€I
G est un gnoupe abehen localement compact totalement discontinu et H est un
sous-gmupe ouvert cormpact de G. Soit C une pame compacte de G; 1l existe

des z € Gli=1, 2, ..., ) tels que Cc U(.z‘g—l- H)—C’ et (' est une parue
=1
compacte de G. Sizy= (w; t)ceb ona z, €H, excepte sit appartlent 4 une partie

ﬁme J, del et prl(C')—Upr;(act+ H)_U(x“-l— Hl)\ J—UJi est une
. =1
partle finie de I et, si L¢J,prL(C)__H On'a CcCc ]:[pr,(C’)——C” et G
. tEI e '
Journ. de Math., tome.XXVlI. — Fasc, 1, 1948. ‘ ) 8
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est une partie compacte de G. Soit U un voisinage de zéro dans G; il existe une
partie finie J' de I et un sous-groupe ouvert H; de H, tel que H; =H,si 1 J et

que , HH; :U"CU. U’ est un voisinage de zéro et W-(C”, U")cW(C, U).
tel

I étant infini, soit xgJUJ'. Soit 2 = (z,).a € G et |, = z, sit £ x et zy= px,.

Alors x—>(w,)‘el est un automorphisme u du groupe @ogaloonque G. On a

ue W(C", U [car, sitZx, &, —ax,=oeH, et, si Z,eHy,
x;c—xx—; (P\—I)xerx: Hy;

donc, si 2 = (2,),g € C’,

u(z) — o=z, “"Q;L)LGIE]:[H", _—’.U'];'

- el
d’autre part, U¢W(H, H) [car,"si x= ()t €H, avec z,eH,nHE,

2y~ Pty = (1 —p! Yy & Hy et_ui(x) —ze€ H] Il résuIte de ceci que, lorsque
W (C, U) décrit B, W(C’, U’) décrit une base de filtre equlvalente 4 B'et pour

tout W (C’, U’), 11 existe un we W(C’, U’) tel que u¢W(H H) Done

I'application u—> & i n'est pas continue sur le groupe (j,(G) )

Cependant, si G est le groupe R" (resp. Q;j), les topologles B, et G, sont
identiques; le groupe g(Rn) [resp. G(Qp)] est le groupe linéaire réel (resp.
p-adique) de rang n, muni de la topologie habituelle.

. Si G est un groupe compact et si W(U) est I'ensemble des automorphismes « |
de G tels que u(z)z—* €U pour tout z€G, quand U décrit un systeme fonda-
mental de voisinages de e, W(U) décrit un systéme fondamental de voisinages
de l’automorphlsme identique dans les topologles %, et B, qui sont identiques.
En effet, W(U) = W(U—1) car si ueW(U“‘i) et xeG u(u(wS)—meU-‘u (a:)
et u(z) décrit G quand = décrit G. :

Si G est un groupe discret et si W (zy, @5, ..., .z',l) est 1’.ens'emb1e des auto- -
morphismes u de G tels que u(z;) =a; pour i=1.2, ..., n, alors quand
{21, s, ..., x,} décrit I'ensemble des parties finies de'G, W (24, %3, ., Zs)
est un sous-groupe ouvert de G(G) qui décrit un systéme fondamental de voisi-
nages de I'automorphisme identique dans les topologies %; et B, qui sont ainsi-
identiques.

Soit G la- borne supérieure ( ) des topologies , et B, et V(C, U)

Vensemble des u€ G(G) tels que u(z)x' €U et u(m)x—‘ €U pour
tout x € C. Lorsque C décrit I'ensemble des parties compactes de G

() Voir N. Boursaxi [ V1], Topologie générale, Chap. 1, § 2.
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et U un systeme fondamental de voisinages de ¢, V(C, U) décrit un
systéme fondamental de voisinages de l’automorphisme identique
dans la topologie % et I'on voit comme précédemment que celui-ci
- vérifie les axiomes (GV}), ( GV',,) et (GVy). De plus, V(C, U) étant

symétnque, application u— u ; de G(G) sur lui-méme est continue.
La topologie  vérifie donc 'axiome (GV}) (*); elle est donc compa-
‘tible avec la structure de groupe de G(G). Nous dirons que la topo-
logie % est la topologie de G. Birkhoff (*).

Dérmrion 1. — On dit que le groupe G (&), muni de la topologie de
G. Birkhoff, est le groupe d’automorphismes du groupe localement
compact G.

Dans tout ce qui suit, sauf mention expresse du contraire, G(G) -
désignera le groupe topologique ainsi défini.
~ Soit G un groupe localement compact; si s€ G, 'automorphisme
intérieur 2 — sxs~' est un automorphisme u,€ G(G) et 'ensemble
des automorphismes intérieurs est un sous-groupe distingué de G(G).

Provostrion 1. — Si G est un groupe localement compact dont les deux
-structires uniformes sont identiques, s-»u, est une.représentation

 continue de G dans C;’p( G) (*).
§ — u, est une représentation- de G dans G(G), car, si.s€G et
teG, us(u,(w))Fsth—‘ "—us,(w) Cette representatlon est con-

tinue.
En effet, quel que soit le voisinage U de e, il existe un voisinage

(3) Cette'topologie (appelée par N. Bourbaki topologie de convergence com-
pacte) est aussi compatible avec la structure algébrique du groupe des auto-
" morphismes d'un espace uniforme localement compact. Voir, par exemple, le
Mémoire de G. Birenorr, The topology of transformation-sets (Annals of
Mathematics, t. 35, 1934, p. 861-875).

(*) Le groupe des automorphismes intérieurs de G est relativement compact
si on le munit de la topologie définie ainsi : les ensembles V(G, CnU) (C étant
un voisinage compact de ¢ fize) forment un systéme de voisinages de l'auto-
morphisme idenlique dans la topologie & quand U décrit un systeme fonda-
mental de voisinages de ¢ dans G, La proposition 1 est encore exacte si G est un
groupe localement compact quelconque

i
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symétmque U’ de ¢ tel que pour tout z€G, 2Uat=U" et
U2&U (*); done UzU'z'cU?cU et, sis€eU, seszelU et
s7xsxz— €U, pour tout = appartenant a une parlle compacte quel—
conque C de G; donc u,€ V(C, U).

L’image réciproque de I’automorphisme identique par cette repreé-
séntation est le centre de G. o

" COROLLAIRE. — SI G est un Oioupe compact et st Z est son centre,
Lensemble des automorp/a smes tntérieurs de G est un sou $-871 oupe compact

de G(G), isomorphe a G| Z.

-En effet, les deux structures uniformes de G sont 1dent1ques et
§ — u, est un homomor; phlsme de G dans G(G).

Proposition 2. — Pour tout z€G, u—»u(w) est une applzcatzon
continue de G (G) dans G. :

- En effet, soit U un voisinage de e. I.’ensemble des ve g(G) tels
que o(z)u(xz)y' €U est W({z}, U)oudV({z } U)ou qu1 est un
voisinage de u dans G(G). g

En particulier, I'ensemble des ueg((:) tels que u(x)__ x est un
sous-groupe ferme de Q(G) (*)-

Sotent H un sous- groupe de G et ue Q(G) tel que u(x)_x quel’
que soit z€H. On a u(H)=H'et, par suite, H est un sous-groupe
fermé de G tel que u(H)=H =u(H). La restriction de u & H est
donc un automorphisme de H, prolongeant 1'automorphisme iden-
tique de H : c’est 'automorphisme identique de H. : A

Comme HcH, l'ensemble des u€G(G), tels que. u(w)_mpour
tout z€H ‘est égal 4 I'ensemble des ue G(G), tels: que u(z)==x
pour tout x€H. Cet ensemble est un sous-groupe fermé de G(G),
car il est I'intersection des sous-groupes fermés de G(G) formés par
les u tels que u(:z;)__ x, quand x décrit H. -

- (%) Voir N. Boursakt [ V1], Topologie générale, Chap. 111, § 3, Ex. 3.

- (%) Plus généralement, si A et B désignent des fermés de -G, I'ensemble
des ue€g(G) tels que u(x)z'e€B et u(z)z—1€B pour tout €A est un
ensemble fermé V(A, B) de ¢(G); on a, avec les notations de ce paragraphe,
SL(H)=V(H, H), ¢(H)=V(H, {e}) et 3(H)=V(G, H). _—
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~ Dermimion 2. — St H est un sous-groupe fermé de G, le sous-groupe
Sermé C(H) de G(G) formé par les u€ G(G) tels que u(x) =z pour
tout x € H est appele le centralisateur de H dans G(G) (’) '

Soient Ix un corps lopologz.que localement compact, K un sous-corps fermé
de K. L’ensemble des automorphismes du_corps K qui apparuennent au centra-
hsateul e(K’)de K’ est un sous-groupe fermé g (K, K’) de g(K), qu'on appelle

-Je groupe de Galois de K par.rapport a4 K. Les groupes-de Galois topologiques
ainsi définis jouent. un réle important dans la théorie des corps localement
compadts en particulier dans la théorie des corps discrets (8)."

Soient H un sous-groupe de Getue g(G) tel que u(H)= H Ona
u(H)=TH, car H=u(H) est un sous-groupe parlout dense dans H
et dans u(H)_u(H) ‘

Si H est un sous-groupe fermé de G, l'ensemble des uc Q(G) tels
que u(H)=H est un sous-groupe fermé de G(G); en effet, si
u(H)=H et o(H)y=H, o(H)=H et u( o(H)) =u(H)=H; cest
un ensemble fermé, car c'est Dintersection des ensembles, fermés
d’aprés la proposition 2, formés par les u€ c;(G) tels que u(m)e H,
quand x décrit H..

v DEFINITION 3. — S H est un sous-groupe fermé de G, le .sous—groupe
ferme QZ(H) de G(G) formé par les u€ G(G) tels que u(H)=H est
appele le normalisateur de H dans Q}(G) (7). '

Le centralisateur ¢(H) de H sl un sous-groupe dzstzngue fermé de
9t(H). En effet, si ue JL(H), v € C(H)etxeH, ona

u(v(ﬁ(x))) = u(;(w))zw.

car u(z)€H}; donc uovoue C(H).

(") Si us est l'automorphisme intérieur & —sxs—t, I'image réciproque de
C(H) [resp. It (H), K(G)] par s— u, est un sous-groupe fermé de G qu’on
‘appelle centralisateur de H (resp. normalisateur de H, noyau) dans G. Voir. par
exemple H. Zsssenuavs, Lehrbuch der Gruppentheone 111, § k4.

(®) Cette définition des groupes de Galois coincide avec celle déja donnée
dans les cas étudiés. Voir par exemple W. KruwL, Galoische Théorie der
unendlichen Normalkorper (Mathematische Annalen,t.100, 1928, p. 687-698 ):
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Provosition 3. — S H est un sous-groupe ouvert compact de G, son
normalisateur est un sous-groupe ousert de G(G).

En effet, montrons que 9t(H)= V(H H). Si ue9t(H) et si

zeH; u(z)eH et u(w)w“eH de méme u(w)w‘ieH donc
uEV(H H). Inversement, siue V(H, H) et sizeH, u(z)x*€H

et u(H)=H; de méme" u(H) H;d’ou u(H)—H On en déduit la
proposition, car V(H, H) est un vmsmage de l aulomorphlsme -
identique. ‘

Soient H un sous-groupe fermé de G et uEQ‘L(H) La restriction
u, de ua H est un automorphlsme de H. On verifie facilement que
u — uy est une représentation de 9t(H) sur le sous-groupe de G(H)
formé par les automorphismes uy de H qui peuvent étre prolorigés en .
un automorphisme de G. Cetle représentation est continue. En effet,
ue It (HYNV(C, U), Cétant une partie compacte de G et U un voisi-
nage de e, quel que soit z€H, on a u(z)eH, u(z)r*eHr*nH
et, quel que soit xe€C, u(x)x—*€U; donc, si x€eCnH,
w(x)z€eUnH; de méme u(z)z*€UnH, si zeCnH; donc
ueV(CnH,UnH). V(CnH, UnH)décrit unsystéme fondamental
de vmsmages de l’automorphlsme identique dans G(H) et l'image
réciproquede V(Cn H, UnH)par u — u, contient. 9‘C(H)n V(C U),
donc est ouvert dans 9L(H). En résumé :

Proposition 4. — Si H est un sous-groupe fermé de Getsine 9‘6( ‘H),
la restriction uy de u &-H est un automorphisme de H et u — uy est une
représentation continue de IL(H) dans G(H). ‘

~ L’image réciproque de I’automorphisme identique de H par cette
représentation est 'ensemble des ug g,(G) tels que, pour tout z€H,
u(x)=wx, c est—a-dlre C(H). u — uy n’est généralement pas un homo-
morphlsme
Soit maintenant H un sous-groupe distingué fermé de G. G/H est
un groupe localement compact; soit G(G/H) son groupe d’automor-
phismes. Si uem(H) et si z€G et y€ G, zyteH equlvaut a

u(x)uly)™ eH oua u(w)u(y)“1 €Hetl'ona
 u(ayH)=u(@)u(y)H=u(@)Hu(y)H
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et
T uey)H=u(z) u(y)H=u(zyHu(y)H.
D.o‘hc oH - u(x)H est un auto‘r-norphisme iz du groupe {non topolo-
gique) G/H. Si U est un voisinage dé ¢, u(U)H = u(UH) est ouvert .
dans G/H; donc # est bicontinu et 2€ G(G[H). On voit facilement
que u — i est une représentation de IU(H) dans (j/(G/H) et cette

représentation est continue. En effet, soit U un voisinage compact
decet C' une partle compactede G/H Il existe des i € G(z_ 1,2,...,1)

- tels que U C Ux,UH soit C= U:c, U: Cest une partie compacte
. de G et CH une partle compacte de G/ H_ contenant C. Sl
uES’L(H)nV(C U),

ona, quei que soit zeC, '

u(z)zteU, w(zH)zH=u(z)z'HcUH.

De méme u(mH)x—t HcUH et ueV(CH UH)CV(C’ UH)
V(C', UH) décrit un systéme fondamental-de voisinages de I’auto-
- morphlsme identique de G(G/H) et 'image réciprogue de V(C’, UH)
par u — i contient m(H)nV(C U), donc est ouverte dans 9U(H).

En resume

Provosirion 5. — Si H est un sous-groupe distingué fermé de G et si
ueIU(H),” zH > u(x)H est un automorphisme i€ G(G/H) et
u — w est une représentation continue de IL(H) dans G(G[H).

,L’image réciproque de I'automorphisme identique de G/H par
u — U est le sous-groupe distingué fermé %(H) de It(H) formé par
les ue G(G) tels que, pour tout z€ G, u(xH)=xH, c'est-a-dire _
u(z)xreH. @(H)n%(H) est un sous-groupe abélien fermé () de
. G(G).u— it n’est généralement pas un homomorphisme.
L’intersection des normalisateurs de tous les sous-groupes fermés

(A")' Voir H. Zassenaavs, Lehrbuch der-Gruppentheorie, 11, Aufgabe 6.
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de G est appelée le noyau (*°) de G(G). Cest un sous-groupe fermé
de G(G), car c'est I'intersection des sous-groupes fermés It(H),
quand H décrit I'erisemble des sous-groupes fermés de G. On désigne
le noyau de 9((1) par JC(G) J(G) est un sous-groupe distingué
de G(G), car siue K(G) etsi v&€ G(G), on a, pour tout:sous-groupe
fermé H de G, u(o(H)) =v(H)eto (1 ( (H))) —o( o(H)) =H; done

Vouoveg<G) o S

PROPOSITION 6. — Pour qu’un automorphisme u€ ¢ (G) appamenne
a J{Z(G), d faut et il suffit que, pour tout sous-groupe cyclzque H
G, u(H)=H (*).

Soit H un sous—groupe cyclique de G; si ue(JC(G), u(H) .
Inversement, si H est un sous-groupe fermé quelconque de G et 51,
pour tout sous-groupe H, de G engendré par ze@G, u( ) Hx,
ona,sizeH,

u(z)eu(H,)cu(H,)=H,cH,
donc u € K(G). )

Diemirion 4. — Un soys-groupe fermé H de G est dit caractéristique

si A(H)=G(G).

Tout sous- groupebaractéri’stiquevest distingué. S1 H est un-sous-
groupe de G tel que u(H)=H pour tout u€ §(G), son adherence H
est un sous-groupe caractéristique de G.

THEOREME 1. — Soit G un groupe localement compact, produit d’'une |
famllle (G\).er de sous-groupes fermés caractéristiques; le groupe topo-
logique G(G) est isomorphe au produit de la famzlle de groupes

(g’(G))zel : .7 . . '

Remarquons que tous les. G, sont -localement compacts et méme
compacts, & I’exception d'un nombre fini d’entre eux.
Smt ueg(G). La restmcuon deua G est un automorphlsme u,du

(“’) Le noyau de G, dans le cas d'un groupe dlscret a été deﬁm et etudle par
R. Bagr dans Der Kern, eine charakteristische Uniergruppe (Composzteo
Mathematica, t. 1, 1934, p. 254-283): .
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groupe topolog'lque G.etl'ona

u(a;) = (u,(pr;(ac)))

el

“En ‘effet, soit § le filtre des: sectz"oniv de l’ensemble des f)arties finies
de. I, ordonné par la-relation . Tout x€G est limite suivant §
de V'application J— pry(x); comme u est continue dans G, u(x) est
limite suivant J de I'application J— u( pr,(w),):(u,(pr,(w)))@\, d’ou
Iexpression de u(x) donnée ci-dessus.
Inversement, si u,€ G(G. ), (w0 pr,)le, est un- automorphlsme u du

groupe (non topologique) G. uopr, et 2o pr. étant continus; u-est un
homéomorphisme de G et sa restriction & G, est u,. On vérifie fam—
lement: que u - (). est un isomorphisme ¢ du groupe (non topolo-
glque) G(G) sur le groupe HC;(G ) Soxt U —»]_—_[U un vmsmage\

(113 el
de e dans G, dgﬁm comme suit : U, est un voisinage de e, dans G,

égal & G, exceplé si \ appartient. 4 une partie finie J de I. Si G est une
partie. compacte de. G, pr.(C)=C, est une partie compacte de G;
“on a GC II x=~C"et C’ est une partle compacte de G. On a donc

t€l

TV(C, U)e V(C, U). Sl V.(C, U,)est l’ensemhle des u.€ §(G.) tels
que u,(.z‘) reU, ety (x,)w EU pour lout x,€C,, alors pour tout
L¢J Vi(C, U)— (G) Donc 11V (C,'U,) est un voisinage de

118

l’element neutre du groupe topologlque HQ(G‘) etona.

. et

qa(V(C U) )ao(V(c' U)) —HV(C,,U),

el

donc l’1somorph1sme cp est continu. D’autre part soit HV @in voisi-
15
" nage. de l’element neutre de Hg(G ), défini comme suit :.V, est un
t€l

voisinage de l’automorphlsme 1dent1que dans 9((}) egal a g(G&)
excepté si . appartient & une partie finie J de I et, si 1€J, V, est
“Journ. de Math., tome XXVIL — Fasc. 1, 1948. - . 9
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ensemb}e V(CL,U) des u,€G(G,) tels que u(x)x'eU, et

u (w ). ' €U, quel que soit z,€C, (U, étant un voisinage de ¢, dans |
- G, et C, une partie compacte de G.). Soit U,= G, et C, uné partie _
" compacte quelconque de G,, pour :€J. Alors, pour tout t¢J,

G(G)=V.=V(C, U,). U-HU est un vmsmage de edansGet ’

el
C= HC est une partie compacte de G donc V(C U) est un v0151-

L€
nage de I'automorphisme identique dans §(G) et

V(C, U)=7¢ (‘HW);,

L€l

] est donc continu et par suite est un zsomorphz.s‘me du groupe topolo— )

gique G(G)sur [[g(G). - - e

el

TakorkMe 2. — Si G est un groupe abélien localement compact et

st G est son dual, les groupes topologiques G(G) et Q(G) sont. 1so-
morphes

Si ue G(G), on sait ('*) que son transposé u est un automor—
»phlsme du groupe topologique G et I'on a; si v€ g(G), uov-—- Vou
Donc u— u est un isomorphisme ¢ du groupe (non topologique)
G(G) sur le groupe G(G). Quand U décrit le filtre des voisinages
de-zéro dans T et C (resp. C) I'ensemble des parties compactes de G -
(resp. G‘r), l’gnsembleV(C, ¢, U)_(igs ueg(G) tels que ‘

lu(z) —z, z>eU et <_ul(x)--.z', zyeU
[rgsp. l’ensemblé V(C, C, U) des u“e G(G) telsquelz,u(z)—x) €U

-1 R .
et <z, u() —z>€ U] quels que soient z€C et zeC, décrit un
systéme fondamental de voisinages de I'automorphisine identique

(**) Voir Chapitre I, paragraphe 1.. .
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dans G(G)[resp. dans G(G)]. On a
(u(@) =2, ) =<u(@), 3) — (&)
= (o 8(3)> (o, By = G(3) =5
. de méme <;tl(a;) —z, 2 = <x, ;Azi(aAs) — .. Donc
v(c, €, U)=¢(V(c, & v))

et cp est un homeomorphlsme de G(G) sur Q(G) Avec ces notations
. et celles de la proposition 5, on a la}

Proposrrion 7. — Si H est un sous-groupe féermé de G et s H* est son
conjuguedans G, on a 'p(m(H)) IL(H*) etqa((‘,’(H)) % (H*).

En effet, on a {u(x), 2> =z, u(z)>. Si zeH, z€H* et
ueIL(H), onau(z)eH, {u(x),z> o, doncu(z) e H* et u € IL(H*).
Si zeIL(H*), on a u(z)eH*, {x, u(z)> =o, donc u(x)eH et
ue IL(H). D’ou ¢( IL(H)) = IL(H*). |

Dautre part, on a

u(@)—z, 2 y=<u(z), &y~ <, &)=z, M 2))— @,z )=(m, u(z)— -
SizeH,zeGetueC(H), on au(z)=wxet {z, u(z) — 2> =o;
donc 2(x) — € H* pour tout z€ G d’ott u € Z(H*). Inversement, si
ue€%(H*), on a u(x) —zxeH*et {u(x) —x,z>=o doncu(z) ==
pour tout € H, cest-a-dire € C(H). Dot ¢( C(H)) = F(H*).

2. GROUPE D’AUTOMORPHISMES D’UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT TOTALE-
" MENT DISCONTINU. Proposition 1. — Si G est un groupe localement
compact totalement discontinu, l’ensemble des sous-groupes ouverts de

G(G) est un sysiéme fondamental de voisinages de Z’automorplusme
identique.

Soient H un sous-groupe ouvert compact de G et C une partie
compacte de G. C'=CUH est une partie compacte de G etl’on a
V(C, H)cV (G, H). 8i ueV(C’ H) et v€V (C, H), on a, pour

tout ze C, u(w)eHm et v(x)eHw, dou u(H)cH et v(H)cH
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donc u ( ¢ (w)) €u(H)u(z)cHzet, de meme, v( : (w)) €Hxz. Donc
uoveV (C, H). V(C/, H) est donc un sous-groupe ouvert de G (G).
D’autre part, quand C décrit 'ensemble des parties compactes de G
et H I'ensemble des sous-groupes ouverts compacts de G (qui est un
systéme fondamental de voisinage de e¢), V(C’, H) décrit un systéme
fondamental de voisinages de l’automorphisme identique dans G (G)

CoROLLAIRE. — St G est un groupe localement compact tomlement ’
discontinu, G (G) est un groupe totalement discontinu. '

En effet, V(C', H) est onvert et fermé; la composante connexe de
r automorph1sme identique est contenue dans!'intersection des V(C', H)
et par suite, se réduit & Pautomorphisme identique.

Soit G un groupe abélien localement compact totalement discontinu
ainst que son dual. On a vu que G est somme directe locale de ses com-
posantes primaires G,(p =2, 3, ...), relativement & des sous-groupes
ouverts compacts H,. \ - '

Tutorime 1. — Le groupe d’automo;p/usmes Q(G) est produut direct
local des groupes d’automorphismes %(Gp) (p =32, 3, ....), relative-
ment aux sous—oroupes ouverts 9 (H p)- -

En effet, il est clair que, pour tout entier premier p, G, est un sous-_
groupe caractéristique de G. Donc, si u€ G (G)larestrictiondeua G,

est un automorphisme u, de G,. H_IIH et u(H)nNH = H’ sont
des sous-groupes ouverts compacts de G et u(H)/H' est un groupe».

fini dlordre n= [[ pr. En re_marquant que la composante primaire
=t .

(associée ap)de H [resp. de u(H)] est H, [resp. u(H,)], on voit que,

pour tous les entiers premiers p différents des p;(i=1, 2, ..., m) on

a u(H, )cH , c'est-a-dire u,(H,)cH,. De méme, pour tous les

entiers premiers p différents d’entiers p;(j=1, 2, ..., m'),-on a

u,,(Hp)cH Donc, pour tous les entiers premiers p, dlﬁ'erents des p;
etdesp;(i=1,2,...,mjj=1,2,...,m)onau,(H,)=H, c'est-
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a-dire u,,e.%(Hp) Inversement soit (u,,),,_., .. UD élément du pro-
duit direct local g des groupes G (G,), relativement aux sous-
groupes ouverts 9 (H,). Si X =(Bp)pmsys, ..., aVEC T, € Gy pour tout
entier’ premler p et acpeH pour tous les entiers premlers P
excepté .un nombre fini, on a .u,(x,)€H, pour tous les entiers
premiers: p, excepté un nombre finb; donc (u,(2,)),=s,,... € G. On°
vérifie facilement que « (u,,(x,,))(pﬂ’sw, est un aulomorphisme u

du groupe (non topologique) G. D’autre part, soit H’=HH,,

un’ voisinage de zéro dans G, H, étant un sous-groupe ouvert
compact de G, égal H,, excepté pour un nombre fini d’entiers pre-
miers p; ({ =1, 2 n). u,,(H ) est un sous-groupe ouverl compact

de G, égala H, s1p#p( (l—l 2, ...,n),etu(H’ [[up(H )est

un sous-groupe ouvert - compact de G. Cect montre que u est
~aun " isomorphisme bicontinu‘de G sur lui-méme. Ces remarques
montrent que & —>(%p)p=s,s,.., €St un isomorphisme ¢ du groupe
(non topologique) G (G) sur le groupe &. Soit V,(C,, H,) le
voisinage de 'automorphisme 1dent1que de G, formé parles u, eg(G )

_tels que up(wp) z,eH, et zz,,(.:vp) — x,€H, pour tout z,€C,,y G,
élant une partle compacte de G, contenant H, et H, un sous-groupe
ouvert de H, tels que C,=H, = H, excepté pour un nombre fini
-d’entiers premiers p; (i=1,2, ..., n) On a V,(C,, H))c9t(H))
pour tout entier premier p et V,(C,, H,)=9t(H,;)sip ;épi (i=r1,

2 .. . n). Les ensembles II V,(C,, H,) forment donc un systéme

: P
fondamental de voisinages de I'élément neutre dans G. Pour que ¢ soit
bicontinu, il faut et il suffit que les ;( II V,(Cp H, )> forment un

L . s . . .
systéme fondamental de voisinages de "automorphisme identique dans
Q(G) Nous allons démontrer cette derniére propriété, C,et H, étant
choms comme précédemment, Cl'= H C, est une partie compacte
P

: de Get H’ n H, estun sous—groupe -ouvert de H il est bien clair
P .
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que Ton a ?([[, V,(C,, H; )) =V (C', H'). Dautre part, soit
Rt | . .

= n H, un sous-groupe ouvert de H, H, étant un sous-groupe
N T
ouvert de H,, égal & H, excepté pour un nombre fini d’entiers premiers

pi(i=1, 2, ..., n); et soit C une partie compacte de G contenant H.
Il existe des éléments ;€ G ( j =1, 2, ..., n') tels que

(of U(x,—}—II)—C’ ,
et C’ est une parne compacte de G. Si z;=(x Jop ,,_q,;;,.,,, on a
x; ,€ H,, excepté pour un nombre fini d’entiers premiers

Pik(k=1, ..., nj).
Posons C,= U( j.p~+ Hp). G, est une partie compacte de Gy, conte-

j=1

nantH etl'onaC,=H mp#p,k(lc—l 2, .. .,'nj;1=~1,2, ...,n),
"=[] C, est une partie compacte de G contenant C ét I'on &

V(Cr, H')e V(C,H), d'od le résultat.

‘CoroLLaE. — Si G est un groupe abélien compact totalement discon-
ttnu(resp. un groupe discret dont tout élément est d’ordre ﬁm), on a

5(&)=T15(G»).

501t maintenant Gr un groube abélien localement compact primaire
(assoc1e ap). Remarquons d’abord que le groupe topologique G (G)
n’est pas en général primaire (associé a p.).

Des exemples de ce fait sont fournis par les groupes daulomorphlsmes de
Z/(p") et de Q,. En effet, d’une part, tout automorphisme de Z/ (pr) est dela
forme # — az, ol aest premier avec p et le groupe d’automorphlsmes deZ/(p)
est un groupe # (p”) d'ordre p—*(p —1). Pour qu'un automorphisme apparte-
nant & ¥ (p7) ait pour ordre une puissance de p, il faut et il suffit qu'il soit dela
forme z - (1 -+ pu)x avec u €Z [ (p"). D’autre part tout automorphisme de Q,
est de la forme 2 — az; ou a€ QF et le groupe d’automorphismes de Q, est isp-
morphe au groupe multiplicatif Qj. Pour que la représentation n—a" de Z
(muni de la structure p-adique) dans Q} soit continue, il faut et il- -suffit qué -
a& 1+ p. Ces remarques peuvent se généraliser de.la fagon suivante :
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. -Prorosirion 2. — Soit G un groupe abélien compact primaire (assocté

a p); Uensemble des automorphismes u € G(G)tels que u(x) — x € G,
pour tout z € G, est un sous-groupe de G (G) primaire (associé & p).
Soit G un p- groupé abélien discret et u un aﬁtomorphis‘me de G
appartenant au centralisateur € (G,)) de G ;). Posonsu () — x = ¢(x).
“&—¢(x) est un endomorphlsme de G etl’on a v(G( pn,) {o}sin>1.
~En effet, on a ¢(Gy,)=1{o}; supposons que ¢ (G(,,_l,) ={o}; si
2 € G on a pr & G et pnc:ix) =nc_)l(pac) =o0 '*doncn;(ac) €G, et
v(ac): v( ¢ (x)) =o;d’ou v(G(,, »)=/{o}. Soit maintenant{,, Z,, ...; Z,}

une partie finie de G et V(@., &, ..., x,) le voisinage de I'automor=
phisme ldenthue dans G (G), formé par les u€G(G) tels que

u(x;) = x; pour i=1, 2, ..., n. Sirestle plus petit entier tel que

pw,-——o (i=1, 2, ..., n), posons p'=m; si ue@(G(m), on a

‘ ueV(w,, w,, cee x,,) pour tout entier n’ de la fOrme Im; on aen
effet

”J(xz)—-a;i+zc v(w,):+"‘;(wi)" |
. k=1 | . -

. m . :
. . LY o
:xi—}-Zv(C{ﬁ,mt) car ¢ (&)=o0

/

=, -car pr* divisé ct (o<k<ﬁz‘) E

done Ck:v,ch'p, et v(C w&i) = 0} donc ueV(wi, Ty ...y Xp)
et comme V(z;, 2, ..., w,,) est' un sous-groupe ouvert de g(G),

neV (w. s &3y - -, &,). Ceci montre que 7 -> 1 est une représentation

' continue de % (muni de la structure p-adique) dans € (Gy,).

Montrons maintenant que G(G,) est complet. Soit & un filtre
de Cauchy sur C‘Z(G(p,) Pour tout z € G, I'image de § par 'extension
de l'application continue u - u(z) est une base de filtre de Cauchy
sur G. Comme G est complet, cette base de filtre converge vers un
élément u, () de G. On vérifie facilement que 2 — u,(x)estun endo-
morphisme de G et que uy(@)= z si € G,,. Posons uo(ac) —2=0,(&).
 — ¢,(2) est un endomorphlsme de Get, d’apres ce qu’on a vu préeé”
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demment ()O(Gl)rt)>.__{0} si n>x1. Soit &G et p* l'ordre de x.

n—1

L’applicatien y — y + Z(— I )’ 262 est un endomorphlsme u, de G
k=1
dépendant de x et l’on a

uo(u0 x))_u (uo(x)) & .
*x+vo(x>+2<—: vo<x>+2<—x>‘ (@),

k=1 k=1

=z -car Vo(x).z 0.

“Ceci montre que u, est un automorphisme de G et que u, € C‘Z(G('p,);
Montrons maintenant que le. filtre ¥ converge vers u,.. Soit
{24, Zas e acm} une partie finie de G. Il existe Me& 5 tel que

Mo MCV(:oi,xg, vy Tm). Pour tout i=1, 2, ..., m, 1lemsteun
u; €M tel que u(w,)_uo(w,) Mais pour tout u€M, on a

u(z)=u; (x,), caruou; € V(x,,z,,...,2,). Donc y(x,_)__- ui(x)=u,(x;) -
etMCu o V(@y, 2y, ..., x,). Il en résulte que ¥ converge vers u, et
C(Gyp) est complet. La proposition 3 duparagraphe 4 du Chapitre II
montre que C(G,) est primaire (associé & p) Si G désigne le dual
de G, G est un groupe abélien compact primaire (assocle ap)et Gl
‘est le conJugué de G, dans G. L’ensemble des ue G (G). tels que-
1u(z) —x€G™® pour tout z& G, est % (G‘P’) % (G®) est 1somorphe
a G(G(p,) d’aprés la proposition 7 du paragraphe 1 et, par sulte, pri-
maire (associé a p). ,

Lorsque G est de rang fin, G est un sous-groupe ouvert de G
d apres la proposition 6 du paragraphe 3 du Chapltre IL;- .

3G =V (6, &»)

est donc un sous-groupe ouvert de 92 (G)

COROLLAIBE — 8t &x est un p—groupe abelzen discret, @(G(p,) est un
sous-groupe primagire (assocze ap)de G(G). - T
Lorsque G est un p-groupe abélien discret convenablemeit choisi; :cette
.démonstration étgblit I’existence de groupes complets primaires (associésa p) qui
“ne sont ni abéliens ni localement compacts et qui ne sont pas des p-groupes. -
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" Proposition 3. — 8¢ G est un groupe abélien localement compact pri-
maire (associé a p) et si € 1+ P, x - qx est un automorphisme u, du
groupe topologique G et I’ensemble des automorphismes u, de G est un
sous-groupe (”) compact du centre de G (G), isomorphe 4Z, ou cyclique
d’ordre p".

En effet, d’aprés la proposition 4 du paragraphe 2 du Chapitre II,
& - gz est un endomorphisme continu de G sur lui-méme, car d’aprés
la prdposition 5 du paragraphe 2 du Chapitre II, quel que soity € G,
il 'existe z€ G tel que y = gx. D’autre part; u; est biunivoque, car
¢'il existe 2/ €G tel que gx=g¢ga', on a g(x—a')=o0 et z=2,
d’aprés la proposition 5 déja citée. Enfin, sig€ 1 + p, ¢ est un entier
p-adique appartenant & 1 - p et u,~ est un endomorphisme continu de
G; c’est évidemment ’application réciproque de u,, qui est ainsi un
automorphisme du groupe topologique G. g — u, est une représen-
tation du groupe multiplicatif 1+ p dans le groupe G (G). En effet,
quel que soit z&€ G et quels que soient g€1+p et ¢ E€1+p, on a
'u,,(‘uq‘, (af;)) = u,(§'w) = qq'® = u4y (). Soit C une partie compacte
de' G et H un sous-groupe ouvert compact de Gj il existe des

z€G (i=1, 2, ...,.n)tels.que CC U(mi—l— H) et la classe #;+ H

‘est d’ordre fini p™ dans le p-groupe G/H Si r_max(r., Pay ooes n),

. ‘pourtouti=1, 2, ..., n,onap z;€Het,sig€yp ,q:veH SlweC
il. ex15te un z; et yeH tels que z =a;+y et, si qel+p , on a
g—1ey etqm——w——(q—l)w—@——I)w1+(q—1)yeH+H H,
car (¢ —1)z;€H; comme qex—l-p , on a de méme, ¢z —zeH

_pour € C; doncu, € V(C, H). Il en résulte que g - u, est une repré-
sentation continue de 1+ p dans G (G) et, comme 1 p est compact,
c’est un homomorphisme. L'image'de-1+-p par celui-ci est donc un .
sous—groupe de G(G) 1somorphe a Z, ol a Z/(p") Si neg(G),

(1) -Voir R. Baew, Primary abelian groups and their automorphisms
(American Journal of Mathematics, vol. LIX, 1937, p. 99-120), On trotivera
""dans.ce travail d’aitres propriéiés du groupe d’automor phlsmes d’un p-groupe
abélien discret. .

Journ, de Math., tome XXVII, — Fasc. 1, 1948, " 1o
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u (u,,(w)) =u(qzr)=qu(x)= u(,'(u(a:)), car u est continu; donc
wou,= U, ou et u, appartient au centre de G (G).

Notons qu’il y a identité entre les automorphismes d’un groupe
abélien localement compact primaire (associé ¢ p) G et les automor-
phismes de G, considéré comme Z,module localement comvact.

En particulier :

Prorosition 4. — Si G est un groupe abélien localement compact
primaire (associé a p) dont tous les éléments £ o sont d’ordre infini et
i G est lespace wectoriel sur Q, qui lui est associé, G (&) est le sous-
groupe fermé IL(G) du groupe G (G) des transformations linéaires

de G.

Cela résulte immédiatement de la proposition 1 du paragraphe 4
du Chapitre II.

3. Mesure pE HaAR ET GROUPE D’AUTOMORPHI%MES D'UN GROUPE LOCALEMENT
compacT. — Soient G un groupe localement compact et £ I'espace vec-
toriel sur le corps des nombres complexes formé par les fonctlons

complexes f définies et continues sur G et telles que {f (o) soit rela-
tivement compact. Si f€ £ est nulle en dehors del'ensemble compact

Cetsiueg(G), f ou est une fonction définie et continue sur G et
nulle en dehors de I'ensemble compact u(C); donc f cueL: Si fer
et g€ 2, on a(f+ g)o;—fo-ul—l—go;; et Xfo;z‘; (f;z;) pour tout
nombre complexe A. On voit ainsi que f'— fo U estune transformation
linéaire T, de I'espace vectoriel £. ’

Soit I(f)—ff(w)dw l'intégrale de Haar sur G(feﬁ) (“’) Si
ueg(G), f oueﬁ; posons Iu(f):ff u(x) dz. I,=10T, est une

*.

(*%) Au sujet de l'intégrale de Haar, on pourra consulter le Mémoire de
A. WEen | VII], Chap. II. En particulier les notations utilisées ici sont celles de
-ce. Mémoire.
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JSonctionnelle linéaire posztwe définie sur £ et on a, sis€G:

L(feys)= f (st (2)) de

:fj (;ll(u () x)) dx ‘
= f f (?ti(é?)d?
=L.(f),

car I est invariante @ gauche; I, est donc aussi invariante & gauche et,
par suite, ne différe de I que par un facteur multiplicatif A(u) >o:

Dirmimion 1. — A(u) est appelé le module de l’auiomorpiu'sme
ueg(G).

Si G est le groupe additif de R* (resp. Q%), a tout automorphism‘é vde G
correspond une matrice carrée a n lignes & coefficients réels (resp. p-adiques)
" dont le déterminant est un nombre réel (resp. p-adique) & (u) 2o etl’'ona

Aw) =18 (u)| (™).
Proposition 1, — u — A(u) est une représentation continue du groupe

wopologique G (G) dans le groupe multiplicatif localement compact R}
des nombres réels > o.

En effet, si fe Letsiu€G(G)etveG(G), ona |
. -1 /1
- A(uO'v)ff(x)d_av_—_ff(v (% (x)))dag
' =4 [7( @) ds
=A(u)A(v)ff(¢)dx,

(**). Pour le groupe R", c’est une propriété bien connuede I'intégrale multiple.
Pour Q7, cela résulte du raisonnement suivant : supposons d’abord n=—1.
Si ueg(Qp), u est de la forme z—axz (avec a€Qj). Si aepy Ny,
aZ,=yp". Sir>o, p"CZ, et Z,/p" est isomorphe & Z/(p™). Donc m(Z,)=p"m(y")
et m(aZ,)=p- ’m(Z,,)._A(u)m(Z,,), d’aprés la proposition 3 de ce para-
_graphe. Donc A(u)=p—7"=|al, si l’onﬁose |a|=p, lorsque acy" nLp+.
Si r<<o, Z,Cyp” et "/ Z, est isomorphe & Z/(p—). Donc m(p") =p—"m(Z,)
et m(aZ,) = p m(Z,) = A(w) m(Z,).

Donc A(u)=p—"=| a| On termine la démonstration par récurrence sur- 2.
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donc A(uov)=A(u)A(¢) etu — A(u)est une représentation de g(G)
dansR}. Montrons qu’elle est continue. Soit f € £telleque f [f(@)dz=1.

J est nulle en dehors d’un ensemble compact C. Soit V un*voisinage
compact de e. f est uniformément continue; donc, quel que soite > o,
il existe un voisinage compact UcCV tel que, si yz'eU,
| f(¥)— f(u)|Le. UCet VCsont des ensembles compact A, mesurables
et de mesures m(VC)>m(UC) >o. SizeUCetu eV (UG, U) on

au(m)x“&Uetlf( (x)> f(w)lée Donc

fu( C)f(—u ()) dow — f f(w)dw]

f(’é(w))dx—ff(x)dx‘~ car u(C)cUC

IA(“)—I|=IA(u)—IIff(x)dx'=

<[ 1A @)= do < [ sup | /(i () = 1) vo ) o

| ¢ /@vc(x)dxéem(VL)

Supposons la propriété vraie pour Q! (n>>1) et soit G le produit de n
groupes G, isomorphes & Q,. Soit H; le sous-groupe des entiers p-adiques de G
et HP" I'ensemble des p"z, avec &€ H;(r&Z). Tout automorphisme u, étant
une transformation linéaire de 'espace vectoriel Q7 est composé d'automor-

phismes laissant invariants les différents sous-espaces I I G;. Un tel automor-

: 1]

phisme ¢, moyennant une permutation des vecteurs de base peut s expl imer par
une matrice de la forme ~
a1,1 v a1’n_.1 o

Ay oo Qan 0.
. PN . . ]
Apna +.+ Qpna Qnn

v est composé des trois automorphismes p;, ¢, et v; définis par

z, = (i=1,..., n—1),
(pi) J .
L= Apn 2y,

x; =y (¢=1,...,n—1),
( ) n—1
0 .
! ._m}zzza,xﬁ- ¥,
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En particulier

-A(_ui):_-A‘(z,;)-—i~ et A(u)ff(u(x))dx:ff(w)élx.

Si u, désigne I'automorphismie- intérieur x - sxs™, <l’application
composée de A et de s— u, est une représentation de G dans le
_groupe R}, qu'on appelle le module de s et qu’'on désigne par A(s),
“etl’ona : ‘

A(s)ff(x)dxsz(;‘,(x)) dxsz(s—lxs)d¢=ff(xs)dx, |

(les o, fonctions rationnelles des a;; pour j 3£ n)

' —1
. z; = Y a;x; {=1,...,n—1).
(o) E &z ( )
‘ Xy = Zn,
Ona ' S
P =p100300, A(v) =A(r)A(r2) A(p3)
et= - i
C18Ce)[=18(e1) | [8(p2)] [8(es)].
D’aprés le théoréme de Lebesgue-Fubini, A(V‘)=|6£vi)|=|a,,n|; d’autre

.o T n—1
part A(¢;)=|08(v;)], car ¢; induit sur I I G; un automorphisme. On a
‘ . i=1

>|6(V2)|=I.

Moritrons que A(vy) =1. Soit p~" le plus grand 'des nombres |«,|. Si meH

ne—1

- (i=1,..., n—1) et si z,€HP?, on a ac'n=xn+2aix¢eH‘,{"). Donc si

i=1
n—1 P
- : -1
H =| I H,x< H§", vo(H)C H. De méme v, étant défini par
i=1 , . ’
Ty =y (i=1,..., n—1),
() >
Y2 a;'n=w,.—2 o

=1

on a pa(H)CH. D'obt ¢y (H)=H et m(0s(H))=m(H)=A(es) m(H) et A(vs)=1.
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“car I est invariante a gauche. En vertu de la continuité uniforme
de f, s — A(s) est une représentation continue de G dans R} (**).
Soient f& 2, ue G(G) et p un nombre réel 1. On a

| [17G@) I”rdx]’é‘-: A(‘;c)f‘:[‘fu;(w)-v.dxf.

Donc, quel que soit ¢ > o,

1 , . :
, P - ‘ —1 p o 1P - .
[ [ir@vae] <o e ename [ [17Gi @)l ae] 2,
et T estune transformation linéaire bicontinue del’espace vectoriel £( “) :
. ) 1

- muni de la topologie déterminée par la norme [ f | f(x)P dx]p. Sig,
désigne le complété de 2 muni de la structiire uniforme définie. a
'aide de cette norme, T, se prolonge en une transformation linéaire
bicontinue de I'espace £, ('7). '

De plus, on vérifie facﬂement que T, est une transformation
linéaire bicontinue de l'espace £, complété de I'espace £, normé

par sup| f(z)|- I | "

Pnovosmom 2. — 8 SEL,, u-—> f ol est une application continue
dé G(G) dans £,. ' -

En effet, soit f€ £,. Quel que soit s>o, il ex1ste oeﬁ tel que

(%) VoirA We (VII), Chap. II, § 8.
(‘5) Voir A. Wew (VII), Chap. II, § 7.

(17) De plus, si (f, g)»f*g_ff(y g(y—tz) dy est leproduzt de compo-

sition, loi multiplicative qui fait de £, un anneau topologzque, ona

(Fou)x(gou)=A(u) (fxg)ou;

en effet

(fw)*(gw)—ff( y))g(u(y“w))dy—ff(u(y))g (u(y)) U(x)> y
= A(u) ff(y)g(y—‘u(x))dy A(u)(f*g)ou
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[ f | f(z)— g(x) | dachée. g est nulle en dehors d’un ensemble
compact C. Soit V un voisinage compact de e. g est uniformément
continue; donc, quel que soit € > o, il existe un voisinage compact
UcV tel que, si yz*e€U,|g(y)—g(s)|<Le. UC et VC sont des
ensembles compacts, mesurables et de mesures m(VC) > m( UC) >o.

‘ SlerCets1uoveV(UC U),ona _
u(v(a:))x—leU et ' < (v(x)»—g(x)lée.

Donc
1
P

S [fleti=sG Nt o]
= flg(u V(w)) —sg(a)[ de

= f, v(x)) g(x)lpdx]; car‘ ;(V(C))CUC | .

1.

_f(s“p| ( ("(y))) g(y)|> ‘Puc(w)dx]

Ae[fcpuc(x) dx] Zem(VC).

Il\

D’autre part

I

1

~

[ [17G @)= s @) 2| < acure,
Lfvﬁwéﬂ—g(bvadaréAwﬁa\
[fMWm%ﬂWmeré:fmw@PAMMWMT

<1

+ :ﬂf(—vI (@) — (% () dz |
+ :flf(?i1 (2)) — &(% () dz]’

1 1 1 1
< A(uPé+A(v)e+ m(VCFPA(o)e

-

e

1 1
=A(u)lPe+kA(v)e.
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En vertu de la continuité de la représentation 4, il existe un voisinage

V(C, U) de l’automorphlsme identique dans G(G) tel que,
s1 uoveV(C’ u’), A(v)”AA(u)”—I—e Donc, si

uoveV(UC, U)nV(C; UY,
ona o

1

[flf(?} (.1:'))—‘}‘(_01 (x)) I// dx];é A&u)/%e + ks(A({;)/l'+ s).-:'/{‘e -+ kgsé:‘

Proposirion 3. — S0 E est un ensemble mesurable et de mesure m(E) |
et st u€ G(G), u(E) est aussi mesurable et sa mesure est A(u)m(E).

En effet, .
m(u(E)) ‘:fcp,,(g)(w) dacv: A(u)fcp,;(g)(u(a:)) dx

:A(u)f(pE(x) dz=A(u)m(E).

Prorosition 4. — S¢ G est un groupe topologique ayant un sous-
groupe ouvert compact, A est un homomorphisme du groupe topologique
G(G) dans le groupe discret Q} des nombres rationnels > o.’

En effet, soit H un sous-groupe ouvert compact de G et soil u€(G).
u(H) et H'=Hnu(H) sont des sous-groupes ouverts compacts de G,
H’ est donc un sous-groupe d’indice fini n (resp. n') de u(H) (resp.
de H) et il existe des z;€G (i=1,2,...,n) [resp". des z;€G,
(j=1,2, ..., n)] tels que les classes z;H' (resp. «; H") forment une
partition de u(H) (resp. de H). H, u(H) et H' etant ouverts et
compacts sont mesurables et de mesures finies >o. On a

m(H) = m(U zj H’> zm(a;} H)Y=nr'm(H")

j=1 i=1

et

i=1

m(u(H)) = m(U w,H’>=21m(xiH’.):i nm(1l')y = -’%'m(H).
. 1=t

D’autre part o ,
m(u(H))=A(u) m(H). . , §
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Donc
) A(u);%

ét A est une représentation de G(G) dans Q* 9U(H) est un
-sous-groupe ouvert de G(G) et, si u€I(H), u(H)y=H et
] A(u)m(H) m(u(H))_—m(H), donc A(u)=r, cesl-a—dlre

BL(H) cA(1).

Donc A(1) est un sous-groupe ouvert de G(G) et'A est une represen—
tation continue de §(G) dans le groupe dlscret Q:, donc un homo-
morphisme.

COBOLLAIRE — A( ) est un sous-groupe dzstzngue ouvert de g( G)

et g(G)/A( ) est zsomorp/ze & un sous-groupe de Q. :

Si G- est un groupe compact (resp. discret), G (vesp. {0}) est un
sous-groupe ouvert compact de G et la démonstration préeédente
montre que, pour tout u€ G(G)on a A(u)=1.

Si G est un groupe abélien localement compact primaire (associé 4
Pentier premier p), si H est un sous-groupe ouvert compact de G et
siu€g(G), I'=Hnu(H) est un sous-groupe d’indice p~ (resp. p)
de u(H) (resp. de H) et un a A(u)=p™. A est donc un homomor-
phisme de g(G) dans le groupe (multlphcatlf) cyclique discret formé
par les puissances de p.

- Dérinition 2. — On dit qu'un groupe localement compact est uni-
modulaire si, pour tout s€ G, A(s)=1.

PROPOSITION 5. — Tout g’roupe localement compact dont les deuac
structures uniformes sont identiques est unimodulaire. .

Soient' G un groupe localement compact dont les deux structures
unifornies sont identiques et V un voisinage compact de e; il existe un
voisinage U de e tel que, pour tout s€ G, sUs~' € 'V; ’adhérence U’
de U_sUs—‘ CV est donc un voisinage compact de e tel que, pour

SEG .
tout s€G, sU's'=U’. U’ est donc mesurable et de mesure

Journ, de Math., tome XXVIL. — Fasc. 1, 1948. 11
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finie m(U’) >oetl'ona
m(U)y=m(sUs )= A(s) m(U"),
c’est-d-dire A(s) =1. |
Soit H un sous—groupem distingué fermé dun groupe localement
compact G. Désignons par # la classe de € G dans le groupe quo-
tient localement compact G/H et par'f g(y)dy et f h(x) dz les inté-

grales de Haar respectives des groupes H et G/H Soit f€ £, nulle en
dehors d’un ensemble compact C. y — f(2y) est une fonction définie
et continue sur H, nulle en dehors de la partie compacte x—‘CnH

de H; xy) dy est constant sur la classe x de z et z — xy)d
A Y )ay Y)ay

est une fonction définie et continue sur G|H, nulle en dehors de la’
partie compacte CH de G /H. On a, en choisissant convenablement.
les facteurs multiplicatifs qui restent mdetermmes dans la mesure de
Haarsur Het G/H

f(ff(wy)dy>dw—ff(w)dx (). B

Soient u€ JL(H), uy la restriction de u & H et & 1’automorph1sme
de G/H, zH » u()H. Onayy,€e G(H) etu€ G(G|H).et

Aw) [ f@)do= [ f(u (@) do e
=[ ([ @ ar)as)=[( [E @) )
:_A(uﬂ)f(ff(ﬁ(w)y) dyj di | |
;A(d)’A(uﬂf(fﬂxy)dy)da’c‘
—_—A(a)A(uu)fj(x)dw. |

Dogc A(u)=A(&) A(uy).

(**) Voir A. WewL (VII), Chap. I1, § 9.
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Prorosition 6. — St H est un sous-groupe dzstmgue ferme d’un groupe
localement compact G et st u€ 9L(H), on a

A A(u)=A (&) A(ug). B
Soit G un groupe localement compact, produit d’une famille (G.).¢

de sous-groupes caractéristiques fermés. 11 existe une partle finie J del
telle que, si 1gJ, G, est compact.

PROPOSITION 7. —Stue g,(Gr), la restriction de u a G, est un auto-
morphisme u,€ G(G.) et l'on a A(u)= HA(u,), A(u,) désignant le

module de u,.€ G(G,). o

A G est prodult du groupe ‘compact ]] G, et du groupe localement
. epd
compact H G.. Le module de la restriction de u & ]] G, étant 1 ,il
Teeld teQd
suffit donc de- démontrer la proposition pour une suite ﬁme
(Gi)izs,..,» de sous-groupes caractéristiques de G telle que

G —II G.. Pour cela, il suffit de démontrer la proposition pour n=2
i=1

“ et de raisonner par récurrence sur n. Soit donc G un groupe locale-

ment compact, produit de deux sous—groupes caractéristiques G, et G,

et soit u€G(G). La restriction de u & G, (resp. G,) est un auto-

morphisme u, de G; (resp. u,de G,). G, estisomorphe 4 G/G, et'on a,

d’aprés la proposition precédente, A(u)= A(ui) A(u,). '

Prorosition 8. — Soit G un groupe abelzen localement compact, G

son dual, ue g(G) etiie (j,(G) le transposé de u; alors le module de u
et le module de i sont égaux.

‘En effet, soit f€ £. On a, en choisissant convenablement les facteurs
_"qui restent indéterminés dans les mesures de Haar de G et G

A(u)flf(w) [ do = A(u: f!f(u(w))l*dx
—A(u)’flff(u(w))e“"‘<’”>da:l dx,



84 ' J. BRACONNIER.
d’aprés le théoréme de Plancherel-Weil (**); donc

A(u)df]f(as)l2 dx:f A(u)ff(‘u(x» gsnK#,3‘>dx’2d§
\ ::f ff(x) e”“'<7‘1("c”£‘>dx rda'; |
= f f f(x)e”“@’?‘\i@bdx rdaE

A A, 2 A
= A( smica, > dx\ ds
= A(z?)ﬁf(x) 1 dy,

d’apreés le méme théoréme. Donc A(u)=A(R).

(**) Voir A. Wei [ VII], Chap. VI, § 30. Cette propriété des modules de «
et 2 a-lien méme si les facteurs multiplicatifs qui restent indéterminés dans la

mesure’de Haar sur G et G ne sont pas choisis de telle sorte que 1'égalité

flf(w)l de=[| [ f(@) o< aul ag,

qui constitue le théoréme de Plancherel- Well, ait lieu, car A(u) et A(u) sont
" indépendants de ce choix.
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