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Sur les fonctions définies par un systéme d’équations

awx dérivées partielles ;

Par M. MENDES.

Poincaré a étudié dans sa Theése (') les propriétés des fonctions
inlégrales d’une équation aux dérivées partielles. Nous nous propo-
sons dans ce qui suil d’élendre ses résultats au cas d’un systéme
d’équations.

Afin de rendre la plus rapide possible la comparaison de nos
résultats avec ceux de Poincaré, nous utiliserons les notations de son
mémoire, dont nous suivrons également 'ordre.

INTRODUCTION.

1. GeENERALITES. — Soit le systéme en involulion

\ I‘l(’l* y Los :71)1- [’/1)—-“
(l) L T T T s
( I‘/( 1|, y ‘l‘H_I ':';[)l: [)//)— ]

les I étant des fonctions holomorphes de leurs arguments; les 2 sont

les variables indépendantes, s la fonction inconnue, les p les dérivées
) ylesp

partielles de =.

(*) Sur les propriétés des fonctions définies par les équations auzx diffé-
rences partielles.

«
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178 M. MENDES.

St s=z(x,, 2y, ..., x,) en est une surface _intégrale, son plan
tangent au point (a;, z) a pour équation

et dépend de n paramélres p; liés par les relations (1), ol lesx et 5

ont des valeurs fixes. :
En suivant une marche parall¢le a celle de Cauchy, on démontre

facilement que, si I'on désigne par A le déterminant fonctionnel des

fonctions I par rapport a r des variables p, par exemple p,, p,,..., p,

puis que 'on pose

D(F. Vo oo 1))

v

l)(/’h sy Ph=s P1y Pl -‘-:/)/’)’

WFL T, oo,
\/,-i: I (ll l.; l ) R
D0 ooy Phois iy Plosry ooy Pr)
Ly I(I..l_,_ F,0 ,
l)([)la ces femrs Se Phiars e /'f',

un déplacement le long de la caractéristique est défini par les relations

_ da; r/~ = »— dp; _1 0)
(2) 2 Py, 2; Api+ Z Pupe ‘ dry 2 (Npi=+ pils) ey
bt I= 1 ! h=1

(l=r+1, ..., n).

Le calcul précédent suppose la non-nullité de A pour I'élément
‘considéré.

Ce systeme () conslilue alors un systéme aux différentielles totales
complétement intégrable, qui admet une solution bien déterminée
répondant a des valeurs initiales données. Les caractéristiques dépen-
dent de 2 (n — r) -+ 1 parameélres arbitraires. Sur une caractéristique,
3, les et les p s’expriment ainsi en fonction de r variables auxiliaires
Uy, Uy, ..., u, et des valeurs initiales 2, 5°, p', et I'on démontre

(") Ce systéeme, mis sous la forme d’un systéeme d’équalions aux dérivées
partielles, a été utilisé par Saltykow (Méthodes classiques d’ mlegratwn des
équations aux dérivées partielles du premier ordre, p. 57).
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qu'une surface intégrale.s’obtient en prenant dans les expressions
précédentes de z, des et des p les valeurs initiales de ces variables
fonctions de » — r variables indépendantes satisfaisant identiquement
aux conditions

Fele), =0 pl)=o (h=1,2, ..., r),

i
|
030 — Z )23 da} = o.

i—=1

2. Daus le cas particulier ou le systéme (1) est linéaire par rapport
aux p, soit
Fr= Ak11)|—|— :\/;gpg—l- ce Aknpn'— Br=o,

on trouve immédiatement que les équations (2) relatives aux @, et i z
s’écrivent

dxi—= .’iS 2 P dxy.

k=1

s == —:\—E!AM ..... Akt BoAy k- Ay daey, (1)

k=1t

et ne dépendent pas des p; on peut donc les intégrer & part et les
multiplicités caractéristiques ne dépendent ici que de n—r--1
paramelres.

3. Revenons au cas général. Si lous les déterminants fonctionnels
des F par rapport a r quelconques des p sont tous nuls, on fera une
transformation de contact consistant a prendre pour nouvelles
variables

S oy Jg — o N S
2=y X =, 2= pa, . =p,
! —_— ! —

Ty == Loy ) Ly =T,
o ’ —_— o e N L .
=P e Doy = Ph—r,s Pr=—=—"=2n CEEE Pr=—2
’ . U—
Pria=Pri, cee Pu=pPn:
,
/ _ ul
§=z - Zp,,x,,.
q=h

(1) On n’a écril que la premiére ligne du délerminant.
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Le systéme (1) prend alors la forme
(") (e, oo, & p, o o p)=o (h=1,2, ..., 1),
etl'on a

DR B, T

Dy Py oo )
| IF,y JF, JdIi, Jr, JIF, JdrN |
= 7])—1_ e —()I)/L__l —_— (Il‘—/l - Ph ()_:> ter T (;ET -+ [71'I> — A/l.'

Si ce déterminant est différent de zéro pour I'élément considéré,
raisonnant sur le systéme (1’) comme on a raisonné surle systéme (1),
on voit que l'on obtient pour les équations des caractéristiques (qui
sont les mémes pour les deux systémes) z/, les 2’ et les p’ en fonction
de rvariables u,, u,, .. .., u, et des valeurs initiales et que 'intégrale
s’obtient en prenant ces valeurs initiales fonctions de n — r variables -
indépendantes vérifiant, en plus des équations (1), la relation

0zt — E pit ozt = o.

Le seul cas ol la méthode précédente se trouvera en défaut est
donc celui ot tous les déterminants tels que A ou A, sont nuls pour
P’élément considéré.

4. Les trois problémes qui se posent velativement au systéme
donné sont les suivants :

Prosuine I. — Rechercher les intégrales holomorphes du systéme (1).
Prosrime IL. — Intégrer le systéme aux différentielles (2) sous ' une
des formes
(3) 9= K, Ta2= K., .y Qap—r 1t = Kaymria,

les © étant des fonctions des x et des p et les K des constantes arbitraires,
ou

’ - J— o — ~— —_ —_—
(»l) 31-4»1—411'-‘—17 e "ll/——q)ny "‘—qjll+17 Pr= 1 sy D= Yny

les U et les 4 étant des fonctions de x,, ..., x, et de 2n—r—1
constantes arbitraires.
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Prosrive. 1. — Chercher l'intégrale du systéme (1) se réduisant
tdentiquement « une fonction holomorphe donnée de x4, . . ., x,,

Blay, aay oo y),

quand r autres fonctions holomorphes données en x,, . . ., x,

0y, ooy @), Cey Op(y, oony an)
sont égales « séro.

Les relations _
z== (3, 0,—=o, ce 0.=o

permettant de tirer 3, x,, ..., @, en fonctions algébroides de n —r
variables auxiliaires (&, (s, ..., tor, ces fonctions s’annulant avec
ces variables, sous la forme

S= Bl(p'ly ey (J-n—l'); Xi= '\,'i(lJ-I; ey [J-/z—r):
le probléme III peut également s’énoncer

Trouver une intégrale du systéme (1) qui se réduise identiquement a 3,
quand on y remplace x,, 5, ..., Tu PaArYy, Ya, -« -5 Yn-

B. liquations LinealREs. — Si les équations (1) sont linéaires aux p,
les équations (2) relatives a 5 et aux «; s'intégrant pour elles-mémes,
le probléme II consiste & mettre la solution sous I'une des formes

1= K., vy Qr—rq1 = I:\u—r—;-n
ou

Ly 7= Yoty e &=, 5=,

On trouvera alors l'intégrale demandée dans le probléme III
en substiluant dans les fonctions ¢, B,, v,, ..., v, & la place de
3, &y, ..., Ty, ce qui donnera a ces fonction ¢ la forme

q’l(V-la coyBaer)s ey Qup (e Pra—r),

et en substiluant ensuite dans les fonctions ¢, o, ©,, ..., 0, ., ala
place de K,, K,, ..., K,_,.,; on obtiendra ainsi z, @, ..., @,
en fonction de xy, ..., &, P, ..., Y. L’élimination des ., si elle

est possible, fournira 5 en fonction des .
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6. FQUATIONS NON LINEAIRES. — Si I'intégrale cherchée existe, les
dérivées p,, ps, .. ., p, doivent se réduire identiquement, quand on y
remplace x;, @, ..., &, par Yy, Y2, ..., Yu & certaines fonctions
Wy, ®,, ..., w,, faciles a déterminer, et que ’on pourrra loujours
supposer étre des fonctions algébroides de .., py ..., W

Si les équations (2) ont été- intégrées sous la double forme (3)
et (4), nous obtiendrons l’expression implicite de cette intégrale

en remplacant dans @,, ©,, ..., ©5,_,,4, Tespectivement
Ty, Ly ey Zpy F, Pl Pa oeees Pa
par .
Vi Yoo eees Ymy B1, Wi Ouy o, Oy,

de sorte que les fonctions ¢ deviendront des fonctions
,,"l) ‘)'2) AU ] _,":{n“lw-]

des ., puis en remplacant dans .y, + ooy Gty Lay - - o5 Lo respec-
tivement
Kly 1&2: «eey hﬂu—/'—&—l

par
Viy Yoy eees Vonergts
NOUS aurons ainsl &, > .., Ly, 3, Py, - . ., p,en foncliondex,, ..., x,
et des 1, el ce sera l'expression implicite de I'intégrale cherchée, si
celle-ci existe.

Pour que la fonction s ainsi définie représente réellement une
intégrale, il faut et il suffit que les fonctions

LR T
;)[7,;—.-1[][0#/; P=1,2,... L — 1)
(=11

J/,::

soient identiquement nulles, et il faut pour cela que, parmi les déter-
minants tels que A et A,, 'un au moins soit différent de zéro pour
I'élément considéré. o

Nous envisagerons donc successivement les deux hypothéses :

1" Hypothése. — Un des déterminants tels que A ou A, est différent
de zéro pour I'élément considéré.

2* Hypothése. — Tous les déterminants tels que A ou A, sont nuls
pour I’élément considéré.
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PREMIERE PARTIE.

ETUDFE. DES CAS OU L'UN DES DETERMINANTS TELS QUE A ou A,
EST DIFFERENT DE ZERO.

7. Dans ce cas on n’a pas & se préocuper de la condition relative
aux fonctions J . :

Nous supposerons d’abord qu’on veuille étudier une intégrale .
autour du point x, =x,=...=x,=35=o0, celle intégrale devant
se réduire a 3(xy, @,, ..., x,) quand on a

0 Ceyy ooy ) =0u(ry, ooy ) =...= 0, (1, ooy ) =0,

(s et les 0 étant des fonctions holomorphes de leurs arguments s’annu-
lant avec eux; que, de plus, les fonctions w,, w,, ..., w,, auxquelles
doivent se réduire p,, ps, ..., p. quand 0,=0,=...=0,=o,
prennent, pour lous les # nuls, des valeurs finies y,, y., .©., ¥u;
qu’enfin, en substituant

N S R S FHR S8
dans les P;; (j = ¢ ou j 5£7) et les déterminants tels que A, a la place
-de ’

Sy Ny ey s Py eeey Py

toutes ces fonctions ne s’annulent pas a la fois.

Probléme 1.

8. Il est résolu par le théoréme suivant :

Tueoreme. — S 0., 0,, ..., 0, se réduisent identiquement a
Ty, Loy ..., X, Cest-a-dire st Uon a a étudier une intégrale qui se
rédutt a 3 pour xy=wx,=...=2x,== 0, celle intégrale est holomorphe

pourvu que A soit différent de zcro,
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Probléme II.
9. Sinous posons

X/:(CP)EJ—{- -ZIS 2 Pud——|—<ju—l—— Z Pu])/> :

l==r—+1

n

- )” .
_%z(km—i—]hzk)'})}% (A=1,9,..., 1)

i=1

I'intégration du systéme (2) est équivalente a celle du systéme

- (3) Xi(9) =0, Xo(@)=o0, R Xy(@)==o.
SiA £ o, ce systéme estrésolu parra orta 22, %2, ., % gin—g
' ’ y p PP dz, Jx, e ’

mais A,5< 0, on peut le résoudre par rapport a

Jo do Jo dy
AR rre kil AN

S1 A £ o, cherchons 27— r—+1 intégrales @1y Pay v ooy Pan—rrs, de
(5) assujetties a se réduire, pour x, =2, =...=x,=0, a

Srnerar (Triety o ooy Tus 3y Py oo vy D)y
toules ces fonctions f étant des fonctions holomorphes en
Lppyy eeny Tpy 5 Pr— X1y eeey Pu— D
dont le déterminant fonctionnel par rapport a
Lpsyy e Sy Sy Py ey Pua
ne s’annule pas quand ces variables se réduisent respectivement i
0, vevy Oy 0y iy ey Y

’

et les fonctions f,, ..., f, étant ce que deviennent les fonctions
Fy, ..., F,quandony fait &, =2,=.. . =x,=o.
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Les 2n— r—1 intégrales ainsi définies sont holomorphes en
Ty My ey a5 = ey Pam Vs

et les » premicres se réduisent a I, F,, ..., F..
Le systéme (2) est alors intégré sous la forme

(5) C?’l - Kn Q= K‘z; ey Qon—rpt = Kzn—m-h

ol o, =1, ..., o,=1I, et ot ¢\, ..., Pan_rss, SONL holomorphes
€N Ty, ...y Tpy 55 P1sy + -5 P

Si A=o0 et A,5%0, on obtiendra de méme 27 — r 1 intégrales
dont les premiers membres seront des fonctions holomorphes de

”
_ Wl

Lhy ey Ay 5 21;‘,:1',/, Pis eres Pa
g=h

donc encore de

T ST -TT JTR /%

10. Pour mettre les intégrales de (2) sous la forme (4),
il suffira alors de résoudre le systéme (3) et d’exprimer 2n—r—-1
des variables qui y entrent en fonction des r autres, en fonction de
&, &y, ..., &, par exemple, calcul possible en vertu de la non-
nullité du déterminant fonctionnel des fonctions ./ par rapport a
Lyiyy ooy Xy By Piy - oy Pu, pour les valeurs initiales.

Probléme III.

Premier cas.

11. TuroriMe I. — Dans le cas ou le déterminant

o JF, 00, JoF, 90, oF, 00,
2 Zopan T Zop

i i

o OF,. 00, JF, J0, 2 OF d0,
25 dn Zap o U X o

i

i

ne s'annwle pas pour les valeurs initrales des variables, l'intégrale = est
holomorphe.
Journ. de Math., tome XXVII. — Fasc. 3, 1948. 24
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En effet, faisons un changement de variables en posant
2= 0y, oy oony ) (h=1,2,...,r).

En vertu de I'hypothése, tous les déterminants fonctionnels des
fonctions 6 par rapport a » des variables & ne sont pas nuls, car le
déterminant D est égal a '

D0y, Oy .0y 0,0 OF, OF,

D("[.u,y Ly vy x(lr) ()_[711l @;:—,., :

@y, @s, ..., a, représentant une permutation quelconque des
nombres 1, 2, ..., 7.
D0, Oy ..., 0,

Dy, o 2 # 0. On tirera alors des équations

Soit donc

précédenles

L= Glc(_)'ly cey Xy Tprs o ey L),

les G étant holomorphes.
Si g, qay ..., ¢. sont les nouvelles dérivées partielles de z par
rapport QY1 o3 Yy Tigry «oer Ty, 0N A

/
Sy, Aay ooy L) ==L Y1y oo Vi Lrgety oo ey Tn);
d’ou
0 N e o e
P/L*()L_l/'-Zmd_x/\'—zq'dTA (h=1,2,..., 1)
h'=1 o
sz i’ d0
pL= 01‘1:11,4—2(/,{'0—13 ({=r+1,..., ).
k=1
i L . D(Fy, Py oo, 1)
On en déduit que le déterminant fonctionnel n’est

. D(q1; q5, e )
autre que D, donc est différent de zéro.

L’intégrale cherchée est donc assujettie a se réduire 4 une fonction

SIGI (J'n BRI B N PR 'l'u)> G:( “ee ): RIS G/( s )7 L ""u],-

holomorpheeny,, ..., ¥, @y, : .., x,quandy, =y, =...=y,=o,
D(Iy, Foy ..., )
D(é]u ETEEED (]')
s est donc holomorphe en y,, ..., ¥, .4, ..., @, et, par consé-
quent, aussi en Ty, Ty, .. ., Ty C. Q. F.D.

avec la condition 0.
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Remarque. — Le déterminant D est égal a

2 Doly, Fo, o0 10 00, 00, A0,
D(pas Pays «+ o5 Pa,) Ory, dr,, dur,,

L’hypothése D =£ o entraine donc qu’un déterminant fonctionnel des I¥
par rapport & r des variables p est différent de zéro.

Deuxieme cas.

12. v,, ys, ..., v, restenl finis, mais la condiltion du premier cas
n'est pas remplie. Si le systéme (1) est linéaire, on a le théoréme
suivant :

Tutorime 2. — Dans ce cas, [intégrale = peut s'exprimer en égalant
@ s5éro une fonction ® holomorphe par rapport i s et aux @, et s’annuw
lant avec ces variables, pourcu que, st

o=K,, o,=K, ce ey Dnerir = Ky,

représentent les intégrales du systeme (2) et ST Oy, oy vy Puoriy
s'annulent avec s et les x, 5— 03 et 0,, 0,, ..., 0, ne sannulent pas
wdentiquement a la fois quand tous les ¢ sont nuls.

Démonstration analogue & celle de Poincaré, en prenant pour
nouvelles variables ‘

T S P
Troisieme cas.

15. Les y restant finis, la condition du premier cas n’est pas rem-
plie et le systéme (1) n’est pas linéaire.
TueorkMe 3. — Dans ce cas, lintégrale z peut s'exprimer en égalan:
a séro n+-1 fonctions ®,, ®,, ..., ®,.,, lLolomorphes par rapport
U5, T4y ooy Xy Pr—2Y1, + - -y Pu— Yu, €t s annulant avec ces variables,
pourvu que, s '

. - -
9= ]\ly G == K. e Doan—ri1 = Kojersis

représentent les intégrales du systéme (2), s{ 0y, Dy, ...y Dayeyry s'AN-
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nulent quand s et les x se réduisent a zéro et les p aux y, les fonctions
508, pi—, .oy pu—o0ou O, ..., 0,
nes’annulentpasidentiquement i la fots quand 9, =9@,=...= @y, =0.

Démonstration analogue 4 celle de Poincaré¢, en prenant pour nou-
velles variables, en plus de @, ..., @, les fonctions ¢ et 7 définies
par les équations (4).

14. TrtoriMe 4. — S7, dans le troisiéme cas, z ou les p ne prennent
pas une forme indéterminée quand les x s’annulent, z est une fonc-
tion algébroide des x.

Démonstration de Poincaré.

15. Trtorime 5. — Dans le second et le troisiéme cas, U'intégrale
cherchée peut s’ exprimeren égalant z et les des fonctions algébroides
de n nouvelles variables.

Démonstration de Poincaré.

Calcul des intégrales.
A. — Systéme d’équations linéaires homogénes.

16. Soit le systéme .

. 0z . 0z . ds
_\“'(ﬁ;%—;\g]()(—l'z—l—...-i-; MTI‘“ 0,
[N FS N . s
. Oz Js . ds
-\ll() 1+‘H.07'2+' +-\11/() ”——U

Pour en trouver une intégrale qui se réduise a B(x,, @,, ..., ®,)
quand on a
O (g, ooy ) =0,(...)=...=0.(....)=o0,
1l faut :
1° Remplacer @,.4, ..., @, par les expressions

Ay = L,IJI'—,—I: ey A= "!Jn :
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les expressions s — B, 0, 0,, ..., 0, deviennent alors holomorphes par
rapport A&, ..., x,eta gy, ..., 0,3

I
2* Résoudre par rapport & x,, ..., x, les équations

0,=o, 0,=0

ainsi transformées et remplacer x,, ..., x, par leurs valeurs dans
I'équation =z — (3 =0, également transformée;

3¢ Remplacer dans 'équation s — § = o, aprés cette double Lrans-
formation, ¢, ..., ¢, par leurs valeurs en fonction de z,, ..., x,.
Si les équations '
;=0 (h=1,2,....01),

apresleurtransformation, restent distincles pour &, =x,=...=x,=o0,
“onendéduirax,, @,, ..., z, en fonclions algébroides de ¢y, ..., 0,
Soit m le degré de ces fonctions. s sera également une fonction algé-
broide de degr¢ men ¢, ..., ¢, ct, par conséquent, en x,, ..., x,.
= sera douc solution d’une équation de la forme

M A 3 4+ Ny A=,

les A étant holomorphes en 4, .. ., 2,.

Une généralisation du raisonnement de ’oincaré montre que les A
sonl, ici, comme dans le cas d’une seule équation, solutions du systéme
donné et que I'on a identiquement

Y -
B Ay B - A B ;\,,:Z/.M‘-(),_.,
B

les A étant des fonctions holomorphes des .

B. — Ilquations linéaires non homogcnes.

17. Soit a trouver une intégrale du systeme

)z

. ds . dz . ds
Nig5— 4+ Nop 50— +. ..+ Nipo— =
3 Ay,

dr, o 2 (h=1,2, ..., 1),

ol les X, Z sont holomorphes en z,, ..., x,, 3, cette intégrale étant
assujettie aux mémes conditions iniliales que précédemment.
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Cela revient a chercher une intégrale du systéme

. oy .y . ody o, do
/\1/5(7;: -+ \Mﬁ B I _\,,km -} /J/_.I = 0,
qui se réduise & z— quand 0,=0,=...=10,=o0, probléme que

nous venons de lraiter.
Si o s’exprime par une fonction algébroide des z et de =

Gt Ay "o Ao+ Ay =0,

I’équation A,= o0 nous donne implicitement = en fonclion des . On
aura = en fonction algébroide des x, si le coefficient d'une certaine
puissance de = n’est pas nulpour z; =2, =...=z,=o.

C. — Iquations non linéuires.

18. Soil & trouver une intégrale de

~

F,=o. ,=o. ceey F,.—o,

répondant toujours aux mémes conditions initiales.

On calculera les fonctions w,, w,, ..., w,, auxquelles p,, p,, ..., p,
doivent se réduire quand Or=o0, puis on cherchera par la méthode
précédente, n -1 intégrales du systéme (5) qui se réduisent respec-
tivementa z — B3, p, —w,, ..., p,— w,, quand 0,=o.

On obtiendra ainsi n -+ 1 fonclions o, ..., ©,.,, quiseront données

Qs y § )
par des équations de la forme -

G A0 L+ Ao+ Ay=o0,

ou les termes A, se réduiront respectivement a des fonctions H,,
H,, ..., H,.,, holomorphes par rapport a z, aux « el aux p.

Les équations
H=H,=—=...=H,.,=o0

fournissent implicitement I'intégrale cherchée.

Examen de deux cas.

19. Premuer cas. — Supposons que les w ne restent pas finis, mais
restent déterminés quand les « s’annulent.
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L’intégrale étant assujettie a se réduire a  quand ,= o, les w sont
donnés par les formules

=0 ,=o .. .= o,
3 -d0, . d, -0,
W) — —— =) —— = Ly —— S )
L o.r, dr, dr o,
(0)
" 5 ; Jh, ) J0, - dJ0,
\ o )r, O, s N "’

ol les 7 sont des paramétres a éliminer el I, ..., F, ce que devien-
nent K, ..., I, quand on yremplace z par B et p,, ..., p, par w,,...,w,.

L’hypothése signifie que, pour @, =x,=...=x,=o0, les »
vérifienl des relations de la forme

) [N o, 1

AT TN

avec A,,;=o0, A,, A,, ..., A, n’étant au contraire pas nuls.

A, n’étant pas nul, on considérerax, comme fonction de z, ., ..., x,
et I'on obtiendra, pour déterminer les valeurs w', ), ..., , que
prennent les dérivées ¢, ¢, ..., ¢, de &, par rapporl a s, .r,, ..., z,
quand on fait 0,= o, les équations

( 1" =o. I =o. e I =0,
, 35 oy a0, e 0,
pe— =0, 0
e T O 0w
o 03 Co JN, , } S A,
o, - A6 —— - A ==
T O, 0, " 9
, , 03 ., I - A0,
\ @), —t= 6} R ARON —- L, 5— =0
\ ., o, e,

4

" K., ..., F étant ce que deviennent K, F,, ..., ', quand on
1 o, o,
remplace ®,, w,, ..., w, par o (‘T?, AP — ;” et qu’on rend les
t t 1
fonctions entiéres en les multipliant par une puissance convenable
’ . . ~
de w', chose possible si les F sont des polynomes aux p.

On déduit alors des relations précédentes

' ’
W, W,

=, .= = y
l\n Alu-l

!
W,
A,

1
Ay
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el 'on est ramené aux cas déja étudiés. On peut oblenir I'intégrale en

égalant a4 zéro n -+ 1 fonctions holomorphes en z, @y, ..., ,,
Go—Y -5 Qu—" O Y, ..., ¥, désignent ce que deviennent
W\, e, W, POUr Xy =. .. =&, =5 =0.

20. Second cas. — Supposons que les © ne rvestent pas
déterminés quand les 2 s’annulent. Clest ce qui arrive quand
A =A,=...=A,,, =0, et que, par conséquent, les équations (6)
ne restent pas distinctes quand on y annule les .

SOit Yy, Ya, - .., Yo un systéme quelconque de valeurs qui, mises a
la place de w,, w,, ..., w, dans le systéme (6), y satisfont quand les

2 s’annulent.

Supposons qu’on veuille étudier un élément de la fonclion z tel que
Xy, Ty, - .., &, solent suffisamment voisins de zéro et que p,, ps, .. ., pa
solent suftisamment voisins de y,, ¥,, . . ., v,. On obtiendralintégrale
cherchée de la facon suivante.

Des r relations

/ . a5 ; an, y 0, p A0,
1) =y L PPN B
o Yoy S0y "0y
. J3 —; 0, o) d0, 4 0,
n dr,.  or, Cda, ” ()J',,’
on peul tirer Ay, Ayy ..., A

Pour que les équations suivantes soient compatibles avec celles-
D0, 6,, ..., 0,)
Diw e oony )

la, il faudra que tous les caracléristiques relatifs a

solent nuls, c’est-4-dire qu’on ail les relations
b

05
fy —
. Ay
D0, 00 ooy 0,) coeeeens
Dy, e oo,y
(s rs, sorr) . =0 (l=r-4r1,...,n).
) Jd5
) — =
» o o,
a0, J0,. Jp
[P —_— . —
O,y A, Wl Oy
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Cherchons alors n — 4 rintégraleso,, ..., 0,_,., dusystéme (5)
se réduisant a

-5 - 9
o,
D@0y, Oyy ..oy 0,y ceeein
(71 { Dy, a9 oooom) l==r 41, ....n),
o 9B
o " O,
n, M, . 03
Oxrey  Oxpy Wret— dreg
quand on a ), =0,=...="1,= o, puis annulons ces intégrales.

Les expressions (7) étant holomorphes en s et aux x; et p;—v;,
les intégrales précédentes sont algébroides par rapport aux mémes
variables et les équations

Y= Y= .:'_:’.IJ” gl I0

sont équivalentes an—r-41 équalions

(8 Hyz—=Hy=...=1, , =z0,

ot les H sont holomorphes en s et aux x; et p; — v..

Ces équations, jointes aux équalions I, = o, fournissent l'intégrale
cherchée = et ses dérivées p,, ..., p, en fonction de x,, .... =,
c’est-a-dire que le théoréme 3 est toujours applicable.

~
ot
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DEUXIEME PARTIE.

ETUDE DES CAS OU TOUS LES DETERMINANTS TELS QUE A ou A/L SONT NULS.

PREMIERE SECTION,

Le systéme proposé est linéaire et homogéne.

21. Considérons le systéme jacobien

duay

Xi(f):f\n()—']_n BRI A,,,d—%(/.—:o,

et supposons que les A, fonctions holomorphes des 2, s’annulent pour
tous les & nuls, et que, de plus, A,,, ..., A,, conliennent tous des
termes du premier degré pouvant se réduire & A, y,, ..., A,Y, par
un changement linéaire de variables.

Sous des conditions connues, I’équation

admet l'intégrale holomorphe T..
Prenons alors les T; comme nouvelles variables indépendantes.
Si 'on pose

Ti: T S N
. D(r,, Ty, ..., T . T
on volt que 4, T, : "), qui se réduit a «, «, ... o, pour tous
D(ay, a9, o0y )
les  nuls, est différent de zéro. Les @ sont donc des fonctions

holomorphes des T.

Le systéeme donné étant jacobien, on a

Xo(Xa(T0)) = xg(xi('l‘i)) = Xy (2, T) =2 Xo(T)).
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X,(T;) est donc une solution holomorphe de
Na(f) =1ifs
comme T,. On a donc, b, étant une constante,

Xg(Tl) == biTi,

et, de méme,
Xs(Ti):(,'i'I‘i, e eny .\7,-('1‘[):[['[‘1.

L'¢galite
St by oy ) = F(Ty, Toe L, )
donne alors
_‘._”,,, aF o
xl.(/)_zxﬁ.(li)d_n_\k(l ) (k=12 .0,

i=1

d’ou le systeme équivalent au systeme donné

o s —1k - OF < OF
ll(])—_-)\1]1‘()TI+/.glg(),—[,z—i--..."*-/.".‘”m_(b,
. o dlF . OF o OF
1\,(])___/)1117)7[—;] +11212TF2+...+]),,],,(),—I,”_.(),
P I o OF o O
\)(1)———/111(),—1,14-/.' _)W-Z—I——+— /"1"7'1‘—,,_0

La premiére de ces équations admettant les intégrales

X
rphk
1

- (h=2,3,...,n),

(T'Jk-_‘

11

I'intégrale générale du systtme sera une fonction F(o,, ..., ©,)
vérifiant le systéme

(L
o) 0e, T
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de méme forme que le précédent. On en déduit que l'intégrale
générale est une fonction de

Lb/:q'—(.— ({l=3,4,...,n).

De proche en proche, on arrivera a une seule équation et I'on verra
que 'intégrale générale du systéme donné est fonction de n — r inté-

grales de la forme
TuTye, . . Tin,

DEUXIEME SECTION.

Le systéme proposé est linéaire.

22. Considérons le systéme

Ay o ! A o =1,

(9) K e =
dz 5 .

A/'l ﬁ vt \l" f).l,l —_— /41':

les A et les Z étant des fonctions des x el de = ayant des termes du
premier degré el vérifiant des conditions supplémentaires.
Ce systéme est équivalent a

! Jdf Jf Jdf
\ A”()_(]—’:; {* A“,) N /;la?_il,
by o L,
( A/-l E—L -+ -+ Al‘n ) 5 -+ [47 d,. (8]

Ce systéme admet des intégrales de la forme T{*T::. .. T;;'. Donc les
valeurs de = tirées des équations

T,=o, Ty—= o, ceey T, i=—=o

seront des intégrales du systéme donné. On en tirera, en général,
z de n+1 de fagons différentes en fonctions holomorphes des «.



SUR LES FONCTIONS DEFINIES PAR UN SYSTEME D'EQUATIONS. 197

23. Considérons maintenant un systéme aux différentielles totales

complétement intégrable

lt {t, .,
g(/-ll— \11(‘ : A et - “Arl(—)
1 ly ’
Q as e e e e et e s e N
ot dty di,
( ([.l'u: .\”, “/—11 - Ag,, _i;: o A\,-,, /_,.,
les A étant des fonctions holomorphes des x et A,,, ..., A,, vérifiant

les mémes conditions que dans la premiére section.
Ce systéme est équivalent au systéme jacobien

9/ of o
(—)-}" t \“E+ ’}“A:\“,a—l‘; 0,
9 o
'() l']'(r.; R \I/l()_r“—“

S1 T, représente une
ralsonnement analogue

intégrale holomorphe de X,(f)=7,/, un

au précédent monlre qu’en prenant les T

comme variables indépendantes, ce systéme peut s’écrire

v Y ) N |
ll(l)__).[lla,l—‘;+/.»_;lgm-r-...+ /‘“lnm ﬂ“tl()—h_()
CoF OF L OF OF

; Yo(r)—[)1l|~(;,l—,-‘+[)2F2(),—F2—1—...+bnl,lﬁ‘"+[vlal—?:__l)
s g O OF e OF ar
Y. (F)y= Illlﬂ‘l —+ /-zlzﬁ; -+ ]nlu(TT;’*"lr‘()Tr—“

ct que son intégrale générale est fonclion des n intégrales parli-
culiéres T;74;7". . .¢;". Si donc on pose

'.l‘,': l{,t)l“tls' PN /ff}

ces n équations fourniront les z en fonction holomorphe des quan-

tités K rhehi, . ¢l

24. Procieme HI. — Reprenons alors le systeme (q) et cherchons-en
une intégrale se réduisant a une fonction donnée (i, ..., W)



198 M. MENDES.
quand on y remplace x,, x,, ..., x, par des fonctions données
0,00y .., O0de g, ooy By

On suppose que les fonctions ¢, 6 sont algébroides et s’annulent
avec les p.

Le systéme donné est équivalent & un systéme aux différentielles
tolales qui fournira des relations

To= K gt T =K, o e
d’oti l'on tire, les fonctions f élant holomorphes,

" r - o) ool ol - n nei 1 nt
= (l,,...,F,,+1):/(l\.,z,lz._,-...z,.,...,I\,H_,t?l e ‘),

k“‘) =i (T, .,.,T,,H):f,( ..................................... ),
Ean :‘_/;L('l‘17 3 T/H.1) :_/;,( ..................................... )

Il faut, pour trouver l'intégrale, remplacer dans les équations
T, =K, 3% (p=1,2,..., n+1),

s par ¢ et les & par les 0, et enfin les ¢ par des variables auxiliaires v
analogues aux ..

Ty, T, ..., T,., deviennent alors algébroides par rapport aux p.;
de plus

- -y —ul
K=y v7%: oy Ty (fhyy oy oo vy Huer)s
.

- gt gt _gntt
K= o™ s v Ty (e Py v oy Poner)-

On remplacera dans les équations (10) les K par ces valeurs, puis
on posera

= [n,

l1 . {)
— = Mn—r+1, v —
Vi YV,

s et les & s’expriment alors en fonctions algébroides de p,, p.,, ...,

ol oz o:r| 234 i1 b
P‘n—r:, P‘n-—l—r-i—l? lJ'IZi-I‘+17 MR P'/L bl M IJ'IL b et 5 annulent avec ces

variables.
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TROISIEME SECTION.

Le systéme proposé n’est pas linéaire.

25. Prosuime II. — Supposons maintenanl que le systéme proposé
Fi=o, F,—=o, R F,—=o,

ne soit pas linéaire.
Son intégration est équivalente a celle du systéme

n n

9 AN Jaf / i’ 5 dy N v N
iy 180 X P (A X Pap) 52 = 2 (e pi) = o

[=r+1 [=r41 i=1
(h=1,2, ..., ).

Nous supposerons que Ulintégrale cherchée se réduise a
B(g4y thay +++» Pur) quand on y remplace @, x,, ..., x, par des
fonctions 0,, 6,, ..., 0, des mémes variables et que, dans les mémes
conditions, p, ps, . .., pn se réduisent & w,, w,, ..., w,. On suppose

que les ® sont nuls en méme lemps que les ..
QQuand on fait

A= Ry T= SIS ) = TS P, =0,

tous les déterminants tels que P, et A;, sont nuls.
Nous supposerons que les équations

Fi=o, R F,—o, Pu=o, Av=o

sont distinctes, de sorte qu’elles ne sont pas vérifiées toutes lorsqu’on
donnera a z, aux x el aux p des valeurs suffisamment voisines de zéro.

L’intégration du systéme (11) se raméne a celle du systéme aux
différentielles totales (2), qui permettra d’exprimer z, les x et les p

en fonclion de r paramétres &, ¢,, ..., t,. On peut meltre ces inté-
grales sous la forme’

(12) ::‘f; "'l:/‘l) = Jn; [7|:f;u—lv R [)u.:f‘zm

les f étant des fonctions holomorphes de

e -ooal al &l m - R N ] an b1
I =K. .00, Popiy = Rop g 301027 09"

s’annulant avec ces variables.
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26. Prosuime 11I. — Ou peut toujours supposer que {3, lesO etles w
sont algébroides par rapport aux w et qu’ils s’annulent avec ces
variables el que les équations de la forme

08 = Ny 07 = A A= 0,

qui définissent les 6, de méme que celles qui définissent 3 et les o,
sont irréductibles.

Si I'on part d’un systéme de valeurs des p et d’un systéme de
valeurs de 3, des 0 et des w vérifiant les équations précédentes, lorsque
les p. varieronl a parlir dé ce systéme de valeurs initiales pour
atteindre un systéme de valeurs finales, {3, les 6 et les w aboutiront
par continuité, a partir de leurs valeurs initiales, a des valeurs finales
qui seront appelées valeurs correspondantes de §3, des 0 et des w.

Pour résoudre le probléme III, il faut d’abord remplacer dans les T

0y eeey Ty Piy o ey P
par
‘ 3, 0, oo 0, @y, oL, o
il viendra
Ty =1y, Ty =, S Tontr = Yana,

les ¢ élant algébroides par rapport aux p.. Sil’on n’a substitué dansles
T, 4 z, aux @ et aux p que des valeurs correspondantes de §3, des 0 et
des w, les équations qui définissent les ¢ sont irréductibles.

I1 faut ensuite remplacer dans les équations (12) les T par les ¢ et

Ly ooy L PAT Yooty oo vy Uone .
y . M ’ -
3, les « et les p s’expriment alors par des fonctions algébroides
ot o2 on-+1 aﬁn%—l
en By Peay o vvy Bonery By Brtpags oo o Boalpprs o005 .

Si I'on n’a donné aux ¢, dans cette substitution, que des valeurs
correspondantes, les équalions qui définissent 3, les = et les p sont
irréductibles, et 'on dira que les valeurs de s, des x et des p sont
correspondantes.

Pour que les expressions de 5, des x et des p que 'on vient d’obtenir
donnent I’expression implicite de I'intégrale, il faut et il suffit que'on
ait identiquement

dJs __ ds
’dz—p“ ey dxn.._pn.
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Ces conditions sont cerlainement remplies si 'on ne donne pas
& Uy, Uy ..., W des valeurs particuliéres annulant simultanément
3,0, ...,08, w, ..., w, chose possible puisque ces fonctions ne
sont pas identiquement nulles.

On voil, en effet, que, dans ce cas. les fonctions F,, ..., F,, A, ne
s’annulent pas a la fois quand on y remplace z, les x et les p par
B, les 6 et les w et que les fonctions J, sont alors identiquement nulles.

Supposons maintenant que l'on donne a u,, ..., v, des valeurs
qui annulent a la fois §3, les 6 et les w.

Si les équations

Bo=lyzci 20, ,2=0

sont distinctes, pour que 'on ait

W

S5:=0, = 20,20 L =, 0,

et par conséquent

Fi=. . . =F,=Py=24,=o0,
il faudra que I'on ail

(o) [y TR N TR =X R

Donc, toutes les fois que ces conditions () ne seront pas remplies,
on aura, quels que soient les u., ., finis et différents de zéro,

ds Jz
_— I _— I Py
o, P o, P
27. Cas o examiNek. — Il nous faut maintenant envisager les cas
sutvants :
1° Wy ={hy=...= =0, avec 'undes y, , ., = oo

2" 'un des p.,_,.,= o, sans avoir en méme temps

By T= Pe==. . TS P 05
3 tous les y.,_.., sont finis el, de plus, u,=po=...=w,_,=o.
28. Premier cis. — Supposons que y, ., tende vers l'infini, en
méme temps que Ly, ..., ks tendent vers zéro.
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L’intégrale est donnée implicitement par des équations de la forme

mm [0} 0 X3 M= i . —
(13) ri -+ Am—l P‘nl—/'+1 P'n'—m—.’ . [J' i zm R A(o,) o . IJ””

n—r+1

les A étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de
Wiy P2y +++y Yooy, de sorte qu’on peul poser

—
A :2‘ %
avec
Y= hpdeo . g (%, constante; les 3, nombres entiers),

el les A pouvant étre supposés avoir tous leur partie réelle positive (*).
L’équation (13) pourra alors s’écrire

m
Z z o, =K KA Kb KA —
IC'I[ u—/l+l n—r+2 * [J'IL =0,

K=o

ou, par le changement de variables

(14) pr=v*, o= V%.-:.‘?r cevy o P =Y 0 Pt = VT s
3 BT =
avec
== kb &:%arh 4—%§mH %
51 ﬁ? ﬁl! r i 3
T 1 sont réels posilifs, tandis que a,, ..., o,y A}, ooy A,

sont imaginaires, et 'on démontre que I'on peut choisir les o de fagon
qu’un ou plusieurs des ¢ soient nuls, pendant que les aulres ont leur
partie réellé positive.

L’équation (13) deviendra alors

(13/) l"l]l,+ A 0 . IJ_Z.,i'l'(lt,—l 4.

m—15n— /+1P‘u r+2

(D (m—11 Ky n—1) fn—1) hi" HGEM mk mhih
A+ AOET M i) i+ Aj cpntt=o,

“n— /+I {‘L/z—l—&-"

(*) Pour le détail de cette démonstration et des suivantes, voir le Mémoire
de Poincaré.
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I'un au moins des A’ dans I'une au moins de ces équations ne s’annu-
lant pas avec v, quels que soient les £.

Si l'on résout ces ¢quations par rapport a z, aux « et aux p, on
trouvera

'

! oy —— R 1 —_ ’ —_— !
, =10, cee A=, =, cee D=,

[SX)

Ces équations donnent I’expression implicite de I'intégrale, pourvu
que I'on n’ait pas '

P = Pe==...=Hy_p==0 ou l'une des quantités Men—r2, ceer M=o,
k] h) M ? .

c’est-a-dire pourvu que l'on ait
v Z 0. a0, Ceey Znert 720, Primrop2 72 0, cey P 7 0.

Les équations (13') montrent que, quand les & tendent vers certaines
. )
valeurs différentes de zéro, ainsi que y.,_,.,, ..., W, tandis quevtend
vers zéro, les T tendent vers des valeurs finies et différentes de zéro et
que, par conséquent, z, les 2 et les p lendent vers des valeurs. finies
et différentes de zéro 3°, @, ..., «,, p!, ..., p», satisfaisant au
systéme (1), et 'on démonlre, par une généralisation du raisonnement
de Poincaré, que 'on peut prendre v et les £ assez voisins de leurs
; p
limites, ainsi que W, .4, - .., U,, pOUr avoir

3 _;<':Z(1.-,~—;zf,~")(p?—i &),
:

les modules des ¢; étant aussi petits qu'on le veut, ce qui prouve que
pour x;=x;, on a

ds ) ds
()‘1.1 =P, ey oz = Px-
29. Deuxiine cas. — Faisons les hypothéses suivantes :
Ui 41 == 03 Wi, Yay +.., Wy D€ soNL pas nuls a la fois, et p, ..,

., U, sont différents de zéro.

Dans ce cas, les équations 13) montrent que les T s’annulent et

3 b

ar conséquent, aussi z, les x et les et I’on montre que 1’on a en
p ) ) b

meéme temps
Jds s s

_—m — ... = 0.
oy o, day,
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50. TrorsiiMe cas. — Supposons enfin que I'on ait
!J-| fre— ‘l,Lill__. Py H”_,-: o,

tous les W, ., étant =£ . _
En ce cas, les T sont nuls, ainsi que s, les x et les p, et ’on a

os

().7','

= 0.

Il suffit, en effet, de faire le changement de variables (14) et de
supposer

vz o, layeens InrFO et in= o0,

pour étre ramené au cas précédent.

[



