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Sur la forme de Uintégrale d’un systéme d’équations
aux dérivées partielles du premier ordre en involution(');

Par M. MENDES.

Soit un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier
‘ordre en involution
(1) Fi(zr, p1)=o (i kyl=1, 2, ..., n),

les F étant des fonctions holomorphes ne contenant que les variables
indépendantes z et les dérivées partielles p de la fonction inconnue 3.

On sait que, si pour les valeurs z}, p; attribuées aux variables et
vérifiant les équations (1), le déterminant fonctionnel

D(F,, F., ..., F,)

A=
D(Pi’ P?: ey Pu)

est différent de zéro, ces équations permettent de tirer les p comme
fonctions holomorphes des x et I'on en déduit, pour I'intégrale

z ::f Epkdxk,

une fonction holomorphe des x autour du point x,= z;}.

Nous étudions, dans ce qui suit, le cas oi A est nul pour z,= z;,
pr=p;- On ne peut plus alors tirer d’une facon réguliére les p en fonc-
tion des z et la forme de l'intégrale dépend de la résolution des
équations (1). Nous nous bornerons aux cas les plus simples, mais qui
se présentent le plus fréquemment. Nous supposerons, en général,
xy=p, =0, ce qui est toujours possible, car, s’il n’en était pas ainsi,

(1) Ce Mémoire est le développement d'une Note présentée a I'’Académie des
Sciences (C. R. Acad. Sc., 211, 1940, p. 58).
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100 M. MENDES.

on se raménerait a ce cas en prenant pour variables

Zh=xk— 2} et s'=z—2plz;.

Le déterminant A peut étre nul, soit que le systéme (1) admette
une solution multiple, soit qu'il soit vérifié quels que soient les p pour
tous les  nuls. Nous verrons des exemples de ces deux cas.

1. — Etude du systdme

_ Az + A+ .+ Al
= B,z,+ Byzs+ ...+ Bant...

1. Dans I'équation précédente, comme dans celles qui suivront, les
pointillés remplacent les termes d’ordre supérieur au premier.

On obtiendra en particulier ce systéme si le systéme (1) est linéaire
par rapport aux p, le déterminant étant nul pour tous les z nuls, ou,
comme nous dirons plus rapidement, a I’origine (*).

Les conditions d’intégrabilité montrent d’ailleurs que le systéme
proposé peut se mettre sous la forme

0z
(Byzy+ Byzy+. ..+ Bazp+...) 3

(2)
=M(Byzi+ Byzo+...+ Bpzn) +.. ..

Les valeurs des diverses dérivées de z a l'origine s’obtiennent par
des dérivations et les coefficients de ces dérivées sont de la forme
kB;, k étant un entier positif. Nous pouvons donc écrire pour z un
développement formel. Pour démontrer qu'il es}. convergent, soit B un
nombre positif inférieur aux modules de tous les B; et considérons le
systéme

M

0z
B(zi+x’+.-.+xn)ﬂ__— Zi T+ Tt +xn——M,
3 200
I —

a

M étant le module maximum des seconds membres des équations (2)

- \
(*) On obtient aussi le méme systéme si l'on"considére uné équation aux
différentielles totales complétement intégrable

Ads = 2B,dz,

A et les B étant des fonctions des z nulles a 'origine.
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lorsque les variables @ restent, chacune dans son plan, & l'intérieur
d’un cercle de rayon a. Cherchons pour ce systéme une solution
fonction de

Ly 4+ o4, .+ Tp= U;

on aura
ds M M
Bu == = —M= “ ’
du w “f—u
I— E .
ou
z _ M
du~ a—u’
d’ou

B(z —5,)=MLog

[ |
’
a—u
qui définit une solution holomorphe a I'origine.

L’application de la théorie des fonctions majorantes montre donc
que le systtme donné admet une solution holomorphe a [lorigine.

Remarque. — Le raisonnement précédent suppose tous les B diffé-
rents de zéro; on peut toujours se ramener a ce cas en faisant, s’il est

nécessaire, une transformation linéaire et homogéne sur les x, a
condition qu'un B au moins soit différent de zéro.

. - I. — Etude du systéme

(Bizy+...+Bpzp+ B y1+...+ B:,yq+...):—;
(3) =h(Byzi+...+Bpzp) + Al yi+. ..+ Al yg+. . .,

92 hmt ot akzy oy a y g+
dyk_ 121 “e »Zp 1 V1 - qu ce e

2. Les équations relatives aux x fournissent les valeurs des dérivées
contenant le & correspondant, les coefficients de ces, dérivées étant de
la forme £B; ou kB;; celles relatives aux y fournissent les valeurs
des dérivées contenant les y, avec des coefficients tous égaux a I'unité.

Soit a le rayon minimum des cercles ayant pour centre l’origine, a
Iintérieur desquels les z et les y peuvent varier, chacun dans son plan,
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de fagon que les seconds membres des équations (3) soient convergents.

Nous pouvons supposer a supérieur au plus grand des rapports -II;—zI’ .

TR Sans quoi on multiplierait par un facteur convenable les équa-
k

tions (3) relatives aux z. Soit, dans ces conditions, M le module
maximum des seconds membres des équations données. Considérons
le systeme

1 s M
(e T YY) = : —M,
a’ dx; T T e R L [ R
L — P+ XY
a
as M

d)'k_l T4 Ty Y1 Yy
"

et cherchons-en une intégrale ne dépendant que de

U=zy+...+Zp et v=y1+...+ Vg

Celle-ci est déterminée par le systéme

A

0s Ma
du_ a—u—¢’
ds _ M(u+v)
o a—u—v¢
et I'on obtient
z=— MaLlog(u+ v —a)— My,

intégrale holomorphe pour u =¢=o.

On en déduit que e systeme (3) admet une intégrale holomorphe a
Uorigine.

III. — Etude de Péquation

d
4) ()\x,+...)d7fi=(l’+7\,x1+...+)\,lx,l+...)f
' 4 Az ATt . ..
3. Cette équation fournit pour z, =z, =...=%,=0,
f=o.

Si on la dérive p fois par rapport & z,, p, fois par rapport a
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Z3, . .., pa fois par rapport a z,, on obtient la valeur & l'origine de la
dp+p,+...+p,.f
0x? 0zhs . . . 0z
Le calcul précédent n’est donc possible que si A’ ne coincide pas avec un

nombre de la forme pA (p, nombre entier positif ou nul).

dérivée » le coefficient de cette dérivée étant pA — 4.

4. Nous allons montrer que, dans ces conditions, on peut déter-
miner un nombre positif ¢ vérifiant pour toutes les valeurs entiéres,
positives ou nulles, de p, I'égalité

(5) (p+1e<<|ph—=2U].
I1 existe en effet un nombre positif £ vérifiant
(k=12 <|V|<k|}]
et un nombre positif & vérifiant
|l pA—¥[>3,
quel que soit p.

Si I'on suppose
P é k —1I,

P'inégalité (5) sera vérifiée si 'on a

(p+1)e<g,
ou
ke <9, N

d’ou
0
» £< P

Si I'on suppose

' pxk,

'
I'inégalité (5) sera vérifiée si 'on a
(P+1e<Pp|A—|¥|
ou
PUIA[—=e)>e+|¥N],
inégalité elle-méme vérifiée sil’on a

k(A —e)>e+ |,
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ou
(k+1)e<k|A|—|V],
d’ou
< kA=
k41

. . 8 kM —I¥]|
Si g, desngne‘le plus petit des deux nombres et =7

I'égalité (5) sera vérifiée pour toutes les valeurs de p si I'on prend

£ << g,

3. Cela posé, le calcul des dérivées premiéres de la fonction f a
'origine donne

WA oA oA
dz,  A—2N" oz, ¥’ ’ ox, N
Posons donc
A A
=y=pn— o — Tyt
(4) devient
Lz i)L—)’u—-c.:—+ v+
ldz, Tld 1 X Y)

o et § commencant par des termes du second degré, y par des termes
du premier degré.

Soit alors M le modulg maximumde g, ¢, ¥, lorsque x,, @,, . .., 2,
restent, chacune dans son plan, & I'intérieur d’un cercle de rayon a.
Nous pourrons appliquer la méthode des fonctions majorantes en
considérant 'équation

. af . M Zy+ ...+ Zp of
(6) .<xld71+f>—< ‘l'l++-l'n—M_M——_——a >(55—1+I>
[— —

a

+ x+1'w+ J-
1_"+a'x"__M

Le calcul des différentes dérivées partielles a I'origine fournit en
effet pour coefficients de ces dérivées les quantités (p + 1)c. Posons

ry=u, o+ X3+...+~Tp=~9.
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Une solution de I'équation (6) ne dépendant que de u et ¢ sera
fournie par ’équation
(7) [ M (u+v)"]df [M(u-{—v)_s’f:_l\_l_ (e +v)

ey — — ————— | L
a a—u—vy a—u—yv aa—u—z¢

Cette équation est une équation linéaire, ¢ étant considéré comme
un paramétre. En intégrant l’équation sans second membre, puis
appliquant la méthode de la variation des constantes, on trouve que la
fonction f est donnée par

S=o(u, ¢) (u—w)* (e — us)3,

¢ vérifiant ’équation
M (u+v)

a a—u—vy a a—u—vy

(8) [Elt—MM](u—-ui)z(u_uz)B%:

Ona-
——a M+: ul—u;, B=—a M+ u,—u,’
M4 aec uy,— u, - M+ae uy— u,
(2 J— —
;: = [QM‘):_(SIE_(:ai)a)]t\/A, A=a(v —a)'— {Mvate,
u _(M+s)v—as.
A |

Pour ¢ = o, I’équation (8) se réduit a

M « Q_M u?
T da—u du_z(a_u) v ate \
M + ac¢
que nous pourrons écrire \
do _ .,
ou = L),

{(u) étant une fonction holomorphe pour u = o. Il existe donc, pour
¢ =0, une fonction ¢(u), holomorphe a l'origine et dont le dévelop-
pement commence par des termes en u* au moins.

Pour ¢ quelconque, I'équation (8) admettra une solution de la
forme

Q= U+ 20 4 by U+ b uv 4 b0+ e Ui+ co Uy iUt 4 v+ .,

avec
ay=b,=o.
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On aura donc

@ =asv + bsuv 4+ b0+ ¢y P+ Uy 4+ cuurt 4o 03+ .,

les coefficients a,, by, ... étant d’ailleurs arbitraires puisque, d’aprés
le théoréeme d’existence, on peut faire en sorte que la fonction ¢ se
réduise a une fonction donnée de ¢ pour u = o.

L’équation (7) et par suite l’équation (6) admettront donc
I'intégrale

S= (s + batv +...) (0 — uy)* (1 — us)®,
et il suffira de prendre a,= o pour que les dérivées premiéres F e %
du ~~ dv

soient nulles & I'origine, ce qui assure 'application de la méthode des
fonctions majorantes.

L’équation (4) admet donc yne solution holomorphe a l'origine et s’y
annulant.

IV. — Etude du systéme

(9) g—; =(B'+Bizy+...+ Biz,+... ) VCizi+. ..+ Crznt...= Q,VR.

6. Les conditions d’intégrabilité donnent, en particulier,
Bt B B~
(O O o
nous désignerons par k la valeur commune de ces rapports.
Si nous posons

3

s =Z(CiZn+. ..+ Cozut... ) = IR?,

le systéme (g) devient

dL 3 0R
Rom T aam =
ou
> JZ
(ro0) ((111‘,+...+C,,x,l+,,.)d_xi

+ g(Ci+...)Z=kCi+ Biz,+...+B,z,+....

Nous allons démontrer que ce systéme admet une solution parti-
culiére Z, holomorphe a l'origine.
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Si nous posons

L=72,+T,

nous aurons le systéme P
R d_.zu -+ s T .07, =o,
qui donne
T=qR? (a, constante arbitraire),

d’ou

=Z,+aR?
et

s=1Z, R;l+ a,

ou, en faisant abstraction de la constante arbitraire additive,

3
5=2Z,(Cyzi+...4 Cozn+...)%

Telle est la forme de 'intégrale du systéme (g) autour de l’origine.

7. 1l nous reste 4 démontrer I'existence de I'intégrale Z, pour le
systéme (10). Pour cela, prenons comme nouvelle fonction inconnue,

2k
S=1—=-

Le systéme (10) deviendra

(Cizy+. ..+ Crzn+ )dj—i- (C,+ Nf=Dizy+...+Dix,+...,

que, par le changement de variables
Cl &y + oot Cn-tn: 1)’1;
Cizi+...+Clan=1sy,,

Clzi+...+ Crzn=2As ¥n,

les C7 étant des coefficients quelconques assujettis seulement a ne pas
annuler le déterminant des coefficients des x, on raméne a la forme

Ayit.. df —(—-—l+hy1+ AWyt -)f

(ll) +.A|J'1+-..+An)’n+.-.,
(1y,+...)g =R +Myn+...+My+...) f
: p :
+ Ay Al yat. ...
Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947.
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Comme nous I'avons vu au paragraphe précédent, la premiére
équation (11) suffit  elle seule pour calculer toutes les dérivées de f
a 'origine et nous sommes assurés que les autres équations fourniraient
les mémes résultats; on en déduit que le systéme (11) admet une
solution holomorphe & l'origine et s’y annulant. Si I'on désigne par f

cette intégrale, on aura ensuite

k
Z,:f—i—g?,—

et

3
z

%

ou, F désignant une fonction holomorphe a l'origine,

3

s=F(Ciwy+...+ Cazn+...)%

V. — Etude du systéme

0s
(12) oz =A+ Az, +...+ ALzt ..

\

+ (Bi+Bizy+...+ Biza+...)/Ciz, +

8. Nous poserons
dz =
9z, P+ Qi\/R,
P;, Q:, R ayant des significations évidentes (').
Les conditions d’intégrabilité donnent pour
rents 7, j, les relations

9P,

ou

~

~ (9P, OP; 9Q:  9Q; J9R
VR (G- 5) R (i - ) - o,

d.z:; oz j d.zi

oo+ Crzp+. ...

deux indices diffé-

oP; 0 ) _
oz;  om, + "E(Qt\/ﬁ)— a—x‘i(Qi\/ﬁ)—Oy

JR
'—Qid_x_;—o’

(%) Daans la suite, les lettres P, Q, R, S, T, U désigneront des polynomes aux
variables indépendantes, ordonnées suivant les puissances croissantes de ces

variables, R n'ayant pas de terme constant.
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qui se décomposent en
oP, oP; _
dz; 0w ~°
et

9 PR
Q;I,(Ql\/ﬁ)— ,,;;(Qi\/ﬂ)=0-

Nous pourrons donc poser
S=35+ 3,
avec
dsy dsy -
oz =P m=QVR
Ce qui précéde donne immédiatement, pour l'intégrale du sys-
téme (12),

3
5=2z,+ FR?%, e
3

=z + F(Cizy+...+ Cpzn+...)%
3, et F étant des fonctions holomorphes 4 I'origine.

9. Le systéme (12) offre, parmi ceux que nous étudions, une parti-
culiére importance du fait quela résolution dusystéme en involution(1)
conduit le plus fréquemment & un systéme de cette forme.

Supposons, en effet, que le déterminant A étant nul pour tous les =
D(F, F,, ..., Fay)
D(ps; prs --+s Pn)
pourra alors tirer des 7z — 1 premiéres équations (1), ps, P, - - -5 Pas
comme fonctions holomorphes de p, et des . En portant ces expres-
sions dans la derniére équation (1), on obtient une équation

soit différent de zéro. On

et p nuls, le déterminant

9(zk, pn) =0,
avec, a l'origine,

9o _ 9% _,

oz opn

Dans le cas le plus ordinaire, ¢ pourra se développer suivant les
puissances de p, sous la forme

P=0o+ A Pat s pi+...,
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les « étant des fonctions des x telles qu’a I'origine
ap=— ot =0, a2 0.

p. sera alors, d’apres la théorie des fonctions implicites, donné par
une équation du second degré

Api+Bp,+C=o,
qui donnera

pn=x+\ B,

x et B étant des fonctions des  s’annulant a l'origine. On en déduit
pour un p quelconque la forme

pi=Pi+ Q,-\/R,

la fonctionsR étant la méme pour tous les indices 7 et les fonctions P;
et R s’annulant a origine. On obtient donc bien le systéme (12)
avec A'=o en vertu de I’hypothése faite.

10. On trouverait le méme résultat si I'on considérait un systéme
en involution

(13) Fi(xk, 3, p1) =0 (t=1,2, ..., n+1)

contenant, en plus des x et p, la fonction inconnue 3, tel que le déter-
D(F,, Fs, ..., Fayy

D(z, pi, .., Pr)
valeurs qui satisfont au systéme (13). On en tirerait, en général, 5 et
les p sous la forme

minant fonctionnel

soit nul pour z,=3=p,=o,

s=P+QyR, pi=P:+ QiR
et ces derniéres équations donneraient
v | z=15+ FRE'-',
ce qui montre que I'on aurait
54=P, FR=Q.

Q serait donc décomposable et contiendrait R en facteur.
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11. Considérons deux équations seulement en involution
(1) Fi(z, y, p, q) =0, Fi(z,y,p, q)=0,
ne contenant pas z.

Un point critique a des coordonnées qui vérifient les équations (1')

et I'équation
D(Fh F!) —o0

D(p,q) —

Admettons que la résolution de ces trois équations soit possible par
rapport a z, ¥, ¢; on en tirera alors

z=z(p), ry=yP)» 9=¢p)

et les deux premiéres de ces équations représentent un cylindre qui,
si les équations (1") donnent

p=Pi+P:VR, g=Q:+ Q.VR,

contiendra le cylindre R = o.

Plusieurs cas sont & envisager suivant la nature de ce cylindre;
celui-ci peut étre réel ou imaginaire, ou ne comprendre qu’une seule
génératrice correspondant au point critique.

Le cas le plus général est le premier. Dans ce cas, si I'on considére
une surface intégrale

3
5=z, + ZR* (54 et Z, fonctions holomorphes),

D'intersection de cette surface avec le cylindre R = o vérifie =3, et
tout le long de cette ligne on a p=P,, g=0Q,. Celte ligne est
une ligne double pour la surface intégrale, et comme celle-ci
est tout entiére dans la région R >o de I'espace, la ligne constitue
une espéce de ligne de rebroussement, le long de laquelle les deux
nappes sont tangentes entre elles et tangentes a la surface 3 =3,. Ily
dans ce cas une ligne de points critiques passant par le point étudié.

Si le cylindre se compose d’une seule génératrice, la surface
comprend deux nappes se raccordant en un seul point, celui-ct étant
un point critique isolé. ' '

Dans le cas enfin o R est négatif pour toutes les valeurs réelles
de z, y, il n’y a plus de représentation géométrique.
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Mais les deux derniers cas ne peuvent se présenter si R commence,
comme nous le supposons, par des termes du premier degré.

Soit ’

R=az+ by +q(x, y),

o commengant par des termes du second degré au moins, et supposons
b £ o. Si nous posons R =¢?, cette relation permettra de tirer y en
fonction de x et de v, et la surface intégrale au voisinage du point
singulier sera représentée par les équations

r=ux, y=y(=z, v), s=2z(z, ¢)+ZLZ(z, v)v3,

c’est-a-dire que, ¢ admettant une double détermination, x, y, 3 seront
des fonctions algébroides de deux paramétres.
Nous généralisons dans un autre travail cette propriété.

VI. — Ktude du systéme

as = ds
d—x‘_—Pi‘*—Qi\/R; E—Sk-

12. Les conditions d’intégrabilité donnent

Jd = ] = Jd —
E(Qt\/f‘):(‘» d—@(QiVR):d—@(Q/VR),

oP, __ dP; 9P, _ dS;
dx/_tg,-’ Eﬂ_dxi’

et montrent que R ne peut dépendre que des x.
Nous poserons donc

5=23,+ 5,

5, et 5, vérifiant les équations

dzg - 052 _ o
9z, — Pb d_x,_Q’\/R’
dz, . ng -
d_ﬂ—Sk, m—o.

On en déduit immédiatement
5,— fonction holomorphe des z, j,

ss=F () [R(2)],



SUR LA FORME DE L'INTEGRALE D’UN SYSTEME D’EQUATIONS. 113

d’ou .
z =z(z, y) + F(z)[R(=2)],

3, et I étant holomorphes a I'origine.

VII. — Etude du systéme

0z dz =
S-E_Th/ d—‘y"—Pk—FQkVR.

.

13. Les conditions d’intégrabilité donnent

9 (T _ 0 (T
SOAE s

9i\S )~ 9z’

S
oP; _ JP,
i~ Oy

et montrent que Q, et R sont indépendants de x; pour i/ = &; donc Q,

ne peut dépendre, parmiles variablesz, que de x, et R ne dépend que

des y.

Nous poserons donc

75, (Q@VR) = 7 (Q/R),

5= 5,+ 2o,
3, et 3z, vérifiant les relations
dz, . d22 -
5{'1';‘ -_— Tlr d_.’l'; =0,
d3, 0z, —
— P N —_— R.
d}’k k 0}’1: Q/‘ \/

On a, d’aprés ce qui précéde,
z, = fonction holomorphe a I'origine,
3
z,= FR?,

d’ou

3
2

s=2z(z, )+ F(y)[R(»)]%

z, et F étant holomorphes a I'origine.
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VIII. — Etude du systéme

0ds

dyi

—_-Pk—i- Qk\/ﬁ,

0z

=U,.
at; U

14. Les conditions d’intégrabilité donnent

0 (T[ _ 0 [Ty

dx; \'S‘>_Tzl<§>’ oP; _ 0P
o (T _ 9P, dyr Oy’
5_»7(5‘)‘3.?.»’ 0P, _ 0U,
0 [T\ _ dU, o1~ oyi
a, k§>_d_ti’

d _
;a(Qk\/R) =o,

Jd . _ J —
m(Qk \/R) = m(Qk' \/R)’

d —
o (Qu/R) =0,

et montrent que R ne peut dépendre que des y.

Nous poserons donc

5, et 5, vérifiant les équations

dz,

or T,
03,

— =Py,
dy f
93, T
-dT[ —_ [1/1

On en déduit immédiateme

5 =25+ %y,

ot

nt

= 0.

5,= fonction holomorphe des z, y, ¢,

5= F() [R())F,

d’ou

s=z(z, ¥, t)+F(»)[R(»)])

s, et F étant holomorphes a I'origine.
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