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Sur la forme de l’intégrale d’un système d'équations

aaæ dérivées partielles du premier ordre en involution(');

Pan M. MENDES.

Soit un système d’équations aux dérivées partielles du premier
'ordre en involution
(I) F;(æk,pl)=o (i,k,l=1,2, ...,/1).

les F étant des fonctions holomorphes ne contenant que les variables
indépendantesa: et les dérivées partielles }) de la fonction inconnue :.

On sait que, si pour les valeurs æ2, pf attribuées aux variables et
vérifiant les équations (I), le déterminant fonctionnel

D(F1: F27 ° ° '» Fil)A: D(P17 pg, …, p,.) 
est différent de zéro, ces équatiôns permettent de tirer les p comme
fonctions holomorphes des a: et l’on en déduit, pour l’intégrale

Z =f Zpkdæk,

une fonction holomorphe des a: autour du point x,,= x2.
Nous étudions, dans ce qui suit, le cas où A est nul pour x,,= xZ,

p,=pÏ. On ne peut plus alors tirer d’une façon régulière lesp en fonc—
tion des a: et la forme de l’intégrale dépend de la résolution des
équations (I). Nous‘ nous bornerons aux cas les plus simples, mais qui
se présentent le plus fréquemment. Nous supposefons, en général,
æi=Pi: 0, ce qui est toujours possible, car, s’il n’en était pas ainsi, 

(1) Ce Mémoire est le développement d’une Note présentée à l’Académie des
Sciences (0. R. Acad. Sc., 211, 1940, p. 58).
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on se ramènerait à ce cas en prenant pour variables
æ;=æk—æg et z'=z—Zp?æ2.

Le déterminant A peut être nul, soit que le système (1) admette
une solution multiple, soit qu’il soit vérifié quels que soient les p pour
tous les au nuls. Nous verrons des exemples de ces deux cas.

1. — Étude du système

__ Afiæ,+A‘,æ,+.…—t—Aàæ,.+….P’_ B,x,+ Bgæ2+...+ B,.æ,.+... 
[. Dans l’équation précédente, comme dans celles qui suivront, les

pointillés remplacent les termes d’ordre supérieur au premier.
On obtiendra en particulier ce système si le système (1) est linéaire

par rapport auxp, le déterminant étant nul pour tous les a: nuls, ou,
comme nous dirons plus rapidement, à l’origine (’ ).

Les conditions d’intégrabilité montrent d’ailleurs que le système
proposé peut se mettre sous la forme

(B,æ,+ B,æ,+. . .+ B,,æ,.+. . .) %(fl)
=A,(B,æ,+ B,æ,+. . .+B,.æ,.)+.…

..

Les valeurs des diverses dérivées de s à l’origine s’obtiennent par
des dérivations et les coefficients de ces dérivées sont de la forme
kB,-, k étant un entier positif. Nous pouvons donc écrire pour z un
développementformel. Pour démontrer qu’il eÿ. convergent,soit B un
nombre positif inférieur aux modules de tous les B,— et considérons le
système

Mdz
( on.

1—- a

  
M étant le module maximum des seconds membres des équations (2)’ \(‘) On obtient aussn le même système _si l’on‘considète une équation aux
différentielles totales complètement intégrable

A d£: ZB; dæi,

A et les B étant des fonctions des x nulles à l’origine.
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lorsque les variables x restent, chacune dans son plan, à l’intérieur
d’un cercle de rayon (1. Cherchons pour ce système une solution
fonction de

æ,+x2+….+æn=u;
/  on aura

dz M MuBt—= —M- ,dt u u—u
I_E ‘

OU

dz_ M
dla—“_a—u’

d’où
’ I ,B(z —:0)=M Log a—u

qui définit une solution holomorphe à l’origine.
L’application de la théorie des fonctions majorantes montre donc

que le système donné admet une solution holomorphe à l’origine.

Remarque. — Le raisonnement précédent suppose tous les B diffé-
rents de zéro; on peut toujours se ramener à ce cas en faisant, s’il est
nécessaire, une transformation linéaire et homogène sur les a:, a
condition qu’un B au moins soit différent de zéro.

- ' I. — Étude du système

(Biæî+“°+ Bpxp+Bäyi+…+Bî,yq+….)Êî
‘ 0.231

(3) =À;(Biæl+.…+Bpxp)+A'fy1+- . .+Agyq+.…,
dz _ k k 'k , 'käfi_aiæî+...+aflxp+al )1+...+aq yq+....

2. Les équations relatives aux x fournissent les valeursdes dérivées
contenant le x correspondant, les coefficients de ces, dérivées étant de
la forme kB,— ou kB; ; celles relatives aux y fournissent les valeurs
des dérivées contenant les y, avec des coefficients tous égaux à l’unité.

Soit a le rayon minimum des cercles ayant pour centre l’origine, à
l’intérieur desquels les x et les ypeuventvarier, chacun dans son plan,
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de façon que les secondsmembres des équations (3) soient convergents.

Nous pouvons supposer a supérieur au plus grand des rapports
T—È—I—

, .
i

[

TITI—’
sans quoi on multiplierait par un facteur convenable les équa-

k

tions (3) relatives aux œ. Soit, dans ces conditions, M le module
maximum des seconds membres des équations données. Considérons
le système   1 ‘ , 05_ M.
z(*Ît+"—+œ/r+]t+--°+Ïl)ä£— æ1+...+æp+)fi+-n+)’v— ,

i— a
à: _ M _ :
d""k—I œl+.-.+æ,,+y1+...+y1l

(( 
et cherchons—en une intégralene dépendant que de

u:æ;+...+æP et V:J'l+.c.+yqo

Celle-ci est déterminée par le système
\ô: __ Ma

äÎ2_ a— u— c"
d: _ M(u+v)
53

_ a— u—— v’
et l’on obtient z:—MaLoä(u+v—a)—Mm

intégrale holomorphe pour u = v = 0.
On en déduit que le système (3) admet une intégrale holomorphe à

l’origine.

III. -— Étude de l’équation
«)

(4) (Ïæ1+-.-)ô—x‘€=(7—'+Læi+...+7…æ,.+….)f
' +A,æ.+...+A,,æ,.+….

5. Cette équation fournit pour wi = 332: . . . =xn= o,

f=0.
Si on la dérive p fois par rapport à x. , })9‘ fois par rapport à
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x,, . . ., p,. fois par rapport à a:… on obtient la valeur à l’origine de la
dp+p,+…+p,f

dx{ ôx'ÿ . . . 0:05»
Le calcul précédent n’est donc possible que si X’ ne coïncidepas avec un
nombre de la forme pk (p, nombre entier positif ou nul).

, le coefficient de cette dérivée étant p). — "A’. dérivée

4. Nous allons montrer que, dans ces conditions, on peut déter—
miner un nombre positif & vérifiant pour toutes les valeurs entières,
positives ou nulles, de p, l’égalité
(5) (p+1)e<|pi—w|.

Il existe en effet un nombre positif lc vérifiant
(k—I)IM<IWI<k|M.

et un nombre positif 8 vérifiant
| pl — ’A’l > 8,

quel que soit p.
Si l’on suppose

p é k — 1 ,

l’inégalité (5) sera vérifiée si l’on a

(p + 1)e < 6,

ou
ks < 6, ‘

d’où
8\ 5 < 7{.

Si l’on suppose
' pèk,

!

l’inégalité (5) sera vérifiée si l’on a

<p+r)e<îolM—m
ou

P( Ill—€)>€+Wl,

inégalité elle—même vérifiée si l’on a

k(lll—ê)>ê+ll’l,
0
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ou (k+l)ê<klll—Wl,
d’où

k|M-Wl_E< k+r
… _

,. . & k|À|—|N|bi :. desngnede plus petit des deux nombres
7;

et __k_—Î—'T_’
l’égalité (5) sera vérifiée pour toutes les valeurs de p si l’on prend

E<Elo

5. Cela posé, le calcul des dérivées premières de la fonctionf a

l’origine donne

3f__. A.1_ gf___A_= . df __…
dx1_À—l” Ôæg— ?.”

. .,
ää— 77.

Posons donc
i\l l\z An

=—:—TŒ1—ÎÏŒQ—..._Îxn+v.
(4) devient

’

7æ—dL—l’v—œï+ +1‘‘ ldæg -/—
' dæl XV Y,

:p et dg commençant par des termes du second degré, x par des termes
du premier degré.

Soit alors M le module maximumde cp, «P, x, lorsque @ , a:2 , . . . , x,,
restent, chacune dans son plan, à l’intérieur d’un cercle de rayon (1.

Nous pourrons appliquer la méthode des fonctions majorantes en
considérant l’équation

_. df _ M æ1+...—l—æn_ df“”
*(æ*äz+f)“< xt+...+æn—M—M—T—>(äa+‘)1———,—

a
M \

+ x+ _ f.
1— 1

.à.+xn_M
Le calcul des différentes dérivées partielles à l’origine fournit en

efl'et pour coefficients de ces dérivées les quantités (p + {‘);—:. Posons

  
x,:u, æ2+æ3+….+xn=v.
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Une solution de l’équation (6) ne dépendant que de u et v sera
fournie par l’équation

(7) [
M (u+v)2

]df [M(u+v)_£{le\_l
(u+v)"

.su—————— _—aa——u—v a—u—v dll—ll—C'
Cette équation est une équation linéaire, 0 étant considéré comme

un paramètre. En intégrant l’équation sans second membre, puis
appliquant la méthode de la variation des constantes, on trouve que la
fonctionf est donnée parf: cp(u, v) (u —— u,)f(u — u,)3,

cp vérifiant l’équation

[…_ M _<ffiïfl;]…_ ……u _ u,).sî‘fi _ !! _<_u;'_r_.aa—u—v du_aa—u—v(8)    Ona‘
a—-—a M+E u,——u3

fi——aM+E
tt,—u,_ M+as u,—u2’ _ M+ae u,— u,’

“i _—[2Mv+as(v—a)]iWÎ _ 2 2 2 ,2_
u2

_. 2(M+as) , A_as(v—a) 4Mca:,
 _(M+s)v—asu3_ —s—M 

Pour «) = o, l’équation (8) se réduit à  (
M a

>dy
M u'—’

s— — ——=- » ’aa—u du a(a—u) u— a-e
M+ae

que nous pourrons écrire \

dcp _ 2
g,“, — “ ‘P(u)»

$(u) étant une fonction holomorphe pour u = o. Il existe donc, pour
V: o, une fonction cp(u), holomorphe à l’origine et dont le dévelop-
pement commence par des termes en u3 au moins.

Pour v quelconque, l’équation (8) admettra une solution de la
forme

cp=a,u + a:_.v+ b,u2+ bguv + b3vî+ 01 u“+cgu2v + c;uv*+ c,v"+_. . .,

avec
ai: b1: Oo



106 M. MENDES.

On aura donc
q; =azv+ b,uv+b;v*+c,u*+c2u2v+cauv2+ctv3+. . .,

les coefficients a,, b,, . . . étant d’ailleurs arbitraires puisque, d’après
le théorème d’existence, on peut faire en sorte que la fonction cp se
réduise à une fonction donnée de v pour u = o.

L’équation (7) et par suite l’équation (6) admettront donc
l’intégrale [: (u,v + b:;uv-+. . . ) (u — u, )“(u — u._,)5,

et il suffira de prendrea,: 0 pour que les dérivées premières d—f et Q!
du dv

soient nulles à l’origine, ce qui assure l’application de la méthode des
fonctions majorantes.

L’équation (zi) admet donc une solution holomorphe à l’origine et s’y
annulant.

IV. — Étude du système

(9) % =(B‘+ Bfiæ,+.…+ Bî.xn+.'…)\/Ciæi+— - -+ Cnxn+- - .=ta/Ë.
!

 
6. Les conditionsd’inté rabilité donnent, en articulierg P ,

B1 B2 B"
ÎÎ1

_ (Î’ _ ‘
°_ În’

nous désigneronspar k la valeur commune de ces rapports.
Si nous posons

:: : Z(C1xn+- . .+ Cnæn+° ‘ ' )-Ë= ZR2’

le système (9) devient
ôZ 3 dB

'Rä£i+ëäEZ—Qi’
ou

. dZ(ro) (©,æ,+...+Cnxn+.…)d—æi
+ â(C,—+….)Z=kC.—+Bîæ,+...+B,,v,,+....

Nous allons démontrer que ce système admet une solution parti-
culière Zi holomorphe à l’origine.
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Si nous posons

Z : Z. + T,
nous aurons le, système

T 3 (…
R % +

2
T

d_æ,
: 0,

qui donne
T: aR—Ë (a, constante arbitraire),

d’où
z = z, _+ a n‘5

et
: : Z1R%+ a,

ou, en faisant abstraction de la constante arbitraire additive,
3=Zl(Clxl+o ..+ Cnæn+ ..)—î.

Telle est la forme de l’intégrale du système (9) autour de l’origine.

7. Il nous reste à démontrer l’existence de l’intégrale Z. pour le
système (ro). Pour cela, prenons comme nouvelle fonction inconnue,

2]:
f=Z——3*

Le système (10) deviendra

(Clxl+….+Can+ ..)
-—j—lg+—(C;+.. .)f:D‘,x.+...+D3,æ,.+…,

que, par le changementde variables
C1 æ1 + . o .+ C,,Œ,,= ).)'1,

CÎ-Ï}1+ . . . + Câæn= ).2y2,

C’{xl+. . .+ c:x,.—_—A…,

les C” étant des coefficients quelconques assujettis seulement à ne pas
annuler le déterminant des coefficients des a:, on ramène à la forme

3(7\,Y1+-- -)—d_'f—=(— "À+Âiy1+-H'H+9n)n+)f
+A1y1+….+Anyn++...,(Il)

'—

(À}.1+oo.)ôôîf'=(llp+lçyl+olo+xfiycn+ooo)f. p .

+Açyi+.— c+a‘£yn+o n°.
Journ. de Math., tome XXVI. —- Faso. 2, 1947. I 5
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Comme nous l’avons vu au paragraphe précédent, la première
équation (1 :) suffit à elle seule pour calculer toutes les dérivées de f
à l’origineet nous sommes assurésque les autres équations fourniraient
les mêmes résultats; on en déduit que le système (11) admet une
solution holomorphe à l’origine et s’y annulant. Si l’on désigne parf
cette intégrale, on aura'ensuite (

Z,=f—+-Ï—IS
!

et
3î:=(f+23—L)(C,x,+… .…+C,,æ,,+ .,)

ou, F désignant une fonction holomorphe à l’origine,
3

" =F(C,w,+. . .+ Cnæn+. . .)î.

V. —— Étude du système

(12) % =A‘+A‘,æ,+….+Afi,æ,.+.…
\  +(B‘+ B‘,x,+.. .+B‘,,x,,+. . .)\/C,æ,+. . .+C,,x,,+

8. Nous poserons
dz
dx : Pi+ Qll/R’ ‘

P,—, Q,—, R ayant des significations évidentes (' ). ‘

Les conditio‘ns d’intégrabilité donnent pour deux indices diffé-
rents i,j, les relations

dP,— dP,—+
()

,—-,j, —,—,—,+ ,%wR)—,—,;(QNÈ)=O, -

ou
or, ar,— dQ, ao,- dR _ap. _

‘/R<àæiôÎz)+R(äïi_0_æî>+Q‘Œ—Q’ô—ä— 
(‘) Dans la suite, les lettres P, Q, R, S, T, U désigneront des polynomes aux

variables indépendantes, ordonnées suivant les puissances croissantes de ces
variables, R n’ayant pas de terme constant. —
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qui se décômposenten
ap, dP, _
dÎ;

_
537

_ 0

et
d‘ d —-

BE(Qtt/Ë)— Æ(QiV“)=O'
Nous pourrons donc poser : 51+ 52,

avec
dz, _ dz, _ .…

âE _ P.. Æ _ Q.va.

Ce qui précède donne immédiatement, pour l’intégrale du sys-
tème (12),

3: = z, + FRÎ, .
!!=z,+ F(C,æ.+…+ C,.æ,.+. . . )*,

z, et F étant des fonctions holomorphes à l’origine.

9. Le système (12) offre, parmi ceux que nous étudions, une parti-
culière importance du fait que la résolution du système en involution(!)
conduit le plus fréquemment à un système de cette forme.

Supposons, en effet, que le déterminant A étant nul pour tous les a:
D(F,, F,, . . ., Fn_,)
D(Pu P:. - - -, Pra—1)

pourra alors tirer des n — 1 premières équations (I), p, , p, , . . ., p,,_,
comme fonctions holomorphes de p,. et des a:. En portant ces expres-
sions dans la derniére équation (1), on obtient une équation

 et }) nuls, le déterminant soit difl'érent de zéro. On

 ? (æh Pn): 0)

avec, à l’origine,
231 _ d<P _ 0du _

dpn _ '

Dans le cas le plus ordinaire, <p pourra se développer suivant les
puissances de p,, sous la forme

ç=ao+aipn+agpä+.…
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les ou étant des fonctions des a: telles qu’à l’origine
ao=a1=0, dg#0.

p,. sera alors, d’après la théorie des fonctions. implicites, donné par
une équation du second degré

Apâ+ Bpn+ C=0,
qui donnera

p,,= 1 + \/5,

a et ? étant des fonctions des a: s’annulant à l’origine. On en déduit
pour un p quelconque la forme

[’i= Pi+ Qi \/Ë>

la fonction—R étant la même pour tous les indices i et les fonctions Pi
et R s’annulant à l’origine. On obtient donc bien le système (12)
avec A‘: 0 en vertu de l’hypothèse faite.

10. On trouverait le même résultat si l’on considérait un système
en involution
(13) Fi(æk13)P1)=o (i=1’?‘) °°°) n+l)
contenant, en plus des a: et p, la fonction inconnue 2, tel que le déter—

D(F,, F2, . . ., F,,+1
D(z, pl, . . .,pn)

valeurs qui satisfont au système (13). On en tirerait, en général, z et
les p sous la forme

minant fonctionnel soit nul pour æ,.= ; =p,= o,

s:P+Q\/ÎÏ, p,—=P;+Qü/Îä,

et ces dernières équations donneraient

»

.

z = z, + FRË2,

ce qui montre que l’on aurait
21: P, FR: Q.

Q serait donc décomposable et contiendraitR en facteur.
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11. Considéronsdeux équations seulement en involution

(1') Fa(x,y,p, q)=o, Fz(æ,y,p, q)=o,
ne contenant pas 2.

Un point critique a des coordonnéesqui vérifient les équations (l’)
et l’équation

D(Fu F:) __
D(p, q) _°‘

Admettons que la résolution de ces trois équations soit possible par
rapport à a:, y, q; on en tirera alors

x=x(p), y=y(P), q= ‘Il/‘>»

et les deux premières de ces équations représentent un cylindre qui,
si les équations (l’) donnent

p=P1+P2\/Ë, q=Q1+Qz\/Ëç

contiendra le cylindre R = 0.
Plusieurs cas sont à envisager suivant la nature de ce cylindre;

celui—ci peut être réel ou imaginaire, ou ne comprendre qu’une seule
génératrice correspondant au point critique.

Le cas le plus général est le premier. Dans ce cas, si l’on considère
une surface intégrale

&
z : z1 + ZR" (z, et Z, fonctions holomorphes),

l’intersection de cette surface avec le cylindre R = o vérifie z = z, et
tout le long de cette ligne on a p=P,, q=Q,. Cette ligne est
une ligne double pour la surface intégrale, et comme celle-ci
est tout entière dans la région R>o de l’espace, la ligne constitue
une espèce de ligne de rebroussement, le long de laquelle les deux
nappes sont tangentes entre elles et tangentes àla surface z = z,. Ily
dans ce cas une ligne de points critiquespassantpar le point étudié.

Si le cylindre se compose d’une seule génératrice, la surface
comprend deux nappes se raccordant en un seul point, celui—cz étant
un point critique isolé.

'
,

Dans le cas enfin où R est négatif pour toutes les valeurs réelles
de x, y, il n’y a plus de représentation géométrique.
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Mais les deux derniers cas ne peuvent se présenter si R commence,
comme nous le supposons, par des termes du premier degré.

Soit '

R=aæ+ by + <p(æ, y),

;: commençant par des termes du seconddegré au moins, et supposons
!) # 0. Si nous posons R: v" , cette relation permettra de tirer y en
fonction de a: et de v, et la surface intégrale au voisinage du point
singulier sera représentée par les équations

.r=.r, y=y(æ, v), :=zl(æ, v)+Z(œ, v)v°,

c’est—à—dire que, v admettant une double détermination, a:, y, :: seront
«les fonctions algébroïdes de deuæparamètres.

Nous généralisons dans un autre travail cette propriété.

VI. — Étude du système

à:
0—5.—

 ôz __ Sk-=Pi !' Ë, _+QV ®k
12. Les conditions d’intégrahilité donnent

Ô — ô — ô ——

5Ë(Qit/R)=O» Œ(QiVR)=d—Œ(Qi\/R),
Æ_Æ Æ_@
das,—

—
dx; ’ ôyk _ dxi’

et montrent que B ne peut dépendre que des a:.
Nous poserons donc

5 = 31 + 52;

:, et 32 vérifiant les équations
052fdÎi=Pi, d—_z‘l—=Qi\/R,

d‘i—s dÆ—Odyk_ L’ d)’k_ .

On en déduit immédiatement
51: fonction holomorphe des a:, _)',

s==F<æ> [R<æ)]‘î
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d’où .

a
2z =51(æv Ï)+F(æ)ln(x)l »

z, et F étant holomorphes à l’origine.

VII. — Étude du système

dz dz —

s—ôîî—T[,/ a—Pk+Qk\/R.‘

15. Les conditions d’intégrabilité donnent

_”. & =_i îi ,

sa;fggg_gg<s>’
äÿk S

““
das; @

, — d -
—— R = — R ,

Ô)’[ — dj};

et montrent que Qk et B sont indépendants de x,— pour {7.4 k; donc Qk
ne peut dépendre, parmi les variablesa:, que de cv,, et B ne dépend que
des y.

Nous poserons donc
:— = :; + ze,

31 et z2 vérifiant les relations
dZï __ dZ2 _
3—53;

—— Ti: ä'£
— 0:

051 dz, —__ = P , — = R.dy}: k dyk Qk\/

On a, d’après ce qui précède,

z1= fonction holomorphe à l’origine,
_:ï

Z2= FR2,

d’où
3.
2z =z1(æ, y) + F(ï)[R(y)l »

z'. et F étant holomorphes à l’origine.
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VIII. — Étude du {système

à: 02: dz

    

— :: — = .
_ — = l ,

Sax, Tu d)’k Pi+Qkt/R, dt, [;
14. Les conditions d’intégrabilitédonnent
à ”l‘, __ «)

Tr)
0 — _

ÜE(ÇS_>—dÎæ<î ’ am_am âE<Q"VR)—°’
a 'l‘,— un 5yÎ_äy—k’ @

, — a —__ f- = —— —— . R = —— J R
()_\’4 ( s) d—l‘i’ _‘Ë* _ ü dyk,(QÀ\/ ) d)'k <Q£ \/ >)

a _ 'l‘,- _ dl, dt:
“’

«in—’ 0 —— _
aî, kt:)—a;’ ‘ ;,71(Qk\/R)—o,

et montrent que R ne peut dépendre que des y.
Nous poserons donc

5 = 51 + 22,

:. et :._, vérifiant les équations
031 _ |.

032 _
‘d_J/Îi

_ Ti,
ÔŒj _ 0’

d31 d£»— _ P ' = . R,
du "

ô)’/…— QH/
:. d£…__‘. l ' :: .

d£]
[ [,

d’2
0

On en déduit immédiatement
si: fonction holomorphe des a:, y, !,

52: F… [R…]?
d’où

3
'-î5=51(æ7 .Ï) ‘) + F(Ï)[R(Ï)l-’

:, et F étant holomorphes à l’origine.


