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Sur les groupes de Lie réels & trois paramétrer;

Pn H. C. LEE.

PREMIÈRE PARTIE.

‘ Réduction canonique.

Inraonucrmu. — La classificati0n des groupes de Lie réels est plus
compliquée que celle des groupes de Lie complexes si l’on ne se
restreint pas aux groupes semi—simples.Les groupes complexesà trois
paramètres ont été classifiés à leur totalité en ce sens; mais, comme
on verra‘ plus tard, les résultats connus ne restent plus inchangés
dans le cas réel. Le but de ce travail est de déterminer, à un
isomorphisme près, tous les types de groupes réels à trois paramètres,
et de construire une représentation de chaque type par un groupe de
transformations linéaires.

Il est bien connu (‘) qu’il y a essentiellement un seul type de
groupes à un paramètre, nommément un tel groupe est isomorphe au
groupe de translations sur la droite; et il y a essentiellement deux
types de‘ groupes à deux paramètres, nommément un tel groupe est
isomorphe ou au groupe de translations du plan, ou au groupe de
transformations linéaires de la droite. En formant les produits directs
d’un groupe à un paramètre par un autre à deux paramètres,on obtient
deux types de groupes à trois paramètres, mais il y a une infinité 

(*) E. Gunn, La théorie des groupes fini: et continus et la géométrie
d{ÿérentielle, p. 196-197. Les résultats ici s’appliquent à tous les deux cas, réel
et complexe.
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d’autres types de groupes à trois paramètres qui ne sont _pas des pro-
duits directs. Nous trouverons qu’il y a sept types discrets (I)-(VII),
un type continu (A) et un type semi—continu (B), tels que deux
groupes sont isomorphes si et seulement s’ils appartiennentau même
type.

!. Pmrtcuumrü ou CAS DE mors pmmùrnss. —- Les équations de
structure de M. E. Cartan s’écrivent

(œ")’= âcf'jlw‘wi],

les indices parcourant les chiffres 1, 2, 3 et la convention de somma—
tion étant sous—entendue. Les constantes de structure cf‘. étant anti-
symétriqnes en i, j, il y en a seulement neuf (à savoir 023, cg" , cfa) que
l’on peut écrire sous la forme

1 .
hk—— - l‘. I'k(: _

2 ausi ,

ce qui s’écrit aussi
It _C:j— CM5ijk:

:" " et e. . . étant les systèmes numériquesantisymétriques bien connus.
Les équations de structure prennent la forme

(1 . |) (m")’= c’“[œ‘œ’]+ c“[œ’œ‘] + c’"[œ‘œ*].

D’ailleurs, les constantes de structure sont assujetties à la condition

030123+ "?2"in + cf‘..0‘l._.= 0

qui peut s’écrire c?jc‘f: o, c’e'st—à—dire

(1.2) c“c‘Îeu—k=o.

Plusieurs cas se présentent maintenant suivant le rang de la
matrice c"*‘ à trois lignes et trois colonnes.

2. CAS NON SINGULIER. — Supposons d’abord que la matrice c""‘ est
non singulière. Alors, (1.2) implique c‘feük=o, d’où ‘cif— cJ“L—.—. 0,
c’est—à—dire que c"" est une matrice symétrique. Par suite, il existe une
base (réelle) dans laquelle c"" devient une matrice diagonale, dont les —
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éléments diagonaux e,, e,, 5, sont :*: 1. Donc les équations de struc—
ture (1 . 1) se réduisent à

(m‘)’=e,[ofiœ°], (w')’=a;[œ“m'], (m’)’=e;[œ'w’l.

Changer le signe de l’une des formes m‘, w“, w” équivaut à remplacer
e,, s,, e_, par —— e,, — s,, — &, respectivement; d’où, en ce qui concerne
les Signes &. , a, , s,, on n’a besoin de cons1dérer que les deux poss1b1htés :

1° trois signes positifs, et 2° deux signes positifs et un signe négatif.
La première possibilité &, =+ 1, e,=+ 1 , a, =+ 1 donne
(1) , (m‘)'=[oflofl_l, (œ’)'=[œ°œ‘l, (m“)’=[m'œ’].

Pour la seconde possibilité, on pourra, éventuellement par une per—
mutation de ce“, ou", ce“, prendre :, =+ 1, e,=+ 1, e,=— 1, de sorte
qu’on ait

1

(Il) (œ‘)’=[œ"œ“], (œ3)’=[œ°œî], (m“)’::—[w'œ“].

Les groupes de transformationslinéaires représentatifs des types (1)
et (11), ainsi que ceux des types qu’on obtiendra plus tard, seront
donnés dans la seconde Partie.

5. BANG NUL. — Supposons dans ce qui suit que la matrice c"" est
singulière. Considérons d’abord le cas où le rang de cette matrice est
nul, c""= o. La condition (1 . z) est 'satisfaite identiquement. Dans ce
cas les équations de structure (1 . 1) se réduisent au type
(III) (œ‘)’=o, (œ’)'=o, (m“)'=o.

4. BANG UN. -—'- Si la matrice c"" est de rang 1 , on peut écrire
c""= u"v" où u, «» sont deux vecteurs réels non nuls. La condition(1.2)
est encore satisfaite identiquement.

Si les vecteurs u, (» sont linéairement indépendants, il est clair géo-
métriquement qu’on peut choisir une base dans laquelle leurs compo-
santes deviennent u"= 3Î, v" = 82, où 8?= 1 ou 0 selon h = 1° ou h # i.
Alors, c""‘= 8? 8: et par suite les équations (! . 1) se réduisent
à (m“)'= 8f[w’w' ], ou

(œ‘)'=[œ°œ‘], (œ’)‘=o, (œ’)'=o.
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On peut aussi mettre celles—ci sous la forme
UV) <w‘)’=tw*œ*L (m*)’=o. (œ°)'=o

en remplaçant en“ par —— co“, et m’ par — ou".
Si les vecteurs u, v _sont linéairement dépendants, à savoir

v"= au"(cx # 0), on a c""'= au"ù". Donc on peut prendre c""= ou 3? 8:‘
et alors les équations (! . !) se réduisent à (w")'= ou 8Î[œ°œ3] ou, en
remplaçant m' par aw',
(V) (m‘)'=[œ*œ°], (of-)'=o, (m“)'=o.

5. Ram; eaux. — Si la matrice c"*' est de rang 2, on peut écrire ,

(5.1) d‘*=u’{vf+ufjvlj,

où 11. et u,, comme aussi c, et v, , sont deux vecteurs réels 'linéairement
indépendants. La condition (1 . 2) donc implique

pu?+ la3=‘o,

:: vf_fi u', v{ Si,—k: si,—kai {{ v.'_;',

p.: vf ui, vis,—,}: — et,—kuâ v{v{f.

Mais, l’indépendance linéaire des deux vecteurs u, et u2 entraîne): o,
p. = 0, c’est—à—dire

. i ‘k_ . 5 ‘k.. …si,/cu, v{v2_ o, sukug v,_{v,,_ o.

Celles—ci expriment que le déterminant formé par les trois vecteurs u,,
v. , v,, et celui formé par n,, v,, v,, sont tous nuls. Puisque les deux
vecteurs v,, 0, sont linéairement indépendants, chacun des vecteurs
u,, 112 en est une combinaison linéaire

 

“?: au"?+ 0121 "â au “21
a__ la la # °°": — “””! + a22"2 “12 0522 \

Alors, (5 . 1) peut s’écrire '
_Q _!

(5.2) ‘ d‘": 2 a…vf‘,,v,'{.
m,n=l
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La 2 >< 2 matrice réelle non singulière

au du5.3 =( > A («21 au)
peut être modifiée par les considérations suivantes. Les deux vecteurs
linéairement indépendants v,, r, constituent une base d’un domaine
de vecteurs. Changer la base de ce domaine équivaut [voir(5.2)] à

transformer la matriceA par une transformation conjonctiveA—> l”AP,
où P est une 2 >< 2 matrice réelle non singulière et l” est son trans—
posé. Nous utiliserons de telles transformations conjonctives pour
réduire la matrice A a des formes canoniques.

6. FORMES CANONIQUES DE 2 >< 2 nnmczs RÉELLES NON smcuutazs CONTRE

LES TRANSFORMATIONScomonenvns.’ —— Décomposons la matrice A en une
somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique,
ces deux parties étant définies uniquement. Par une transformation
conjonctive convenable, la partie symétrique est transformable en
une matrice diagonale avec les éléments diagonauxi 1 ou 0, la même
transformation conjonctive transformant la partie antisymétrique
encore en une matrice antisymétrique. Alors, on peut prendre

8
, ' A=<, °)+( ° ”)=( ‘ "),, 0 52 '—‘P 0 —p 32

e,, &, ayant les valeurs i 1,0, et l’on a liberté d’échangér l’ordre des
deux valeurs diagonales e‘,, e;. La non—singularité de la matrice A
implique a, &, +p2# o.

Il y a trois cas selon que t-:‘ , e, soient tous nuls, ou qu’un seul d’entre
' eux soit nul, ou qu’aucun ne' soit nul.

1° Dans le premier cas, a,: o, s.,: o,‘ en a

0 PA =
<

- ) (p # 0).

Mais on peut rendre p = 1 par la’ transformation conjonctive

(à pîi)'<_°p €… ;.)=(; Z>'
-
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et l’on obtient la forme canonique

(&0 . A:(j|î)
2° Dans le deuxième cas on peut, pour l’élément diagonal nul,

prendre a,: 0. On a donc

_ & P
A—( P ;) (p#®.

mais on peut encore rendre p: 1 par la même transformation con—

jonctivc utilisée au-dessus. Alors, on a les (deux) formes canoniques

(8.2) A::( 81

1), 8,=il.
——I O

3" Le troisième cas est e,=:h1, s,=i 1. Montrons que l’on ne
peut modifier la valeur absolue du nombre réel 1). En effet, supposons
d’abord que e., :, aient le même signe. La transformation conjonc—

- . . . . . , . 1 otive la plus generale qui preserve la partie symetnquc (O :)
_— l 0 o o .

ou ( 0 :) est fourme par une matnce orthogonale qui a les

0050 -—sin0 cosG sin6’ .
sin 0 cost) sin 0 — 0050

Or, on trouve

deux formes

cosO — sin0
)'

o p 0050 — sin0
sin0 cosO —p o sin0 cosB

î(——p
)o

0056 sin_0
)'

o }; cosO sin0 o —p
sin0 -—cosO —p 0 sin!) —cosB p o )

et alors on peut au plus changer le signe de p. Supposons maintenant
que e,, &, aient des signes différents. La transformation conjonctive la
plus générale préservant la partie symétrique ( ; _ÎI ) ou ( —;

:
(:)

est fournie par une matrice pseudo—orthogonalcqui a les quatre formes

+ cosb0 sinh 0 + cosh6 —— sinh 0 ‘
'—

sinh6 cash 8 sinh () — cosh 0
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mais on vérifie pareillement qu’une telle transformation conjonctiw,
‘ r \ o , o 0 p

. \ ‘ \apphquee a la partie symétrique (_!) ” ). peut au plus changu lt
signe de 19. Alors, dans ce troisième cas, on a les formes canoniques

;—°°.)
(6.3) A=(_Ïp [)), E;=.‘tl, s._,=;‘f_|. (p-30).

Il y atroi_s combinaisons des signes a,, a,. (Dans la combinaison
84 =+ 1, E,'=—— I, la valeur p: 1 est à rejeter, puisque l’on a
e,efl—p’;£ 0). Pour chaque combinaison, toute valeur non négative
de p donne naissance d’après (6.3) à une forme canonique distincte.

7. BANG DEUX (suite). — Les formes réduites de la matrice (5.3)
étant obtenues, retournons à la considération de (5.2) qui, par un
choix de base telle que vÇ’= 3Î, vf,’= 8';, devient

Ûhk= Œ11 ô? ôf+ “12 6? ôâ+ 121 ô’; ôfl‘ + 122 63 ag.

Par suite, les équations de structure (1 . 1) prennent la forme
(w1 )’= a,,[œ’œ’] + a…[œ’œ‘],

(7°—I)' (œ2)I=a“[œzœa]+a22[œaœt],
(w3 )'= 0-

Qr, pour la forme réduite (6. I), les équations (7 . !) deviennent
‘ (œi)'=[wWt (œ?)’=—[w*w°t <w=)'=o.

qui, en changeant le signe de w” , peuvent aussi s’écrire

(VI) (mj)’=—[oflœ‘], (m?)'=[œ*œ*], (“?“)'=0-

Pour la forme réduite (6. 2), les équations (7. I) se réduisent à

<mi>’=‘edw2wfl+tœäwlt (w’)’=—[w’w°].— <m=>'=o.

Changer le signe de co.” équivaut à remplacer &, par — €, ; on n’a donc
besdflinÏqu’à assigner e, =— 1 par exemple, et alors on obtient le type

(VII) '.(_æ1)1=_ [m’af‘] + [m’ (M], ('œf)'=— [œ2œ3], (m’)’=b.
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Enfin, pour la forme réduite (6.3), les équations (7 . I) s’écrivent
(m‘)’à &, [m’m-‘J+plm°œ‘],
(Œ)’=—p[m’œ“]+Q[m“œ‘],
(m" )'= 0,

où pèo, la valeur p=I étant écartée quand a,, &, sont de signes
contraires. Changer le signe de w’ s’obtient en remplaçant e,, e, par
— a,, —3, respectivement, et par suite, pour les signes &, , e,, il n’y a
lieu de considérerque deux combinaisons, à savoir a, = — I , e, =— I‘
et &, =+ I, e,=- I . Alors, on obtient deux derniers types d’équa—
tions de structure

(m')’= — [m’ m’] +p[œ"m‘]
(.\) (m’)'=—p[ofiw°]— [m“œ‘] (pèo).

(m’)'=o

‘
(m‘)'= [m‘wfl+p[œ°w‘] ,

(Il) « (m’)’=—p[w‘*œ°]— [f.fiœ‘] (pèo,p#1).
(w3)'=o

C’est seulement dans ces formes (A) et (B) qu’il y a encore un
coefficientp qui n’a pas une valeur numérique déterminée. Il est facile
de constater qu’on ne peut réduire 11 à une valeur numérique fiæe par
aucune transformation' linéaire réelle de m‘, to”, (03 , qui laisse inva—
riante la forme (A) ou (B). Par suite, à chaque valeur possible de 1)

comme indiqué dans (A), (B), il correspondun type distinct d’équa—
tions de structure.

Remarque. — Si l’on faisaitp = I dans (B), on aurait
(…: lw’w3]+[w°w‘]»
(œ”)’=— [œ2œ3] —— [œ°œï],
(œ3)’=03

‘

ce qui est réductible au type (IV) par la transformation
$‘=œ‘— œ’, Î)’=— 2œ3, Zi”:-œ‘+ ou?.

8. OBSERVATIONS sua LA CLASSIFICATION. — De la manière précédente
d’obtenir les divers types d’équations de structure (I)(VII ), (A)—(B),
il est clair que ces types sont exhaustifset mutuellement exclusifs.
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Comme on aremarqué àla fin du n° 7, on peut étendre la forme (B)
àla valeurp = 1 pour l’inclusion du type (IV). Alors, on a une autre
classification dans laquelle figurent seulement six types discrets

…, (u). (111), (V). (vo. (vu)

et deux types continus, (A) et

_

(m‘)'= [013(113J+p[01301'
}

.(C) / (ofi)'=——p[m'—’m“]— [01%1‘J (pëu).
w" ': u.( )

Remarque. — On pourrait aussi absorber le type (VI) dans la
forme (A) ou (C) pour la limite }) —> oo. En effet, si l’on remplace w"

3 ;par —-
% et fait tendrep —> oo , on retrouve (VI).

9. COMPARAISON AVEC LES RÉSULTATS CONNUS ou cxs connexe. — ll est
bien connu que les équations de structure de S. Lie

(X;Xi) =Cihjxln

pour les groupes complexes à trois paramètres, sont, après un chan-
gement de base, réductibles aux formes suivantes ( ')

(l) (X2X3)=X3, (X,X,)=—2Xh (X,X,)=X,
(2) (X2X3)=cX2, (x3x,)=_x… (x.x.)=o (c#…
(3) (x2x3)=x2, (x3x,)=_x,, (X,X,)=o(9.1) (4) (X2X3)=X1+XZ, (X;XÙ=—'X,, (X‘X2)=Ü
(6) (X2X3)=Xl, (X;XQ=O, (X,X,)=u

/ (7) (X2X3)=0, (X;XÙ=0, (X,X2)=o

0 étant une constante complexe. On déduit facilement les formes cor-
respondantes des équations de structure de E. Cartan

/ 1 . .(m")'= ;cfÿ—[œ'œ/J, ( ) L. P. EISENflART, Continuous groupes of transformatwm, p. 137. La
f01me (5) s ’absorbe dans (2) pour c: o.

Jburn. de Math., tome XXVI. -— Fasc. 3,
19475 34
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en faisant usage de la relation évidente

(m”)’X,.= â[œ'œ’] (X;X,);
on trouve

(1) (m')'= [m'm’], (m’)'=—2lw°w'], (œ3)’=[ofiafij
(a) (m‘)'=—[œ“œ‘], (œ*)'= c[œ*wfl, (m“)'=o ‘

(3) <m*>’=—[œ*œ*t <w*>'= [M°], <m*>’=o
<em> … <w= [w=w=J—tww. (œ2)'= [œ=œ=1, <..sy_—»_—.

(ô) (m')'= [w’œ°] (œ2)’=o, (œ3)'=0
(7) (m‘)'=o, (œ’)'=o, (&)3)"=0

(c#t). "

Si l’on restreint c à être une constante réelle, (9.2) sont ce qu’on
appelle les formes réelles des groupes complexes ('). Montrons_ que
ces formes réelles ne donnent pas tous les groupes réels comme clas—

sifiés au n° 8.
'

Appliquons à la forme (1) de (9. 2) la transformation
w‘:—œ‘+œ°, œ”=ofi, œ3=œî+œ3;

on trouve le type (II). Pour la forme (2), on applique la transfor—
mation

—  6‘=w‘+ œ”, cÎfl=w‘-— co‘*, 53.=â(1—c)œ’,
et trouve

(aa)l=[aaaz]+îîl[asaq,
_

(62)1=_ÎÎÏ[62531_[6851],
($)—:o;

° ' + A v '
pmsque le coeffic1entp :_ %—_—_—Ï-

peut etre rendu non negath en chan-
‘

geant éventuellement les signes de $“ et 333, on se trouve au type (C).
La forme (3) est du type (VI). Pour la forme (4), on change le signe
de (93, ce qui donne le type (VII). La forme (6) estdu type (V), et la -

(') L. Ponrmmm, Topologicalgroups, p. 2654266.



SUR LES GROUPES DE LIE RÈELS A TROIS PARAMÈTRES 261

forme (7) est du type( III). On a donc la table d’équivalence 
(4)

(vu)
(6)

(V)

(7)

(111)

…
(II)

(‘A) (3)

(C) (VI)
 

        
On voit qu’on n’en obtient pas les types (1) et (A). En d’autres

termes, pour les groupes réels, (9. !) doit être complétée par les formes
suivantes
(8) (X2X3)=Xir (Xaxi)=xn (X,XQ=X;;
(9) (X2X3)=—Xi—PX2, (X3X1)=pxi—X2y (Xnxz)=° (PÈ:")—

Remarque 1. — En cas complexe, (8) et (1) de (9. 1) sont transfor—
mables entre elles par un changement complexe de base, comme
aussi (g) et (2) de (9. 1). En effet, si dans (l) on pose

X.: â(Î1 — iÎ2 ), X,: iÎ… X:= a()Î, + iÎ,),

on obtient la forme (8) en lettres barrées; de même, si l’on pose

X.:— X.+ iÎ2, -x.= î,— iÎ,, x,:
à
i(i _ c)îç.

—-
. . .I + cdans(2), on trouve la forme (g)_oup= :

1 _ c—
 

Remarque 2. — En cas réel, (8) et(r) de (9. l-), comme aussi (g)
et (2) de (9.1), ne sont transformables l’une à l’autre par aucun
changement.réelde base.

SECONDE PARTIE.
Représentations linéaires. '

_A partir de chaque type d’équations de structure de Cartan qu’on
vient d’obtenir, on peut, par l’intégration des systèmes difl'érentiels,
déterminer _un groupe de transformations linéaires ayant le même

' type d’équations de structure. Nous nous contenteronsde donner les
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résultats de ces calculs, mais nous vérifierons brièvement dans la
direction inverse que le groupe linéaire représentatif de chacun des
types (I)—(VII), (A)—(B) a actuellement les équations de structure de
ce type.

I. LE GROUPE DE nounous. —— Ce groupe (autour d’un point fixe)
\ ° ° . I \

\
. , :a n dumensmns depend de —g-n(n — 1) parametres, c est un groupe a

trois paramètres si n = 3. Soit a… une matrice orthogonale variable.
Les formes de Ffafi‘ co (composantes relatives du repère mobile du
groupe) sont données par ‘

Il

œ;\,,=Za,yda… (Â, p.=l, . . ., n)
’ v=l

qui, comme on le constate aisément, sont antisymétriques en l,\ y., et
I . .alors sont en nombre ; n(n — l). Les equationsde structure de Cartan

du groupe de rotations s’écrivent donc

oui,, :..—2 [ w,;,_w… ].
V

En particulier, pour n = 3, ces équations comprennent
œh=[w;,œ,,], w3|=[Œ12Œ23[, œ'42=|_œ23w_311

Qui sont de type (1) quand on pose
(D‘: &):3, 002: (031, ma: (012-

Alors (' )

THÉORÈME 1. —— Les groupes de type (I) sont hommar_phes aù groupe
de rotationsde l’espace euclidien à trois dimensions.

Remarque. —— Ce groupe représentatif du type (I) est‘caractérisé 
(1) Dans les théorèmes suivants, l’homomorphisme deviendra un isomor- \

phisme si les groupes sont simplement connexes, ou s’ils sont remplacés par
leurs groupes de recouvrement. Toutefois, l’homomorphisme est un isomor-
phisme local.
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. comme le groupe de transformations linéaires en :r, y, 3 qui laissent
invariante la forme fondamentale æ’+y°+z°. Si cette forme est
remplacée par a:“ +y” — z“, on obtiendra un groupe de pseudo-rota—
tions; on constate par des calculs pareils que ce dernier groupe a les
équations de structure du type (II). Néanmoins, nous signalerons un
autre groupe représentatif du type (II).

2. LE GROUPE LINÉAIRE UNIMODULAIRE. —— Ce groupe (homogène) à
n dimensions dépend de n’—1 paramètres; il est un groupe à
trois paramètres si, n = 2. Soit aà une matrice variable de détermi-
nant 1. La matrice inverse étant Aà, posons

coZ;::Z‘Açda;L (À,p=t,….,n).
v=l

On voit facilement que ces formes de Pfafi' sont assujetties à la rela—
tion œj+wâ+. . .+w2=o; donc, la dernière forme ce: peut être
écartée et les n°—— 1 autres figurent seulement dans notre considé-
ration. On trouve

(œ3)’=-—Z [œëœ'ê].
, v

En particulier, pour n = 2, et si l’on remplace wâ par — œj à cause de
la relation citée ci—dessus, on obtient les équations de structure

(wï)’=— 2[wïœ}],<m1)’°=—[wàw%t (wé)’=—2[œlwâ],

qui, par la substitution
(N:—205}, œ”:œâ+œî’ œ3=—œ3+mï,

se ramènent au type (II). On a donc

THÉORÈME 2. — Les groupes de type (II) sont homomorphes au groupe

a , b
c d

E=âæ+by,
ÿ=cæ+dy, =I

  

Remarque. — Ce groupe affine unimodulaire du plan est homo-
_morphe au groupe de rotations de l’espace non euclidien ayant la
forme fondamentale x2 +y“ —— 23 (voir la remarque à la fin du n° 1 ).
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5. LE GROUPE DE ramsmrmus Â=cm + aX(À: 1, ..., n). — On a
ici co«.= da—,\, et par suite les équations de structure sont wî :o.
Pour n = 3. celles-ci appartiennent au type (III). Ainsi

THÉORÈME 3. —— Les groupes de type (III) sont homomorphes au
groupe

.î‘=‘æ+a, Î=J'+b, E=z+c.
Remarque. — Ce groupe est le produit direct des groupes de trans—

lations du plan et de la droite.

4. Ux caoups um—äuas pmrmuusn. — Considérons les transforma-
tions linéaires

æ: (21 + a,.1‘
.. (a2>0):J'=aa+yTa

 

dépendant des trois paramètres al, ag, a3, la transformation identique
correspondant aux « valeurs initiales » a,=o, a2=1, a3=o. Ces
transformations forment manifestement un groupe. On a

_ __ a1 &” ! —-

T" æ_—z+a—2, T
x=(a,+dai)+(ag+dag)æ,

a a+da _
Î=—a—+y J’=(aa+das)+)’-

D’où
— da daæ= —-1 + (1 +

—-‘—°‘>æ,T;lTa+da a2 a2

;=da3 +_y,

dont les valeurs des paramètres diffèrent des valeurs initiales par les
accroissements-

dai da2(I.)1: , (!)2 = , (l);: da3.a» a!
  

On trouve
œ',=[œlœg], w'2=o, œ3=o,

qui sont de type (IV). Alors

THÉORÈME 4. —-— Les gmupes de type (IV) sont homomorphes au groupe
;:ax+b,
_ (a>o).y= y +c.
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Remarque. —— Ce groupe est le produit direct du .groupe linéaire
(non homogène) et du groupe de translations de la droite.

5. UN AUTRE GROUPE LINÉAIRE. — Prenons le groupe de transforma-
tions linéaires

aÊ=rq+æ—-a,y, y=u3+y.
On trouve comme ci—dessus

wi :: dai + (zz—das, œ,= dag, ms: da;,

et par conséquent les équations de structure sont
! __ '_ I _

qui appartiennent au type ('V ). On a donc

Tntohùun 5. -— Les groupes de type (V) sont homomorphesau groupe
5=æ+ay+b, ÿ=y+c.

Remarque. — Ce groupe est le sous—groupedu groupe affine g‘énéral

æ=alix+ a12_}’+a13; y=auæ+az=y+azs.
caractérisépar les trois conditions géométriques suivantes :

1° une direction (l’axe de a:) est invariante;
2° la distance le long d’une autre direction (l’axe de y) est inva—

riante; _

/3° l’aire est invariante (condition unimodulaire).
‘

6. ENCORE UN GROUPE LINÉAIRE. —-— C’est le groupe

 Æ=al+a3æ, y=.,a,+a3y (a,>o).
On a ici

-\ dd1 da! das
001 = —— ) 02 = , (&)3= _,

a3 as a3(
et les équations de structure sont -

[— œQ=—[œ,m], w',=[œ,œ,], œ,,=_o,
' I

qui sont de type (VI). Ainsi
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-Tnêoaùns 6. — Les groupes de type (VI) sont homomorphes au
groupe ’ '

Î=aæ+a, (a>o).y: ay + 0,

Remarque. — Ce groupe est caractérisé géométriquement comme
le sous—groupe du groupe affine général qui laisse invariantes deux
directions et chacune de ses transformations multiplie toutes les dis—
tances dans la même proportion. !

\

7. UN AUTRE GROUPE LINËAlRE. — C’est le groupe
Ë=a,+a,y+e”'*æ, y=a;,+y.

On en déduit — \

w,=e“*(dai—a2 düa), ü)2=ea‘ dat, Œ3=da3,

et les équations de structure sont
!œ',=—[œ,œ,]+[œ,œ,], œ2=—[œ,œa], œ3=o,

qui sont de type (VII). Ainsi

Tnêoaàue 7. — Les groupes de type (VII) sont homomorphes au
groupe î:e*æ+by+c, ÿ=y+a.

8. LE. GROUPE DE DEPLACEMENTS QUASI EUCLIDIENS. — Considérons le
groupe de transformations linéaires

a:: al + (xcosa3—ysiî1 a;)e—P“=,
y”: ai+ (a: sin as +y cosa3)e—P“',

dépendant des trois paramètres a. , ag, a3 , où p est une constante fixe.
On\trouve œ,=e”=( CCSd; dŒ1+ Sin a: da2):

to,: eP“:( — sin a,, dal + cosa3 du,);

et par suite les équations de structure sont.
___—__ [mama] +p[œ3ai1],
=—p[œ;œ;]— [°°3®1J-‘
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quiappartiennentau type (A). Ainsi

THÉORÈME 8. —— Les groupes de type (A) sont /zomomorphesau groupe
;: a. + (æcosO —_y sin 0)e°”°,
} =.— b + (x sin 0 -l—y cosO)e“”°.

Remarque. — Pour p = 0, ce groupe consiste en les déplacements
euclidiens du plan.

9. LE GROUPE DE DEPLACEMENTS oms1—muxowsxmus.— Prenons d’une
manière semblable le groupe

5 = a, + (a: cosh a:, + ] sinha,)e"”'*,
; = a, + (a: sinha; + y cash a3)e—P"=.

On a
001 = ep“=( cosha3 da, —1inha, da2 ),
(02: e”“=(— Siflh a; dû, + COShÛ3 (lag),
œ;= O,

et les équations de structure sont

w'«= [wawa]+p[waœt],
œÇ_,=—p[œ2œ3]— [mami],
œ'3=0,

qui sont de type (B). Ainsi

THÉORÈME9. — Les groupes de type (B) sont hammam/w:au groupe
5: a + (æcosh0+y sinh6)e‘”°,
;= b + (æsinh0 +y cosh0)e“"°.

J’ajoute, pour conclure, qu’à l’aide des groupes linéaires représen-
tatifs donnés dans les théorèmes précédents, j’ai pu trouver toutes les
représentations irréductibles de tous les groupes de Lie à trois para—
mètres.
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