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Note sur la comparaison des ensembles mesurables B;

PAR Z. P. DIENES.

!. INTRODUCTION. — Étant donnés deux ensembles li et l“, cinq cas
sont possibles :
(1)

'

E < F.
(2) 15 > 1«‘,

(3) E = l’,
(4) EF : ",
(5)

-

EF > (>,

E et F sont comparables s’il est possible de décider, lequel de ces cas
a lieu. Il reste encore à préciser, quelles seront les opérations admis-
sibles. pour la décision. Aux conceptions difi'érentes d’opérations
admissibles correspondent des niveaux différents de raisonnements.
Si l’on se borne à faire un nombre fini d’opérations de nature finie, on
se trouve au point de vue de René Baire. Au point de vue énumé-
raliste,.auquel se place (je crois) M. Émile Borel, on se borne à faire
des opérations de nature dénombrable, en nombre effectivement
énumérable. Ce niveau est un peu plus général. On pourrait admettre
un nombre non dénombrable d’opérations, mais quand même exiger
des démonstrations constructives pour les énoncés d’existence., Le
point de vue tout à fait général seraitde postuler que la pentachotomie
citée est toujours une classification définie, c’est-à-dire qu’elle est
définie pour n’importe quels ensembles abstraits.

Nous choisissons le deuxième niveau, et nous démontrerons qu’à ce
niveau, on peut comparer les ensembles des classes B.,, B. et B,. de
Baire.

Définitions. — Comparer deux entiers a et b veut dire décider si
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(: < 1), ou a > I), ou a = b. On admettra que deux entiers peuvent
être comparés un nombre dénombrable de fois (on dira aussi 8 fois).
Deux ensembles E et F sont comparables,ou EyF, si l’on peut décider,
dans lequel des cinq cas ils se trouvent, en comparantdes entiers 0fois.
Un énoncé P est démontrable D, ou PeD, s’il se vérifie par 8 compa-
raisons d’eùtiers. Les procédés de 8 comparaisons d’entiers sont des
procédés D.On a EyF si [ou (1), ou (2), ou (3), ou (4), ou (5)] ED.
Les définitions et la plupart des notations sont celles employées dans
mon Mémoire du Journal of Land. Math. Soc., vol. 14, juillet 1939,
p. 169.

Tntonàus l. — La suite a:. , x,, . . ., x,., . . ., étant monotone bornée,
(limœ,.)eD.

En effet, si tous les x,. sont entiers, il faut faire 8 fois ænyæn+,.
En général, considérons cette suite écrite dans le système de base 2 :

“(n'allait-° ., arl- - -? a02°a12a22° --; ar2- - - - -;2
(l…, a… (lg,—, . . ., a… . . . ,

‘où les a… sont des 0 ou des 1 . La suite des entiers (a…) est monotone
bornée et détermine donc sa limite par ce qui précède. Une fois cette
limite a, atteinte, (a,,)devie1it monotone bornée, c’est—à—dire ou bien
tous les termes sont 0, ou bien pour une valeur de s, a,, prend la
valeur 1. Une fois cette limite a, atteinte, on opère sur la suite (a,,) —

et ainsi de suite. Le nombre a,, a,, a,, a,,. .., sera la limite cherchée,et le procédé est bien un procédé D. - '
'

Tutonùs 2. — Les nombres x ety étant réels, (æyy)eD.

Si l’on exclut les 1 indéfiniment répétés, la comparaison se fait par 8

comparaisonsdes nombres 0 et 1. .

Nous allons employer la lettre a pour la phrase « est un élément de
la classe ». Nous employerons aussi le signe —> comme signe d’impli-
cation, s’ilintervient entre deux propositions( ).

/

( ) Ce signe nest quune abréviation commode, et ne doit pas être entendu
comme l‘implication matérielle de M. Bertrand Russell.
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THÉORÈME 3. — Si une classe d’ensembles est telle que pour tout E, : K

et pour tout E,eK ——> E1 E,eK et CE, EK, alors (E: O)ED pour tout
EEK —-> E, yE, pour tout El EK et E,:K.

En effet , les cinq cas peuvent s’exprimer :

(I) ' CE,.E2=U,
(2) CE,. E,: n,
(3) CE,.E,=CE,.E,=u,
(ll) E,E,=n,
(5) ‘ E,Eæ>0 et CE,.E2>H et CE,.Ë.>O.

Un intervalle (de nombres réels) s’écrira toujours j. On définit la
classe B() par la condition E = Zj,. et CE: Zj; et l’on écrit EeB… On
définit les autres classes par des passages à la limite, c’est-à-dire
si EeB1 on aura en général E: E,.Il,E,—j,—,,,; la réunion des classes B…,

né «, sera écrite R,.

COROLMIRE nu THÉORÈME 3. — Sz'E1 eRa et E,ER… alors E, yE,, toute:
tes fois que (E = o)eD pour tout EsR,.

_ En posant a == 1 , et rappelant que E: 2,.H,E,—j,—,—,., on voit que pour
démontrer la comparabilité des ensembles de R il suffit de démontrer
que (11,2;j.,_o)eD. On pose £,j…= J et J—:HJ. Alors le problème

dans B revient à décider si J..—-— o.

2. LA COMPARAISON nes ENSEMBLES DE B,. — Une somme non stricte
c’est—à—dire dont les membres peuvent avoir des parties communesnon
nulles), sera écrite Ze… Alors on a :

TnÉon… 4. .— (2j,.= >:j;,).D.

En effet, soit j,, j,, . . ., j… . . ., tel quej,j,>o pour quelques rets.
Formonsj“ = Zj,. de ces j… y comprisj. , pour lesquels j1j,,> O. Puis
formons j…=Zjn de ces j,,, y compris j… pour lesquels j“j,.) O.
Opérons ainsi transfiniment jusqu’àj1 ,j,,= O pour tout j,, qui n’a pas
été inclus dans j…. Mettons j; =j…. Opérons de même sur le premier
j,;<C]1 Nous obtenonsj., et ainsi de suite. Nous avons j, .j;——_ O pour
tous les ret :, ce qui prouve le théorème.,.\ *
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(Ioaouuas. —— (2j,,)(2jÂ): £jjjeD.
En efl’et, le premier membre est une somme non stricte, et le théo-

rème s’applique.
La dernière remarque montre qu’on peut remplacer J, par J…J,

dans J. Dans la suite on supposera que J est déjà tel que J,… < J,,.

La pyranu'de d’intewalies. — Une telle pyramide sera une suite de
6 lignes; les intervalles j,. formeront la première ligne, les j,—, la
deuxième ligne, en écrivant j… au-dessous de j… si j,—,<j… la suite
de ces j étant d’ordre m’. En général, les j,., formeront la S“… ligne,
suite d’ordre ce", en écrivant jh, au-dessous de j…__! si j,…<j,.,,_,. Une
suite j,—l >j,—, > j,_._1 >. . . est un chemin. A tout point de J correspond
un chemin, mais à un chemin peut correspondre tout un intervalle.
Un chemin est vide si le produit j,,. j,,. j…. . . .,= o. Pour décider
si J=o ou non, il faut décider si tous les chemins sont vides, ou s’il y
en a qui ne le sont pas.

’
\

On dira que .r, est une eætrémz‘le'fermée de l’intervalle (x,, cv,) =j
si .::. < ($,, m,), en abrégé x, = e(j).

Soit x=e(j,—,). Si aussi æ=e(j…) pour un 1: pour tout rès,
alors æ<J et J >o. On peut donc supposer qu’on peut avoir
œ=e(jk,) seulement pour un nombre limité des r. Puisque a: ne
pourrait pas faire partie de J , on supposera dés maintenant que toutes
les extrémités sont ouvertes, c’est-à-dire qu’elles n’appartiennentpas
aux intervalles. .

Soit J une pyramide telle que tous les j… soient ouverts. Les _] qui
sont écrits en dessous de j… forment la sous—pyramidede j… qui s’écrit
p(j,.,). On écrit p(j…)=o si elle ne contient aucun intervalle, et
p(j,.,)> 0 dans le cas contraire.

Enlevons j de la pyramide si p(j)=o. Opérons transfiniment
jusqu’à p(j)>o pour chaque j de J. Cette opération ne peut pas
changer l’ensemble J, et elle est évidemment un procédé D. Dès
maintenant nous ne considérerons que des pyramides dans lesquellesp(j) > 0 pour chaque_].

Posons j,,=(a… b…). Si a,,= a… pour un t et pour tout u>s, on
_

construit limb…=b, ce qui est possible par le théorème 1, et si

b > a… (a…ub) < J et J > 0. Alors on supposera que pour chaque—af,
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tel que a…=a… pour un t et pour tout u>s, limb…=a… et aussi

si à…: b… pour un t et pour tout u_>_. s, lima…= b,,, car dans le cas
“

contraire nous savons déjà que J < 0.

Cla}sifz‘catzon des mtervalles de la pyramide. — L’intervalle
i…: (a… b…) est un intervalle z, ou j(z) (ce qu’on lira « j est un inter-
valle :; », ou simplement « intervalle : »), s’il y a un t pour chaque u
tel que a…: a…, ou bien si b…: I)…. p(j) est pyramide :: si tous lesj
sont j(z); et (a,, b,), (a., bg), ..., (a… I)”), ..., est chemin : si
a.=a,, pour tout n> 1 ou bien si b,=b,,, pour tout n>1. Il faut
noter qu’une pyramide : peut contenir des chemins qui ne sont pas
des chemins 5. Pour « pyramide : » on écrira pz(j).

THÉORÈME 5. —j(z)aD.
Par le théorème 2, on compare a… avec a… pour tout u > .: et s’il y

a un t pour chaque u > 3 tel que a…: a…, alors j… est j,._,(:); j,, n’est
'

pas j…(z) dans le cas contraire.
L’intervallej estj(y,) si pz(j).j est j(y,) si p(j) n’est formée que

des j(y.) et des j(s) et en généran est j(ya) si p(j) n’est formée que
des j(y5), B< «, 01 étant le premier nombre transfini après les B. On
dira quej estj(y), s’il y a un a tel que j(y,), ou bien si j fait partie
d’un chemin z. ,

THÉORÈME 6. +_i(y)sD.
Il n’y a que 3 chemins :, et (j<chemin :)ED. On sait aussi

dénombrer les ya dans une suite transfinie et] y sera compris si j(y)
(mais j< chemin z), et non pas dans le cas contraire, on conclut
j<y>eD

Un intervalle sera j(æ) quand il n’est pasj(y)
Si (a… bn)< J et (u…, b…) < J… et m > n, on dira quej… est inté-

rieur a j,. (ou JJ—)
, si_a…> a,, et b…< b,,.

THÉORÈME 7. — Pour qu’un chemin ne soitpas vide, ilfaut et il suflït
qu’à chaque intervalle corresponde un autre qui lui soit z'ntén'eur.

La démonstration est laissée au lecteur.
!
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En vertu du théorème 6, c’est un procédé D de décider s’il y a
des j(.r) dans une pyramide ou si chaque intervalle est j(y)

'l‘uéoaàne 8. — Si une pyramide J contient un j(æ), J > o.

En eflet, soit j,(œ), alors p(j,) contient j,(æ) car, autrement nous
aurions j,(y). On en déduit l’existence d’uncheminj,,j,, . . .,j,,, . ,

qui contient 8j,(æ). De plus, p[j,,(æ)] doit contenirj,,,(æ) tel que%‘»
car autrement tous les j…(æ) dans p(j,,) auraient les extrémités a,,

ou b,, et appartiendraient à un chemin : et nous aurions j,,(y), con—
trairement à l’hypothèse. Le théorème 7 nous montre qu’il y a un
chemin non vide et J > o. 0. Q. F. ».

Considérons maintenant des pyramides qui soient formées entière-
ment des j(y). Le chemin j,,j,, . . .,j… . . ., est alors chemin 2, ou
bien p(j,) est une pyramide :- pour un certain n=s (et par conséquent
aussi pour n > $). Il suffit donc de considérer 8 pyramides :.

Dans une pyramide : nous dirons que j est : j(w,) si p(j) contient
deux chemins au plus, tous les deux des chemins :, —j(w,) sip(j)
ne contient que des j(w, ),— et ainsi de suite transfiniment. On définit
j(w,) d’une manière analogue aux j(y,), et nous posons j(w) pour
tout j(_w,). Un intervalle qui n’est pas j('w) est_](0)

THÉORÈME9. —j(_w)eD etj(v)eD.
Même démonstration que pour le théorème 6.

TutoaÈua 10. —— Pour qu’une pyramide :: soit vide, il faut et il sufit
qu’elle ne contienne aucunj(9)

En effet, si tous les intervalles sont j(w), évidemmentJ = 0. S’il y
a un j,(v),p(j,) contiendra j,(v), ear autrement il serait j,(w). On
en déduit l’existence d’un cheminj,, j,,.. j, j,,,.. ., qui contient 8j(e).
Chaque p(j,) doit contenirj,(e) tel queJ-.‘ïce qu’on voit immédiate—
ment si l’on remarque que tous les j(w) peuvent être enlevés sans
affecter l’ensemble J, et alors tous les j,, 3 >r, ne peuvent pas avoir
les extrémités a, ou b,, parce que autrementj, seraitj,.(w)On peut résumer le procédé comme suit:

La décùzbnJ_—opardesprocede;D ——On arrange J==IIE,j…=_———,HJ,
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de.manière que l’on ait J…<J, et que p(j,,)>o pour tout j…
Si e(j,,)= a et e(j…) = a pour un t et pour tout a >s, alors .] > 0.
Dans le cas contraire on considère les extrémités comme ouvertes.
.Si a,,= a…‘(ou b,,= b…) pour un t et pour tout uès et lim b…;£ a…

ou lim a…;£b,.,), alors J>O. Dans le cas contraire on détermine
les j(æ) et les j(y). S’il y a un j(w), .] < 0. Si non, on examine les
pyramides :: et l’on y cherche les j(v) et les j(w); s’il y a un j(1)

‘ J>O; sinon, J=o.
On en déduit, rappelant le théorème 3, que tous les ensembles de Il

sontcomparables.

5. LA COMPARAISON DES ENSEMBLESDE B,. — Nous aurionspu définir B,
comme des ensembles tels que E ainsi que CE soient des sommes
strictes d’ensembles fermés et ”ouverts. Alors la décision E._— o
n’aurait présenté aucune difficulté. Mais avec cette définition on peut
faire la décision dans R, en considérant des pyramides contenant des
intervalleset des ensemblesparfaits non denses. On a d’abord

quelquesthéorèmes préliminaires:
THÉORÈME ll."—— C’est un procédé D de décomposerun ensemble fermé

en unepârtz'e dénombrable et unepartieparfaite.
La démonstration se fait comme celle de René Baire (Leçonssur les

’ fonctionsdzkcontt‘nues, @ 41 ), qui ne contient que des procédés D.
Un intervalle ouvert sera écrit i,,, un ensemble parfait non dense r.,,,

et un seul point a:… Un ensemble fermé sera écrit F,. On a :

Tuto“… 12. _ (2.‘,.+ 2Fn=zz';+zæn+zun)en.
En effet, considérons tous les i, , l‘,, . .,1},, . . ., i,,=(a,,, b,) avec a,,

et b,, rationnels. Nous savons que (z,,< F)eD Formons F — Et}, pour
tout i,,< F. Cet ensemble est fermé, et par le théorème M,
F—Zz,,_u+Zæ… :.1 est non dense,et appliquant le théorème li
l’énoncé est vérifié.

Pour faire la décision dans B, on fait des raisonnements analogues
à ceux pour R1 , et la pyramide sera composée de points, d’intervalles
et d’ensembles fermés (parfaits non denses). On peut aisément
éliminer les points et les extrémités fermées en les considérant sépa—
rément. On étend ainsi le théorème 7 et l’on a:
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Tuèok1‘sna l3. — Pour qu’un chemin dans une pyramide de R, conte—
nant des 11 et des 1° ne son pas vide, il faut et il suflit qu’à chaque élément
du chemin corresponde un autre qui lui soit intérieur.

C’est une conséquence des propriétés bien connues des ensembles
fermés, on laisse les détails au lecteur.

En vertu de 13, on généralise tous les autres théorèmes aux pyra—
mides de R, et l’on conclut, en rappelant le théôrème 3, que :

Les ensembles de Il, sont comparables.
La faiblesse du raisonnement précédent résulte du fait que les deux

définitions de la classe B, ne rentrent peut—être pas l’une dans l’autre
par des procédés D. On peut quand même énoncer :

THÉORÈME ronnmsmn. — On peut comparer deux ensembles de R,,
en parlant de la definition de B, comme limite d’ensembles qui sont
sommes d’intewallesainsi que leurs compléments. On peut comparerdeux
ensembles de R, , en partant de la définition de B2 comme limite
d’ensemblesqui sont des sommes d’ensembles ouverts et fermés ainsi que
leurs compléments.

Démontrons encore quelques théorèmes :

Tur:oaùue l4. — SEB —> (a: < S)eD, 1: étant un nombre.
En effet, si S est un intervalle, l’énoncé est évident. Tout SeB peut

être obtenu par des additions et des parties communes à partir d’inter—
valles. Posons

S=Z,—lLZÆQ, ou SEB, et s’},,eBp,fi<a.

Admettons que (x<s.,)ED. Alors si x<s,, pour tout j pour une
valeur de l et pour chaque i=1, 2, 3, .. ., on a æ< S, et on ne l’a
pas dans le‘ cas contraire. Si a = 1, les s,{,, sont des intervalles et l’on a
le théorème par induction transfinie.

Il serait intéressant de démontrer que j< S est démontrable D
pour chaque S mesurable B.

4. Cousrnucnon nas sonnes nas ENSEMBLES uesvamu—zsB. — Écrivons
B(E) et b(E) pour les bornes Supérieures et inférieures de E.
Admettons la seconde définition des classes. Alors, pour commencer,
il faut construire B(E) et b(E) dans R, par des procédés D. Si E est
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un point ou un intervalle, la construction est évidente. Il faut cons—
truire B(n) et b(n). Avant d’abordercette question, nous démontrons :

THÉORÈME 15. — [B(Zæ,,) et b(Zæ,,)]eD, les .v,. étant des points.
En effet, si œ,,éx, pour tout n> [, B(œ,,)=.v. =æ,,|=u,. Si non,

soit u,= æ,,g où tout æ,,éæ,,ï pour n < n,, mais £,,_>.L‘,,r Si .v,,< u._.

pour tout n > n,, B(æ,,) = a,. Si non, soit u3 = x,,_ où tout x,.< .1‘,,_

pour n < n,, mais x,,3> æ,,g. Si .1:,,< a, pour tout n > n,, B(æ,,)= u,
et ainsi de suite. Ou bien B(x,,) est déterminéaprès un nombre limité
d’opérations, ou bien B(x,,)= lim u,,, qui est déterminé par le

théorème 1.
"

Un raisonnement analogue tient pour [) E.v,, .

Puisqu’on peut transformer les nombres réels dans l’intervalle (0,1)
par une transformation bicontinue, il suffit de considérer des

ensembles dans (0,1). Dès maintenant tout ensemble sera pris dans
cet intervalle.

THÉORÈME 16. — B(n)sD, b(n)sD.
En effet, on a Cn=2j,,=2(a,,, b,,°). Si b,—=1 pour un certain t',

on a B(n)=a. Si a=o, b(n)=b-. Si b=: eta#0 on a respec-
tivement B(n)= B(a… b) et b(n)=b(a,,, b,.) et l’on est ramené au
‘cas précédent.

THÉORÈME 17. — SEB —> [B(S) et b(S)]a D.
En effet, soit S = Es… SEB“ et s,,ng, B< a, et posons B(s,.) = B…

Alors B(S) = B(_B,,), ce qui ramène au théorème 15.
Posons maintenant a = Ha… aeB,, et a,.eBB où {5< ou et BL= B(o,,)

et l’on a B(c)=b(Bâ), ce qui ramène encore au théorème 15. En
vertu du théorème 16, les bornes des intervalles, des points et des
ensembles parfaits peuvent être construites par des procédés D, et
l’on obtient le résultat cherché par une induction transfinie.

On peut ramener la construction des limites extrêmes à(j< S)eD
si SEB, mais on ne sait pas si cet énoncéest vrai. L’auteur croît quand
même que SeB —> (S = o)eD, et il est très probable que ce n’est pas

- vrai pour les ensembles analytiques non\mesurables B.
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