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JOURNAL

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur les relations tensorielles entre densités de valeurs
moyennes en théorie de l’électron de Dirac. Il. Rela-
tions différentielles ;

Par Giraxp PETIAU.

La théorie de 1’électron de Dirac représente ce corpuscule par les
fonctions d’ondes ;(i =1, 2, 3, 4) solutions de I’équalion

3
h 10 h\ 0 _
) [F z &"’*2(“ m)m“»“‘“‘“] hi=e,
p=t

dans laquelle «,, «,, «;, , sont des matrices liées par les relations
(2) ayay + Aydy =20y, (y v=1, 2, 3, 4).

Ces quatre matrices, par leurs produits, permettent de construire un
systéme complet de 16 matrices a;, que nous écrirons

. '(3), Fotyyp==I(ay ayatp — &y Oyp+ ety p — &p Oyy),
Oty Ota 3Oy (r=1, 2,3, 4).

Journ. de Math., tome XXVI — Fasc. 1, 1947. I

; Ap=1, ay, loyy=i[aypay— duv],



2 GERARD PETIAU.
Ce systéme est irréductible, et par suile ces matrices sont du qua-
triéme rang.

Les matrices a, peuvent étre considérées comme des opérateurs
opérant sur les {; et a ce titre représentent des grandeurs caractéris-
tiques de la théorie de I'électron dont les densités de valeurs moyennes
s’écrivent )

( 6 ) * \P.GA ql. ) ’
De méme, on définit au moyen des opérateurs
N I 0 _10
ani| 0zp AT %A Gze ox* —cat)’

<« —

des densités de valeurs moyennes différentielles

O ()]

A la forme d’espace lemps (¢, x”) de I'équation (1), on peut
faire correspondre une équation écrite en coordonnées d’univers
(x*=1ct, x") en introduisant les matrices

Y=o, Yp= (o, ap.

L’équation (1) est alors remplacée par I’équation

ATl

(6) [(—L)d—i;yu+t'moc]¢u=° (p=1,2,3,4)

et des densités de valeurs moyennes analogues a (4) et (5) sont
définies par
(7) AT

-h |/ @ /]
® | (s ) = (7 9) )
avec pour les y, les expressions

?o:'l» Yus l"{u.v= l.('Yu.'Yv—y_ap.v)y

(8" EYuvp=E(Yp Yy Yo — YuOvo+ Yv Sup— Yp Ouv)-

Y2 = Y1Y2YsYs .
et en posant

q.r*:‘q;*ia.
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Les densités (4) ou (7) ne sont pas indépendantes et sont liées par
des'relations qui ont fait I'objet de nombreuses études. M. Pauli (*),
le premier, les a déduit systématiquement d’une identité liant deux
systémes de matrices y,. Depuis, ces relations, ainsi que celles liant
les T, , ount fait 'qbjet de nombreux Mémoires utilisant la méthode
de-M. Pauli. En particulier, M. Kofink (*) a établi un trés grand
nombre de relations de divers types entrc ces grandeurs. Mais
I'obscurité de son symbolisme, ainsi que ’absence de nolation tenso-
rielle en rend l'intelligence trés difficile. J’ai personnellement ¢tudic
les relations entre densités de la forme (4) ou (7) dans le cours que
jai professé au Collége de France comme boursier de la Fondation
Peccot en 1942, & partir de la méthode de Pauli. Dans un exposé (*)
fait au Séminaire de Théories Physiques de 'Institut Fenri-Poincaré
en novembre 1944, j’ai repris cette question a4 partir d’'une méthode
plus simple que celle de M. Pauli, faisant intervenir la génération des
matrices de Dirac a partir des matrices de spin. J’ai pu ainsi établir
toutes les relations entre densités du type (4) d’une fagon systéma-
tique en les mettant sous une forme tensorielle générale qui m’a
permis de montrer que l'ensemble de ces relations se déduisaient de
quatre d’entre elles. M. Costa de Beauregard a examiné également ce
probléme dans sa thése (*), en étudiant par la nréthode de Pauli les
relations liant les densités des formes () et (8), mais il n’a pas établi
toutes les relations entre T, , et faute d’une notation tensorielle bien
adaplée, les formes générales n’apparaissent pas clairement.

Nous allons reprendre ici ceite question et obtenir sous une
forme tensorielle générale, toutes les relations enire grandeurs
des formes (7) et (8) que nous déduirons d’un nombre minimum
d’entre elles.

. Nous partirons d’une remarque préliminaire. Si I'on considére les

~ 16 matrices a, indiquées en (3), on constate que la matrice a, a,a,a,
anticommute avec a,, oy, 3; o, et par suite ce systéme peut étre éga-

(*)
(*)
(3)
*)

4

Ann, Inst. H. Poincaré, 6, 1936, p. 109.
Ann. der Physik, 38, 1940, p. 421, 436, 565, 583.
J. de Math., XXV, 1946, p. 335.

hese, Paris, 1943.
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lement considéré comme obtenu avec 5 matrices fondamentales o,
@5, &y, @, @; €N posant '

Ay A A Ay

Sinous introduisons initialement ces 5 matrices li¢es par la relation (2),
on obtient par combinaison 32 matrices, mais ce ‘systéme n’est pas
irréductible et se décompose en deux groupes de chacun 16 matrices
obtenus en posant soil -

A=+ Ay A A3y,
soit

A== — Ay A Ay,

Par suite. nops pouvons rattacher ces cinq matrices a une équation
d’ondes, dans un espace & cinq dimensions, de la forme

h 19 R\ 9 R\ 9 _
W JeET —om1) Do (— 7)ok mocas [lu=o
9 p=1

avec (—— L) -d— $=o.
ami ) ox®

Les 16 grandeurs ¢*a,{ devront donc s’interpréter soit dans un
espace & quatre dimensions, soit dans un espace a cinq dimensions et
les relations qui les lient écrites sous formes tensorielles devront
s’écrire soit avec des indices variant sur 1, 2, 3, 4, soit avec des indices
variant sur 1, 2, 3, 4, 5.

Dans le premier cas, la métrique étant

Euw=-+1, 8pp=——"1, Sp=8Ep=0,
nous posons ‘
=¥y, =¥y, o=¢ay,
Jop=7p =Y'ian ¢, Sp =Sigr=Y'lag ¢,
s =spr=V'iaper,  Sog=pr =Vitpnd;
wy=¢ iayasaza .

(10)

Au tenseur f,, de composantes f,,, fp correspond le tenseur dual

I
Jooe= 2 Eoopv S,
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en posant

5uvp°= *1 )

suivant que la permutation (pvpo) se déduit de (1 2 3 4) par un
nombre pair ou impair d’inversions.
Dans le second cas, nous introduisons la métrique

Su=-+1I, Spp=8us—=—1, En=En=gu=0,
et nous POSODS

Jv =Y'aey, Jr =V¥'apy, =V =¢aaaay,
Jo=Viapd,  fog=Vizny,
So=4" sy, S =Viapry,

o =t

(1)
Au tenseur f,g de composantes f.,, fpq; fps, fas NOUS associons
~ encore un dual, maintenant & trois indices, que nous écrivons
I
Japy= 5 s,pmﬁ, avec Eafyle=x1.

Avec la premiére représentation nous avons établi [cf. le travail cité
p- 3, note (*)] entre densités les relations

Jud* =sust= 0} + 0}, Just =o,
fp.vsv =— wsz'; fp.vjv = Wy Sy,

1) { AR =-— w18y, Suvs® = o ¥, .
fuf  =a(al—a}), Fio JP=— 0,017
su.jv —_ Svju. '_—"fp.v (00 —f;.v@n

$us + JuJ¥ = Jop S/ + 0] gy

" Ces relations se déduisent de quatre relations fondamentales que nous
écrivons

Jut=sst=0}+ 0],
Just=o,

()

. I .
(AR} P— - spc) P
' Sov = wvpJ 2 DuvpaST
1 ] ‘
wg + 02
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Avec la seconde représentation (a, B, Y... =1, 2, 3, 4, 5), ces
relations se rassemblent dans les formules

() .Iic.l.z -z N'i',

(2) Sy =o,

(3) fanﬁT ::m?g,-fs — JaJ®,

(4) Sapr/P=w(goss - shia),

(5) faﬂ-r.l.Y = Wy fags

(6) faﬂjy +’fB~(ja+f~(sz = Wlfa@w

(1)

qui se déduisent toutes de (3) et (5), ainsi qu'on le constate facile-
ment. Nous ramenons donc les relations indépendantes aux deux rela-
tions fondamentales qui caractériseront les grandeurs et positions
relatives des tenseurs w,, ja, fas3 :

(v) | JaprsY =Sy
[ fapy SYo= 01(8es8— 88J)- .
Nous allons maintenant examiner les relations liant les grandeurs
de la forme T, ,. Afin de faciliter leur étude, nous emploierons les
grandeurs définies au moyen des matrices y,.

La métrique est alors définie par
Laa=-+1, Saf=0 (a, B==1,2,3,4,5),

nous posons
) ( 0=y, Je=¥"Ya¥,
() | fap==¥iYap ¥,

mais w,, j, el f,g différent des densités désignées précédemment par
ces expressions par des facteurs &=¢, + 1. Néanmoins, on voit faci-
lement que, pour ces densités, les relations (III) et (IV) sont encore
valables. .

Les relations que nous cherchons entre grandeurs

Toa= o (ot rat — v (o)

seront déduites de la relation de Pauli liant deux systémes de
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matrices y,, soit

(13) . 2(YA)§M.(YA )(,m,-': 4 al.m, al.m,-
A

Par.combinaison nous en 'tirons des relations matricielles qui
s'écriront

(14) . 2 (‘{n)l.m,(‘{c)l,m.-fz (Y0 )tum, (YE ) gms
BC . . D.E

Multipliées a droite par ¢,,, 4., a4 gauche par {;, {;, ces relations
- nous donneront le systéme (III).
Si nous posons

J J .
h=gmb =g d
et si nqus multiplions (14) a gauche, puis a droite par

Yiadi et dmYm, Yide et dpmYm,

Yidie et YmYm, U, €t Y Yy,

. Nous en déduisons d’une part,

2 Tus($yed) + (Y1) Tuc

(15) B,C

ZZTPD(4’+YB¢) + (Y1) Ty,
D,E

et d’autre part,

D Tea (b red) — (¥ 1) Ty
(18) ¢ >
6 =3 (+ ) (G o)) v — (4109 (50 (4oved)) |

+ Nous sommes donc conduit a deux types de relations différentielles.
Les relations (15) se déduiront facilement du tableau (III), car I'on
voit immédiatement que les simplifications introduites dans le calcul
par la compensation de termes entre les deux membres, lors de I'éta-
blissement des relations (IIT) & partir de (14), se reproduiront ici.
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Nous obtenons donc en posant
h
Tus = ( m)ww — 4,

(17) Tp,a = —(¢pT¢¢—¢+Y¢q‘p):

ATl

Tyap= m,(% Yo — Y iYap i),

un systéme de relations différentielles qui s’écrit

(r) Tp,a.l'z = Tp..o Wy,

(3) Tuap/B +fapTuf =o,

(3) Tuays/PY + fay Ty BY =aT, qw g8 — T, afP— Ty Bja, -

V) 3y (&) Ty, aﬂrﬂs‘*‘faBrTu Ta—Tu °(é’aJB gﬁja)+m:(5ﬁ Tug— A’;;Tu a)s

(35) papTJY +faByT T =Ty,ofug+ w1 Ty o8, )

(6) Tuassy +Tupysa + Tyuyass +SaBTyy+ f3yTu,a+ fraTyu 8
=Tu,0faBy + ©: Ty apy,

et 'on peut voir facilement que ces relations se déduisent toutes des
relations (V,) et (V).

Nous allons maintenant examiner les relations du type (16), dont
I’étude est plus délicate.

Nous partirons de la relation de Pauli (13) que nous écrirons sous
la forme

3 (Yo )um, (Yo )iym, =2 (YA )imy (YA iymye

A

Multipliée par (y;), (yc ), nous obtenons

(18) —,'(YB)l,m,(TC )!,m,=2(7fBA)l,m,(YCA)l,m,r
A

et par la combinaison indiquée plus haut, nous en obtiendrons une
relation du type (16).

Nous remarquerons que, dans le second membre, les termes symé-
triques de la forme

(Yo)um, (Ye) 4m, ~+ (YE)4m, (YD )im,s
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donnant par combinaison la somme

(YEyod) (YHyed) — (Y 1od) (Yiyey),
+ (vivey) ($Hd) — ($*1ed) (Yiyoyd) =o,

r’apporteront aucune contribution 4 la somme, tandis que les termes
de la forme

' (Y )m, (Ye)ym, — (Y#)umy (Y6 )m,»
donneront

a9 o (s ) rrred) = ered) (5 e ) |

La relation (18) nous donnera alors une relation de la forme

(20) T;,.,fc—n,cf.,zg[(}ﬂ)z(wm )(fa)—(fnd;;(fc)]-

LAY

Nous obtiendrons toutes les relations de ce type sinous considérons
les premiers membres

Tp.,a @ — Tu,oja, Tu.,a.jﬂ - Tp.,Bja.;
Ty,apwr — Ty fup,

Ty.a/y — Tu,1 /o

Ty.a8 fro— Tuya/fap-

Afin de faciliter 1'écriture, nous désignerons, suivant une notation

(21)

de M. O. Costa de Beauregard, la dérivée 07‘1@7‘4, par 4"y, en

soulignant les termes dérivés par rapport a z*.
La relation matricielle (13) nous donne ainsi

(Ya)s™(y,)am = 2 (Ya)um,(Y8)4m, — (Y8)am,(Y3)ym, + Lermes symétriques,
B

d’ol nous tirons

.. h
Tp,awl""lu.,o.]a.:— ;r faB.lp"‘Jﬁf“B‘

 §
2l
Mais la relation (I11,) nous donne

f;.pjﬁ -q.-:j_ﬁfagz o.
Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 1, 1947 2
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Nous avons donc '
‘ ., .. . h . . h .
(Vl,) ru_.zﬁh—' ru_'o.la: (—- E)@JB:‘*- ’—:‘Efaﬁ‘{-p--

De méme (13) multiplié par y,s. Y, nous donne

a( YaB Yam, (Yo Yom, = (Ya )l.m.(YB igm, — (YB )AWH(YG )"mn
+Z (YayDm, (Yay Jam, — (Yay Jm, (Yt Dm,
Y
+ termes symétriques,

d’ou ‘ .
h .
Ty, 3B°1—Txl ofaﬂ——'“lalﬁ JBJz—(fﬂpfu facfﬂp)g”"

Tenant compte de (Ill;), nous obtenons
. . h . .
(V) Tuapor— Tuofap = —[Jas8+SapS8o8%7]
h .. .
— 2 Lpsa foeSees? |

Multipliant (13) par (y.), (Ys), nous avons

4 (Y“ )ix"'a ( Tp )‘1"'! = (YGB )Ilmi ( Yﬂ )ig"l, - (Yo ) km‘.(Yﬂp )li”‘i

'+ e dum, (YaByDm— (Yabydiom, (T1)im]
Y
~+ termes symétriques,
d’ou

Tu.a/p— lu BJa= (— —h-> (faporn — w.faa+ﬂfasx NEITARE
qui, en tenant compte de (III,), donne
(VL) Tu /8 — Ty, aJa—(— ——) [fapor — fapy)T] =+ —h— 2 [ ©1Sa8— 7 fapy |-
Appliquant j? a cette relation, nous obtenons

Y Q- h . .
Ty,a0®— Ty g/Bja=— ;‘;J_Yfaﬁﬂa’

et en tenant compte de .
Tu,BjB: Tp,omu
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et de (III), il reste ‘ ‘
7 . oo h
ru..a“{a - lp.o/:-_—" #f:f._l_'_-
c'est-a-dire (V1,), qui apparait ainsi comme conséquence de (V1,).
La relation (13) nous donne les deux relations équivalentes
(Ycﬂ )l,m. (Ya )I,m, — (Y. )l.m, (Yﬂ )l,m. ( .{B )I.m ( To )l,m.
+z (YaBe )ty (Yae )um, — (Tu Yy (YaBe )iym,
-+ termes symetnquen,
ou encore

— (Yy8e )i, (Y )iymy = (Yo Diymy { Yydea )iy, == ( Yydta )umy{ Yo Jym,
+ (Yv{ Yo, (Ysa )l,m. - (Y52 )um, ( Yey Yym,
+ (Y&)t.m,('ﬁa )l.m. - (‘{ya )l.m, ( Y&c )l,m.
-+ (Yy&)l.m. (T:a )l,m, — (Yea )l.m,(T:nS Yy,
\ + termes symétriques.

Nous obtenons ainsi, d’une part,
o ' h
Tyap/a— Tu,afep= P [( W1J8—JB®1)8aa— (S aBpSas — SaBpS23)8°% |,

qui, avec (IIL,), se r(éduit a
* . . o~ . h .
(VL) Tyagfa— Tuafap= - (91/BBaa+ fagpSaag?)
h . .
‘ = 57 (91/88aa~+ [aBpSaa8”).
et, d’autre part,
- (Tp. YBE/: — Tu,afyae)
(w(fysea - wlfy&ca +f~(afm, ~+ o:fev +fa:fw:
—fya&—foa&—fez[ﬂ)v

221'

e}l introduisant le dual £, de j® par la formule .

SaByd= taytes*-

La formule (I1I,) donne alors

.

wif-{as:z +f6cfa7+faafe~{+fuf16: o,
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ce qui réduit la relation précédente a

(VL) — (qu&ja—‘ Tu,afr&e)
= 2[0S (fra ot frufor+ fuaf )]

- % [(‘)’-CT&_“—' (fra& + f&afﬁ-l-fu&)].

Cette formule n’étant valable que pour y>£d5£e5« et par suite
n’ayant pas une validité tensorielle générale.
D’autre part, nous obtenons de la méme fagon

Ty.aJy— Tu,xJa
=— (Tu. Ta‘jT— Ty yfyﬁe)
. =373 { [(f;pfac fzpfaa)é""—*-Jaf: qugﬁ §

+ 32 (fufer— ferSon),

et en tenant compte de (III,),

(V1) — (Tu,yaeJy— Tu,1fr2)
h ..
- = ar (S S50+ Jaie) gy + (SarSer— Lo for) |

Nous avons ainsi deux relations sans validité tensorielle générale,
mais ces deux formules peuvent se rassembler dans une formule
unique a validité tensorielle générale que nous écrirons :

(VL) Tp.y&c.l'z Ty, afxos‘— — — zfyzfae"l‘faafey +fuf76 - G’lfyaea
+ gay(fﬁf&agp +J_~{J6)
=+ g«a(.@fwg‘”+{'5jy) +6’ae(f_'6_pfycgpa+lij6) ;
h
= Py sfyafas'*'f&afe*{*‘fmf__ﬂ'— wifﬁaz

-+ gay(f:pféogpa'*'.l&]e)
-+ g«&(fypfwgpc +Jely)+ga'(f69f’{ﬁgpc+.lr./6)i

.

Nous allons montrer que cette relation entraine pour conséquence la
relation (VI,).
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En effet si nous multiplions la relation ( VI, ) par /**, nous obtenons
au premier membre,

Tp.,'y&ljafm — Tu.,afy&cf" =—Tua(w, 6’7:./.6 — Wy 6’33./'7)
=y ( Tu.&j*_r -- Tp.n_r.l.v;)

‘ et au second membre, apres un calcul sans difficulté utilisant les rela-
tions (III),

h

— e (@S S P
c’est-a-dire (VI,).
Le produit de (13) par (Ya8)(Yasy) =— (Yas)(Y::) nous donne

— G(YaB)um, (Y8e Diym, = [(YB3e Jumy (Ya iy, — (Y Jigmy ( Y88 Jim, |
- [(Yu&)l,m, (Y8)tym, — (Y8)tmy ( Yate )iym, J
+ [(YaBs) 4m, (Ye )ym,) — (Ye) tym* (YaBS)iym, |
- I_( Ycﬂc)l.m,(YB Yoym, — (Y8 )l.m,(’.’:ﬂz )iy, |
+ termes symétriques,

d’otl la relation
. h . . . .
TyapSfos— TpieSop=— 5= =[(fotesa— JaSose) = (Jaiess—j8 S siz)
+ (fapaJe —J_'sfzpa) — (faBeso— JoS a2 )|
mais
f.rpjﬁz o
nous donne par dualité
fﬂﬁeja - fa&ejB —faﬁa.h"‘ fchI'éz 0,
et il nous reste
h . . . .
(VIy) ) Tp.,aﬂf&e - Tp.,asfaﬂ = i (J_afﬁée - .l_ﬁfa&e -+ Laigl& - .[a_ﬁ_f.h)
' —_ P (JaSBse—JBSase+ faBess— SaBiJe)-

27

Cette formule n’est valable que pour o >£ 8 54 ¢ £ ¢, et par suite n’a
Pas une validité tensorielle générale.

Si nous calculons de méme

Tu.,aﬁfay - Tp.,ayfaﬁr
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nous obtenons la relation

{ 01 S8y — [By®1— SBrps P+ [Byos? | Saa

SRR

- o “h
FuaSoy — Ty aySap= an

:llb'

(fﬂyaJa _Jafﬂ'{ﬂ)
et en utilisant (1I1,), ' :
, ] h . N S . .
(V1) Tuapfar—Tuarfap= T[(1Sbr— [res?)80at (fBraso— [Brala)]
/i . . .
=— o= [(@1S8y — fo1pJ?) Saa+ (fBrasa—Joyaia)].

Cette relation n’est valable que pour a £ 8 £ y. Mais nous rassem-
blons (VI,) et (VI,) dans la relation & validité tensorielle générale

( quo) T!L.zgf5$ — rp”a!fap = %‘t { (&&Ja—@JE +fﬂ5£];¢—_f¢as.l_p)
+ 8ai (W1/8e— [Beps?) — Gae (@185 — [B2pJ°)
— 885 (@S as — [acpJ?) + 8Bs (01 fas — [aspJ?) |-

. T .y e . ~
Si nous multiplions cette derniére relation par f, en tenant
comple de

f&sfsaz —hw?, Tg,r}sfs‘= - /Ty.,omn
nous obtenons facilement I’expression (VI,) de
Tu.aﬁ Wy — Tp.,ofaB-

Nous avons ainsi obtenu dans les formules (VI,), (VI,), (VI;),
(VI;) et (VI,,) toutes les relations: différentielles du type étudié et
nous avons montré qu’elles se déduisaient de deux d’entre elles (VL)

et (VI,,).



