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DE
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Sur les relations tensorielles entre densités de valeur.;
m‘o'yennes en théorie ddl’électron de Dirac. ][ . Rela—
tions di]féren tielles ;

PAR GÉRARD PETIAU.

La théorie de l’électron de Dirac représente ce corpuscule par les
fonctions d’ondes ala—(i: 1, 2, 3, 4) solutions de l’équation

(1)
[2—h-m.

-;———î$;+Ê<—2
—î—i)d_—îp

ap +
moca.]

\P.-=o,

dans laquelle a. , «2, «::3 , a. sont des matrices liées par les relations
(°) ap.av+avap.=2ôpv (P—, ”21, 2, 3, (|).

Ces quatre matrices, par leurs produits, permettentde construire un
système complet de 16 matrices ou, que nous écrirons

(3), iawp=i(apavap—auôvp+avdmx—ap d…),
mat,a;a. (F:l, 2, 3, 4).
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;

ao=1, a… ia…=i[apav—dpv],
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Ce système est irréductible,et par suite ces matrices sont du qua-
trième rang.

Les matrices aA peuvent être considérées comme des opérateurs
opérant sur les 4»,— et à ce titre représentent des grandeurs caractéris-
tiques de la théorie de l’électron dont les densitésde valeurs moyennes
s’écrivent

_ .

-

(4) ’ EP.ŒAqJ.
’ '

De même, on définit au moyen des opérateurs

__h_ _2_ à d _! 0
'

… aæu“*_“*fi “(:?—za; ’
<— ——>

des densités de valeurs moyennes différentielles

… T“*Ë<£â>l<£î *)et-t‘e<£fl>l
A la forme d’espace temps (t, a:") de l’équation (l), on peut

faire correspondre une équation écrite en coordonnées d’univers
(æ‘: ici, a:") en introduisant les matrices

Y‘=d“ y,,:: l’a‘ap.

L’équation (I) est alors remplacée par l’équation
h à .(6) [(—m>a—æin+lmoc]uÿi=o (p.=1,2,3,4)

et des densités de valeurs moyennes analogues à (4) et (5) sont
définies par
(7) Ÿ+YAŸ;

— h _ ' d d“” î—âl(àä '“>T**"‘“Y* (ä*>l’
avec pour les “ les expressions

Ÿo= !» Yw i-…= l'(Yu‘rv—lôuv)»

(S') tiWp=i(Yp-Tv Tp—YPôVO+ÏVôuP'—ÏP ôtlV)‘

Yun: Yi '}’2 7374
'

et en posant
++='+*ia;
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Les densités (4) ou (7) ne sont pas indépendantes et sont liées par
des relations qui ont fait l’objet de nombreuses études. M. Pauli ( ),
le premier, les a déduit systématiquement d’une identité liant deux
systèmes de matrices y,. Depuis, ces relations, ainsi que celles liant
les T… ont fait l’objet de nombreux Mémoires utilisant la méthode
de-M. Pauli. En particulier, M. Kofink (’) a établi un trés grand
nombre de relations de divers types entre ces grandeurs. Mais
l’obscurité de son symbolisme, ainsi que l’absence de notation tenso-
rielle en rend l’intelligence très difficile. J’ai personnellement étudié
les relations entre densités de la forme (4) ou ( 7) dans le cour,» que
j’ai professé au Collège de France comme boursier de la Fondation
Peccot en 1942, à partir de la méthode de Pau“. Dans un exposé (")
fait au Séminaire de Théories Physiques de l’Institut Henri-Poincaré
en novembre 1944, j ’ai repris cette questionà partir d’une méthode
plus simple que celle de M. Paul], faisant intervenir la génération des
matrices de Dirac à partir des_matrices de spin. J’ai pu ainsi établir
toutes les relations entre densités du type (4) d’une façon systéma-
tique en les mettant sous une forme tensorielle générale qui m’a
permis de montrer que l’ensemble de ces relations se déduisaient de
quatre d’entre elles. M. Costa de Beauregard a examiné également ce
problème dans sa thèse (‘), en étudiant par la méthode de Pauli les
relations liant les densités des formes (7) et (8), mais il n’a pas établi
toutes les relations entre T,,_, et faute d’une notation tensorielle bien
adaptée, les formes générales n’apparaissent pas clairement.

Nous allons reprendre ici cette question et obtenir sous une
forme tensorielle générale, toutes les relations entre grandeurs
des formes (7) et (_8) que nous déduirons d’un nombre minimum
d’entre elles.

_
Nous partirons d’une remarque préliminaire. Si l’on considère les

16 matrices ouA indiquées en (3), on constate que la matrice et, a,a,a.
anticommute avec oc. , a,, ou,, et,, et par suite ce système peut être éga— 

1 Ann. Inst. Il. Poincaré, 6, 1936, p. 109.
Ann. der Physz‘k,38, 1940, p. 421, 436, 565, 583.
J. de Math., XXV, 1946, p. 335.

(
(’
(
( hêse, Paris, 1943.

)
)

.3)
)T5



4 GÉRARD PETIAU.
lement considéré comme obtenu avec 5 matrices fondamentales a,,
a,, a,, a., a. en posant '

œ.=a.azaaat-

Si nous introduisonsinitialementces 5 matrices liées par la relation(2),
on obtient par combinaison 32 matrices, mais ce'système n’est pas
irréductible et se décompose en deux groupes de chacun 16 matrices
obtenus en posant soil .

1;=+ 1: a,a,,a.,
soit

Par suite. nous pouvons rattacher ces cinq matrices à une équation
d’ondes, dans un espace à cinq dimensions, de la ferme

_}.1_ l 2 h
3

Ô h à __
2m‘c dt+ _Œ)Eïfi“p+ _2_1ËÎ')Ê Œ.+ mood. xp,—o

p::i

e (_ h à __8V C 2fi(.>âæîtp_û.

…)

Les 16 grandeurs $*a,z}; devront donc s’interpréter soit dans un
espace à quatre dimensions, soit dans un espace à cinq dimensions et
les relations qui les lient écrites sous formes tensorielles devront
s‘écrire soit avec des indicesvariant sur 1 , 2, 3, 4, soit avec des indices
variant sur 1, 2, 3, [|, 5.

Dans le premier cas, la métrique étant
g..=+1, ÊPP=_I: €tp=gpb=O;

nous posons
‘

J.&= ‘l”°‘o “l': jp: ‘V°‘p‘lh “°!: ‘«l"'°‘ülb
f…: 1r, : tp*iap. tl}, sp : s.,,= tp*iaqr +,
S. =sMr=+'iapqup, qu= Pr : ‘PtiapqÂ—‘P2

(n),: \P*iŒ1a,a;a.nÿ.

(I°)

Au tenseur f… de composantes f,,,, fpq correspond le tenseur dual

I
f5«= ;epmflw,
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en posant
‘

.

£…p,=:t !,

suivant que la permutation (uvpo) se déduit de (x 2 3 4) par un
nombre pair ou impair d’inversions.

Dans le second cas, nous introduisons la métrique

g..=+l, ,g'pp=g“=-_—l, g”=gp.=g“:o,
et nous posons

11 = =P*%% j,, = ‘P'Gp‘lh j.= ‘lJ‘d-‘P = «Va. °=°‘a°h4h
fw= ‘l"i“Pt‘l': fM= ‘l‘*i°‘qu‘l’»
fp5=‘lfi“qr‘lh fu =‘P'iapqr‘l"

\
(:); =hP'Œ.tP.

(")

Au tenseur fap de composantes f…, f,… f,… f.. nous associons
encore un dual, maintenant à trois indices, que nous écrivons

I
faBï: ; sapïaf5‘, avec sapTa=i 1 .

Avec "la premiére représentationnous avons établi [cf. le travail cité
p. 3, note (**)] entre densités les relations

! J'thL =spsF=œî+ œâ, jp_sF :o,
fH-st :_ œ,jP—, fp.vj" : (0,3…

(l) fp.v*J.v ' =-—fih£p.: füy8" =œ,jP-,
‘fuvf‘“ _

=2(‘°Î—wâl» fûpf‘”=—w.w=gû.
Suiv_ svju. =fy.v (a):_ fûv®iy

\ SuS"+Jlaf”=fupr"+ °°Î é’ÏL'

‘
Ces relations se dé.duisentde quatre relations fondamentales que nous
écrivons

jpjP-=sp,sP-= €.)? + &)ä,

jus“: o,
(Il)  . 1 .(,) s P_ _ @ 3901 -

f… ... ! t“?! 2
pvpa JA

ou; + œ;
,
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Avec la seconde représentation (a, B, 7 . . . =1, 2, 3, &, 5),*ces
relations se rassemblent dans les formules

(‘) Jia/‘J£ .,:mï,
(?) f“Üs : …,

(3) faYfpY : œ'{g,,-B——j,,ji’,.
(4) fasvf*°= “*(é’ZÏB — gË./‘«)—
(5) fav” = w:fa3»
(€) faBÏY+fB—rÏa+f—njfi== ‘°1fa6ïr

(111)

qui se déduisent toutes de (3) et (5), ainsi qu’on le constate facile—
ment. Nous ramenons donc les relations indépendantes aux deux rela—
tions fondamentales qui caractériseront les grandeurs et positions
relatives des tenseurs w., j… [113 :

\ fGBYJ.Y : œtfaB:(IV) ‘ '— . ô .
( fafivfl8= °°1ŒÊJB" €BJ:)-

Nous allons maintenant examiner les relations liant les grandeurs
de la forme T…. Afin de faciliter leur étude, nous emploierons les
grandeurs définies au moyen des matrices y,.

La métrique est alors définie par
g…,=+l, è'aB=‘—‘

_

(a,@::1, 2,3,4,5),

nous POSOHS

(la!)
:

m,:d;
4Ï_ +J‘al—“l)—{”Yaz‘4l’,

faB——‘l‘ 1m%

mais m,, j,, et fa? diffèrent des densités désignées précédemment par
ces expressions par des facteurs i _i, i 1. Néanmoins, on voit faci-
lement que,‘ pour ces densités, les relations (III) et (IV) sont encore
valables.

Les relations que nous cherchons entre grandeurs

h à
‘

à !Tw= {Fai (ax—u +)W — ‘P+Y*(äæfl>s’

seront déduites de la relation de Pauli liant deux systèmes de
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matrices YA» soit
(13)

_
Z(n)gm.(m…= {. «L…, et,…“

A

Par-combinaison nous en 'tirons des relations matricielles qui
s’écriront

(là) . 2 (YB)hM,(TC)QM,=Z (YD )I,m,(YE)l,m,s
B,C

. .
D,I

.Multipliées à droite par q;,…, %, à gauche par %, 442, ces relations
' ' nous donneront le système( III).

Si nous posons
'

d +_ a “#‘l'P-“" àæpl‘l" ‘l‘P- "“dxu‘l’ '

et si nous multiplions (14) à gauche, puis à droite par

‘l’Ëh'l’î ,et ‘l’ml'l’m.’ ‘l’Ï‘l‘î et “PP—m.‘l’m»

‘l'î‘l’Ëë “ ‘l'm‘l‘m: ;. iii. et l*l‘mt ‘l’PJhf

. Nous en déduisons d’une part,

2 TP»B(‘l’+ÏC‘l’)+ (‘l'+Tn‘l'lTwc
(15)

11,c

=2TM,D(EP+YE‘lÙ+ (‘P+Yn‘l')Tu.flv
11,11

et d’autre part,

2Tu.n(‘lfi‘rctl‘) — ($*ï;$)Tp_c
(r ) "*°6

=2<+ âhîî l<5%<**TW>)W*YM — WWW) (ä'îîâ (++yztp)) ;.

- Nous sommes donc conduit à deux types de relations difl‘érentielles.
Les relations (15) se déduiront facilement du tableau (III), car l’on

voit‘immédiatenient que les simplifications introduites dans le calcul
par la compensation de termes entre les deux membres, lors de l’éta-
blissementdes relations (III) à partir de (14), se reproduiront ici.
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Nous obtenons donc en posant

T,… =
(ê)<+m—+m»(17) T…. = ”,—(+än+—@Ya%),

Tw=—,…—h-.(4Æm=P—— ‘l'+iYaB‘l’u):

un systéme de relations différentiellesqui s’écrit
' (') Tu,aj“ =Tu,oœn

(°) Tu.cuBJl3 +faBTu.p :O,
(3)

ï_…,fiï
+f,,TBï=2T,,,—…,gâ T,…jB_TBj… .

(V)
: (!‘) TP——8°3Tfl +fŒBYTU-Y8=Ttl°(gæJfi—€ËJa)+wa(âîTup—gpTu,a):

(5) Tp.,apr17 +faflïTu.T =T,,,ofafi+œlTuGP!
.(5) T.»«317 + Tufirla +TPau./B+.faBTu.Y+fBvTu,a+f7aTu.fi: Tu.°fafiv + œ1Tu.afiv

et l’on peut voir facilement que ces relations se déduisent toutes des
relations (V ) et (V,).

Nous allons maintenant examiner les relations du type (16), dont
l’étude est plus délicate.

Nous partirons de la relation de Pauli (13) que nous écrirons sous
la forme

—l (Yo )4m. ( Yo )&m=}: (YA)iim—1(TA)&mv

Multipliée par (y,), (YC ), nous obtenons

(18) 4(YB)Am,(ÏC)i,m,=z (ÏBA)Qm,(YCA)Qm,1
A

et par la combinaison indiquée plus haut, nous en_ obtiendrons une
relation du type (16).

Nous remarquerons que, dans le second membre, les termes symé—
triques de la forme

(7°)àm(T8)izmt+ (YE)am.(‘fn)àm{
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donnant par combinaison la somme

(‘PÉYD‘Ÿl(‘P+Yz‘l') “' W"‘Tn‘l“l WîTs‘i‘b+ (final!) (WN) —— (‘P+Tn‘iI)WWW)= 0,

n’apporteront aucune contribution à la somme, tandis que les termes
de la forme

' ( YP)1,m,(YB)l-m— (Yt):.m.<Y6)Mw

donneront

(rg) [(à—L <+wm)<m+> —— <+m+>(£î <+m+>)}

La relation (18)noi15 donnera alors une relation de la forme

(zo) Tu,nfc— T…:f»= â [(%)2(ä<m)uæ
— (ma—%. (fi)]-l‘,G

Nous obtiendrons toutes les relations de ce type si nous considérons
les premiers membres‘

Tu,a (:), _ Tu,oja; Tu,ajB _ Tp,Bjm

TwB‘°1 — Tu.ofafl’
Tu,afifï — Tu.1faB»
Tu.aB fvô — TmôfaB—

Afin de faciliter l’écriture, nous désignerons, suivant une notation

(21)

de M. O. Costa de Beauregard, la dérivée £îo+on par a]fiy,aL en

soulignant les termes dérivés par rapport à x“.
La relation matricielle (13) nous donne ainsi

4(Ya)“"“(Yo)l‘m'=2 (Yap)gm,(yg)gml— (73)i1…,(73)…‘ + termes symétriques,
B

d’où nous tir0ns
, . h 1 , . .

TP—,aœ1 ““ rlUL,0.lm=—' &; ; {la_B_Jp—‘.Ëfafi ;
Mais la relation (III,) nous donne.

jÆjfi+jfifä:o.

Journ. de Math., tome XXVI. — Faso. 1, 1947. 2
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Nous avons donc
_

W T T"— "‘ 'B-—"‘ “B( 1) 11,15)! “"' u.,oja— (_ fi)-£îË"‘ —-+ fifaB/__

De même (1 3) multiplié par %? 70 nous donne _

«': (YaB >… (Yo>…= (
‘.='a )z.m.(Yp>… — (TBh.m.(Ya )…

+2 (…>… < mM….— <v«.>…<v…>…
Y

+ termes symétriques,
d’où

_

—

. h 1 . . . . , .

“*-°°î‘"“ Tvr°f«°= :: ; {!:/B —J_EJ«
— (f_flef««—Jlæfflp)ä”:-

Tenant compte de (III.), nous obtenons
, , , h . .(‘Il—_») 1u,aBwl— rn,0faB:

5—1E[°ŒIB+Œqugf°]
h . .=— a[zex=+1æf««fi°1-

Multipliant (13) par (YG), (YB): nous avons

4 ( Ya )i,m, ( YB )I,1m: ("{aB )iun, (Yo )À'"; “— Yo ) m,IYaB )àflh

'+Ëtm>…msy>am.— <v«sv>arm<ïv>am«1
Y+ termes symétriques,

d’où
. …

.
. h 1 . .

Tea/B “’ lu.Bla= (““ ;5>5{[Ëw1—Îlf«B+J_IfaBY—'fañïfl }!

qui, en tenant compte de (III.), donne

. . h . h .(VI:) Tea/B_ Tu,Bla=<—' ;;) [[a_fi‘°i —fŒBYJY] =+ ;; [&faB —J_Ïfaflï]—

Appliquantj3 à cette relation, nous obtenons
., . . h . .TP,3w,- — Tp__p‘]3_]a:_ "{{-{ÎfŒBY-IB’

et en tenant compte de .
Tu,BjB——'Tp,o®u
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et de (III), il reste

, … . l:
ru..aw_1"‘ lp.,o,/:: ;;fæ:_L—_.

c’est—à—dire(VI, ), qui apparaît ainsi comme conséquencede (V], ).
La relation ( 13) nous donne les deux relations équivalentes

(YCp )‘:"h (YG )ign'gw—— (Yo )l.m, (ÏB )l,m.“' (TB )lw:. (To )l,m.

+Z (Ylpl)AM, ( YG! )l,m. "— (Ya: )l.n:, ( Y:Bl )l,m.

+ termes symétriques,
ou encore

‘" (Yyôs )Qm.( Ya ):“,m,: (Yo )l.m, ( Yyôsa )i,m. ' ' ‘ Trôea ):.m,( Yo MM:
+ (Y!ï )àm,( Ïôa )l,m. "' (YÔ: )‘gmg ( Y!T lt,m,
+ (Y&)âm(Yva )ëm. ‘ (Ty: )l.m. ( Yôe )l.m.
+ (Y15 )hmg (Ysa )th "" ( Yu )l.m, ( Yyô )l,m,

\ + termes symétriques.

Nous obtenons ainsi, d’une part,

Tu«;BJ'a—Tu,.afas=: [(_“1/8*18“l)o—Uafipfaafaflpfz_zlgpa]
qui, avec (HL), se réduit à

(VI.) Tu,aflja'— Tu,àfas= %(g/‘Bgn+ffipfigW)
[: .‘ =—— 2—-fi(Œ:J_ÊËaa+/afipfæagpa)°

et, d’autre part ,

_ (Tu,yôsja “‘ Tu.,)afyôe

=2 -2-—hn(œAfYôea—œ1fYÀŒ+I_L1/‘ôa+ â“f‘Y+f_îî/Ya
_fTa._f__oe—fôa[Ï—fea_fïl),

en introduisant le dualfvôea dej? par la formule ‘

faByô= sapïajë-

*Laforinule (IH,,) donne alors

œ1f7651 +fôsfay+fäafw+fæafyô—°—”0:
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ce qui réduit la relation précédente à

(VI:) '— (Tp.ïôcja—Tp,afyôel
— & [wa—— <æfa=+z_æfw+œm>l

= % [Mæ— <f@ + fô°£a+f°°lfi)]°

Cette formule n’étant valable que pour Y ;£87£ 576 a et par suite
n’ayant pas une validité tensorielle générale.

D’autre part, nous obtenons de la même façon

Tu.aflfï — Twins:_
h,(Tuï6‘JY— Tu. ,yfyôel

[(f_‘_PfÔU—'f£pfio)Æ°+15fi——J°j_ô]g'fY}

fôTf‘T—_f__£ïfôy),

\ =2_h—1î2{

+2_fi(_

et en tenant compte de (III,),
(VI.—.) — (T0nYô‘jY_ T“-TfYÔ°)

h . .
_ = &; [(Zæfäaâ‘°°+Lôh)gw+ (Met—fflfôï)l'

Nous avons ainsi deux relations sans validité tensorielle générale,
mais ces deux formules peuvent se rassembler dans une formule
unique à validité tensorielle générale que nous écrirons :

_ 11(VI.?) Tp,ïô£]æ "" Tu,afyôsc “"
2—1rl‘ffifôe—l—‘Ël‘er+.ËfY5_

É’_£fYÔEŒ

+ g«7(Ëfaaÿ°+ùfa)
+ gaô(&feaäpa+L}f1)+6’ae(&fWÊ”+.Ï_vjô) ;

h= _leyaf_£s+fôaf_ex+f=aä—‘°if_‘rôfg
+ ga7(fepfaag"°+1m)
“l' gaô(f1pfeogpc+]€I__7)+ gas(fäpfÆ-âpc+1718)î-

.
Nous allons montrer que cette relation entraîne pour conséquence la
relation (VI,).
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En effet si nous multiplions la relation ( VI,) parf“, nous obtenons
au premier membre,

Tp.,yôe.Ïaf“_ Tu.afyô:f"=_ Tu,a(‘°aé'y°jâ_ mafia/iv): mt(Tu.ôjy _ Tung/ô)

et au second membre, après un calcul sans difficulté utilisant les rela-
tions (III),

Il .*“ awfl(afvô—fvôpzf)—

c’est—à—dire(VI, ).

Le produit de (13) par (Yap)(Yasï)=—(YGB)(YÈ) nous donne
— û(w )tm.Häe )rÏm,= [(Ypae)am.(‘ra )… — (Ta )…<ma )…J

— ((un)…( 75 )… —— (73 )…,(7m )….)
+ [(Yafiô)ëm.(Y=)mml— (n>«…*<wa>…. ]_ l(YaBe)£.m(Yô )l,m. _ (Yô ll,m,(‘{aBe )t,m,l
+ termes symétriques,

d’où la relation
_ h 1 . . . .Tu,afifôs— Tp,ôefaB= —

2—11 ; (@J:—J_J35q -— (f_ac‘»_dô —13f155)

+ (@.Ïe_J_£faBô) _ (f_afi_£jô_jôfaôe )]
mais

f73jB= 0

nous donne par dualité

fBôeJ°a _ faôejB_ faflôle+ faBe/ô: 0,

et il nous reste
Il . . . .(VI:)

.
Tp.,anôe_ Tp.,ôsfaB: ;} (.Œffiôe_ J£faôe+ LŒÈJÔ

_
,£_az_fiê]c)

' :_ L(JaŒæ—f'séfi+f«fleJê—f«flôà>-
271‘

Cette formule n’est valable que pour a 76 B # 8 7£ &, et par suite n’a
pas une validité tensorielle générale.

Si nous calculons de même

Tu,aflfaï_ Tp.,ayfa$r
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nous obtenons la relation
1 v ,-

.

EiËLÏBY—Ë1œi—Œgfi—t—ffiwlj; &…Tp,aflf“‘ï_ Tw«7fafi: 2_h£

+
;'%; (.f3æf« “‘!Èfflïal’

et en utilisant (III.), '

.

(vn) 'ru.apf… — T.u,nfap= % [(‘flfñv — [319] P)È’«a + (Zfizgh—Üffivalfi)l-: __
£? (œ,f_…_ f…,_‘P_)g…+(fp@—f_pÿ«)].

Cette relation n’est valable que pour a# 3567. Mais nous rassem-
hlons (VI.) et (VI,) dans la relation à validité tensorielle générale

( vn…» u.,pfôs — r…asfas: ;; { (Moe —— @@+fpasJ_g — f«au_g)
+ gaz?» (93fBe

— &3fl’)* é’ae(9.1f% “’fie”) ‘

_ gpa (&fae_ .£afiJip).+ €B= (Ë1f°lô_ £°‘_ôfijp) ;°

Si nous multiplions cette dernière rel&ition par f55, en tenant
compte de

fôz.feô=—llœtîa Tp.,âsfe‘=—4Tp,oœu

nous obtenons facilement l’expression (V12) de

Tu..aBwi '— Tu,ofaB-

Nous avons ainsi obtenu dans les formules (VI.), (VI,), (VL),
(VI,) et (VI…) toutes les relations différentielles du type étudié et
nous avons montré qu’elles se déduisaient de deux d’entre elles (VL)
et (VI…).


