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ÇîïSUR QUELQUES CONGRUENCES ATTACHÉES A UNE SURFACE. 1  
Sur quelques congruences attac/aéex & une rar/dee;

PAR Mumu DECUYPER.

INTRODUCTION.

Nous nous sommes proposé dans ce travail, d’étudier quelques-
unes des congruences les plus simples que la géométrie projective
différentielle conduit à associer à une surface. Ce sont d’abord les
congruences des axes définies à partir d’un réseau conjugué
quelconque, et ensuite les congruences des directrices de Wilczynski.

‘ Dans une première Partie, après avoir rappelé en quoi consiste la
méthode du tétraèdre mobile, nous l’avons utilisée pOur trouver les
propriétés des premiers et des seconds axes d’un réseau conjugué. En
particulier, nous avons étudié la correspondance entre les éléments
focaux des deux axes et les conditions de stratifiabilité entre les
congruences des axes déduites d’une suite de Laplace. Puis noUs
avons montré que la configuration formée par un couple de surfaces
ayant mêmes premiers axes relativement à un réseau conjugué
commun dépend'de dix fonctions arbitraires d’un argument. Le cas
particulier simple de deux réseaux qui sont doublement de Kœnigs
par rapport à deux droites D, D’ a été considéré : une telle configu-
ration ne dépend que de quatre fonctions arbitraires d’un argument.

Dans la seconde Partie, nous nous sommes attaché à reconnaître
la nature d’une congruence de premiers axes. Nous nous sommes

‘ servi de la méthode classique, rapportant l’espace à un repère fixe.
Nous avons montré qu’une congruence C et une surface S étant
données on pourra, suivant les cas,, trouver sur 5 zéro, un, deux ou œ'
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réseaux conjugués admettant C pour congruence des premiers axes
et nous avons donné des exemples des diverses configurations
signalées. Une surface S quelconque étant donnée, on peut toujours
trouver une infinité de congruences dépendant d’une fonction
arbitraire d’un argument telles que chacune soit congruence des
premiers axes pour deux réseaux distincts tracés sur ‘S; mais, pour
que la surface S possède une infinité de réseaux conjugués admettant
même congruence des premiers axes, il faut qu’elle satisfasse à une
certaine condition que nous avons établie.

Nous avons reconnu, d’autre part, que toute congruence C est une
congruence de premiers axes et que la surface S qu’on peut lui
associer à ce point de vue dépend de quatre fonctions arbitraires d’un
argument_‘ Le cas ;où la congruence C est linéaire a été traité plus
complètement : nous avons montré que sur la surface S la plus
générale associée à C, le réseau admettant C pour congruence des
premiers axes est formé par des courbes appartenant à des complexes
linéaires par rapport auxquels les directrices de C sont eonjuguées;
nous avons donné des solutionsdépendant seulementde trois fonctions
arbitraires d’un argument, sur lesquelles une famille du réseau est
formée de courbes appartenant au même complexe linéaire, et des
solutions dépendant de deux fonctions arbitraires d’un argument, sur
lesquelles chacune des deux familles du réseau est formée de courbes
appartenant au même complexe linéaire.

Enfin, dans la troisième Partie, nous avons rassemblé quelques
résultats relatifs aux directrices de Wilczynski. Il faut noter que les
congruences‘de directrices ne sont pas des congruences générales :

en effet, une surface étant donnée, la congruence des premières
directrices, par exemple, est parfaitement déterminée et l’on voit ainsi
qu’une telle congruence dépend seulement d’une fonction arbitraire
de deux variables, alors que la congruence rectiligne la plus générale
dépend de deux fonctions arbitraires de deux variables. Le problème
difficile qui consisteraità reconnaître si une congruence donnée est
congruence de premièresdirectrices n’a pas été traité.

Nous sommes revenu dans cette dernière partie, à la méthode du
tétraèdre mobile. Étudiant les éléments focauâ, nous avons montré
qu’un foyer d’une directrice est le pôle, par rapport à la quadriquede
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Lie du point correspondant de la surface, d’un plan focal de l’autre
directrice, et nous avons utilisé ce résultat pour l’étude des couples de
surfaces ayantmêmes premières et secondesdirectrices de W1lczynsk1
Nous avons terminé en donnant les équations des directrices d’une
surface définie par rapport à un triédre fixe, par son équation
z...—f(æ, y). Ce calcul fait apparaître que les directrices dépendent
de :, cc, y et des dérivées partielles de : jusqu’au quatrième ordre.

Je tiens à manifester à mon maître éminent, M. Gambier, ma
profonde reconnaissancepour les conseils éclairés qu’il m’a donnés et
qui m’ont permis de réaliser le présent travail.

PREMIÈRE PARTIE.

AXES D’UN RÉSEAU CONJUGUÉTRACE SUR UNE SURFACE.

! . Dérmnmus sr nounous. — Considérons sur une surface(M,) un
réseau de lignes coordonnées conjuguées u= const. , v= const. On
sait que l’on peut définir à partir de ce réseau une suite de Laplace, en
général illimitée dans les deux sens. Les tangentes à toutes les courbes
o=const. forment une congruence pour laquelle la surface (M,) est
une première nappe focale; la seconde nappe focale sera appelée (M,);
les développables de la congruence M. M, sont formées pour une
famille, par les tangentes en tous les points d’une même courbe
v=cbnst. et poi1r l’autre, par les droites M.M, issues des divers
points d’une même courbe u: const.; elles déterminent sur ( M,) un

. réseau conjugué u: const. , v= const. En opérant sur la surface (M,)
‘ comme on a fait sur (M,), on obtient la surface suivante (M,) de la

suite et l’on peut continuer pour obtenir (M.), (M |,), . . . . En
remplaçant les tangentes aux courbes v= const. de (M.) par les
tangentes aux courbes u=const., on obtiendrait la surface (M,) et
l’on'pourrait prolonger la suite dans ce sens (M, ), (M,), (M_,), . . ..

Nous. désignerons dans ce qui suit par (M,—) une surface de la suite,
ou le réseau (u, v) défini sur cette surface par les développables,
réservant la notation M,— pour le point générateur de cette surface.
A un point M. de la surface (M,), nous faisons ainsi correspondre des

Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 1, 1947,
’

3
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points M,, M,, . . ., M,, M-,, . .. sur les surfaces (M,), (M,), .. . .,
(M,), (M-,), . . ..

Les plans tangents aux surfaces (M,) et (M,) aux points
homologues M et M, se coupent suivant une droite M L, qui sera
appelée premier aæe du réseau (M, ); la droite M,M, qui correspond,
par dualité, à ce premier axe, sera appelée le second aæe de (M. ).

Nous nous proposons d’étudier les congruençes des axes en fonction
de la congruence M M, qui caractérise la suite; nous utiliserons
les notations que M. Finikofi‘ a employées dans son traité de
géométrie projective différentielle, pour l’étude de certaines questions
relatives aux congruences. ‘ '

2. MEmons ou TÉ‘I‘RAÈDRE uosn.s. —— Rappelons d’abord en quoi
consiste la méthode du tétraèdremobile.

Dans l’espace euclidien, un point quelconque M est défini par ses

quatre coordonnées (a:, y, .. , t); ces coordonnées peuvent être
remplacées par des nombres proportionnels (uw, p.y, pz, p.t) et le
choix d’une valeur particulière p. s’appelle norm'alùatwn du pomt. Si'
un point M(æ, y, :, t) est situé sur la droite qui joint le point
,M(æ,, y,,e,, t,) au point M.(æ., v,, s,, t), il existe deux nombres
X, et ).. définis à un facteur de proportionnalité près, tels que

.I:: À,x,+ À,æ,,
'

t,-: ),,y,+ ).,y,, : : ‘A,z,£t— Â,z,,
_

t: Â‘,t,+ .71, t,.—

Nous représenterons l’ensemble de ces quatre égalités par
M : À,M,+ AM,.

De même, un point du plan M,M. M, sera défini par trois coeffi—
cients hombgénes )., , X, , ‘A, , et l’on écrira

M=ÀOMO+ )l1M1—l— À2M2

pour traduire l’égalité
(L' = }0370 + 11$1+ 7.2Œ2

et les analogues en y, z , !
Enfin, un point quelconque de l’espace pourra être défini à partir

de quatre points M,, M., M,, M, 11611 c0planairespar un systèmede
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quatre coefficients X,, X, , X,, X,, et l’on écrira
M : À,M,+ À,M,+ À,M,+ LM,

pour traduire l’égalité
,

'
a: :: Â,x,+ l,æ, + Â,æ,+ Â,x,,.

et les analogues en y, z, t.
_

Nous représénterons par (M,M, M, M, ) le déterminantforméparles
coordonnées des points M.,, M,, M,, M,.

Si le point M, dépendant d’un paramètre a, décrit une courbe,
' . M(u+Au)—M(u) . , . ... .

le pomt Au est situe sur la dr01te qui JOHN. les pornts

M(u) et M(u+Au), et le point M.,, dont les coordonnées sont les
dérivées x,, y,, 3“, tu de x, y, :, t par rapport à u, appartient à la
tangente en M.

Un tétraèdre M,M.M,M, est défini dans l’espace eu—clidien par
les seize coordonnées de ses sommets. Si les sommets dépendent de
deux paramètres u, v, le tétraèdre prend oo’ positions et les dépla-
cements infinimentpetits des sommets du tétraèdre seront définis par
les équations

(I} , M,u=2 a{‘Mb M,ÿ_:2 bÎMÆ (t°, k=o, [, 2, 3),
4 k k

où les coefficients of, bf satisfont aux conditions d’intégrabilité
obtenue sen égalant M,“, et M,“

(»»—> <af»—<bfh=2 <bäaÿf—aæ'bfi»
]

Si, réciproquement, nous considérons maintenant ces 32 fonctions
a,", b," satisfaisant aux conditions (2), elles rendent le système (1)
complètement intégrable. Nous devons regarder le système (1)
comme remplaçant quatre systèmes de même forme relatifs, le
premier aux ac, les autres aux.y puis aux z, puis aux 1. La solution
générale de chacun d’eux dépend linéairement de quatre constantes
arbitrairés:_ Or, par leur origine, nous connaissons pour chacun
quatre solutions particulières,— constituées par les coordonnées des
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sommets du tétraèdre de départ. Ainsi, nous pouvons dire que le
système relatif aux œ, admet les quatre solutions particulières

. ' .(a:… æu “"a, $;): (fo; J’“ )’2: ya): (50: 51: 521 53)» (ter tx: ta:- ta)"

Par conséquent, en désignant par (æ0,æl,æ2,æ?) la solution
générale, on aura

æo= C3æo+ C},y.,+ Cf“, zo+ Cf”, t…

(3) Â=C3æg+Cây,—+—Câzi+Cätv
‘î2= C8$2+ Câ_Ï2+ Câ$g+ Câ tz,

æ_…,=: C3x;,+ Câ_y;.+ Câz3+ Cät…

où C3, (‘,, C3, C}; sont quatre constantes arbitraires.
Mais nous aurons de même, pour les y, z, t

ÿc=Ciæo+ciÏo+cizo“l—Çitos ;= Coæo+Cs.}’o+cäzo+Cii to:

(4) Ï3—(Joæa+ C1Ïs+ G253+ Cat“ 53;= C0$3+Ciya+câza+cgtas
to_Cæo+CJf—l-Cug+Ctoy —

Î3=Cgx3+Câysâ—C‘âz3+Cât3. '

On voit ainsi que le système de quatre points M_o,' M_., M;, lÎ’lî
le plus général, donc le tétraèdr‘e 'A le plus général défini par le
système (1 ) se déduit du tétraèdre initial MM…M,M par une
transformationhomographique. \

On peut donc dire que les fonctions af , blc Jéærmznent, lorsque les.
équatzons (2) sont satzîsfaûes, un tétraèdre mobzleAa une transformation

‘

pmjectz‘ve près.: Le tétraèdre étant déterminé, les congruences
engendréespar ses arêtes le sont également, de même queles surfaces
décrites par les sommets.- ,

‘ -

5. .Dans ce qui sdit, nous : prendrons pour tétraédre mobile' de”
référence le tétraèdre M0 M,NLM3 dont les quatre sommets sont des
sommets succeSsifs de la suite de Laplace définie par lefrés‘eau
conjugué (M.). Puisque Mo..ÎM1., 'M,u appartiennent à. MOM—. , M1 M,,
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M.M3 respectivement, on a

‘_ aä=@=a2=aî=a3=aâ=o;
en multipliant les coordonnées de M1 par un facteur convenable, on
peut réduire a: à zéro; on pourra réduire b? à l’unité par la normali-
sation de Mo; on a de même

bÏ=bî=bä=bä=bä=bä=o,

et des normalisations convenables pour M2 et M3 permettent d’écrire
le système (1) sous la forme '

Mo.: mM., M…_= _— PM0+ RM,+NM, — AM,,

(5) Min: 6M2, Ml»: M0+PMu
Mzu=PiM2+ M3, M1”: 61M1,

M3": ""‘-AgMo+ N1M1 + R1Mg "" P1M3, M3v= m, M2

et les conditions d’intégrabilité (z) s’écrivent    
' “ dlogô‘ . ôlog 61:

dv ’ Pi: du ’

__ . d”logô _ d’log 81m—°3’_W’ ”“—531— m*
…

N=A,,- P,A, N.:A,v— PA,,

_ ôzlogô . _ d’log 61

'. Pu— au 60
— ôôl+ AA1) Piv—W _ ôôl+ AA1)

Nu+NŸ_I°_gÊE=RiA—Rô, N1 +N.dl°g°=RA,—Rlôh
du " dv

\ m._nu=_ m(P+p)—ANÜ m,u— R,v=—- m,(P,+p,)—A.N.
?

Notons quelques propriétés que nous utiliserons par la suite.
Le, tétraèdre étant donné, les quantités 8, 81, A, . .. ne sont pas

- parfaitement déterminées; elles varient : 1° par le changement des
paramètres u, v; 2° par le changement de normalisationdes pointsMi.
Il est évident que les changements u= u(u*), v= v(v*) et la multi-
plication de M0, M. par une fonction V de la seule variable 9, de

'

même que la multiplication ;de M2, M3 par une fonction U de la seule
variable u ne changent pas la forme-du tableau (5). En distinguant par



22 MARCEL DECUYPBR.

un astérisque les nouvelles quantités, on obtient

 __ V du ,_ V dv 2du“
ô“ôÜ'£ït?’ A——Ao(a7) 75’
__ du ‘3 __ V dv ’“ ‘“<dv‘)’ ”'“NU(ïô‘l’

… ,_ du 3 n,_n_\_{ du 3’” _mdu‘ dç»*’
'“ U duf dv*’

_ d.» dlo v _ dv d
_ p _:pâæ+ _(.]_f__, P =PäF—Êlogv.

Il résulte de ces formules que les quantités
A a681, AA,,
'ä

! a,

sont invariantes par rapport au changement de normalisation des
sommets.

8 = 0 correspond au cas où la multiplicité ( M,) se réduit à une ligne
puisque alors on a toujours

' M,“: 0.

Il est facile de voir aussi que A = 0 est la condition pour que (M.)
soit développable.

On appelle congruence W une congruence sur les nappes focales
de laquelle les asymptotiques se correspondent. Or les asymptotiques
de (M. ) sont données par l’équation

(M1MluM,vd2M, ) = 0,

qui se réduit à
'

5 du2 — A dv2: 0

et les asymptotiques de M, sont données par
A,du‘-‘ —— ô,dv”: o

et la condition nécessaire et suffisante pour que ces asymptotiques se
correspondent, donc pour que la congruence M. Ma soit W, est

AA! _ 661 = 0.

Les congruences R ont été définies— comme congruenoes W dont
toutes les transformées de Laplace sont égalementW. Considérons la
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'.—congruence .MÜM. dont M,M, est la première tranformée. Les
asymptotiques de (M.,) sont données par l’équation,

môA du'*+ (AN,,—— NA.,—A'm,)dv*:u,

_d0nc les asymptotiques de (M,) et de (M,) se correspondent et la
°congruence M0M, est W si l’on a

dlogA
dv
 N-——N +A(m—m,)=o,

condition qui se transforme, en tenant compte du tableau (6), en

A
02 log-

_d——udV
+ 661— AA1: 0.

On voit donc que pour que les deux congruences successives M(, M.
et M1 M2 soient W, il faut et il suffit que l’on ait simultanément

 d’log%
(8) AA1_661=0, m:0.
Il résulte delà qu’on aura aussi

: _!
.

à 108,3: _O'
_

'
_

du dv
_ ’

et -il est aisé de voir que ceci entraîne la correspondance des
asymptotiques de (M,) et (M,). On voit ainsi que, sideuæcongruences
successives d’une suite de Laplace sont W, la congruence suivante l’est
au…, et toutes les congmences de la sutte le sont. Ces congruences B
sont caractérisées par l’ensemble des conditions (8).

4. DÉTERMINATIÔN nes AXES 1:1‘ nantais vnovnm'rés. —. Nous déter—
miñerons le ‘premier axe M L, du réseau (M.) par son intersection L
avec M,M.Le tableau (5) met en évidence ce point, intersection
de M,M avec le plan M M,M,,

”(9)“ *"
«.

' L,=NM.s-AM..
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On voit aussi, aisément, que le premier axe rencontre le rayon M.M...
de la suite au point

[, : Rhlq + L,.

Aux foyers L. + KM, de ce premier axe, toutes les surfaces réglées
de la congruence des axes qui contiennent cette droite touchent le
même plan, et nous les déterminonsdonc par l’équation

(M1 L. lai—+ XM,“ Lgy+ ÂM»)=:O,

quidonne
A'A. d'logA _(…) x=_m_

& (a…» _-AA,)_o. 
Les développables de la congruencedes premiers axes sont données

par
'

(Mg L‘ dMg dL1): 0,

qui se réduit à
!(||) AA,du‘+Rdudv—-é «d—l—oäê—AA, dv‘=o.

ô Judo

Les plans focaux de M, L, seront caractérisés par leurs intersections
avec le deuxième axe; nous les définirons sous la forme M.+ p'M,.
Un plan focal est un plan

(M. L1 Llu+)’Mlu M):O,
où )\ est solution de (ro). Ceci nous conduit à l’équation

(…) AA.p‘*+Rôp’—Aô<æl0gÀ —AA,)=o._du dv

Pour la congruence des seconds axes, nous déterminons les foyers
sous la forme M., + pM, par l’équation
(13) ô,p’+-Rp+Am=o;
les développables sont déterminées par l’équation
(14) mdu’+Rdudv+Aàdw‘=o;
lesplans focaux sont caractérisé9par les points de rencontre L.+ )J M.
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avec le premier axe, 7\' étant solution de

(15) Â"—R7.'+mAô,=a

La comparaison des équations (10) et (15) permet d’énoncer un
résultat simple, déjà publié par M. Slotnick (').

Les foyers du premier aæe et les points de rencontre de ce premieraxe
avec lesplans focauæ du secondaæe sontdes couples depointshomologues
dans l’involution définiepar le point double M. et le couple L, l, .

En effet pour ces deux équations, la somme des racines est R et si
nous nous rappelons que les points M,, L, , [, correspondent aux
valeurs œ , 0, R de %, nous voyons que le conjugué harmonique de M.
par rapport à L. l. est le même que par rapport au segment limité par
les foyers (1) et (D’ et que par rapport au segment découpé par les
plans focaux du second axe.

De même, en considérant les équations(m)et(13), nous constatons
que la somme des racines est la même dans le cas où AA, — 83, = 0;
cette condition caractérise les congruences W et nous pouvons
énoncer :

' Si la congruence M. M, est W, les points de rencontre du deuxième
axe avec les plans focauæ du premier sont des points homologues dans
l’involution definie par le point double M, et le couple des foyers du
deuxième aæe.

5. Un cas particulier intéressant est celui où R = o; l’examen de
ce cas a fait l’objet d’une Note aux Comptes rendus (Sur les suites de
Laplacedont quatre rayons consécutifs quelconquesforment un quadri—
latère, 205, 1937, p. 950). Les relations du tableau (5) font appa-
raître que R = 0 est la condition nécessaire et sufiïsante poor que
M_{ M.) et M, M, se coupent.

'

Les équations‘ (! 1) et (14) montrent qu’alors, en tout point de la
surface (M. ), les tangentes aux courbes coordonnées sont partagées
harmoniquement par les tangentes aux courbes qui correspondent aux

\
4‘

(*) SLOTNIGK, On the projective dfierential geometry of conjugate nets
(AmericanJournalofMathematics, vol. 'LIII, 1931, g 7).
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développables de la congruence des premiers axes, ainsi que par les
tangentes aaa: courbes qui correspondent auæ développables de la
congruence des seconds axes. C’est là la propriété caractéristique du
réseau conjugué harmonique de H'z‘lcsynski (‘). De plus, le premier
axe de (M.) qui est la droite issue de M. s’appuyant àla fois sur
MOM__, et sur M,M, passe par le point L. commun à ces deux rayons.
Le théorème de M. Slotniek nous montre aussi que les foyers du
premier aæe, ainsi que les points de rencontre du premier axe avec les
plans focauæ du second, partagent harmoniquement le segment M. L,.
Enfin, les équations (1 2) et (13) montrent que, dans le cas considéré,
les

_
foyers du second axe, ainsi que les points de rencontre du second aæe

avec les plans focaux du premier partagent harmoniquement le
segment M., M,.

Nous avons cherché si ces particularités peuvent se reproduire en
tous les sommets d’une suite de Laplace; or le tableau (5) fait
apparaître que la condition nécessaire et suffisante pour que M,,M| et
M,M. (c’est—à—dire M3M3“) se coupent est R.=o. Supposons donc
que nous ayons à la fois R=o, R. = 0. Nous allons montrer que,
dans ces conditions, les rayons M,M2 et M.M, se coupent.

Nous déterminons d’abord le point M., second foyer de M;M,;.
L’équation qui détermine les foyers de M3M3u sous la forme
M,+vM,fl est

_

( M3 M3u M3u+ ‘J M3.” M3” + V M3…,) = 0

qui donne, en utilisant le tableau (5), » … et v-—m’———_ ”A,N+P1m,
Onadonc

M€.—“:_— m,A, Mo+ "11N1M1+ A1NM3

et, par suite,
_

M,“: __(m,_A,+m,A,_+NA:)M.,+. . .M,+. . .M,+(NA,u+A,Nu—A,NP,)M,.

Nous n’avons pas précisé les coefficients de M1 et M,; quant à celui
‘

(‘) American Journal ofMathematics, 152, 1920, p. 215.
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de M.,. il se transforme en tenant compte des relations (6) et l’on
obtient

M,_m,(p,_A,+P,A,——A,)M,+.. ..M,+ . .M,+(NA,,+A,N—A,NP,)M,_.

La condition pour que M M, et MM soient coplanaires est

"" m1A1(NA1.+ A1Nu—-' A1NP1)— A1m1N(P1A1+ P1A1 _ A1.) "—3 0i

{dans l’hypothèse R = R,: o, une des dernières relations du
tableau (6) donne N,+ Np, = o, et l’on constate alors que la condition
précédente est satisfaite.

Donc, si M-,M, et M,M, se coupent, ainsi que M M, et M, M,, les
rayons, M, M, et M, M, se coupent aussi; par suite, il en sera de
même pour M,M, et M, M,, et ainsi de suite.

Nous concluons : si, dans une suite de Laplace, deux rayons
' consécutifs d’indices n, n + 1 sont respectivement coplanaires avec les

rayonsd’indz‘ces n+ 3, n+ 4, tout rayon d‘indice m est coplanaùe
avec le _rayon d’indice m + 3; quatre rayons consécutifs quelconques
forment un quadrilatère, '

'

6. Srnsrmnmmänas coucaumcss nas sxss. — La notion de stratifia—
hilité des coûgruences a été introduite par M. Fubini et développée
par divers auteurs, parmi lesquels M. Finikofl' et M. Vincensirii. Nous
reprenons la définition donnée par M. Finikofl‘ au début de son
Mémoire(). ' .

Deux congruences K et K’ sont stratifiablesdans le sens KK’ si l’on
peut établir entreelles une correspondance hiunivoque telle que les
plans qui passent par un rayon de K' enveloppentoo‘ surfaces X, les

.
points caractéristiques étant situés sur le rayon correspondantde K.

”’Les demicongruences K et K' forment un couple stratÿ‘îable si,
de plus, il existe une famille de surfaces E' dont les plans tangente
en leurs points d’intersection avec les rayons de K’

passent par les

rayons correspondantsde K.
, s()S. Fmxdn, Sur les congruenees stratifidblæ (Rendieonti del Cireolo
Matâmati_cn dl_:Palermo, 53, rgsg, p. 313.

_
.
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Nous nous proposons d’établir les conditions pour lesquelles les
deux axes du réseau (M,) forment un couple stratifiable.

Nous considérons d’abord la stratifiabilité dans le sens M,M,,
M, L,. Un plan passant par M,M, sera caractérisépar son intersection
avec M, L.

K:Li+ kM1.

En écrivant que le point caractéristique du plan M,M,K est le
point K lui—méme, nous obtenons les équations

{M. M, khl "' A‘i; (ku—AN,)M1]=O,
[Mo Mg kM1“— AM; (k;+kl)+Nôg)Mi—A9M3]=O

qui se transforment en

k.,—AN,=o, k.,A—kAv+kAp+NÀô,=o.

La condition de compatibilité est

_
d’logA d‘logô __ _,

A (m — w) —— AN,V+ AN;p + Nuôl+ Nat.,-

Lc second membre peut se transformer par les formules (ô)
AN‘V+ AN;p + 61 Nu+ Nd“: A(RA1 — Rlô1)+ ô;(R1A "— Rô) : R(AA1—ôôg).

Il nous faut exprimer que la condition de compatibilité est satis—
faite identiquement, ce qui donne

d’ log
%—

du dv : O’

(17) R(AA,—ôô,)=o.

(16)

Nous étudions la stratifiabilité dans le sens M,L,, MM, de la
même façon. Un plan passant par M, L, est caractérisé par son point
de rencontre K’ avec M,M,

X': Mo+ k’ Mg;

K' est le point caractéristiquedu plan M,L, K' , et ceci donne
[M, NM,—AM, M.+k'M, M,(k,+Æp,)+ÆM,]l—_o,
[M, NM,—AM, M.+k'M, —PM.+M,(N+kÇ,)—AM,]=0, -
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conditions qui se transforment en

dloglr’ _ N àlog/r’ __
du ——p‘_'K’ dv ___—R

La condition de compatibilitéest

& N __ ar
dv P1+ Z _ _dÎ’

6” log è—0(18) m:2(AA1—ôôg),

ce qui donne

Pour que les deux axes forment un couple stratifiable, il faut et il
suffit que les équations (16), (17) et (18) soient satisfaites simulta-

_

nément, et pour cela il faut et il suffit que l’on ait

W=0, AAg—861=Oo
d’log%

' Nous reconnaissons là les relations (8) caractéristiques des
congruences R. Nous savons qu’alors toutes les congruences de la
suite de Laplace sont R et nous pouvons conclure :

Si, dans une suite de Laplace, les congruences des premier et second
axes correspondant à un sommet forment un couple stratifiable, il en est
de même en tous les sommets.

On retrouve facilement, sans calculs, qu’une condition nécessaire
pour que les axes forment un couple stratifiable est que la congruence
étudiée soit R. Étant donné un—couple stratifiâble et deux surfaces de
stratification quelconques Z, 2’ , on sait (‘) que la congruence
admettant 2 et E' pour nappes focales est une congruence W, de sorte
qu’à chaque_couple de congruences stratifiables se trouve associé un
système de. co“ congruences W que M. Terracini a appelé système de
M. Bianchi. Or, dans le problème que nous traitons, il est évident 

U) S. Fm1xorr, Sur les eongruences stratç‘fiables, (Rendiconti de! Circolo
Matematico di Palermo, 53, 5 lt, 1929).
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que les surfaces (M,) d’un côté, (M,) et (M,) de l’autre appartiennent
aux familles des surfaces de stratification pour les congruences
des axes. Les droites M,M, et M,M, engendrent donc des
congruences W, et comme il s’agit de deux rayons successifs d’une
suite de Laplace, il en résulte que la congruence M,Ma est
congruence R.

7. Il a paru intéressant de chercher si, dans certains cas, les
congruencesdes axes ainsi obtenues ne peuvent pas être, elles—mêmes,
des congrucnces_R. Or, dans le Mémoire de M. Finikofi‘ que nous
citons au début du paragraphe précédent, il est établi que lorsque les
développables des congruencesdu couple stratifiable se correspondent,
ces congruences sont R. Nous avons vu que les développables des
congruences \l,L. -et \L,M2 sont données par les équations (I 1)
et (14). Nous supposons, ici, avoir affaire à une congruenœ R, et ces ‘

équations prennent donc une forme plus simple

AA,du’+Rdudw—i—% m dv’=o,'\

m du*+ Rdu dv + %AA, dv‘: o,

et pour qu’elles se confondent, il faut et il suffit que l’on ait ou bien
m=AA,, ou bien R=o et m=—AA..

Premier cas. — m = AA. . Ceci entraîne
d’logA _
du dv —O'

et ce cas est donc caractérisé par
d‘logA__à‘logô_ _(‘9l- duâv _ àudv —°’ AA*“‘”*“°'

Deuœz‘èmecas. —— R = o et m = —— AA,.
' .

d’llog-Ê-
.

Ces relations sont à ajouter à AA, — 88,= o et —— = o.du dv
En remplaçant les paramètres u et a par de nouveaux paramètres,

‘ ‘ A . . . . . .
_on peut ramener

à”
a l’un1te, comme on le v01t par application des
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_
formules (7). On a donc

A: 5, A,: 6,.

Si nous nous reportons alors aux équations

N,=A,v——PA, et ne,—Hù*::—n&(l’+p)—AN:Ç

nous en tirons
——- ô.,ô,— 661”: 681 (P + %:)

“ ô(6lv _ Pal); \

qui se _simplifie , donnant
61(Pô+ 69) :O;

8,=o exprime que la nappe focale (M,) se réduirait à une courbe;
si nous écartons cette hypothèse, il nous reste — __ 0 log 6P _ _

dv
.

.
'

. . d’logâ . .Mais alors, la CORdItIOD R.:W t1ree du tableau (6), entraîne

à” log 6 _ 0du dv
_ ’

de sorte que les équations du groupe (19) sont encore satisfaites. '

y 8. Counrrious poux QUE DEUX paumns AXES consEcurrrs M, L, ET M, L,
zFoEIENT UN- COUPLE sranwmnts. -— En désignant par L, le point de
rencontre du premier axe de (M,) avec M(,M,, 'on trouve

L2=A1Mo— N1M5.

Un plan issu 'de M, L, est caractérisé par son intersection H
avec M, L.

'

.- H = L, + hM1.

Ën écrivant que le point caractéristique du plan M, L,H est H lui—
«même,;nous obtenons les équations

. [Ml A‘iM°_N:M1 hM1—AM: 4A1Mo+(hu—AN,)M,]=o,
…! AuMo—N1Mi hMa—AMs h‘Ma+(hv+hp+Nôi)M.—A,M,J=o
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qui se transforment en

_ N. dlogAh.,_o, h"+h<lÎ +p— dv
 

>+ Nô‘=0.

La condition de compatibilité doit être satisfaite identiquement et
ceci entraine

ê_.__A
« du dv

«” 1,08

…) =AA.—ôô., R,A—Rô=o.

Pour la stratifiabilité dans l’autre sens, nous considérons un pLan
issu de M. L. coupant M.L. au point

I :: Lg + ': Nl!—

En écrivant que l est point caractéristique du plan M.L.I, nous
sommes conduits aux“ équations . . N «31 gA‘ \ . .

l,.+l<x +])1— ;“ l)—l‘107—Î0, l.,=0.

Pour que la condition de compatibilitésoit satisfaite identiquement,
il faut et il suffit que

03 log %(21) W =ôôl—AA“ RA;—Riôg=0.

Pour que les congruences des premiers axes M. L. , M..L, forment un
couple stratifiable, il faut et il suffit que les conditions (20) et (21)
soient satisfaites simultanément, ce qui équivaut à

6‘ log
êA—‘W_o,' AA.f—ôô.=o,

“ A
22 —— = -—o( ) n, 6

Nous avons, par des calculs analogues que nous ne reproduisons
pas, établi que pour que les deux congruenccs de seconds axes
consécutifs M.,M, et M.M, forment un couple stratifiable, il faut et
il suffit que l’on ait

0‘ log%:
(as) àudv

=‘o, AA.—ôô.=o, _ SU

°’I>
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0’ log 58—'

L’égalité
—dÎà—V—

=o qui exprime que les 1nvar1ants ponctuels des

deux réseaux focaux de la congruence M, M,'sont égaux, caractérise
les congruences de Goursat (‘ ). Ainsi, les congruences qui satisfont au
dernier problème sont des congruences particuh'ères parmi les
congruences W qui sont en même temps congruences de Goursat.

6” log —A—3

L’égalité—_A=o qui exprime que les invariants tangentielsdu dv
des deux réseaux focaux de la congruence M, M, sont égaux, carac-
térise les congruences transformées par dualité des congruences de

Goursat; nous les appellerons congruences g. On voit ainsi que les
congruences M, M, pour lesquelles les premiers axes M, L. et M,L,
forment un couple stratifiable sont des congruences particulières parmi
celles qui sont à la fois W et g.

On peut noter enfin que les congruences de Wilczynski,
coingruences R dont toutes les transformées de Laplace appartiennent
à des complexes linéaires et pour lesquelles on peut se ramener à

A=A,=ô=ô,, P=p, P,=p,, R=B,=const.,
' vérifient à la fois les deux groupes de conditions (13) et (14); mais ce
p’est l‘a qu’une solution banale, car on voit immédiatement que le
premier axe d’un réseau (M,) est alors confondu avec le second axe
du réseau précédent et le second axe du réseau suivant.

9. ÉTUDE D’UN COUPLE ne sunncssAYANT uEuss pasnmas AXES azunvmmr
À UN RÉSEAU CONJUGUÉ COMMUN. — Toute la fin de cette première Partie
sera consacrée à cette question.

Nous avons utilisé un tétraèdre mobile de référence M,M,M,M,
défini comme suit : M, et M, sont les points correspondants sur les
deux surfaces (M,) et (M,) du couple, le réseau conjugué commun
est défini par u = const., v = const. ; les tangentes en M, à ces courbes
sur (M.) sont M. M, et M,M,, M, et M, étant les seconds foyers de
ces tangentes. 

(*) Tzuzfircs, Sur_certaines congruences de droites (laura. Math., 7, 1928,
p. 189).

Journ. de Math., tome XXVI. — Faso. 1, 1947. 5



34 MARCEL DECUYPER.

Si ndus nous reportons aux notations générales du paragraphe 2,
il est facile de voir que l’on a, dès la définition du tétraèdre

?
2... 3.. 0... _. O.. 2.. 2_ 3.. 0— 3...aO_a0_a!_a _.a,__o, b0_b,-b,_bz_b2_o.

Par une normalisation convenable de M1 et de M, on réduit a} et
bi à zéro, tandis que par la normalisation de M0 et M3 on peut réduire
b‘.’ et 03 à l’unité. Des conditions (2) particulières montrent alors que
a:: = b: = o, de sorte que les déplacements infiniment petits des
sommets du tétraèdre se trouvent définis par

hit)“: m M,, M0v=_PMO+RM1_AM3,

( ,) i‘i1uÎ—ÎôMg, Mlv=Mo+PM1,
2 4 Mz.,=th1+P1M:+M3» M2,=61M1,

Ni3"= —— A1Mo+N1Mi+ R;M2— P1M3, M3“: — q1Mo+ IHM;+ m1 Mg,

où les 15 quantités 8, 8,, A, A,, m, m.,p, p,, P, P,, R, R,, qi, n,, N.
sont liées d’une part, par les conditionsd’intégrabilité et, d’autre part,
par les conditions exprimant que M. M3 est le premier axe du
réseau (a, v) conjugué sur (M3).

Les conditions d’intégtahilité, au nombre de douze, sont

Pu=AA1— m, P1,=AA1— mv
__ âlogôp— dv ’

ôi..— Qi,=Piôi+Pqi+nh Au=P1A, Ai,— Q1u=PA1+P191+N1y
mv_Ru=—m(P +P)-AN1, min—Riv=—mi(P1+p1)—ônu

\ 0= Rô—R1A, nin—Niv: R181_RA1+N;p—Puu—q;(m.— m).

Pu: 651— m. p1v= 331 — mu  
(25)

On exprime que le réseau (u, v) est conjugué sur (M;,') en écrivant
‘

(Ma Ms.. Ms., M3…) = 0
.

qui se transforme en

A1 ?! 71.,

(26) Ni n1 n1u—q1m+ m1q1 =0—
Ri ml m1u.+ ”16 + m,p,

On exprime que le premier axe du réseau (u, v) de (M3) est M1M3'
par '

\(M1 M3 M3.. M3…L)=O; (M1 M3 Ma,—Mavv)=0,
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conditions qui se transformenten

(27) A1R1u_ R1A1“+A1(Nlô+R1pg)zo, m; q,y—m;yq,—m;(q.P+n;):o.

Ainsi la détermination du couple de surfaces que nous étudions nous
conduit à la recherche des solutions du système des 15 équations
(25), (26), (27) entre les 15 inconnues 8, B,, A, A,, m, m,,p,p,, P,
P,, R, R., q,, n,, N,. L’avant—dernière équation (25) nous permettra
de diminuer le nombre des inconnues. Nous exprimons R et R1 en
fonction d’une inconnue auxiliaire S par

R=AS, R,:ôS

et il nous restera ainsi 14 inconnues liées par 14 relations.
Pour établir le degré de généralité de la solution, nous mettrons le

système sous la forme de Cauchy; nous ferons pour cela le changement
de variables défini par

u=a+b, v=a—b,

ce qui ramène le système à

‘ Pa=2AAi—zm—Pb, P,_=2AA,—2m;+P…
pa=283,—2m—pb, p,‘=2ôd,—zm,+p…
ôa=2pô+Ôb, Aa=2P1A—Ab,

31…—Q1…= 2p,ô,+ 2pqi+ 2n,—ô,,—Pq,,,
A1a—qi,=2PAi+2P191+2N1+A15+915,

m,,—AS,,=—2m(P+p)—2AN,+mb—ASb—2SAb+25P,A,
n‘_z,a_—.—ôSa=—2m,(P,+p,)—2ân,—m,,—ô&+2pôS,
nin—N1“=2S(ôô1—AAÙ+2N,p—2P,n,—2q,(m,èm)—n,,——N…

A,flS—Aisa=2N1A1+A1$p,—SA,b+A-tSb+2$A1%+2A,Sp,
miqu—m1aq1=2mi(qîp+nî)+m1qib_mlbqî’

‘ q,fl(N,mi—nidS)—n,g(A1m,—qiôS)+m,fi(A,n,—q,N,)
=—q1b(Niml—n1ôS)+(nu+2q1m1.— 2q1m) (A1m1—q1ôS)

—(m,,+ 2n,ô +2m,p,) (A,n,—q,N,).

Six équations sont déjà réSolues par rapport aux dérivées relatives
_à la variable a et le déterminant des coefficients des huit autres
dérivées en a' dans les huit équations qui restent est égal à
(m,A,—q;SS)‘, donc, en général, différent de zéro. On pourra,
par suite, résoudre ces équations et ainsi, le système sera mis sous la
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forme de Cauchy; la solution générale du système différentiel dépend
donc de quatorze fonctions arbitraires d’un argument.

Mais le nombre de fonctions arbitraires dont dépend la configu-
ration étudiée est inférieur à quatorze; nous avons vu, en effet, au
paragraphe 5, que les coefficients que nous avons utilisés ne sont pas
entièrement déterminés par la congruence de départ, ils varient :

1° par le changement des paramètres u: u(u*), v: v(v*);
2° par le changement de normalisation des points M,- qui peut se

faire par l’introduction de deux fonctions arbitraires d’une variable :

une fonction U de u, et une fonction V de v.

Nous avons donné, d’ailleurs, les formules (7) correspondant à ces
changements. Il en résulte que, dans les quatorze fonctions arbitraires
dont nous avons démontré l’existence, il en est quatre qui corres-
pondent àla représentation analytique de la configuration, mais non
à cette configuration elle—méme.‘ —

" '

Ainsi, un couple de surfaces ayant mêmes premiers aæes relativement
au réseau conjugué commun dépend de dia: fonctions arbitaiæs d’un
argument.

10. Un exemple simple de cette configuration sera obtenu en
considérant un couple de réseaux (M.), (M,) qui sont tous deux
doublement réseaux de Kœnigs par rapport à deux droites non
sécantes D, D’. Les sections de (M,) et (M,) par les plans pivotant
autour de D sont aussi courbes de contact des cônes circonscritsayant
leur sommet sur D' et, d’après le théorème de Kœnigs, les rôles de D
et D’ peuvent s’intervertir. Nous verrons que nous pouvons ici nous
débarrasser des quatre fonctions superflues, en simplifiant le système
à intégrer.

En conservant les notations du paragraphe précédent, exprimons
que le réseau (M,) est doublement de Kœnigs.

La multiplicité (M,) est l’enveloppe des plans osculateurs aux
diverses courbes v= const. sur la surface (M,). D’après l’hypothèse,
cette enveloppe doit ici se réduire à une droite D. Avec les notations
adoptées, nous écrivons A,: 0 qui exprime que(M,)—est développable
et 8,—_ 0 qui exprime que (M,) se réduit à une courbe.
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Nous écrirons de même, puisque (M,) doit aussi se réduire à une

droite, m,: 0 qui exprime que (M.,) est développable et m = 0 qui
exprime que (M,) est une courbe.

Il reste, par conséquent, pour définir la configuration, les onze
fonctions 3, A, p, p,, P, P,, R, R,, q,, n,, N, qui doivent satisfaire
aux conditions d’intégrabilité   dl "ôP,,=o, - P,g=o, p,,=o, p,v=o, p= ;: , —q,y=pq,+n,,

dlogA.P1: du
, _qlu= Pi qi+Ni’ Ru=AN1, Ri”: 6/21, 0=Rô—RjAp

n1u— Nl”: Nip — P1fi1,

Nous tirons de là
d*logA_Û d’logô_
a…» “’ dudv “"' 

On peut alors, par un changement des variables u et v, ramener A
à être fonction_de «) uniquement et 8 à être fonction de u uniquement.
On aura ainsi

Pi :p= 0-

Par conséquent, ayant choisi pour A et 8 deux fonctions arbitraires
d’un argument A(v), 8(u), nous aurons simplement à déterminer les
sept inconnues p,, P, R, R1 , ql , n,, N£ satisfaisant aux conditions

Pu= 0, P1,= 0: q:,=— ”v 91“:_ Nu Ru= AN1, “l,: 5”u
Rô—R1A=O, ”lu—Niv=o’ RlqlNi,+ RlNgni—qutniôzo.

P est fonction de la seule variable v, p, de la seule variable u, mais en
reprenant les formules (7) et en notant que nous ne pouvons plus
modifier les paramètres, nous obtenons

'

dloV , dl U
dE ’ P*=P‘+ ï '  P*:P—

On voit donc qu’on peut maintenant choisir ces fonctions U et V de
façon que P et p, deviennent nuls.

'— Nous introdüironsencore l’incdnnue auxiliaire S telle que
R=AS, B.:ôS
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et il ne nous restera plus que quatre inconnues q, , S, n, N, avec les
six conditions

(In:—"1, S,,=N,,
qi“:— NU S.,: "a, Ill”: N,»

Sq1N1.+ SN1n1— Nan1q.=o.

":.= N,“ est la condition de compatibilité des deux groupes des
premières équations; on voit d’ailleurs immédiatementque S + q, se
réduit à une constante; prenons—‘la égale à a

S=—qi+a.
On peut alors éliminer les diverses inconnues autres que q. et l’on
obtient l’équation aux dérivées partielles
(28) (91—a)9191…+91uqav(a—991l=°-

Or la solution générale d’une telle équation ne dépend que de deux
fonctions arbitraires d’un argument. q, étant ainsi déterminé, n1 , N, ,

S en résultent sans l’introduction d’autres fonctions, ni d’autres
constantesarbitraires.

En conclusion, pour ce cas particulier, la configuration ne dépend
que de quatre fonctions arbitraires d’une variable qui peuvent être,
d’après ce qui précède : une fonction A arbitraire de v; une fonction 8
arbitraire de u et les deux fonctions arbitraires qui déterminent
la solution de l’équation (28).

Nous allons reprendre cette question d’un point de vue un peu
différent à la fin de la seconde partie de ce travail.

DEUXIÈME PARTIE.
SUR LA NATURE DES CONGRUENCESDE PREMIERS AXES.

11. Cette seconde Partie comporte l’étude de deux questions
essentielles. ' '

1° On donne une congruence rectiligne C;et une sùrjace S associées “»

de façon qu’à toutpoint de S corresponde le rayon de C issu. de ce point
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et inversement. Existe-t-il sur 8 un réseau conjugué admettant C pour
congruence des premiers axes ?

Nous montrerons que, suivant les éléments C, S associés, il y a
zéro, une, deux, ou oo' solutions.

2° On donne une congruence rectiligne C. Peut—on trouver une
sui/ace S contenant un ou planeurs réseauæ conjugués admettant C
pour congruence des premiers aæes ? .

Nous montrerons que ce problème admet toujours une infinité de
solutions; les surfaces S étudiées dépendent de quatre fonctions
arbitraires d’un argument.

Nous avons, pour traiter ces problèmes, abandonné la méthode du
tétraèdre mobile. Nous avons rapporté l’espace à un trièdre fixe de
coordonnées, trouvant ce procédé plus commode pour donner des
exemples précis des configurations envisagées. Le problème est de
nature projective, aussi le trièdre de coordonnées peut—il être
quelconque, mais une solution étant trouvée, nous pourrons, sans
changer les coordonnées des points, supposer le trièdre trirectangle,
ce qui équivaut simplement à effectuer sur l’espace une transfor—
mation affine. Ceci nous permettra de donner des exemples en
géométrie métrique. _

12. PROBLÈME pRÉLIMINAIRE. — Étant donné une congruence C et
une surface S associées comme il est dit plus haut, on cherche les
courbes de S telles que leur plan oscu1ateur en tout point M contienne
le rayon de C associé à ce point. Si la congruence C est celle des
normales à S, nous reconnaissons le problème de la recherche des

, géodésiques.
_

Un réseau de lignes coordonnées u, 0 étant tracé sur la surface,
le rayon issu d’un point M(æ, y, :) de S peut être défini par les
composantes sur les tangentes aux lignes coordonnées et sur la
normale en M.d’un vecteur dont il serait le support. Nous avons ainsi
les coefficients de direction de cette droite sous la forme

05 /_)_fde:
' dæ' ê__y .dy ,

Ua+V-æ-+NÛ, Udu+Vä;+Nc, Ua—u'+vdv
+Nc”,
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où 0, c', 0” sont les cosinus directeurs de la normale et U, V, N des
fonctions données de u et v qui pourront d’ailleurs être remplacées
par des valeurs proportionnelles (‘).

L’équation différentielle des courbes de S telles que le plan
osculateur en chacun de leurs points contienne le rayon correspondant
de C est

dr dv lc dx dx(i—
d—(_I +Vd—_ +l

8—1}.
dU+ ïdV

dÎx ' d°x d'—’.r aæ
2 +03: _, __

dT-——rllü’+ 2——du dv dlldt+ d——r‘2dc + dÎc
du

+_d—v
dc _ o.

Le premier membre est un déterminant du troisième ordre dont nous
avons figuré la première ligne, la seconde et la troisième se déduisant
de celle—là en faisant jouer aux coordonnées y et z le rôle qui y est
tenu par x. En multipliantce déterminantpar

cdx dx

 

c0u Îv _ EG—F’

nous obtenons

N o 8 du‘-‘+ 26' du dv + ô"dv2

dxd”u
dx d2x dxd’x. \ , _ 2hU+FV Edu+de duSdu +2du

udvSâ——u du__d_v +dv’Sdu -â—vz+Edzu+Fd-v

FU+GV Fdu+de du=s‘Ï—æ $+2dudvSô—‘Ï_"‘” +dzsÊf"_‘f+pdau+Gdz
' dv dv du dv dv dv

     
Nous avons représenté par 8, 8', 8” les coefficients de la forme

Scd”x=ôdu’+ 2 8’ du dv+ ô"dv2

et nous rappelons que ce sont les quotients par JEG — F" des
coefficients de Gauss (tels que Gauss les avait conçus) '

dx dx d"xldu dv dv-
'dx dx d'3x

du d_v du dvdx dx d"x
du dv du-D= D:I__ ”=

     

Nous prenons maintenant u pour variable indépendante et nous 
(*) Le lecteur se rappellera que U est fonction de u,vvà la fois et non de u

seul. Remarque analogue pour V.
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considérons 0 comme fonction inconnue de u, v: v(u). En désignant
par v’ et v” les dérivées première et seconde de cette fonction et en
transformant par des calculs classiques l’équation obtenue, nous
trouvons

E+Fv’ Id—E+-d—Êv’ (Ê’Î_'ËÊ).J=,
N

adu dv dv 2 du

F+Gv' Œ+Ïd—E+d—G—V'+;de’2du 2 dv du dc‘
+ (EG _ F2) [Nv”+ (a+ 28’«'+ aw?) (w— … = ….

Finalement, nous arrivons à l’équation
(l) , V”+AV'°+BV”+CV’+D=o.
où A, B, C, D sont les fonctions de u et v dont nous donnons les
valeurs

 
' U,, 66 dG arA: N+ô Î<£de+; Gdu— GW),

NU, ,, 1 ; ao 3,ao ,ar dE

() B—2Nô_N-ô +H‘3(—Ed—v++5P d_u ldv_ GÜÎ‘)’
2 ,__U v,laG ÔF3ÔEIÛE

C_-Nô—2Nô+Œ(Eä+Fä—éFæ—aGä—u)
v dE ; dE ar

D=——ô— H—,(—Fæ-+5Eäë—Ed—u).

On peut remarquer d’ailleurs qu’en général, une équation de la
forme (1) donnée a priori, correspond à un problème du type étudié,
car en identifiant l’équation donnée à celle que nous avons obtenue,
nous obtiendrions quatre équations auxquelles nous ajouterions
les trois équations de Gauss—Codazzi pour déterminer les huit

U VinconnuesE, F, G, 8, 8’,o°”, —N
15. PREMIER PROBLÈME. — Nous pouvons maintenant, nous donnant

une cengruence C et une surface S assocze'es, chercher sur S un réseau
conjugué admettant C comme congruencedespremiers axes.

Une famille à un paramètre de courbes tracées sur la surface S
est définie par une équation difl‘érentîelle du premier ordre

:”_f( a, v).
Journ. de Math., tome XXVI. — Fac.—l, 1947.

' b
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En tout point d’une courbe de cette famille, nous avons

”_ ({2‘:__ dj dj’ _ du‘- =du +df
et nous exprimons que toutes les courbes de la famille considérée sont
des solutions du problème préliminaire en écrivant que la fonctionf
des deux variables indépendantes u et v satisfaitàal’équation aux
dérivées partielles

(3) (% —|—â—ff+Afl+Bfl-+Cf+D=o.

Pour obtenir un réseau conjugué admettant C pour congruence
des premiers axes, il faudra déterminer deux Solutions f et f1 de
l’équation (3) liées par la relation

(à) ô+(f+fl)ô’+ff,ô”=o.
On peut, par un cbangement de‘ fonctions inconnues, simplifier

cette équation (4); il suffit _de poser
_ 6! 8/2 _ 6806”, 602
 f:aF+fi, f,:aFi+fi avec @: d‘:

pour la ramener à la forme (‘)
FF1=I-

La question revient alors à déterminer une fonction F(u, v)
satisfaisantaux deux équations aux dérivées partiellessimultanées

(5) g—F+(aF+_%FÇ)+A1F*+B1F=+C,F+Di_o,
,dF(ô) l‘a—+(aa+fiF)—F—Ai—B1F—CiF'—D1F3=O,

où A, , Bl , C, , D, sont des fonctions de u et dev que l’on préciserâit 
(*) Nous écartons le cas des développables, de sorte que ô”-— 68” n’est pas

nul et nous supposons en outre que 6' n’est pas nul, c’est—à—dire que les
courbes u: const. ne sont pas asymptotiques de la surface.
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aisément : pour la suite, il est nécessaire de remarquerque A, B, C,
D ne font intervenir que les dérivées secondes de w, y, :; il en est de
même pour a, {3; mais A,,_B,, C,, D. dépendent aussi des dérivées
du premier ordre de a, B, donc des dérivées d’ordre 3 de x, y, :.

dF dFEn résolvant en —, —, on adu dv

F '

a(l— F2)Z—u + (a+ÇF) (A,F°+ B,F2+ C,F+D,)
+ (aF+ @) (A,+B,F+ C,F*+D,F°)=o.

a(1— F=)%Ê —- (A,+ B,F +C,F*+D,Ffi — F(A,F°+ B,F*+C,F+D.)=o.

Nous simplifions ce système en faisant le nouveau changement de
fonction inconnue

]0_F+Ë)

_d_Ê>_ I——£—
dF d0_ ! dl"

du_ F2)??? 7)?“ '“ï7'2 à?
Nous trouvons ainsi pour déterminer la fonction (1), les deux

équations

ce qui donne

(7) â%=lfb2+2pfb+v, %Ë=Ldfl+2pflb+v,,

où X, n, v, )…, p… v, sont des fonctions de u et de v que l’on peut
préciser par des calculs faciles, mais assez longs; X, p., v, X,, p., , v,
contiennent les dérivées de a:, y, 3 jusqu’à l’ordre 3.

Ainsi le problème se trouve ramené à l’intégration d’un système aux
difl’érentielleS totales, de la forme de Biccati.

La condition de compatibilité

1<29) _ _d_ (143)dv du — du dv
'

fournit une équation en termes finis du second degré
(8) HQË+2KŒ+L=o,

de sorte que, d’après des résultats classiques, on peut conclure que
le problème proposé admet zéro, uræ,’ deus: ou une infinité de solutions.
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Pour que le problème admette au moins une solution, il faut que
les trois équations

H‘D“+ 2KŒ+ L=o,
au ax aL _‘) ‘\ 2 _ 2 _ __(g) ..(ll0+K)(lŒ+ep®+v)+du®+2du®+du 0,

()H dK dL2(H<D+K)(Â,<D*+2p,®+v,)+ÊŒ2+2ä;®+-ËÎ_=O

aient une solution commune, ce qui se traduit par deux conditions
nécessaireset suffisantes que l’on obtient par des calculs de dérivation
et des éliminations algébriques. Ces conditions étant satisfaites, si
K” — HL # o et si les équations (9) ont une seule solution commune,
nous aurons pour notre problème, le cas d’une solution unique
et simple. '

14. Nous allons maintenant donner des exemples précis des divers
cas signalés.

Prenons, pour congruence C, celle des normales à la surface S :

il n’existe aucune solution si S n’est ni minima, ni de Voss—Guichard;
si S est minima, une solution unique existe, constituée par les lignes
de longueur nulle; si la surface est de Voss—Guichard, nous avons
encore une solution unique, constituée par les deux familles de
géodésiques conjuguées, et si cette surface de Voss Guichard est de
révolution, elle admet deux réseaux de Voss symétriques par rapport
à un plan méridien quelconque, et nous obtenons ainsi un exemple du
cas à deux solutions. On sait enfin que sur un hélicoïde minimum,
il y a une infinité simple de réseaux de géodésiques conjuguées et
on a ainsi un exempledu cas où l’on a une infinité de solutions.

Si la surface S est réglée, la congruence C étant quelconque, on
peut considérer que la famille des génératrices fournit déjà une
solution; en effet, les génératrices forment un réseau conjugué
particulier, dégénéré , il est vrai, les deux familles du réseau
coïncidant; d’autre part, en tout point M d’une génératrice G le plan
osculateur est indéterminé, de sorte que le plan déterminé par G et
le rayon de C issu de M peut être regardé comme osculateur. Cette
solution, a prior: peu intéressante, permet d’énoncer dès maintenant
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des propriétés remarquables des surfaces réglées, propriétés qui
seront d’ailleurs étendues et précisées un peu plus loin.

Si une surface réglée S contient deux réseaux (distincts ou non)
non rectilignes admettant la même congruence des premiers axes C,
elle admet une infinité de réseaux conjugués admettant encore C
comme congruence des premiers axes puisque les génératrices
constituent une troisième solution._Plus bas, nous obtiendrons le
résultat plus précis que, pour une surface réglée quelconque, tout
réseau conjugué fournit une congruence C de premiers axes qui peut

,être associée à «J' réseaux conjugués de la surface, mais pour le
moment, nous ne pouvons encore justifier ce résultat.

Si la surface S est doublement réglée, c’est—à—dire si c’est une
'quadrique, nous voyons déjà que la congruence G des premiers axes
d’un réseau conjugué quelconque est congruence des premiers axes
d’une infinité de réseaux conjugués tracés sur C, mais la remarque
précédente montre que cette propriété ne distingue pas, en réalité,
les quadriques des autres surfaces réglées.

15. Dans le cas de deux solutions distinctes, les deux polynomes
de degré trois qui figurent dans (9) sont divisibles par le premier,
ceci conduit à quatre équations faisant intervenir H, K, L et leurs
dérivées dupremier ordre.

_

Dans le Cas de 001 solutions, on aura H= K = L = o. Les
équations qui correspondent au cas de deux solutions sont d’ailleurs

' satisfaites, comme conséquencesde H = K = L = o.
Le cas d’une solution unique mais double n’exige que trois relations,

d’abord K“'—-— HL_—— o, puis les deuxrelations résultantde l’élimination
de (I) entre les, équations (g). L’élimination est ici plus facile que dans
le cas général, puisqu’on a

K ——L0=—=ÎoH

Le cas de deux solutions distinctes entraînant quatre équations, on
aurait pu croire qu’en ajoutant K’— HL—: 0, on aurait en
cinq équationspour le cas de la solutidn unique, double. L’explication
est simple; si l’équation Hd>’+ 2K<D+ L—= o admet deux solutions
distinctes @. et (D,, pour écrireque chacune de ces fonctions est
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solution du sytème (9), nous écrivons deux équations, ce qui en donne
quatre en tout; mais si (I). et (I), se confondent, nous n’avons à écrire
que deux équations auxquelles il suffira d’adjoindre K°— HL= 0.

Nous allons montrer qu’on peut trouver le cas de deux solutions
avec une surface S quelconque; de façon plus précise, nous montre—

rons qu’à toute surface S on peut associer une infinité de congruenoes
telles que chacune soit congruence des premiers aæes pour deux réseauæ

distincts tracés sur 8.
Nous allons, à cet effet, reprendre la méthode du paragraphe 15,

en supposant le réseau (a, v) constitué par les asymptotiques. Pour
trouver un réseau conjugué admettant une congruence C comme
congruence des premiers axes, il faut déterminer deux solutions f
et f1 de l’équation (3) liées par

f+f1=°-
On peut donc dire que la question revient à déterminer une seule
fonction f(u, v) satisfaisant aux deux équations aux dérivées
partielles

à «)

d—£+f{—,{+Af*+Bfl+ Cf+\D=o,
(? d_ ä_£+fa{—Af+Bf-t—Cf+n_o,

qui équivalent à

d(10) ä—£_+Af=+Cf.—_zo, f3—{+Bfl+D=o.
D’autre part, les équations (2) montrent que, dans ce cas, A et D

sont indépendantsde U et de V, tandis que B et C peuvent être écrits
sous la forme

U V
B=2-fiâl+Bh C:—2NÔI+C1,

où B1 et C, sont indépendantsde U et de V.
Les équations (ro) s’écrivent donc ‘

v ‘
“3

…) %+Af‘+(C,—%—6’)f=‘o, fg{+<2%a'+ B,)f2+D=o,
\ .

où les quantités A, B, , C, , D sont indépendantes de U et V.
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Nous cherchons maintenant à déterminer simultanément deux
réseaux conjugués conduisant à la même congruence des premiers

V
axes. Cela revientà trouver quatre fonctions f(u, «»), g(u, «),UN N

satisfaisant aux deux équations (1 1) et aux deux équations déduites
de celles-ci en y remplaçantf par g. Les équations sont algébriques

- . , V . .
et du prem1er degre par rapport à %

et N; on peut él1m1ner ces

quantités et le problème revient à trouver deux fonctionsfet g de u
et «» satisfaisant aux équations

}< 3—‘5+Af"+C,f> Ë( gg+Ag°+C,g),
Jf '2 -——_I_ ?.Ë 2

f-I—,(fÔ; +Baf + D )—g2(gd‘_+B.g+D>,

qui se réduisent à

gg—f —j,’—£fu+Afg(f'z—g2)=o, fg(gâ—f—f%—Î)+D(g2—f=)=o.

En» posant g=fcp nous obtenons, pour les deux fonctions
inconnuesfet <p, .

d<? . . __ ô<P . _Æ—AfŸ(I—CP)—Oy ‘Pfzæ+D(l—<P)—O-

On voit que <p étant connu,f’ se trouve parfaitement déterminé;
on peut éliminerf’ et l’on voit que <p doit être solution de l’équation

23 0_$(12) dudu +AD(1—cp )*=o.

La solution générale de cette équation dépend d’une fonction arbi-
traire d’une variable.

_Une surface quelconquepossèdedonc une infinitéde couples de réseaux
associés, dépendant d’une fonction arbitraire d’un argument, tel: que
les deuæ réseaux du couple admettent la même congruence des premiers
acces.
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16. Nous allons chercher maintenant à obtenir' des systèmes de
oo‘ réseaux conjugués ayant même congruence de premiers axes.
Il suffit, d’après l’étude générale, qu’il existe trois réseaux admettant

_la même congruence de premiers axes pour qu’il en existe une infinité
simple. Donc, il suffit que l’on puisse trouver deux fonctions cp et <p,

distinctes, solutions de (12) conduisant à la même fonction f; or ç>

étant connu, on obtenait[par

@
du _—D(1—qfi)_

<?(1—92)_ @çdv
 =——_’.f—A

\

Par conséquent, les deux fonctions cp et <p, devront être liées par
(& 231 03 %
du du ÇPÔV _ CP! dv

?(1-9')=@1(1—@3—’)’ 1—92—1—af
(13)   
<p étant solution de (12), il suffit que :p, satisfasse aux deux
équations (13) pour qu’elle satisfasse aussi à (12). La forme du
système (13) nous permettra d’obtenir simplement la condition d’inté—
grabilité complète et de retrouver ce résultat que si trois réseaux ont
même congruence despremiers axes, ily a une infinité simple de réseaux
jouissant de cettepropriété.

En effet, ‘on peut intégrer séparément les deux équations (13);
cela donne '

âî—I=V1(à—I)’ o’—1=U,(çÏ—1),

où V, dépend de 9 seulement, U, de u seulement. On en déduit -
*

I

d’où ‘

’

[‘+V’(ëlî ”‘)l [r+Ui<sî—l>l=‘
’011
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On peut diviser par <pÎ — 1 qui n’est pas nul, d’où g_ .

Ui—_—U’V’cp’q)‘ 1—10 ou U,(l—V.)+;—â(U,—t)=u,

etenfin
V1 1 _ U] '2———

cPil_'l—-\’; U]

D’ailleurs <p2 s’obtient en remplaçant U1 et V, par leurs inverses

_Ug—l
(P,—'

V1——I.

Mais alors, si ça? est de cette forme, il l’est de «no1 façons, car si on pose
avec une constante [: arbitraire

U1_I=k(U2—I), V,—I=k(V2—I),

l2_1on peut remplacer ça2 par ;, _ 1
et alors <p; se trouve remplace par

V2 I—U2_Vi-—I+k U1'“'I[_ V2 U:
_

V1—-I -U1_l+/f 
(lc infini donne :p“, = 1 donne cpf).

Nous avons supposé l’existence de trois réseaux associés

V'=_.1f‘u, "): V,=E2f(u’ V)?(”» V)! V,: 33f(“: V)Ÿl(u! ")

et nous venons de trouver que ceci entraîne l’existence de 001 réseaux
associés-, dépendant de la constante arbitraire k; d’autre part,
, o

’ V1 —' I + k U1 _ I - . ‘l expresaon
‘V1 __ 1 L‘, _ 1 + k est une fonction homograph1que dela

co'nstante [c'et l’on vérifie ainsi le résultat obtenu au paragraphe 15
d’après lequel le problème se ramène à l’intégrationde deux équations
de Riccati simultanées.

Il nous faut enfin exprimer que L’équation (12) admet une solü'tion <p

telle que

Journ. de Math., tome’XXVI. — Faso. 1, 1947: 7
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V1—U1 2ÊÎ_ [}'1“"?!— v,_1’ & u“'U,—x’

î‘l‘f :l'«. 4d<P‘ÏÏ_ —U'.Vâ
ôv—V1—t cp’äcÎ.ôV_(Ut—l)(V,—l)

d’où

On tire donc de l’équation (1 2)

£? ‘Ïî
du dv _ U'1 V'._ (r—e‘)‘ _ 4tUa— Vn’ =AD' 

Une surface admettant oc:1 réseaux associéà n’est pas quelconque
puisque AD est d’une forme particulière.

Nous allons chercher quelles sont les surfacessur lesquelles existent
des systèmes de œ‘ réseaux donnant la même congruence des
premiers axes et combien de systèmes différents on peut obtenir sur
une telle surface.

. U' V' . -. .L’expressron W= ÎÜ-'—\j—z—) est rencontree comme Intégrale de la
1
_ !

célèbre équation de Lionville qui s’introduit naturellement dans
l’étude des surfaces à courbure totale constante. En effet,

_

dlngW_l_)î_ 2U'1 d’logW_ —2U’,Vfl —-zWdu '“U‘1 U,—V,’ _àudv _(U1—V,)=_ '

On a donc
d’logW __
—————dudv + 2W __ 0,

soit
0” logAD(14) +8AD=O (‘).du dv 

(‘) On peut arriver plus rapidement à ce— résultat, à partir des
équations (ro), dont on forme la condition de compatibilité. Posant F=fl,

ldF_ _ , ' IdF_ 02Fon a; % _—ÀF
— CF, ; % _— BF — D et, ébalant deu; valeursde du dv’ 
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La surface 8 étant rapportée à ses asymptotiques, et les expressions
de A, D étant tirées des formules (2), si AD ne satisfait pas à

l’équation (14), il n’existe aucun système de de‘ réseaux conjugués
donnant la méme congruence des premiers aæes; il n’existe que des
couples de réseaux conjugués ayantcette pr0priété.

Si AD satisfait à cette équation, il y a autant de systèmes de

.œ‘ réseaux qu’il y a de façons de mettre AD sous la forme
à (_ÜIË—-—vŸlÿ’

or, ceci est un problème résolu par les applications de la sphère sur
elle—même; on a donc aoa systèmes de oo‘ réseaux. Il y a toutefois
à considérer à part le cas où AD est nul.

Supposons A: 0; le système qui déterminait les deux fonctions
inconnuesfet cp est alors

—d3=0, cpf’3—Ê+D(t—<p’)=o,du
- - . 1 — V2

<p est donc une fonction de 0, son V1 et f‘=— D Î\ÏÎ"
Si l’on cherche une autre fonction <p1 conduisant à la même

fonctionf, on voit qu’il faut déterminerune fonction V2 de v telle que
V,V'1 _ v,.v'2
VÏ_I—vg_x'  

c’est—à—dire qu’on devra avoir
V; —l=k(VÏ—1).

Or A = 0 est la condition pour que les courbes u: const. qui sont
déjà asymptotiques, soient géodésiques; donc la surface est réglée.
Par conséquent, les surfaces réglées n’admettent aucun système de
deux réseaux associés (deux seulement), elles admettent uniquementdes
systèmes de co‘ réseauæ… 
la relation 2AB__"A F=+ 4AD—ÊÊ+Ë_B F+aCD+ËË=O. Le

du dv du du
1 d,. o - p \ ' ...... 1 a — __ __ 0cas d mtégrabnhte complete fournit B _

2 0—0
la,, A , C _

2 du
la,, D,

8AD+ 'ÊàËÊ'D' :D; mais la méthode du texte fournit l’intégrale de cette.
u __

.'
relation .
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Nous avons signalé que, pour une surface simplement réglée,
si deux réseaux donnent les mêmes premiers axes, il y a œ‘ réseaux
admettant ces premiers axes; nous obtenons ici un résultat plus.
intéressant : la congruence des premiers ames d’un réseau conjugué
quelconque, non formépar les génératrzbes, est congruence des premiers
ares de oo‘ réseauæ conjugués. La propriété qui semblait distinguer
les quadriques est donc générale pour les surfaces réglées.

Une surface non réglée pour laquelle AD satisfait à (14) admet des
couples de réseaux dépendant d’une fonction arbitraire d’une variable
et des systèmes de 001 réseaux associés dépendant de trois constantes
arbitraires. On peut achever la détermination,des réseaux cherchés;
on a en effet à intégrer

dcp dcp U', V.(îi % +—————4(Vl_U1)2 (1—Ÿ2)2=0'

Si l’on pose  
Û=2f—Æ—2:LII+CPI‘“?  

ODE!

@gg+ U',V’, ._0 0 dci» aq>+ : _du dv (V.—U,)*_ “
a—mä“vî (”v;'—'U})2—°'

On a aisément une intégrale complète
!

2 I
1 I

-

.Ü=f%[(l+ Œ+W]dU1+[a—\/a+mJdviêfi—b‘
soit

   
I

0=.a(U1+V1)+/\/cü+md(Ur- V1)+ bo

Il reste ainsi à calculer une intégrale de la formef \/a2+
t—1

dt

1 dtf\/a*+ t—2dt=/ a=tz+iî-

t’a’+1=0’, fl=
_

, —=—

 
. Posons  
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et l’intégrale devient

00°
__df) 1 0 + 1=9++"f0t— _0_5L|—0_ll

et l’intégrale complète apparaît   
[Ll1+V(U,—Vi)za’+r$+ b.«p=a<Ul+vi>+v<U1—Va>‘a’+‘
?1—v<u —v )’a*+1

17. Pour chercher un exemple des cas à oo’ solutions, il est
naturel de partir d’une surface 8, d’un réseau R tracé sur S et de
prendre pour C la congruence des premiers axes de B; on cherchera
ensuite les conditions pour qu’il y ait de nouveaux réseaux corres-
pondant à C. En cas de possibilité, <D satisfera à une équation de
Ricatti dont on connaît une solution particulière fournie par le
réseau de départ; donc la fonction cherchée v’=/(u, v) pourra être
obtenue par des quadratures.

Nous reprenons donc les calculs du paragraphe 15 en introduisant
les hypothèses complémentaires :

‘8’_= o exprimantque le réseau (u, v) est conjugué;
A =D =o exprimant que C est la congruence des premiers axes

de ce réseau.

Cesdernières équations donnent, en remplaçant N par 1 ,

F dG G dG dF

(5)
(EG-

F*)Uô+——55+2Wu—GÊ=O,
! FdE EJE dF(E.G_ F2)Vë+_'à_u+zdv_Ed—u=

et l’équation fondamentale(1) est ramenée àla forme
(16) v”+Bv”+Cv'=o.

Pour qu’un. nouveau réseau correspondea‘a,C il faut qu’on puisse
déterminer deux fonctions v’ f(u= v), v' _f,(u, v) satisfaisant
à l’équation (16) et liées par .

'
a + ô”ffl= 0.

Nous pouvons ramener cette dernière relation à FF. =: comme
\ nous avons fait dans le cas général, mais nous nous proposons simple-
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_

ment ici de donner un exemple et nous nous bornerons au cas où la
relation entre f et f, est déjà sous sa forme réduite. Ceci revient à

supposer d'abord que la surface S est isotherme asymptotique, c’est-
à-dire qu’elle possède un réseau conjugué (u, v) donnant à ”équation
des asymptotiques la forme du’+ KdV°: 0, où K. est une constante
que l’on peut, sans restreindre, supposer égale à i 1 . Nous prenons ici
K = — 1 et il nous faut encore supposer que le réseau particulier est

notre réseau R de départ. Nous avons donc à chercher une fonction f
satisfaisant aux deux équations

 

Ôf "f « __ dj Ôf_ _ :_
az"l—fäë+Bft+bf——Üi .ää+a_v Bf Cf—O'

En rèsolvant en gi et 9—f, on obtientu du

(f’—l)—3‘—£L‘ Cjs+zBj=+Cf,
(17) d'(f-:)£ =—Bf‘—2Cj’—l£f.
En posant

f+f=ç’
d’où

du _j-'>au’ v
" f’ dv”

ona .

(18) %Ë=C<p+aB, %=—Bç—2C.
La condition de compatibilité

.

9. (£a) _. 0 0<9
09 du _ 5 %>

2£‘;—Î
+ % +B*‘— c=>=o.

donne
dC dB(19)

'

@ (5; + 53) +
0 . . «.

Pour que nous ayons oo‘ solutions, il faut et il suffit que cette
condition soit identiquement satisfaite, c’est—à-dire que nous ayons

'
dB(20) '

%%+—dÎL——fo, 3—Î+%%+B’—C’=o.
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On pourra écrire
—a1 __018—37” “au

et l’inconnue auxiliaire [ devra satisfaire à l’unique équation

(… au a=z_ az , a: =

T)? _
dv=

“' äÎe)
"

BÎ:
'

Posons u + v: w, u — «) =y, de sorte que a: ety sont les paramètres
des asymptotiques; on a

 
Æ_dl az az_g_g az
au—äz—+a—y’ äz—ax*ä;’

021 021 d2l au _oÏ_{_d_‘l a=z «&
+-d_ÿi’ dv2_dx’_2dxdy+ôyî-Tu*-=ËË 2davdy

et l’équation (21) devient

(22) _d*l ——££ ê£
dædy _ dx dy

qui donne
e—’=‘l>(w) + My).

où cp ne dépend que de a:, 4; ne dépend que de y.
On en tire donc

e—l=<b(u+v)+np(u—V), l=—L0g[0(u+°)+‘l”(u—”)l»
qv(u+p)_q/(u—v)_ C=—[®’(u+v)+nV(u—V)l_B: @+? ’ 0(u+v)+uÿ(u—v)

En nous reportant aux expressions générales de B et C données par
les formules (2) en y remplaçant U et V par leur valeur tirée des
équations (15) et enfin en y faisant?: o, 8”= — 3, on obtient,

°’(u+V)—Q/(u—0)
0(u+fl+$(u—v)
_ 1 E0F FdE EdE EdG 3Fao FdF GdE———EG_F=( ’Æ—îîä_îîñ+îäî+î 53“ ET 3)’

_Œ’(u_+v)+uÿ'(u—0)
0(u+v)+aÿ(u—v)

1.
(_GâF

FdG GàG GdE
3FÏÊ+Fd—F+EÔG).=E_G_F= æ+;aî Eafit—35“; av du a:
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Nous adjoindrons à ces deux équations les trois équations de Gauss—
Codazzi qui ont ici la forme suivante :

.ao ar FdG EàG ,FàE __(:fæ*Gæ+îæ“zä+îælfl’(EG—F’)ââ+ô _

GàE FdG EdE ar
FüÈ>_Û.

  

 
  

_ dô_ __ __(laG—F*)gä+ô(—ïæ+îäâ+îav Eàu+zdu
! ()_lj_10G lôG

J ()t‘ 2—d_u- 57
‘: [ ldE ‘

4—° EG F” “555 h F

()F [dE
Æ“EÆ “ G

‘ËËEË
.

0 èdv zdu
1 107

EG F2 506) E F

1dG
.

EÔÎ F G

avec
'

L * _1ËLJÆG
Nous avons ainsi un système de cinq équations pour calculer les

quatre inconnues E, F, G, 3. Nous allons montrer que ce système
admet des solutions, nous ne donnerons pas la

solution
générale, nous

bornant à donner une solution précise.
Pour cela, nous ajouterons une nouvelle restriction pour leréseau-

de départ R; nous supposerons que R est réseau de courbure et iso—

therme; nous avons donc, en outre de 8“+ 8 =“ o,'les égalités E = G,
F = o.

Les deux formes quadratiques fondamentalessont
8 dæ'= E(du*+ dv”), Scd‘æ: 6(du‘— dçî).

On voit donc que les lignes de longueur nulle' sont conjuguées et la
surface est minima.

Les deux premières équations de Gauss—Codazzidonnent

@_æ_
dec—Ô;—
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de sorte que 8 est une constante que l’on peut, par un changement
linéaire sur u et v, réduire à l’unité et alors la troisièmeéquation devient

    

L _1(_)_IÊ ldE[ 0
[dB l_âlËadu 5517 25}: udu

—E’:: îd—l‘: E 0 _ .'.ê.'ï E 0
2 u zôv

——I—-d—kÏ 0 E l—-dË 0 E), v 2 a

avec

] __l_d’E td‘E
J

23—17—1—adv".

Après réduction, nous obtenons

(23) Œ+Ë_i QE):+ @: ——o
- du! du’ E du dv _ ”"

équation que l’on sait ramener àla forme de Laplace puisque l'on sait
ramener la détermination des surfaces minima à celle d’une ou deux
fonctions de la variable complexe.

On voit que les expressions de B et C‘donnent ici
[dE ! dE

B=_Ëä}î’ C=Ë a
et l’on vérifie que l’on a bien

dC dB—=o.dv+du
/

_
En posant E = e‘, on voit que le terme constant de l’équation (19)

est, après division par 2 , '

a=1__ag+ g>=_
az :

5LÏ’ dt)" dv
_ ÎJ) ’

expression qui n’est pas nulle,'si la‘surface minima est qutlconquel On
peut donc considérer qu’avec une surface minima/quelconque, le
système (18) admet pour 30 la solution infinie, ce qui donne à f une
valeur nulle (dv= 0) ou infinie (du = o). Le réseau conjugué de
départ constituerait donc pour notre problème la seule solution, mais

Journ. de Math., tome XXVI. — Faso. 1, 1947. 8
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qui devrait être considérée comme double. Nous avons donc obtenu un
eæemple de solution double par le réseau de courbure d’une surface
minima quelconque.

18. Pour qu’il existe oo‘ réseaux solutions, il faut que le terme
constant de l’équation (19) soit nul

ô’l dal ’()l '3 dl !
5û “

äT=
+ (a) ”(55) .=°°

Nous avons intégré cette équation dans le paragraphe précédent.
Avant de prendre l’intégrale la plus générale, commençons par

celles qui se réduisent à une fonction quelconque de u + v ou de u — v.
Le changement de v en — v ne change pas la forme des équations et

permet de n’envisager que le cas où l est fonction de. W: u + v. En
prenant ainsi E = c': e'“‘"‘ l’équation (23) se réduit successivement à

"l'”: e“‘l',
_
2“l’ai/[= 23—”' ‘l”y “P": K'—’ —— 2e—‘l’,

où K est une constante arbitraire.
Revenons à l’inconnue E = e“’, on a

E’ ,

Ë : "'
et ainsi
(2&) E”=K2E'—2E.

Or les intégrales de cette équation sont intégrales de l’équation
obtenue en dérivant, ce qui donne, après avoir divisé par E' différent
de zéro,

’

E” :: K’E — 1 .

On a ainsi
I(25) . *E—I—Ô=lshKw+pchKw,

où )c, {L sont deux constantes; mais ces constantes ne sont pas arbi-
traires, puisque E doit être intégrale de (24). En reportant la valeur
de E tirée de (2-5) dans l’équation (24),— on trouve

1_,_w_”=KL
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ce qui nous conduit à prendre

chKwü . _ —shKwo
K! ’ “__—K!— 

et
W _ “’0

2
 , r 2h: K—zll+ChK(W—W°)]= IÎ‘-‘

ch’K

Il est clair que les calculs précédents restent valables quand on
remplace u — a() par u et v — 00 par v, ce qui nous permet de supposer
w., nul. Une homothétie ramènera ensuite K à l’unité et nous abou-
tissonë donc à la surface minima-définiepar

(26) ds“:2ch’(“ÿv
Scd“æ: du” — dv‘.

 )(dæ+dæ>,

Nous allons reconnaîtreque cette surface est l’hélicoïdeminimum ; en
effet, en la rapportant à ses asymptotiques u + v: a. , u — v = v,, le
dsa prend la forme'

ds*=ch=%(duî +dvï),

de sorte que les courbes u,=const. sont des géodésiques; or elles
sont asymptotiques, donc ce sont des droites; la surface minima
considérée est réglée; c’est un hélicoïde minimum.

La vérification directe est aisée; nous pouvons prendre en effet
l’hélico‘ide sous la forme

x=2Ucosm, y=2Usinv,, yz=2v,
On en tire
" ds'=4dU’+4(1+U’)d9Ï,

et si l’on' pose ‘

U: shui
on,—,a

ds”: 4_ch‘ u,(c_luî + dvî)
et, en p09ant "

__' ' '
u + a u — :)   ) '

’ . ul:
2_

,
' V1 =

12

,

on obtient
'

ds’= ach’ u + v (du‘+ dv”)
2
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c’est-à—dire le ds” précédemmentobtenu. Quant àla seconde forme qua-
dratique fondamentale, elle s’écrit

S cd’æ: dv‘3 —— du".

L’équation (16) devient
'

u + "
sh

,, 2 I-‘ Ir :— v-——v .u+t°( )

ch
2

  
Notre méthode nous a conduits à l’intégrale v’+ -:_-,

: <p, où (9 est
déterminé par le système complètement intégrable (18), où nous rem—
plaçons B et C par leur valeur

u+v lt—l—V  shdq>_ 2 à 2

(”fi—c +v(ç_2)’ d _ u+v(cp_2’°hu   
2

On voit queo — 2 est une fonction :la de w: u + 9, on a wsh —

% = ; dw
ch —

2

P
.

2

L’équation du premier ordre qui donne les réseaux est donc

(27) (v'—1)’=Cv’cch’u—-Ïpi

où C est une constante arbitraire; cette équation donne deux valeurs
de 0’ dont le produit est égal à 1 et, par suite, définit du même coup
les deux familles du -;réseau pour C=o on a un réseau singulier
formé par les asymptotiques rectilignes. ‘

L’équation (27) s’intègre en prenant pour nouvelle fonction
inconnue w définie par

' W = u + v;
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on a, en effet,
W’::I+V’,

et l’équation devient '
(w’—— 2)r=cw— :)ch=‘—;ï

et les variables se séparent.

19. Nous allons traiter maintenant le cas où l’on prend, pour
l’intégrale ! de l’équation.

_

(28) d‘! d*l+ (N)” dl)’=0,d_ui_äv_* äÎ» _\äîa

\

une fonCtion qui ne se réduit pas à une fonction de la seule variable
u + v ou à une fonction de la seule variable u — v.

. L’équation (23), après le changementE = e’ , s’écrit

d’l d’!_ _ _. _!(29)
du" + ôv’ _ 26

et le cbangement de variables u + v = a:, u — «» =y ramène les deux
équations (28) et (29) à la forme

d’! dl dl[ __ —_ .—(28 ) dædy dæ dy’
d’! d’!I '

|
__ —l(29). ’

dx* dy’ e '

La première nous permet d’écrire
e—’=—— 2(X + Y),

où X et Y sont des fonctions respectivement de ce seul et de y seul
dont nous supposons ici qu’aucune n’est constante. En reportant dans

' l’équation (zg’), on trouve
(ao-)

; , a.(X+Y)°=(X”+Y?)(X+Y)——(X'=+Y'=).
’ Ed‘déi‘ivant les deux membres par rapport à a:, puis par rapport à y,

,on‘ obtient
,

—(.31), : - 41 a‘—(X + Y) X'Y’= _X'Y’ ;}— X'”X',
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et puisque nous avons supposé X'Y'# 0, cette équation prend la
forme

X”! YIII _
(IDX— ?) + (12Y :— Î)_O,

et cela permet d’écrire, avec des constantes arbitraires successives ”a,

b: 0, bl} C,,

4\" ‘ Y”!
—X—7—12X—a_o Î—12Y'+a=o,
X'—12XX'—aX'= 0, Y'” —‘12YY'+ aY'= 0,
X'»—ôX’—aX—b=o, Y”—6Y’+aY—b,=o,

2X'X'——12X’X’—2aXX'—abX'=… 2Y’Y"—12Y’Y’+2aYY'—2b,Y’=o,
X"——[;X° —aX’—26X—c=o, Y”—-[;Y“+aYï—'ablY+ci=o.
Les valeurs ainsi trouvées pour X”, Y”, X”, Y” sont des consé—

quences de l’équation (31) qui contient parmi ses intégrales toutes
celles de (30) mais qui est plus générale que cette dernière. En repor—
tant les valeurs de X”, Y”, X’“, Y"—’ dans_l’équation (30) on constate _

que l’on doit prendre b = b. , c = c. , de sorte que nous avons
X"=4X“+aX’+nbX+c,

Y-Ê4Y34aY2+2bY—c.
Nous avons par conséquent, pour terminer, à faire les intégrations   (32) w=f

dx
y'y=fl

dY
_

V4X“+aX'+abX—t—c, V4Y’—aYÏ+2bY—c
Celles—ci introduiront deux constantes arbitraires, si bien qu’il

apparaît que la solution que nous venons de trouver pour le système
(28'), (29' )-dépendde cinq constantes arbitraires, alors que la solution
générale ne doit dépendre que de quatre ponstantes arbitraires; mais
il faut noterque, par suite de l’égalité —

e*'=— 2(X+Y),
\

1 ne change pas quand on augmenteX et Y respectivement de h et de
—- h, et ceci explique l’apparition d’une constante

supplémentairedans nos calculs.
Les deux constantes introduites par l’intégration de (32) ne corres—

pondent qu’à une translation effectuée sur la surface; d’autre part,
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comme Xet Y peuvent être augmentés respectivement de h et de — le,

on peut supposer que %—12X et %—Î—12Y sont nuls, et ceci
annule a. .

On voit qu’on introduit ainsi la fonction elliptique p(æ) de
'Weierstrass.

Des deux constantes () et c qui restent, l’une correspond à une
homothétie, et l’on voit qu’il ne reste qu’un paramètre de forme pour
les fonctions inconnues.

Nous pouvons interpréter cette dernière constante en établissant les
trois formes quadratiques fondamentalesde la surface    S dæ‘— _]

(
dX’ + d)’2”_ 2(X+Y) 4X“+aX’+2bX+c 4Y’—aY‘*+2bY—c)’

Scd’æ: dXdY ,
V(4X“+axfl+sz+c)(4Y3—aY'—' + 2bY— c dX2 dY’

).s_..
d :“ “(\X+ Y) (4Xs+ax=+abX+ c +

4Y“— aY’+ 20Y _ 0

On reconnaît qu’avec ces paramètres asymptotiques X, Y le da” de
la sphère a pris la forme classique de Liouville, correspondant à un
système de coniques sphériques hdm0focales; l’unique paramètre de

forme qui reste est donc l’écartement angulaire des foyers sphériques
du faisceau des coniques images des asymptotiques. Il est commode

de déterminer d’abord les surfaces minima adjointes des surfaces
cherchées; les images sphériques des lignes de courbure des surfaces
adjointes coïncident avec les images des asymptotiques des premières,
c’est—à—dire avec les coniques sphériques dont nous venons de parler.
Les formules d’Olinde Rodrigues nous permettraient donc d’obtenir

— ces surfaces adjointes et nous passerions ensuite aux surfaces
_' _cherchées.

Voyons maintenant ce que devient l’équation v'+ %, : <p qui doit
donner les réseaux. On a

B
—rdE ———1 (E (E

=Îa_v='Ë'(în“d_ÿ)’
1 "dE 1_dE dEC= Ë az= Ë' _<æ+äÿ)'



54 MARCEL DECUYPER.  Or
— "‘ dE ___‘___" Ëi—__‘__‘__Y'_2(X+Y)’ aæ— g(X+Y)- dy—2(X+Y)=

Donc .
X/_Yi XI+YIB“'X+Y’ C—_X+Y'

Le systeme qui donne tp est   dç__ dcp tac? __C—B _ X’
'

55—

=î<du+-ÔÏJ)—
2 Ÿ+B—C_—X+Yw—2)’

«) a «) _C+B Y' ,

On peut écrire

È_‘P—__@_—_3 ô_‘P_1‘£ifl.ax— X+Y’ ôY— X+Y
. , X _ '

-
On trouve sans difficulte <p = 2( \ ï; 2h) , où le est une constante

arbitraire. Il reste donc à intégrer
1' __ 2(X—Y+ah)

  v+}7_ X+Y
Or

},_Ëg_dæ—dy_du—m"
donc‘

: _z(dæ*+dy)_a(£+y”), _? + v’— dæ’ —dy 1.—y'*

On a donc à intégrer '
. 1+y"__X—Y+2h

011
ë

! +y” ! —y” y” 1_— .——X—Y+2h_ X+Y— Iz—Y"

Ainsi les variables se séparent et l’on a

dy _ da:

\/IÎÎŸ_VÎ—T—_h
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011

_ dY _ dX
V(h—Y)(AYË—aY*+zbY—c)

— \/(h+ X)(4X“+ aX2+ 2bX + c)
    
On peut remarquerque toutes les courbes d’un même réseau carac-

térisé par une valeur de la constante h enveloppent la courbe d’équa—
tion X + la = o, de même que la courbe d’équation Y —— h = o.

20. DEUXIÈME PROBLÈME. — Nous allons maintenant examiner si, une
congruence C quelconque étant donnée, on peut l’obtenir comme
congruenèe des premiers axes d’un réseau à déterminer sur une
surface à déterminer.

La congruence étant définie par les équations
æ=uz+h(u, v), y=vz+k(u, 1»),

nous pouvons reprendre les calculs faits dans les paragraphes 12
et 15, mais en considérant 2 comme une fonction inconnue de u et
de 0. Nous aurions ainsi à rechercher une fonction d>(u, v) satisfaisant
aux deux équations (7)

(7) %Ë=ÂÜz+2y—Ü+v, %=h®'+ap,0+z:,.
Cette fonction doit satisfaire à la condition d’intégrahilité

(& H@+4KQ+L=0
et, par suite, elle devra satisfaire aux trois équations algébriques
simultanées

. H02+2KŒ+L=O,
2(H0 +K)(Â 02+2p. 0+v) + %Ëd”+2

dK(p+ fi“—
“<œ dudu

dH K àL
2(H0+K)(Â1Œ2+2P—1Œ+Vi)+—dfl+22%—p®+ä;=o,

ce qui exige que soient satisfaites deux conditions nécessaires et suffi-
santes obtenuesà partir de ce système par des éliminationsalgébriques.
Or, les quantités E, F, G font intervenir les dérivées premières de :;
8,0“’,8” font intervenir les dérivées secondes de z et X, {J., v les dérivées

_Journ. de Math., tome XXVI. — Fauc.1,1gh.9
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troisièmes, et H, K, L les dérix ées d’ordre 4. Finalement, le sys—

tème (9) met en jeu les dérivées d’ordre 5, de sorte que_nous trouvons,
pour déterminer3, deux équations aux dérivéespartielles simultanées
d’ordre 5. '

On pourrait croire, d’après c«la, que le problème 11 ’est possible
que sous certainesconditionsque devraitvérifier la congruence C, mais
il n’en est rien, Si nous nous reportons aux deux équations (5) et (6)

F F .(5) 3—ù+(aF+Ç)%+A,F“+B,.lfH—C,F+D,=o,
_ dF dF . ..(ô) l<Î)—J+(a+fiF)ä7—A,——B,l«——C,F-—D,F£:o,

qui déterminent les deux fonctions inconnues F et :; , on constate que
F y figure au premier ordre différentiel, :: au troisième ordre et par
suite, la solution générale de ce système dépend de quatre fonctions
arbitraires d’un argument. La fonction :: dépend elle—même de quatre
fonctions arbitraires, car, une fois 2. obtenu, la fonction F se trouve
déterminée par l’intermédiaire de (I), sans aucune arbitraire, par la
solution commune aux équations (9).

Donc toute congruence rectiligne est une congruence de premiers aæes
et la surface (S) qu’on peut lui associer à ce poznt de vue dépena‘ de
quatrefonctions arbitrairesd’un argument.

Considérons d’ailleurs la figure formée par les éléments suivants :

une surface S, un réseau conjugué R tracé sur cette surface, et la
congruence C des premiers axes de ce réseau. On peut constituerune
telle figure en prenant les éléments dans des ordres différents. Si nous
commençons par prendre la surface S, nous choisissons la fpnction
:(æ, y) de deux variables définissantcette surface, puis nous pouvons
définir la première famille des courbes du réseau R par l’équation
générale de la projection sur le plan æOy de ces courbes, de la forme
cp(x, y)= C, où nous avons pu choisir la fonction tp de façon arbi-
traire. Dès lors, la seconde famille des courbes du réseau se trouve
déterminée sans ambiguïté et, par suite, la congruence C en résulte.
Ainsi, en procédant dans cet ordre, nous avons à préciser deux fonc-
tions arbitrairesde deux arguments, etcela suffit. ‘ '
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Or le problème que nous abordons consiste, en somme,a‘acoustituer

la figure en partant de la congruence C. Dés le début, pour la défi—
nition de cette congruence, nous fixons deux fonctions arbitraires de
deux variables; nous donnant, par exemple, la congruence par les
équations

æ=uz+h(u, v), 3'=t’5+/6(1l, ");

les fonctionsMa, 0), lr(u, v) sont ces fonctions arbitraires. Comme
l’obtention de S et de B se traduit ensuite par des équations aux
dérivées partielles relatives à la fonction :(u, 0) prise comme
inconnue, le problème ne peut qu’amener des restrictions sur les
fonctions le et lc; si ces restrictions se présentaient,. cela signifierait
que C doit satisfaire à certaines conditions, les fonctions h et 1: ne
seraient plus arbitraires; on ne pourrait, par la suite, ajouter que des
fonctions d’un argument ou des c’onstantes; il y aurait contradictionavec la conclusion obtenue en partant de S.

Nous avons dit qu’à la congruence C arbitraire, on peut associer
une surface S dépendant de quatre fonctions d’une variable; il n’y a
pas ici de contradiction avec la conclusion obtenue en partant de S,
car dans un pareil dénombrement, seules comptent les fonctions arbi-
traires portant sur le plus grand nombre de variables: De telles diffé—
rences se présentent souvent quand on cherche le degré d’indétermi-
nation d’une figure et qu’on bâtit cette figure en prenant les éléments
dans des ordres différents.

_

Remarquons enfin que nous pouvons toujours donner une solution
dépendant de trois fonctions arbitraires d’un argument : la solution
constituée par une surface réglée quelconque. En effet, nous avons vu
précédemment que le système des génératrices d’une surface réglée
peut être considéré comme un réseau conjugué de courbes admettant
une congruence C quelconque comme congruence des premiers axes.

'2L CAS nas coivcaumcns LINÉAIRES.— Nous allons traiter le probléme’
plus complètement. dans le cas où la congruence C est linéaire. Nous

° trouvons immédiatementune famille de surfaces S qui répondent àla
question: ce sont les sur—faces qui admettent un réseau doublement de
Kœnigs par rapport aux directrices D,— D’. Ces surfaces dépendent
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de deux fonctions arbitraires d’un argument; nous les retrouverons «“

aisément en reprenant la méthode générale.
Prenons l’une des directrices pour axe Oz, l’autre pour droite à

l’infini du plan xOy; le rayon général de cette congruencesera donne
avec deux paramètres indépendants u, v par les équations

J' = u .1', : : v.

Nous prenons sur ce rayon le point d’abscisse x= p(u, v), où 9 est
une fonction inconnue de u et c. La surface S engendrée,parce point
est donc représentéeparamétriquementpar

æ=p(u, v), _1'=up(u, v), :=v.
Les coefficients E, n, ’; de l’équation du plan tangent sont

._ a _ a — «)

4=”<Tî+P' “:*—(Tîa’ :=“Pîî'
Les coefficients D, D’, D” de Gauss sont

__ «"’? à? d’? . à? d? 02?
D—Pôu‘3— 2(du>2i =Pdudv—(ÊÔÎJ D

=Pô—t—fl
  

et l’équation des asymptotiquesest

.d‘2 d 2 _, d'2 d d 02se [Ps—a(a%)ldw+z<e——uzf)+—=
Nous voyons en passant que le réseau (u, v) est conjugué et, par

suite, doublement de Kœnigs si '
d‘lp _d_p dv

..

P du dv _d—u d_v_=0 '
3'

 
ce qui entraîne que 9 est de la forme UV, où U ne dépend que de u

' ‘
et ne dépend que de v. Le plan osculateur d’une courbe de S,
obtenue en prenaht pour v une certaine fonction de u, a ses coefficients
obtenus par la matrice -

\

 .09 69, '
à? 09 4 %

îu+aîf “(äîfi' av")+P ‘ ' “' ‘

_d__ip dE? !: d? v”
(d——P;

02? .? le 09 Il J? à? I Il
.

"+55" +56" ” a +""'auda"+äîfi" +Æ">*"(äü‘*”âä"> "
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L’équation fondamentale,exprimantque le plan osculateur contient
le rayon” de C qui passe parle point considéré, est obtenue en bordant
cette matrice en bas par les paramètres directeurs de ce rayon : 1, u, 0
et en égalant à zéro le déterminant obtenu; en retranchant de la
deuxième colonne le produit par u de la première, la dernière ligne se
réduit à 1 , o, o, de sorte que cette équation prend la forme simple

- V" 09 09(34) :——;(d—u+ä_,vv)-
Nous vérifions que cette équation est de la forme générale ( 1) où A

et D sont nuls; Ceci correspond au fait que les courbes u= const.,
(': const. constituent des solutions particulières, puisque cc sont des
courbes planes dont le plan contient le rayon de C issu de chacun de
ses points.

Nous devons maintenant chercher deux familles de courbes satis-
faisant à la condition (34) et qui soient, de plus, conjuguées. Or une
famille de courbespeut être définie par une fonction j(u, v) en
écrivant

v’:f(u, 0).

Pour que ces courbes soient intégrales de (34), il faut et il suffit
que ] soit intégrale de l’équation

(35) j—f- +fj,’f= ”("—H %;‘î-f)

Le problème revient donc à chercher trois fonctions f, f,,
ça des

Variables
injdépendantes

u, «»

telles
que l’on ait

Mf—€= p—f(%%
+afî%)

(E)
%'£ +fl££= î—f(â£- +f—3îa)

'
'

à” ‘
à? 09 ô‘*P __P;£â*2(b%) +(f+fi)”( dudv_äâäë)+.ffipäÏË—O’

la dernière équation exprimant que les deux familles de courbes
définies parfet f1 sont conjuguées. Ce système(E) de trois équations

. . . d d 6
aux tr01s fonct1ons 1nconnues [, f,, 9 est résolu en 5%, 75%, «Tu? et nous

/
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pouvons donc conclure que sa solution dépend de quatre fonctionsarbitraires d’un argument.
Ce système (E) une fois intégré, supposonsque nous nous déplaçions

sur une courbe définie par v' =f(u, v), nous en déduisons
v” __ 09 09,
v—

_
92(du + ôvvV,)

et, en intégrant «": Kp” où K est une constante sur la courbe suivie.
Faisons alors le changement de fonctions inconnues

.f= I(P2, fl=K1P2,

où K et K, sont deux fonctions inconnues qui se substituent àf et f‘ ;
on a alors pour l’équation (35)

dl\ dl\ - à d d
(‘a—+ar—I‘PMPHI‘P(+P àÊK°Z)=2KPl/aifi dPKP)’

soit, après simplification,
. dl£ âl_\

5217
+ dv

“2-—Kp __o, \

de sorte que le systéme (E) devient   @ o dp 02? 09 69 029 __
Pd—JÎ‘-’— 2(du>+(K +kl)P (Pdudv _

dû à?) +KK‘PS ôv‘2 _O’
1 dK dK 2_(E‘) K @ +m «°—°'
l 0K1 dK1

ÎC _dÎ + W P'= O'

Ce système est encore de la forme de Cauchy. —

On aperçoit immédiatementune solution spéciale : K et K1 constants.
On prend pour K et K, des valeurs distinctes pour éviter que les deux

- familles de courbes correspondantes soient confondues sur S; la sur—

face S doit alors satisfaire à cette condition : que la fonction 9 par
laquelle elle est définie soit intégrale de

a a = .

‘
= -‘

(36) P—îÊ—?(ä%)+(K+KJP“(P "‘“— ”PÔP)+KKœÎ,P—°—;
 
du du du dv

où les constantes distinctes K et K1 ont été choisies—‘arbitrairement.
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Nous obtenons ainsi des surfaces 8 très spéciales, solutions du pro-
blème, dépendant seulement de deua: fonctions d’un argument. On
peut, au lieu de K et K4 , introduire les deux constantes X et u telles
que 21 = K + K,, p.: KK,, en supposant X°—— {J. # o, et l’équation.
(36) prend la forme

-ü O‘? à“? de 09 ;d’P_
Pdu2—2<ÔÈ> +2ÀPZ(Pdudv _

0—17 (ÎÔ>+PP F _0’
011 CHCOI‘C

02? 09 ’ <”? à? 09 â2.°_’ ["äâ " ’ (%“) J+2’92(P e_aap “571 E)?) + ‘**°’aœ *“°’

où X, p…, \) sont des constantes homogènes arbitraires. Nous recon—
naissons ainsi que les surfaces à réseau doublement de Kœnigs figurent
parmi celles que nous avons déterminées puisque nous les obtenons

' pour ',L = v = 0.
Nous pouVonsobtenird’autressolutionsavec K . constant, K variable :

, la troisième équation du système (E1 )disparaît; lâsolution du système
constitué par les deux premières équations dépend de trois fonctions
arbitrairesd’une variable; on éliminerait d’ailleurs aisément K et l’on
obtiendrait ainsi une équation aux dérivées partielles du troisième
ordre pour p.

La solution générale du système (E, ) sera obtenue en considérantK
et K1 comme variables; au lieu de conserver l’unique inconnue 9
(qui vérifierait encore un système de deux équations simultanées
d’ordre 5), il est préférable d’éliminer ? et K,; en effet la seconde
équation (E,) permet d’exprimer

@
en fonction de K; remplaçant

dans la première @ par cette valeur, on a une équation du premier
degré” en K,, d’où nous tirons K1 en fonction de K et de ses dérivées
d’ordre 3; portant ces valeurs de p et K1 dans la dernière équation
(E, ), nous avons une équation unique, nécessaire et suffisante,
d’ordre 4 en K. Les calculs sont aisés, quoique un peu longs; ils ne
contiennent de radical qu’en apparence, mais, comme ils n’apprennent

‘
rien de nouveau, nous ne les indiquons pas; la grosse simplification

‘

consiste à avoir remplacé un système de deux équations simultanées,
compatibles, d’ordre 5, par une seu—le équation d’ordre 4 , en profitant
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de ce que l’équation
v'+ A0”+ Bv"+ Cv'+ D: 0

qui était à l’origine du problème, admet ici uneintégrale première.
L’équation d’ordre 3 correspondant au cas où Kl reste constant se
trouve avoir été écrite au cours de ce calcul, dès que p a été remplacé
dans la première équation (E,) par son expression en K.

22. Nous pouvons donner quelques précisions sur les surfaces
auxquelles nous venons d’aboutir. Considérons une courbe gauche
telle que son plan osculateur en tout point M(æ, y, :) contienne le
rayon' de C issu de ce point. Comme les paramètresdirecteurs de ce
rayon sont a:, y, 0, on a la relation

a: _y 0
a" y' z' = 0.
$, .y” ;,

Si 3' est nul, la courbe est dans un plan horizontal; si l’on écarte ce
cas, on peut prendre 3 comme variable indépendante, de sorte que
l’on a s’: 1 , z": o et la relation précédente devient xy”—yæ”= 0,
ce qui donne
(37) ædy—ydx=hdz,
où ]: est une constante; on voit par là que la courbe appartient au
complexe linéaire n: hc par rapport auquel les deux directrices de la
congruence sont conjuguées. Réciproquement le plan osculateur en
tout point d’une cburbe d’un tel complexe linéaire contient le rayon
de C issu de ce point.

On sait comment on peut obtenir toutes les courbes d’un complexe
linéaire. On peut, suivant la méthode employée par M. Vessiot, dans
son traité de Géométrie supérieure, écrire l’équation -(37) sous la
forme '

æ'd (£) : h dz ,
æ

écrire ensuite : =: F(11), où F est une fonction arbitraire de la variable
a = %; on en déduit

æ!=hFl(u) !‘
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et l’on peut, à partir de la, obtenir les expressions de w, y, : en fonc—
tion de u.

Cette méthode a l’inconvénient d’introduire un radical; pour éviter
cela, on pourra regarder :: et u comme les coordonnées du point
caractéristique d’une droite du plan (3, u), dont l’équation, dépen-
dant du paramètrex, est

2

z —
% u : 0(æ).

de sorte qne l’on aura
ëi _ av:mf“M

Les coordonnées du point caractéristiquesont
—It®'u— -—/t

').
  @!2æ, s=o_%o, aw ;:

et ainsi y et 2 sont donnés explicitement en fonction de x.
Les calculs précédents montrentqu’une courbe définie par c’ =: K ;“

appartient au complexe linéaire c: Kn.
Par conséquent, sur la surface la plus générale obtenue par inté—

gration de (E, ), les courbes constituant le réseau qui admet C pour
congruence des premiers axes appartiennent à des complexes linéaires
par rapport auxquels les directricesde C sont cohjuguées.

Sur les surfaces dépendant de trois fonctions d’un argument,
obtenues par l’intégration de (E,) où nous avons donné à K. une
valeur constante, le réseauqui admet C pour congruencedes premiers
axes est formé, pour une famille, de courbes appartenant toutes au
même complexe linéaire c :_ K,n et, pour l’autre famille, de courbes
appartenant à des complexes linéaires différents..

Enfin, sur les surfaces spéciales obtenues à partir de l’équation (36)
où K et K1 sont des constantes, le réseau conjugué qui admet C pour
congruence des premiers axes est formé par .une famille de courbes
appartenant au complexe linéaire c=Kn‘ et une famille de courbes
appartenant au complexe c = K. n.

Reportons—nous ‘à l’équation de Monge—Ampère (36) qui corres-
. pond à ce cas ; en cherchant les caractéristiques, nous°trouvons pour

l’une des équations 0’: Kg“. Remplacons les notations u, v, ;: par les
Journ. de Math., tome XXVI. — Faso. 1, 1347. 10
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notations plus usuelles a:, y, z, de sorte que l’équation devient
rs —— 2p’+ (K + K,):2(zs ——pq)+ KK,z*‘t= o.

Les équations des caractéristiques sont, pour un premier système,

{ n'y—Ks‘dæào, dz=pdx+qdy,
38 «( ) l:dp+K,s*dq—pdx[2p+q(K+K,)zfl=—o.

Le second système se déduit du précédent par l’échange de K et K,.
Pour intégrer le système (38) on peut prendre pour y une fonction

dyarbitraire de x, ;“ se calcule alors sans quadrature z‘-’= -K——dæ et les
d,

deux dernières équations, dont la première— =p+ q—d£ est en

termes finis, donnentp et q par une équation différentielle.
Pour pouvoir faire les calculs plus aisément, nous pouvonsregarder,

comme plus haut, a: et y comme coordonnées d’un point d’une courbe
plane enveloppe de la droite au paramètrez \

y —-— Kz"æ + F(z) :: 0,

où F est une fonction arbitraire de z; on a ainsi

=F'(z) Ï__zF’(s) Î1Îî —
2 “F<5>°

On a ensuite
1=päæ— + qd—'Zadz dz

d’où
2K52p=—Kq52+m,)

et il reste, puisquex, y, }) ont été explicités en 2, une équation— diffé-
rentielle entre 9 et : qui devient, toutes réductions faites, eten sup-
posant K # K, ,

'

,.dq q‘ ,, ,; , __ 2K52F’”_____ _
J

C’est une équation de Riccati entre q‘ et:et le problème de l’inté—
gration de l’éequation (36) se trouve ramenéà celui

de
l’1ntegratwn '

de cette équation (39).
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25. On remarque que si K,=K les deux systèmes de caracté—

ristiques sont confondus; l’équation (39) se réduit alors à F’”= o et
ceci nous conduit à supposer que, dans ce cas, l’équation

. ' dg à 2' 02 d () _dæ(40) Pôup_ 2<5£> +2K92,(9
P _ —E' £)+KPad—(î =o 

du dv du ()V

peut être intégrée explicitement. En effet, si K et K, viennent se
Confondre, les deux familles de courbesconjuguéesqui étaient définies
par

("= Kp2 et O': K, p‘-’

donnent une famille d’asymptotiques et l’on reconnaît donc que
l’équation (40) exprime que la surface

æ=p(u, v), y=up(u, v), s=v
posséde une famille d’asymptotiques, définie parä— —__Kp’ (u, v)
appartenant au complexe linéaire c—_ K _n.

Considérons une ligne de cette famille et supposons d’abord qu’elle
ne soit pas rectiligne : le plan osculateurest le plan polaire du point de
contact par rapport au complexe, donc la surface serait tangente en
chacun de ses points au plan polaire de ce point et l’on sait que ceci
est impossible.

Par conséquent, les asymptotiques définies par v’= Kp" sont recti—

lignes et ce sont des droites du complexe linéaire c__—— Kn. Pour obtenir
ces Surfaces explicitement sans intégration d’équation différentielle,
ni quadrature, il suffit d’utiliser la propriété qu’Êmile Picard a
signalée: une telle surface possède deux asymptotiques curvilignes
qui appartiennent au complexe. Nous inspirant de cette remarque,
déterminons deux courbes du complexe, I‘ et 1", toutes deux arbi—

traires; nous avons montré plus haut comment on obtient explici-
tement une courbe du complexe et l’on voit que notre opération
engage deux fonctions arbitraires d’une variable: une pour chaque
courbe. Cela posé, soit M un point de la première courbe I‘, son plan
polaire coupe I" en un ou plusieurs points dont nous désignerons l’un

- par. M’. M se déplaçant d’un mouVement continu sur:,1‘ nous lui
associerons sur I" le point qui se déduit par continuité de la position
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initiale de M’; la droite MM’ est une droite du complexequi engendre
la surface cherchée dont les deux asymptotiques particulières de ,

Picard sont ainsi mises en évidence.
On peut, d’ailleurs, à titre de vérification, voir directement que si.

:: satisfait à l’équation (40), les courbes définies par c’_-— Kp’ sont
rectilignes. En effet, prenons une surface a:: p(u, v),y: up(u, v),
: =», où p est, pour le moment, quelconque et cherchons le plan
osculateur d’une courbe tracée sur cette surface et satisfaisant à

l’équation différentielle 52 : Kpï Les coefficients de l’équation du
a

plan osculateur s’obtiennent en considérantx, y et : comme fonctions
de u et en prenant les mineurs du tableau

.r' ux’ + x v’…\ ,,
  x” uœ”+ 2æ' :)

c’est—à-dire
u(.r’v”—x’v') + r”.v —-— 2x’v', v’æ”— æ’v", 2æ'2—— æ.v

mais on a
.r=p(u, v) et v'=Kp’=Kæ’,

donc
v"=aKææ' et v'æ'—æ'v'= Kæ'æ’—2Kææ"=—Kæ(2æ'*—xæ”).

On trouve ainsi que ces coefficientssont les produits par zx”—ææ"
de Kæu, — Km, 1 ou encore Ky, — Kan, 1. Donc si 2x”-‘— ææ” n’est ,

pas nul, on peut prendre ces coefficients égaux à Ky, — Kæ, 1 et l’on
reconnaît que le plan osculateur est le plan polaire du point (a:, y, z)
par rapport au complexe c = Kn; nous vérifions ainsi la signification
de l’équation v'= Kg“. Mais si zac” — œæ": o, le plan osculateur est
1ndétermmé, la courbe se réduit à une génératrice rectiligne; on,
vérifie que, avec v'= Kp’, on a

_ ô_9 +_d_9_ d_u+ dv
|_ à, à”? P

_ à.) à"” —3—Ê+25——u0Kp*+ %—p,K’p‘+aKp£<(—,—Z+ d—îKp-)_

(L" K92,

et l’expression aw”— 23" se réduit au premier membre de l’équa—
tion(33) … ,…

_\ |
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Si‘ nous imaginons que p(u, v)\soit une fonction variable qui tend à

vérifier l’équation 2.23'2 —— æx”= o, le plan osculateur indéterminé
peut être considéré à la limite, comme encore confondu avec le plan
polaire du point (ac, y, 3) par rapport au complexe. La génératriceest
donc l’intersection de ce plan, de coefficientsKy, — Kæ, 1 et du plan
tangent de coefficients

de dpu-—‘ , ...—*— _g_
du+P du, ‘()c"

et l’on trouve pour paramètres directeurs

de ...de dé , de
'à“&+KP àÎ/‘, P+ll(az+hpzä‘—,)Q "\?

, . . , . . I' ' d;dont on ver1fie immediatement qu’ils se confondent avec 1—5, (£)—, —
du du du

en supposant v’= Kpfl.

24. Il y a un fait qui apparaîtmaintenant clairement. Supposons
que 9 soit solution commune des équations

029
(dl) )2—l—

[tp-5223150, p
d'p ap 09 —u(41) Päîîi—2 511 av! dud‘y—àîä—(3— . 

Dans ces conditions, on pourra dire que 9 satisfait à l’équation (36),
où K et K. sont deux constantes liées par la seule relation KK, =Iz
puisque le terme en K + K' a disparu. Nous allons montrer plus loin
que ces équations (41) sont compatibles, donc qu’il existe des sur—
faces sôlutions. Les résultats obtenus dans les paragraphes précédents
montrent que ces surfaces admettent œ' réseaux conjugués corres—
pondant chacun à une valeur de la constante K; quand on a fixé K

‘
uné_première famille du réseau déterminée par v’= Kp’ , est formée
de courbes du complexe linéaire c=Kn et la famille conjuguée,

. . , h . Idétermmeepar v‘: Îî p” , est formee de courbes du complexe c= —;( n;
'_

de plus, en prenant K =+ \/Îi, l’équation v’= JÎip2(u, v) donne oo‘
génératrices; de même, pour K :_ fli, v'=— JËp’ donne oo ‘ géné—
ratrices, de sorte que la surface est une quadtique par rapport à
laquelle les directrices de la congruence linéaire sont conjuguées.
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Développons les calculs; la seconde équation (41) entraîne que p

est de la forme UV; alors la première devient
UU"— 2 L"‘-’(42)
—_U°—_—— + Il V3\’ = 0.

On a une première solution
UU"—— 2U"—’:: (), V”: ()

quidonne
I__ Î— :_U -— f———_\((t un ) 9 " ——A.1(‘ V0):

où A, A,, u() , v, sont des constantes; on a alors un plan
A(y — uoæ) :: A,(s — so),

solution sans intérêt.
On a les autres solutions en prenant avec une constante que nous

supposeronspositive, A2 ,
_

UU”-— 2U’2= A2Uf», hVW”=——A‘-’-

Comme on a le droit de remplacero—_ UV par p—_ (X U) (% ), où )l.
est quelconque, on peut réduire la constanteA‘a l’unité. La première

_
équation, en posant U’” p,= donne

dpU 57Ü
— 2P — U"

d’où, par un calcul simple,
}) = U”: U°+ BU‘,

où B est une nouvelle constante arbitraire. Prenons B_— — U”, où U.,
est une constànte arbitraire. Nous avons

U12=Us<l_Uâ);
\ 

U2

. U ;-;prenons pour nouvelle1nconnue t = 1 —
—Ü-,- On a

.- “ £,_2UäU'' "' ‘
—

_—
U3

, 
‘ .



!
SUR QUELQUES CONGRUENCNS ATTACHÊES A UNE SURFACE. 79

:de sorte que l’équation devient
t’2

ÎŒ;
:!

qui s’intègre immédiatement  dt /—
"

—-_-_=Uärlu, Vl=\/l—UO=UË(u—uolv2\/t Ü7

où a() est une nouvelle constante.
Finalement

U — ”“  ‘“w— U:<u—uo>=
Ensuite, on a

1 — '.», V’d’où 2V’V”: --V :_ W’ W?"
donc V""= h—I—v, + B,, où B. est une constante.

, V2v'2= ;—l+Biva.
En posant V”: W, on &

(V'2=
%

+ 4B,W.

SiB.=o, on a     w'=:/Ï%y W=È(V—vo)=V'.
Donc . .

\ / 2 —

‘
. v=\/Ç7Î(V_V°’°

Finalement

'Uo \/—2=(V—Vo)
qu /——2=(0—v0)

_

æ_ w» , J._ V W :___V__ \/l—UÊ(u—uo)' —' Vr—U3<u—uo>=
’

L’équation de la surface s’obtient immédiatement puisque v=:,'

a =.‘â- On trouve
aUä
VZ

("’ ”O)’'æ2— UÊ()’ —— uw)“:
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C’est un paraboloïde d’axe Oz; on fait disparaître le radical JÎz en
posant

'
Uâ: \/ñ Â,

où )\ est une constante et l’on a ainsi
'v2 —— hP(_y -— u,.x)’: 21(5 —— 50).

Si B, n’estpas nul, on &

(V”:
%

+ 481W

En dérivant, on a

w"=2B, d’où W'=2B,(V— V.,)

et w peut alors être tiré de l’équation
[| W" 1I3__. ,..— 2_ ___—..

——7—
+4B,W, “ __

f|——Bi _I——LB
=B,(o— V.,) 118,

_Uo \/B,(v—— vo)” —

V1—U3(u—u,)’hB

CV

On a donc   
et l’on en tire l’équation de la surface

—7 o. ° U2æ'— Uâ()’ -— aux)-= B1Ua(z —zo)‘-— hT£,°)

,C’est une quadrique d’axe 03.
Nous avons retrouvé les résultats prévus a priori.' les quadriqucs

obtenues sont telles que les deux directrices de la congruence soient
conjuguées par rapport à elles.

Il reste à déterminer les courbes du réseau conjugué; nous avons à
1ntégrer

_, hv’= Kp- et v’=
—K

p”;

il suffit manifestement d’intégrer l’une de ces équations. Comme—
p—_ UV, les variables se séparent et l’on a '

du
V” : KU“du.
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Pourle>paraboloïde, on a -    .WîJv KU;—;du dv 2KÀdu…: ,

. ou = . .2("“—"o) 1—U5(u—uo)i V—-vu 1——IzA*(u—uo)*

Posons VÏEX(U — ao): u. ; on a donc   
K

d 2fid“‘ _K_ du. du,
V—v0— 1—uï V71—u, 1+ul ’

d’où
!.

V_Vo_C<l+uq)W—l,l—u1

où C est une constante arbitraire; pour K=:l:J/Î, on trouvé les
génératrices del’un ou l’autre système.

Remarquons ici que la difi’érence entre les paraboloïdeset les qua—
driques à centre ne tient qu’au procédé métrique qui a été employé.
Les mêmes circonstances d’intégration se produisent'pou—r les qua-
driques à centre; on a alors        dv __ BIKUâdu

_, 1 _1—Uâ(u—uofi,V—V “__—__;( °)
/zB;

OU
dv dv _Ky du1 du,

‘

1 _v V—l—I
1 —Ç/Î<i—u,+l+u,)’v——u ——=— -— -———.:—°

VhBl \
° .th1

soit,…enfin
1(«*—0

—————.—.—— E0

VhB1_C, I+ü1_Vh.
v+ 1

_ 1—u,
V— —..—"

\/h31

25. RET0UE A L’ETUDE D’UN COUPLE DE SURFACES AYANT MEME coucnumcm
DES“> RBEMIERS AXES RELATIVEMENT AU RÉSEAU CONJUGUÉ COMMUN. — Nous
avons vu qu’une Congruence C étain donnée, on peut toujours lui
associer une infinité de surfaces l’admetœnt pour congruence des
premiers axes d’un réseau conjugué. Considérons alors deux de ces

Jaurn. de Math., tdme XXVL -- Fasc. 1, 1947. I I
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surfaces S. et S,. La congruence C établit entre elles une correspon—
dance ponctuelle; il existe sur 8. un réseau conjugué B, qui corres—
pond à un réseau conjugué R, sur S,, et il n’en existe qu’un, sauf _si
les asymptotiques des deux surfaces se correspondent. On peut
chercher s’il se peut que le réseau R, de S, et le réseau R, de S,
soient précisément les réseaux qui admettent C comme congruence
des premiers axes, et nous retrouvons là le problème qui a été envisagé
àla fin de la première partie. Nous avons conclu, à ce moment, que
le problème admet une solution dépendant géométrz‘quement de dix
fonctions arbitraires d’un argument. Nous pouvons retrouver rapiÂ
dement ce résultat. Appelons en effet cc,, y, , z. et x,, y,, s, les coor—
données de M. et M, et u, v les paramètres des courbes du réseau
conjugué commun. Nous avons les équations

 
i—a d£! ..?.îa __ 0 {E:-. ô_æ_= .?î—'f… _ ,
du dv du dv _ ’ du dv dudv _ ’

dæi d’æ, _ ôæl à=æ1 _
717 W _x’ —0’ 37 W x2_æ’ _O’
ÿ_—fi 02122 _ ôæ, d"æ, _
du a..= ”fa—"’t —°’ ?: 7172 “’;—‘”; "°°

    

La première ligne exprime que les courbes u, 0 sont conjuguées sur
S et S, ; la seconde exprime que M M, est premier axe du réseau R,, -

la troisième que M, M, est premier axe du réseau R,.
Nous avons ainsi six fonctions1nconnues qui doivent satisfairea six

équations aux dérivées partielles d’ordre 2; la solution générale du
système dépend de douze fonctions d’un argunîent comme on pourrait
le vérifier en ramenant le système à la forme de Cauchy. Mais comme
on peut toujours poser u*=f(u), v*= ap(v), oùf et cp sont des fonc—
tions arbitraires, sur les dou2e fonctions dont dépend la solution du
système, deux ne correspondent pas à une transformation géomé—
trique mais à un changement de variables indépendantes; il ne reste
donc que dix fonctions pour modifier la nature géométrique de la

}solution.
Nous allons donner un exemple précis où la solution contient Jeuzt

fonctions arbitraires d’un argument. L’équation ‘ '
,

(E) (A.+ B.)æ.+ <A=»+ B2)y + (A,—+B.>z+ (A.+ B.>t: o.
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où les—A‘,— dépendent de la variable a, les B,— de la variable b, définit
tangentiellémentune surface rapportée à un réseau conjugué (a, b)
puisque les coordonnées tangentiélles satisfont à ÎËZ__ 0; on obtient

la_surface ponctuellement en adjoignant à (B) les équations

(E’) A'æ+Ay+A,-—1—A’t..o B'æ+B',y+B’s+BUL-o.

Ceci fait apparaître que les courbes a=const., b=const. sont
planes, le premier axe, relatif au point (a, b), est la droite définie par
les équations (E’ ).

Remarquons que cette congruenée des premiers axes est la
congruence rectiligne générale à nappes focales développables.

Do,nnons nous maintenant, a priori, une telle congruence, définie
par les deux équations
(c’) , ac1.r+a2_y+a's+t=o, Q,.1P+fig_y+{äs+t=o,

où cx et? sont les paramètres indépendants, a. , a,, des fonctions de a,
B., B, des fonctions de "31; les surfaces S les plus générales qui corres—
pondent à ‘cétte congruence dépendent, bien entertdu, de quatre
fonctions d’un argument, mais par de simples quadratures nous
pouvons trouver des surfaces S particulières dépendant de deux
fonctions d’un argument; ce sont les enveloppes de plans dont l’équa—

tion
est de la forme

. __(e) œ[fa,a,da +ffiifiadfi]+y[fa,a3da +ffi,fi,dÇJ

. . / ..
+5 [f“°‘3da+ffi@sdfi] +t[f“8d“ +fÔ=dfi]=o,

_
ou ci,-.et @, sontdes fonctions arbitraires de a et de B respectivement.

Supposons alors que nous partions de la congruence (c’), nous
considérerons la surface correspondant à l’équation (e) avec un
certain choix des fonctions et,, Q, et la surface correspondant à (e)

(e) œ[fa,a;da +ffi;5:dfi]+y[fa.äada+ffi_Ë_—,dfi]: \æz[faa;dœ+ffifi;dfi]+'jt[E;da+ffi;dfi]=o
Il.
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et nous avons ainsi un exemple de solution du problème qui engage
les huit fonctions d’un argument cc,, cc,, cc,, oÎ,, B., Q,, B,, E,.

La propriété qui distingue les surfaces (6) parmi toutes les surfaces
à quatre fonctions arbitraires qui correspondent à la congruence (e'),
c’est que le réseau conjugué dont la congruence (e' ) est congruence des
premiers a‘æes correspondaux développablesde(e' ).

Enfin , considérons le cas spécial où la congruence C est formée de
toutes les droites issues de l’origine; il est clair que, dans ce cas, le
réseau conjugué admettant ces droites pour premiers axes est formé
de courbes planes dont les plans passent par 0; la surface enveloppe
du plan

(AI+B.)x—+—(Ag+ Be))'+(a+b)5+t=0
admet pour congruence des premiers axes la congruence C, et nous
avons ainsi un exemple de détermination d’une surface dépendant de
quatre fonctions arbitraires d’un argument, associée à une congruence
donnée.

. TROISIEME PARTIE.
‘

_

.

DIRECTRICES DE WI_LCZYNSKI D’UNE SURFACE.

26. RAPPEL DE QUELQUES DEFINITIONS. — Étant donné une surface S
et un point M de cette surface, il existe une infinité de quadriques qui
ont en M un contact du second ordre avec S. La courbe d’intersection
d’une telle quadrique avec la surface présente en M un point triple.
On sait que lorsque les trois tangentes en M viennent se confondre en
une seule, la droite obtenue est dite tangentede Darbouæ; en un
point M quelconque, de la surface, passent trois tangentes de
Darboux. -

\
'

On appelle quadrique de Darbouæ en Mune quadrique dont l’inter—
section avec S présente un point triple en M, les trois tangentes en ce
point étant les tangentes de Darboux. Ces quadriques forment un
faisceau. . — - -

On considère les deux complexes linéaires osculateursen M respec—
tivement aux deuxasymptotiques issues de M. Ces complexes linéaires
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ont en commun une congruence linéaire dont les directrices sont
appelées directrices de lVilczym/cide la surface en M. L’une d’elles,
qui est appelée première directrice, passe par M; l’autre, située dans le
plan tangent en M, est la deuæième directrice. Ces droites sont réci-
proqùes par rapport aux quadriques de Darhoux.

Parmi les quadriques de Darboux, nous considérerons particuliè-
rement la quadrique de Lie. Considérons la surface réglée R. décrite
par les tangentes aux asymptotiques v=consl. aux points où elles
rencontrent l’asymptotique u : const. qui passe par le point M et, de

_

même, la surface réglée R, obtenue par le procédé précédent en inter—
vertissant les rôles de u et v. Nous considérons ensuite la demi-
quadrique Q. osculatrice à R, le long de la génératrice issue de M,
de même la demi—quadrique Q, obtenue de la même façon à partir
de R,. Les demi—quadriques Q. et Q, ont comme support une même
quadrique de Darboux qui est appelée quadrique de Lie.

27. Nous rapporterons la surface étudiée à son tétraèdre normal
de M. Cartan, MM| M,M,._MM, et MM, sont les tangentes asympto-
tiques, MM, est la première directrice de Wilczynski, M, son inter-
section avec la quadrique de Lie du point M, M. M, est la seconde
directrice. u et (" sont les paramètres des asymptotiques.

D’après ce qui a été vu au début de la première partie, les dépla—
cements du tétraèdre sont caractérisés par les équations

…… M.,:2az—‘Mk; M.—.=ZbïMi— <i.k=o,u,-z,3),
k k

où les coefficients af, bf satisfont aux conditions

… <a!“»—— <b:‘n=2 (bça,z= — a4b}‘»
i

D’après le choix du tétraèdre, M… M, sont situés respectivement
sur MM. , MM, d’où _

’
aä=aä=o, bâ=bâ=o.

En écrivant que MM, et MM, sont tangentes asymptotiques, on a

'- ' ' aî=bâ=0-
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Les coefficients (13, b: ne sont pas nuls si les courbes u, 0 ne dégé-

nèreflt pas en points, on les ramène à l’unité en normalisant M. et:Ma
ao : 1, bg“; : 1 .

L’équation (a) pour i=o, [: = 3 donne alors aä=bÏ. Ces deux
quantités ne peuvent être nulles sans que la surface (M) ne dégénère
en plan; en effet, les six équations (I) relatives à M, M,, M,, ne
contiendraient'pas M,. L’intégrale générale de ce système ne com—
prendrait que trois termes

M[=æll‘Ao+æ"i‘\t+t1'Ïi‘\—g (i:()l ', 2).

La surface (M) serait une transformée projective du plan A(, A.lA,.
On peut donc les ramener à l’unité par la_ normalisation de M,.

Les équations (a) écrites pour i=1, k=3; {= 2, k=3; i=o,#: 1; i=o, k=n donnent
bî=al—aâ, aî=bZÊ—bfi, afi+a}—uî—aâ=o,

‘ b2—b}+bâ—bä=o.
Nous disposons encore de la normalisation de M: or la multipli-

cation de tous les points M,— par )\ ne change pas la forme des équa-
tions obtenues et un choix convenable de 7\ permet d’obtenir

(MM1 M2 M3) = ],
d’où suit, par dérivation,

a}+a}+aä+aâ=o, b3+b{+bâ+bâ=lo,
donc

a3+a}=o, a}+aä=o, bg+b;=o, b{+bâ=o.
En exprimant que les arêtes MM, , M,M, sont réciproques “par

rapport aux quadriques de DÙarboux du point M, on obtient ‘

a3+aâ=o, bg+bä=o
et les équations (!) prennent la forme

M,,=a M-+M;, ‘ ' M.,:bM +M,.
1__:a‘,‘M—aM, +BM, M,_= bïM+bM, +M3,

'M,u=agM+aM, +M,, M,',=bgM+TM1 —bM,,
M,“: agM + a}M,+ aâM,— aM,, M3,= b;M + b; M,+ b.: M,-— bM,.

. \
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On peut s’assurer que les quantités B, 7 qui sont écrites ici sont les

mêmes que celles désignées par ces lettres par MM Fubini et Ôech
dans leur traité de Géométrie projective d{fl’érentzälle.

Si l’on exprime que MM , et M. M, sont les directrices de Wilczynski ,

on a
0_ 2 0_ 1

.On désignera leurs valeurs communespar B2 et A’ respectivement.
Les équations (2) pour i= 1, k = 2 et i= 2, k = 1 donnent  

- Des équations (2) écrites pour i= o, /c= o et pour i= 3, k=3,
on:peut tirer la relation en termes finis

0 l_ 0 2

En exprimant que la quadrique de Lie perce en M3 l’arête MM3 , on
trouve _ 1 O.... 2

On désignera leurs valeurs respectivementpar lc et !; enfin, les équa-
tions (2) pour i= 1, k= o et pour i= 3, k = 2 donnent

‘ ag=fiAz

et ces équations pour i = 2, le = o et i= 3, I: = 1 donnent

Finalement, le système (1) apparaît sous sa forme définitive

_1_
ôlogB   

— __ 1. ôlogy
_1_ _M“_5ÎM‘M“ M"—2 dv M M2’ _,

l
— M,“: B’M—â ‘ÂÏËË-ÏM,+pM,, M,,=1M+É‘ÏT°ÎÊM,+M,,

3( )
1 dlogy 1 dlogfiMg 2ËM-+ — —-————:Mz+M;» M20=A2M+YM1— — hi:," 2 du 2 dv

‘
' ' ' dl '" " "

M3u=pAzM+kMi+BzM,_â à°ÏTM3, Ma,=YBQM+A’M1+1Mz—â dl;pr”’
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les conditions d’intégrabilité s’écrivant  ., ___,_ . 031085 . __ Ôil°gY.

\
'A—‘J\‘_ u «” ““pl— up’

(4) "
__, __ dlogÇ ! Ôlogw_(A),—__ A..+k

m»
, (B).: l..+l du

 A(.BA)..=B(YB)…

Nous avons adopté les notations de M. Finikofi‘, elles neditfèreht
de celles de M. Cartan que par la normalisation des sommets. -

28. ÉLÉMENTS rocwx nas nmammcas. —— Soit une surface réglée de
la congruence des premières directrices définie par v=ç(u). Le plan
tangent en un point M +XM3 du rayon MM, est déterminé comme
plan contenant le rayon lui—même et la tangente à une ligne quel—-

conque de la surface, par exemple, à la ligne 71 r.: const. Il est déter—
miné par les points M, M., d(M + kM.). '

On peut écrire
(I(M + ?.M.) : (M.—+ ).M,“) du + (M.,+ AM,…) dv.

C. 1 d' d d d“ " re p au ne epen pas € a; bl on a
.

(5) (M M, M,. + 7. M..“ M ;.+ Ï.M,p): of

Cette équation du second degré en )1 définit deux points sur le rayon
où le plan tangent est le mêmepour toutes les surfaces réglées de la
congruence, ce sont les foyers. En tenant compte des relatidns du
tableau (3), cette équation donne '

(ô) ' >?(kl—r— 1232)+—1(1+1)_+1;=0, ' '

De la même façon, on détermine les foyers de la.deuxième direc— .

tricc M M, sous la forme M,+ ptM, par l’équation

(7) 1*‘A2+ a(l-—k>—- B-—0

Le plan focal de MM, correspondant à une racineA de l’équa—
‘

tion (6) coupe M M, au point M. + p.M, où p. est donné par
(M M. M.,+1M M.—…M.)—o

'
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c’est—à—dire

IJ.( ! + l\k) -— l‘.82= 1),

Ainsi les points de rencontre de M,M, avec ces deux plans focaux
sont définis par
(8) H2A2—p(l—k)—B'2=u

De même, les points de rencontre de MM, avec les plans locaux de
M, M, sont les points M + XM, où 7\ est solution de

(9) >.2<kz_Aane)—1(/ç+z)+(:.….

La comparaison des équations (_ 7) et (8) fait apparaître un résultat
publié par M. Godeaux (‘) : le plan conjugué harmonique d’un plan
focal de MM, par rapport aux plans MM, M,, MM,M, coupe M. M,
en un foyer.

De même, en comparant les équations (6) et (9), on voit apparaître
une proposition analogue à celle de M. Godeaux : le plan conjugué
harmonique d’un plan focal de M, M, par rapport aux plans M, M,M
et M, M, M, coupe MM3 en un foyer. Si nous nous rappelons main—
tenant que MM3 et M,M, sont conjuguéespar rapport à la quadrique
de Lie du point M et que MM. et MM, sont les génératrices en M de
cette quadrique, nous pouvons rassembler ces résultats sous la forme
su1vante.

Un fofer d’une directrice est. le pôle, par rapport à la quadrique de
Lie, d’un plan focalde l’autre dzïectrz‘ce.

Une conséquence pr'èsque immédiate est la proposition suivante
qui a éte établie par M.

Godeaux,
par un procédé différent, dans le

Mémoire cité.
'

Si. une directrice de Wilczynski d’une surface engendre une'
congruence formée par des tangentesasymptotiques d’une surface, la
cOngruence engendrée par l’autre directrice jouit de la même
propriété.

.' ( ) Gonnmx} Sur les congruencesforméespar les directrices de Wilczynski
d’une surface (Bull. Acad. Royale de Belg.., 1928, p. 335-345). '

Journ. de Math“.., tome XXVI. -— Faso. 1, 1947. _
12
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En effet, pour qu’une congruence jouisse de cette pr0priété, il faut
et il suffit que les foyers et les plans focaux de chacun des rayons
soient confondus et il est clair maintenant que si cette condition est
satisfaite par une congruence de directrices, elle l’est aussipour
l’autre.

29. ÉTUDE nas connus 1111 sommes AYANT mEmns pnemàaas ET secounss
nmecrmc1—zs 1111 W1tczvnsm. — Nous désignons par F et F’ les foyers de
la première directrice MM, de la surface (M), par 30 et cp’ les points
de MM“ respectivement conjugués harmoniques de Fet F' par rapport
à MM.. Ce sont, d’après le paragraphe précédent, les intersections
de MM, avec les plans foCaux de M.M,. Nous allons chercher s’il
existe des surfaces autres que (M) admettant pour premières et
secondes directricescelles de (M). Les équations (6) et (g) montrent
que les couples cpo’ et FF' sont confondus dans le cas où Ic+ ! =‘ o._

1° Supposonsk + l :,é o; les couples cpç' et FF’ sont distincts.
Il y a au plus trois surfaces autres que (M) qui peuvent convenir.

En effet, si P est le point générateur d’une telle surface, P. le deuxième
point d’intersection de MM3 avec la quadrique de Lie du point P, le
segment PP. est divisé harmoniquementpar Fcp et F'cp' ou par Fcp’

et F'cp. Or le seul segment qui soit conjugué à la fois par rapport à F?"
et F'<p’ est MM,; un seul segment que nous désignero'nspar NN'——e5t

conjugué par rapport à F cp’ et F’ç à la fois. Les seules positions de P
qui pourraient convenir sont donc, a priori, M3 , N et N’ .

Si P est confondu avec M,, en écrivant que le plan tangent en P
contient M.M,, on obtient A: B = o. La configuration particulière
ainsi réalisée a été étudiée par MM. Demoulin et Godeaux ( ):
quadrique de Lie du point M n’a que deux points caractéristique;'
M et M,, les asymptotiques de (M) et (M,) se correspondent et les
tangentes asymptotiques homologues concourent aux points Ml , M.
Nous dirons que les surfaces (M) et (M ) forment un couple de
Demoulin—Godeàux.

( ) Gonxmx, Sur les surfaces ayant les mêmes quadriques de Lula (Bull.
Acad. Royale de Belga, 1928, p. 345). .
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Pour les autres cas, où P serait en N ou en N’, on peut fixer sa
position par la fonction 1( u, v) telle que

I
P:M+ÀM;.

En écrivant que le point caractéristique du plan (PM,M,) est le
point P, nous obtenons

(1°) au: Â————ôlougv + ”@A’ ,7w= )‘ % + Â’ÏB’.

La condition À…,= “A… donne

) o”logy dHog@ _“‘ dudv
_ dudv)— '

On voit que nous ne pouvons avoir de solution différente de zéro
que si

dHogy d£logfi __
du dv

_
du dv

_ 
égalité qui équivaut à I:: (d’après les relations (4). Cette condition

caractérise les surfaces isothermes asymptotiques de M. Fubini. Les
développables de la congruence des premières directrices découpent
sur ces surfaces un_réseau conjugué et de même les développables de
la congruence des deuxièmes directrices correspondent aux lignes
d’un réseau conjugué; on dit que la congruence des premières direc—
trices est conjuguée à la surface,et que celle des deuxièmes directrices
est harmonique. Nous "reconnaissons immédiatement par les formules
établies quelques propriétés caractéristiquesde ces surfaces.

a. les plans focaux de la première directrice contiennent les foyers
de la seconde;

6. les foyers de la deuxième directrice sont conjugués par rapport
à la

quadriq11e
de Lie. -

Nous voyons donc que si k—+l,£ o, il n’existe en général aucune
surface (P) admettant pour premières et secondes directrices celles
de (M); il ne peut en exister que si la surface (M) est isotherme
asymptotiqueou si elle est telle que la quadrique de Lie n ’admet en

tout point que deux points caractéristi@és._
!
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2° Si k +l_—— o, le couple ç<p’ est confondu avec FF’

On trouve immédiatement quelques propriétés caractéristiques des
surfaces correspondantes :

a. les plans focaux de la deuxième “directrice contiennent les
foyers de la première;

à. les foyers de la première directrice sont conjugués par rapport à

la quadrique de Lie.
Voyons d’abord si le point P peut être confondu avec M,,

autrement dit, si la surface (P) peut constituer avec (M) un couple
de Demoulin-Godeaux. On devrait avoir encore A=B=o. Les
équations .

k..+k“°“5— l..+J‘Ë2Ëï=Odv “' “’ du
 

du système (4) s’intègrent alors; un choix convenable des paramètres
u, v réduit les fonctions arbitraires de l’intégrationàal’unité et l’on
obtient ,

et la condition lc + 1= 0 donne 7 = —
{$. Les deux premières équa—

tions (4) donnent

d’logfi_ 2 d* logfi __dudv_ __pz__ Ë’ duàv ——ÇZ+Ël

 
qui sont incompatibles.

Si le point P est un point de MM3 défini par M + XM., , les mêmes
calculs que pour le 1° montrent que doit être satisfaite la condition
IE =l. Par suite, on devrait avoir l:_— [= o et ces équations caracté-
risent le cas où les asymptotiquesdes deux familles de la surface (M)
appartiennent à des complexes linéaires.

M. Gambier & étudié de telles surfaces ( ') : les congruences des 
(‘) B. Gama, Surfaces dont les asymptotiques ”de l’un ou l'autre système

appartiennent a‘ des compleæeslinéaires( C. R. Acad. Sc., t. 203,.1936, p.. 191 ).
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- directrices, forment un couple stratifiable, les surfaces de stratification

décrites par les points de MM, admettent toutes les mêmes premières
et secondes directrices que la surface de départ; les surfaces de strati-
fication décrites par les points de M M ont aussi mêmes directrices
que la surface (M) mais l’ordre est inversé, c’-est-àdire que M M est
une première directrice, MM, une seconde directrice. Ceci nous
fournit un exemple de la configuration qui sera étudiée dans le para-
graphe suivant.

_ 150, ÉTUDE D’UN COUPLE DE sunmces (M) ET (_ P) TELLES QUE LES pneu1Eazs

Er SECONDES mascrmœs DE L’UNE somm_ RESPECTIVEMENT SECONDESET razu1Eass
DIRECTRICES DE L’AUTRE. — On désignera par F, et F‘, les foyers de la
deuxième directrice M, M, de (M), par p, et c’, les points de M, M,
conjugués de F, et F1 respectivement par rapport à M,M,; cp. et <p',

sont donc-les intersections de M,M, par les plans focaux de MM,.
Nous cherchons s’il existe des surfaces admettant M,M, comme
première et MM, comme seconde directrices. Les équations (q), (8)
montrent que la condition nécessaire et suffisantepourque les couples
F, F', et p,<p’, soient confondus est le:! :

1° Supposons lc # l. La surface (M) n’est pas isotherme asympto-
tique. P, désignant le deuxième point d’intersection de M,M, avec la
quadrique de Lie du point P, le segment PP doit être divisé harmo—
niquemeht par F,fp, et F', cp', ou (par F,:p, et F‘,p,. Donc, en désignant
par N,NÏ, le segment qui divise harmoniquement F,<p, et F'ça,, on
voit qu’il n’y a, a priori, que quatre positions possibles pourP. M,,
Mn Nu N'
P ne peut être en M, ni en M, En écrivant que le point caracté-

ñstiqùe du plan MM, M,, par exemple, est le point M,, nousobtenons
_

immédiatement (3: 0, ce qui entraîne que la surface(M) serait réglée, ‘

cas que nous écarterons. -

Pour les autres positions de P, on peut écrire P: M,+ p.M,. Pour
— que le point.caractéristique du plan (PMM,) soit P lui—même, ou
\doit avoir .

… dlo
.(wt.-— '.Hez-“ë—é—H ,,“ ,:-m+p"—%’——fp 
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La condition p…..== ft…. donne _

d’log$ d'-' log7
du dv + du dv
 \— 2,87 ) = o. .

Nous avons déjà écarté la solution pt: o, le système (1 1) n’a donc
de solutions que dans le cas de la complète intégrabilité, où l’on a

d’logfi d‘-’__l___ogy
du dv + du dv —253= 

condition qui équivaut à I: + [= 0.
Donc, pour que les congruences des premières et secondes direc-

trices de la surface (M) non isotherme asymptotique et non réglée
puissent être congruences des secondes et premières directrices d’une
autre'surface, il faut que l’on ait 1: + [= o.

' '

2° Soit k= !. Les couples F.F'4 et q>,cp'4 sont confondus. Le calcul
précédent peut encore s’appliquer et nous revenons à la condition
nécessaire k+ [: 0, ce qui entraîne lc = l=o; nous retrouvons les

'

surfaces dont les asymptotiques des deux familles appartiennent à des
complexes linéaires.

En conclusion, si pour la surface (M) nous avons k‘+ !# 0, I: #1,-
A et B non tous deux nuls, les congruences des directrices de (M) ne
sont congruences de directrices pour aucune autre surface, que l’on
respecte ou non l’ordre des directrices.

’

Si A et B sont tous deux nuls, la surface (M) forme un couple de
Demoulin—Godeaux avec la surface décrite par le point M3 de ren—
contre de la quadrique de Lie du point M avec la premiére directrice.
Les deux surfaces (M) et (M,) ont mêmes congruences des premières
et secondes directrices.

\ I:: 15160, la surface (M) est isotherme asymptotique; aucune
surface n’admet pourpremières et secondes directrices respectivement
les secondes et premières directrices de (M). En général, aucune
surface il ’admet pour premières et secondes directrices celles de (M)
et s’il en existe, il en existe au plus trois. -

le + [= 0, Ic;£ [, aucune surface 11 ’admet pour premières et
secondes directrices celles de (M); en général, aucune surface
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n ’admet pour secondes et premières directrices les premières et
secondes directrices de (M) et s’il en existe, il en existe au plus deux.

Ic=l=o, les asy1'nptotiques des deux familles de (M) appar-
tiennent à des complexes linéaires; dans ce cas, il existe une infinité
de surfaces admettant pour premières et secondes directrices celles
de (M) et aussi, une infinité de surfaces admettant pour secondes et
premières directrices respectivement les premières et secondes direc—
trices de (M).

51. -DÉTERMINATIQN ons nmecm1css DE W1tczvusm D’UNE sunncz
z=f(æ, y). — Nous nous proposons de calculer les équations des
directrices d’une surface 2: =f(æ,y) en fonction des coordonnées du
point correspondant de la surface et des dérivées partielles de :.
Ainsi apparaîtra la façon dont ces éléments dépendent de :.

Nous commencerons par calculer les coefficients ? et y introduits
dans la géométrie projective différentielledes surfacespar MM. Fubini
et Cech. Nous nous reportons aux notations du début de cette
troisième partie. Appelons acc, py, pz, 9 les coordonnées homogènes
de M et X,—, Y,—, Z,-, T les coordonnées de M,-'(z=1, 2, 3). On a,
d’apres (I) avec permutations circulaires sur æ, y, ::

X,=p…æ+pæ,,—%”(logyha X2=Puæ+Pæv—— EË(logfi)…
(12)

T1=Pu— %(logï)w Tz=Pv— È(l°gB)v_-

En reportant dans M… on pourra, en utilisant le résultat relatif à
la quatrième coordonnée homogène, simplifier les formules corres-
pondant aux trois premières et obtenir ainsi

0

2%Œu—fiæv+æuu=oy 2%yu_fiyv+yuu=o)
Pu ..2
'—P“'zu—

fizp+ duu=0.

La compatibilité de ce système linéaire en 29—
P
“et {% résulte du fait

que les lignes 9: const. sont asymptotiques. On en tire p_xuyuu—xuuyu. 2Er_z=ævyuu*æuuyu.
way., —— x..yu '

? æuÏv— æuyu
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Les courbes asymptotiques u__-— const… v= const. sont les courbes,
.

intégrales de
rdæ’+ a: da: d)’ + ! dy“: 0:

On a donc ,

(Y.. "" (" "' V"‘:— rt)æ,.= ” et ’.)‘»»+ (s + Vs"—’
— rt )æu= o,

d’où l’on tire
)'u_Vs=—rl——s _).. _ ——\/5‘—rt—s___—___, --- __ .x,, . t .::.. ‘ t('3)

Nous dèsignerons par a, b, c, d les dérivées "partielles d’ordre 3 de 2

a = 514, b : :.IÎ=.\’ C: :_l')‘3, d = 5340

Par dérivation de la première formule (J3), nous obtenons æu)uu-‘Ïuu)u=_—_
3_——r—(A + BV8*— Pt),

2! \/s:—
où l’on pose

A :_ at“+ 36t’s + 3ct(rt -— as'-’)+ ds(ûs'%— Srl),
B—_ — 3bt*+ Gest + d(rt — 4s-).

On'en déduit
(là)  

@
_ — x;-; A + B\/s=_' ;-z_

.::.. 51‘-‘(s’—- rt) .

Ôn obtiendrait de la même façon
.— a:? A —— B\/sï—-Ë rt

% 4t’(s’—rt) (15) ï==

Déterminons maintenant la première directrice de Wilczyrislgi.
Nous tirons des formules (3)

_
M,:M,»——Ml- %(logfi)…

‘

Or ‘ _

- «

'
—

_

M.= Mur—° % (‘19ËY‘)9- Mir—“= Mm»— %U°EYh—- -Ë '(log_-—{')‘ao.

d’où '
l ‘

M.. .‘ M.,,
‘ ‘

M:= M.…— Încm>.—\Î(logmv—M [! — z(logy)—<loæfä)«+—;(logy)uv]
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La première directrice, issue de M peut être définie parle point N

11
M.,N:M;+ M [! ——

%
(logy)u(logfi)p+

â (log7).…]: M…. —— “: (logB)u——Î (Iogï)..

dont les coordonnées homogènessont

x…: x [p…,— % ( logfi)v — %(lomu]
+ a:u

[Pv—" %(logfi)u] +æ.. [pu— %(log7)..] + p.t….

'

et les expressions analogues pour Y,… et ZN et

T«= p….— %_(logfi)»— %?(logv)…_

On tire de là les paramètres directeurs de la première directrice,
sous la forme

&…Ë: & 2_P_u_lu Ï _ ..(ap fi)+2(P Y.)+xu… ?).—...,, C......€.” 2

En utilisant les valeurs trouvées pour @, y, z %:, 2
%.

on peut écrire '    E— êæ _ &: (Œuyuu—xuuyu)v _ & ($v)'vv_xvayv)u_
2 au 2 æuyuu—xuuyu ? xvyvv—xw}’v

'fl—Ë __ &(æuyuu—æuuyu)v_ & (xvyvï_ xvv_Ïv)u.
.

_
2 _}'uv 2 æuyuu_æuuyu 2 æpyw— «l‘.…yu

‘ Nous éliminonsy“ et y,, par les formules (13); pourobteniræ…., y…
nous dérivons

rxÏ, + nsæuyu+ ty},: o en v   et
_ rxâ +2sæ,_n+ tyâ=o en u

d’où ‘ ‘

-.m __‘_ at'— 3bst+c(2s’+ rt) —- drs
æuxv

_ 2t(s’— rt) ‘ ’

y…} __ -Â— ats+b(2s‘+ rt) — 3er: + dr"z
.EÎæÎ

"
.

2t(:‘— rt) ‘ '

Pour calculer C, nous déterminons

5uv=Pæuu+ qyuu+ ræuæv+3(æuyv+ ævyu) + tyuyv-
Journl de Math., tome XXVI. — Faso. 1, 1947. 13
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Fmalement,.., n, { sont égaux aux produits par æuœ‘, de En "la; C4

avec

_ — 5F(ul — abs+ cr) + 5st(bt —acs+ dr) + 12(s‘-— rt)(ct—ds) __ 1‘“ 4t.*(s=—'rz> - - tLA2—(s2—rt'flffl
>< [tAA…+ [— sA +(s’— rt)B]A,- —-— (s2 —— rt)tBB_l—— (s‘— rt)(A_— BS)By

+ (A — Bs)(bt— asc+ rÎ)+Bt(at—zsb +rc)
B],

 ;!   5sl(ul — abs + rr) — 5rt(bt —— 2cs + dr) -— 6(s*— rt)(bt —— dr) ["‘" [;t’(s’— rt) "' t[A2+ (s’—;,r:)B*j
>< [[sA + (s’— rt)B]A_t— rAA,.— (s’— rt)(A + Bs)Bæ+ (s’—- rt)rBBy

- (Ai+Bs)(ut—asb'+rc)—Br(bt—asc+rd)
]+

2
B ’

s-— "! Ë1=Pît+ (I“!— 1

On voit que ces paramètres directeurs dépendent linéairement des
dérivées partielles du quatrième ordre de z.

. Enfin la seconde directrice M,M, peut être définie comme inter—
section du plan tangent avec le plan OM1M,. L’équation de ce plan
fait apparaître des quantités calculées précédemment, on obtient
l’équation rationnelle

(Z —pX— qY) [æ(r&+sm) +y(s;,+ tm)

+æ(at—2sb+ rc) + y(bt -— asc+ rd)
2t

d(t’—— r‘)(sæ+ty) + 2(s‘— rt)
.

“(s‘—rt) t
—X(pæ+.qy—5)‘(rëi—F—sm+ t .

bt—2sc_—}—rd d(t*—r?) __
:

2t- ' [;(sî—rt) 0

at— asb +
rc) —— Y(p—r+ 91—723)

[_8E: +'tm+


