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SUR QUELQUES CONGRUENCES ATFACHEES A UNE SURFACE. 19

Sur quelques congruences attachées a une surface;

Par Marcer DECUYPER.

INTRODUCTION.

Nous nous sommes proposé dans ce travail, d’étudier quelques-
unes des congruences les plus simples que la géométrie projective
différentielle conduit 4 associer a une surface. Ce sont d’abord les
congruences des axes définies a partir d’un réseau conjugué
quelconque, et ensuite les congruences des directrices de Wilczynski.

" Dans une premiére Partie, aprés avoir rappelé en quoi consiste la
méthode du tétraédre mobile, nous I'avons utilisée pour trouver les
propriétés des premiers et des seconds axes d’un réseau conjugué. En
particulier, nous avons étudié la correspondance entre les éléments
focaux des deux axes et les conditions de stratifiabilité entre les
congruences des axes déduites d’une suite de Laplace. Puis nous
avons montré que la configuration formée par un couple de surfaces
ayant mémes premiers axes relativement & un réseau conjugué
commun dépend’de dix fonctions arbitraires d’'un argument. Le cas
particulier simple de deux réseaux qui sont doublement de Kcenigs
par rapport 4 deux droites D, D’ a été considéré : une telle configu-
ration ne dépend que de quatre fonctions arbitraires d’'un argument.

Dans la seconde Partie, nous nous sommes attaché a reconnaitre
la nature d’une congruence de premiers axes. Nous nous sommes

' servi de la méthode classique, rapportant I’espace a un repére fixe.
Nous avons montré qu’une congruence C et une surface S étant
données on pourra, suivant les cas, trouver sur S zéro, un, deux ou o'
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réseaux conjugués admettant C pour congruence des premiers axes
et nous avons donné des exemples des diverses configurations
signalées. Une surface S quelconque étant donnée, on peut toujours
trouver une infinité de congruences dépendant d'une fonction
arbitraire d’un argument telles que chacune soit congruence des
premiers axes pour deux réseaux distincts tracés sur S; mais, pour
que la surface S posséde une infinité de réseaux conjugués admettant
méme congruence des premiers axes, il faut qu’elle satisfasse & une
certaine condition que nous avons établie.

Nous avons reconnu, d’autre part, que toute congruence C est une
congruence de premiers axes et que la surface S qu'on peut lui
associer a ce point de vue dépend de quatre fonctions arbitraires d’un
argument! Le cas:ou la congruence C est linéaire a été traité plus
complétement : nous avons montré que sur la surface S la plus
générale associée & C, le réseau admelttant C pour congruence des
premiers axes est formé par des courbes apparienant 4 des complexes
linéaires par rapport auxquels les directrices de C sont econjuguées;
nous avons donné des solutions dépendant seulement de trois fonctions
arbitraires d'un argument, sur lesquelles une famille du réseau est
formée de courbes appartenant au méme complexe linéaire, et des
solutions dépendant de deux fonctions arbitraires d’un argument, sur
lesquelles chacune des deux familles du réseau est formée de courbes
appartenant au méme complexe linéaire.

Enfin, dans la troisiéme Partie, nous avons rassemblé quelques
résultats relatifs aux directrices de Wilczynski. Il faut noter que les
congruences de directrices ne sont pas des congruences générales :
en effet, une surface étant donnée, la congruence des premiéres
directrices, par exemple, est parfailement délerminée et I’on voit ainsi
qu’une telle congruence dépend seulement d'une fonction arbitraire
de deux variables, alors que la congruence rectiligne la plus générale
dépend de deux fonctions arbitraires de deux variables. Le probléme
difficile qui consisterait a reconnailre si une congruence donnée est
congruence de premiéres directrices n’a pas été traité.

Nous sommes revenu dans cette derniére partie, & la méthode du
tétraédre mobile. Etudiant les éléments focaux, nous avons montré
qu’un foyer d’une directrice est le péle, par rapport a la quadrique de
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Lie du point correspondant de la surface, d’un plan focal de I'autre
directrice, et nous avons utilisé ce résultat pour I'étude des couples de
surfaces ayant mémes premiéres et secondes directrices de Wilczynski.
Nous avons terminé en donnant les équations des directrices d’une
surface définie par rapport & un triédre fixe, par son équation
3= f(x, y). Ce calcul fait apparaitre que les directrices dépendent
de 3, z, y et des dérivées partielles de 5 jusqu’au quatriéme ordre.

Je tiens & manifester & mon maitre éminent, M. Gambier, ma
profonde reconnaissance pour les conseils éclairés qu’il m’a donnés et
-qui m’ont permis de réaliser le présent travail.

PREMIERE PARTIE.

AXES D’UN RESEAU CONJUGUE TRACE SUR UNE SURFACE.

1. Dermitions e NoTATIONs. — Considérons sur une surface (M, ) un
réseau de lignes coordonnées conjuguées u = const., ¢=const. On
sait que I'on peut définir a partir de ce réseau une suite de Laplace, en
général illimilée dans les deux sens. Les tangentes a toutes les courbes
¢ =const. forment une congruence pour laquelle la surface (M,) est
une premiére nappe focale; la seconde nappe focale sera appelée (M,);
les développables de la congruence M,M, sont formées pour une
famille, par les tangentes en tous les points d’'une méme courbe
¢=const. et pour l'autre, par les droites M, M, issues des divers
points d’'une méme courbe = const. ; elles déterminent sur (M,) un
. réseau conjugué u = const., v= const. En opérant sur la surface (M,)
" comme on a fait sur (M,), on oblient la surface suivante (M,) dela
suite et l'on peut continuer pour obteuir (M,), (M), .... En
remplacant les tangentes aux courbes ¢=const. de (M,) par les
tangentes aux courbes u = const., on obtiendrait la surface (M,) et
I'on pourrait prolonger la suite dans ce sens (M, ), (M,), (M_,), .

Nous désignerons dans ce qui suit par (M,) une surface de la suite,
ou le réseau (u, ¢) défini sur cette surface par les développables,
réservant la notation M; pour le point générateur de ceite surface.
A un point M, de la surface (M,), nous faisons ainsi correspondre des

3
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points My, M;, ..., My, M_,, ... sur les surfaces (M,), (M ), ey
(M,), (M-,), .

Les plans tangents aux ‘surfaces (M,) et (M,) aux pomts
homologues M, et M, se coupent suivant une droite M, L, qui sera
appelée premier axe du réseau (M, ); la droite M, M, qui correspond,
par dualité, a ce premier axe, sera appelée le second axe de (M,).-

Nous nous proposons d’étudier les congruences des axes en fonction
de la congruence M,M, qui caractérise la suite; nous utiliserons
les notations que M. Finikoff a employées dans son traiié de
géométrie projective différentielle, pour I'étude de certaines questions
relatives aux congruences. .

Q. MeTHopE DU TETRAEDRE MOBILE. — Rappelons d’abord en quoi
consiste la méthode du tétraédre mobile.

Dans 'espace euclidien, un point quelconque M est défini par ses
quatre coordonnées (x, ¥, 5, t); ces coordonnées peuvent étre
remplacées par des nombres proportionnels (pz, py, @z, ) et le
choix d’une valeur particuliére p. s’appelle normalisation du point. Si
un point M(z, y, 5, t) est situé sur la droite qui joint le point
M, (@, Yoy 505 L) au point M, (@, ¥4, 34, 1)), i} existe deux nombres
A, et A, définis a un facteur de proportionnalité prés, tels que

E=MZo4+MZy, V=AYt My, s =RhSe+ha, | =N+ M.
Nous représenterons Pensemble de ces quatre égalités par
M = XOM0+ )\1 Mi.

De méme, un point du plan M,M, M, sera défini par trois coeffi-
cients homogénes A,, A, A,, et 'on écrira

M =AM, + MM, + .M,
pour traduire I’égalité

T =k Zy+ MLy + 2a2s

et les analogues en y, 3, .
Enfin, un point quelconque de 'espace pourra étre défini a partir
de quatre points M,, M,, My, M; nén coplanaires par un systéme de
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.quatre coefficients A,, A,, A, Ay, €t 'on écrira
M= ;\oMo-I- lgug-f- x,Mg-{- AgMa

pour traduire I'égalité

[ ]
T = l,,xo+ Aoy + ;"z:+ )‘!zu

et les analogues en y, 3, t.

Nous représenterons par (M, M, M, M, ) le déterminant formé par Jes
coordonnées des points M,, M,, M,, M,.

Si le point M, dépendant d'un paramétre u, décrit une courbe,

le pointMUH' AA"L)t_ M%) st situé sur la droite qui joint les points

M(u) et M(u+ Au), et le point M,, dont les coordonnées sont les
dérivées x,, y,, 3., t, de x, y, 5, t par rapport 4 u, appartient a la
tangente en M.

Un tétraédre MM, M, M, est défini dans l'espace euclidien par
les seize coordonnées de ses sommets. Si les sommets dépendent de
deux paramétres u, v, le tétraédre prend o« positions et les dépla-
cements infiniment petits des sommets du tétraédre seront définis par

les équations

(1) . M,u—_—z akM;, M,,;Z XMy (i, k=o, 1, 2, 3),
- k k

on les coefficients a, b satisfont aux conditions d’intégrabilité
obtenue sen égalant M, et M,

(2) (af)o— (bF)u=Y, (bia} — ] BY).
7

Si, réciproquement, nous considérons maintenant ces 32 fonctions
a}, b} satisfaisant aux conditions (2), elles rendent le systéme (1)
complétement intégrable. Nous devons regarder le systéme (1)
comme remplacant quatre systémes de méme forme relatifs, le
premier aux z, les autres aux y puis aux z, puis aux ¢. La solution
générale de chacun d’eux dépend linéairement de quatre constantes
arbitraires; Or, par leur origine, nous connaissons pour chacun
‘quatre solutions particuliéres; constituées par les coordonnées des
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sommets du tétraédre de départ. Ainsi, nous pouvons dire que le
systéme relatif aux x, admet les quatre solutions particuliéres

- t -
(2o, 1y Zsy 23), (Yos Y13 Y2y ¥3)s (B0 B4, Bay B3)y  (boy 4y bay &)

Par conséquent, “en désignant par (Zoy T4y s, sv,) la solution
générale, on aura
2y= Gz, =+ C} yo+ C 5.+ Cit,,
) .E,:ch,+c:,y,+c:-,s,+cg},,
3= Cxy+ Cl yo+ C2 3,4 Ci ¢y,
Zy=Clz,+ Cly,+ Clz,+ Cit,,

ou Cf, C,, C;, G| sont quatre conslantes arbitraires.
Mais nous aurons de méme, pour les y, 3, ¢,

“ ¥:=Clz,+ Cly,+ Gisy+ Cit,,  5,= Clzy+ Cly,+ Ciz,+ Cig,
ty=C3z,+ C} y—l-C so+C3ty,

ty=Clz,+ C;‘,y;,—-l— C2z,+4 Cit,.

On voit ainsi que le systéme de quatre points M,, M,, M,, M,
le plus général, donc le tétraédre A le plus général défini par le
systéme (1) se déduit du téiraédre initial M,M,M, M3 par une
transformation homographique. - .

On peut donc dire que les fonctions a;, b} déterminent, lorsque les.
équations (2) sont satisfaites, un tétraédre mobtleAa une transformation
projective prés.: Le tétraédre étant déterminé, les congruences
engendrées par ses arétes le sont également, de méme que les surfaces
décrites par les sommets. : - :

3..Dans ce qui sdit, nqus:prendrons pour tétraédre mobile de
référence le tétraédre M,M, M, M, dont les quatre sommets sont des
sommets successifs de la suite de Laplace définie par le réseau
conjugué (M,). Puisque M, ,"M, , M,, appartiennent 3 M,M,, M, M,,
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M, M, respectivement, on a

, ai=al=al=al=a}=a}=o;

en multipliant les coordonnées de M, par un facteur convenable, on
peut rédiire @} & zéro; on pourra réduire 5 a I'unité par la normali-
sation de M, ; on a de méme

P=b=b=b=b3=0bl=o,
et des normalisations convenables pour M et M; permettent d’écrire
le systéme (1) sous la forme

Mo,.= mM,, M, =—PM,+ RM,+NM, — AM;,
%) M, —dM,, M, =M,+pM,,
Mzu=P1M2+ M,, M:‘,: o, My,

M3u= —vA‘Mo -+ N‘LMI -+ Rng— P1M3, Mav:' m, M’

et les conditions d’intégrabilité (2) s’écrivent
g ,

AN

__dlogo : dlogB
=9’ "7 Tgu
o d*logd _ d*log o,
m=00— orr == e
(6) 4 N=A,—P,A, N,=A, — PA,,
__0%*logd __0*logd,
) Pu=580 —aaah, PL=E0 554 A4,
N,,+N%=R,A—Ra, N, -+ N,"S’f":m,—ma.,

—R,=— m(P +p)—AN,, m,,— R, =— m,(Py+p,)— AN
?

Notons quelques propriétés que nous utiliserons par la suite.

Le, tétraédre étant donné, les quantités 3, d,, A, ... ne sont pas
. parfaitement déterminées; elles varient : 1° par le changement des
paramétres u, ¢; 2° par le changement de normalisation des points M;.
Il est évident que les changements u = u(u*), ¢ =¢(¢"*) et la multi-
plication de M,, M, par une fonction V de la seule variable ¢, de
" méme que la multiplication de M,, M, par une fonction U de la seule
variable u ne changent pas la forme du tableau (5). En distinguant par
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un astérisque les nouvelles quantités, on obtient

R‘-:R(%)i, N*:NE(%}',
7) . du de . Vduav
m'=mo o n:n—ﬁwt—[‘)—_,

< p'_-.pg%q- iild_ovg._V_, P‘:Pg‘—‘;—-a%logV.

1l résulte de ces formules que les quantités

A A

3d,, AA,, 33,

sont invariantes par rapport au changement de normalisation des
sbmmets.
¢ = o correspond au cas ou la multiplicité (M,)se réduit 4 une ligne
puisque alors on a toujours
' M, —o.

Il est facile de voir aussi que A= o est la condition pour que (M,)
soit développable.

On appelle congruence W une congruence sur les nappes focales
de laquelle les asymptotiques se correspondent. Or les asymptotiques

de (M, ) sont données par I’équation
\

(MM, M, 4*M,) =o,

qui se réduit a ’

ddu*— Advi=o
et les asymptotiques de M, sont données par

A,dut— d,dvt—o
et la condition nécessaire et suffisante pour que ces asymptotiques se
correspondent, donc pour que la congruence M, M, soit W, est

AA( - 66, —=oo.

Les congruences R ont été définies comme congruences W dont
toutes les transformées de Laplace sont également W. Considérons la
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.congruence M,M, dont M,M, est la premiére tranformée. Les
asymptotiques de (M, ) sont données par I'équation,

moA du® + (AN,— NA, — A*m, ) dvt =,

donc les asymptotiques de (M,) et de (M,) se correspondent et la
congruence M, M, est W sil'on a

dlogA

V—Nd

+A(m —my)=o,

condition qui se transforme, en tenant compte du tableau (6), en

o? log 3

d d +661 AA,:O.

On voit donc que pour que les deux congruences successives M, M,
et M, M, soient W, il faut et il suffit que I’on ait simultanément

d’log%
(8) AA, — 38, =o, g =

Il résulte de'la qu’on aura aussi
d%log %‘

. . du dv

—=o,

et il est aisé de voir que ceci entraine la correspondance des
asymptotiques de (M, ) et (M,). On voit ainsi que, si deuz congruences
successives d’une suite de Laplace sont W, la congruence sutvante lest
gusst, et toutes les congruences de la suite le sont. Ces congruences R
‘sont caractérisées par I’ensemble des conditions (8).

4. DE'r_znmm'rmN DES AXES ET PREMIRRES PROPRIETES. — Nous déter-
minerons le premier axe M, L, du réseau (M, ) par son intersection L,
avec M,M;. Le tableau (5) met en ev1dence ce pomt intersection
de M, M, avec le plan M,M,M,,

(9) AR ) L,_NM,—AM,‘



24 * MARCEL DECUYPER.

On voit aussi, aisément, que le premier axe rencontre lerayon MoM_,
de la suite au point

/,=RM, + L,.

Aux foyers L, 4+ AM, de ce premier axe, toutes les surfaces réglées
de la congruence des axes qui contiennent cette droite touchent le
méme plan, et nous les déterminons donc par ’équation

(M L, L_+2aM, L,+2M,)=o,

qui donne '
(10) At— R — A'A, (d’logA - AA,)—_-O.

3 du dv

Les développables de la congruence des premiers axes sont données
par '

(M‘ L| dM‘ dL‘) =0,
qui se réduit &

(1) AA,dut + Rdude — 3 (21084 _ sa\dvr—o.
d \ du dv

Les plans focaux de M, L, seront caractérisés par leurs intersections
avec le deuxiéme axe; nous les définirons sous la forme M, + 'M,.
Un plan focal est un plan

(M, L, L +AM, M)=o,

ol A est solution de (10). Ceci nous conduit a I'équation

dtlog A
(12) AA,y.”+R6p.’—A6(-dudv —AA,):o.

Pour la congruence des seconds axes, nous déterminons les foyers
sous la forme M, + uM, par I’équation

(13) qp*+Rp+Am=o;
les développables sont déterminées par I’équation

(14) mdu*+ Rdudy + Ad,dv*—o;

les plans focaux sont caractériséspar les points de rencontre L, +A’'M,
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avec le premier axe, A’ étant solution de

(15) N — RN+ mAd, —o.

La comparaison des équations (10) et (15) permet d’¢énoncer un
résultat simple, déja publié par M. Slotnick ().

Les foyers du premier axe et les points de rencontre de ce premier axe
avec les plans focauz du second aze sont des couples de points homologues
dans Uinvolution définie par le point double M, et le couple L, 1,.

En effet pour ces deux équations, la somme des racines est R et si
nous nous rappelons que les points M,, L,, /, correspondent aux
valeurs @, o, R de 2, nous voyons que le conjugué harmonique de M,
par rapport a L,/ est le méme que par rapport au segment limité par
les foyers @ et &' et que par rapport au segment découpé par les
plans focaux du second axe.

De méme, en considérant les équations (12)et (13), nous constatons
que la somme des racines est la méme dans le cas oi AA, — 22, = o;
cette condition caractérise les congruences W et nous pouvons
énoncer :

* 8t la congruence M, M, est W, les points de rencontre du deuxiéme
axe avec les plans focaux du premier sont des points homologues dans
Uinvolution définie par le point double M, et le couple des foyers du
deuxiéme axe.

8. Un cas particulier intéressant est celui oi R =o0; I'’examen de
ce cas a fait I'objet d’une Note aux Comptes rendus (Sur les suites de
Laplace dont quatre rayons consécutifs quelconques forment un quadri-
latére, 205, 1937, p. 950). Les relations du tableau (5) font appa-
raitre que R=o0 est la condition nécessaire et suffisante poar que
M_,M, et M, M, se coupent. '

Les équations (11) et (14) montrent qu’alors, en tout point de la
surface (M,), les tangentes aux courbes coordonnées sont partagées
harmoniquement par les tangentes aux courbes qui correspondent aux

~

-

) SLO‘I‘NIGK; On the projective differential geometry of conjugate nets
(American Journal of Mathematics, vol. LIII, 1931, § 7).
Journ. de Math., tome XXVI. — Fase. 1, 1947. 4
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développables de la congruence des premiers axes, ainst que par les
tangentes aux courbes qui correspondent aux déceloppables de la
congruence des seconds axes. Cest la la propriété caractéristique du
réseau conjugué harmonique de Wilesynski (). De plus, le premier
axe de (M,) qui est la droile issue de M, s’appuyant a la fois sur
M,M_, et sur M, M, passe par le point L, commun & ces deux rayons.
Le théoréme de M. Slotnick nous montre aussi que les foyers du
premier axe, ainst que les points de rencontre du premier axe avec les
plans focaux du second, partagent harmoniquement le segment M,L,.
Enfin, les équations (12) et (13) montrent que, dans le cas considéré,
les fovers du second axe, ainsi que les points de rencontre du second axe
avec les plans focaur du premier partagent harmoniquement le
segment M M,.

Nous avons cherché si ces particularités peuvent se reproduire en
tous les sommets d’une suite de Laplace; or le tableau (5) fait
apparaitre que la condition nécessaire el suffisante pour que M M, et
M, M, (c'est-a-dire M;M, ) se coupent est R,=o. Supposons done
que nous ayons a la fois R=o0, R,=o. Nous allons montrer que,
dans ces conditions, les rayons M, M, et M, M; se coupent.

Nous déterminons d’abord le point M,, second foyer de M, M;..
L’équation qui détermine les foyers de M;M,, sous la forme
M,+vM, est

(M; M;, M, +~vM; M, +vM; )=o

qui donne, en utilisant le tableau (5),

my

T AN+ Pm

vyv=—o et

On a donc
M,—=— m A Mg+ m; N, M, + A,NM,
et, par suite, '

M‘“: —(ml.Al+ my A£-+NA:) Mn+ .. .M1+ coe Mg+ (NAI,,+ A’ Nu—“ Al NP’)M:;.

Nous n’avons pas précisé les coefficients de M, et M,; quant a celui

.

(*) American Journal of Mathematics, 42, 1920, p. 315.
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de M,, il se transforme en tenant compte des relations (6) et I'on
obtient

M_A‘—'—._'v m!(Pl_Ai."‘ Pi A— A )Me+.. . My +. M|+ (NA,, + AN, — A, NP)M,.

La condition pour que M, M, et M, M, soient coplanaires est
— myA,(NA;, + AN, — A;NPy) — AymyN(ps Ay + P, A, — A,)=0;

dans P'hypothése R=R,=o0, une des derniéres relations du
tableau (6) donne N,+ Np, = o, etI'on constate alors que la condition
précédente est satisfaite.

Donc, si M_, M, et M, M, se coupent, ainsi que M,M, et M, M,, les
rayons, M, M, et M,M, se coupent aussi; par suite, il en sera de
méme pour M, M, et M, M, et ainsi de suite.

Nous concluons : si, dans une suite de Laplace, deux rayons
- consécutifs d’indices n, n--1sont respectivement coplanaires avec les
rayons d’indices n+ 3, n+- 4, tout rayon d'indice m est coplanaire
avec le rayon d’indice m—+ 3, quatre rayons consécutifs quelconques
Jforment un quadrilatére. '

' 6. STRATIFIABILITE DES CONGRUENCES DES AXES. — La notion de stratifia-
bilité des congruences a été introduite par M. Fubini et développée.
par divers auteurs, parmi lesquels M. Finikoff et M. Vincensini. Nous
reprenons la définition donnée par M. Finikoff au début de son
Mémoire (*). .

Deux congruences K et K’ sont nranﬁables dans le sens KK’ si 'on
peut établir entre elles une correspondance biunivoque telle que les
plans qui passent par un rayon de K’ enveloppent «! surfaces Z, les

_points caractéristiques étant situés sur le rayon correspondant de K.
“Les deux ‘congruences K et K’ forment un couple stratifiable si,
de plus, il existe une famille de surfaces X' dont les plans tangents
en leurs points d’intersection avec les rayons de K’ passent par les
rayons correspondants de K.

() S. Fraxorr,. Sur les congruences stratifiables (Rendzconu del Circolo
Matemauco di:Palermo, 53, 19129, p. 313. :
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Nous nous proposons d’établir les conditions pour lesquelles les
deux axes du réseau (M,) forment un couple stratifiable.
Nous considérons d’abord la stratifiabilité dans le sens M,M,,

M, L,. Un plan passant par M, M, sera caractérisé¢ par son intersection
avec M, L,

K=L1+ kM’o

En écrivant que le point caractéristique du plan M,M,K est le
] m q P que P
point K lui-méme, nous obtenons les équations

[M¢ M, AM,— AM; (ki— AN,)M,]==0,
(Mo M, iM,—AM, (k‘.+kp+N3,)M,—A,,M,]=0

qui se transforment en
kui— AN,—=o, k,A — kA, + kAp+ NAd;=o.
La condition de compatibilité est

2
b(Gml — 5B2) =N+ ANp+ Nudi+No,,

Le second membre peut se transformer par les formules (6)

AN!.,+ AV!P -+ 6! NVM‘" N61-= A(RAg— R,B,)+ 6|(B.|A - Ra) = B(AA,—aa,).

Il nous faut exprimer que la condition de compatibilité est satis-
faite identiquement, ce qui donne

‘ d’log%
(16) ——— —o
du dv ’

(17) R(AA;—&a;):O.

Nous étudions la stratifiabilité dans le sens M,L,, MM, de la

méme facon. Un plan passant par M, L, est caractérisé par son point
de rencontre K’ avec M M,

K'=M,+ &'M,;
K’ est le point caractéristique du plan M, L, K/, et ceci donne

[M; NM,—AM; M,+ &M, M,(k’u+k’p,):4-k’M,]’=.o,
[M; NM,—AM, M.+ i'M, —PM.+M,(N+I€L)—AM3]:0, :
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conditions qui se transforment en

dlogk' N dloghk’
o ——Pi",z’ v P.

La condition de compatibilité est
P N\__ oP
W\ 3)T o’

0*log é

¢ —3(a4,—33,),

du dv

ce qui donne

(18)

Pour que les deux axes forment un couple stratifiable, il faut et il
suffit que les équations (16), (17) et (18) soient satisfaites simulta-
. nément, et pour celail faut et il suffit qne I'on ait

d’log% .
WZO, AA;—&S,:O.

" Nous reconnaissons la les relations (8) caractéristiques des
congruences R. Nous savons qu’alors toutes les congruences de la
suite de Laplace sont R et nous pouvons conclure :

Si, dans une suite de Laplace, les congruences des premier et second
axes correspondant ¢ un sommet forment un couple stratifiable, il en est
de méme en tous les sommets.

On retrouve facilement, sans calculs, qu'une condition nécessaire
pour que les axes forment un couple stratifiable est que la congruence
étudiée soit R. Etant donné un couple stratifiable et deux surfaces de
stratification quelconques X, X', on sait (') que la congruence
admettant I et X’ pour nappes focales est une congruence W, de sorte
qu’a chaque couple de congruences stratifiables se trouve associé un
systéme de. * congruences W que M. Terracini a appelé systéme de
M. Bianchi. Or, dans le probléme que noys traitons, il est évident

(*) S. Fixikorr, Sur les congruences stratifiables, (Rendicont: del Circolo
Matematico di Palermo, 53, § &, 1929).
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que les surfaces (M,) d’un cot¢, (M,) et (M, ) de’autre appartiennent
aux familles des surfaces de stratification pour les congruences
des axes. Les droites M;M, et M,M, engendrent donc des
congruences W, et comme il s'agit de deux rayons successifs d’une

suite de Laplace, il en résulte que la congruence M,M, est
congruence R.

7. 11 a paru intéressant de chercher si, dans certains cas, les
congruences des axes ainsi obtenues ne peuvent pas étre, elles-mémes,
des congrucnces R. Or, dans le Mémoire de M. Finikoff que nous
citons au début du paragraphe précédent, il est établi que lorsque les
développables des congruences du couple stratifiable se correspondent,
ces congruences sont R. Nous avons vu que les développables des
congruences M,L, et MM, sont données par les équations (11)
et (14). Nous supposons, ici, avoir affaire 4 une congruence R, et ces -
équations prennent donc une forme plus simple

<

AA,dut+ Rdudv + é m dvt—=o,
A
mdut+ Rdude + 3 AA,dvt—=o,

et pour qu’elles se confondent, il faut et il suffit que I’on ait ou bien
m=AA,, oubien R =0 et m=—AA,.
Premier cas. — m = AA,. Ceci entraine

dtlogA
dude

et ce cas est donc caractérisé par

dlogA _ dtlogd __ _
('95 . du dv - dudv = o0, AA(_aaj—O.

Deuxiéeme cas. — R = o0-et m = — AA,.

' . d%log % .

Ces relations sont a ajouter 4 AA, — 63, =o et -—— =o.
du dy

En remplacant les paramétres u et ¢ par de nouveaux paramétres,

: * A 1 - * . . .
on peut ramener = & l'unité, comme on le voit par application’ des
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. formules (7). On a donc
A=g, A, —ad,.
~Si nous nous reportons alors aux équations
N,=A,, — PA, et m,—R,=— m(P+p)—AN;;

nous en tirons
8,8, — 33, = 38, (P + %) (3, —Pé),

qui se simplifie, donnant
0,(Pd+9.)==o;

¢, = o exprime que la nappe focale (M,) se réduirait & une courbe;
si nous écartons cette hypothése, il nous reste

__dlogs

. P= o

Mais alors, la condition P,= % tirée du tableau (6), entraine
dtlogd
dudv ~—

de sorte que les équations du groupe (19) sont encore satisfaites.

. 8. ConpITioNs POUR QUE DEUX PREMIERS AXES CoNskcutiFs M, L, er M, L,
“FORMENT UN COUPLE STRATIFIABLE. — En désignant par L, le point de
rencontre du premier axe de (M,) avec M,M,, on trouve

LZ: AiMo— N‘M,.

Un plan issu ‘de M,L, est caractérisé par son intersection H

avec M, L,
. H=L,+ rM,.

En écrivant que le point caractéristique du plan M,L,H est H lui-
-méme, nous obtenons les équations

(M AM—N,M, hM,—AM; AAM,+ (h,— AN,)M,]=0,

[M| A’{Mo—Nng hMi—‘AM3 hMo+(h.,+hp+N6,)M,—A.,M,]=o
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qui se transforment en

_ N, dlogA _
h,= o, h"+h(lK. +pP— =5, >+N6,_o.
La condition de compatibilité doit étre satisfaile identiquement et
ceci entraine

1_&_.
4
¢ du dv

d*log

(2”) =AA1—661. RlA—-RGZO.

Pour la stratifiabilité dans I'autre sens, nous considérons un plan
issu de M, L, coupant M, L, au point
I= L! “+ l\[g.

En écrivant que I est point caractéristique du plan M, L, I, nous
sommes conduits aux équations

. (N dlog A, . . .
1,,+1<K+p,— dz ')—N,o:o, i,— o.

Pour que la condition de compatibilité soit satisfaite identiquement,
il faut et il suffit que

d*log %’

(ﬂl) W =66|—AA|, RA,—R,G,:O.

Pour que les congruences des premiers axes M,L,, M, L, forment un
couple stratifiable, il faut et il suffit que les conditions (20) et (21)
soient salisfaites simultanément, ce qui équivaut &

d*log AK’

: R_A

(22) —dudT-—O, AA.'—66|_0, —R—;—- -6-0
Nous avons, par des calculs analogues que nous ne reproduisons
pas, établi que pour que les deux congruences de seconds axes

consécutifs M;M, et M, M, forment un couple stratifiable, il faut et
il suffit que I'on ait

o log%l

(23) du dv =o, AA;—dd,=o, w

o b
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dtlog %

Iégalité ——-= =0 qui exprime que les invariants ponctuels des

deux réseaux focaux de la congruence M, M, sont égaux, caractérise
les congruences de Goursat (*). Ainsi, les congruences qui satisfont au
dernier probléme sont des congruences particuliéres parmi les
congruences W qui sont en méme temps congruences de Goursat.
dtlog 4

L’égahté ~dudv
des deux réseaux focaux de la congruence M, M, sont égaux, carac-
térise les congruences transformées par dualité des congruences de
Goursat; nous les appellerons congruences g. Onr voit ainsi que les
congruences M,M, pour lesquelles les premiers axes M,L, et M,L,
Jforment un couple stratifiable sont des congruences particuliéres parmi
celles qui sont a la fois W et g.

On peut noter enfin que les congruences de Wilczynski,
congruences R dont toutes les transformées de Laplace appartiennent
a des complexes linéaires et pour lesquelles on peut se ramener a

=0 qui exprime que les invariants tangentiels

A=A =0d8=2¢, P=p, P,=p,, R = R,=cobst.,

~vérifient a la fois les deux groupes de conditions (13) et (14); mais ce
p’est la qu’une solution banale, car on voit immédiatement que le
premier axe d’un réseau (M,) est alors confondu avec le second axe
du réseau précédent et le second axe du réseau suivant.

9. ETuDE b’UN COUPLE DE SURFACES AYANT MEMES PREMIERS AXES RELATIVEMENT
A UN RESEAU CONJWGUE coMMUN. — Toute la fin de cette premiére Partie
sera consacrée a celte question.

Nous avons utilisé un tétraédre mobile de référence M,M,M, M,
défini comme suit : M, et M; sont les points correspondants sur les
deux surfaces (M,) et (M,) du couple, le réseau conjugué commun
est défini par u = const., v = const. ; les tangentes en M, a ces courbes
sur (M,) sont M, M, et M;M,, M, et M, étant les seconds foyers de
ces tangentes.

(1) Tzrrzkica, Sur certaines congruences de droites (Journ. Math., 7, 1928,

p. 189).
Journ. de Math., tome XXVI, — Fasc. 1, 1947. 5
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Si nous nous reportons aux notations générales du paragraphe 2,
il est facile de voir que I'on a, dés la définition du tétraédre

al=a}=ad=a}=ad=o, b =0b}=0b}=5b) =0} =o.

Par une normalisation convenable de M, et de M, on réduit a; et
b; a zéro, tandis que par la normalisation de M, et M, on peut réduire
b! et a; a I'unité. Des conditions (2) particuliéres montrent alors que
a,=0b; =0, de sorte que les déplacements infiniment petits des
sommets du tétraédre se trouvent définis par

M, =mM,, M, =—PM,+RM,—AM;,
(24) M, —=dM,, M, =M,+ pM,,
2

N h',u: q, Mg +p| Mz"‘"‘ M:h M!,: BIMU '

hiu,.: — A:Mo+ NQM,-F RgMg— PiMa, M3v= — qiMo+ Il,Ml—I— my Mg,

ou les 15 quantités ¢, ¢, A, A, m, m,, p, p,, P, P,, R, Ry, ¢4, ny, N,
sont liées d’une part, par les conditions d’intégrabilité et, d’autre part,
par les conditions exprimant que M,M; est le premier axe du
réseau (u, ¢) conjugué sur (M,).

Les conditions d’intégrabilité, au nombre de douze, sont

P,—=AA,— m, P:,: AL — my,

dlogd
p=th—m,  p=d—m, p=25L

(33) | 6:..—qa,=p;6.+pq,+nn A,=P,A, Al,_qlu=PA1+ P191+Nn

m,— R,=— m(P + p) — AN,, my,— R, = — m;(Py+ p,) — on,,
o= Ra—RlA, n‘u—N‘v= R,ﬁ,—-RA,—i— N,p—Pini—q,(m,— m)-

On exprime que le réseau (u, ¢) est conjugué sur (M,) en écrivant
M My, Mo M=o
qui se transforme en
A qu 91,

(26) N n ny,—gqim+myq, |=o.
R1 my my —+ nga -+ myp,

On exprime que le premier axe du réseau (u, ¢) de (M,) est M, M,'
par )

(M; M; M, M,..)=o, M, M, an-Mﬂw):O»
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conditions qui se transforment en

(27) AR, —RA +A(NS+Rip)=0, mgq,—mg—mi(q;P+n)=—0.

Ainsi la détermination du couple de surfaces que nous étudions nous
conduit & la recherche des solutions du systéme des 15 équations
(25), (26), (27) entge les 15 inconnues 3, ¢,, A, A,, m, m,, p, p,, P,
P,, R, R,, ¢4, ny, N,. L’avant-derniére équation (25) nous permetira
de diminuer le nombre des inconnues. Nous exprimons R et R, en
fonction d’une inconnue auxiliaire S par

R=AS, R,=—dS

et il nous restera ainsi 14 inconnues liées par 14 relations.

Pour établir le degré de généralité de la solution, nous mettrons le
systéme sous la forme de Cauchy; nous ferons pour cela le changement
de variables défini par |

u—a-+b, v—a—b,

ce qui rameéne le systéme a

 Pa=2AA;—2m — Py, P, —=2AA,—2m+ P,,,

Pa=200, —2m —p;, p;, =2 00 —2m+ p,,,

0,=2 p0 + 0O, A, =2P,A— A,
o, — ¢1,= 2 p101+ 2 pg; +2n,— 3, — Pg,,
A, —qi,=2PA +2Pig,+2aN,+ A, + ¢4,
mga— ASq=—2m (P + p)—2AN,+ my,— ASy — 2SA,+ 2SP, A,
r}z,‘— 0Ss—=— 2my(Py+ p;) — 20ny — m,,— 0Sp+ 2 pdS,
ny,— N;,—25(0d; — AA;)+ 2N, p — 2Py n, — 294, (my—~ m)— ny,,— N,,,

A,.S— Aisa:. 2N1A1+ Ais}h— SA“,+ A’tsb+ 2 SA( %e —+ QA‘SP,

myq,,— my, g1=2my(q:1P + ny) + myq,,— my, q,,
" g1, (Nymy— ny8S)— ny, (Aymy— ¢,8S)+ my, (Ayny— ¢ Ny)
=— ¢,,(Nymy— n,0S) + (ny,+ 2¢,my— 2g,m) (Aymy— q,8S)
—(my~+ 2n,8 + 2mypy) (Any— q1Ny).

Six équations sont déjA résolues par rapport aux dérivées relatives
a la variable a et le déterminant des coefficients des huit autres
dérivées en a dans les huit équations qui restent est égal a
(m,A,— ¢,S8)?, donc, en général, différent de zéro. On pourra,
par suite, résoudre ces équations et ainsi, le systéme sera mis sous la
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forme de Cauchy; la solution générale du systéme différentiel dépend
donc de quatorze fonctions arbitraires d’un argument.

Mais le nombre de fonctions arbitraires dont dépend la configu-
ration étudiée est inférieur & quatorze; nous avons vu, en effet, au
paragraphe 3, que les coefficients que nous avons utilisés ne sont pas
entiérement déterminés par la congruence de départ, ils varient :

1° par le changement des paramétres u = u(u*), v =¢(¢");

2° par le changement de normalisation des points M; qui peut se
faire par I'introduction de deux fonctions arbitraires d’une variable :
une fonction U de u, et une fonction V de ¢.

Nous avons donné, d’ailleurs, les formules (7) correspondant a ces
changements. Il en résulte que, dans les quatorze fonctions arbitraires
dont nous avons démontré V’existence, il en est quatre qui corres-
pondent & la représentation analytique de la configuration, mais non
a cette configuration elle-méme. . :

Ainsi, un couple de surfaces ayant mémes premiers axes relativement
au réseau conjugué commun dépend de diz fonctions arbitaires d’un
argument.

10. Un exemple simple de cette conﬁgurauon sera obtenu en
considérant un couple de réseaux (M,), (M;) qui sont tous deux
doublement réseaux de Kcenigs par rapport a deux droites non
sécantes D, D’. Les sections de (M,) et (M,) par les plans pivotant
autour de D sont aussi courbes de contact des cénes circonscrits ayant
leur sommet sur D' et, d’apreés le théoréme de Kcemgs, les réles de D
et D' peuvent s’intervertir. Nous verrons que nous pouvous ici nous
débarrasser des quatre fonctions superflues, en s1mphﬁant le systéme
a intégrer.

En conservant Ies notations du paragraphe précédent exprimons
que le réseau (M, ) est doublement de Keenigs.

La 'multiplicité (M,) est I'enveloppe des plans osculateurs aux
diverses courbes ¢ = const. sur la surface (M,). D’aprés ’hypothése,
cette enveloppe doit ici se réduire & une droite D. Avec les notations
adoptées, nous écrivons A, = o qui exprime que (M, )est developpable
etd,=o qui exprime que (M,) se réduit & une courbe.
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Nous écrirons de méme, puisque (M,) doit aussi se réduire a une
droite, m,= o0 qui exprime que (M,) est développable et m = o qui
exprime que (M, ) est une courbe.

Il reste, par conséquent, pour définir la configuration, les onze
fonctions ¢, A, p, p,, P, P,, R, R,, ¢qi, n,, N, qui doivent satisfaire
aux conditions d’intégrabilité

__dlogad

Pu=o, - Py=0, pu=o, p,=o, p=—3>r —q=Ppi+n,
dlogA
P, = 005 y —q,=Pig;+N,, R,=AN,, R,=93dn, o=RdI—R,A,

ny,— N‘”—_— N‘p —_ Pi ng,

Nous tirons de la

dtlogA dtlogd
dudv dude

On peut alors, par un changement des variables u et ¢, ramener A
a étre fonction de ¢ uniquement et ¢ & étre fonction de u uniquement.

On aura ainsi
Pi,=p—=o.

Par conséquent, ayant choisi pour A et ¢ deux fonctions arbitraires
d’un argument A(¢), 8(«), nous aurons simplement 4 déterminer les
sept inconnues p,, P, R, Ry, ¢i, n,, N, satisfaisant aux conditions

P,—o, Pi,=0o, g1, =— Ny, @i.=—N,, R,=—=AN,, R, =dn,,
Ro—R;A—o, n,— Ny, =o, R,q:N,,+ R,N,n',—Niq,n,ézo.

P est fonction de la seule variable ¢, p, de la seule variable u, mais en
reprenant les formules (7) et en notant que nous ne pouvons plus
modifier les paramétres, nous obtenons )

dlogV . dlogU
df ’ Pi=p1+ do,:; °

P=P—

On voit donc qu’on peut maintenant choisir ces forictions U et V de
fagon que P et p, deviennent nuls.
. Nous introduirons encore I'inconnue auxiliaire S telle que

R=A4S8, .R=2S
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et il ne nous restera plus qué quatre inconnues ¢,, S, n, N, avec les
six conditions

G, = — ny, S.=N,,
@i.=—N,, S, = n,, n, =N,
Sq,N,v—i— Sleh—‘ N[’hql: 0.

n, =N, est la condition de compatibilité des deux groupes .des
premiéres équations; on voit d’ailleurs immédiatement que S +- ¢, se
réduit & une constante; prenons-la égale 4 a

S:—qi+a-

On peut alors éliminer les diverses inconnues autres que ¢, et I'on
obtient I'équation aux dérivées partielles

(28) (91— a) 9191+ 91.91.(@a — 2¢1) =o.

Or la solution générale d'une telle équation ne dépend que de deux
fonctions arbitraires d’un argument. ¢, étant ainsi déterminé, n,, N,,
S en résultent sans l'introduction d’autres fonctions, ni d’autres
constantes arbitraires.

En conclusion, pour ce cas particulier, la configuration ne dépend
que de quatre fonctions arbitraires d’une variable qui peuvent étre,
d’apreés ce qui précéde : une fonction A arbitraire de ¢; une fonction ¢
arbitraire de u et les deux fonctions arbitraires qui déterminent
la solution de I’équation (28).

Nous allons reprendre cette question d’un point de vue un 1 peu
différent a la fin de la seconde partie de ce travail.

DEUXIEME PARTIE.

SUR LA NATURE DES CONGRUENCES DE PREMIERS AXES.

11. Cette seconde Partie comporte I'étude de deux questions
essentielles. ' ‘

1° On donne une congruence rectiligne C et une sitrface S associées
de fagon qu’a tout point de S corresponde le rayon de C issu de ce point
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et inversement. Existe-t-il sur S un réseau conjugué admettant C pour
congruence des premiers axes ?

Nous montrerons que, suivant les éléments C, S associés, il y a
zéro, une, deux, ou o' solutions.

2° On donne une congruence rectiligne C. Peut-on trouver une
surface S contenant un ou plusieurs réseaux conjugués admettant C

pour congruence des premiers azes ?
(4

Nous montrerons que ce probléme admet toujours une infinité de
solutions; les surfaces 3 étudiées dépendent de quatre fonctions
arbitraires d’'un argument.

Nous avons, pour traiter ces problémes, abandonné la méthode du
tétraédre mobile. Nous avons rapporté I'espace a un triédre fixe de
coordonnées, trouvant ce procédé plus commode pour donner des
exemples précis des configurations envisagées. Le probléme est de
nature projective, aussi le triédre de coordonnées peut-il étre
quelconque, mais une solution étant trouvée, nous pourrons, sans
changer les coordonnées des points, supposer- le triédre trirectangle,
ce qui équivaut simplement & effectuer sur l’espace une transfor-
mation affine. Ceci nous permettra de donner des exemples en

géométrie métrique. .

12. ProsLime preLMINAIRE. — Etant donné une congruence C et
une surface S associées comme il est dit plus haut, on cherche les
courbes de S telles que leur plan osculateur en tout point M contienne
le rayon de C associé a ce point. Si la congruence C est celle des
normales & S, nous reconnaissons le probléme de la recherche des
. géodésiques. '

Un réseau de lignes coordonnées u, ¢ étant tracé sur la surface,
le rayon issu d’un point M(z, y, 3) de S peut étre défini par les
composantes sur les tangentes aux lignes coordonnées et sur la
normale en M d’un vecteur dont il serait le support. Nous avons ainsi
les coefficients de direction de cette droite sous la forme

v oz ds Jz

oz dy dy

+N¢/,
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ou ¢, ¢, ¢ sont les cosinus directeurs de la normale et U, V, N des
fonctions données de u et ¢ qui pourront d’ailleurs étre remplacées
par des valeurs proportionnelles (*).

L’équation différentielle des courbes de S telles que le plan
osculateur en chacun de leurs points contienne le rayon correspondant

de Cest
ar ar . Ox or
L]
ox , |, or r . Ox dr ., | _
g 1 2 g et GE At G et g | =0

Le premier membre est un déterminant du troisiéme ordre dont nous
avons figuré la premiére ligne, la seconde et la troisiéme se déduisant
de celle-la en faisant jouer aux coordonnées y et 3 le réle qui y est
tenu par z. En multipliant ce déterminant par

Jr ox

nous obtenons

N o ddu?+ 28" dudv 4 8" dv?
. i oz *x ox Oz oz d*x
EU + FV' Edu+ Fdyv du’S;—-d—-+2d ded Sudv d’Sd oo +Ed*u—+ Fdv .
. ox 0z ox Oz oz oz
FU+ GV Fdu+Gdv du’Sd 2 T2 2du ded oy + dv? Sa— d—+Fa”u+Gaf2

Nous avons représenté par &, &', 8" les coefficients de la forme
Scdtx =06 du*+ 2 8 dudy + 8"dv?

et nous rappelons que ce sont les quotients par VEG — F? des

coefficients de Gauss (tels que Gauss les avait congus) '

dr doxr 0*x
du dv du*|’

dzr dxr Oz
du dv duov|’

ll

D= D' =

dx 0x 0*x
du dv 9¢% |

Nous prenons maintenant u pour variable indépendante et nous

(t) Le lecteur se rappellera que U est fonchon de u, v a la fois et non de u
seul. 'Remarque analogue pour V.
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considérons ¢ comme fonction inconnue de u, v = ¢(u). En désignant
par ¢ et ¢ les dérivées premiére et seconde de cette fonction et en
transformant par des calculs classiques I'équation obtenue, nous
trouvons

E 4 Fo l(ﬂi_’_dEv,_*_ d_l_"_ldG o
, N 2 du | ov dv 32 du
, JF 1 JE dG 1 dG
F+ Gy E+2¢)v+ +_,dT‘2

+ (EG — F2) [No"+ (8 + 26'|"+ 3"¢'2) (Uv — V)] =o0.
Finalement, nous arrivons 4 I'équation
(1) o'+ Ao+ B2+ G+ D =o.

ou A, B, C, D sont les fonctions de u et ¢ dont nous donnons les
valeurs

' v dG dG oF
—6 ll°<—kdv+ Gdu Gb—v)’
, ” 1 dG 3‘dG .oF JE
, _ U A\ 1 dG dF 3 0E 1 _0E

A JE 1 _0E dF
D=—gd— H’<—Fd_u +5EB% — du)

On peut remarquer d’ailleurs qu'en général, une équation de la
forme (1) donnée a przbri, correspond 4 un probléme du type étudié,
car en identifiant I’équation donnée a celle que nous avons obtenue,
nous obtiendrions quatre équations auxquelles nous ajouterions

les trois équations de Gauss-Codazzi pour déterminer les huit

inconnues E, F, G, 3 &, o', U x

13. Premier proBLEME. — Nous pouvons maintenant, nous donnant
une congruence C et une surface S associées, chercher sur S un réseau
conjugué admettant C comme congruence des premiers axes.

Une famille 4 un paramétre de courbes tracées sur la surface S
est déﬁme par une équation différentielle du premier ordre

- v'=f(u, v).
Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc.1, 1947.
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En tout point d’une courbe de cette famille, nous avons

o dre df df
Y'=4dw T ou f

et nous exprimons que toutes les courbes de la famille considérée sont
des solutions du probléme préliminaire en écrivant que la fonction f
des deux variables indépendantes u et ¢ satisfait a4 ’équation aux
dérivées partielles

(3) Y o f% s Ap+Bp+Cf+D=o.

Pour obtenir un réseau conjugué admettant C pour congruence
des premiers axes, il faudra déterminer deux solutions f et f, de
I’équation (3) liées par la relation

(4) S+ (f+f1) o'+ ffid"=o.

On peut, par un changement dé fonctions inconnues, simplifier
cette équation (4); il suffit de poser

— 12 "
f:zF—l—ﬁ, f.:aFl+ﬁ avec ﬁ_ 6,,6, ac"::a—lg”zLa
pour la ramener a la forme (*)
FF;—1.

La question revient alors & déterminer une fonction F(u, ¢)
satisfaisant aux deux équations aux dérivées partielles simultanées

(5) 3—F+(aF+ﬁ)d—E+A,F’+B,F=+C,’F+D,=o,
. dF

(6) F—— + (a +(3F)-——A1-B,F C,F:—D,F3—o,
du

ou A,, B, C,, D, sont des fonctions de u et de ¢ que I’on préciserait

(1) Nous écartons le cas des développables, de sorte que 3’2 — d3” n'est pas
nul et nous supposons en outre que 3" n'est pas nul, c'est-d-dire que les
courbes u = const. ne sont pas asymptotiques de la surface.
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aisément : pour la suite, il est nécessaire de remarquer que A, B, C,
D ne font intervenir que les dérivées secondes de z, y, 3; il en est de
méme pour a, B; mais A,, B,, C,, D, dépendent aussi des dérivées
du premier ordre de «, 3, donc des dérivées d’ordre 3 de z, y, 3.

En résolvant en QE, d—F, on a
du’ dv

F :
2(1—F) 9L 1 (a+ BF) (AP B,F*+ G,F + D,)
+(aF+ﬁ) (A1+B1F+C’F2+D1FJ):O.
a(I_F’)‘;—}: _(A1+B1F +C1F’+D1F’)'— F(A1F3+ B,F*4+ C,F+4+D,)=o.

Nous simplifions ce systéme en faisant le nouveau changement de
fonction inconnue

1
®—=F+ F’

o0 _( 1\OF 9@ _( 1\oF
du Fi)ou’ o = \'TF)o
Nous trouvons ainsi pour déterminer la fonction ®, les deux
équations

ce qui donne

(7) Z-%:7\(I>2+2pd>+v, %:—,:7\,0’+2p,¢+v,,
olt A, [, v, Ay, P, v, sont des fonctions de u et de ¢ que Ion peut
préciser par des calculs faciles, mais assez longs; X, @, v, Ay, e, %4
contiennent les dérivées de x, y, 3 jusqu'a I'ordre 3.

Aipsi le probléme se trouve ramené & ’intégration d’un systéme aux
différentielles totales, de la forme de Riccatr.

La condition de compatibilité

0 (0®\ _ 9 (0D
ov\du) ™ du (79-

fournit une équation en termes finis du second degré
(8) H®'+ 2K®+L—=o,

de sorte que, d’aprés des résultats classiques, on peut conclure que
le probléme proposé admet 3éro, une, deux ou une infinité de solutions.
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Pour que le probléme admette au moins une solution, il faut que
les trois équations

H®: 4+ 2K® 4+ L —o,

a(HO+K) (A P2+ 2p @ +v) + ﬁ@-&-zdl{dw- 9L _

(9) du du
2(H® + K) (M ®+ 2y @ + vy) + (‘))—-tb +2%I£d>+ 3]:

aient une solution commune, ce qui se traduit par deux conditions
nécessaires et suffisantes que I'on obtient par des calculs de dérivation
et des éliminations algébriques. Ces conditions étant satisfaites, si
K?— HL 5£ o et si les équations (9) ont une seule solution commune,
nous aurons pour notre probléme, le cas d’une solution unique
et simple. '

14. Nous allons maintenant donner des exemples précis des divers
cas signalés.

Prenons, pour congruence C, celle des normales a la surface S :
il n’existe aucune solution si S n’est ni minima, ni de Voss-Guichard;
si S est minima, une solution unique existe, constituée par les lignes
de longueur nulle; si la surface est de Voss-Guichard, nous avons
encore une solution unique, constituée par les deux familles de
géodésiques conjuguées, et si cette surface de Voss Guichard est de
révolution, elle admet deux réseaux de Voss symétriques par rapport
4 un plan méridien quelconque, et nous obtenons ainsi un exemple du
cas & deux solutions. On sait enfin que sur un hélicoide minimum,
il y a une infinité simple de réseaux de géodésiques conjuguées et
on a ainsi un exemple du cas ou I'on a une infinité de solutions.

Si la surface S est réglée, la congruence C étant quelconque, on
peut considérer que la famille des génératrices fournit déja une
solution; en effet, les génératrices forment un réseau conjugué
particulier, dégénéré, il est vrai, les deux familles du réseau
coincidant; d’autre part, en tout point M d’une génératrice G le plan
osculateur est indéterminé, de sorte que le plan déterminé par G et
le rayon de C issu de M peut étre regardé comme osculateur. Cette
solution, a prior: peu intéressante, permet d’énoncer dés maintenant
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des propriétés remarquables des surfaces réglées, propriétés qui
seront d'ailleurs étendues et précisées un peu plus loin.

Si une surface réglée S contient deux réseaux (distincts ou non)
non rectilignes admettant la méme congruence des premiers axes C,
elle admet une infinité de réseaux conjugués admettant encore C
comme congruence des premiers axes puisque les génératrices
constituent une troisiéme solution. Plus bas, nous obtiendrons le
résultat plus précis que, pour une surface réglée quelconque, tout
réseau eonjugué fournit une congruence C de premiers axes qui peut
.étre associée 4 o' réseaux conjugués de la surface, mais pour le
moment, nous ne pouvons encore justifier ce résultat.

Si la surface S est doublement réglée, c’est-a-dire si c’est une

"quadrique, nous voyons déja que la congruence C des premiers axes

d’un réseau conjugué quelconque est congruence des premiers axes
d’une infinité de réseaux conjugués tracés sur C, mais la remarque
précédente montre que cette propriété ne distingue pas, en réalité,
les quadriques des autres surfaces réglées.

15. Dans le cas de deux solutions distinctes, les deux polynomes
de degre trois qui figurent dans (9) sont divisibles par le premier,
ceci conduit & quatre -équations faisant intervenir H, K, L. et leurs
dérivées du premier ordre. _

Dans le cas de o' solutions, on aura H=K =L =o0. Les
équations qui correspondent au cas de deux solutions sont d’ailleurs
" satisfaites, comme conséquences de H=K =L =o.

Le cas d’une solution um'que mais double n’exige que trois relations,
d’abord K?— HL = o, puis les deux relations résultant de I'élimination
de ® entre les équations (9). L’élimination est ici plus facile que dans
le cas général, puisqu’on a

—K —L
®= T=%"

Le cas de deux solutions dlstlnctes entramant quatre équanons, on
aurait pu croire qu’en ajoutant K?—HL=o0, on aurait eu
cingq équatlons pour le cas de lasolutidn unique, double. L’explication
est simple; si 'équation H®?+ 2K®+ L =0 admet deux solutions
distinctes ®, et ®@,, pour écrire que chacune de ces fonctions est
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solution du sytéme (g), nous écrivons deux équations, ce qui en donne
quatre en toul; mais s} @, et @, se confondent, nous n’avons i écrire
que deux équations auxquelles il suffira d’adjoindre K?—HL =o.

Nous allons montrer qu'on peut trouver le cas de deux solutions

-avec une surface S quelconque; de fagon plus précise, nous montre-
rons qu'd toute surface S on peut associer une infinité de congruences
telles que chacune soit congruence des premiers axes pour deux réseaux
distincts tracés sur S.

Nous allons, a cet effet, reprendre la méthode du paragraphe 13,
en supposant le réseau (u, ¢) constitué par les asymptotiques. Pour
trouver un réseau conjugué¢ admettant une congruence C comme
congruence des premiers axes, il faut déterminer deux solutions f
et f, de I'équation (3) liées par

S+ fi=o.

On peut donc dire que la question revient a déterminer une seule
fonction f(u,¢) satisfaisant aux deux équations aux dérivées
partielles

a a
'%—f-fd—{—kAf‘-&- Bft+ Cf+D=o,

- g—'g—i-fg—{—Af‘—i- Bf:— Cf+D=o,

qui équivalent a

(10) g'—l{;+Af’+Cf:o, fg—{—i—Bf’—i-Dzo.
D’autre part, les équations (2) montrent que, dans ce cas, A et D
sont indépendants de U et de V, tandis que B et C peuvent étre écrits

sous la forme

B=z%6’+B,. C—— 2%6’-{-&,

ou B, et C, sont indépendants de U et de V.
Les équations (10) s’écrivent donc. .

(11) %+Af’+(ci—2—l\}’—6’>f:.'o, fg'—f+<‘2%6’+Bi)f'l+D:0,

ou les quantités A, By, C,, D sont indépendantes deUetV.
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Nous cherchons maintenant & déterminer simultanément deux
réseaux conjugués conduisant a la méme congruence des premiers

. . u Vv
axes. Cela revient & trouver quatre fonctions f(u, v), g(u, v), y*

satisfaisant aux deux équations (11) et aux deux équations déduites
de celles-ci en y remplacant f par g. Les équations sont algébriques

v . A . .
et du premier degré par rapport a INJ et 5 on peut éliminer ces

quantités et le probléme revient & trouver deux fonctions fet g de «
et ¢ satisfaisant aux équations

}( g—f+Af“+C,f>=é< gg+Ag°+C,g>

f’(f f+B,f"+ D) é(g‘:) +B,g+D>
qui se réduisent a
s — 1+ Afe(r—gr=o,  Se(eF —15E)+Dle— =0

En- posant g=/f¢ nous obtenons, pour les deux fonctions
inconnues fet ¢, .

d . d
—Afet—g)=0, ¢f St +Du—g)=o.

On voit que ¢ étant connu, f* se trouve parfaitement déterminé;
on peut éliminer /2 et I'on voit que ¢ doit étre solution de I'équation

de do

(12) 5u 90 + AD(1—¢*)*=o0.

La solution générale de cette équation dépend d’une fonction arbi-
traire d’une variable.

Une surface quelconque posséde done une infinité de couples de réseaux
associés, dépendant d’une fonction arbitraire d’un argument, tels que
les deux réseaux du couple admetient la méme congruence des premiers
azes. ’
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16. Nous allons chercher maintenant & obtenir des systémes de
' réseaux conjugués ayant méme congruence de premiers axes.
1l suffit, d’aprés I’étude générale, qu'il existe trois réseaux admettant
_la méme congruence de premiers axes pour qu'il en existe une infinité
simple. Dong, il suffit que ’on puisse trouver deux fonctions ¢ et ¢,
distinctes, solutions de (12) conduisant & la méme fonction f7 or o
étant connu, on obtenait f par

99
1 Jdu __ —D(1—9?)
Ag(r—er) de
?dv

=

1
Par conséquent, les deux fonctions ¢ et o, devront étre liées par

99 99 99 99

du . du CP()v _?'W
e(1—9¢) @ (1—e3)’  1—¢' 1—g;

(13)

¢ étant solution de (12), il suffit que g, satisfasse aux deux
équations (13) pour qu'elle satisfasse aussi & (12). La forme du
systéme (13) nous permettra d’obtenir simplement la condition d’inte-
grabilité compléte et de retrouver ce résultat que si trois réseauzx ont
méme congruence des premiers azes, il y a une infinité simple de réseaux
Joutissant de cette propriété.

En effet, on peut intégrer séparément les deux équations (13);
cela donne °

’

T o

ou V, dépend de v seulement, U, de u seulement. On en déduit - -

é;:l-l-v,(;:—}—x), q;’=!+U,(qD:—-'l), ’
d’od :
[1+v,($‘§ —1)] [1+ Uy(9} — )] =1

N .

ou

V,(i, —x)+U1i?f—x)—U,v,fi_,_’[X=o:
P1 . ] .

“
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On peut diviser par ¢; — 1 qui n’est pas nul, d’ou

. ‘
U,—‘i;_U.v,?'—,‘zo ou  U(1—V)+ B (U—1)=o,
1. ?1 @i
et enfin
2 Vi ]—Ug-
=1V, TU0,

D’ailleurs ¢? s’obtient en remplacant U, et V, par leurs inverses

Ug—'l
V,—1

Pr=

Mais alors, si ¢* est de cette forme, il I’est de ' facons, car si on pose
avec une constante £ arbitraire

U —1=k(Uy—1), Vi—1=k(Vy—1),

. ' L1 oy . ,
on peut remplacer ¢* par i,:_ i et-alors ¢; se trouve remplacé par

Vg I—U’__vl--l-Fk Ui—'l
I— Vg Ug - V‘—'l -U1—'l+/f

(k infini donne 9?, k =1 donne ¢}).
Nous avons supposé I’existence de trois réseaux associés

0,=, sif‘u: "')) o' = E2f(u’ V)‘?(u, v), V,:5.'.f(u; v) 91 (u, v)

et nous venons de trouver que ceci entraine l'existence de ' réseaux
associés, dépendant de la constante arbitraire k; d’autre part,

l’expressiofl V‘; ! _’; k T U, I—_:_ 7 est une fonction homographique dela
17 1

constante £ et ’on vérifie ainsi le résultat obtenu au paragraphe 15
d’aprés lequel le probléme se raméne al'intégration de deux équations

de Riccati simultanées.
I nous faut enfin exprimer que L'équation (12 ) admet une soldtion ¢
telle que
=y

Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 1, 1947, Y|
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on a alors
vV,— U, ‘30‘?___ U,
== Vi—1 ' 5—';_U1"’1’
3dp _ —V, 4 99 dp _ — U,V
@ dv” V,—1 ¢* du dv ~ (Uy—1) (Vi—1)
d’ou
w dv~ 4(Vy—1)

On tire donc de I'équation (12)

99 99
dudve UV,

T G—¢r MU =ViF =AD.

Une surface admettant «' réseauzx associés n'est pas quelconque
puisque AD est d’une forme particuliére.

Nous allons chercher quelles sont les surfaces sur lesquelles existent
des sysiémes de o' réseaux donnant la méme congruence des
premiers axes et combien de systémes différents on peut obtenir sur
une telle surface.

. v v , . .,

L’expression W = ?U_'T‘*) est rencontrée comme intégrale de la

1= 1
célébre équation de Liouville qui s’introduit naturellement dans
I’étude des surfaces a courbure totale constante.

En effet, _
dlogW __ U] 3l OtlogW __ —aU Vi
du U, U,—V,’ dudv — (U= V)2 ’
On a donc |
dtlog W .
- duady 2 W =o,
soit
0t log AD
(14) ‘ —W—i-SAD::o ().

(1) On peut arriver plus rapidement a ce résultat, a partir des
équations (10), dont on forme la condition de compatibilité. Posant F —jf2,

ona. JF =—AF*—CF, 1 0F = — BF — D et, égalant deux valeurs de
2 du . 2 dv ° .

o*F
du oy’
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La surface S étant rapportée & ses asymptotiques, et les expressions
de A, D éiant tirées des formules (2), st AD re satisfait pas a
Uéquation (14), il n'existe aucun systtme de @' réseaux conjugués
donnant la ‘méme congruence des premiers axes; il n'existe que des
couples de réseaux conjugués ayant cette propriété.

8i AD satisfait a4 celte équation, il y a autant de systémes de
o' réseaux qu'il y a de fagons de meltre AD sous la forme Zl. (U[,J_L\;",T;
or, ceci est un probléme résolu par les applications de la sphére sur
elle-méme; on a donc ®® systémes de ' réseaux. 11 y a toutefois
a considérer a part le cas ou AD est nul.

Supposons A =o; le systéme qui déterminait les deux fonctions
inconnues f et ¢ est alors

d d
d—zzo, q)f’d—3+D(1—ag’)=o,

. . —v
¢ est donc une fonction de ¢, soit V, et f*=—D l—v—v—'-
17y
Si T'on cherche une autre fonclion ¢, conduisant a4 la méme
fonction f, on voit qu’il faut déterminer une fonclion V, de ¢ telle que
V.V, V,V,
Vi T vi=y
c’est-a-dire qu’on devra avoir
Vii=k(Vio1).

Or A = o est la condition pour que les courbes © = const. qui sont
déja asymptotiques, soient géodésiques; donc la surface est réglée.
Par conséquent, les surfaces réglées n’admettent aucun systéme de
deuzx réseaux associés (deux seulement), elles admettent uniquement des

systémes de o' réseauz..

. 0A oC 0B oD
la relation (2AB— 9—;) F24 (l;AD-— 3% d—u)F+2CD+ 92 = Le
cas d’intégrabilité compléte fournit B=§ a"-p logA, C=— 5 a% logD,

SAD‘—l—l ‘g%:—%q —o0; mais la méthode du texte fournit I'intégrale de cette

relation.
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Nous avons signalé que, pour une surface simplement réglée,
si deux réseaux donnent les mémes premiers axes, il y a o' réseaux
admettant ces premiers axes; nous obtenons ici un résultat plus
intéressant : la congruence des premiers axes d'un réseau conjugué
quelconque, non formé par les génératrices, est congruence des premiers
axes de ®' réseaux conjugués. La propriété qui semblait distinguer
les quadriques est donc générale pour les surfaces réglées.

Une surface non réglée pour laquelle AD satisfait 4 (14) admet des
couples de réseaux dépendant d’une fonction arbitraire d’une variable
et des systémes de w' réseaux associés dépendant de trois constantes
arbitraires. On peut achever la détermination, des réseaux cherchés;
on a en effet a intégrer

dq} d(P ULV e\e
dude TV U =e

‘D=2f d¢2:Ll[+?!
1-——(? l—?

W UV, L R T
oudv TV, U= WG, T V=T

Si 'on pose

on a

On a aisément une intégrale compléte

o o vl
@:f;[a—i— a+(V’_U‘):]d_U,+[a—\/a +(V,——U,)’JdV’$ﬁ—b _

soil

‘D='a(U1+ V1)+f\/a2+ (‘,‘__de(ui_ Vi)+ b-

Il reste ainsi & calculer une intégrale de la forme / \/ a*+ t—l:dt

f\/a’—{— ;—2d¢ =/\/a*z'+xd7t-

a4+ 1=02 =

.Posons
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et l'intégrale devient
0°dl dy 110+
ﬁ—‘”fe.—_,—"—;‘-l_l

et l'intégrale compléte apparait
L‘ 14+ (Uy— Vy)2at+1
| — (U= Vy)tar+1

d):a(U,-!—-Vi)-l-\/(Ui—Vt)’a"*"_é $+l).

17. Pour chercher un exemple des cas a ' solutions, il est
naturel de partir d’une surface S, d’un réseau R tracé sur S et de
prendre pour C la congruence des premiers axes de R; on cherchera
ensuite les conditions pour qu'il y ait de nouveaux réseaux corres-
pondant 4 C. En cas de possibilité, ® satisfera & une équation de
Ricatti dont on connait une solution particuliére fournie par le
réseau de départ; donc la fonction cherchée v = f(u, ¢) pourra étre
obtenue par des quadratures.

Nous reprenons donc les calculs du paragraphe 413 en introduisant
les hypothéses compiémentaires :

_&’=o exprimant que le réseau (u, v) est conjugué;

A =D =o exprimant que C est la congruence des premiers axes
de ce réseau.

Ces derniéres équations donnent, en remplagant N par 1,

(EG — Fr)usr+ L 96 GG _ oF _
5) 2 dv 2 |du dv
(x FJE EJE _OF _

(EG—Fg)Va—i—;duﬁ-; 'a; —EE&—O’

et I’équation fondamentale (1) est ramenée 4 la forme
(16) v+ By't+ Co'=o.

Pour qu’un nouveau réseau corresponde a C, il faut qu’on puisse
déterminer deux fonctions ¢'= Sf(ug0), ¢,=fi(u, ) satisfaisant
a I'équation (16) et liées par .

) S+ ffi=o.

Nous pouvons ramener cette derniére relation 2 FF,=1 comme
. nous avons fait dans le cas général, mais nous nous proposons simple-
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ment ici de donner un exemple et nous nous bornerons au cas ou la
relation entre f et f, est déja sous sa forme réduite. Ceci revient a
supposer d'abord que la surface S est isotherme asymptotique, c’est-
a-dire qu'elle posséde un réseau conjugué (u, ¢) donnant a I'équation
des asymptotiques la forme du?+ K do* =0, ou K est une constante
que I'on peut, sans restreindre, supposer égale a &= 1. Nous prenons ici
K = —1 etil nous faut encore supposer que le réseau particulier est
notre réseau R de départ. Nous avons donc a chercher une fonction f
satisfaisant aux deux équalions

U Y bprcr=o,  sE+L-pr—cr=o

En résolvant en 9 et of ,» on obtient

du oy
(f’—l)z—{;'—' Cf+2Bfr+Cf,
(17)
(f’-—l)%{; =—Bf —2Cf*—Bf.
En posant
f+7:c?’
d’ou
Jdp 1\ df Jdo 1\ of
n=(-7)s F=(—pw
on a .
(18) 3—3=qu+'zB, %:—B¢—2C.

La condition de compatibilité 7
9 (22) =9 (%
dv\du/  Odu 53)

(B p o)

donne
JdC  dB
(19) ) ] -d—p—i-du + 2

o . . -
Pour que nous ayons «* solutions, il faut et il suffit que cette
condition soit identiquement satisfaite, c’est-a-dire que nous ayons

y B
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On pourra écrire

— ol ol
B=—-  C=35

et I'inconnue auxiliaire / devra satisfaire a4 I'unique équation
(a1) LU (O\ (Il
dur ~ 9t d_u> o)’

Posons u + ¢=x, u — ¢v =y, desorte que = et y sont les paramétres
des asymplotiques; on a

a ot ol al_ 9l ol
ou— 9z ay ooz _dy’
L_¢l L ol Rl ol o
du* — d0z* dzdy — dy*’ dvt — dx? dxdy + ay*.
et l’é(iuation (21) devient
(22) ol _ ol ol
dzdy — dz dy

qui donne
e =0 (z) + (),

ol ¢ ne dépend que de x, ¢ ne dépend que de y.
On en tire donc
e!=0(u+v)+Y(u—v), = —Log[®(u+9)+¢(u—v)]

B___(Il’(u—}-v)—q./(u—v). C_—[fb’(u+v)+\,b’(u—v)].
- D+ ’ T @(u+v)+Y(u—v)

En nous reportant aux expressions générales de B et C données par
les formules (2) en y remplacant U et V par leur valeur tirée des
équations (15) et enfin en y faisant &= o, 8"=— 9, on obtient,

Y(u+vo)—¢(u—v)

O (utv)+¢ (z—v)

o g9F _FOE EJE EJG_ 3.0G LJ0F _JE
_—_EG——F=< du 20u st adti gu v 33)’
O (u—+v)+ Y (u—v)

T @ (u+v)+P(u—v)
1. (_GdF FoG GJG GOIE 3 poE g IF EdG-

“EG—F wtIov T 20u 3 ot o a:)
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Nous adjoindrons & ces deux équations les trois équations de Gauss-
Codazzi qui ont ici 1a forme suivante :

23 dG _,9F FdG EJIG FOIE
(EG —F) 5a 3( 265 —© a:**rw—:m““zm) °
GJOE F dG  E gE OF FoE\
(EG —F) 5 *"( 3%+Jd’§+§§&_E0u+EE>_°’
I ()F_idG 1 G
‘ d- 20u 2 dv
ne I 1 JE . -
—¥= o w| 3o E F
JF 1 0k
du "3 dv E G
1 dE 1 G
© 2 dv 2 du
1 1 0k
EG—F:| 32 do E F
1 0G A
avec
' L—=9F 12E 106G

Nous avons ainsi un systéme de cinq équations pour calculer les
quatre inconnues E, F, G, 2. Nous allons montrer que ce systéme
admet des solutions, nous ne donnerons pas la solunon générale, nous
bornant & donner une solution précise.

Pour cela, nous ajouterons une nouvelle restriction pour le réseau-
de départ R; nous supposerons que R est réseau de courbure et iso-
therme; nous avons donc, en outre de 8"+ ¢ = o, les égalités E= G,
F=o.

Les deux formes quadratiques fondamentales sont

S dx*=E(du?+ dv?), Sedtz = d(dut— dv*).
On voit donc que les lignes de longueur nulle sont conjuguées et la
surface est minima. N ,
Les deux premiéres équations de Gauss-Codazzi donnent

06 _ 0%
v
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de sorte que & est une constante que I'on peut, par un changement
linéaire sur u et ¢, réduire a I'unité et alors la troisiéme équation devient

L _1OE LOE[ [ 0B 10E
2du 2 dv a2de 2 du
_E—| '9E : B L
B=l 2o e L
1 dE 1 dE -
—-;% (¢ E ';d_ll 4] L
avec
L — 1 2E 1 0*E
‘T T 20wt T 2 90t

Aprés réduction, nous obtenons
(23) oE FE_ 1 QE)’+ AN
- du*  dvt E|\du W) =

équation que I'on sait ramener 4 la forme de Laplace puisque I'on sait
ramener la détermination des surfaces minima & celle d’une ou deux
fonctions de la variable complexe.

‘On voit que les expressions de B et C*donnent ici

1 JE 1 JE
P=~Ea' C*“Em
et 'on vérifie que I'on a bien
o o8 _
ov " u

- !

~ En posant E=¢/, on voit que le terme constant de I’équation (19)
.est, aprés division par 2, '

A AN A

0w g “\ov) — '517) ’
expression qui n’est pas nulle, si la surface minima est quelcongue. On
peut donc considérer qu’avec une surface minima quelconque, le
systéme (18) admet pour ¢ la solution infinie, ce qui donne 4 f une
valeur nulle (dv=o0) ou infinie (du=o0). Le réseau conjugué de

départ constituerait donc pour notre probléme la seule solution, mais
Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 1, 1947. 8
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qui devrait étre considérée comme double. Nous avons donc obtenu un
exemple de solution double par le réseau de courbure d'une surface
minima quelconque.

18. Pour qu’il existe o' réseaux solutions, il faut que le terme
constant de I'équation (19) soit nul

9*l 0%l “al\? al\®
s~ g+ (o) ~(5a) =»
Nous avons intégré cette équation dans le paragraphe précédent.
Avant de prendre l'intégrale la plus générale, commencgons par
celles qui se réduisent @ une fonction quelconque de u —+ v ou de u — v.
Le changement de ¢ en — ¢ ne change pas la forme des équations et

permet de n’envisager que le cas ou / est fonction de. w =u +¢. En
prenant ainsi E =¢'=¢%" I'équation (23) se réduit successivement &

Y=V,  ayPr=aedy,  Pr=Ki—aed,

ou K est une constante arbitraire.
Revenons a 'inconnue E =e¢Y, on a

E' ,
E~Y

et ainsi

(26) E"—K2E'— 3E.

Or les intégrales de cette équation sont intégrales de 1’équation
obtenue endérivant, ce qui donne, aprés avoir divisé par E’ différent
de zéro, )

E'=K*E —1.
On a ainsi
(25) A ‘E— & =AshKw + pchKw,

ou X, p» sont deux constantes; mais ces constantes ne sort pas arbi-
traires, puisque E doit étre intégrale de (24). En reportant la valeur
de E tirée de (25) dans I'équation (24); on trouve

1

' P.z_)\z= 1_(__”
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~

ce-qui nous conduit a prendre

chKw, . _ —shKw,
> AR

et
w—w,
2

. 1 2
E= IT:[I-}-C]’IK(W—W,)]: e ch*K

Il est clair que les calculs précédents restent valables quand on
remplace u — u, par u et v — ¢, par v, ce qui nous permet de supposer
w, nul. Une homothétie raménera ensuite K & I'unité et nous abou-
tissons donc & la surface minima définie par

(26) ds’=2ch’(u-:v

Scedz —= dut— dv*.

) (du®+ dv?),

Nous allons reconnaitre que cette surface est I’hélicoide minimum ; en
effet, en la rapportant a ses asymptotiques u + v=u,, u —v=y,, le
ds® prend la forme

- ds’:ch’%(duf +dv?),

de sorte que les courbes u,=const. sont des géodésiques; or elles
'sont asymptotiques, donc ce sont des droites; la surface minima
considérée est réglée; c’est un hélicoide minimum.

La vérification directe est aisée; nous pouvons prendre en effet
I’hélicoide sous la forme

x =2U cosv,, y=2aUsing,, 3=ae
On en tire
K ds*—= 4dU*+ 4(1+ U?) dv},
et si 'on pose :
U=shu,
ona
dst=4ch*u,(du} + dv})

et, en posant :
C u—+v u—y

) . , ) “= 2 ’ ’ "= ,2 ’
on obtient '
dst=acht 222 (du?+ dv*)

2
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c’est-a-dire le ds? précédemment obtenu. Quant a la seconde forme qua-
dratique fondamentale, elle s’écrit

Scd?x = dv* — du’.

L’équation (16) devient
Sh u—+ v
" 2

£ ’
= —— (T — ).
lt-—+-|'( )
ch

2

Notre méthode nous a conduits a I'intégrale ¢'+ % =@, ou @ est

déterminé par le systéme complétement intégrable (18), o nous rem-
placons B et C par leur valeur

Shu+v shlt—{-

c&_ 2 ( 2) Je 2

u=T Ture T T )
ch ch 5

On voit que ¢ — 2 est une fonction Y de ww=u+v¢, on a

w
sh —

ﬂ’ = 2 dw
Y ch jad
2

et par suite
— 2 U V’
q/ —Cch >

L’équation du premier ordre qui donne les réseaux est donc

(27) (v—1)2=Cv'c h,u—;v
ou C est une constante arbitraire; cette équation donne deux valeurs
de ¢ dont le produit est égal a 1 et, par suite, définit du méme coup
les deux familles du réseau; pour C=oon a un réseau smguher
formé par les asymptothues rectilignes. .

L’équation (27) s’intégre en prenant pour nouvelle fonction
inconnue w définie par

C W= u-v;
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on a, en effet,
we—=r1+4 ¢,
et I'équation devient g

(W —2)2=C(s'— l)ch’%
et les variables se séparent.

19. Nous allons traiter maintenant le cas ou I'on prend, pour
I'intégrale / de I'équation.

(8) 0l ozz+<az)' dl)*:(),

dut 00t \dv) ~ \ou

~

une fonction qui ne se réduit pas a une fonction de la seule variable
u —+ ¢ ou a une fonction de la seule variable u — ¢.
. L’équation (23), aprés le changement E = ¢/, s’écrit

(29) ol +-di1:2e—’
Jdur  0v?

etle changement de variables u + ¢ =&, u — ¢ =y raméne les deux
équations (28) et (29) a la forme

atl al adl

/ — T — —
(287) ozdy ~ oz dy’
el o,

(29 | pr-iud Al

La premiére nous permet d’écrire ‘
e'=—2(X+Y),
ou X et Y sont des fonctions respectivement de z seul et de y seul

dont nous supposons ici qu’aucune n’est constante. En reportant dans
" I'équation (29’), on trouve

{30) - aXH+Y)P=(X"+Y)(X+Y)— (X4 Y").

* En'dérivant les deux membres par rapport a z, puis par rapport 4 y,
.on obtient

. "(~31 )‘ R -1 2\(x + Y) XY= anl:*_ Y'xl’
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et puisque nous avons supposé X'Y'>£o, cette équation prend la

forme
(mX— %) +<12Y - %):o,

et cela permet d’écrire, avec des constantes arbitraires successives a,
b, ¢, by, ¢y,

N~ "
‘;—,——lﬁx—d:() ) %-—— 13Y+a=o,
X" —12XX'— aX'=o, Y” —12YY'+aY =o,
X'--6X*—aX—b=o, Y'—6Y24aY —b,—o,
2X'X'—12X*X'—2aXX'—a2abX'—o, 2Y'Y' —12Y* Y +2aYY' —2b6,Y —o,
—4X3 —aX?*—2bX —c=o, Y2 —-4Y'+aY?—2b,Y +c,—=o0.

Les valeurs ainsi trouvées pour X”, Y”, X'?, Y'? sont des consé-
quences de I'équation (31) qui contient parmi ses intégrales toutes
celles de (30) mais qui est plus générale que cette derniére. En repor-
tant les valeurs de X", Y”, X'?, Y'* dans I'équation (30) on constate _
que I'on doit prendre b= b,, c =c,, de sorte que nous avons

X*=4X3+aX*+ 26X + ¢, -—4Y’~——aY’+ 25Y —ec.

Nous avons par conséquent, pour terminer, a faire les intégrations

(32) x:f ax )’:f ay .
VaXi+aX* +a2bX + ¢, VaY ' —aYi+2bY — ¢

Celles-ci introduiront deux constantes arbitraires, si bien qu'’il
apparait que la solution que nous venons de trouver pour le systéme
(28'), (29')-dépend de cinq constantes arbitraires, alors que la solution
générale ne doit dépendre que de quatre constantes arbitraires; mais
il faut noter que, par suite de I’égalité

e!=—2a(X+Y),

x

! ne change pas quand on augmente X el Y respectivement de 4 et de
—h, et ceci explique l’apparluon d’une constante supplémentalre
dans nos calculs. :

Les deux constantes introduites par I'intégration de (32) ne corres-
pondent qu’a une translation effectuée sur la surface; d’autre part, -
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comme X et Y peuvent étre augmentés respeclivement de 4 et de — 4,

L4

X" Y
on peut supposer que T+ —12X et 3 —12Y sont nuls, et ceci

annule a. .

On voit qu'on introduit ainsi la fonction elliptique p(z) de
Weierstrass.

Des deux constantes 6 et ¢ qui restent, I'une correspond a une
homothétie, et I'on voit qu'il ne reste qu'un paramétre de forme pour
les fonctions inconnues.

Nous pouvons interpréter cette derniére constante en établissant les
trois formes quadratiques fondamentales de la surface

e —1 ax:e dy? \
§ dur= 2(X+Y) <4x=+ax=+ 26X +¢ + 4Y3—aY:+ abY—c)’
dX dY
VGX'+aX?+2bX +¢) (4 —aY: J 26Y —c
dx? dy?
. 2 — .
S det=—a(X+Y) (4X“+aX’+2bX+c+ Y —avir 21)Y—c>

Sedtz =

On reconnait qu’avec ces paramétres asymptotiques X, Y le ds* de
la sphére a prls la forme classique de Liouville, correspondant a up
systéme de coniques sphériques homofocales; 'unique paramétre de
forme qui reste est donc I’écartement angulalre des foyers sphériques
du faisceau des coniques images des asymptothues Il est commode
-de déterminer d’abord les surfaces minima adjointes des surfaces
cherchées; les images sphériques des lignes de courbure des surfaces
adjointes coincident avec les images des asymptotiques des premiéres,
c’est-a-dire avec les coniques sphériques dont nous venons de parler.
Les formules d’Olinde Rodrigues nous permettraient donc d’obtenir
-ces surfaces adjointes et nous passerions ensuite aux surfaces

* cherchées. .
Voyons maintenant ce que devient I'équation ¢ - %, = ¢ qui doit

" donner les réseaux. On a

B__Ia_E_:_(oE OE

—E dv~ E \oz a;)’

. __ 1 9E__ 1 (JE  OE
C=f o™ E(?E'*'Ty)
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Or
E— _—! JE 1 y 0E _ Ly
a2 X+Y) dz — 2(X+ YY)~ dy " a(X+Y)y
Donc .
X'—Y X'+Y
B=x7v C=—x=7v

Le systéme qui donne ¢ est

d9 1(de9 .d¢\ C—B _ X/ _
5;—;(07‘“%)——2 ¢+B—C=— g (@—2)
dp __1/de de\_C—+B . Y’
«Ty—;(a—o-;)——r°?+3+c——m<‘?+2>-
On peut écrire
9% ___ 9—2 do __ —(9+12)

X~ X+Y Y X+Y

2(X — Y3 2h)

On trouve sans difficulté ¢ = Y

» ol h est une constante
arbitraire. Il reste donc a intégrer

1 2(X—Y~+ah)

i e T
Or
v = ‘—iﬁ = ———dx_dy,
du  dzx +dy
donc’

o L= 2(dx*+ dy?) _ '2(1.+y”).
A vl d.,vl —— dyl l__ylg

On a donc & intégrer

/

1+ X—Y+ 2k
1—y?2 T X4+Y

ou
Ll A S G N
X—Y+2h~ X+Y A—Y h+X

Ainsi les variables se séparent et I’on a

dy _  dz
————————
\/IL—Y vX+h
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ou
dy _ dxX
VE=Y)(4Y'—aY*+26Y—¢) V(h+X)4X'+aX+2b6X +c)

On peut remarquer que toutes les courbes d’un méme réseau carac-
térisé par une valeur de la constante 4 enveloppent la courbe d’équa-
tion X + A=o0, de méme que la courbe d’équation Y — 4 =o.

20. Druxiime prosLEME. — Nous allons maintenant examiner si, une
congruence C quelconque étant donnée, on peut l'obtenir comme
congruenée des premiers axes d'un réseau a déterminer sur une
surface a déterminer.

La congruence étant définie par les équations

z = us+ h(u, v), y=vs+k(u, v),

nous pouvons reprendre les calculs faits dans les paragraphes 12
et 13, mais en considérant 3 comme une fonction inconnue de u et
de ¢. Nous aurions ainsi a rechercher une fonction ®(u, ¢) satisfaisant
aux deux équations (7)

oo ad
(7) E‘:}\(D’—}-zp(bﬂ-v, W:Ld)’-i-zy.,tbq— v,.

Cetie fonction doit satisfaire a la condition d’intégrabilité

(8) H® + 2K@+L=o0

et, par suite, elle devra satisfaire aux trois équations algébriques
simultanées

« H®*+ 2 K® + L —o,

2(HO + K) (A @+ 2p @ 4-v) + —d>=+ 3K«p+ 3‘;

JdH JK oL
2(H® +K)(7\,02+2p.1@+v,)+§;dﬂ-‘+- o ¢+dv

" (9)

ce qui exige que soient satisfaites deux conditions nécessaires et suffi-
santes obtenues & partir de ce systéme par des éliminations algébriques.
Or, les quantité¢s E, F, G font intervenir les dérivées premiéres de 3;
88,8 font intervenir les dérivées secondes de 3 et }, y, v les dérivées

‘Journ de Math., tome XXVI. — Fase. 1, 1947. 9
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troisi¢mes, et H, K, L les dérivées d’ordre 4. Finalement, le sys-
téme (g) met en jeu les dérivées d’ordre 5, de sorte que nous trouvons,
pour déterminer 3, deux équations aux derlvees partielles simultanées
d’ordre 5.

On pourrail croire, d’aprés cela, que le probléme n’est poss1ble
que sous certaines conditions que devrait vérifier la congruence C, mais
il n’cn est rien, Si nous nous reportons aux deux équations (5) et (6)

(5) o e @F+ 3% & AP BF 4 CF + D=0,
(6) F%+(a+(3F)§——A.—-B,F——Cin—D,FK:o,

qui déterminent les deux fonctions inconnues F et s, on constale que
F y figure au premier ordre différentiel, s au troisiéme ordre et par
suite, la solution générale de ce systéme dépend de quatre fonctions
arbitraires d’un argument. La fonction s dépend elle-méme de quatre
fonctions arbitraires, car, une fois s obtenu, la fonction F se trouve
déterminée par I'intermédiaire de ®, sans aucune arbitraire, par la
solution commune aux équations (g).

Donc toute congruence rectiligne est une congruence de premuers axes
et la surface (S) qu'on peut lui associer a ce point de vue dépend de
quatre fonctions arbitraires d’un argument.

Considérons d’ailleurs la figure formée par les éléments suivants :
une surface S, un réseau conjugué R tracé sur cette surface, et la
congruence C des premiers axes de ce réseau. On peut constituer une
telle figure en prenant les éléments dans des ordres différents. Si nous
commencons par prendre la surface S, nous choisissons la fonction
5(x, y) de deux variables définissant cette surface, puis nous pouvons
définir la premiére famille des courbes du réseau R par I’équation
générale de la projection sur le plan £ O de ces courbes, de la forme
¢(z, y)=C, ou nous avons pu choisir la fonction ¢ de fagon arbi-
traire. Dés lors, la seconde famille des courbes du réseau se trouve
déterminée sans ambiguité et, par suite, la congruence C en résulte.
Ainsi, en procédant dans cet ordre, nous avons a préciser deux fonc-
tions arbitraires de deux arguments, et.cela suffit. '
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. Or le probléme que nous abordons consiste, en somme, 4 constituer
la figure en partant de la congruence C. Dés le début, pour la défi-
nition de cette congruence, nous fixons deux fonctions arbitraires de
deux variables; nous donnant, par exemple, la congruence par les
equanons

x=us+ h(u,v), y=vs+hk(u, v);

les fonctions 4(u, ¢), k(u, ¢) sont ces fonctions arbitraires. Comme
'obtention de S et de R se traduit ensuite par des équations aux
dérivées partielles relatives a la fonction s(u,¢) prise comme
inconnue, le probléme ne peut qu’amener des restrictions sur les
fonctions & et kj si ces restrictions se présentaient,. cela signifierait
que C doit satisfaire a certaines conditions, les fonctions A et k ne
seraient plus arbitraires; on ne pourrait, par la suite, a_]outer que des
fonctions d’un argument ou des constantes; il y aurait contradlcuon
avec la conclusion obtenue en partant de S.

Nous avons dit qu’a la congruence C arbitraire, on peut associer
une surface S dépendant de quatre fonctions d’une variable; il n’y a
pas ici de contradiction avec la conclusion obtenue en partant de S,
car dans un pareil dénombrement, seules comptent les fonctions arbi-
traires portant sur le plus grand nombre de variables: De telles diffe-
rences se présentent souvent quand on cherche le degré d’indétermi-
nation d’une figure et qu’on bAtit cette figure en prenant les éléments
dans des ordres différents.

Remarquons enfin que mous pouvons toujours donner une solution
dependant de trois fonctions arbitraires d’'un argument : la solution
constituée par une surface réglée quelconque. En effet, nous avons vu
précédemment que le systéme des génératrices d’une surface réglée
peut étre considéré comme un réseau conjugué de courbes admettant
une eongruence G quelconque comme congruence des premiers axes.

24. Cas DES CONGRUENCES LINEATRES, — Nous allons traiter le probléme
plus complétemenL dans lé cas ou la congruence C est linéaire. Nous
. trouvons immédiatement une famille de surfaces S qui répondent a la
question : ce sont les surfaces qui admettent un réseau doublement de
Kosmgs par rapport aux directrices D; D’. Ces surfaces dependent
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de deux fonctions arbitraires d’'un argument; nous les retrouverons
aisément en reprenant la méthode générale.
Prenons I'une des directrices pour axe Oz, I'autre pour droite a

Pinfini du plan 2Oy ; le rayon général de cette congruence sera donné
avec deux paramétres indépendants u, ¢ par les équations

y=uur, T=y,

Nous prenons sur ce rayon le point d’abscisse z = p(u, ¢), o p est
une fonction inconnue de u et ¢. La surface S engendrée par ce point
est donc représentée paramétriquement par

x=p(u, ), y=up(u, ), s=y.

Les coefficients &, v}, { de ’équation du plan tangent sont

'::ll +P' n:____P, :-—_—__._P_.

>~ " ou
Les coefficients D, D', D” de Gauss sont

_ 0% dp ,_ 0% _ dp dp ,__ 0%
D= Pd°—2( ) D—‘Odudv_d_u&; D_PW)'-’.

et 'équation des asymptotiques est
. 0%p dp\? .. d%p dp dp ) P ..
(33) [93?_2<07> .Idu +2<Pdudv dud)dud(+pd dv:=—o.

Nous voyons en passant que le réseau (u ¢) est conjugué et, par
suite, doublement de Kcenigs si

Op  dp dv
P duov dude du dv

= 0.

ce qui entraine que p est de la forme UV, ou U ne dépend que de u
et ne dépend que de ¢. Le plan osculateur d’une courbe de S,
obtenue en prenant pour ¢ une certaine fonction de u, ases coefficients
obtenus par la matrice

o, o 9,

du du. u(—&'f'a;"')"‘P

dp P s, 9 P dp , de , d | dp,
V+dv= "+ 30 "(—s+ audp"*m“’“%”)“(a';ﬁ%”
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L’équation fondamentale, exprimant que le plan osculateur contient

le rayon de C qui passe par le point considéré, est obtenue en bordant

cette matrice en bas par les paramétres directeurs de cerayon : 1, u, 0

et en égalant 4 zéro le déterminant obtenu; en retranchant de la

deuxiéme colonne le produit par « de la premiére, la derniére ligne se
réduit a 1, o, 0, de sorte que cette équation prend la forme simple

@ =i (5 5)

Nous vérifions que cette équation est de la forme générale (1) ou A
et D sont nuls. Ceci correspond au fait que les courbes u= const.,
¢ = const. conslituent des solutions particuliéres, puisque cc sont des
courbes planes dont le plan contient le rayon de C issu de chacun de

ses points.
Nous devons maintenant chercher deux familles de courbes satis-

faisant a la condition (34) et qui soient, de plus, conjuguées. Or une
famille de courbes. peut étre définie par une fonction f(u, ¢) en

écrivant
' =f(u, v).

Pour que ces courbes soient intégrales de (34), il faut et il suffit
que f soit in’tégrale de I'équation

(35) = (%)

Le probléme revient donc a chercher trois fonctlons frfoe des
variables mdependantes u, ¢ telles que I'on ait

Lor @ =¥ (%+1%)

'df‘ dﬁ 2f1 dp -
™ = ( AL

dgp ' dp dp

Pdu’ <—u-) '+'(f+f’ (Pdudv_at:5;> ff‘pd*_ ,
la derniére équation exprimant que les deux familles de courbes

definies par f et f, sont conjuguées. Ce systéme (E)de trois équations

9
aux trois fonctions inconnues f, f}, p est résolu en o o df’ I et nous
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pouvons donc conclure que sa solution dépend de quatre fonctmns
arbitraires d'un argument.

Ce systéme ( E) une fois intégré, supposons que nous nous déplagions
sur une courbe définie par ¢' = f(u, v), nous en déduisons

o' __2(0dp 4+ >
v__ o\ du dv

et, en intégrant « = Kp? ou K est une constante sur la courbe suivie.
Faisons alors le changement de fonctions inconnues

S=Ke,  fi=Kip

ou K et K, sont deux fonctions inconnues qui se substituent a f et f,;
on a alors pour I’équation (35)

17) ) N dp
(d_u -——I\p)p-{—zl\o( 3£ >~2Kp(d PKp)
soit, aprés simplification,

. Jk Ok

52 " 9 Kot—=o,
de sorte que le systéme (E) devient

05k — (%) + K+ K (p o — 3£ )+ KK 5 =0,

P 9uwde ~ du oy
1 d JK
(Ei) ’K % E. f - o,
LK 0K
K, du + dv =

Ce systéme est encore de la forme de Cauchy. ~

On apercoit immédiatement une solution spéciale : K ez K, constants.
On prend pour K et K, des valeurs distinctes pour éviter que les deux
. familles de courbes correspondantes soient confondues sur S; la sur-
face S doit alors satisfaire a cette condition : que la fonction ¢ par
laquelle elle est définie soit intégrale de

Jd*p d\? . ) d%p dpdp op -
(36) pdu,—_z<(-,7‘-) +(K+K1)p’(pdudu %4 dv)-i— K,p*‘— =o,

ot les constantes distinctes K et K, ont été choi‘sies"arbitréiremérit.
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Nous obtenons ainsi des surfaces S trés spéciales, solutions du pro-
bléme, dépendant seulement de deuzx fonctions dun argument. On
peut, au lieu de K et K,, introduire les deux constantes A et . telles
que 22 =K 4 K,, p. =KK,, en supposant A*— 1. £ o, et 'équation.
(36) prend la forme

.0%p dp \? d*p dp dp ,0%
Pdu’_2<512> +27\P!<Pdudv T du (_)5)+PP et &

ou encore

0%p o \* p _dp dp o _
[Pdu- (o_u> J+”P’<Pdaw ~ du a:-) e =

ou A, i, v sont des conslantes homogénes arbitraires. Nous recon-
naissons ainsi que les surfaces a réseau doublement de Keenigs figurent
parmi celles que nous avons déterminées puisquc nous les obtenons
pour p=v=o0.

Nous pouvons obtenir d’autres solutions avec K , constant, K variable :
, latroisiéme équation du systéme (E, ) disparait; lasolution dusystéme
constitué par les deux premiéres équations dépend de trois fonctions
arbitraires d'une variable; on éliminerait d’ailleurs aisément K et I'on
obtiendrait ainsi une équation aux dérivées partielles du troisiéme
ordre pour p.

La solution générale du systéme (E,)sera obtenue en considérant K
et K, comme variables; au lieu de conserver I'unique inconnue ¢
(qui vérifierait encore un systéme de deux équations simultanées
d’ordre 5), il est préférable d’éliminer p et K,; en effet la seconde
équation (E, ) permet d’exprimer p en fonction de K; remplacant
dans la premiére p par cette valeur, on a une équation du premier
degré en K,, d’ott nous tirons K, en fonction de K et de ses dérivées
d’ordre 3;" portant ces valeurs de p et K, dans la derniére équation
(E,), nous avons une équation unique, nécessaire et suffisante,
d’ordre 4 en K. Les calculs sont aisés, quoique un peu longs; ils ne
¢ontiennent de radical qu’en apparence, mais, comme ils n’apprennent
_fien de nouveau, nous ne les indiquons pas; la grosse simplification
~consiste 4 avoir remplacé un systéme de deux équations simultanées,
compatibles, d’ordre 5, par une s&ule équation d’ordre 4, en profitant
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de ce que I'équation
v+ A3+ B+ Cv'+D=o

qui était a I'origine du probléme, admet ici une intégrale premiére.
L’¢quation d’ordre 3 correspondant au cas ou K, reste constant se
trouve avoir été écrite au cours de ce calcul, dés que p a été remplacé
dans la premiére équation (E,) par son expression en K.

22. Nous pouvons donner quelques précisions sur les surfaces
auxquelles nous venons d’aboutir. Considérons une courbe gauche
telle que son plan osculateur en tout point M(z, y, 3) contienne le
rayon de C issu de ce point. Comme les paramétres directeurs de ce
rayon sont z, y, o, on a la relation

xr y o
r y 3 |=o.

] L2 ]

Ll

Si 5’ est nul, la courbe est dans un plan horizontal; si ’on écarte ce
cas, on peut prendre 3 comme variable indépendante, de sorte que
'on a 3'=1, 3"=o0 et la relation précédente devient zy’"— yz"— o,
ce qui donne
(37) zdy — ydxr = hds,

ol A est une constante; on voit par la que la courbe appartient au
complexe linéaire n = Ac par rapport auquel les deux directrices de la
congruence sont conjuguées. Réciproquement le plan osculateur en
tout point d’une courbe d'un tel complexe linéaire contient le rayon
de C issu de ce point.

On sait comment on peut obtenir toutes les courbes d’un complexe
linéaire. On peut, suivant la méthode employée par M. Vessiot, dans
son trait¢ de Géométrie supérieure, écrire 1’équation (37) sous la
forme '

z’d(y) — hds,

z
écrire ensuite 3 = F(u), ou F est une fonction arbitraire de la variable
u= 5; on en déduit

o= hF(u) 3
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et 'on peut, & partir de 14, obtenir les expressions de , y, s en fonc-
tion de u.

Cette méthode a I'inconvénient d’introduire un radical ; pour éviter
cela, on pourra regarder s et u comme les coordonnées du point
caractéristique d’une droite du plan (3, «), dont I'équation, dépen-
dant du paramétre z, est

5 — 'E:u:(b(x)‘

¥ h
de sorte qne I’on aura
d _ s
du " h

Les coordonnées du point caractéristique sont

—h®
u = )

Y

s:dl—'zﬁd”, d’ou )':TO’
et ainsi y et 3 sont donnés explicitement en fonction de .

Les calculs précédents montrent qu’une courbe définie par ¢ = K ¢?
appartient au complexe linéaire c = Kn.

Par conséquent, sur la surface la plus générale obtenue par inté-
gration de (E,), les courbes constituant le réseau qui admet C pour
congruence des premiers axes appartiennent 4 des complexes linéaires
par rapport auxquels les directrices de C sont conjuguées.

Sur les surfaces dépendant de trois fonctions d'un argument,
obtenues par !'intégration de (E,) ou nous avons donné a K, une
valeur constante, le réseau qui admet C pour congruence des premiers
axes est formé, pour une famille, de courbes appartenant toutes au
méme complexe linéaire c =K, et, pour l'autre famille, de courbes
appartenant a des complexes linéaires différents..

'Enfin, sur les surfaces spéciales obtenues a partir de I'équation (36)
ou K et K, sont des constantes, le réseau conjugué qui admet C pour
congruence des premiers axes est formé par.une famille de courbes
appartenant au complexe linéaire ¢ =K et une famille de courbes
appartenant au complexe c =K, n.

Reportons-nous ‘4 I’équation de Monge-Ampére (36) qui corres-
- pond & ce cas; en cherchant les caractéristiques, nous'trouvons pour
I'une des équations ¢/ = K ¢?. Remplacons les notations u, ¢, p par les
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notations plus usuelles z, y, 3, de sorte que I'équation devient
rs —op?+ (K4 K,)s2(ss — pg)+ KK, 53t = o.

Les équations des caractéristiques sont, pour un premier systéme,

{ dv—Kstdr=o, dz=pdx + qdy,

38
(38) | 3dp + K,3%dg — pdz[2p + g(K+K;)z?] =0

Le second systéme se déduit du précédent par I’échange de K et K.
Pour intégrer le systéme (38) on peut prendre pour y une fonction

arbitraire de x, s* se calcule alors sans quadrature >= et les

K d
deux derniéres équations, dont la premiére ds =p—+ q 22 est en
dx dr =~
termes finis, donnent p et g par une équation différentielle.
Pour pouvoir faire les calculs plus aisément, nous pouvons regarder,

comme plus haut, x et y comme coordonnées d’un point d’une courbe
plane enveloppe de la droite au parameétre z

N

y —Ksz2z + F(z)=o,
ou F est une fonction arbitraire de z; on a ainsi

__F(2) )’_zF’(s)

= 5Kz =— —F@)
On a ensuile
=paZ g%,
d’ot
2K s?
p=— qu2+ '.’.l“”_-———P’

et il reste, puisque z, y, p ont été explicités en 5, une équation diffé-
rentielle entre ¢ et s qui devient, toutes réductions faites, et.en sup-
posant K <K,

d " y 2Ks2F”
(39) s;i_? (”F —F)_(I (K,—K)(’F” Fl)z

-

C’est une équation de Riccati entre 4 et 5 et le probléme de 'inté-

gration de I’équation (36) se trouve ramené a celui de l’mtegranon '
de cette équation (39). :
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23. On remarque que si K,=K les deux systémes de caracté-
ristiques sont confondus; I'équation (39) se réduit alors 8 F”=o et
ceci nous conduit & supposer que, dans ce cas, I'équation
» dp dp\* p__dp dp 00
oy o= (5) +o%e (o= 55 5) + W =

peut étre intégrée explicitement. En effet, si K et K, viennent se
confondre, les deux familles de courbes conjuguées qui étaient définies

_par

o' =Kp? et o' =K, p*
donnent une famille d’asymptotiques et l'on reconnait donc que
I'équation (40) exprime que la surface

xr=p(u, v), y=up(u, v), s=v

posséde une famille d’asymptotiques, définie par _.Kp’(u, ¢)

appartenant au complexe linéaire c =K'n.

Considérons une ligne de cette famille et supposons d’abord qu’elle
ne soit pasrectiligne : le plan osculateur est le plan polaire du point de
contact par rapport au complexe, donc la surface serait tangente en
chacun de ses points au plan polaire de ce point et I'on sait que ceci
est impossible.

Par conséquent, les asymptotiques définies par ¢’ = Kp? sont rect-
lignes et ce sont des drottes du complexe linéaire c = K n. Pour obtenir
ces surfaces explicitement sans intégration d’équation différentielle,
ni quadrature, il suffit d’utiliser la propriété qu’Emlle Picard a
s1gnalee une telle surface posséde deux acymptouques curvilignes
(qui appartiennent au complexe. Nous inspirant de cette remarque,
‘déterminons deux courbes du complexe, I' et I", toutes deux arbi-
traires; nous avons montré plus haut comment on obtient explici-
tement une courbe du complexe et I'on voit que notre opération
engage deux fonctions arbitraires d’'une variable : une pour chaque
courbe. Cela posé, soit M un point de la premiére courbe I, son plan
polaire coupe I” en un ou plusieurs points dont nous désignerons I'un
- par. M. M se déplacant d’un mouvement continu sur T, nous.lui
associerons sur I le point qui se déduit par continuité de la position
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initiale de M'; la droite MM’ est une droite du complexe qui engendre
la surface cherchée dont les deux asymptotiques particuliéres de .

Picard sont ainsi mises en évidence.

On peut, d'ailleurs, & titre de vérification, voir directement que si
o satisfait & 1'équation (40), les courbes définies par «'=Kp* sont
rectlhgnes En effet, prenons une surface z = o(u, 0), y =up(u, ¢),
s=v, ou g est, pour le moment, quelconque et cherchons le plan
osculateur d'une courbe tracée sur cette surface et satisfaisant &

I'équation différentielle gﬁ = Kp?. Les coefficients de 1’équation du
u

plan osculateur s’obtiennent en considérant z, y et 3 comme fonctions
de u et en prenant les mineurs du tableau

r uxr' +z o
ou

z' ux'+a2x’ '
c’esl-a-dire
u(r'o"—z'')+ ' —ax, vz'—2v", 22— :r.z:"
mais on a
z=p(u,v) et v =Kp*=Kaz?,
donc
o' = aKazr et Jr'—2o"=Kaz"— aKza't=— Kz(22'*— zz").

On trouve ainsi que ces coefficients sont les produits par 22'* — xa”
de Kzu, — Kz, 1 ou encore Ky, — Kz, 1. Donc si 22'*— xz" n'est .
pas nul, on peut prendre ces coefficients égaux a Ky, — Kz, 1 et 'on
reconnait que le plan osculateur est le plan polaire du point (z, y, 3)
par rapport au complexe ¢ = K »; nous vérifions ainsi la signification
de I'équation ¢ =K p*. Mais si 22'* — zz" = o, le plan osculateur est
indéterminé, la courbe se réduit i une génératrice rectiligne; on
vérifie que, avec ¥ =Kp?, on a

d 0
.’L"=£+—PKP’,

x=—£+2-—LKP’+ PK‘p‘+2Kpdp( d? P)

du gv

et I'expression zz" — 22’* se réduit au premler membre de l’équa-
tion (33). - ‘.

\ .
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Si nous imaginons que ¢(u, ¢)soit une fonction variable qui tend a
vérifier 'équation 22’ — xa"=o0, le plan osculateur indéterminé
peut étre considéré a la limite, comme encore confondu avec le plan
polaire du point (z, y, ) par rapport au complexe. La génératrice est
donc I'intersection de ce plan, de coefficients Ky, — Kz, 1 et du plan
tangent de coefficients

dp d @
“OuP T’ TP

et I'on trouve pour paramétres directeurs

% 2 9P dp % o2
%-%—Kp a0° p-{—u(d +l\p’d‘,) l.\p

o. ds
dont on vérifie immédialement qu’ils se confondent avec d‘c j) T

en supposant ¢ = Kp?.

24. 1l y a un fait qui apparait maintenant clairement. Supposons
que p soit solution commune des équations

dzp dP 2 02 i _
@ egh—a () vrrgi=e emn-ER=e

Dans ces conditions, on pourra dire que p satisfait a I'équation (36),
oi K et K, sont deux constantes liées par la seule relation KK,=+#
puisque le terme en K + K, a disparu. Nous allons montrer plus loin
que ces équations (41) sont compatibles, donc qu’il existe des sur-
faces solutions. Les résultats obtenus dans les paragraphes précédents
montrent que ces surfaces admettent o' réseaux conjugués corres-
pondant chacun & une valeur de la constante K ; quand on a fixé K
" une premiére famille du réseau déterminée par ¢ =Kp?, est formée
de courbes du complexe linéaire c=Kn et la famille conjuguée,

h
déterminée par ' = 'K p?, est formée de courbes du complexe c=¢ n;

* de plus, en prenant K = yA, I'équation ¢/=/hg*(u, ¢) donne = ‘
génératrices; de méme, pour K =— yh, ¢ =— \/hp? donne w* géné-
ratrices, de sorte que la surface est une quadrique par rapport a
laquelle les directrices de la congruence linéaire sont conjuguées.
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Développons les calculs; la seconde équation (41) entraine que p
est de la forme UV ; alors la premiére devient

"__ A2

(43) our—-t” U‘QL +hViV'=o.
On a une premiére solution

UU"—2U%==o, V'=o

qui donne
I

— f— ) —
T A —uy)’ V=Ai(v =),

ou A, A,, u,, v, sont des constantes; on a alors un plan
A(y — uoz) = A (5 —5),

solution sans intérét.
On a les autres solutions en prenant avec une constante que nous

supposerons posilive, A?, .

UU"— 2U2= A?U¢, AV3V'=— A2 ‘
Comme on a le droit de remplacer p = UV par p=(AU) (-Y>, ot A
est quelconque, on peut réduire la constante A a l'unité. La premiére

. équation, en posant U= p, donne

dp —
Um —2P—U6,

d’ot, par un calcul simple,
p=U"r=U¢+ BU4,

ol B est une nouvelle constante arbitraire. Prenons B=— U3, ou U,
est une constante arbitraire. Nous avons

UIz—_—Us(l_gf>; ~

. u:
prenons pour nouvelle inconnue z=1— - On a

L 203U
. o N - U= —57— Ug

¢ L 4
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de sorte que I’équation devient

~

E=
D&

qui s’intégre immédiatement

) d

ou u, est une nouvelle constante.

t - U?
— = Ul du, = - —
zvt du % \/x Us

U (u — u,),

Finalement
U= B,
. Vi—Ug(u — u,)?
Ensuite, on a
V' — I d’os A —aV
== — W, ou 2V = _/)T/T-,
donc V'*= Ve V’ -+ B,, ou B, est une constante.
, veye— L 4 B, v
h
En posant V?=w, on a
(V'2:%+4B1W.
SiB,:o, on a
2 2
W= —y w=—(v—y¢,)=V".
Vh Vh
Donc , ,
. YN
, V = \/ ;/—71_'(0 _— Vo).
Finalement
\/ (v —#) uU, \///\‘/—27;("'_"0)
\/I—U (u——u,,)’ Y= Vi— Ui (u—u,)? ’

3]

79

~ L’équation de la surface s’obtient immédiatement puisque ¢ =z,

u=. % On trouve

— Uiy —uyz)'=
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C’est un paraboloide d’axe Os; on fait disparaitre le radical y% en
posant

' Ui=Vh4,
ou A est une constante et I'on a ainsi
— hX(y — upz)*=2(5 — 5,)-
St B, n'est pas nul, on a
Wwr— 7[% + 4Byw.
En dérivant, on a
w'=— 2B, d’ou w'=12B;(v — ¢,)

et w peut alors étre tiré de I'équation

4 w't !
re - 3 ) — 2 -
wi=g +iBw,  w=rg /zB =Bi(0—v)'— 7,

U, \/B,(V — vy )t —

Vi—Uf(u— uo)2

On a donc

et I'on en tire I'équation de la surface
. u:
/ _U;(y_"o-r)zzBi o(5 —29)t— h—B"
.C’est une quadrique d’axe Os.

Nous avons retrouvé les résultats prévus a priori : les quadriques
obtenues sont telles que les deux directrices de la congruence soient
conjuguées par rapport a elles.

Il reste 4 déterminer les courbes du réseau conjugué; nous avons a

intégrer
h

v'=Kp? et = -Kp’;

il suffit manifestement d’intégrer I'une de ces Pquatlons Comme‘
p= UV, les variables se séparent et 'on a :

{dT': = KU*du.
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‘Pour le:paraboleide, on a -

Vhdv _  KUldu dv_ 2Kldu

2(v —vy)  1— Ub(u — uy)? v—, 11— AN (u— u,)t

g

Posons yAA (1 — u,)=u,; on a denc

ou C est une constante arbitraire; pour K ==+ /%, on trouve les
génératrices de I'un ou I'autre systéme.

Remarquons ici que la différence entre les parabaoloides et les qua-
driques & centre ne tient qu’an procédé métrique qui a-été employé.
Les mémes circonstances d’intégration se produisent pour les qua-
driques a centre ; on a alors

dy _ BKU;du
R 1 _I—U;(u—uo)'-"
P — )t — ——
- ( o) /. B}
ou
{ dv dy _ K < du, du, )
— " ’
! ! A\1—w  1+u
V— ) — ——=— P Pyt e ¥ 1 1
" VAB, . ' kB,
soit, enfin
1
v Vg — —= K
’ \/hBi € 1+ U \vVh
v v—{-——l 1=y
*" VB,

23. RETOUR A L’ETUDE D’UN COUPLE DE SURFACES AYANT MEME CONGRUENCE
DES PREMIERS AXES RELATIVEMENT AU RESEAU CONJUGUE comMuN. — Nous
avons vu qu'une congruence C étant donnée, on peut toujours lui
associer une infinité de surfaces 'admettant pour congruence des
premiers axes d’'un réseau conjugué. Considérons alors deux de ces
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surfaces S, et S,. La congruence C établit entre elles une correspon-
dance ponctuelle; il existe sur S, un réseau conjugué R, qui corres-
pond & un réseau conjugué R, sur S,, etiln’en existe qu’un, sauf si
les asymptotiques des deux surfaces se correspondent. On peut
chercher s’il se peut que le réseau R, de S, et le réseau R, de S,
soient précisément les réseaux qui admettent C comme congruence
des premiers axes, et nous retrouvons la le probléme qui a été envisagé
a la fin de la premiére partie. Nous avons conclu, & ce moment, que
le probléme admet une solution dépendant géométriguement de dix
fonctions arbitraires d’'un argument. Nous pouvons retrouver rapi-
dement ce résultat. Appelons en effet z,, yi, 5, et Z,, ¥,, 3, les coor-
données de M, et M, et u, ¢ les paramétres des courbes du réseau’

conjugué commun. Nous avons les équations

ir_. % Pz, | dx, Oz, Pz, | __ o
du dv duds | —© R dudy |7 7
oz, OJx, oz, 0*x, _

9e iz TTE|TO v o BT m|TO
% oz, . ox, 0z, 2 =0
du dut DT EH|TO @ o BT Em T

La premiére ligne exprime que les courbes u, ¢ sont conjuguées sur
S, et S,;la seconde exprime que M, M, est premier axe du réseau R,, -
la troisiéme que M,M, est premler axe du réseau R,. .

_Nous avons ainsi siz fonctions inconnues qui doivent satisfaire a siz
équations aux dérivées partielles d’ordre 2; la solution générale du
systéme dépend de dousze fonctions d’un argument comme on pourrait
le vérifier en ramenant le systéme a la forme de Cauchy. Mais comme
on peut toujours poser u*= f(u), v*=9(¢), ol f et ¢ sont des fonc-
tions arbitraires, sur les douze fonctions dont dépend la solution du
systéme, deux ne correspondent pas a une transformation géomé-
trique mais 4 un changement de variables indépendantes; il ne reste

donc que dix fonctions pour modifier la nature géométrique de la
)

solution.
Nous allons donner un exemple précis ou la solution contlent hurt

fonctions arbitraires d’un argument. L’équation ‘ ~,

(‘E) (A-i+ B‘)$+ (A'.’+ Bz)y -+ (A;;—f- Bg)z -+ (A“f- B‘)t =o,
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ot les-A; dépendent de la variable a, les B; de la variable 6, définit
“tangentiellément une surface rapportée a un réseau conjugué (a, b)

puisque les coordonnées tangentlelles satisfont & % = 0; on obtient

la.surface ponctuellement en adjoignant 4 (E) les équations
(E’) ANz+Ay+Ais+Ait=o, Bz+B,y+Bs+B,i=o.

Ce01 fait apparaitre que les courbes a = const., b= const. sont
planes; le premier axe, relatif au point (a, b), est la droite définie par
les équations (E').

Remarquons que cette congruence des premiers axes est la
congruence rectiligne générale a nappes focales développables.

Donnons nous maintenant, a priori, une telle congruence, définie
par les deux équations

(e) . T H Ay s+ t=o, Bix + By + Bz +t=o,

ot a et sont les paramétres indépendants, «,, «,, des fonctions de «,
B., Ba des fonctions de 3; les surfaces S les plus générales qui corres-
pondent & ‘cette congruence dépendent, bien enterrdu, de. quatre
fonctions d’un argument, mais par de simples quadratures nous
pouvons trouver des surfaces S particuliéres dépendant de deux
fonctions d’un argument; ce sont les enveloppes de plans dont I’équa-
ﬁon est de la forme

, ,(e) x[fa,a,da +f{31ﬁ3dﬁ]+y[fa,a3da +f{3,(3,dpJ
J— . _.'/ , +‘[f““3d“+fﬁﬁsdﬁJ +t[fa;da +f5:d6]_0,

. ol &,.et B, sontdes fonctions arbitraires de aetde B respectivement.
' Supposons alors que nous. partions de la congruence (e'), nous
considérerons la surface correspondant a l’équation (e) avec un
certain_choix des fonctions a;, 3, et la surface correspondant a (e)

& w[f;zi-a,da +fmzdﬁ] +y[fa,a,da +f(326_.,d;3]
‘ // \ -Hz[fa?i,da +fﬁﬁ;dﬁ] +'t[f‘i,da +f5;d@:|=

I1.
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et nous avons ainsi un exemple de solution du probléme qui engage
les huit fonctions d’un argument «,, &,, 3, &3, i, Ba, B, Bs-

La propriété qui distingue les surfaces (e) parmi toutes les surfaces
a quatre fonctions arbitraires qui correspondent & la congruence (e'),
c’est que le réseau conjugué dont la congruence (e') est congruence des
premuers axes correspond aux développables.de (e').

Enfin, considérons le cas spécial ou la congruence C est formée de
toutes les droites issues de 'origine; il est clair que, dans ce cas, le
réseau conjugué admettant ces droites pour premiers axes est formé
de courbes planes dont les plans passent par O; la surface enveloppe

du plan
(A1+Bg)x +(Ag+ Be))' +(a+ b)5+t=0

admet pour congruence des premiers axes la congruence C, et nous
avons ainsi un exemple de détermination d’une surface dépendant de
quatre fonctions arbitraires d’un argument, associée a une congruence
donnée.

. TROISIEME PARTIE. B

DirecTriCES DE WILCZYNSKI D'UNE SURFACE.

26. RappEL DE QUELQUES DEFINITIONS. — Ktant donné une surface S
et un point M de cette surface, il existe une infinité de quadriques qui
ont en M un contact du second ordre avec S. La courbe d’intersection
d’une telle quadrique avec la surface présente en M un point triple.
On sait que lorsque les trois tangentes en M viennent se confondre en
une seule, la droite obtenue est dite tangente de Darbouz; en un
point M quelconque, de la surface, passent trois tangentes de
Darboux.

On appelle quadrique de Darbouz en M une quadnque dont l'inter-
section avec S présente un point triple en M, les trois tangentes en ce
point étant les tangentes de Darboux. Ces quadriques forment un
faisceau. . : :

On considére les deux complexes linéaires osculateurs en M respec-
tivement aux deux asymptotiques issues de M. Ces complexes linéaires
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ont en commun une congruence linéaire dont les directrices sont
appelées direetrices de Wilesynski de la surface en M. L’une d’elles,
qui est appelée premiére directrice, passe par M ; I'autre, située dans le
plan tangent en M, est la deuziéme directrice. Ces droites sont réci-
proques par rapport aux quadriques de Darboux.

Parmi les quadriques de Darboux, nous considérerons particulié-
rement la quadrique de Lie. Considérons la surface réglée R, décrite
par les tangentes aux asymploliques ¢ = consl. aux points ou elles
rencontrent ’asymplotique u = const. qui passe par le point M et, de
méme, la surface réglée R, obtenue par le procédé précédent en inter-
vertissant les réles de u et ¢. Nous considérons ensuite la demi-
quadrique Q, osculatrice a R, le long de la génératrice issue de M,
de méme la demi-quadrique Q, obtenue de la méme facon & partir
de R,. Les demi-quadriques Q, et Q, ont comme support une méme
quadrique de Darboux qui est appelée quadrique de Lie.

27. Nous rapporterons la surface étudiée a son tétraédre normal
de M. Cartan, MM, M, M,. MM, et MM, sont les tangentes asympto-
tiques, MM, est la premiére directrice de Wilczynski, M, son inter-
section avec la quadrique de Lie du point M, M, M, est la seconde
directrice. u et ¢ sont les parametres des asymptotiques.

D’aprés ce qui a été vu au début de la premiére partie, les dépla-
cements du tétraédre sont caractérisés par les équations

1) Miu=2 al Mg, M,-vzz b% M, (i, k=o, 1,2, 3),
k k

ou les coefficients @, b} satisfont aux conditions

(2) (at)o— (85)u=, (¥ia} — aj8}).
i
D’aprés le choix du tétraédre, M,, M, sont situés respectivement
sur MM,, MM, d’ou } '
a: =a}=o, bl=1b}=o.

En écrivant que MM, et MM, sont tangentes asymptotiques, on a

.. 3 e B3
. a} =b}=o.
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Les coefficients a!, b2 ne sont pas nuls si les courbes u, ¢ ne dégé-
nérent pas en points, on les raméne & I'unité en normalisant M, et M,
al =1, bi=1. ' o

L’équation (2) pour i=o0, £ =3 donne alors a; =5]. Ces deux
quantités ne peuvent étre nulles sans que la surface (M) ne dégénére
en plan; en effet, les six équations (1) relatives a M, M,, M, ne
contiendraient pas M,. L'intégrale générale de ce systéme ne com-
prendrait que trois termes

Mi=a? Ag+x! A+ e} Ay (i=uo 1, 2).

La surface (M) serail une transformée projective du plan A, A, A,.

On peut donc les ramener a l'unité par la normalisation de M;,.
Les équations (2) écrites pour (=1, k=3; i=2, k=3; i=o,
k=13 =0, k=2 donnent

b} =ua} — al, a;=0b;— b}, ay+ af —ui—aj=o,

- b2 — bl 4 bl —bi=o.

Nous disposons encore de la normalisation dé M: or la multipli-
cation de tous les points M; par A ne change pas la forme des équa-
tions obtenues et un choix convenable de A permet d’obtenir-

. (MM, M, M;) =1,
d’ou suit, par dérivation,
ai+aj+ al+aj =o, b+ b+ b3+ b3=0,

donc
ay+aj=o, a;+a3=o, b+ bi=o, bi4b3i=o.

En exprimant que les arétes MM,, M, M, sont ré‘ciprcv)(-lues“ >par
rapport aux quadriques de Darboux du point M, on obtient :

ay+ai=o, b+ bi=o

et lés éqﬁﬁiions (1) prennent la forme V

M.=a M+M|, : ‘ Mp:bM +Mg|
M, =a'M —aM, +BM, M, = 5°M + bM, + M,,
M, = alM + aM, + M, M, = bIM +YM, — bM,,

M, =alM 4+ a;M;+ ai M, — aM,, M;, =b6IM + biM,+ b:M,— b M,.
. N



SUR QUELQUES CONGRUENCES ATTACHEES A UNE SURFACE. 87

On peut s’assurer que les quantités 8, y qui sont écrites ici sont les
mémes que celles désignées par ces lettres par MM Fubini et Cech
dans leur traité de Géométrie projective différentielle.

Sil'on exprime que MM, et M, M, sont les directrices de Wilczynski,
on a

al=al, bI=bl.

.On désignera leurs valeurs communes par B? et A? respectivement.
Les équations (2) pour i=1, k=2 el i=2, k=1 donnent

I
a = -

dlogy p— ! dlogf
du ' — 2 adv

N
~

- Des équations (2) écrites pour =0, k=o et pour i=3, k=3,
on:peut tirer la relation en termes finis

0 11— 50 2
a}— a;=b} — b}.

En exprimant que la quadrique de Lie perce en M, I’aréte MM, on
trouve

al=al, b= 5.

On désignera leurs valeurs respectivement par et /; enfin, les équa-
tions (2) pour i=1, k=0 et pour i=3, ¥ =2 donnent

a)=[pA?

et ces équations pour { =2, k=oet /=3, k=1 donnent

M, =1 dlogy vr M,, M, =21 dlogB M.,
2 du 2 dv ;

: M, = B:M — ! ":)"fYM, BM,, M, =IM+ L dl:fBM, M,
() 1 dlogy 1 dlogf

M, :kM -+ - - M1+M3; Mg = A*M + M1—"— hlz,

2 du dv

’ ’ T 1 dlogy . " 1 dlogP

M3u=pA2M+kM1+ B’M’-" é du M1, M“vaB—M+A!M1+lM!_ - dv Mg,
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les conditions d’intégrabilité s’écrivant

Nl 9% logfs L d*logy.
\ h =5y — =3’ 20=0y — 2o’

/
) 'u o= Aeor kOBE ey = 1u+z"f,°g”

A(@A),: B(TB)U.

Nous avons adopté les notations de M. Finikoff, elles ne ditférent
de celles de M. Cartan que par la normalisation des sommets. - -

28. ELEMENTS FOCAUX DES DIRECTRICES. — Soit une surface réglée de
la congruence des premiéres directrices définie par v=¢(u). Le plan
tangent en un point M + AM, du rayon MM, est déterminé comme
plan contenant le rayon lui-méme et la tangente 4 une ligne quel-
conque de la surface, par exemple, i la ligne A = const. Il est deter-
miné par les pomts M,M,,dM—+2x 1\43)

On peut écrire

d(M + M) = (M, + 2 M,,) du + (M, + AM;,) dv.
Ce plan ne dépend pas de du s1l’on a
P P p do .
(5) (M M, M,+2M, M+ %M)=o.

Cette équation du second degré en A définit deux points sur le rayon
ou le plan tangent est le méme pour toutes les surfaces réglées de la,

congruence, ce sont les foyers. En tenant compte des relations du
tableau (3), cette équation donne
(6) i 22(kl—AB) + Mk + 1) +1==0. - - ¢

De la méme fagon, on détermine les foyers de la. deuxiéme direc- .
trice M, M, sous la forme M+ p.M, par l’equauon

(9) ;J.’A’+(.L(l-—/c)—~B2—o

Le plan focal de MM, correspondant a une racine A de l’equa- ‘
tion (6) coupe M,M; au pomt M, + p.M,; oti est donné - par ,

(M M, M, +2AM, M.+HM,)——0 '
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c’est-a-dire
: p(1 -+ hk) — AB2=u.

Ainsi les points de rencontre de M, M, avec ces deux plans focaux
sont définis par

(8) pEAT— p(l— k) — Br=o0.

De méme, les points de rencontre de MM, avec les plans focaux de
M, M, sont les points M + AM, ot A est solution de

(9) 22kl — A2B?)y — h(k+{)+1=0.

La comparaison des équations (7) et {8) fait apparaitre un résultat
publié par M. Godeaux (*): le plan conjugué harmonique d’un plan
focal de MM, par rapport aux plans MM, M,, MM, M, coupe M, M,
en un foyer.

De méme, en comparant les équations (6) et (9), on voit apparaitre
une proposition analogue a celle de M. Godeaux : le plan conjugué
harmonique d’un plan focal de M, M, par rapport aux plans M,M,M
et M,M,M, coupe MM, en un foyer. Si nous nous rappelons main-
tenant que MM, et M, M, sont conjuguées par rapport & la quadrique
de Lie du point M et que MM, et MM, sont les génératrices en M de
cette quadrique, nous pouvons rassembler ces résultats sous la forme
suivante.

Un fog;er d'une directrice est le pdle, par rapport a la quadrique de
Lie, d'un plan focal de Uautre directrice.

Une cbnséqﬁence presque immédiate est la proposition suivante
gui a éte établie par M. Godeaux, par un procédé différent, dans le

'mémoire cité.
 Si. une directrice de Wllczynskl d’une surface engendre une
" congruence formée par des tangentes asymptotiques d’une surface, la
congruence engendrée par l'autre directrice jouit de la méme
propriété.

" (*) Gopeaux, Sur les congruences formées par les directrices de Wilcsynski
d’une surface(Bull. Acad. Royale de Belg., 1928 p. 335-345). ‘
Journ. de Math., tome XXVI, — Fasc. 1, 1947 . I2
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En effet, pour qu’une congruence jouisse de cette propriété, il faut
et il suffit que les foyers et les plans focaux de chacun des rayons
soient confondus et il est clair maintenant que si cette condition est
satisfaite par une congruence de directrices, elle I'est aussi pour
I'autre.

29. ETUDE DES GOUPLES DE SURFACES AYANT MEMFS PREMIERES ET SECONDES
pIRECTRICES DE WiLczynski. — Nous désignons par F et F' les foyers de
la premiére directrice MM, de la surface (M), par ¢ et ¢’ les points
de MM, respectivement conjugués harmoniques de F et I par rapport
a MM,. Ce sont, d’aprés le paragraphe précédent, les intersections
de MM, avec les plans focaux de M,M,. Nous allons chercher s’il
existe des surfaces autres que (M) admettant pour premiéres et
secondes dircctrices celles de (M). Les équations (6) et (9) montrent
que les couples 9¢’ et FF' sont confondus dans le cas ou ¥4 /=o.

1° Supposons k + [ # o} les couples ¢¢’ et FF' sont distincts.

Il y a au plus trois surfaces autres que (M) qui peuvent convenir.
En effet, si P estle point générateur d’une telle surface, P, le deuxiéme
point d’intersection de MM; avec la quadrique de Lie du point P, le
segment PP, est divis¢é harmoniquement par Fp et F'¢' ou par. Fo’

et F'g. Or le seul segment qui soit conjugué a la fois par rapport a Fg-

et F'9’ est MM;; un seul segment que nous désignerons par NN'-est
conjugué par rapport 4 Fo’ et F’'2 a la fois. Les seules positions de P
qui pourraient convenir sont donc, a priori, M;, N et N'.

Si P est confondu avec M,, en écrivant que le plan tangent en P
contient M, M,, on obtient A = B =o. La configuration particuliére
ainsi réalisée a été étudiée par MM. Demoulin et Godeaux (*):
quadrique de Lie du point M n’a que deux poinls caractensthues :
M et M,, les asymptothues de (M) et (M,) se correspondent et les
tangentes asymptotiques homologues concourent aux points M,, M.,.

,Nous dirons que les surfaces (M) et (M,) forment un couple de
Demoulin-Godeaux.

(*) Gobeavx, Sur les surfaces ayant les mémes quadriques de Lie (Bull
Acad. Royale de Belg., 1928, p. 345).
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Pour les autres cas, ou P serait en N ou en N/, on peut fixer sa
position par la fonction A(u, ¢) telle que

.

P=M+1M3.

En écrivant que le point caractéristique du plan (PM,M,) est le
point P, nous obtenons

(10) =AY gapas, =0 LR e,

La condition A,,— A,, donne

; dlogy dlogP
"\ dude ~ duov )

On voit que nous ne pouvons avoir de solution différente de zéro
que si
d*logy  dtlogP
du dv dudv ~—

égalité qui équivaut a £ = {d’aprés les relations (4). Cette condition

-caraclérise les surfaces isothermes asymptotiques de M. Fubini. Les
développables de la congruence des premiéres directrices découpent
sur ces surfaces un réseau conjugué et de méme les développables de
la congruence des deuxiémes directrices correspondent aux lignes
d’un réseau eonjugué; on dit que la congruence des premiéres direc-
trices est conjuguée a la surface, et que celle des deuxiémes directrices
est harmonique. Nous reconnaissons immédiatement par les formules
établies quelques propriétés caractéristiques de ces surfaces.

a. les plans focaux de la premiére directrice contiennent les foyers
de la seconde;

b. les foyers de la deuxiéme directrice sont conjugués par rapport
a la quaquue de Lie. .

Nous voyons donc que si k4 l';é o, il n’existe en général aucune
surface (P) admettant pour premleres et secondes directrices celles
de (M); il ne peut en exister que si la surface (M) est isotherme
asymptouque ou si elle est telle que la quadrique de Lie n’admet en
tout poun que deux points caractérlsllques. .

t
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2° Si k4 /= o, le couple p¢’ est confondu avec FF'.
On trouve immédiatement quelques proprlétés caractéristiques des
surfaces correspondantes :

a. les plans focaux de la deuxiéme directrice contiennent les
foyers de la premiére;

b. les foyers de la premiére directrice sont conjugués par rapport a
la quadrique de Lie.

Voyons d’abord si le point P peut étre confondu avec M,,
autrement dit, si la surface (P) peut constituer avec (M) un couple
de Demoulin-Godeaux. On devrait avoir encore A=B =o0. Les
équations ,
dlogh

dlogy _
v ou

ko+ k Su

0, I,, + 1/

du systéme (4) s'intégrent alors; un choix convenable des parameétres
u, ¢ réduit les fonctions arbitraires de I'intégration a l'unité et 'on
obtient .

>

I
O -
-2

et la condition k + /=0 donne y = — j3. Les deux premiéres équa-
tions (4) donnent

ologf G 2 dlogB ..
Judv — 2 e =g

qui sont incompatibles. :

Si le point P est un point de MM, défini par M+ AM,, les mémes
calculs que pour le 1° montrent que doit étre satisfaite la condition
k=1L Par suite, on devrait avoir £ =/= o et ces équations caracté-
risent le cas ou les asymptotiques des deux familles de la surface (M)
appartiennent a des complexes linéaires.

M. Gambier a étudié¢ de telles surfaces (') : les congruences des

() B. Gausien, Surfaces dont les asymptotiques de lun ou l'autre systéme
appartiennent d des complexzes linéaires (C. R. Acad. Se., t. 203,.1936, p. 191).
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- directrices forment un couple stratifiable, les surfaces de stratification
décrites par les points de MM, admettent loutes les mémes premiéres
et secondes directrices que la surface de départ; les surfaces de stralti-
fication décrites par les points de M, M, ont aussi mémes directrices
que la surface (M) mais Pordre est inversé, c’est-a-dire que M, M, est
une prémiére directrice, MM, une seconde directrice. Ceci nous
fournit un exemple de la configuration qui sera étudiée dans le para-
graphe suivant.

. 30. Erupe 0’un coupLE bE surraces (M) et (P) TELLES QUE LES PREMIERES
ET SECONDES DIRECTRICES DE L'UNE SOIENT RESPECTIVEMENT SECONDES ET PREMIEAES
DIRECTRICES DE L'AUTRE. — On désignera par F, et I, les foyers de la
deuxiéme directrice M, M, de (M), par ¢, et ¢ les points de M, M,
conjugués de F, et F, respeclivement par rapport 4 M,M,; o, et ¢
sont donc-les intersections de M, M, par les plans focaux de MM;.
Nous cherchons s’il existe des surfaces admettant M,M, comme
premiére et MM; comme seconde directrices. Les équations (7), (8)
montrent que la condition nécessaire et suffisante pour que les couples

F,F, et 9,9, soient confondus est k=1:

1° Supposons k 7% /. La surface (M) n’est pas isotherme asympto-
tique. P, désignant le deuxiéme point d’intersection de M, M, avec la
quadrique de Lie du point P le segment PP, doit étre dmse harmo-
niquement par F,¢, et F, ¢, ou par F, 4, et F,2,. Donc, en désignant
par N,N/ le segment qui divise harmoniquement F, ¢ et F,¢,, on
voit qu'il n’y a, a priori, que quatre positions possibles pourP M,,
M,, N, N,

- P ne peut étre en M, ni en M,. En écrivant que le point caracté-
ristique du plan MM, M, par exemple, est le point M,, nous obtenons
immédiatement (3 = o, ce qui entraine que la surface (M) serait réglée,"
cas que nous écarterons. :

Pour les autres positions de P, on peut écrire P — M,+ pM,. Pour
- 'que’ le point caractéristique du plan (PMM;) soit P lui-méme, on
-doit avoir

- dlo
i M-H*—;—gﬁ
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La condition p,. = W, donne

dtlog3  ology  , \ _
( dude | Oduow Q'JT,)_'O' :

Nous avons déja écarté la solution p.=o, le systéme (11) n’a donc
de solutions que dans le cas de la compléte intégrabilité, ou I'on a

dtlogfl  d*logy o
dude  dude —2fy=o,

condition qui équivaut a k4 /=o.

Donc, pour que les congruences des premiéres et secondes direc-
trices de la surface (M) non isotherme asymptotique et non réglée
puissent étre congruences des secondes et premiéres directrices d’une
autre surface, il faut que 'on ait £ +/=o0. ‘

2° Soit k=1 Les couples F,F, et o, ¢, sont confondus. Le calcul
précédent peut encore s'appliquer et nous revenons a la condition

nécessaire k£ + /= o, ce qui entraine £ =/=o0; nous retrouvons les '
surfaces dont les asymptotiques des deux familles appartiennent & des

complexes linéaires.

En conclusion, si pour la surface (M) nous avons ¥+ {5£ o, k£ 1,
A et B non tous deux nuls, les congruences des directrices de (M) ne
sont congruences de directrices pour aucune autre surface, que l'on
respecte ou non I’ordre des directrices. )

Si A et B sont tous deux nuls, la surface (M) forme un couple de
Demoulin-Godeaux avec la surface décrite par le point M; de ren-
contre de la quadrique de Lie du point M avec la premiére directrice.
Les deux surfaces (M) et (M;) ont mémes congruences des premiéres
et secondes directrices.

=1I5£0, la surface (M) est isotherme asymptolique; aucune
surface n’admet pour premiéres et secondes directrices respectivement
les secondes et premiéres directrices de (M). En général, aucune
surface n’admet pour premiéres et secondes directrices celles de (M)
et s'il en existe, il en existe au plus trois. «
k+l=o0, k3#Il, aucune surface n’admet pour premiéres et
secondes directrices celles de (M); en général, aucune surface
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n’admet pour secondes et premiéres direcirices les premiéres et
secondes directrices de (M) et ¢'il en existe, il en existe au plus deux.

k=1=o0, les asymptotiques des deux familles de (M) appar-
tiennent a des complexes linéaires; dans ce cas, il existe une infinité
de surfaces admettant pour premiéres et secondes directrices celles
de (M) et aussi, une infinité de surfaces admettant pour secondes et
premiéres directrices respecuvement les premiéres et secondes direc-

trices de (M).

31. DETERMINATION DES DIRECTRICES DE WILCZYNSKI D'UNE SURFACE

= f(=, y). — Nous nous proposons de calculer les équations des
directrices d’une surface s = f(x, y) en fonction des coordonnées du
point correspondant de la surface et des dérivées partielles de s.
Ainsi apparaitra la facon dont ces éléments dépendent de s.

Nous commencerons par calculer les coefficients 3 et y introduits
dans la géométrie projective différentielle des surfaces par MM. Fubini
et Cech. Nous nous reportons aux notations du début de cette
troisiéme partie. Appelons oz, ¢y, p3, p les coordonnées homogénes
de M et X;, Y;, Z;, T: les coordonnées de M;(i=1, 2, 3). On a,
d’aprés (1) avec permutations circulaires sur z, y, 5

Xi=puZ + pZu— F-’,s—x(logr).‘s Xe=pox +pzs— p—;7”(logﬁ)y,
(12)
Ty =p.— g(log‘r)u, T,=p,— %(logﬁ).{.

En reportant dans M, , on pourra, en utilisant le résultat relatif a
P ) )

la quatriéme coordonnée homogeéne, simplifier les formules corres-

pondant aux trois premiéres et obtenir ainsi

2P—P"xu—-ﬁ.z'v+xu,,=o, 2%yu—{3yu+yuu=o,

P

2 —Pi‘z,,— Bzo+ sw=o.

La compatibilité¢ de ce systéme linéaire en 2 % - = et 3 résulte du fait
que les lignes ¢ = const. sont asymptotiques. On en tire

ﬁ=a"u}’uu—$uu}'u. 2&4=xv}'uu""xuuyv.

Zu)v— ZyYu ’ p Zu)v— Zv)Yu
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Les courbes asymptotiques u = const., ¢ = const. sont les.courbes.
intégrales de
rdzt+ 2sdrdy + tdy*=o:
On a donc

tyu+ (s —vs —"‘f)-l‘u: o et ty,+(s+\sT=rt)z,=o,

d’ou 'on tire

Yu__\S—rt—s Ve —\SE—rt—s
(13) =y, e —
Ty .t ., t

Nous désignerons par a, b, c, d les dérivées ‘partielles d’ordre 3 de s
a= 3., b=s,,, €= Sy d = 3,..

Par dérivation de la premiére formule (-13), nous obtenons

Tu)uu— Tuu)u=— T [‘\/s (A + By/s*— t),
ou I'on pose
A=—att+ 3bt:s 4+ 3ct(rt — 2s*) +ds(4s — ort),

B=— 3bt*+ 605t + d(rt — 4s*).
On'en déduit
(14) =

—x: A+ByYs—r¢
Z, HE(st—rt)

On obtiendrait de la méme facon

.—x A — B\/s’—rt

(15) = z, 4er(s*—rt)

Déterminons maintenant la premiére directrice de Wilciyn'sk_i.
Nous tirons des formules (3)

) M,‘:M,,—Ml—%(logﬁ)v.
Or ‘ ' : -
. Mi=M— i‘!('“é’”f' M, = Mu, — %Uosﬂu— N;[ (logy )uss
d’ou | ‘

M, .. M, y ‘ .
M= Moy — 22 (log)s—* (log),— M [ —  (logT)u(logB)e +3 (log 1) |
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La premiére directrice, issue de M peut dtre définie par le point N

1 Mu

N=M;+M [1 — 7 (ogY)u(logB), + i (IOST)u-']= M. — = (logB), — 1\%(lfnnr)u

dont les coordonnées homogénes sont
Xy== [Puv— B (10gp), — & (lomu]
[ o= E (10gB). | + 2. [ pu— & Clog)e | + o2
et les expressions analogues pour Yy et Z, et
Ty=pu,— %_(logﬁ)»— % (logy)a-

On tire de la les paramétres directeurs de la premiére directrice,
sous la forme

E:ﬂ‘(g%"_%’).{.ﬂ'(ﬁ_%)-}-.ﬁm N=...yy {=....

2 2 p

En utilisant les valeurs trouvées pour 8, y, 2%, 2 %”. on peut écrire

P

E= §xm’_ Zy (xu,}'uu—zuu,}'u)v _ Zy (Zo)vw— zw}'v)u
2 2 ZuYuu— Zuu)u 2 ToYow— T}

n= "E)’uu"‘ é(zu}'uu_zuu)'u)v _ X (Zoyow— Zuww)v)u .

. 2 2 ZuYuu—Zuu)u 2 ZpYow— T}y

" Nous éliminons ¥u et y, par les formules (13 ); pour obtenir Z,., ¥ ...,

nous dérivons
rTi 4+ 3STuyu+tyi=o en ¢

et
, rel 4+ asz,y,+ty;,=o en u
d’ou - '
“Tuy att — 3bst+ c(2s*+ rt) — drs
ZuZyo at(s*—rt) ’
Yur __ —ats+ b(2s*+ rt) — 3ers + dr*
ZuZy _ at(s*—rt) '

Pour calculer {, nous déterminons

Sup= PZuv+ qYup—t+ IrTuZy—+ 3(3u:}’v+ zv}'u) + tyuye.
Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 1, 1947. 13
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F malement, £, m, { sont égaux aux produits par z,x, de &, N1, {4
avec

!

. =S8 (@t —abs+ cr) + 5st(bt —2cs + dr) +12(s*— rt) (et — ds) 1

* LO(s— D) ) — T A= —r)B]
x [tAA,,-&- [—sA - (s*—rt)B]A, — (s* — rt)tBB,— (s*—rt) (A — Bs)B;

(A — Bs) (bt — 2s¢ + rd) + Bt(at — 25b + rc) B],
2

__ost(at —abs+ er) — 5rt(bt — 2cs + dr) — 6(s* — rt) (bt — dr) (
= Ger(st—rt) + t[A*—‘—(s’—_:,rz)B']
< [[s/\ + ($*—rt)BJA.—rAA,— (s*— rt) (A + Bs)B.+ (s*— rt)rBB,
. +(A+Bs)(ut—2sb‘+r§)—Br(bt——2sc+rd) B],

—
§ = phi+ qm—z-—’——-

On voit que ces paramétres directeurs dépendent linéairement des
dérivées partielles du quatriéme ordre de z.
- . Enfin la seconde directrice M, M, peut étre définie comme inter-
section du plan tangent avec le plan OM,M,. L’équation de ce plan
fait apparaftre des .quantités calculées précédemment, on obtient
I’équation rationnelle :

(Z —PX qY) [-”("Ea-l-sm) + ¥y (sEa+ tny)

+ ‘x(at — 2asb + rc) + y(bt —2sc+ rd)
2t
d(e—r*)(sz + ty) + 2(5’— rt)
he(s*—rt) t
'(f‘iq—f—sm+ at—n.:b+rc)
bt — 2sc+rd+ d(t‘— r?)
2t- d(s’—rt)—‘

-+

— X(pz + gy — 5)

— Y(px + qy-—-s) [SE: +tn +




