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+ Application des propriétés descnptweé dela fonctzon conting cent
& la théorie des fonctions de variable réelle et ¢ la géométrie

différentielle des variétés cartésiennes (');
L]

e . | Par Gﬁs*mvn CHOQUET.

INTRODUCTION. | -

Le but de ce travail est de montrer 'usage qu'on peut faire des
propriétés descriptives de certaines fonctions, telles que la fonction
contingent d’un ensemble cartésien en un de ses points pris comme
variable.

Clest lorsque ces foncuons sont continues ou ponctuellement dis-
continues qu’elles sont le plus maniables. Nous montrerons que dans
des cas trés étendus il en est bien-ainsi. Dans d’autres cas ou cette
circonstance n’a pas lieu, nous montrerons le role que peuvent jouer
des fonctions auxiliaires qui, elles, sont ponctuellement discontinues.

Nous appliquerons ces résultats a 'extension et & la résolution de
deux problémes non résolus jusqu'ici. Le premier de ces problémes a
été posé par Lebesgue. Il consiste en la recherche d’un procédé de
calcul régulier d’une fonction continue F(x) dont on connait la
dérivée g(x) par rapport & une fonction continue donnée a(x).

(*) Ce travail a eté présenté comme lhcse de doctorat devant la Faculté des
Sciences de Paris, le 16 mars 1946.
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116 G. CHOQUET.

Lorsque celle-ci est une fonction a variation bornée, le probléme
est résolu par une intégration de Stieltjes classique, associée au pro-
cédé de totalisation de M. Denjoy; sinon les méthodes classiques ne
permettent pas de résoudre le probléme, méme lorsque g(x)=o.

L’idée directrice qui nous guidera sera d’essayer de montrer que,
sur tout ensemble parfait, il existe une portion sur laquelle F() est
fonction uniforme de «(x); pour .mettre en ceuvre cette idée, nous
géométriserons le probléme en introduisant ’ensemble plan para-
métré X = a(z), Y =F(x); on sera ainsi ramené & I'étude des pro;
priétés différentielles d’un ensemble plan.

Ces considérations sont valables, que x parcoure un segment de
droite ou un espace topologique localement compact et localement
connexe quelconque; c’est dans ce cas général que nous nous pla-
cerons.

Le second probléme a été posé par M. Fréchet. I consiste en ceci:
Lorsqu’un arc simple y de I'espace cartésien R, est doué en tout point
d’une tangente, peut-on le paramétrer réguliérement, c’est-a-dire avec
des fonctions z;(t)(i=1, 2, ..., n) dérivables pour toutz, et dont
les dérivées ne s’annulent jamais toutes pour une méme valeur de .
Autrement dit, en termes plus vagues, si I'arc Y posséde une certaine.
régularité, peut-on le paramétrer par des fonctions possédant un degre
de régularité analogue ?

M. Pauc a montré que l'existence, dans le cas général, de points
de y dits contrariants, au voisinage desquels y a des sinuosités de trop:
grande amplitude, rend impossible une paramétrisation réguliére.

Nous montrerons fue la condition nécessaire et suffisante pour
que Y admette une paramétrisation réguliére est que y ne contienne
aucun point contrariant. Nous montrerons en méme temps qu'il faut
répondre négativement a la question posée par M. Pauc, de savoirsi
'on peut trouver pour y une paramétrisation partout dérivable, qui .
soit réguliére en tout point non contrariant. a» '

Nous résoudrons ensuite un probléme voisin de celui de M. Fréchet;:
4 savoir le probléme de caractériser les arcs susceptibles d’une para-.
mérisation dérivable, 4 dérivée éventuellement nulle. 3 ‘e

Les méthodes utilisées pour résoudre le probléme de M. Fréchet
s’appliquent aussi & 'examen d’une généralisation de ce probléme; &
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savoir : A quelles conditions une variété douce en tout point d’une
variété linéaire tangente est-elle susceptible d’'une paramétrisation
réguliére? Nous répondrons a cette question aprés une étude des
propriétés tangentielles de ces variétés, et nous montrerons que tous
ces résultats restent ‘valables pour des variétés paramétrées, suscep-
tibles d’avoir des points multiples.

Nous avons essayé de mettre en évidence la raison du succés des
méthodes utilisées dans la résolution de ces divers problémes.

Nous avons pu mettre en évidence un théoréme général qui non
seulement donne une démonstration immédiate de plusieurs de nos
autres résullats, mais encore semble devoir s’appliquer toutes les fois
qu’interviendra l'ensemble des éléments-limites d’une famille de
fonctions continues.

Dans un cas particulier concret ce théoréme s’énonce ainsi : Sur
Lout ensemble cartésien E, il existe des points en lesquels le contingent
posséde la semi-continuité supérieure d’'inclusion; plus précisément,
sur tout un résiduel de E, le contingent est identique au paratingent.

En termes volontairement vagues, le théoréme général revient a
dire que sur tout ensemble fermé, presque partout (au sens topolo-
gique) la convergence ordinaire entraine la convergence uniforme
locale.

Donc, d’une part, ce théoréme élargit le théoréme de Baire, puisqu’il
s’applique a4 I’ensemble des éléments-limite d’une famille de fonctions
(la notion de fonction ponctuellement discontinue étant remplacée
alors par celle de fonction ponctuellement semi-continue supérieure-
ment), d’autre part, grace a I'introduction d’un paratingent abstrait,
il renseigne sur la facon dont se fait la convergence.

De ce théoréme peuvent se dedulre trois remarquables théorémes
topologfques énoncés par M. DenJoy et dont il a montré la portée
trés générale (Denjoy IV).

Au cours de I'étude des problémes de Lebesgue et de Fréchet, nous
démontrerons incidemment des propriétés d’ensembles cartésiens
paramétrés, qui généralisent directement les propriétés classiques
des fonctions dérivées. Par contre, dans un dernier chapitre, nous
reviendrons 4 I’étude des fonctions dérivées de fonctions continues
d’une variable réelle. Nous en ferons une étude a la fois topologique
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et métrique qui nous permetira de caractériser, d’'une part la nature
métrique de certains ensembles associés aux fonctions dérivées,
d’autre part la nature topologique des fonctions dérivées semi-
continues (). .

Nous terminerons ce Chapitre par l'étude des transformations
topologiques qui permettent d’obtenir de nouvelles fonctions dérivées
a partir d’une fonction dérivée donnée.

Clest pour moi un agréable devoir de rendre ici hommage a
M. A. Denjoy, dont I'eeuvre lumineuse et multiple a été mon constant
modéele, et qui s’est dés le début de mes recherches intéressé a mes
cfforts. Je ne saurais trop remercier M. G. Bouligand qui n’a cessé
de suivre mes travaux et de me faire profiter de ses points de vue
féconds. J'adresse ma respectueuse reconnaissance 34 M. P. Montel
pour honneur qu’il m’a fait en acceptant la présidence du jury.
Enfin je remercie trés vivement M. E. Carian pour I’encouragement
qu’il m’a apporté par son intérét & mes recherches.

N

Conventions et notations.

1° Nous utilisons en général les notations de Bourbaki, auquel
nous renvoyons ( Bourbaki I).

2° Pour la définition des termes épaisseur, épais en sot, résiduel,
clairsemé, . . ., voir Denjoy IV. ' )

3° Pour la définition des termes espace sévarable, distance de
deuzx courbes de Jordan, voir Fréchet I1.

4° Nous disons qu’une application T d’un espace E dans un

(*) Nous avons pu par la suite simplifier considérablement notreedémons—
tration et trouver dans toute sa généralité la caractérisation topologique des
fonctions dérivées. Le résultat peut s’énoncer ainsi : « Pour toute fonc-
lion g() (0 Lz < 1) de premiére classe possédant la propriété de Darboux,
il €xiste une fonction continue strictement croissante a(z) telle que gla(z)]
soit une fonction dérivée ».

La méthode est basée sur le fait, facile a établir, que, sous les hypothéses
ci-dessus, et pour tout ¢ > o, il existe une fontion «(z) telle que gla(z)] ait
une intégrale indéfinie F(z) dont tout nomhre dérivé, pour tout z, differe
de g{a(.r)] de ¢ au plus. - )
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espace F est ponctuellement discontinue sur un sous-ensemble I’
de E lorsque la restriction de T 4 P posséde au moins un point de
continuité sur P.

5¢ Nous appelons application canonique d’un espace E sur lui-
méme I'application T telle que, pour tout m€E, on ait '

T(m)y=m.

6° R, désigne I'espace cartésien a n dimensions;

F, désigne une réunion dénombrable d’ensembles fermés, G, une
intersection dénombrable d’ensembles ouverts, F,; une intersection
dénombrable d’ensembles du type F,,, ..

Si A et B sont deux sous-ensembles d’un espace E, nous dirons, en

sutvant M. Menger, que \ < B lorsque A < B, cest-a-dire lorsque la
JSermeture de A est contenue dans I'intérieur de B.

7° Pour des raisons de commodité, nous remplacerons parfoxs les
notations AUB et AnNB par A +Bet A.B.

CHAPITRE I.

ETUDE DE LA CLASSE D’UNE APPLICATION ET DES PROPRIETES TOPOLOGIQUES
DE LA FONCTION « CONTINGENT ».

I 4

Nous allons d’abord étudier briévement les propriétés topologiques
de’ certaines familles d’applications d’un espace topologique E dans
un autre espace topologique E'.

M. Kuratowski et M. Banach (*) ont montré qu’on pouvait étendre
presque toutes les propriétés classiques des classes boréliennes de
forictions numériques’ aux apphcanons de E dans E/, lorsque Eet F/
sont des espaces métriques.

- "Lorsque E et E’ sont des espaces de Hausdorff quelconques, on se
heurte a des difficultés que 'on ne pourra sans doute vaincre qu’en
partant de définitions nouvelles plus larges de la convergence, et en
modifiant ‘parallélement la définition classique des ensembles boré-

(*) Kurarowski [1] et [11]; Banaca [I].
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liens. Une telle reconstruction pourrait étre basée par exemple sur la
notion de filtre introduite par M. H. Cartan (*).
Comme nous n’avons en vue que des applications, nous respec-
terons ici le point de vue classique; nous nous bornerons également
" en général au cas ou E est compact.

1. APPLICATIONS PONCTUELLEMENT DISCONTINUES ET APPLICATIONS DE 1" CLASSE
RORELIENNE. — Définition. — Soient E et E' deux, espaces topologiques
quelconques.

Une application f de E dans ¥ est dite ponctuellement discontinue
sur le sous-ensemble P de K, si sa restriction a P posséde au moins un
point de continuité sur P (*).

Elle est dite de 1™ classe borélienne si I’lmage réciproque, par f, de
tout sous-ensemble ouvert de I’ est un I-,.

TuroreyMe 1. — Soit f une application de E dans E'.

1° St E est localement compact (*) et st E' est un espace métrique
séparable, toute f de 1" classe borélienne est ponctuellement discontinue.
sur tout sous- ensemlle fermé de E.

2° Si E et E’ sont des espaces topologiques dans lesquels tout
ensemble ouvert est un F;, et si E posséde la propriéié de Cantor (*),
toute f ponctuellement discontinue sur tout sous-ensemble fermé
de E est de 1™ classe borélienne. )

Démonstration. — 1# Soit P un sous-ensemble pafait de E; on peut
toujours le supposer compact.

Pour tout nombre p > o, la séparabilité de E’ entraine que E’ peut
étre recouvert par une suite dénombrable de sphéres ouvertes S,
S, ..., de rayon p. L’'image réciproque par f de toute sphére S; est

(') Voir Boursaki [1].

(*) En un point isolé m d’un ensemble F de E, on considére que la restric-
tion de fa F est continue en n. ‘

(*) Cet énoncé reste vrai si E est un espace topologique dont tout point
posséde un voisinage homéomorphe & un espace métrique complet.

(*) Cest-a-dire que, dans E, toute famille bien ordonnée strictement décrois-
sante d’ensembles fermés est au plus dénombrable.
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un F, de E. Donc I'image réciproque de I'une de ces sphéres S; con-
tient une portion de P; sur une telle portion de P, I'oscillation de /
est au plus égale & 2p; comme p est quelconque et que P est compact,
il existe donc des points de P en lesquels l'oscillation de f sur I” est
nulle.

2° Soit G’ un ensemble ouvert quelconque de E’; nous voulons
montrer que f~'(G') est un F,. Posons E=F,.

On peut poser G'=(F,%+F,+...), ot tout I/ est fermé et
F’i+1DFli (i=17 2y o. >

Soit n un entier positif fixe quelconque.

Soit m un point de continuité de /. .

Si f(m)e G, il existe un voisinage ouvert ¥, de m dans F, tel
que f(¥,)cG'.

Si f(m)¢G/, il existe un voisinage ouvert ¥, de m dans F, tel
que f(V)CL(F,).

Soit F,=F, -—-U‘l’; . On peut raisonner sur I, comme on a rai-
i

sonné sur F,; on définit donc un ensemble fermé F,cC I, .... Puis
Pon pose Fu,=nFi(i= 1,2,...); on définit alors I, K.y ...,
i

transfiniment.

Comme la famille des F, est strictement décroissante et que L
posséde la propriété de Cantor, il existe un ordinal «, de 2° classe tel
que F,, soit vide. A tout .=z, on a associé¢ pour la construction
des F3 un ¥ ouvert dans Fj. Ces Vg sont de deux sortes :

Pour les uns on a f(¥3)C G/, pour les autres f(V3)CC(F,).

Soit ¢, la réunion des Vg de la premiére sorte.

Ona

S(22)cG et f[B(9a)]CC(F))-

‘ G’:UF’n ona f—l(G’),—_—Uq,,.

n

Comme

[ ]
Il résulte des hypothéses que tout Vg est un F,; comme Uq:,, est

une.réunion dénombrable de Vg, c’est également un F,.
Donc f~*(G") est bien un F,.
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CoroLLAIRE. — Lorsque E est un espace métrique localement complet
et séparable et que E' est un espace métrique séparable, il y a équivalence
entre la famille des applications f ponctuellement discontinues sur tout
ensemble fermé et la famille des applications de 1™ classe borélienne.

Ce corollaire résulte immédiatement du théoréme 1; mais c'est
aussi un cas particulier des résultats de Kuratowski (*).

2. SEMI-CONTINUITE SUPERIEURE ET INFERIEURE D’INCLUSION. — Dans le cas
ou f est une application d’un espace E dans I'espace 2% des sous-
ensembles fermés d’un espace E/, on se trouve en présence de circons-

tances nouvelles permettant par exemple d’élargir la notion classique
de semi-continuité.

Dermvitions. — Soit f une application d’un espace topologique E dans
Uespace 2 des sous-ensembles fermés d’un espace de Hausdor(f E'.

1° Nous dirons que ) est semi-continue supérieurement si, pour
tout m € E et pour tout voisinage V[ f(m)] dans E' du sous-ensemble f(m)
de E', il existe dans E ur voisinage V(m) de m tel que pour tout
m, € V(m), on ait
S(m) V[ f(m)];
2° Nous dirons que f est semi-continu inférieurement sz, pour tout
me€E, et pour tout voisinage V(n') dans E' d’un point arbitraire
n' € f(m), il existe dans E un voisinage V(m) de m tel que pour
tout m, € V(m) on ait ’
. J(my) . v(n") Zg.

Autrement dit f est semi-continue supérieurement lorsque

lim sup f(m,) C f(m),
my>>m

et f est semi-continue inférieurement lorsque
J(m)clim inf f(m,).
smy->m

Nous n'utiliserons en fait ces définitions que pour des espaces E’
métriques. La topologie sur 2* se définit alors simplement.

(*) Voir Kuratowskr [I].
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Soit E’ un espace métrique; si A, et A, sont deux sous-ensembles
fermés de E/, soit 3(A,, A,) leur écart au sens de Hausdorff. Cet
écart satisfait & l'inégalité triangulaire. L’espace »* sera 'espace des
sous—ensembles fermés de E’, métrisé par cet écart 2(A,, A,). On sail
que 2" est compact lorsque E’ Iest.

Il est immédiat que D’application limite d’une suite convergente
d’applications continues d’un espace E dans l’espdce 2" attaché a un
espace ‘métrique E’ est semi-conlinue supérieurement lorsque cette
suite est décroissante (au sens de l'inclusion dans E') et semi-conlinue
inférieurement lorsque cette suite est croissante.

Voici maintenant un résultat moins immédiat :

Tuiorime 2. — Toute application f semi-continue supérieurement ou
inférieurement, d’un espace compact (1) E dans U'espace 2" attaché a un
espace méirique compaet E', est ponctuellement discontinue sur tout
ensemble parfait P de E.

_ Démonstration. — 11 suffit évidemment de faire la démonstration en
supposant P =E.

1° Semu-continuité supérieure. — Si f n’est pas ponctuellement dis-
continue sur E, il existe un nombre /> o tel que, en tout point d’une
portion de E, I'oscillation de f soit > /. Nous supposerons désormais
que cette portion a été prise pour espace E.
~ Soient m, € E et V, un voisinage de m,.

On peut trouver un point m,CV, et un voisinage V, de m, tel
que V,CV, et tel qu'il ex15te sur le sous-ensemble f(m,) de E’ un

point I, situé & une distance > ! de tout ensemble f(m),quand me V,.

De fagon générale, supposons définis les m;, V;et I,_, pour i=1,
2, ..., p- On peut trouver un point m,,,CV, et un voisinage
de mp.y, Vit €V, tel quiil existe sur le sous-ensemble f(m,) de E’

un’ point I, situé & une distance > L de tout ensemble f(m), quand
mevV ..

(1) Le théoréme subsiste si E est localement compact ou localement homéo-
morphe :a un espace métrique complet. Voir -aussi, dans ce dernier cas :
Kcrarowskr [1].

Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947. 17



124 G. CHOQUET.

On a donc pu trouver dans E’ une suite infinie de points I,, L, .. .,

dont toutes les distances mutuelles sont > é Or ceci est impossible &
cause de la compacité de E'.

~
’

2° Semi-continuité inférieure. —-Le raisonnement est analogue au
précédent; il consiste encore a montrer que si le théoréme était en
défaut, il existerait une suite infinie de points I,, I,, ... de E’ dont
toutes les distances mutuelles soient supérieures 4 une méme constante
positive. ' .

3. SUITES CONVERGENTES PRESQUE CONTINUES D'APPLICATIONS. — DEFINI-
TIoN. — St f,(m) (ot n=1, 2, ...) est le terme général d’une suite
convergente d’applications d’un espace topologique E dans un espace
topologique E', nous dirons que cette suite est presque continue sz, en
désignant par f(m) Uapplication limite, pour tout me€E et pour tout
voisinage V' du point f(m) de E', il existe un nombre n, tel que, pour
tout n>>n,, on puisse trouver un voisinage %V, de m dans E dont
U'image par f, soit incluse dans V'. .

Remarquons ici qu’il est immédiat que toute suite convergente
d’applications continues est une suite presque continue.

On peut se faire une idée assez nette de ce qu’est une suite conver-
gente presque continue de fonctions numériques f,(z)en remarquant
que la fonction limite est aussi la limite des fonctions semi-continues
supérieurement

Ju(x) = falx),

. . y I
dont 'oscillation, pour tout z, tend vers zéro avec =

Takorkme 3. — L’application limite f(m) d’une suite convergente
presque continue d’applications f,(m) d’un espace localement compact E
dans un espace métrique E' est ponctuellement discontinue sur tout
ensemble parfait de E.

Démonstration. — On peut évidemment toujours se ramener au cas
ou E est compact. C'est dans ce cas que nous nous placerons.

Nous allons montrer que I'ensemble des points de continuité de
f(m) est un résiduel de E.
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Nous appelons oscillation de /() au point me&l: la borne infé-
‘rieure du diamétre de l'image dans F', par /(m), des voisinages
de m; soit w(m) cette oscillation.

Il est évident que pour tout /> o, I'ensemble des points de E en
lesquels w(m) 1 est un ensemble fermé. L'ensemble des points de
discontinuité de /(m) est donc un F,. Si son complémentaire n’est
pas un résiduel de E, c’est qu'il existe un nombre /,>>o0 et un
ensemble ouvert non vide QCE tels qu’en tout point m de €, on
ait w(m) > 1. .

Soit ¢ un nombre >>o quelconque; soil m, un point de Q. Par
hypothése, .l existe un nombre n, et un voisinage V(m,) de m, tel
que V(m,) << Q el tel que pour tout me&V(m,), on ait

o[ fu(m), f(my)] <e&;

en désignant par ¢(a, b) la dlstance des points a, b de l'espace

métrique E’.
D’autre part on peut trouver un point 1, €3(/m,) et un v01s1-

nage (m,) de m, tels que
o[ f( m,) J(n)] E:- S V(my) ~z2V(my),

et tels que pour un certain nombre n, >nl on ait, pour tout m € V(m,),
la relation

[

o[ fu,(m), f(my)] <

De fagon générale, supposons définis les points m,, m,. ..., m,,
ainsi que les voisinages V(m,), ..., ¥(m,) de ces points. On peut
trouver un point 72,., € V(m,) et uvn voisinage V(m,.,) de m,., tels
que )

l
2

S[f(mp), f(mpia)] > - et V(mp,) < V(myp)

et tels que pour un certain nombre n,,,>n, on ait, pour tout
m&V(m,.,) la relation
[ Sn,. (m), [y, )]<'F; '

Soit m,, un point commun aux ensembles décroissants
V(my) > V(ms)>....
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En m, la suite /,(m.) ne peut avoir de’ limite pu1squ ‘on peut en
extraire deux points consécutifs d’ indices arbitrairement grands, et

de distance 5 > (7" — a>, (quel que soit a.

On arrive donc bien 4 une contradiclion.

Remarque. — On peut définir de facon naturelle la notion de suite
convergente presque semi-continue supérieurement d'applications d’un
espace E dans 'espace 2" attaché & un espace E'. On montre alors
aisément qqu’une telle suite a méme limite qu'une suite convergente
d’applications semi-continues supérieurement.

L’extension de ce résultat aux suiles presque semi-continu®s infé-
rieurement est moins immédiate.

A. DEFINITION DE LA CLASSE D'UNE AppLIcATION. — Par la suite il s’agira
loujours d’applications f d’un espace localement compact E dans un
espace métrique compact E’. Nous adopterons la définition suivante :

“1° fest de classe o si elle est continue;

2°. f est de classe 1 au plus si elle est ponctuellemenl discontinue
sur tout sous-ensemble parfait de E. -

Pour tout ordinal « de 2° classe, les. appllcatlons de classe « se défi-
nissent par des passages a lalimite, & partir de celles de classe o et 1,
par récurrence transfinie.

Il résulte du théoréme 3 que toute flimite d’applications de classe o

est au plus de classe 1; I'inverse n’est pas toujours vrai, d’aprés une -
remarque de Hausdorff (*).

5. ETUDE DE LA CLASSE DU CONTINGENT ET DU PARATINGENT D’UN ENSEMBLE
cArTEsIEN. — Désignons par O I'espace métrique des directions de
demi-droile d’un espace cartésien R,, métrisé en prenant comme dis-
tance de deux telles directions leur angle cartésien. ,

L’espace 8 est compact et homéomorphe 4 la sphére unitaire S,_,
de R,.

Désignons par 2® I’espace des sous- _ensembles fermés de ® métrisé

(*) Voir Hausporrr [1], p. 269 et KURATOWSKI [1], p. 281.
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au moyen de I'écart de Hausdorff entre deux sous-ensembles fermés
de 0.
~ L’espace 2°® est compact et séparable.

Soit maintenant Eun ensemble fermé de R, ; son contingent (*) C(M)
au point M est un ensemble fermé de demi-droites. L’ensemble des
directions de ces demi-droites est donc un sous-ensemble fermé de 0.
La fonction G(M) réalise donc une application de E dans 2°.

Le théoréme suivant montre,quelle est la nature topologique de
cette application.

TukorkME 4. — Le contingent C(M) d’un ensemble fermé cartésien K
au point M est une fonction de 2* classe au plus du point M. Plus préci-
sément, C(M) est la limite d’une suite décroissante d’ensembles C;(M)
présgntant, pour tout i, la semi-continuité inférieure d’inclusion.

Démonstration. — Soit ¢ un nombre > o. Désignons par S,(M)
"la sphére ouverte (*) de rayon p et de centre M€E.
Soit C,(M) la fermeture de I'ensemble des rayons MP JOlgnant M

a un point P€E. S, (M).

* L’ensemble C,(M), fonction de M, posséde la semi-continuité infe-
rieure d’inclusion. Il suffit pour le prouver de montrer que tout
rayon A de C,(M) est un élément limite de C,(M’) lorsque M’ — M.

En effet, pour t6ut : il existe un point P de C,(M) tel que

(MP )<s Or, dés que MM’ est assez petit, on a PeC,(M').

~ Comme o(M’P MP) —>0 loraque MM’ - o, la distance angulaire
de A a C¢(M') tend bien vers zéro lorsque MM’ > o.
Or le contingent C(M) de E en M est défini par

~ . G(M)=Ilim[C,(M)].
p>o

Comme C,(M) est une fonction décroissante de %, el que C,(M)

(") Foir BouLiganp [1].
(?) Lorsque la métrique cartésienne de E est équivalente 4 une mélrique
convexe, on peut remplacer ces sphéres ouvertes S, (M) par des sphéres fermées

relatives & cette nouvelle métrique.
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est, 4 cause de sa semi-continuité inférieure une fonction de 1™ classe,
le théoréme est entiérement démontré.

Remargue 1. — Lorsque I est une variété de I'espace R,, on peut
mettre C(M) sous la forme plus précise suivante

I C(M):lim lim('.,.“(M) avec o<r<R<w,
) ,

ou C, (M) est une fonction continue de M qu1 croit lorsque r décroit.
En effet, supposons que E soit une image topologique d’un espace
cartésien R, par une homéomorphie H. Dans I'espace R,, on dési-
gnera par lc, n(m) I'ensemble des pomt.s m' tels que < mm' ZR.
Si M = H(m), posons

K, r(M) = H[ k. g(m)]

et désignons par C,,(M) I'ensemble des rayons MP,-ou P €K, :(M).

L’ensemble C, (M) est évidemment une fonction continue de M.
Comme de plus C(M) est bien donné par la formule (1) m-dessus, le
résultat annoncé est bien établi.

Remarque 2. — On sait que le paratingent (') d’'un ensemble carte-
sien s’étudie plus facilement que le contingent du fait qu’il posséde la
semi-continuité supérieure d’inclusion (?). Cette simplicité se révéle
aussi dans I'évaluation de sa classe. En effet, le théoréme 2 montre
que ce paratingent est une fonction de' 1% classe au plus. '

Remarque 3. — La démonstration du théoréme 3, ainsi que celle de
beaucoup d’autres théorémes: de ce Mémoire, fait appel a trés peu de
propriétés du contmgent un rayon de C(M) est I’élément limite
d’une suite de rayons joignant M & un autre point M'€E.

Plus généralement, on peut associer a tout couple ordonné (M, M')
de points distincts de E, un élément A(M, M) d’un espace compact
auxiliaire E (ici I'espace ® des directions de dem1—d£1te) de telle.
facon que cet élément varie contintiment avec le couple (M, M').
On définit alors naturellement le contingent de E en un point M€E

(*) Voir Bouriganp [I]. » v
*) Voir BouLigaxp [1]. : L
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comme ensemble d’accumulation dans E’' de A(M, M’)lorsque M'-» M.
Ce contingent posséde toutés les propriétés fonctionnelles du contin-
gent ordinaire.

On étudierait de méme des paratingents abstralts, et méme des
contingents et des paratingents d’ordre r, associés a la donnée d’un
¢lément abstrait A(M,, M,, ..., M,) fonction continue de n points
distincts M; de E (*), ot E pourrait étre d’ailleurs un espace compact
quelconque.

C’est pour ne pas perdre contact avec la réalité géométrique que
nous n’avons pas dans ce Mémoire adopté ce point de vue abstrait,
malgré la simplicité et 'unité qu’il peut parfois apporter.

6. Erupk pe VAQIETES LINEAIRES ATTACHEES A CERTAINS CONTINGENTS. — On
ne peut améliorer le théoréme 4. En effet, le contingent d’une courbe
plane y = f(«) peut ne pas étre une fonction de 1™ classe, puisque
les nombres dérivés extrémes de f(x) peuvent étre des fonctions de
2° classe de .

Pour trouver des cas étendus ou C(M) soit de 1™ classe, nous
sommes donc conduits & faire une hypothése sur la structure des
ensembles C(M), en fait nous allons plutét étudier la classe de cer-
taines fonctions liées & C(M), lorsque C(M) est soumis a certaines
conditions géométriques.

Nous allons démontrer un théoréme dont voici un cas particulier.
Si C(M) est en tout point M de E porté par une seule droite, la direc-
tion de cette droite est une fonction de 1™ classe au plus.

Pour généraliser ce cas particulier, on pourrait penser a considérer
le cas ou, par exemple, C(M) est, en tout point, situé dans un plan
unique; mais nous montrerons par un contre-exemple que ceci ne
suffit pas pour que la direction de ce plan soit une fonction de 1™ classe
au plus de M; en fait il faut faire ’hypothése supplementalre que
C(M) contient deux rayons dont I’angle ne soit pas trop voisin de o

(*) Pour l'introduction de tels contingents et paratingents abstraits, voir
C. Pave, C. R. Acad. Sc,, 203, 1936, p. 153 20%, 1937, p. 841; Journal de
Crelle, 1939 et 1940.
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ou de 7, ce qui assure en quelque sorte une rigidité convenable & la
planéité du contingent.

(leci nous ameéne a introduire une définition.

Derinition. — Soient A;(i =1, 2, . .., n), n directions de droite d’un
espace eartésien quelconque. .

Nous appellerons coefficient d’indépendance linéaire des directions A;
le volume n-dimensionnel \ d’un parallélépipéde construit sur n vecteurs
unitaires paralléles aux n divections A,.

Il est immédiat que A = o si, et seulement si, les directions A; sont
linéairement dépendantes, autrement dit si elles sont contenues dans
une infinité de variétés linéaires 4 n dimensions.

Il résulte donc de la définition que si 'on a dans ury espace cartésien
quelconque deux variétés linéaires L, distinctes, chacune contenant
n directions de droite ayant un coefficient d’indépendance linéaire
non nul, il n’existe aucune variéié linéaire L, contenant ces 27 direc-
tions de droite. )

Tueorime 5. — Sotent, dans un espace cartésien, un ensemble
quelconque E et un ensemble parfait P. S'il cxiste un entier-n et un
nombre h, > o tels que, en tout point M de P le contingent C(M) de E
soit contenu dans une variéié linéaire L,(M) a n dimensions et con- -
tienne n rayons dont les directions aient un coefficient d’indépendance
linéaire ) > 1, alors la variété L,(M) est une Jfonction ponctuellement
discontinue de M sur P et sur tout sous-ensemble parfait de 1.

Démonstration. — Soient E, P, n, A, des éléments satisfaisant auxe
hypothéses du théoréme. Il suffit évidemment, pour démontrer le
théoréme, de démontrer que L,(M) est ponctuellement discontinue
sur P.

S’il n’existait sur P aucun point de continuité pour L,(M), on
pourrait trouver un nombre ® >> o tel que, pour tout point M d’une
portlon de P, il y ait des points M’ de cette portion arbitrairement
voisins de M et tels que 8[L.(M"), L.(M)] > w. Pour simplifier les
notations, nous continuerons a désigner cette portion par P.

Si ¢ est un nombre positif quelconque, pour tout point M de P, les
hypothéses sur lastructure de C(M) entrainent I'existence de » points
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N,, Ny, ..., N, de E tels que : 1° les demi-droites MN; fassent avec
L.(M) un angle inférieur a ¢; 2° les droites MN; aient un coefficient
d’indépendance linéaire > (A, —¢); 3° toutes les distances MN; soient
inférieures a ¢.

Nous dirons que ces points N; sont associés a M et a e.

Soit alors M, un point quelconque de P et & =¢; soienl
Ni(i=1,2,...,n)n pointé associés 4 M, et ¢,. On peut trouver un
voisinage ouvert ¥(M,) de M,, de diamétre < ,, tel que pour tout
point M de P.%(M,) : 1° les demi-droites MN; fassent avec L.(M,)
un angle < ¢, ; 2° les droites MN} aient un coefficient d’indépendance
linéaire > (A, —e,); 3° toutes les distances MN; soient < ¢,.

De fagon générale, supposons définis M,, M,, ..., M,, ainsi que
les ensembles (N?, N, ..., Ni)et les voisinages ouverts ¥(M,) des
points M; (ot =1, 2, ..., p). Soit M,,, un point quelconque de
P.¥(M,) tel que 8[L.(M,..), L.(M,)] > w; soient Nf™', ..., NZ"!,
n points associés a M., et & g,,y, OU &y, =2. 27"

On peut trouver un voisinage ouvert V(M,.,) de M,.,, de dia-
métre < €,.4, tel que V(M,.,) < V(M,)et tel que pour Lout point M
de P.¥(M,,.,), les couples MN?** aient par rapporta L,(M,..) et ¢,
les mémes propriétés que les couples MN; ci-dessus par rapport
aL.,(M,)ete,.

Soit M, le point commun a tous les ¥(M;)(i=1, 2, ...); c’esl un
point de P. Il est évident qu'en M, le contingent de E contient au
moins deux systémes de n rayons, situés dans deux variétés linéaires
distinctes 4 n dimensions et d’écart 8 > w, chacun des systémes ayant
un coefficient d’indépendance linéaire > 2,. Doncen M_ le contingent
de E ne peut étre contenu dans une seule variété linéaire a » dimen-
sions, ce qui est en contradiction avec les hypothéses.

Bemarque. — 1l résulte immédiatement de la démonstration que
sur tout sous-ensemble parfait de P, I'ensemble des points de conti-
nuité de L,(M) forme tout un résiduel de P (ce résiduel étant de plus,

évidemment, un G;).

7. Cas PARTICULIER = 1. — Nous avons déja remarqué la simplifi-

catioun qui s’introduit lorsqu’on fait » =1 dansle théoréme précédent.
18

Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947.
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1l n’est plus alors nécessaire de postuler explicitement I’existence du
nombre A, > o puisque I'on est assuré a priori que A =1 en tout point.

Cette simplification permet de donner, du cas particulier n =1,
une seconde démonstration. Celle-ci fait appel au théoréme 3 relatif
aux suites convergentes presque continues.

Soit E un ensemble fermé cartésien et P un sous-ensemble parfait
de K en tout point M duquel le contingént C(M) de E est porté par
une seule droite.

Pour tout M€P, soit S,(M) '’ensemble des points M’ de K tels que
MM'Z = (n entier >>0). Soit A,(M) la droite portant I'un des dia-
n

métres de S,(M). Il est évident que, en tout point M de P, on a, en
désignant par L(M) la droite portant le contingent C(M),

L(M) = lim [A,(M)).

D’autre part, pour tout M, €P, l'oscillation de A,(M) en M, tend

Y 1
VErs zero avec re

Il résulte donc immédiatement du théoréme 3 que L(M) est ponc-
tuellement discontinue sur tout sous-ensemble parfait de P.

8. EXTENSION DU THEOREME 5 A DES ENSEMBLES CARTESIENS PARAMETRES. —
Le théoréme 5, valable pour tous les ensembles fermés cartésiens est
en particulier valable pour les arcs simples; mais on concoit que, si
ce théoréme n’était pas vérifié pour un arc ayant un seul point double,
on puisse, dans certains cas, le vérifier aprés une convention conve-
nable, en dédoublant ce point double par une paramétrisation del’arc.

Ceci nous améne a étendre le théoréme 3 en remplacant les
ensembles cartésiens étudiés ci-dessus par des ensembles cartésiens
paramétreés. Nous aurons besoin pour cela d'une définition.

Dervimion. — Soit T une application continue d’un espace topolo-
gique E dans un espace cartésien quelconque R,. On désignera par des
petites lettres les points de E, par des grandes lettres les points de R,
[ Exzemple M = T (m)]. ‘

Pour tout m€E, on appelle contingent de 'application T en m
U’ensemble d’accumulation éventuel des demi-drojtes MM' d’origine M
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[M =P (m), M'=T(m')] lorsque le point m' de E tend vers m en évitdnt
les points en lesquels M = M'.
Lorsque m est tel qu'en tout point m' d’un de ses voisinages on ait
T(m)= T(m'), on dit que le contingent de !’application est vide.
\

Il est immédiat que I’ensemble des points de E en lesquels le contin-
gent de I'application T n’est pas vide est fermé.

Lorsqu’une confusion sera possible, nous dirons contingent ord:-
naire lorsqu’il s’agira du contingent d’ensembles cartésiens non para-
métrés.

Tukorime 5'. — Soit T une application continue d’un espace topolo-
gique E dans un espace cartésien. Si pour un sous-ensemble parfait
compact P de E, il existe un entier n et un nombre h, > o tels que, pour
tout meP, le contingent de U'application T soit contenu dans une
variété linéaire L,(m) a n dimensions et contienne n rayons dont les
directions atent un coefficient d’indépendance linéaire ). > 1.,, alors la
variété linéaire L,(m) est une fonction ponctuellement discontinue de m
sur P et sur tout sous-ensemble parfait de P.

Démonstration. — Elle se fait de la méme facon que celle du théo-
réme 5. Il suffit de remplacer dans cette démonstration les lettres
majuscules par des lettres minuscules et d’utiliser la compacité de P,
comme nous I’avons fait dans la démonstration du théoréme 3.

9. ConsTrucTION D'UN CONTRE-EXEMPLE. — Dans 1’énoncé du théo-
réme 5, ’hypothése portant sur I'existence d’une constante A, > o est
essentielle. Nous allons en effet construire dans R; un continu K dont
le contingent C(M) en tout point contient au moins trois rayons et
est contenu dans un plan, et tel cependant que le plan contenant C(M)
varie de facon totalement discontinue sur un certain sous-ensemble
parfait P de K.

Le continu K est la somme de deux continus K, et K, qui ont en
commun 'ensemble parfait P (voir fig. 1).

Soient dans R, trois axes rectangulaires orientés O xyz.

Construction de K,. — Soit, sur 'axe &'z, P I'’ensemble parfait

triadique classique de Cantor construit sur le segment (o —1).
K, est la réunion de P et de triangles isoscéles < construits sur les
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_intervalles contigus & P et obtenus ainsi : pour tout intervalle fini
contigu a P, si 3-" est sa longueur, le triangle isoscéle © correspondant
a pour base Qet intervalle, pour angle a la base'3", et son demi-plan

fait avec Oy un angle de » radians.

Ebauche dek 1
Fig. 1.

Il est immédial qu’en tout point de 2° espéce de P, le contingent
de K, se compose de deux rayons portés par x'z. En tout point de
1 espéce de P, le contingent de K, se compose de toutes les demi-
droites contenues dans I'angle du triangle = dont M est un sommet,
et d’une autre demi-droite portée par 2’ .

Construction de K,. — Le continu K, est situé dans le demi-plan
r03z, 5> 0.1l sedéduit du carré Q ayant pour c6té le segment (o —1)
de ' en enlevant de Q une suite de domaines ouverts.

De facon générale, si AB est un segment de I’axe 2’3 de longueur /,
nous désignerons par Q(AB, p) (o 0< g 1) le domaine ouvert
convexe suivant : il est limité par AB, par le segment A’B’ déduit

de AB par une translation paralléle a Os & amphmde l.p, et par les
deux demi-cercles de diamétres AA’, BB’ choisis de telle sorte que le
domaine soit convexe.

Désignons alors par o, tout mlervalle contigu a P et de lon-
gueur 3. Soit Q, le domaine Q(a,, p,), ol p, est choisi assez petit
pour que tout point de ((Ti— c,) soit intérieur a Q; puis soit Q, tout
domaine Q(a,, p.), ol p, est choisi assez petit pour que tout point
de (Q, — o) soit intérieur a (Q —Q,); de facon générale, désignons
par Q, tout domaine Q(a,, p,), ol p, est choisi assez petit pour que

(P—1
tout point de (Q,— g,) soit intérieur. a [Q — UQ,- ] .

On pose alors K, =Q —\ J @



APPLICATION DES PROPRIETES DESCRIPTIVES. 135

Par construction K, est un continu. En tout point de 1™ espéce
de P, K, a un contingent porté par ' z. En tout point M de 2° espéce
de P, K, a pour contingent le demi-plan 5> 0; coupons en effet K,
par une demi-droite D de ce demi-plan et d’origine M; notre affirma-
tion sera démontrée si ’ensemble D.K, est parfait. Or ceci est
évident si D est portée par &'z; sinon cela résulte de ce que tous les
domaines £; sont convexes et ont leurs frontiéres disjointes deux
a deux.

Posons K =K, + K,. En tout point de P, le contingent de K est
situé dans un plan et contient au moins trois rayons distincts.

D’autre part, dans tout voisinage de tout point M de P, on peut
trouver deux points M/, M" de 1™ espéce de P en lesquels les contin-
gents de K sont dans des plans dont I’angle est égal a 1 radian. Donc
le plan de C(M) varie bien de facon totalement discontinue sur P.

10. ETUDE DETAILLEE DES APPLICATIONS CONTINUES A CONTINGENT PARTOUT
PORTE PAR UNE DROITE. — THEOREME 6. — Pour toute application continue T
d’un espace compact E dans Uespace cartésien R, lorsque en tout pointn
de E le contingent de I’application est vide ou porté par une droite de
direction g(m), l’ensemble des points de E en lesquels g(m) est déter-
minée est un ensemble fermé F, et g(m) est une fonction de m ponctuel-
lement discontinue sur tout sous-ensemble parfait de F.

Il en résulte qu’on peut, pour tout nombre € > o, attacher d tout sous-
ensemble fermé P de E un ensemble ouvert D de E contenant des points
de P de telle sorte que : .

1° L'angle d’une corde quélconque joignant un point de T(E.P)
a un point de T(D) avec toute autre corde analogue, soit < «.

2° Il existe un (n— 1)-hyperplan H tel que tout (n — 1)-hyperplan
passant par un point de T(D.P) ez paralléle ¢ H ne rencontre T(D)
qu’'en ce point.

Si de plus on suppose que E est localement connexe, on peut prendre
pour D un ensemble ouvert connexe de E, de maniére que :

3¢ Le contingent ordinaire de T(D.P) en chacun de ses points M soit,
ou bien vide, ou bien réduit a deux rayons faisant un angle compris
entre m et (n — €); on peut méme choisir D pour que ce contingent sott
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porté par une droite unique quand T n’a son contingent vide en aucun
potnt de .

Démonstration. — La 1™ partie du théoréme est un cas particulier
du théoréme 5' et d’une remarque qui le précéde. Démontrons la
seconde partie.

Pour fixer les idées et simplifier le langage, nous ferons la démons-
tration dans le cas ol n=2; nous supposerons éventuellement le
plan R, rapporté a deux axes rectangulaires Oz, O y.

Premiére propriété. — Si elle n’était pas vérifiée, sur tout ensemble
ouvert D de E contenant des points de P, on pourrait trouver deux
couples de points (m, r), (m', n'),ou met m'€P, net n' €D, de telle
sorte que dans le plan R,, les cordes homologues MN, M'N’ fassent
un angle >«¢.

On montrerait alors, par un procédé calqué sur celui de la démons-
tration du théoréme 3, I'existence d’un point @ de P en lequel le
contingent de I'application devrait contenir deux rayons portés par
deux droites faisant un angle >> ¢, ce qui est contraire a4 I’hypothése.

Nous désignerons maintenant par D un ensemble ouvert de E
contenant des points de P et pour lequel la 1™ propriété est vérifiée.

Deuxiéme propriété. — Elle résulte immédiatement de la 1™ pro-
priété. Prenons en effet pour #/x un axe contenant une des cordes -
joignant un point de T(D.P) a un point de T(D). [Si une telle corde
n’existait pas, c’est que T(D) serait réduit 4 un point et alors on
prendrait pour &'« un axe quelconque.] Pour le (= —1)-hyperplan H
du théoréme, on peut prendre alors par exemple I'axe y’y perpendi-
culaire a z'x.

Ces deux premiéres propriétés montrent que I'ensemble T(D) est
situé dans ’ensemble fermé défini par f,(x) =y = f.(x), ou fi(x)
et f,(x) sont des fonctions lipschitziennes définies sur un segment
de 'z, et telles que les courbes y = f,(x), y = f.(x) aient pour
intersection 1’ensemble T(D.P).

Troisiéeme propriété. — On suppose maintenant E localement
connexe. On peut alors toujours supposer que D est connexe.



APPLICATION DES PROPRIETES DESCRIPTIVES. 137

L’ensemble T(D) est alors un continu; et l'on remarque que tout
sous-continu de T(D) contenant un point M de T(D.P) contient
aussi tous les points de T(ﬁ.P) situés, soit a droite, soit & gauche
de M, et dans un certain voisinage de M.

Soit alors M,, M,, ... une suite de points de T(D.P) tendant

vers M, par.exemple a droite de M. Il existe sur E une suite de
points m,, n;,, ... de D.P tels que T(m)=M;(i=1, 2, ...):
soit m un point d’accumulation de cette suite. On a T(m) = M; en m
I'application T a un contingent porté par une droite unique; comme
d’autre part I'image de tout voisinage de m contient un continu qui
contient tous les points M,, M,, ... d’indice assez grand, il en résulte
que T(D.P) aen M, & droite, un contingent réduit a un seul rayon.
Le méme raisonnement peut se faire également a gauche; la propriété
annoncée en résulte aussitot.

Supposons de plus maintenant qu’aucun point m de E ne posséde
un voisinage dont I'image dans R, soit réduite a un point.

Soit M un point de T(D.P) qui soit point d’accumulation de cet
ensemble a droite et a gauche. Désignons par A (resp. B) I’ensemble
des points de D dont I'image est strictement a droite (resp. 4 gauche)
de M.

Si A+ B =D, comme D est connexe, il en résulte que A et B ont
au moins un point commun m; on a T(m)=M et en un tel point m
(qui ne fait d’ailleurs’ pas forcément partie de P), le contingent de
'application se compose de deux rayons opposés. Donc en M le
contingent ordinaire de T (D.P) est porté par une seule droite.

Si A+ B#D, soit m€D — (A +B); un tel point m posséde un
voisinage dont tous les points ont pour image M. Comme nous avons
exclu la possibilité de tels points m, on voit qu’en chacun de ses points,
I’ensemble T(D.P) a bien un contingent porté par une droite.

Par contre, lorsqu’on n’exclut pas la possibilité de tels points m,
on peut aisément montrer par des exemples que 1’ensemble des points
de T(D.P) en lesquels le contingent de T(D .P) n’est pas porté par
une droite, peut étre partout dense sur cet ensemble, méme lorsque E
est homéomorphe a un segment de droite.
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Remarque — Soulignons ici le complément d’mformatlon
qu apporlc le fait que I'espace E soit localement connexe.

Les mémes précisions sont valables lorsque E est un ensemble
cartésien et que T est 'application canonique de E sur lui-méme.

Tukorime 7. — Pour toute application continue T d’un espace com-
pact E dans Uespace euclidien R,, lorsqu’en tout point m de E le contin-
gent de l'application est vide ou porté par une droite de direction con-
stante A, U'ensemble T(E) est un ensemble compact dont le contingent
ordinaire en tout pount est porté par une paralléle a A.

Il en résulte que toute composante connexe de T(E) est un point
ou un segment paralléle ¢ A, et que la projection de- T(E) sur un
(n —1)-hyperplan perpendiculaire @ A a une mesure linéaire nulle et
est une réunion dénombrable d’ensembles fermés dont chacun est situé
sur un arc rectifiable.

Démonstration. — L'’ensemble T(E), image d’un espace compact,
est compact. Supposons qu’en un de ses points M, son contingent

% . .
posséde un rayon M¢ non paralléle a A; soit M,, M,, ... une suite de

. . —> .
points de T(E) tendant vers M tangentiellement & M¢; tout point M;
est image d’au moins un point m; de E; si m est un point d’accumu-
lation des m;, on a T(m) M, et au point m, le contingent de I’appli-

cation contient le rayon Mz coutrairement a ’hypothése. Donc en
tout .point de T(E), le contingent ordinaire est porté par une paral-
léle a A.

On peut alors montrer simplement que la projection orthogonale
de T(E) sur un hyperplan a (» — 1) dimensions perpendiculaire a A
est de mesure linéaire nulle et est située sur une réunion dénombrable
d’arcs rectifiables. Mais ceci résulte aussi directement d’un théoréme
général de M. F. Roger (*).

Or cet ensemble de mesure linéaire nulle est fermé; il est donc
totalement discontinu. Donc toute composante connexe de T(E) est
un point ou un segment de droite paralléle a A. En particulier, si E

(*) Voir Roger [I].
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contient n (resp. ¥,) composantes connexes, T(E) se compose d’au
plus n (resp. ¥, ) points ou segments paralléles a A.

Ajoutons qu'un tel ensemble T(E) n’est coupé qu'en un nombre
fini de points par tout hyperplan non paralléle a A. Il en résulte en
particulier que, pour tout /> o, il n'y a dans T(E) qu'un nombre
fini de composantes connexes de diamétre > /.

ReciprQue. — Si A est un ensemble compact cartésien dont le
contingent en tout point est porté par une droite paralléle & une droite
fixe A, A peul étre considéré comme un des ensembles T( E) ci-dessus.
Il suffit en effet de prendre E = A et de prendre pour T I’application
canonique de A sur lui-méme.

Nous allons montrer maintenant que le résultat relatif a la mesure
de la projection de T(E) sur un hyperplan ne peut étre amélioré.

Plus précisément :

St A est un ensemble compact quelconque de mesure linéaire nulle
situé sur Uaxe &'z du plan zOy, on peut définir sur @ une fonction
Y =0¢(x) continue et croissante, dont I'image A dans le plan ait en
tout point son contingent et méme son paratingent portés par une paral-
lele a Oy.

Prenons en effet pour segment (0 — 1) de 2’ le segment minimum

contenant A. _
Soit w, 'ensemble des intervalles contigus a @ dont la longueur 2

,_e I I . o, .
vérifie —— < 8L ~(rn=1, 2, ...), et soit /, la mesure linéaire
de w,. La série de terme général /, est convergente el a pour somme 1.

On sait qu’on peut trouver une suite de nombres positifs «, tendant

vers -+ o avec n, et tels que la sériez a,l, Converge.

Soit alors g(«x) la fonction définie sur (o — 1), égale a o en tout
point de A, et égale a a, en tout point de w, (=1, 2, ...).

La restriction a I’ensemble @ de la i:onction o(x)= f g(zx)dx

répond évidemment 4 la question.
Il est probable que ce résultat peuts’étendre et qu’on peut énoncer :

Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947. 19
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Si L,_, est un hyperplan a (n — 1) dimensions de I'espace R,, et @ un
sous-ensemble compact de L.,_,, de mesure linéaire nulle, et situé sur
une réunion dénombrable d’arcs rectifiables, @ est la projection
orthogonale sur L,_, d’'un ensemble compact A de R, dont le contin-
gent en tout point est porté par une droite perpendiculaire & L, ,,.

Cet énoncé sc vérifie immédiatement dans'le cas ou @ est porté par
un arc rectifiable, en utilisant le résultat ci-dessus relatif aux
enscmbles @ linéaires.

Remarque. — On ne pourrait pas généraliser le théoréme 7 en rem-
placant la direction de droite A par une direction de plan, car nous
avons pu montrer qu'il existe dans R, des arcs simples de Jordan
dont aucun sous-arc n’est plan, et tels cependant qu’en tout point,
leur contingent et méme leur paratingent soient contenus dans un

plan paralléle a un plan fixe (*).

CHAPITRE 1I.

DERIVEE ET PRIMITIVE D’UNE FONCTION.

11. DEFINITION ET ETUDE DE LA DERIVEE D'UNE FONCTION PAR RAPPORT A UNE
AUTRE. DEFINITION. — Sotent F(m) et a(m) deux fonctions a valeurs
réelles définies en tout point d’un espace topologique E. On dit que F(m)
admet au point m, par rapport a a(m), une dérivée déterminée g(m),
finte ou infinie (*) (+ o et — o étant considérés comme un seul et méme
F(m')— F(m)
a(m')— a(m)
en évitant les points qui annulent les deux termes du rapport.

Lorsque pour tout point m' d’un voisinage de m les deux termes de ce
rapport sont nuls, on dit qu’en m la dérivée est indéterminée.

nombre), st le rapport tend vers g(m) lorsque m' tend vers m

(1Y Voir Croquer [1].

(*) 11 est artificiel en général, lorsque la dérivée est infinie, de vouloir lui
donner un signe déterminé; cette discrimination ne prend vraiment un sens que
lorsque E est un segment de droite et a(z).une fonction croissante ou décrois-
sante de .z.
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Nous nous intéresserons surtout au cas ou a(m) et F(m) sont conti-
nues sur E. La définition précédente peut alors se traduire en langage
géométrique. _

Associons aux fonctions a(m) et F(m)’application continue T de E
sur le plan Oy définie par les formules

r=a(m), y=FE(m).

Dire que la dérivée g(m) de F(m) par rapport a a(m) est déter-
minée (resp. indéterminée) en m revient a dire que le contingent de
'application T au point m est non vide (resp. vide) et porté par une
droite de direction g(m). .

Nous désignerons désormais par C I’espace des directions de droite
du plan £QOy. L’espace C est homéomorphe a une circonférence; le
terme « arc de € ra donc un sens immédiat.

C’est dans ce langage géométrique, plus maniable, que nous formu-
lerons les résultats relatifs aux fonctions dérivées.

Derinition. — Pour toute application continue d’un espace E dans un
espace cartésien, nous dirons qu’au point m de E I’application a une vraie
tangente (resp. une tangente de rebroussement) lorsque le contingent
de ’application en m est non vide et réduit @ deux rayons opposés
(resp. réduit a un seul rayon).

. TaiorkME 8. — Soit T une application continue d’un espace compact
connexe E dans un plan, admettant en tout point m de E une tangente,
vraie ou de rebroussement, de direction g(m).

1°a. Si T admet au plus un point de rebroussement, I'ensemble des
valeurs prises par g(m) sur E est identique a C.

B. S¢ T n’admet que deux points de rebroussement a, b, il existe, pour
toute droite contenant les points T'(a), T(b), un point m de E enfpquel
g(m) est paralléle a cette droite [cf. le théoréme des accroissements
Sinis]. '

De plus I'ensemble des valeurs de g(m) prises sur E contient un sous-
continu de C contenant g(a) et g(b) [cf. la propriété de Darboux ).
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9° St E est localement connexe (') et st T n’admet qu’'un nombre fin:
de points de rebroussement, désignons par K un sous-continu quelconque
de E tel que K(ETK ) = nombre fini de points.

Alors I'ensemble des valeurs prises par g(m) sur K forme un sous-
ensemble connexe de C, c'est-a-dire un arc ouvert, semi-ouvert ou fermé.

Si I'on ajoute a ces propriétés le fait, démontré dans le théoréme 6,
que g(m) est une fonction de 1™ classe au plus, on voit que I'on a
retrouvé toutes les propriétés des fonctions dérivées classiques.

Ce théoréme que nous démontrerons plus loin donne également
I'explication d’un paradoxe relatif a des exemples qui semblent mettre

N
en défaut le théoréme classique des accroissements finis : soit AB un
arc analytique plan possédant un point de rebroussement intérieur

—~
& AB; cel arc peut ne posséder aucun point en lequel la tangente soit
paralléle a AB, bien que le support de la tangente varie continiment

sur AB. Cela tient 4 ce que, dans P'espace C des directions de droite,
il existe deux arcs distincts joignant deux points quelconques de C.
Il faut donc dissocier la propriété de Darboux du théoréme des
accroissements finis; la propriété de Darboux reste valable dans des
cas ou le théoréme des accroissements finis ne s’applique plus.
Avant de passer a la démonstration du théoréme, montrons par des

A B
Y 4
N S
N .

~~ Py
AR 7/
- .
\“\ ~, S /"1
~. s
~ -
< -
- - - -
Fig. 2

contre-exemples la nécessité de certaines hypothéses faites dans
’énoncé ; on suivra mieux ainsi la marche des raisonnements.
Voici (fig. 2) un exemple de continu plan y localement connexe en

(1) Lorsqu’on suppose seulement que E est compact et connexe, on rencontre
des difficultés qu'on ne peut lever que par une étude préalable de la transforma-
tion T permettant de se ramener au cas ou E est localement connexe,
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tout point m duquel il y a une tangente, vraie ou de rebroussement,
de direction g(m), et sur lequel I'ensemble des valeurs de g(m) ne
forme pas un ensemble connexe. Cela tient & I'existence, sur Y, d’une
infinité de paints de rebroussement.

On peut déduire de ce continu y un continu I' (voir fig. 3) tel que :

1°yCrl; 20 y.([‘_—-—-_y)= N, points; 3° I' ait en tout point une vraie
tangente.

Ces deux exemples montrent la nécessité des hypothéses faites dans
la 2¢ partie du théoréme sur T et sur K.

Le continu y est un arc simple d’extrémités A et B. Les valeurs
g(A) et g(B) sont isolées dans 'ensemble des valeurs prises par g()
sur y. '

Le continu I montre aussi incidemment que sur un continu plan

_ayant en tout point une vraie tangente, il n’y a pas toujours entre
deux points donnés du continu un sous-arc simple n’admettant que ces
" deux points comme points de rebroussement.

Démonstration. — Nous devrons faire appel 4 des propriétés parti-
culiéres au plan, car on peut montrer qu'il existe dans R, des arcs
simples ayant une vraie tangente en tout point, et tels cependant que
'ensemble des directions de ces tangentes ne soit pas connexe.

Premuére partie. — o. Soit A I'image du point de rebroussement
éventuel a de T.

Soit A le plus petit corps convexe contenant T(E). Comme T admet
au plus un point de rebroussement, A ne peut étre réduit & un segment
de droite; donc, pour toute direction de droite L du plan, il existe
deux droites d’appui distinctes du corps A paralléles a L; I'une d’elles,
soit L,, ne contient pas A; comme T(E)est compact, L, rencontre
T(E) en au moins un point M. Simest un point de E tel que T(m)=M,
comme m 5% a, le contingent de T en m contient deux raygns opposés;
il est donc porté par L, et g(m) est bien paralléle a L.

B. Si T admet deux points de rebroussement a, b, posons A="T(a)
et B=T(4). Utilisons les mémes notations que ci-dessus.
'Si A est réduit 4 un segment, la propriété annoncée est triviale.
Si A et B sont confondus ou s’il y a au plus un des points A, B, sur
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la fronticre de A, la méme démonstration que ci-dessus montre
que g(m) prend toute valeur sur E. :

Si A et B sont distincts et situés sur la frontiére de A, il est immé-
diat que pour toute direction L qui ne soit pas direction d’appui de A
a la fois en A et B, il existe un point M (distincts de A et B) de T(E)
sur la fronti¢re de A en lequel A admet une droite d’appui paralléle
a L. On montre alors comme ci-dessus I'existence d'un point m de E
en lequel g(m) est paralléle a L et T(m)= M.

Or l'ensemble de ces directions L est évidemment un ensemble
connexe contenant g(a) et g(b) ou les admettant comme points
d’accumulation. Donc la propriété annoncée est bien démontrée.

Deuxiéme partie. — Remarquons que la restriction de T a tout
continu K satisfaisant aux conditions de 1’énoncé jouit évidemment ,
des mémes propriétés que T sur E.-Nous pouvons donc nous borner a
faire la démonstration dans le cas ou K=E. D’autre part, pour
simplifier I'exposition, nous expliciterons la démonstration seulement
dans le cas particulier ou E est un continu plan et ou T est I'applica-
tion canonique de E sur lui-méme; il suffira de peu de modifications
pour atteindre le cas général.

11 résdlte du théoréme 6 qu'il existe des domaines ouverts de E dont
I'image par T est un arc simple ayant une vraie tangente en tout point
distinct des extrémités; sur un tel domaine '’ensemble des valeurs
prises par g(m) est un ensemble connexe de C.

Soit Q la réunion de tous les domaines ouverts de E sur chacun
desquels 'ensemble des valeurs de g(m) est connexe. Sur chacune
des composantes connexes de Q, I'ensemble des valeurs de g(m) est
connexe; sinon, soit A une de ces composantes corinexes; il existerait
une partition de A en deux ensembles ouverts, ce que rend impossible
la connexité de A.

Soit P =¢(E — Q). Notre but est de montrer que’ensemble fermé P
est vide.

a. Supposons que P posséde un point isolé M,. Soit ¥ un voisinage
ouvert connexe de M ne contenant aucun autre point de P.

Toute composante connexe de (¥ — M,) admet M, comme point
frontiére, a cause de la connexité de ¥; soit . une telle composante
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connexe. Elle n’admet aucun autre point frontiére dans ¥ que le

point M,; danc (p.+ M, ) est fermé au voisinage de M,. Soit M un
des rayons du contingent de (. + M,)en M,.
Soit N un point du plan tel que

MN=p o (MLMR)=T—c (>0

Soit N’ I'une des projections de N sur (p+ M,); le point N’ est
distinct de M; comme E ne posséde qu'un nombre.fini de points de
rebroussement, dés que p est assez petit, en N’ I'ensemble (. + M, )
admet une tangente perpendiculaire & NN’; or lorsque p->o, la

direction’ NN’ tend & devenir perpendiculaire a l\_‘l—:t Il existe donc

sur (1 des points N’ en lesquels la tangente a E fait avec Mt un angle
arbitrairement pelit.

Donc, sur la composante connexe de 2 contenant . I’ensemble des
valeurs de g(m) forme avec le point g(M,) un ensemble connexe.

Le méme raisonnement est valable quel que soit p. Donc si 1'on -
désigne par D I'’ensemble des composantes connexes de @ admettant M,
comme point frontiére, comme (D + M, ) est un voisinage connexe du
point M,, on voit que I'on arrive & une contradiction en supposant

que M,e(E—0Q)=P.

b. Supposons P parfait. Soit D un domaine de E contenant des
points de P, et vérifiant les conditions 1°, 2°, 3° du théoréme 6. Il est
évident qu’on pourra méme toujours supposer que la frontiére de D se
réduit & deux points a, b de P, et que D ne contient aucun point de
rebroussement de E.

Nous prendrons, pour fixer les idées, un axe 2’z paralléle 4 une
corde de D.P; I’ensemble D.P est alors en correspondance biunivoque
avec sa projection sur z'x.

Sim et n sont deux points quelconques de D.P, ils déterminent
surD un continu admettant m et n comme seuls points de rebrousse-
ment; il résulte donc de la premiére partie de ce théoréme que
'ensemble des valeurs prises par g(m) sur D contient un ensemble-
connexe contenant tous les g(m) ot m&D.P. Si d’autre part g
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désigne une composante connexe quelconque de (D —D.P), c'est
aussi évidemment une composante connexe deQ =(E — P);or paau
plus deux points-frontiére, qui sont sur D.P; le méme raisonnement
que celui appliqué ci-dessus au cas d’un point M, isolé montre que
sur 1 I'ensemble des valeurs de g(m) est connexe. Comme 1. P est
non vide, a cause de la connexité de D, et que ce raisonnement est
valable quel que soit i, on voit que I’ensemble des valeurs de g(m)
sur I) est connexe. Ceci est en contradiction avec le fait que D.P n’est
pas vide.
Le théoréme est donc entiérement démontré.

COROLLAIRE. — SI ¥ désigne un continu plan quelconque ayant en tout
potnt une vraie tangente, sauf peut-étre en un nombre fini ‘de points
en lesquels Y admet une tangente de rebroussement, I'ensemble des valeurs
prises par g(m) sur  est connexe.

Ceci résulte immédiatement du théoréme 8 et du fait qu’un tel
continu v est forcément localement connexe.

12. THEOREME D'UNICITE DES PRIMITIVES D'UNE FONCTION. — Le probléme
général de la recherche de la primitive d’une fonction par rapport a
une autre est le suivant : Connaissant la dérivée g(m), finie, infinie,
ou indéterminée d’une fonction inconnue F(m) par rapport a une
fonction connue a(m), retrouver par un procédé régulier, par exemple
analogue a la totalisation de M. Denjoy, la fonction F(m) et toutes
les fonciions admettant la méme dérivée que F(m) par rapport a a(m);
el étudier en particulier comment I'on peut déduire toules ces fonc-
tions de I'une d’elles.

Pour rendre ce probléme accessible, il faut faire des hypothéses
supplémentaires sur la nature topologique de I'espace E et des fonc-
tions I'(m) et a(m).

La méthode que nous utiliserons repose essentiellement sur la consi-
dération de I'ensemble plan paramétré : x = a(m); y = F(m).

Cette géométrisation du probléme nous permettra d’utiliser les

résultals du chapitre précédent sur les ensembles cartésiens para-
meétreés.
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Tuioreme 9 (d’unicité) (*). — Si E est un espace compact, toutes les
JSonctions F(m) définies et continues sur E, qui admettent en tout pornt
de E (sauf peut-étre sur un ensemble 1 au plus dénombrable) une méme
déricée g(m) finie ou indéterminée, par rapport ¢ une méme JSonction
continue a(m), se déduisent de I’une d’elles par Uaddition d’une fonc-
ton continue qui est constante sur toute composante connexe de K, e/
dont Uensemble des valeurs est un ensemble linéaire compact de mesure
linéaire nulle.

Démonstration. — Si F,(m) et Fy(m) sont deux primitives de g(m)
par rapport a a(m), leur différence é(m)=F,(m)— F,(n) a en tout
point de E, sauf peut-étre sur I’ensemble dénombrable I, une dérivée
nulle ou indéterminée.

Donc I'application continue T de E sur le plan Oy, définie par

\

x =a(m), y=2d(m),

a en tout point, sauf peut-étre sur I, un contingent vide ou porté par
une paralléle & z'x.

Si I est vide, le théoréme résulte alors aisément du théoréme 7; si [
n’est pas vide, on remarque que le contingent ordinaire de T(E)en
tout point, sauf peut-étre sur 'ensemble T(I) est vide ou porté par
une paralléle 4 =/x; tous les résultats du théoréme +7 restent alors
valables et se démontrent par la méme méthode; I'application au cas
présent est immédiate.

H résulte de la réciproque du théoréme 7 qu’on ne peut rien dire de
plus, sur I’ensemble des valeurs prises par ¢(m), que le fait que
c’est un ensemble compact de mesure linéaire nulle.

(*) Dans le cas particulier o E est un segment de droite, Petrowsky |I] a

démontré l'unicité 4 une constante prés de la fonction F(m). Sa méthode est

toute différente du procédé géométrique utilisé ici, et consiste en ceci : Il

montre que si 'unicité n’était pas réalisée, il existerait une fonction non cons-
tante et non décroissante de x, de dérivée non nulle par rapport a la fonction

s

continue a(z); il démontre alors qu’'on arrive 4 une contradiction, en utilisant
le fait que I'unicité est réalisée, d’aprés Lebesgue, lorsque x(z) est a variation

s

bornée.

Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947. 20
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13. RecHERCHE DES FONCTIONS 3(m) A DERIVEE NULLE PAR RAPPORT A UNE
FONCTION DONNEE. — Lorsque E est connexe, 8(m) est identique a une
constante quelconque; dans le cas général, le probléme se pose de
déterminer toutes ces fonctions 3(m) dés que la fonction continue
a(m) est connue. Nous allons montrer comment on peut ramener ce
probléme & une forme canonique. .

Nous supposerons que I est vide, c’est-a-dire que 8(m) a partout,
par rapport a a(/m), une dérivée nulle ou indéterminée.

Pour tout nombre & >o0, ¢(m) ne prend qu'un nombre fini de
valeurs distigctes sur I'ensemble des points m de E en lesquels a (m)=#;
donc pour tout nombre ¢, si H(e) désigne I’ensemble des composantes
connexes de X sur chacune desquelles I'oscillation de a(m) est X,
6(m) ne prend sur H(e) qu'un nombre fini de valeurs distinctes.

Donc si H désigne la réunion des composantes connexes de E sur
chacune desquelles a(m) ne se réduit pas i une constante, ¢(m) ne
prend sur H qu’au plus une infinité dénombrable de valeurs distinctes.

De plus 'image sur le plan, par T, de toute composante connexe
de K est un point ou un segment paralléle 4 2’z : Ceci nous conduit
a essayer de remplacer I'espace E .par un espace dans lequel toute
composante connexe serait réduite a un point ou serait homéomorphe
a un segment de droite. ..

Désignons par e I'espace quotient de E par la relation d’équi-
valence R suivante m~vm’ si m et m' sont sur une méme composante
connexe de E et si a(m)= a(m'). i

L'espace e est séparé. En effet (') X et Y étant deux classes d’équi-
valence suivant R, on construit toujours aisément (aprés avoir
distingué le cas ou X et Y sont sur une méme composante connexe de E,
du cas ou ils ne le sont pas) une application continue f de E dans le
plan de telle sorte que : .

1° fsoit constante sur toute classe d’équivalence suivant R.
2° f prenne des valeurs distinctes sur X et Y.

Comme e est séparé et que E est compact, e est aussi compact (*) et

(') Voir Bourmaxi, [1], Chap. I, pp. 57 et 63.
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chacune de ses composantes connexes est, soit un point, soit homéo-
morphe & un segment de droite.
. ~N N N . . A .

Soit &'(1+) [resp. &'()], ot .€e la fonction continue définie sur e
et déduite de a(/m) [resp. 3(m)] par I'application canonique de E
sur e.

Nous avons dés lors ramen¢ la recherche de 2(s2) sur E au probléme
suivant :

Soit e un espace compact dont toute composanle connexe esl, soit
réduite a uh point, soit homéomorphe & un segment de droite, et soit
'(1+) une fonction a valeurs réelles, définie et continue sur e, et uni-
valente sur toute composante connexe de e.

Déterminer toutes les fonctions ¢'(i) définies et continues sur e, ct
dont la dérivée par rapport i a'(u) soit, en tout point de e, nulle ou
indéterminée.

Lorsque I'espace e est séparable, ¢ est hoinéomorphe & un ensemble
compact plan e, dont toute composante connexe est, soil un point, soit
un segment paralléle a &'« et qu'on peut choisir de telle sorte que
_ pour tout point &, €e¢,, on ait

6’(""0): 1‘0,

en désignant par x, ’abscisse de ,.

I1 suffit pour le voir de remarquer que 'espace quotient de e par la
relation d’équivalence « se trouver sur une méme composante connexe
de e » est compact, totalement discontinu et séparable, donc homéo-
morphe a un sous-ensemble compact de I'axe y'y.

On a donc, lorsque e est séparable, une image trés commode de cet

eéspace.

14. CALCUL REGULIER DE LA PRIMITIVE D'UNE FONCTION.

Takoreme 10. — Si E est un espace compact connexe et localement
connexe, toutes les fonctions F(m) définies et continues sur E, qui
admettent en tout point, par rapport a une fonction donnée a(m), une
dérivée finie ou indéterminée g(m) sont de la forme F,(m)-+ const.

Ces primitives F(m) s'obtiennent a partir de g(m) et a(m) par une
suite transfinie d’ovérations basées sur les propriétés survantes :
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1° A tout ensemble fermé P de E on.peut attacher un domaine D de E
contenant des points de P et tel que :

a. SurD.P on ajt F(m)= ¢[a(m)], p(m)étant une fonction définie
et continue sur I'ensemble 1l des valeurs y. prises para(in) surD . P, ayant
sur 1l en tout point d’accumulation & droite (resp. @ gauche) de Il une
dérivée a droite (resp. a gauche) finie;

b. Tous les rapports |LP;),—__L‘;(P—) |, oil p.et y' sontdeux points distincts
de 11 sotent bornés supérieurement par un méme nombre fini ky
c. Pour tout point m de D tel que a(m)€Il, on ait

F(m)=o¢[a(m)).

u ST B, et 3, sont les extrémités d’un intervalle contigu a 11, on peut
trouver sur D deux points b, et b, tels que a(b,)=8,, a(b,)=B,, les
deux points b, et b, étant sur la frontiére d’'une méme composante
connexe de (E — P).

3o St lon connait pour tout couple de points a, et ay d’une composante
connexe arbitraire de (E — P) la différence|F(a,)— F(a,)}, on pourra
calculer la méme expression lorsque a, et a, seront deux points quel-
conques d’'une méme composante connexe de [E —(P — D .P)], comme
somme d’une intégrale définie de Lebesgue et d’une série absolument
convergente.

4° Pour toute suite bien ordonnée { P;} d’ensembles fermés P; décrois-
sants (I=1, 2, ...), st pour tout i et pour tout couple de points a,, a,
d’une méme composante connexe de (E —P;) on connait[F(a,) — F(a,)],
on pourra calculer la méme expression lorsque a, et a, seront deux points

quelconques d’une méme composante connexe de [E — n P,—] .
i
Démonstration. — La 1™ partie du théoréme est un cas particulier
du théoréme 9. Démontrons maintenant les quatre propriétés énoncées :

Premiére propriété. — Clest la traduction analytique de résultats
énoncés dans le théoréme 6. '

Deuzxiéme propriété. — Supposons f3,<f,. Soit A, (resp. A,)
I'ensemble fermé des points de D en lesquels a(m)=§, (resp. B,).
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Soit B I'ensemble des points de D en lesquels B3, < a(m)< B,; cest
un ensemble ouvert relativement a D. '

S’il existe une composante connexe K de B telle que K.A < g el
K.A,>£ g, l'affirmation est démontrée : En effet une telle composante
connexe ne contient aucun point de P; elle est donc bien incluse dans
une composante connexe de (E — P).

Jedis qu’il existe toujours une telle composante connexe K : En
effet, toute composante connexe K’ de B est telle que K'. A, ¢ ou
bien K'.A,5£4, sinon K’ serait 4 la fois ouverte et fermée dans D, ce
qui est impossible puisque D est connexe. Désignons par A’, I'ensemble
des points de D en lesquels a(m) f,, et par A’ Pensemble des points
de D en lesquels a(m)>@3,. Puis posons C,= A’ + ensemble des
composantes connexes de B dont la fermeture a des points communs
avec A, (et idem pour C,).

On a )
C’-C!:O et C‘+C3:D.

Chacun des ensembles C,, C, est non vide et il est ouvert dans D : Or-

ceci est impossible puisque D est connexe.
Cette contradiction démontre la 2° propriété.

Troisiéme propriété. — Supposons qu’on connaisse pour tout couple
de points a,, a, d’'une méme composante connexe de'(E — P) la diffé-

rence [F(a,)— F(a,)]
Il résulte de la 2° propriété (et en utilisant les mémes notations),

que I'on peut, par continuité, calculer[F(a,)— F(a,)]lorsque 2, €D
eta,€D et a(a,)= P, a(a,)=f,.

Désormais la 1 propriété nous permet de calculer, comme dans la
totalisation ordimaire pour une fonction y = f(z), la différence
[(pe)— ¢(3)], O 14 €t p, sont deux points quelconques dell. Cette
différence est la somme de I'intégrale, sur la portion 2, 1, de II, de la
dérivée a droite ¢’(p) de @(i+) qui est connue, et de lasérie absolument
convergente Z[¢(B,)— ¢(B.)] étendue a tous les intervalles finis

contigus i la portion ., p, de II.
Donc si a, et a, sont deux points quelconques de D, on peut calculer
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[F(a,)— F(a,)], car chacun de ces points se trouve sur une compo-

sante connexe de (D — P) ayant des points-frontiére sur D. P. Il en est
évidemment de méme si a, et a, sont deux points quelconques d'une '
méme composante connexe de [E—(P —D.P)).

Quatriéeme propriété. — Elle résulte immédiatement du fait géomé-
trique suivant : si a, et a, sont deux points d’'une méme composante,

connexe de (E —_ nP.-) , il existe un indice ¢ pour lequel a, et asont
i A

sur une méme composante connexe de (E — P;); démontrons ce fait.

Remarquons toyt d’abord qu'il existe un indice i tel que a, et a,
soient dans (E — P;), sinon I'un des points a, ou a, ferait parne de
tous les ensembles P;, donc aussi de nP

Nous pourrons donc toujours supposer que (E—P,) contient
a, et a,. Soit alors A; (resp. A) la composante connexe de (E—P))

[resp. (E — n P.-)] contenant a,. Montrons que A = UX,—.

En effet, Ul,- est un ensemble ouvert connexe et ’'on a
{

Si rE\Jr soit s=2=\Jn
On a donc
r=s+\Ju e a.[Uz,J:o.
i i

Comme A est connexe et que (Ul ) est ouvert dans A, il existeun

point m de ¢ qui est point frontiére de (U)\‘), un tel point m fait

partie de P; quel que soit ¢, puisque E est localement connexe; il fait
donc aussi partie de nP,-, contrairement a I'hypothése que c’est un

point de 6C [E —nP,-] . On a donc bien

x:U;.,.;
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donc il existe un Ztel que a, et a, soient sur A;, ce qui démontre la
propriété.
Procédé opératoire pour le calcul de F(m). — Voici le procédé trans-

fini qui permet de déterminer, & partir de ces quatre propriétés, la
différence [F (a,)— F(a,)]lorsque a, et aysont deux points quelconques

deE:

Posons E =P,. La 1" propriété permet de trouver un domaine D,
de E sur lequel g(m) est une fonction uniforme et bornée en module
de a(m).

Posons

T g(m)y=¢'2(m)].
On peut calculer sur D la différence [F(a,)— F(«,)] par I'intégrale
de Lebesgue fqa’(y.)dp..

Posons P,—= E — D,; soit D, le domaine de E que la 1™ propriété
permet d’attacher & P,; puis posons P;=P,—D,, etc.

Soit
Po= n P..

ik

]

A partir de P, on définit P, etc. .
De facon générale, P, étant défini et non vide, la 1™ propriété

permet de lui attacher un domaine D,, et 'on pose P..y=P,—D4;
si maintenant Pg est défini pour tout § < «, on pose

P,:npp.

B<a -

Il existe un ordinal a, tel que P, soit vide, car toute suite transfinie
strictement décroissanle d’ensembles est bornée. Cet ordinal «, sera
de 2° classe si E est un espace séparable.

On a alors
E— P, =E.

Les propriétés 1, 2, 3, 4 ci-dessus permettent donc de calculer
[F(a,)— F(a,)] sur E tout entier. :
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18. Extensions. — 1° L’étude précédente montre que la notion de
fonction dérivable d’une variable peut étre conservée méme dans'le
cas ou I'espace de la variable n’est pas le continu linéaire numérique.

Il est naturel de se demander si I'on peut généraliser de la méme
facon la notion de fonction dérivable de plusieurs variables.

Nous allons indiquer comment peut se faire cette extension, que
nous aurons a utiliser, dans un cas particulier, a propos de I'étude des
variétés cartésiennes paramétrées. )

Soient E,, E, deux espaces topologiques, compacts pour fixer les
idées, et X(x), Y(y) deux fonctions continues & valeurs réelles,
définies respectivement sur E, et E,.

Une fonction continue F(z, y) définie sur 'espace prodult E.<E,
est dite dérivable au.point (.z,, y,) par rapport a X(), si le rapport

F(‘E» ]'o)'— F(‘rov J'o)
X(z)— X(x0)

tend vers une hmlte lorsque ¥, restant fixe, z tend vers x, dans E.,

en évitant les points qul annulent les deux termes du rapport. Si les

deux termes de ce rapport sont nuls pour tout, point z d’un voisinage
. , ., dF Yy .,

de r, dans E,, on dit que la dérivée 3—)( est indéterminée.

On définit de méme 35

On dit que F(x, y) admet une différentielle en z,, y,, s'il existe
deux nombres finis A et B tels que

F(r, »)— F(ry, yo)=(A + &) [ X(x) — X ()] + (B +¢ep)[Y(y)— Yol
ol les nombres z,, zy tendent vers zéro lorsque (z, yj tend vers (z,, y,)
dans l'espace E; < E,.

Voici un exemple de propriété des fonctions F(z, y):

)

On peut montrer que si E. et E, sont compacts et localement

connexes, et si F(.r, y) admet en tout point (z, y) des demvees gi

L5y continues sur E. >< E,, on peut trouver un domaine D de E,< E,
sur lequel F(z, y) est dela forme ®[ X(z), Y(y)], ou la fonction uni-
forme ® (u, ¢v) admet, par rapport & u, v des dérivées partielles conti-
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nues égales respectivement a g—; et g;; F(z, y) posséde donc en tout
point de D une différentielle au sens précédent.

On pourrait étendre cet énoncé dans le sens indiqué par le
théoréme 6.

Indiquons enfin une notion plus générale : Celle de dérivées particlles
de F(z, y) par rapport a une fonction continue a(x, y) définie sur
E.>< E,; la dérivée partielle relative & x, par exemple, sera ici définie

.a partir du rapport
F(z, }'0)— F(Io, ]’o).
2(z, ¥o) — &(Zo, ¥o)

2° L’extension de la notion de fonction d’une ou plusieurs variables
possédant des dérivées jusqu’a I'ordre n n’offre aucune difficulté.

Ici encore, c’est le recours aux propriétés descriptives des fonctions
dérivées qui permettra de trouver sur tout ensemble parfait de I'espace
étudié une portion sur laquelle les fonctions étudiées manifesteront
les mémes propriétés que les fonctions de I’analyse classique.

3° Une autre voie ('), pour Kextension de la notion de fonction
dérivable pour une fonction définie dans un espace, s'offre grice a
I'introduction d’une fonction continue ¢(x,, x, ) d’un couple de points
quelconques de E, ou (z,, z,) est telle que pour tout x,, (z, 1)
tende vers zéro quand x, tend vers z,.

La dérivée d’une fonction F(x) se définit alors en z, comme

. F(J:,)—F(xo)'
Jim | G|

Si I'on suppose seulement que ce rapport reste uniformément borné
en module par une constante £, on obtient une généralisation de la
notion de fonctions lipschitziennes [celles-ci étant obtenues, dans un
espace cartésien E, en prenant pour o(z, x,) la distance ordinaire
entre x, et z,].

4° Indiquons pour terminer la possibilité d’¢difier, comme dans le
cas ol a(m) est une variable numérique indépendante, une théorie de

(*) Pour I'étude de cette extension lorsque E est un espace cartésien, voir

CuoQuer, Mathematica, 1944.

Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947. 21
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la totalisation par rapport a une fonction a(m) continue, pour des
fonctions g(m) satisfaisant a des conditions convenables.

On obtient ainsi un prolongement naturel de la théorie de la totali-
sation de M. Denjoy.

Il n'est pas impossible « priore d’étudier la dérivation el la tota-
lisation par rapport a des fonctions a(m) discontinues; cette
¢tude est en particulier assez simple lorsque a(m) n’admet qu’une
infinit¢  dénombrable au plus de points de discontinuité. Mais

dans le cas général une telle étude rentre encore dans le cadre
des questions tératologiques.

CHAPITRE III.

PARAMETRISATION DES COURBES ET DES VARIETES.

Jusqu’ici, lorsque nous étudiions les applications continues T d’un
espace E dans un espace euclidien, nous nousintéressions uniquement
a la structure différentielle de I'image de E.

Nous allons voir maintenant comment, lorsque E est lui-méme un
ensemble cartésien doué d’une structure différentielle, on peut
astreindre 'application T a révéler I'analogie éventuelle des structures
différentielles de E et de son image.

Nous étudierons d’abord le cas ou E est un intervalle ouvert de la

droite numérique. Puis nous étendrons les résultats obtenus au cas des
variétés a n dimensions.

16. Aeeuications reécuLieRes. Derinimion. — Soit T une application
continue de !'intervalle ouvert E : o <t <1, ... de l'axe t't, dans un
espace cartésien R,,.

Sotent m un point de E, et M = T (m).

Nous dirons que T est réguliére en m s'il existe dans R, une droite L,
passant par M et telle que pour tout intervalle ouvert ¢ de E contenant m,
il existe un intervalle ouvert V de L, contenant M tel que, si ¢ désigne le
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diamétre de V, et € I'écart de Fréchet (*) entre V ot T(v), on aut

um(f —o
530 8)_- )

Lemme {. — Lorsque ’application continue T de intervalle V. dans R,
est régulicre en m, la droite L, est unique, le contingent en m de I’ appli-
cation T pour chacun des ensembles t = m, t>m est réduit @ un scul

rayon.
D’autre part, si m' et m" sont deux points quelconques de K et si
TN . . P
s\ M'M" ) désigne le diamétre de I'arc M'M"= T (m'm"), le rapport
MM

),
—MM— lena vers zéro, en méme temps que <MM’ +mm )

Démonstration. — Soit m'<m. L’hypothése lim <§>_ o entraine

S>0
’

que lorsque m’' > m, on ait MIM -» 0, en désignant par A’ la distance
de M'aL,.

Donc le contingent de T en m est bien porté par L,, ce qui entraine
'unicité de L,.

- SiT avaitsur I’ensemble ¢-~m un contingent contenant deux rayons,
le point T(im) serait un point multiple de T(mm'), quel que soit m'.
On en déduirait qu'il existe des intervalles m'm" contenant m et arbi-
trairement petits, tels que M puisse étre arbitrairement grand, ce
. M'M’ ?
qui est impossible puisque I’hypothése entraine que ce rapport tend
uniformémend vers 1 lorsque m'm" — o.

Donc T a.en m sur 'ensemble ¢ <~ m un contingent formé d’un seul

rayon.

- Sile contmgent de T en m était sur E réduit a un seul rayon, on
mettraifen évidence de la méme fagon deux points m’, m" €E, de part

3()

et d’autre de m, et tels que —yrr puisse étre arbitrairement grand,

ce qui est impossible.

(*) Si H est une homéomorphie quefconque entre v et V, soit ¢(H) la borne
supérieure des distances T(m')H(m') (ou m’'€v). Lorsque H varie arbitrai-
rement, I'écart de Fréchet entre V et T(v)est la borne inférieure de ¢(H).
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La derniére partie du lemme est également une conséquence immé-
diate de la relation '
lim (‘
a»o0

—6‘)= 0.

Remarque. — 1l résulte de ce lemme que pour tout point m’' d'un
certain voisinage de m, on a

T(m)z T(m').

Donc si I'application T de Iintervalle E dans R, est partout régu-

liere, I'image réciproque par T de tout point de R, ne contient que des
point isolés.

Leune 2. — Lorsque 'application continue T de !’intervalle ouvert
E(o <t 1) dans Uespace cartésien R, est réguliére en tout point, on
peut, pour tout ¢, attacher a tout ensemble fermé P de E un intervalle D
de E qui contienne des points de P et tel que :

1* Les deux premuéres propriétés énoncées dans le théoréme 6 sotent
vérifiées:

2° Le contingent ordinaire de T (D) soit en chacun des points de
T(D.P) porté par une seule droite ;
3* L'application T soit une homéomorphie entre D.P et T(D.P) et
que pour tout point m&(D — D.P), on ait
T(m)eT(D)— T(D.P).

Démonstration. — L’applicatipn T étant réguliére en tout point, le
contingent de T est en tout point de E porté par une droite. On peut
donc utiliser les résultats du théoréme 6.

1° Se reporter a la démonstration du théoréme 6. ~

2° Cette propriété résulte immédiatement de la 3° propriété du
théoréme 6 et du fait que T n’a son contingent vide en aucun point.

3* Soit D, un intervalle de E possédant les propriétés précédentes.
+ Si D,.D n’est pas parfait, la propriété a démontrer résulte immé-
diatement de la remarque du lemme précédent. v

Supposons donc D, . P parfait. Supposons aussi que sur tout sous-
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intervalle D de D, contenant des points de P on puisse trouver un
point m, €D .P et un point m, €D tels que T(m,)="T(n,).

Comme T(D,.P) est, d’ aprés le théoréme 6 en correspundanw
biunivoque avec sa projection sur une droite paralléle & I'une de ses
cordes, la régularité de T entraine que, lorsque T (m, )= T(#, ), pour
tout point n, de D,.P assez voisin de m,, il existe un point n, de D,
voisin de m,, tel que T(n,)=T(n,)

Donc le.point m, posséde dans (D,.P) un voisinage compact V,
dont tous les points 7z ont une image T(m) double; par itération, on
détermine une suite de sous-ensembles compacts décroissants de D, . P :
Vi, Vo, ..., Vo, ... tels que pour tout n, tout point e de V, ait une

“image T (m) qui soit r-uple.

L’ensemble nV,- n’est pds vide. Si m, € nV,-, le point T(m,)a

pour image réciproque sur D,.P un ensemble admettant un point

d’accumulation sur V,; ceci est en contradiction avec la remarque au

lemme précédent.
On peut donc bien: trouver sur D, un sous-intervalle D conte-

nant des points de P et pour lequel la troisiéme propriété soit
vérifiée.

47. APPLICATIONS POSITIVEMENT DERIVABLES. RESOLUTION DU PROBLEME DE
FRECHET GENERALISE.

DiriviTions. — 1° Deux applications continues T, T' de linter-
valle E(o <t< 1) dans R, sont dites équivalentes lorsqu’il existe une
homéomorphie H de E sur lui-méme telle que, lorsque m'=H(m), on ait

T(m)=T'(m'). ,

".20 Une application continue T de Uintervalle E(o < t<1) dans R,
est dite dérivable (resp. positivement dérivable) au point m d’abscisse

(”’)

de E si enm, le vecteur oM [0d M = T(m))] posséde une dérivée

finie (resp. finie et non nulle).
Si'T est dérivable(resp. positivement dérivable) en tout point, on dit

simplement que T est dérivable (resp. positivement dérivable ).
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Tutorene 11 (). — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une
application continue T de I'intervalle E (o < t 1) dans R, soit équiva-
lente a une application positicement dérivable est que T soit réguliére en
tout point m de E. '

Il exyste un procédé régulier de recherche de cette application positi-
vement dérivable.

1DEMONSTRATION. — 1° La condition est nécessaire. — En effet, une
application positivement dérivable T’ est en tout point pbint m tan-
gente 4 une transformation linéaire non dégénérée H de I'intervalle
(o —1)dans R,. Pour tout meFE, H est telle que, pour tout ' €E,
si I'on pose '
r==H(m"T'(m) et 0 =H(m"T' (m),
on ait )

. 2
lim —=o.
m'>m 6

Donc T est bien réguliére en toul point.

2° La condition est suffisante. — 1)’apreés le lemme 2 nous pouvons,
sur toul intervalle de E, trouver un sous-intervalle D tel que T soit
une homéomorphie entre T(D) et D, ce qui entraine que T(D) soit
un arc simple. Nous pouvons méme choisir D de telle sorte que I’arc
T(D) soit en correspondance biunivoque avec sa projection sur une
droite A paralléle a 'une de ses cordes, la tangente &4 T(D) en chacun

(') Voici I'historique du probléme que nous résolvonsici sous une forme géné-
ralisée : M. Fréchet a posé d’abord la question de savoir si tout arc simple de R,
possédant une tangente en tout point posséde une paramétrisation positivement
dérivable ( Espaces abstraits, Paris, 1928, p. 153, et Fund. Math., t. 26, 1936,
p- 33%). ’

M. Valiron a montré par un exemple qu’un tel arc peut avoir une tangente
ordinaire en un point sans posséder une paramétrisation positivement dérivable
en ce point (Nouv. Arn. Math., 1. 84, 1927).

M. Ward a donné un exemple oi ce phénoméne est réalisé en tous les points
d'un ensemble parfait (Fund. Math., t. 28, 1937).

M. Pauc a donné la condition nécessaire et suffisante pour qu’un arc simple
possede un paramétrage positivement dérivable en un point particulier, et a pu
préciser ainsi I'énoncé de la question posée par M. Fréchet (Act. Sc., Hermann,

886, 1941, p. 96).
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de ses points faisant avec A un angle inférieur 4 un nombre ¢ choisi
arbitrairement.

Sur D Papplication T est équivalente a une application dérivable.
En effet, prenons A comme axe 2/ et désignons par . I'abscisse de

-
la projection, sur z'x, du point M'de T(D). Le vecteur % &t bien
défini et n’est, ni nul, ni infini. L’équivalence annoncée s'obtient alors
par une homéomorphie entre D et le segment projection de T(D))
sur ' x.

Désignons par Q ’ensemble ouvert des points de l.dont chacun soit
situé sur un sous-intervalle de E sur lequel T est équivalente & une
application positivement dérivable.

Je dis que Q =E.

Sinon, soit P = E — Q. L’ensemble P est ferm¢ dans E.

Soit C une composante connexe de Q. Pour tout point m de C,
il existe un sous-intervalle I de C contenant m, sur lequel T est
équivalente 4 une application positivement dérivable. Si I, et I,
sont deux tels intervalles contenant un méme point m, il est immé-
diat que sur (I, +1,), T est équivalente & une application positi-
vement dérivable. Il en résulte aisément qu’il en est de méme sur C
tout entiére.

Soit alors m, une extrémité de C intérieure a E.

Sur I'ensemble (C + m,), T posséde en m, un contingent réduit 4 un

seul- rayon ﬁ?r, et en m, I'application T est réguliére sur (C + m,).

On peut trouver une suite de points-distincts de C : m,, m,, ...
tendant vers m, de telle fagon que m,m;., Cm,m; pour i =1, 2, ...,
et que leurs images M,, M,, . .. soient telles que si I’on désigne par y,,

—— .
[+, . .. leurs projections orthogonales sur M, on ait
Moy.,:% (t=1,29,...)

(en choisissant convenablement 1'unité de longueur).
Comme, sur m;m;,,, T est équivalente & nne application positive-
ment dérivable, on peut trouver une application T’ équivalente & T
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sur (C 4 m,), définie sur I'axe T o et telle que
T (0)= M,; T'(:,—): M, (i=1,2,...),

I" étant positivement dérivable sur tout segment :-o-;: ZrnL %
[
Cette application T est positivement dérivable a droite pourt = o;
et a droite et a gauche pour

1 . .
::'_ (t=1,12,...)

Or pour tout segment ﬁ Z~Z %, on peut trouver aisément une

automorphie de ce segment de la forme 8 = fi(7), ot f(7) est une
fonction croissante de =, a dérivée finie strictement positive, et

telle que
()=« A=t

de telle sorte que I'application T” transformée de T’ par ces automor-
phies, et définie pour 0 £Z9 1, soit :

1° Positivement dérivable a droite pour § =o;

2" Positivement dérivable pour tout 6 >o;

3 Equivalcnte a la restriction de T a (C + m,).

Nous avons donc montré que sur (C + m, ), T est équivalente a une
application positivement dérivable; si C a deux extrémités m, et m|
intérieures a E, il en est de méme sur (C + m,+ m,).

Deux cas sont alors a distinguer.

1° P @ un point isolé m. — Soient C, et C, les deux composantes
connexes de Q d’extrémité m. Sur (C,+ m) et (C;+ m), T est équi-
valente & une application positivement dérivable. Il est immédiat qu’il
en est alors de méme sur (C, + m+ C,).

Donc m € Q, contrairement a I’hypothése. .

2° P est parfait. — Soit D un intervalle ouvert de E contenant des
points de E et satisfaisant aux conditions du lemme 2.

Soit 2’z une droite de R, paralléle a une corde de T(D.P).
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Soit @ I'abscisse de la projection d’un point de T(D. P)sur 2z, et
soit IT'la projection de T(D.P) sur z'z.

. L’application T engendre entre M et D.P une homéomorphie
conservant I'ordre des points.sur 2’z et sur E respectivement.

Soient m,, m, les extrémités d’un intervalle contigu & M, et z,, x,
les points correspondants de II. Sur le segment m,m, de E, T est,
d’aprés ce qui précéde, équivalente & une application positivement
dérivable T'. Prenons par exemple comme paramétre de cette appli-
cation T’ un point variable du segment x, x,. .

Nous allons imposer & cette application T’ définie sur .r,x, une
autre condition : o

Supposons x, < x,. Désignons par I(z,z,) '’ensemble des points
du segment z, z, qui ont une abscisse de la forme
(x, -+ ]—l)> . ou (.r,-—- ;’) (p étant up entier >- o),

Cet ensemble I(x,x,) a pour seuls points d’accumulation z, et z,.
Nous désignerons un élément quelconque de I(x, x,) par &'.
L’arc T (m, m,) se projette sur 2’z suivant z, .r,. Lorsque m parcourt -

mym; de m, vers m,, soit m’le premier point de m, m, dont 'image
. )

T (m;) se projette orthogonalement sur 'z en .

Un raisonnement déja utilisé ci-dessus montre que T est équivalente,
sur (m,m,), a une application T’ positivement dérivable définie
sur (2, 7,) et telle que, pour tout /, on ait

’ T/ (z') = T(my).

Nous définissons ainsi une application T’ sur tout intervalle contigu
a M. Convenons maintenant que pour tout point &M, projection
d’un point M de T(D.P), on posera T'(z)= M.

Alors T’ est définie sur tout le segment minimum & de 2’ conte-
nant II. Par construction T’ est positivement dérivable en tout point
de (¢ — II). D’autre part, si z, €II, nous allons voir que T’ est positi-

vement dérivable en z, :
En effet, T’ est en @, positivement dérivable sur M, 4 cause des

. propriétés différentielles de T(D.P); il en est de méme d'ailleurs sur

M +U I(wl .’t,). .
(&)
Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947. 22
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Or, si Z, est un point de '« voisin de z,, le choix des I(z,x,)
entraine que &, soit sur un segment déterminé par deux points a, et a,
a, a, ,
de T+ U I(x,2,) tels que ﬁ — o lorsque z\, - z,.

(g )
Or, si ¢ est le diamétre de 1'arc T'(a, a,), la régularité de T’ en z,
entraine que

> o lorsque a, > ..

o
Donc T’ est aussi positivement dérivable en x,.
N\ous avons ainsi prouvé que T est équivalente sur D a une appli-
cation po:ntlvement dérivable. Comme D contient des points de P
nous sommes ici encore conduits 4 une contradiction.

18. CoNSTRUCTION D'UNE APPLICATION POSITIVEMENT DERIVABLE EQUIVALENTE
A UNE APPLICATION REGULIERE. — Le raisonnement précédent conduit seu-
lement a un théoréme d’existence. Mais il suffit dele modifier trés peu
pour en déduire un procédé régulier de construction d’une application
positivement dérivable équivalente a une application réguliére T.

[l suffit de rappeler que sur E on peut toujours trouver un intervalle
D dont I'image est un arc simple qu’on peut trés simplement paramé-
trer de facon positivement dérivable.

On remarque ensuite que toutes les fois qu 11 existe un ensemble .
fermé P de E tel que, sur toute composante connexe de (E —P),
T soit équivalente a une application positivement dérivable construc-
tible, le raisonnement fait dans le paragraphe précédent pour démon-
trer le théoréme d’existence montre qu'il en est encore de méme §il’on
remplace P par un vrai sous-ensemble fermé convenable P’ de P.

D’autre part, on remarque que si T est équivalente 4 une applica-
tion positivement dérivable et constructible sur une suite d’intervalles

D,, D,, ... contenant un point m, il en est encore de méme sur UD;.

i
Le procédé transfini classique permet alors, aprés une suite dénom-
brable bien ordonnée d’opérations, de construire une application posi-
tivement dérivable équivalente & T sur E tout entier.

Remarque. — Nous avons supposé, pour ne pas avoir a faire inter-
venir des extrémités, que E était un intervalle ouvert. Mais il est

immédiat que tous les résultats précédents restent valables lorsque E
est un segment.
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19. Eruvoe ok J'ENSEMBLE DES POINTS CONTRARIANTS D’UN ARC DOUE DE TAN-
ceNtEs. — Il résulte du théoréme précédent que si une application
continue de I'intervalle E (0 < ¢< 1) dans R, n’est pas réguliére en
tout point, elle n’est équivalente & aucune application positivement
dérivable.

Mais on peut se poser la question de savoir si, étant donnée une
application continue T de E dans R,, douée en tout point d’une vraie
langente, on peut toujours trouver une application T’ équivalente
4 T, qui soit partout dérivable, et qui soit positivement dérivable cn
lout point régulier de T.

Cette question a été posée par C. Pauc (*) pour le cas o T est une
. homéomorphie. Nous allons montrer que, méme dans ce cas particu-

lier, la réponse est négative. Cela résultera de ce que I'ensemble des
points non réguliers d’un arc simple doué en tout point d'une tangente
peut avoiT une structure iopologique plus complexe que I'ensemble
des valeurs pour lesquelles une fonction numérique dérivable a une
dérivée nulle.

Définition. — Un point M d’un arc simple y de R, est dit régulier si -
I'application canonique T de y sur lui-méme est réguliére en M.
’ Un point M de y qui n’est pas régulier et en lequel y posséde une
vraie tangente est dit contrariant.

Trtonime 12. — Soit y un arc simple de R, en tout point duquel le
. contingent de ¥ est porté par une seule droite :

1° L'ensemble R dés points de rebroussement de vy est clairsemé (*);

2° L'ensemble C des points contrariants de y est un G;, non dense
sur ¥, et de mesure linéaire nulle. '

Démonstration. — 1° Supposons R partout dense sur un sous-
ensemble parfait P de y. Soit alors D un sous-intervalle de y

(1) Voir C. Pauc [1]. '
(2) Par contre, on pourrait montrer que I'ensemble des points de rebrous-
" sement d’une-application continue T de I'intervalle E(o <7< 1) dans R,, a
contingent porté partout par.une droite, peut constituer un sous-ensemble

parfait de E.
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contenant des points de P et satisfaisant aux conditions du théo-
réeme 6. )

Il résulte immédiatement de ces conditions que le contingent de vy
en tout point de D.P se compose de deux demi-rayons opposés;
aucun point de D.P n’est donc point de rebroussement de vy.

Ceci est contraire 4 hypothése. Donc R est tlairsemé puisqu'il est
non dense sur tout ensemble parfait.

2* a. On sait déja que lout intervalle de y contient un sous-

intervalle dont tous les points sont réguliers. Donc C est non dense
sur y.

b. Soit d’autre part P un sous-ensemble parfait de y, et D un inter-
valle de y contenant des points de P et possédant les propriétés
indiquées dans le théoréme 6.

Soit II la projection de D.P sur une droite paralléle & une corde
de D.P. Soit m un point de 2* espéce de II; et soit M son homologue
sur D.P. :

Si M est contrariant, on peut trouver des intervalles m'm"” contigus
a Il et arbitrairement voisins de m, tels que

m'm"’
lim sup [ —,J > o.
m',m">m mimn
Donc m n’est pas un point de densité 1 pour II.

Donc la projection sur II de I’ensemble C.D.P des points contra-
riants de D.P a une mesure linéaire nulle. Il en est donc de méme
de C.D.P.

Comme P était arbitraire, il en résulte que C lui-méme est de
mesure linéaire nulle.

c. Etudions maintenant la structure topologique de C.
Soient M, M’'€y. Désignons par ¢(M, M') lécart au sens de

N . A . . ' 2

Fréchet entre 'arc MM’ de y et le segment orienté MM'.
Posons
., &(M, M)
&)(M, M )_ T\‘il.’
puis ‘
¢(M)=lim sup[w(M, M")]
) M'>M
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Or on peut toujours supposer que les valeurs du paramétre ¢ fixant
les positions de M et M’ sur v sont de la forme ¢, (£ ). -

Quand 4 o, o(M) apparait donc comme la limite supérieure
d’une suite de fonctions continues. C'est donc la limite d’une suite
décroissante de fonetions semi-continues inférieurement.

Donc ¢(M) est une fonction de 2* classe de Baire. Donc I'ensemble
des points M de y en lesquels p(M)> o est un Gs,.

Or un point contrariant M de y est caractérisé par le fait que
¢(M) > o, et que M n’est pas un point de rebroussement de y. '

Comme I'ensemble des points de rebroussement de y est un I,
I'énsemble C est un G;. G;,, donc aussi un G;,.

Nous allons montrer, ce qui suffira pour notre but, que cet
ensemble C peut ne pas étre un G;.

20. CONSTRUCTION D’UN CONTRE-EXEMPLE ET REPONSE A UNE QUESTION DE
"C. Pavc.

Trkoneme 13. — Soit P un ensemble parfait linéaire non dense, pour
lequel il existe un nombre p.>> o tel que si a, b sont deux points quel--
conques de P, il existe sur le segment ab un intervalle contigu a P et de

longueur > .. ab. (Par exemple, P peut étre 'ensemble triadique dc

Candtor, adec = é)

Alors, pour tout ensemble A C P qui soit un F,, il existe un arc simple
plan y contenant P, ayant une vraie tangente en tout point, et sur
lequel I'ensemble des points contrariants est identique ¢ A (les points de P
ayant de plus sur y le méme ordre que sur la droite).

Démonstration. — Supposons P situé sur I'axe 2’z d’un plan rap-

porté aux axes rectangulaires zOy.
Pour tout point = de 1'axe 2/, soit 8(x) sa distance a P. L’arc y

sera astreint a &tre contenu dans Pensemble fermé

— () <Ly £ (x)

1 Cette condition lui assurera d’avoir en tout point de P une tangente
ordinaire portée par 'xz., -



168 G. CHOQUET.

Pour tout segment a, b de x’x, désignons par C,(ab) tout arc
simple ouvert dgextrémités a et b et dont la forme est indiquée par la
figure ci-jointe (A étant une constante; avec o < A < 1).

A.ab -
'
H |
' REON
1 rd N,
Ptd S ¢
+- S~y
- -
-~ ~
- . 1 ~<
el Sso
a "“~-o | CRR—— ol
-~ - b
~ -
-
~< -
~ Pid
‘ SN g
N7
~
T ’
Flg. 4

On suppose I'arc C,(ab) compris entre les deux courbes en pointillé
d’équation y = == 82(z). On le suppose de plus doué¢ d’une tangente
continue.

Soit A,, A, ... une suite de nombres positifs < 1 et tendant vers

N 1 . . ,
zéro avec - Soit F,, F,, ... une suite'de sous-ensembles fermés de P.

Pour tout intervalle o, contigu & F,, soit 7/ le ou I'un des plus
grands intervalles contigus a P et intérieurs 4 o

D’autre part, pour tout point isolé M!, de F,,, soit k=1, 2,...)
une suite d’intervalles contigus a P et tendant vers M!, de facon que,
si &% désigne la distance de <“ 4 M{, on ait -

7

. | ¢
lim sup T > o,
k> = n

-

en désignant par = la longueur de l'intervalle <. (Il résulte de la
structure de P qu’un tel choix des =};* est toujours possible. )

" L’arc cherché est défini comme suit :

Soit Q, I'ensemble des arcs simples ouverts C, [} ] et C, [t*]. De
fagon générale, si Q,, Q,, ..., Q,_, s8nt déja définis, soit Q, 'ensemble
'des arcs simples ouverts C, [1,] et C, [7"] relatifs aux </, et 2% qui
n’ont pas encore été utilisés pour définir Q,, ..., Q,_,.

Puis posons Q,='ensemble des intervalles finis contigus 4 P qui
ne soient, ni un <, ni un %",
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Nous posons enfin
v=P+J+ Q.

-

Je dis que y répond aux conditions du théoréme :

1° y est évidemment un arc simple doué d’une vraie tangente en
tout point. D’autre part y contient P.

2° Tout point de Q, ou de Q,(r=1, 2, ... ) est un point régulicr
de y, puisqu’il est situé sur un sous-arc de Y a tangenle continue.

Donc les seuls points contrariants de y sont sur P.

a. Tout point M de UF,, est un point contrariant de y. En effet,
soit MEF,. Si M est un point isolé de F,, c’est évident a cause du
choix des 5*. Sinon, & cause de la structure de P, il existe une suite
de T, d’mdlcespén tendant vers M et jouissant des mémes propriétés
que toute suite de 7" tendant vers un point M:. Donc on retrouve les
mémes mrc.onstances que lorsque M est un point isolé de F,,.

6. Tout point M de P étranger a UF,, est un point régulier de y. |

En effet, pour aucune valeur de n, le point M n’est point d’accumu-
lation d’intervalles < s Tps ou p = n. Donc si = désigne un intervalle
contigu 4 P et tendant vers M, et si j(7) désigne I'indice de I'ensemble
Q; dont = fait partie, ou bien j(7)=w, ou bienj(=) tend vers l'infini
lorsque = tend vers M.

Il en résulte aussitét que M est régulier.

. CoROLLAIRE. — Tout sous-ensemble dénombrable A de P partout densc
sur P peut étre identique a U'ensemble des points contrariants d'un arc y.

Or un tel ensemble A ne peut etre un G;. Nous allons en déduire le
théoréme suivant : ‘

Trtorkme 14. — Sy est un arc simple de R,, ayant en tout point une
vraie tangente, il est en général impossible de trouver une paramétri-
sation partout dérivable de v, qui soit positivement dérivable en tout point
régulier. : ,
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Démonstration. — L’ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles une
fonction X(¢) continue, partout dérivable, a une dérivée nulle est
un G;. Il en est évidemment de méme si X(¢) est remplacée par une
fonction vectorielle M(?).

Or nous venons de voir que I'ensemble des points contrariants d’un
arc v peul ne pas étre un G;. Une paramétrisation du type cherché
est donc en général impossible. '

Ce théoréme 14 donne donc une réponse négative a la question

posée par C. Pauc, et a fortiort & la question analogue relative qux
arcs paramétrés susceptibles de points multiples.

21. RECHERCHE DE LA MEILLEURE PARAMETRISATION DERIVABLE D’UN ARC DOUE
DE TANGENTES. — Le théoréme précédent montre qu’une paramétri-
sation dérivable d'un arc simple y doué partout d’une vraie tangente
ne sera en général posilivement dérivable que sur un vrai sous-
ensemble de I’ensemble des points réguliers de y.

On peut se proposer de rendre maximum ce vrai sous-ensemble.
A vrai dire il n’existe pas de tel sous-ensemble maximum car, pour
tout point régulier M d’un arc simple y, on peut trouver une paramé-
trisation de y qui soit positivement dérivable en ce point (*).

Aussi nous devrons nous contenter du théoréme suivant, dont nous

donnerons plus loin une large généralisation, basée sur un principe
différent.

Treorime 15. — Si y est un arc simple de R,, doué en tout point
d’une vraie tangente, on peut en trouver une paramétrisation déri-
vable T: M = T(t) (o0 L t1), qui est positivement dérivable, sauf
auzx points d'un ensemble 1 qui est un G; non dense sur (o —1), de
mesure linéaire nulle, et dont I'image T (1) est de mesure linéaire nulle
et a méme fermeture que lensemble des points contrariants de v.

Démonstration. — Appelons arc normal tout sous-arc, ouvert ou

fermé de y susceptible d’'une paramétrisation satisfaisant aux condi-
tions du théoréme.

(') Voir C. Pacc [1].
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On moantre aisément, par le procédé déja utilisé dans la démonstra-
tion du théoréme 11 que :

I° sl un arc est normal, sa fermeture est aussi normale;

2° si deux arcs normaux ont un point commun, leur réunion est un
arc normal;

3° st wy, w,, ... esl une suite d’arc normaux dont la réunion est un
-arc, cet arc est normal.

Nous savons déja que sur toul intervalle de y on peut trouver un
sous-intervalle normal. Soit Q ’ensemble des points de y dont chacun
soit situé sur un sous-arc normal de y; chacune des composantes
connexes de Q est un arc normal. Nous voulons montrer que R =1.

S1 Q£ y, posons P=(y—Q). . .

L’ensemble fermé P est, d’aprés ce qui précéde, parfail el non
dense sur y. Le théoréme 11 montre dailleurs que P est inclus dans
la fermeture de I'ensemble des points non réguliers de y.

Soit D un intervalle de y contenant des points de P et satisfaisant
aux conditions du théoréme 6. .

‘Soit 2’2 un axe paralléle 4 1'une des cordes de D.P; I’ensemble
D.P est en correspondance biunivoque avec sa projection orthogo-
nale IT sur o’ x.

Soit K I’ensemble des points de premiére espéce de I et des points m
de 2° espéce de II tels que, si m'm” désigne un intervalle quelconque
contigu a II, on ait

lim sup [m’m"' ] > o,
m,m">m mm
On sait déja que tout point contrariant de y situé sur D.P a sa
projection sur 'z incluse dans K.
D’autre part K ne posséde évidemment aucup point de densité
linéaire 1; c’est donc un ensemble de mesure linéaire nulle. Soit Q
un G; de mesure linéaire nulle tel que

KcQcll

Il est immédiat qu’il existe de tels ensembles Q.
D’aprés le théoréme 26 du Chapitre IV, il existe une fonction numé-

_rique f(x) absolument continue et strictement croissante définie sur
23

Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947.
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le segment minimum A,A, de z'z contenant II, partout dérivable,
dont la dérivée g(x)est 1 partout et devient infinie en tout point-
de Q et en ces points seulement, cette dérivée étant continue en tout
point de Q et dans tout intervalle contigu & Q. ,

Soit r = F(¢) la fonction inverse de la fonction ¢ = f(). Soit par
exemple (0 —1) l'intervalle de définition de F(t), et soit = (resp.q)
I’ensemble image par f(x) de I'ensemble II (resp. Q).

La fonction F(¢) est strictement croissante, a partout une dérivée

_1; et sa dérivée s’annulle sur g et sur ¢ seulement, et est continue
en lout point de g et dans tout intervalle contigu a g.

Pourtout ¢ € =, soit M(¢) le point correspondant de D . P

[l s’agit maintenant de définir M(¢) lorsque ¢ est sur un intervalle
contigu a =

Soit g un mtervalle d’extrémités «, B contigu a =. Il lui cerrespond
un intervalle s, d’extrémités s % B contigu a II. Lmtervalle s est la

projection sur a’.r d’un arc AB de Y-

Nous savons déja qu’on peut définir un parametrage de AB par une
fonction M(¢)(2€ o) qui jouit des propriétés exigées par le théoréme.
Nous ne laisserons pas quelconque ce paramétrage.

—~
Nous allons nous arranger pour que la presque totalit¢ de AB
soit I'image d’un sous-intervalle trés petit de ¢ concentrique a¢ :

Soient » le milieu de o, et o le milieu de s.

Soient 1,(n) le point de o défini par ap,(n) = "1:_) -
S0 (n=1,2,...).
pa(rn) « « « 3#3(/1):%—;
Seient m,(n) le point de s défini par um,(n) = g ) ‘
: - (n=1, 2, ...).
my(n) » « « bmy(n)y= —I;—: ‘
I~ . . . —
Soient M(n) le premier point de AB a partir de A qui se'projette sur z'z en mq(n).
Mz(n) « « « « « my(n).
On posera
5 M(¢) =M (n) pour t—,(n)
(1) (n=1,2,...).
| M(t) =Mg(n) pour t=—pg(n)
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Sur le reste du segment ¢ on définira M(¢) de fagon quelconque en
respectant simplement les relations (1) et de fagon que ce paramétrage

1 — . . e
M(z) de AB satisfasse aux conditions du théoréme.
Il est clair qu’en « et 8 on a, relativement o,

——>
M()=o pour (—a et t== 5.

Soit alors M(¢) le paramétrage de D défini grace aux définitions
précédentes sur l'intervalle o < 1< 1.

SuE' tout intervalle contigu a =, ce paramétrage satisfait par cons-
truction aux conditions du théoréme.

— .
Pour tout t€(= — ¢), M'(¢) existe el est non nulle, et pour tout

t€q,ona
——
M'(¢)=o.

Ceci résulte aisément des conditions imposées 2 M(¢) dans tout inter-
valle o contigu & , et des propriétés de la fonction F(¢).

Comme g et son image sur y sont de mesure linéaire nulle, on voit
que P’arc D de y posséde une paramétrisation satisfaisant aux condi-:
tions du théoréme. Donc D est un arc normal et il ne peut contenir de
points de P, contrairement & I'hypothése.

Donc P est vide, ce qui démontre le théoréme.

. Remarque. — Comme pour le théoréme 11, on peut remarquer que
la démonstration précédente peut fournir une méthode de construc-
tion de la paramétrisation de y satisfaisant aux conditions du

théoréme.

22. CARACTERISATION DES APPLICATIONS EQUIVALENTES A UNE APPLICATION

DERIVABLE. — M. Zahorski a énoncé (') le théoréme suivant, a la fois

plus large et moins précis que le théoréme 15 ci-dessus :
"« Tout arc simple ayant partout une tangente, sauf au plus sur un
ensemble dénombrable, posséde une paramétrisation dérivable », en

(*) Cet énoncé a été donné, sans démonstration, dans une lettre adressée
a la Société Mathématique de France et communiquée & la séance du

~

21 novembre 1945. .
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ajoutant qu’on pouvait donner une condition suffisante plus large,
mais exprimable moins simplement.

Nous allons ici, en utilisant le théoréme 26 du Chapitre IV sur
les G; de mesure linéaire nulle, démontrer un théoréme qui englobe a
la fois le théoréme 11 et le théoréeme 16, ainsi que le théoréme de
M. Zahorski, et qui donne la caractérisation des arcs, simples ou
paramétrés, susceptibles d’une paramétrisation dérivable.

Nous commencerons par démontrer que tout arc rectifiable est
susceptible d’une paramétrisation dérivable.

DerNiTion 1. — Nous appellerons longueur de ! application continue T,
de lintervalle E(o < t < 1) dans R, la longueur de la courbe paramétrée

définie par cette application. Lorsque cette longueur est finie, U'appli-
cation T est dite rectifiable.

On définirait aisément aussi la longueur d’une application coniinue
d'un espace quelconque E dans R,.

Tueoreme 16. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’'une
application continue T de lintervalle E(o < t < 1) dans R,, soit équiva-
lente & une application dérivable T' a dérivée bornée en module, est que
lapplication T soit rectifiable.

Lorsque T n'est constante sur aucun intervalle de E, on peut toujours
choisir T' telle que lensemble des points de E en lesquels sa dérivée est

nulle soit de mesure linéaire nulle et ait méme fermeture que l’ensemble
des pouwnts non réguliers de T'. '

. DEmoNsTRATION. — 1° La condition est nécessaire. — En effet, une
application T de E dans R,, dérivable et a dérivée bornée en module
par une constante k a évidemment une longueur au plus égale a k.

2° La condition est suffisante. — Supposons d’abord que T ne soit
constante sur aucun intervalle de E. Soit s(¢) la longueur de 'appli-
cation T du segment (o, ¢).

s(t) est une fonction strictement croissante de z. Donc si nous
prenons s(¢) comme paramétre, nous obtenons une application T,
équivalente a T. ¢

L’application T, a partout, des nombres dérivés bornés en module
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par 1. Donc T, est dérivable pour presque tout s; et méme sa dérivee
est égale en module 4 1 pour presque tout s.

Soit A T'ensemble des points du segment [0, s(1)] en lesquels T,
n'est pas dérivable ou n’a pas le module de sa dérivée égal a 1.
L’ensemble A est inclus dans un G; de mesure linéaire nulle ayant
méme fermeture que A. '

Appliquons le théoréme 26 du Chapitre IV. On peut définir sur le
segment oy "1 une fonction continue strictement croissante
$=50(y), 0 5o(0) =0 et 5,(1) =5(1), dérivable et a dérivée partout

finie, telle que I'ensemble des points en lesquels %:o soit un

ensemble de mesure linéaire nulle qui a pour image I'ensemble A du
segment [o, s(1)]. -
Soit T’ I'application définie sur le segment o<y -1, transformée
de T, par la transformation topologique s = 5,(¥).
La formule :
— —
dM __ dM ds
dy — ds’dy

montre que T’ est bien la transformation cherchée, puisque ;i; est

—_>
. . . aM
déterminée et finie pour tout y, et que lorsque —— est nulle ou n’a pas

une valeur ﬁnique, on a
g{ =0
dy =
aM
. I\ y -
Il se peut que I'ensemble des points en lesquels gy = © Dait pas

méme fermeture que ’ensemble I des points non réguliers de T'. Il est
aisé alors, en utilisant le théoréme 11 dans chacun des intervalles
contigus & la fermeture de cet ensemble I, de modifier T’ pour obtenir
une- paramétrisation ‘satisfaisant a-toutes les conditions du théoréme.

Lorsque T est constant sur certains intervalles de E, la fonction s(¢)
n’est pas strictement croissante. On la remplace alogs par ¢+ s(z) et
tous les raisonnements ci-dessus restent valables.

. Dernimion 2. — On dit qu'une application continue T de lintervalle
E(o<t<1)dans R, est partiellement rectifiable sur le sous-ensemble
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parfait P de E lorsqu'il existe un intervalle D de E contenant des points
de P et tel que :

1° l'application T ait sur 1) . P une mesure tinéaire finie;
2% st 8; désigne le diametre de I'image T (a;) dans R, d’un intervalle s;

contigu a 1. P, la somme 2 8; étendue a tous les o; contigus a D . P soit
{
finle.
Lorsque T est paruellement rectifiable sur tout ensemble parfait, on
dit simplement que T est particllement rectifiable.

TarortME 17. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
application continue T de lintervalle E(o <t 1) dans R, soit équi-
valente a une application T déricable est que T soit partiellement
rwu/mble.

Lorsque T n’est constante sur aucun intervalle, on peut toujours choisir
I" telle que I'ensemble des points de E' en lesquels sa dérivée s’annule

soit de mesure linéaire nulle et ait méme fermeture que ensemble des
potnts non réguliers de T'.

DemonsTRATION. — 1° La condition est nécessaire. — En effet, soit T’
une application dérivable de E dans R,. Soit P un sous-ensemble
parfait de E. ~

Il est immédiat (') qu'il existe un intervalle D de E contenant des

points de P et tel que, pour une certaine constante k(o =k < «):
—->

0

< k en lout point de D . P, ce qui entraine que T'(D.P) ait
une mesure linéaire finie;

2° si ab desngne un intervalle quelconque contigu 4 D. P, on ait, en
désignant par m un point quelconque de ab,

T(a)T(m)
T <If. -

Cette condition entraine que 8[T(ab)] < 2k|ab|, en désignant par

(*) Voir, par exemple, le théoréme 6.
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8(A) le diamétre d’un ensemble cartésien A, et par |ab| la longueur
de ab.

Cetle relation entraine évidemment la 2* condition nécessaire pour
que T soit partiellement rectifiable.

2* La condition est suffisante. — Supposons d’abord que T ne soil
constante sur aucun intervalle de E.

Désignons par Q I'ensemble des points de E dont chacun soit situé
sur un intervalle sur lequel T soit équivalente & une application déri-
vable T’ dont la dérivée ne s’annule que sur un ensemble de mesure
nulle (une telle application sera dite normale, pour abréger).

L’ensemble Q est ouvert et I'on montrerait aisément, par un mode
de raisonnement déja utilisé plusieurs fois, que si ¢ désigne une com-
posante connexe quelconque de Q, I'application T est sur g équivalente
a une application dérivable normale a dérivée nulle aux extrémités
de a.

Posons P=(E — Q). Nous voulons montrer que P est vide. Il est
immédiat que P ne peut contenir de point isolé. Nous supposerons
donc P parfait et non vide.

Soit D un intervalle de E contenant des points de P et sur lequel
soient vérifiées, pour P, les deux conditions de la définition 2
ci-dessus.

Soient a, bles extrémités de D, que nous supposerons étre des
points de P. Si m est un point quelconque de D.P d’abscisse ¢, on

désignera par s(¢) la somme
s(e)y=1(¢) +26,,
i A}

ou /() désigne la mesure linéaire de I'application T sur I’ensemble
P.(am), et ou 23,- est la somme, étendue a lous les intervalles a;

contigus a P.(am), des diamétres des images T(a;).

La fonction s(¢) est strictement croissante sur D.P. Donc si nous
prenons s(¢) comme paramétre, nous obtenons une paramétrisation T,
équivalente a T sur (D. P). Celte application a, pour tout s, sesnombres

"dérivés bornés en module par 1; et elle a presque partout une dérivée

de modu]e égal a 1.
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Soit IT I'ensemble des points s, images des points de (D.P). La
transformation T, est définie pour tout s€ll. On va maintenant
définir T, sur tout intervalle contigu aIl. *

Soit («;3;) un tel intervalle et (a;b;) son homologue sur D. Par
construction, la longueur | «;B;| est égale au diamétre de T (a:b:).

Nous savons que T est équivalente sur (a; b§ a une apphcauon déri-
vable normale définie sur l'intervalle («;3;). Il est aisé de montrer
qu’on peut toujours choisir cette application normale T, de telle sorte
que, pour tout point u de (a;3;) on ait '

T(a)T(p) . T(B)T (1)

Supposons cette application T, définie pour tout intervalle (a;:).
Alors T, est définie sur tout le segment minimum A contenant 1I.
Cette application est équivalente a I'application T sur D; d’autre part,
en chacun des points de (A —II) elle est dérivable et en chacun des
points de Il on vérifie aisément que ses nombres dérivés sont en

module au plus égaux a 3; de plus, presque partout sur [l elle a une
dérivée de module égal a 1.

On peut alors appliquer le théoréme 26 du Chapllre IV comme on

I'a fait déja pour la démonstration du théoréme 16 ci-dessus.

L’ensemble A qui interviendra ici sera un G; de mesure linéaire nulle
et inclus dans II. _

Il existe donc une application T’ dérivable et normale, équivalente
a la restriction de T a D. Ceci est en contradiction avec le fait que D
contient des points de P.

Donc T est, sur E tout entier, équivalente 4 une application T’
dérivable et normale.

Pour montrer qu’on peut choisir T’ telle que 'ensemble des points
en lesquels sa dérivée s’annule ait méme fermeture que 'ensemble de
ses points non réguliers, il suffit d’appliquer le procédé indiqué déja
dans la démonstration du théoréme 16.

Lorsque T est constante sur certains intervalles de E, il suffira de

(*) Le nombre 3 n'est pas essentiel. On peut le remplacer par un nombre .

quelconque supérieur a 2. .
3
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remplacer dans la démonstration la fonction s(¢) par ¢+ s(¢). Il va
sans dire qu’alors T est encore équivalente & une application dérivable,
mais qui n’est plus normale.

Remarque 1. — 1l est remarquable que les applications équiva-
lentes 4 une application dérivable puissent étre caractérisées d’une
fagon indépendante de la notion de dérivabilité.

Remarque 2. — Si T esl une application dérivable de Pintervalle
dans R,, et H une projection orthogonale de R, sur une sous-variété
linéaire de R,, I'application T’ produit de T par H est encore
dérivable.

Inversement, il est évident que T est le produit d’une application
positivement d'érivable de E dans R,., par une projection orthogonale
de R,,, sur R,.

23. COMMENTAIRES. A PPLICATIONS A CONTINGENT INCOMPLET. — 1°Noil T une
application dérivable de l'interval® E(o <t < 1) dans R,. L'image
—> g

dans R, de I’ensemble des points de E en lesquels 3‘%‘- =0 a évidem-
ment une mesure linéaire nulle. Donc I'ensemble des points non )
réguliers d’une application dérivable T a dans R, une image de

mesure linéaire nulle.
On pourrait croire qu’inversement si Y est un arc simple de R,, sur

lequel I’ensemble des points non réguliers a une mesure linéaire nulle,
on peut trouver une paramétrisation dérivable de y.

Nous allons voir qu’il n’en est rien, méme si I'on suppose que ensemble 1
des potnts non réguliers de v est un ensemble fermé de mesure nulle situé
sur une drotte.

Soient Ozys trois axes rectangulaires dans R,.
Soit I I'ensemble parfait triadique de Cantor construit sur le seg-

ment (0 — 1) de 'axe z'x.
Soit o, g;, ... la suite des intervalles contigus a I; désignons

par 37" la lotgueur de o;.
Soit u,, u,, ... une suite de nombres positifs tendant vers zéro et
tels quez u=oo.
) i
24

Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947.



180 G. CHOQUET.

Pour tout intervalle g;, désignons par y; un arc simple ouveri recti-
fiable, a tangente continue, de diaméire égal a u,, ayant mémes
extrémilés que g;, et situé dans le demi-plan ouvert limité par z'x et

. —} . .
faisant avec Oy un angle de ¢ radians.
On pose
Y= I+ UT[.
i

Il est immédiat que y est un arc simple et que tout point de (y —1I)
est régulier. Cependant aucun intervalle de y contenant des points
de I ne posséde une paramétrisation dérivable.

En effet, on vérifie aisément que y n’est pas partiellement rectifiable, -
sur |, parce que la 2° condition imposée dans la définition 2 du para-
graphe 22 ci-dessus n’est pas vérifiée.

Une construction analogue pourrait se faire dans le plan, et pour.
tout ensemble parfait I totalement discontinu.

.

2° 1l n’est pas toujours immédiat de vérifier si une application
continue de l'intervalle E dans R, est partiellement rectifiable. Aussi
est-il intéressant d’avoir des conditions suffisantes assez simples. Nous
savons déja, par le théoréme 15, que tout arc doué en tout point
d’une tangente admet une paramétrisation dérivdble; un tel arc est
donc partiellement rectifiable.”

Plus généralement, on pourrait démontrer que :

Treorkme 18. — Toute application continue T de Uintervalle
E(o <t 1) dans R,, dont le contingent en tout pornt laisse
échapper (') une variété linéaire @ (n — 1) dimensions, est une appli-

cation partiellement rectifiable, donc équivalente @ une application
deérivable. '

'3 ) .

24. EQUIVALENCE ENTRE APPLICATIONS PARTIELLEMENT RECTIFIABLES, PONC-
TUELLEMENT RECTIFIABLES, ET DERIVABLES. — DgrinTioN. — Soit T une appli-
cation continue d’un espace métrique E dans un espace métrique E'.

)

(*) Si l'on disait seulement que la partie bilatérale du contingent (voir
Roger [1]) laisse échapper une variété linéaire a (n — 1) dimensions, le théoréme
serait faux. On peut le montrer par un contre-exemple simple.
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St my, m, sont deux points quelconques de E, posons

. MM
k(m,)=1 — ) = ' —1, 2).
(my) 1’;1.3:3?(,”’”22), ou M;=T(m) (t=1, 2)
St k(my) est uniformément borné supérieurement, on dit que T est
reclifiable.
8¢ k(m,) est seulement fini pour tout my, on dit que T est ponctuel-
lement rectifiable.

Takorkme 19. — Toute application partiellement rectifiable T de
Pintervalle E(o <t <1) dans R, est équivalente & une application ponc-
tuellement rectifiable.

Inversement toute application T ponctuellement rectifiable est partiel-
lement rectifiable.

Démonstration. — 1° Toute application T partiellement rectifiable
est, en vertu du théoréme 17, équivalente a une application déri-
vable. Or toute application dérivable est évidemment ponctuellement
rectifiable. La 1™ partie du théoréme en résulte aussitét.

2° Soit T une application ponctuellement rectifiable de E dans R,.
Soit P un sous-ensemble parfait de E. Je dis qu'il existe un inter-
valle D de E contenant des points de P, et une constante A(o <A< )
tels que, si (m, m’) est un couple quelconque de points de E, avec
meD.P et m €D, on ait

, .
%<7\ [M=T(m); M'=T(m')].

Sinon, le procédé utilisé dans la démonstration du théoréme 6 mettrait

en évidence un point 7 de P en lequel k(m) = .

Il 'en résulte que T est rectifiable sur D.P, et que pour tout inter-
valle ¢ de longueur |o| contigu 4 D.P, le diamétre de T(o) est infé-
rieur a 2 Ac. '

Ceci montre bien que T est partiellement rectifiable.

CoRrOLLAIRE. — I/ y a équivalence, au sens de la définition 1 du para-
graphe 17, entre les trois classes d’applications : partiellement recti-
Sfiables, ponctuellement rectifiables, et dérivables.
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25. EXAMEN DES POSSIBILITES D'EXTENSION DES RESULTATS PRECEDENTS. —
Nous avons, dans ce qui précéde, donné une caractérisation compléte
des applications T de I'intervalle E(o < < 1) dans R,, qui sont équi-
valentes, soit a une application positivement dérivable, soit & une
application dérivable; et dans chaque cas, nous avons mis en évidence
une de ces applications qui montrait le mieux possible les caractéres
de régularité de I'application T.

On peut se poser un probléme plus général en remplacant l'inter-
valle E par d’autres ensembles cartésiens.

Par exemple, supposons que E soit un ensemble cartésien dont le
contingent en tout point soit porté par une droite. .

Soit T une application continue de E dans R,. On peut définir
aisément ce qu’on entendra ici par application T dérivable ou positi-
vement dérivable. La question se pose alors de rechercher les condi-
tions pour qu’une application T définie sur E soit équivalente & une
application dérivable, la notion d’équivalence étant ici associée au
groupg des automorphies de E.

Signalons toutefois la différence entre ce cas général et le cas ou E
est un segment. C’est que dans ce dernier cas, le groupe des automor-
phies de E est transitif. Il peut arriver en particulier, dans le cas
général, que certains points de E soient invariants dans toute auto-
morphie de E. '

En fait, ce genre de problémes ne reprend son intérét que lorsque E
est un domaine d’un espace cartésien. C’est ce que nous supposerons
dans ce qui suit, ou nous allons généraliser le probléme de Fréchet
au cas des variétés paramétrées. ;

Les méthodes que nous utiliserons sont une extension des méthodes
utilisées jusqu'ici dans le cas ou E est un intervalle linéaire. Aussi
énoncerons-nous en général les résultats sans démonstration. Nous
insisterons surtout sur les faits nouveaux qui se présentent.

26. VARIETES PARAMETREES. NOTION GENERALE DE REGULARITE ET DE DERIVA-
BILITE. — DEFINITION 4. — Soit T .une application continue d’un domaine E
de Uespace R, dans R,. (On dit que T définit une variété paramétrée
a p dimensions. )

Soit m un point de E, et M =T (m). .
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Nous dirons gue T est réguliére en m s'il existe dans R, une variété
linéaire L, & p-dimensions passant par M et telle que pour tout domaine ¢
de E contenant m, il existe un domaine V de L, homéomorphe a ¢ et
contenant M tel que, < & désigne le diameétre de V et ¢ écart de
Fréchet (*) entre V et T(¢), on ait uniformément

lim (5) =

On peut démontrer, sur I'application T réguliére au point m, un
lemme analogue'au lemme 1 du paragraphe 16; en particulier le
contingent de I'application T en m est,identique 4 l'ensemble des
demi-droites de L, issues de M.

Nous énoncerons maintenant sans démonstration un lemme ana-
logue au lemme 2 du paragraphe 16.

Lewwe. — Lorsque U’application continue T du domaine E de R,
dans R, est réguli¢re en tout point, on peut, pour tout nombre ¢ > o,
attacher a tout ensemble fermé P de E un sous-domaine D de E conte-
nant des pownts de P-et tel que :

1° Uangle d’une corde quelconque joignant un point de T(D.P) d
un point de T(D) avec une variété linéaire fize L, soit < «;

2° il existe un (n — p)-hyperplan H totalement perpendiculaire a L,
tel que tout (n— p)-hyperplan passant par un point de T(D.P) et
paralléle @ H ne rencontre T(D) qu’en ce point;

3° le contingent ordinaire de T(D) soit en chacun des points
de T(D.P) un p-hyperplan faisant avec L, un angle < ¢;

4° Uapplication T soit une homéomorphie entre D.P et T(D.P) et
que pour tout m&€(D — D .P), on ait T(m)eT(D)— T(D.P).

Derinrrion 2. — Deux applications cantinues T,, T, d’un domaine E
de R, dans R, sont dites équivalentes lorsqu’il existe une homémorphie H
de E sur lui-méme telle que, lorsque my,=H(m,), on ait

Ty (my) =Ty(m,).

(1) La définition de ¢, donnée en note dans le paragraphe 16, s’étend immé-
diatement au cas présent.
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Derinvimion 3. — Une application continue T d’un dgmaine E de R,
dans R, est dite dérivable (resp. posmvement dérivable) au point m
de K lorsque T est, en m, tangente & une transformation linéaire de R,
dans R, (vesp. linéaire et non dégénérée).

Si T est dérivable (resp. positicement dérivable) en tout point m de E,
on dit simplement que T est dérivable (resp. positivement dérivable).

Le probléme se pose de rechercher les applications continues T qui
sont équivalentes, soit & une application dérivable, soit 4 une appli-
cation positivement dérivable.

Nous n’étudierons pas ici le probléme de la caractérisation. des
applications dérivables comme nous l'avons fait ci-dessus pour les
applications d’un intervalle de droite. Toutefois les résullats obtenus
dans ce cas particulier indiquent une direction possible de recherche.

En effet, il est immédiat que si T est dérivable sur E, il existe une
portion de E sur laquelle T est une application rectifiable au sens de
Lebesgue ('). La premiére question a résoudre est donc de rechercher
si, inversement, toute application rectifiable au sens de Lebesgue est
équivalente a une application dérivable. Ce résultat est rendu pro-
bable par le fait qu'une application rectifiable est presque partout
dérivable sur E.

Il suffirait pour démontrer ce résultat, de démontrer d’abord un
théoréme généralisant le théoréme 26 du Chapitre IV relatif aux
homéomorphies d’un domaine sur un autre.

Ensuite on pourrait chercher a démontrer quil y a equlvalence
entre la classe des applications ponctuellement rectifiables (?) et celle
des applications dérivables.

Enfin il faudrait introduire une définition convenable des applica-

tions partiellement rectifiables, analogue a la définition 2 du para-
graphe 22.

27. CARACTERISATION DES APPLICATIONS D'UN DOMAINE DE R, EQUIVALENTES
A UNE APPLICATION POSITIVEMENT DERIVABLE. — THEOREME 20. — La condi-

(*) Voir la définition dans le paragraphe 24.

(*) Loc. cit. /
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tion nécessaire et suffisante pour qu'une application continue T d’un
domaine E de R, dans R, soit équivalente a une application positivement
dérivable, est que T sott réguliére en tout point m de E.

Il existe un procédé régulier de recherche de cette application positive-

ment dérivable.

Démonstration. — 1l est immédiat que la condition est nécessaire.
Nous n’entrerons pas dans tous les détails de la démonstration du fait

que la condition est suffisante.
Les idées directrices sont les mémes que celles qui ont conduit au

théoréme 11.

Voici le schéma de la démonstration :

On remarque d’abord que sur tout domaine de E il existe pour
tout € > o un sous-domaine D tel que :

1° T réalise une homéomorphie entre D et T(D);

2° L’opération projection orthogonale de T(D ) sur un p-hyperplan
convenable L, réalise une homéomorphie entre T(D) et sa projection
sur L ;. '

3° La variété linéaire tangente 4 T(D) en chacun de ses points
fasse avec L, un angle inférieur a e.

I1 est alors-évident que T est sur D équivalente a4 une application

positivement dérivable.
On désigne alors par Q I'ensemble ouvert des points de E dont

chacun posséde un voisinage ouvert sur lequel T soit équivalente a
une application positivement dérivable. Le but est de montrer que

E=Q.

Voici les lemmes qui conduisent au résultat.

Pour fixer les idées et simplifier les notations, nous supposerons
quep=2etn=3. '

Leume A (dilatation d’'un domaine) (voir fig. 5). — Sotent Yo, Y1, Y2
trois arcs simples plans d’extrémités communes A et B, n’ayant deux a
deux en commun que A et B, et tels que v, soit intérieur au domatine
find limité par (y,—+ ¥, )-

Nous dirons que (Yos Y1, Ya) SORL trois arcs associés.
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Soit D, (resp. D,) le domaine fini hmzte par (Yo+Y!>
[resp. (Yo+Y2)]-

Fig. 5.

Il existe une homéomorphie H de D, sur D,, positivement dérivable

sur Dy, et qui se réduit @ l'identité au voisinage de tout point
de |yo— (A + B)).

Lewve B (mélange de domaines) (voir fig. 6, 7, 8). —

Y, :
‘ | Y.Ya
F, . F,

Fig. 6. Fig. 5. Fig. 8.

Sotent ¥, et ¥, deux figures planes disposées comme U'indiquent les
figures 6, ;. ¥, (resp. F,) est formée de trois arcs associés (Yo, Y1, Ya)
[resp. (y,, Ya» Ys)] limitant deuzx domaines disjoints D, et D, (resp. D,
et D,

()n suppose donnée une lzomeomorplue 3 entre D, et D, telle que 5(3"
soit positivement dérivable sur D, et telle que

(v =Y, et () =Ya-

Sotent encore Ty, T'y deux arcs disjoints de D,, ayant mémes extré-

mités que Y, et Y, et disposés comme !indique la f; igure 1. Soit A, le
domaine fini limité par (T',+T,).
Posons
®(F,) =T, #(I.)=T,, x(A,) =A,.

Alors il existe une figure plane F, formée de quatre arcs d’extrémités
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vommunes Yy, Yy Yoy Y. disposés comme U'indique la figure 8 et linutant
les domaines disjoints D), D}, D;, telle qu'il existe une homéomorphie H
de D7+ D] sur D,+ D, positivement dérivable en tout point intérieur
de (D] + D)), telle que :

H(vo)-=vo  H(¥P=1. =~ HE)=1n

et une homéomorphie H' de DT + D, sur D+ D, positivement deérivable
en tout point intérieur de D} + D;, telle que

HyD=v, HE)=1v W)=,
' homéomorphie entre A, et A, engendrée par H et H' étant de plus iden-
tique @ &.

Ce lemme B se démontre en utilisant le lemme A (').

Il permet de montrer que si une application T d’un domaine
plan E dans R, est, sur deux sous-domaines D, et D, de E équivalente
a une application positivement dérivable, elle I'est aussi sur la

réunion (D, + D,).

Lesue C. — Soit E un domaine plan, P un sous-ensemble fermé de K.
St une application continue T de E dans R, est, sur tout sous-
domaine D de E tel que D < (E — P), équivalente a une application
positivement dérivable, il existe une automorphie H de E laissant inva-
riant tout point de P, et telle que la transformée de T par H soit positi-
vement dé¢riwable sur (D — P).
Leuni D. — Soit E un domaine plan limité par une circonférence
_et P un ensemble compact intérieur ¢ E (donc situé a une distance posi-

tive de la circonférence de E). B
Soit T une application continue de E dans le plan, telle que pour tout

cou})le (m, m'), ot meP et m' €E, on ait
' T(m)#T(m'),

(1) Remarquons ici I'analogie entre le lemme B et un lemme utilisé par
Caratheodory dans la théorie de la représentation conforme [Voir Conformal
_ representation, par C. CgmrnlononNCambridge Tracts in Mathematics, 1933,

p- 98)]. : :

, 25

Journ. de Math., tome XXVI. - Fasc. 2, 1947.
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alors il existe une partition (') de P en un nombre fint d’ensemble?
Sfermés P; (st P; est connexe, il y a un seul ensemble P,) telle que pour
tout ©; I’ homéomorphie engendrée par T entre P; et T(P;) soit prolon-
geable a tout le plan.

Lrnse E. — Soitx Oy un plande R;. Soit E un domaine du planxQy
limité par une circonférence et P un ensemble compact intérieur a E.’

Soit T une application continue de (E) dans R, telle que pour tout
couple (in, m'), ot m€P et m' €E, on ait

T(m)=m; T(m'})#m.

On suppose que T est réguliére en tout point m de P, que le contingent
ordinaire de T(E) est en tout point m de P confondu avec le plan zOy,
et que toute corde joignant un point m de P a un point queleonque
de T(E) fait avec Oy un angle < & (avec e > o fixe). ‘

Alors st T est sur (E — P) équivalente a une applz’cation positivement
dérivable, i1l existe un sous-ensemble P; de P a la fois ouvert et fermé
dans P, et un voisinage ¥V; de P; tels qu’il existe une automorphie H
de E laissant invariant tout point de P; et pour laquelle la transformée
de T par H soit positicement dérivable sur V;.

28. ETubE DE L’ENSEMBLE DES POINTS CONTRARIANTS D'UNE VARIETE. —
Nous avons démontré dans le théoréme 12 que I'ensemble des points
contrariants d’un arc simple y, dont le contingent en tout point est
linéaire, est un G;, non dense sur y et de mesure linéaire nulle.

Ce résultat ne s’étend pas au cas des variétés a plusieurs dimensions.

Soit V, une variété a p dimensions dont le contingent en tout point
soit une variété linéaire & p dimensions. Nous appellerons encore ici

point contrariant tout point de V,, qui n’est pas régulier dans ’applica-
tion canonique de V, sur lui-méme.

Soit C I'ensemble des points contrariants de V.
Il est encore exact que C est un Go,, non dense sur V,.. Mais il est

(1) Il est essentiel d’introduire cette partition, car il peutarriver que I’homéo-
morphie T entre P et T(P) ne soit pas prolongeable a tout le plan, bien -
qu’étant cependant toujours prolongeable a un certain voisinage de P et T(P).
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inexact que C soit de mesure n-dimensionnelle nulle. Nous allons le
montrer par un contre-exemple.
Soient O zys trois axes rectangulaires dans R, et soit P un sous-

ensemble parfait borné du plan 20 y. Nous supposerons P totalement
discontinu et défini par la formule

P:ns, (i=1,2,...)

ou S; est une réunion de 2" rectangles R; ; égaux et disjoints deux a
deux, tels que chacyn d’eux contienne deux rectangles de S,., stricte-
ment intérieurs i R; ;.

On suppose les S; choisis de telle sorte que P ait une aire > o.

Nous allons construire dans R, une variété V, contenant P, douée
en tout point d’un plan tangent variant continuement sur (V,— P),
et pour laquelle C=P.

Nous astreignons V, a étre comprise entre les deux surfaces S,
et S_ d’équations z =23?(m) et z=—238?(m), ou ¢(m) désigne la
distance du point 7 de Oy & I’ensemble P. )

Pour tout R; ;, désignons par c; ; une circonférence intérieure a R; ;’
et extérieure aux deux rectangles de S;,, contenus dans R; ;.

Soit g; ; une surface d’allure serpentine, homéomorphe a 'intérieur
d’un cercle, limitée parc; ;, située entre S, e} S_, et dont la projection

.

O

&
\ o
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘““\\\\

N

Lj
/////////////////////// o

Fig. 9.

sur 2O y est intérieure a R; ; et extérieure aux deux rectangles de S;,,
contenus dans R; ;. On astreint de plus cette projection a tourner au
moins une fois autour de chacun de ces deux rectangles de S,,,; et
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I'on suppose que g; ; est douée en tout point d’'un plan tangent variant
continuement, et que son raccord avec le plan 2Oy se fait avec conti-
nuité du plan tangent (voir ﬁ;,, 9)-

La variété V, est celle qu'on déduit du plan zOy en remplacant
tout cercle ¢, ; par la surface serpentine g; ; correspondante.

[l est immédiat que V, répond bien 4 la question.

29. AnALvSE pEs MétHODES. THEOREME FONDAMENTAL. — Nous avons
fréquemment, au cours de ce travail, utilis¢ un mode de raisonnement
consistant & montrer que, pour tout ensemble parfait P d’un espace E,
il existait un ensemble ouvert D de E contenant des points de P et tel
que sur D une certaine propriété faisant intervenir 4 la fois les points
de D. P et les points de D soit vérifiée (').

Nous allons mettre en évidence la raison du succés de ces raisonne-
ments par un théoréme topologique trés simple, jouant dans toutes
les questions ou intervient I'ensemble des valeurs limites d’une suite
de fonctions continues, le méme réle que le théoréme de Baire pour
les suites convergentes de fonctions continues.

Notre théoréeme fait appel, non plus a la notion de fonction ponctuel-
lement discontinue, mais a celle de fonction ponctuellement semi-
continue.

, Dans le cas particulier ou les éléments étudiés sont les contingents
d'un ensemble cartésien, une partie de ce théoréme peut s’énoncer
ainsi :

Sur tout ensemble parfait, il existe un point en lequel le contingent -
posséde la semi-continuité supérieuve d’inclusion; et méme il existe un
point en lequel le paratingent est continu et identique au contingent.

Nous allons maintenant énoncer ce résultat sous une forme a la
fois plus générale et plus précise.

Pour ne pas compliquer I’énoncé des résultats nous supposerons,
bien que ce ne soit pas partout nécessaire, que tous les espaces topo-
logiques envisagés sont métrisables.

(1) Clest un raisonnement de cette nature qui a permis 2 M. Denjoy de reahser
la totalisation de toute fonction dérivée.
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Dermitions. — Sotent U un espace métrique et deuz ensembles E.c U,
Pc U, l’ensemble E étant quelconque, I'ensemble P étant complet.

Sout d’autre part A un espace compact.

Sott ¢ une fonction faisant correspondre a tout couple ordonné (')
(m, m') de points distincts de U tels que m&P et m'€E, un point
3(m, m') de A variant continuement avec m pour tout m' fixe.

1° Pour tout point m& P et pour tout voisinage V de m dans U, dési-
gnons par Cy(V) la fermeture de | ’ensemble des points 2(m, m') de A,
onm'€V.E.

Puis posons Cg(m) = n Ce(Q), cette intersection étant étendue a tous
les voisinages V de m. .

L’ensemble Cy(m) est un sous-ensemble fermé de A. Il apparait comme
un contingent associé a la fonction 3.

Nous dirons que Ci(m) est le contingent de E en m associé a la fonc-

tion 8.
2° Pour tout point m& P et pour tout voisinage ¥V de m dans U, dési-

gnons par %, (V) la fermeture de I'ensemble des points 2(m',, m") de A,
oum €V.Peem'e?. E.
Puis posons Zgp(m) = n Zeo(V), cette intersection étant étendue a
tous les voisinages <V de m.
L’ensemble %zp(m) est un sous-ensemble fermé de A. On a évidem-
ment Cy(m)C Zp(m) (*); d’autre pare il est immédiat que 2,,(m)
Jouit de la semi-continuité supérieure d’inclusion.

(*) On se souviendra mieux du sens de ces notations en remarquant que U est
I’Univers contenant les étres étudiés, que E est I'Ensemble a étudier, que P est
surtout intéressant lorsqu’il est Parfait ; enfin les notations 2, & rappellent que A
peut étre, dans I’étude des contingents et paratingents des ensembles cartésiens,
I'espace des directions d de droites ou demi-droites de R,.

Il pourra se faire qu'incidemment, ou pour certaines fonctions ¢, on ait

o(m, m'y=28(m’, m).

C'est ce qui se produit lorsque 3 est une direction de droite, U étant un espace

cartésien. ‘
(*) On peut remarquer que l'on pourrait déduire la définition du contin-

gent Cgz(m) de celHe du paratingent Zgp(m) en prenant pour P I’ensemble-
formé du seul élément m. .
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Nous dirons que Zgp(m) est le paratingent de E en m relatif a
U’ensemble P, et assocté a la fonction ¢.

Dans ces définitions, Cg(m) et €¢,(m) ne sont définis que pour
me€&VP. Dans I'énoncé du théoréme, c’est toujours aussi ce que nous
supposerons.

Nous énoncerons sans démonstration le théoréme suivant :

Tucortme 21 (roNDAMENTAL). — Les notations étant celles adoptées
dans les définitions ci-dessus, il existe toujours sur toute portion de P
un point m, en lequel Cg(m) posséde la semi-continuité supérieure
d’inclusion.

Plus précisément, I'ensemble des points m de P, en lesquels Zgp(m)

est continu et identique a Cy(m), est un G; partout dense sur P, donc
un residuel de P (*). '

On peut donner de ce théoréme diverses extensions qui, dans cer-
lains cas, peuvent étre utiles.

1° Les points m’' de (E — P) ne jouent qu'un réle passif de para-
métres. Autour de chacun de ces points m’, la topologie de E peut
étre arbitraire. Seule importe la topologie de P et celle liant P-a E.
Pour définir ce lien topologique entre P et E, il suffit par exemple de
se donner pour tout couple de points distincts (m, m'), ou meP et
m' € E un nombre positif ¢(m, m') assujetti seulement & varier conti-
nuement en fonction de m. On dira alors que m’' > m lorsque

g(m, m’)—>o.

Sous ces faibles hypothéses, le théoréme reste encore valable.

2° La fonction ¢, au lieu d’étre définie pour des couples (m, m')
peut étre définie pour des ensembles ordonnés de (n + 1) points dis-

-

(*) Il ne faut ,cependant pas croire qu'inversement en tout point de conti-
nuité m, de Tgp(m), on ait

Tep(my) = Ce(m,).
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tincts (')
m, mY, m? mn ou meP et meE (i=1,12,...,n),

la fonction & étant toujours supposée continue par rapport a .

On obtient alors un théoréme applicable dans les questions de
courbure, d’osculation, etc.

3° On peut considérer P et E comme des ensembles paramétrés (*)
autrement dit, soient U’ un espace auxiliaire, et deux ensembles E'cU
et P’cU’, I'ensemble P’ étant complet.

Soit T une application de U’ dans U, continue en tout point de 1"
et telle que si p€E/, on ait T(y)€E, et si p€’, on ait T(p)el.

On peut définir alors en tout point de P’ le contingent de I'applica-
tion T associ¢ & la fonction &; on peut définir de méme le paratingent
relatif a P/, etc.

4° Enfin on peut supposer, dans l'esprit du théoréme 3, que la
fonction &(m, m m') n’est plus forcément continue par rapport a m,
mais seulement que son oscillation, en tout point m, tend vers zéro
lorsque m' — m.

Remarque. — On peut montrer aisément que toute suite décrois-
sante (resp. croissante) d’applications f; ponctuellement discontinues
sur tout ensemble parfait (*), d’un espace complet P dans I'espace 2*
des sous-ensembles fermés d’un espace complet A, a pour limite une
application ponctuellement semi-continue supérieurement (resp.
inférieurement) sur tout ensemble parfait.

Il serait intéressant de chercher si la réciproque est exacté.

30. APPLICATIONS DU THEOREME FONDAMENTAL. — Le théoréme 21
devrait, dans une exposition synthétique, étre placé en téte de ce tra-
vail. Il contient en effet plusieurs de nos théorémes antérieurs.

(1) Il semble méme possible d’introduire des fonctions J définies, non plus
pour des ensembles finis de points, mais pour des ensembles infinis satisfaisant
4 certaines conditions/

(?) Clest ce que nous avons fait dans 1'étude des ensembles cartésiens.

(®) En particulier, d’aprés le théoréme & du _paragraphe 5, le contingent
d'un ensemble cartésien est la limite d’une suite décroissante d’applications
semi-continues inférieurement. ' .
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Nous allons indiquer ici diverses applications de ce théoréme en
nous limitant aux applications géométriques.

1° Supposons que E soit le segment (0o—1), A le segment
(—o, +=), et 3(x, ') le rapport f('t;?,:x(x), ou f(x) est une

fonction a valeurs réelles, définie et continue sur E.

Si P est alors un sous-ensemble fermé de E, on déduit du théo-
reme 21 les propriétés qui ont permis & M. Denjoy de totaliser toute
fonction dérivée et tout nombre dérivé.

Plus généralement, notons ici qu’on peut déduire du théoréme 21
trois remarguables théorémes topologiques de M. Denjoy (!).

Montrons-le pour le premier de ces théorémes, en priant le lecteur
de bien vouloir se reporter au texte de M. Denjoy pour les notations :

Dans I'énoncé de M. Denjoy interviennent un ensemble parfait que
nous noterons P, et un ensemble ¢ admettant un point d’accumula-
tion T, étranger & e.

Soient alors

Uz:P,x (e+T,); E=Pyxe; P=P;xT, (%)

On a bien ainsi ECU, PcU et P est complet.

Notre fonction ¢ se déduit de la fonction f(X, T) a valeurs réelles
de M. Denjoy en posant

a(m, m'y=f(X,T) lorsque m=XxT, et meP,xT.

Le théoréme de M. Denjoy résulte alors immédiatement du fait
que I'ensemble C(m) des valeurs limites de 8(m, m') lorsque m' -~ m
est, sur tout un résiduel de P, identique & %, (m).

2° Le théoréme 21 donne une démonstration rapide du théoréme 5,

du début du théoréme 6, du théoréme 19, et du 1** lemme du para-
graphe 26. '

Prenons par exemple le théoréme 5 :

Soit E un ensemble cartésien dont le contingent en tout point m

D
1

Voir Densorx [11], p. 175, 199 et 208.

(")
() La notation A x B désigne le produit des espaces A et B.
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d’un ensemble parfait I’ est situé sur un n-hyperplan L(/)et contient
n rayons de coefficient d’indépendance linéaire > », > o.

En tout point /2, de P en lequel le contingent C,(m) est semi-
continu supérieurement, L(m) est évidemment continu. -

Donc L(m) est bien ponctuellement discontinu.

3° Une conséquence immédiate du théqréme 21 est la suivante :

51 E est un ensemble fermé cartésien, en tous les points d’un rési-
duel de I, le paratingent ordinaire de I est continu et identique au
conlingent ordinaire.

4° Nous allons montrer comment on peut retrouver, en les préci-
sant, certains résultats de M. Roger [ ).
Soit E un ensemble fermé du plan R,.

Defmvimion. — Nous dirons qu’un sous-ensemble A de 1. est situé au
bord de E si A est situé sur un arc ouvert de Lipschits tel que E soit. au
voisinage de v, tout entier d’un seul coté de 5. -

Soit alors P un sous-ensemble fermé de k.

Supposons que le contingent C,(m) en tout point de P soit incom-
plet. Soit m, un point de I en lequel Zgp(m,)= Cy(m,).

Le paratingent de I’ en /, étant inclus dans <¥;..(n, ) est incomplet;
donc, au voisinage de ,, I’ est situé sur un arc de Lipschitz (' ).

D’autre part, comme 4, ,(7,) est aussi incomplet (?), il est immé-
diat que P, au voisinage de m,, est situ¢ au bord de E (*).

Le procédé classique d’itération transfinie'permettrait de montrer

!

(1) Voir BouLiganp [1], p. 76.
(*) Zgp(m) n'est pas’en général idenlique a sa partie bilatérale; mais il le

devient lorsque E=P; de méme Cg(m) est identique a sa partie bilatérale en
_tbut point de semi-continuité supérieure sur E. Ceci subsiste pour les contin-
gents et paraungents abstraits lorsqu’on peut donner a la bllaternhte un sens
precns, ce qui n’est pas toujours le cas.

(?) Ceci améne a penser que, sauf sur un énsemble de mesure linéaire nulle,
le contingent de E en tout point de P admet une direction de translation. Pour’
I'exploitation systématique de cette idée, voir Choquet et Pauc (Bull. Sc. math.,
1945, Etude des propriétés tangentielles des ensembles euclidiens i partir de-
la notion d’invariarce par translatfon).

~
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a partir de la que P esl une réunion dénombrable d’ensembles fermés
dont chacun est situé au bord de E. :

in particulier, si I'ensemble I des points de E en lesquels E a un
contingent incomplet est fermé ou est un F,, on retrouve sous une
forme plus precise le résultat de Roger sur la localisation de I. Mais
il faut bien remarquer qu'¢n général I n'est pas fermé, el il peut
arriver qu'aucune portion ouverte de I ne soit située au bord de E il
peut méme arriver qu'on ne puisse pas faire une partition dénom-
brable de I cn ensembles dont chacun soit situé au bord de E. Cela
arrivera toutes les fois que [ (qui est un Gs,) ne sera pas un Fj.

On trouverait des résultats tout a fait analogues en prenant E dans
un espace R, quelconque, et en supposant qu'en tout point m d’un
sous-ensemble ferm¢ P de E, la partie bilatérale de Cy(m) laisse
échapper une variété linéaire a p dimensions, ou bien jouit de pro-
priétés convenables de raréfaction, relatives par exemple & sa connexité.

CHAPITRE IV. - .

Etvos TOPOLOGIQUE ET METRIQUE DES FONCTIONS
DERIVEES DANS LE DOMAINE REEL.

31. PROPRIETES TOPOLOGIQUES DES FONCTIONS DERIVEES ET DES FONCTIONS
DE 17 cLAssE. — Soit F(r) une fonction continue définie sur le seg-
ment (0 —1), et douée en tout point d’une dérivée g(x), finie ou
infime. 3

On sait que g(.r) est une fonction de 1™ classe et qu’elle posséde la
propriété de Darboux. - :

Mais inversement toute fonction de 1™ classe possédant la propriété
- de Darboux n’est pas une fonction dérivée. On le voit immédiatement
sur des exemples simples. Cela tient  ce que la propriété de Darboux -
et la classe sont des invariants dans toute transformation topologique
de la forme X =X(z), Y =Y(y), ou X(z) et Y(y) sont des fonc-
tions continues strictement croissantes, alors que la propriété d’étre
une fonction dérivée n’est pas invariante par de telles transformations.

On est alors amené a se poser la question suivante :
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Est-ce que toute fonction de 1™ classe y = g(z) définie sur e seg-
ment (0 — 1), & valeurs finies (*), et possédant la propriété de Darboux
est topologiquement équivalente & une fonction dérivée ?

Autrement dit, est-ce qu'il existe des fonctions continues stricte-
ment croissantes X (x), Y(y) telles que’la fonction Y = G(X) trans-
formée de y = g(x) par la transformation

X=\(z), Y=Y(y)

soit une fonction dérivée.

Le théoréme suivant conduit, ainsi que son corollaire, a prévoir la
validité d’une telle caractérisation topologique des fonctions dérivées,
et nous montrerons que cette caractérisation est valable pour les
fonctions semi-continues.

TuiorkMe 22. — Soit g(x) une fonction de s classe définie sur le
segment (0 — 1) et prenant ses valeurs sur le segment (—x, + )
(bornes comprises ).

La condition nécessaire et suffisante pour que la courbe y — g(x)
[en.semble des points [z, g(x)], ot 0 L2 L 1] soit un ensemble connexe

est que g(x) posséde la propriété de Darboux (*).

Démonstration. — Pour pouvoir dire que g(x) peut prendre des
valeurs infinies, on est amené & compléter chaque droite z = const.
par deux points a l'infini. Une homéomorphie convenable de la
forme Y = Y(y) raméne alors immédiatement au cas ou g(.r) est
borné en module. Pour fixer les idées, nous supposerons qu’on s’est
ramené a ce cas.

Désignons par E la courbe représentative de y = g(x).

La condition est nécessaire. — Supposons E connexe. Soient z,, z,

e

(1) On peut aussi admettre que g(z) prend des valears infinies sur un certain
ensemble, en faisant sur cet ensemble des hypothéses convenables. Par exemple
que son complémentaire a la puissance du continu sur tout intervalle.

(%) On obtient une propriété analogue, dans R;, en étudiant les plans tangents
_a une surface. Si une surface de R, posséde en tout point un plan tangent, son
image sphérique est un ensemble connexe,’de méme que ’ensemble des éléments-

de contact (plans pointés) de cette surface.

.
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deux points du segment (0 —1) tels que g(x,) < g(xy), et A un
nombre tel que g(.r,) < A < g(r,).

Désignons par (.z,, x,) 'ensemble des points du plan d’ abscxsse x
telle oy Z & Z ). L'ensemble E(z,, x,) est connexe.

Soit ¢, (resp. ¢,) I'ensemble des points de E(x,, .,) d'ordonnée
» < h(resp. ¥ > 1). Les ensembles e, et ¢, sont disjoints et non vides
et sont ouverts dans K(.r,, &,); la connexité de E(.r,, x.) enlraine
donc P'existence d’un point de I( z,, ,) sur la droite y = A.

Ceci montre que g(.r) posséde la propriété de Darboux.

l.a condition est suffisante. — Supposons que g(x) soit de 1™ classe
¢t posséde la propriété de Darboux. N

Si E n’est pas connexe, il existe une partition de E en deux ensembles
non vides E,, E, ouverts dans E. On a donc

e _
E .E..E=0; - E,+E,—=E.

Soient ¢, et ¢, les projections de I, et E, sur 2’ x.

Si r, est un point de continuité de g(z), il existe évidemment tout
un voisinage ouvert de , qui fait partie, soit de e,, soit de e,. Donc
si ¢, (resp. é,) desxgne Pintérieur de e, (resp. e,), I’ensemble
ouverl (é,—+ &,) est partout dense sur (0, 1). Son complémentaire I
sur (o — 1) est un ensemble fermé non dense. .

Tout intervalle o contigu a I fait en entier partie, soit 'de e, soit-
de e,, et comme g(z) posséde la propriété de. Darboux, chaque
extrémité de o fait partie du méme ¢; que a.

Donc I ne peut contenir de point isolé; il est donc parfait ou vide.

Si I n’est pas vide, il existe sur I des points de continuité relative
de g(x); si z, est un tel poiat, il existe un voisinage ouvert connexe
V(x,) de x, sur I dont tous les points font partie d’un seul.e;. Il en
est alors de méme de tout intervalle conugu a I et ayant ses extré-
mités sur V(z, ). Autrement dit il existe un voisinage de x, sur (o — 1)
qui appartient en entier, soit a e,, soit'a ¢,. '

Ceci est en contradiction avec le fait que x, est un pomt de L.
Donc I est vide. '

Autrement dit, 'un des ensembles ey, e, est vide, contrau‘ement é

I'hypothése. :
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CoROLLAIRE. — Sy = g(x) est une fonction de 1™ classe possédant
la propriéié de Darbouz et définie sur le segment (o —1), pour toute
Jonction c(x) continue, la fonction 5 = g(x)+ c(x) posséde ausst la
propriété de Darbouzx.

Remarque 1. — 1l est essentiel pour la validité du théoréme 22
que g(x) soit de 1™ classe; en effet il existe des fonctions y = g(.r)
qui ne sont pas de 1™ classe, qui possédent la propnéle de Darboux
et dont cependant la courbe représentative n’cst pas un ensemble
connexe.

D’autre part si g(x) est de 1™ classe, ses points de conlinuité sont
partout denses sur (o — 1); mais par contre l’image de ces points sur
la courbe.E peut étre non dense sur E, méme si g(x) est une fonction
dérivée.

Remarque 2. — Le théoréme 22 s’applique en particulier aux fonc-
tions g(x) qui sont des fonctions dérivées. Ce théoréme souligne
donc une espéce de continuité que posséde toute fonction dérivée.

Il est bon toutefois de noter que celte continuité n’est valable que
dans le plan. On construit en effet aisément dans ’espace une courbe y

: y=yl@),  s=s(a),

ol y'(z) et 5'(x) existent pour lout z, el telle que 'image sphérique
des demi-tangentes orientées a y soit un ensemble fermé discontinu (*).

52. Cas PARTICULIER DES FONCTIONS SEMI-CONTINUES. — Pour fixer les
idées, nous supposerons ,qu’il s’agit de semi-continuité inférieure.
Soit y = g(«) une- fonetion semi-continue inférieurement. Nous
allons metire sous une forme commode la condition pour que g(x)
posséde la propriété de Darboux.

Dermtion. — St E, et E, sont deux sous-ensembles fermés du seg-

ment (0 — 1), nous dirons que E, est parfaitement non dense sur E, et
nous noterons E,-<E,, si tout point de E, est un point de 2* espéce du

( ) M. Zahorslu |I].a méme énoncé que l'image sphérique de ces deml-
tangentes pouvalt avoir une fermelure totalement discontinue. Dapres
M. Aronszjan, M. Besicovitch en aurait aussi construit un exemple.
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noyau parfait de E,. [Si éventuellement le point o ou 1 fait partiede E,,
ce point devra étre un point du noyau parfait de E,].

\

Il est évident que si E,-<E,, on a aussi

E,cE,.

Turoriue 23. — Soit g(x) une fonction semi-continue inférieurement
définie sur le segment (0 — 1). Pour tout nombre X, soit E, l’ensemble
fermé des points x tels que g(x) < \.

Les trots pmprletes sutvantes sont equt’valentes N

1° g(x) posséde la propriété de Darboux : .
2° Pour tout couple de nombres \,, A, tels que 1., < 1y, 0n a

E, -<E;
3° Pour tout x on a

g(r)=liminf g(z.) =liminf g(z_).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que (1) >.(2); (2) >(3);
(3)-» (1)

1. (1) —~(2). — Sinon il existerait un couple A,, A, (avec A, < As)
et un point x, de E; qui serait extrémité d’un intervalle (z,, x,) sur-
lequel E, serait au plus dénombrable.

On a g(a,) =1, et I'on peut choisir x, tel que g(z,) > A,.

D’aprés (1), pour tout nombre A compris entre A, et A,, il existe
sur (.r,xr,) un point .r en lequel g(r)=2A. Or un tel point x fait

parlie de E, puisque 2 >%,; comme E, est'dénombrable sur (z,z,),
" ceci est en contradiction avec le fait que les valeurs ) forment un
ensemble non dénombrable.

b. (2) ~(3). — En effet, la propriété (2) entraine que pour toutx,
il y ait de chaque cété de , des points x arbitrairement voisins de x,
et tels que g(.r) différe arbitrairement peu de g(x,). -

c. (3) ~(1). — Soient x,, x, deux points tels que g(x,)=12,,
Z('y) = A4, avec A < A,. Soit A un nombre tel que A, < A <A,.

L'ensemble (z,x.).E, ne contient pas x,. Soit alors z, le point
de (xr,x,).E; qui est extrémité de l'intervalle contigu a E, conte-
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nant z,. L’exlstence de ce point z, résulte du fait que .z, fait partie
de E)

Je dis que g(z,) =X, sinon on aurait g(x,) < X el alors a, serait,
-en vertu de la propriété (3), point d’accumulation a droite et &
gauche pour E,, contrairement a I’hypothése que x, est extrémité
d’un intervalle contigu a I,

On a donc bien,montré que g(zx) posséde la propneté de Darboux.-

33. CARACTERISATION METRIQUE DES FONCTIONS DERIVEES SEMI-CONTINUES. —
Soit y = g(x) une fonction dérivée définie sur le segment (0 —1) et
semi-continue. Pour fixer les idées, nous supposerons g(.r) semi-

continue inférieurement. .

 DerNTION. — S0 E, et E, sont deyx sous-ensembles fermés du seg-
ment (0 3-1), nous dirons que E, est métriquement non dense sur E, et
nous noterons E,-< st tout pointde E, est un point d’épaisseur 1 pourE,.
(8¢ éventuellement le point o ou 1 fait partie de E,, ce point devra étre
un point d’épaisseur unilatérale 1 pourE,.)

Remarquons que si E,-<E,, on aaussi E,-< k,, donc aussi E, CE,.

TakoriMe 24. — Sout g(x) une fonction, a valeurs finies ou infinies,
semi-continue inférieurement et définie sur le segment (o — 1). Pour tout
nombre A, soit E, ’ensemble fermé des points x tels que g(x) < ).

Considérons les deux propriétés suivantes : .

° g(x) est une fonction dérivée; -
2° Pour tout couple de nombres \,, A, tels que h, < },,0naE, -<E,.

Alors‘(l) entraine (2). Et s1 g(x) est sommable et bornée supérieure-
ment, (2) entraine (1).

Démonstration. — a. (1) > (2). — Soit en effet F(z) une primitive
de g(z); soit A, un nombre fini et soit z, un nombre quelconque
de (0 —1) tel que g(x,) =A,. .

Pour tout nombre AX > o, je dis que E(MA,, a en z, I'épaisseur 1.
Sinon il existerait un nombre fixe 8 <1 tel que je pulsse trouver, 4
droite de x, par exemple, des points z arbitrairement voisins de z, et
‘pour lesquels E,_, 4, ait sur (z,z) une épaisseur moyenne < 6. On
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aurait alors
F F(x,
%—‘-’—) S 00— ) - (1 — 8) (hy - ALY,
¢ étant un nombre > o qui tend vers z‘éro avec (x — ).
Lorsque x -»> a,, oq obliendrait

. Roms Ok (1 — 0) (Ao+ AX) . ou 03 (1—0) AR,

Cette inégalité est impossible puisque 8 < 1.
-Donc pour tout couple de nombres finis 2,, A, tels que A< Ay
on a E, -<<E, . La propriété générale en résulte aisément.

b. Supposons g(x) bornée supeneurement par une constante K et
sommable.

Soit F(x) I'intégrale indéfinie de g(x), et soit z, un point quel-
conque de (o —1). Posons g(x,)=12,, et soit A, un nombre > A,.

Pour tout point 'z i droite de z, (par exemple), désignons par 6(x)
la densité moyenne de E, sur (z,z). Ona .
' F(z) = F(2) |

L — Tn

0(r)[M]+[1—0(2)]. [k — Dt > > 0(2)[%; [I—O(x)] [Ad]

olt Ay > A, et O(x) — 1 lorsque z — z,. }
Lorsque T —x T, l’mégahte limite montre que tout nombre dérivé
de F(x) est compris entre X, et A,. Comme le nombre A, est un
nombre arburau'e > Ao, ON a bien = | - -
F'(x,)= 2= g(2).

Remarque. — Il est essentiel de supposer dans la deuxiéme partie
du théoréme que g(z) est bornée supérieurement. Soit, en effet,.
g(x) la fonction partout continue sauf pour z = o, et ainsi définie-

&(x)#o pour ;l <.1:< +Z;7‘ (n=1,2,...), N
g(z)=o ponr.toute autre valeur de =.

On suppose g(x) linéaire sur lout segment -

U EGE) emea
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La fonction g(x) sera donc entiérement définie par la donnée de

l
ses valeurs g < ) > 0 aux points = -

Cette fonction g(z)‘est semi- contmue mfeneuremenl et posséde la
propriété (2) du theoreme ci-dessus. Et cependant on peut aisément

choisir la croissance de g( - ) en fonction de n de telle sorte que g(.r)

soit sommable et que son mtégrale indéfinie I'(.r) n’admette pas de
dérivée pour'z =o.

COROLLA}RE. — Soit g(x) une fonction semi-continue infeérieurement
et prenant des valeurs finies ou infintes.

St g(x) est une fonction dérwée ou plus généralement une fonction
possédant la propriété 2 du théoréme 24, et si L= v(y) est une fonction
continue & vartation bornée définie sur le segment — o 2Ly ~Z+ =,
la fonctz'on Z =[ g(x)] est une fonction deériyée.

Démonstration. — Posons ¢(y)=1+,(y)—¢s(y), oit v, et v, sont
deux fonctions continues born¢es et non-décroissantes.

Chacune des fonctions ¢;[g(x)] (i=1, 2) est bornée et posséde
évidemment la propriété (2) du théoréme 24, donc aussi la
propriété (1). La somme de ces deux’ fonctions est donc encore une
fonction dérivée.

Remarquons que ce résullat ne peut s’élendre i des fonctions
dérivées non semi-continues, et c’est la une des raisons qui rendent
difficile 1'étude des ‘fonctions dérivées non semi-continues. Ces,
fonctions s’avérent trés sensibles & toule transformation de la
forme Y =7Y(y). On pourrait méme montrer que si C(y) est une
fonction continue non décroissante, telle que pour toute fonction
dérivée g(x) bornée en module, la fonction C| g(z)] soit encore une

fonction dérivée, C(y) est forcément une fonction linéaire de y.

34. CARACTERISATION TOPOLOGIQUE DES FONCTIONS DERIVEES SEMI-CONTINUES.
— T2analogie entre les relations E,~<_E, et E,-~< E, utilisées ci-dessus
‘dans I'étude des fonctions semi-continues qui jouissent de l§ propriété
de Darboux ou qui sont dés fonctions dérivées, améne & rechercher si
ces deux classes de fonctions sont équivalentes topologiquement.
* Soit y = g(«) une fonction semi-continue inférieurement définie
Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1g47. 27
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sur (0 — 1) et bornée supérieurement. Si g(x) n’est pas une fonction
dérivée, le corollaire du théoréme 24 montre que si une transformation
topologique de la forme X = X(2), Y = Y(yy peut la transformer en
une fonction deérivée, il en sera de méme de la transformation
X = X(&r); Y=y. C'est donc des seules transformations’ topolo-
giques de la forme X = X(r), Y = » que nous pouvons espérer une
aide.
°

TucontMe 25. — i° Toute fonction g(x) définie sur’(o-1) quu est
semi-continue inférieurement, posséde la propriété de Darboux et est
bornée en module, est topologiquement équivalente a une fonction
dericée. Plus précisément, il existe une transformation topologique
X = X (&) du segment (0 —1) en lui-méme, telle que la fonction g{X(z)]
soit une fonction dérivie.

a2° Celle caraciérisation reste valable lorsque g(x) n’est plus bornée
en module et peut méme prendre des valeurs infinies, mais satisfait a la
condition suicante, évidemment nécessaire : L'ensemble des points en
lesquels g(x) est finie est partout dense sur (o —1). La fonction g(x)
est alors, plus precisément, équivalente & une fonction dcricée sommable
ayant une primitive absolument continue.

Demonstration. — 1° g(r) est bornée en module. — Désignons
par ¢, I'ensemble fermé des points z tels que g(x)<_A, et par E le
transformé de e, par la transformation topologique T de (o —1) sur
lui-méme définie par la fonction continue croissante X = X(z).

En vertu des théorémes 23 et 24, le théoréme 25 sera démontré si
on montre I'existence d’une transformation T telle que

e < e entraine . E)-<E,,.

La marche de la démonstration sera la suivante : On va choisir une
suite dénombrable (A,, A,, ...) de valeurs de A partout dense sur
I'ensemble des valeurs de g(x) et telle que les e, soient particulié-
rement sipples.

A chaque A; on fera correspondre une opération consistant &
déterminer T sur un ensemble fini contenant 2" points. Gréce a un
procédé alterné on fera en sorte que I’ensemble limite de cet ensemble
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fini soit, ainsi que son image par T, partout dense sur (0o —1). T sera
alors définie partout par continuité.

L’ensemble des valeurs prises par g(x) est un ensemble linéaire
connexe. Nous supposerons que les extrémités de cet ensemble sont
les points o et 1. La valeur o est siirement une valeur prise par £(x);
la valeur 1 peut étre prise ou non.

Nous désignerons par (a,a,) le segment (o — l) de I'axe des .r et
par (A, A,) le segment (o — 1) de 'axe des X.

Choix des A;. — Pour tout A tel que 0 ZA <1, e, est un sous-
ensemble fermé de (a,a,); si e, admet un point isolé, en un tel
point g(x) admet un minimum local strict. Or il est bien connu
qu’'une fonction de x ne peut admettre au plus qu’une infinité
dénombrable de minima locaux stri¢ts. Donc, sauf au plus pour une
infinité dénombrable de valeurs de 7, e, est toujours parfait.

Soit (A4, A,, . ..) une suite de valeurs de 7., avec o < 7,<1, telle
que I'ensemble de ces %, soit partout dense sur le segment (o —1), et
telle que pour tout 1, ¢, soit parfait.

Nous allons maintenant énoncer une suite de lemmes que nous ne
démontrerons pas, soit parce que leur démonstration est simple et
indépendante des autres lemmes, soit parce que leur démonstration
résulte simplement des lemmes précédents.

DermvitioN. — Soit P un sous-ensemble parfait du segment A A,.
Nous dirons qu’un point M de A A, est valable pour P si : ou bien M
n’appartient pas @ P ou bien est un point intérieur @ A A, et de
1™ espéce pour P, ou bien appartient a P et est d’épaisseur 1 pour P
(épaisseur unilatérale st M ester A, et A)).

LemMes. — a. Sotent (e,, e.) et (E,, E,) deux couples de sous-
ensembles parfaits non denses des segments respectifs (a,a,) et
(A,A)) tels que ¢, et e, (resp. E, et E,) contiennent tous deux les
points a, et a, (resp. A, et A,) et tels que e,-< e, et E,-<E,.

. 1l existe une homéomorphie H de (a,a,) sur (A, A,) telle que
H(ey) =E, et H(e,) =E,.

b. Soient (eo, e, e.) et (Eo,'Eé, E,) deux triples de sous-ensembles
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parfaits non denses des segments respectifs (a,a,) et (A,A,) tels
que e,, e, et e, (resp E,, E et E, )contzennent tous trots les points a,

et a, (rmp A, et A)) et tels que

e-<e-<e et Em-< B -<FE,.
k] 3
]
1l existe une homeéomorphie H de (a,a,) sur (A, A)) telle que \
1

N . 1
H(e,))=F,; (pour {i=o, 5’ l>.
c. Soit K, un sous-ensemble parfait du segment A A,, de mesure
linéaire 1, > o. Sout u., un nombre tel que

\
\

o0 f.;_/-,l"'0< [

Il existe un sous-ensemble parfait E, de E,, de mesure linéawe y.,,
ne cofitenant ni A, ni A, et tel que

Eo=<E,. -
St de plus E, admet les points A, et A, comme points d’épaisseur
unilatérale 1, on peut imposer a E, de contenir A, et A,.
® <

d. Sotent E,, E, deux sous-ensembles parfaits du segment A A,

tels que .
F«l-< I‘:l .

Il existe un sous-ensemble parfait E, du segment A A,, épais en soi,
et tel que )

E,-< E_, -<k,.

La construction de E, peut se faire par exemple ainsi : Soit ¢ un

intervalle contigu 4 E,. L'’ensemble E,.c n’est pas vide et admet les
extrémités de o pour points d’épaisseur ‘unilatérale 1. On prend
pour E .c un ensemble parfait, épais en soi, admettant les extrémités

~

dec pour points de densité unilatérale 1, et tel que

) E,.o<E .0 et H[E§'0J>[l—l(o)] F[Ei"]:. ,
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en -désignant par p.(A) la mesure d’'un ensemble A, et par /(7)
la longueur de o.

e. Soient e,, ¢, deux sous-ensembles parfaits non denses de (a,a,)
tels que e,~< ey, et H une homéomorphie de (a,a,) sur (A, A,) telle
que, st l'on pose E,=H(e,), E,=H(e,), on ait

]‘:0'< El’
3, étant de plus épais en sod,

Sotent d’autres part(m,, my, ..., m,) npoints de aya, (M, M, ..., M,)
leurs transformés par H. On suppose que tout M; soct valable pour E,.

St alors e, est un sous-ensemble parfait de a,a, tel que .

€< el‘<eh

il existe une homéomorphie H' de aya, surA, A, telle que

1° H'(m)= M,-(z':l, 2,...,0);
2° H'(e;) =E; (i_o, 1); ‘
3° si l'on pose E_— H’( ) Lensemble h soit épals en soi et tel que

Eo-< L -< E;
4° tout point M; soit valable pour E, .
N 2

Construction de ’homéomorphie T. Cas oii tous les e,, sont totalement
discontinus. — Pour ne pas compliquer I'exposé, nous allons faire
d’abord la démonstration dans le cas oul chacun des e, est totalement
discontinu. Nous indiquerons plus loin leés modifications qu’il faut
apporter au raisonnement pour passer au cas général.

.-S0itrK une constante fixe > o.

- Premuere opé’ration. — Soit H, une,‘homéomorphie de (q,4a,) sur
(A4A,) telle que, en posant E, =H,(e,,)
a. E, soit épais en sm, '
b.’' chacun des pomts A,, A, soit valable pour E,,.

On:démgne alors par a, un point de a,a, qui divise ce segment dans
k 3 ; .
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un rapport compris entre K et l'l( et tel que son homologue A§= H(a_,i)

soit valable pourE;..

Deuxiéme opération. — Considérons e, : On a, soit ¢, -< &,,"soit
¢, = e,. Ces deux cas s'étudient de facon analogue; nous nous
placerons dans le 1* cas. :

- En vertu du lemme (¢) précédent, il existe une homéomorphie H, -
de (a,a,) sur (A A)) telle que, en posant E, =H,(e,,) :

Q

. \i=H,(«,) pour/=o, .'), 13

k, =H,(e,);

c. b, -<Lk,; ' -

d. E, soit épais en soi;

. Chacun' des points A; (i: o, ;, 1> soil valable pour E,.

s

~

On désigne alors par A, un point de A A, qui divise ce segment
dans un rapport compris entre K et -' et qui soit-valable pour E,, et
k.. On définit de méme A sur le segment A, A, Puis I'on des1gne

para,, a, les homologues de A, , A dans I’ homeomorphle H..

Opération d’ordre quelconque. — Supposons terminées les
n premiéres opérations : On a défini les points a;, ou
. a
= (x=o,1,...,2%), ;

'y

rangés sur (a,a,) dans le méme ordre que les mdlces ¢ rangés par
ordre de grandeur.

On suppose qu'il existe une homéomorphie H, de (a,a,) sur
(A,A)) telle que '

a. Pour tout j=1,2,...,n, E,,=H.(e),) soit -épais en soi;
et si A; <A, on ait -
E, -<E,.

b. Chacun des points ‘A;= H,(a;) soit valable pour chacun des
ensembles E, (j=1, 2, ..., n).
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Considérons alors ¢, . . Le nombre 2,.,, ou bien s'intercale entre
deux termes de la suitc des A; (=1, 2, ..., n) rangés par ordre de
grandeur, ou bieén est supérieur ou inféricur a tous ces A,. Ces
trois cas s'étudient de facon analogue. Supposons donc que nous
soyons dans le'1° cas, et soient A, 2’ (avec A < 2’) les deux termes de
la suite qui encadrent 2,.,. -

On a donc .
6<e, < e
En vertu du lemme (¢), il existe une homéomorphie I1,_, de «,q,
sur A A, telle que, en posant E, | =H,.,(e,, )
[

a. Aian-o-i(ai) pourt-—u(a-.—o, I, ..., 2"):

b. E,,=H,..(e,)) pourj=1,2, ..., n;

c. B -<E, pour ;< Aretj, k=1,2,...,(n+1);
d. E, , soit épais en soi;

e. Chacun des points A, soit valable pour E,

Deux cas se présentent alors suivant que » est pair ou impair :

Si n est pair, on désigne par a,,., [pour a=o, 1, ..., (2"—1)]
\
un point du segment (aa a“,) qui divise ce segment dans un rapport

en on

et

compris entre K et % et tel que son homologue A () par H,., soit
on 1

valable pour tout E, (j =1, 2,...,n+41);
St n est impair, on désxgne par A .a*,) (poura=o, 1, ..., (2"—1)]

ETre

un pomt du segment (A AH,) qui divise ce segment dans un rapport

compris entre K et %, et qui soit valable pour tout E,

[j=l 2. (n--l—I)]
On de51gne alors par a(,¢+l) lhomologue de A(.,+,) par H,.,,.

on+1 om +1

Il est bon de remarquer ici que 'on convient toujours que deux points
!

et a,,, sont identiques lorsque 2 =2,. ~

N b 77
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Définition de T. — Les opérations précédentes 'définissent les
‘poinis A; et «; pour toul indice ¢/ qui soit une fraction dyadique
Lompnse entrcoel 1.

Nous définirons ainsi T : On remarque que la correspondance
a;-- A; entre les points «; et A; des segments respectifs (a,a,) et
(\oA,) conserve 'ordre relatif de ces points. D’autre part, le choix
alterné des points «; et A, ct 'emploi de la constante K assurent que
les ensembles des points «; el A\, soient partout denses respectlvemenl :
sur (a,a,) et A A,

La correspondance @;—> A; se prolonge donc par continuité en une
homéomorphie de (a,a,) sur (A,A,). Nous des1gnerons cette
homéomorphie par T.

Propriétés de T. — Pour toute [raction dyadique 7, on a T(a;)= A..
Nous voulons montrer que pour toat entier n'on a T(e, )=E,,
Soit m un point de ¢, . Il est sur un segment de longueur arbitrairement
petite, ayant pour extrémités des poinis a;; par construction le
segment homologue ayant pour extrémités des points A; contient des
points de E, . Donc T(m) est bien un point de E, . -

De méme, si M est un’ pomt quelconque de 'E,,, on montrerait
que T '(M)ee,,

On a donc bxen ,

T(er,)=E,

N

Par construction on a _
B, ~<E,  désqued, <l

Soit alors 4 un nombre quelconque tel que -04)\41 Nous
poserons E,;=T(e,). Nous voulons montrer que’ si 047\<7\’ <1,

on a
E, -< E,-. .
N

‘Soient X, X, detix termes de la suite (Ay Ay .0 )) tels que

e )<ln,<7\n,<;\

‘.

Nous savons que aCe, Ce,, Ce.
- Comme E, -<E, , ceci entraine bien que E-< &
Cecl démontre I theoreme dans le cas env1sage
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Cas ot tous les e,, ne sont pas totalement discontinus. — Les e, ne

sont totalement discontinus que lorsque I'ensemble des .« en lesquels
- (@) =1 est partout dense sur (a,a,). :

Dans le cas général il n’en est pas ainsi et nous sommes alors
arrétés par le fait suivant : Soit p un sous-ensemble fermé du
segment (0-1), et H, une homéomorphie de (a,a,) sur (A,A)).

Si P=H,(p), il peut arriver, que téute autre homéomorphie H,
de (a,a,) sur (A A,) telle que H,(p)="P soit forcément identique
a H, sur un certain sous-ensemble parfait fixe I de p.

De tels ensembles p peuvent s’obtenir de la fagon suivante : On part
d’un ensemble parfait totalement discontinu p,; soient gy, 3, . .. ses
intervalles contigus; ’ensemble p est la réunion de p, et de segments
disjoints deux a deux et disjoints de p,, tels que pour tout n l'inter-
valle g, contienne n de ces segments. C'est I'ensemble p, qui sera ici
I’ensemble I en question ci-dessus.

Pour éviter cette difficulté, qui empéche les homéomorphies H,
utilisées dans la démonstration d’avoir une souplesse suffisante, nous
allons associer de proche en proche a tout ¢,, non totalement discon-
tinu certains sous-ensembles parfaits totalement discontinus dont la
réunion sera partout dense sur e;,.

Pour tout e,, désignons par ¢}, un ensemble parfait déduit de 2; en
y i‘emplacaqt chaque composante connexe non réduite a un point par
un ensemble parfait totalement discontinu contenant les deux extré-
mités de cette composante connexe.

Puis désignons par a;, a;, ... la suite, finie ou infinie, des
composantes connexes de ¢,, non réduites a un point.

Premiére opération. — On opérera comme dans le cas particulier
envisagé, mais en utilisant ¢, au lieu de ¢, . D’autre part on imposera
4 ’homéomorphie H, ainsi qu’a toutes les H, (» > 1) de transformer
les deux extrémités de o3, en deux points fixes de A,A,, valables
pour E’h.\ On continuera d’ailleurs & introduire les points a, et A

)=

Deuziéme opération. — Si par exemple e, -<C ¢, on introduira un
ensemble e; totalement discontinu contenant &) et tel que € -<e; .
On déterminera E; tel que E; -<E,.
Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947. 28
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Etl'on imposera a H, ainsi qu’a toute H, (n > 2) de transformer les
extrémités de o el ) en des points ﬁxes respecuvement valables
pour E; etE,.

On continuera d’ailleurs a introduire les pomts a,, a, et leurs

homologues A,, A

De fagon génerale, 4 lopération n, on sera amené & introduire de
nouveaux ensembles e{”, '™", ..., € et & imposer & I'’homéo-
morphie H, et a toutes les suivantes de transformer les extrémités
de 3,7, a"™", ..., 4} en des points fixes de A,A, respectivement
valables pour E, , E;, ..., E, .

D'autre part, afin d’obtenir aprés un passage & la limite une
homéomorphie T non dégénérée, on continuera a introduire les
pomts.a(;) et A(; y

On vérifie ensuite que cette homéomorphie T est bien du type
cherché. Pour tout couple &, %, , 00 &, < A,, si l'on pose E,,=T(e,),
on doit avoir

E;u'—< E;_‘.

[}

Or si m est un point de e, intérieur & e.., il est évident que
M [0t M —T(m)] est un point d’épaisseur 1 pour E, . Sinon m est
un pomt dee’, 5 or, il existe un des ensembles e"" mtrodults au cours
de la constructlon, tel que E; -<E{7; le pomt T(m) est donc un
point d’épaisseur 1 pour E‘,’::, el a fomon pour E, On a donc bien :

E, -<E,.

2° g(x) n'est pas bornée en module. — Soient «, § (a <) les
extrémités, finies ou infinies de 'ensemble connexe des valeurs prises
par (). o

Si I'on continue a désigner par A,, 4,, ... une suite infinie de
nombres partout denses sur l'intervalle (a, ) et tels que tout e, soit °
parfait, rien n’est changé 4 la construction précédente. Désignons
par T ’homéomorphie obtenue par cette construetion, et soit G(X)
la transformée de g(x) par T:

Si G() est sommable, désignons par F(X) son intégrale indéfinie.
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[

a. Si g(z) est bornée supérieurement, il en est de méme de G(X)
et il résulte du théoréme 24 que F(X) est la primitive de G(X).

Dans le cas ou g(x) est bornée supérieurement, le théoréme sera
donc démontré si nous pouvons construire T telle que G(X) soit
sommable. Pour cela, opérons ainsi :

Soit A,, A,, . .. une sous-suite de la suite des A;, o %, -»— en
décroissant lorsque ¢ - o . Désignons par y, la mesure de E, .
Il est évident que si la série 2 .| ~..,| est convergente, la

fonction G(X) sera sommable.

Or, la latitude laissée dans la construction de T au choix
des E, rend ceci toujours réalisable puisque I'ensemble E __ est
un ensemble fermé, qui est par hypothése totalement discontinu.
On pourra méme se donner a priori, une fois la suite des &, choisie,
la suite décroissante ., ,, ... assujettie & la seule condition que la
série ci-dessus converge. -

b. Si g(x) n’est pas bornée supéI{ieurement, une double difficulté
se présente : d’'une part rendre G(X) sommable (cette restriction -
n’est pas nécessaire en principe, mais simplifie la démonstration),
d’autre part, faire en sorte que la dérivée de I'(x) soit identique
a G(x).

Nous continuerons comme dans le cas («) a choisir une suite A,
lendant vers — oo et nous imposerons aux E,_ la condition

3 bl b, | <.
i

Soit maintenant A, , A, , . . . une sous-suite de la suite des 2, telle que,

pour tout 7, on ait
Vi<, <i+I.
Nous imposerons aux E,, la condition suivante : Pour tout i
- s1 ¢ désigne un intervalle quelconque contigu i E,, , de longueur (),

I'épaisseur moyenne de E,,, sur o est supérieure a [1—I(q)].
La possibilité d’un tel choix résulte de la latitude laissée dans la
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L]
construction de T au choix des E,, et au fait que par hypothése
U e,, est partout dense sur (a,a,).
{

’

La démonstration du fait que G(X) est alors sommable et iden-
tique a la dérivée de son intégrale indéfinie peut étre calquée sur une
démonstration que nous donnerons en détail pour le théoréme 26.
Nous renvoyons a cette démonstration.

33. CoONSTRUCTION GENERALE DES FONCTIONS DERIVEES SEMI-CONTINUES
BORNEES EN MODULE. — Les méthodes utilisées dans la démonstration
précédente permettent la construction générale des fonctxons dérivées
semi-continues et bornées en module. :

Plus précisément, cherchons & construire les fonctions dérivées g()
semi-continues inférieurement, définies sur le segment (o-1) et dont
I'ensemble des valeurs a pour extrémités o et 1.

Désignons par A,, A,, ... une suite infinie de nombres distincts
partout dense sur (o-1) €t différents de o et 1. .

Désignons par E, un vrai sous-ensemhle fermé de mesure positive
du segment (o-1).

De facon générale, supposons définis les vrais sous-ensembles
fermés E,, ..., E, du segment (o-1), tous de mesure positive, et
satisfaisant & la relation E, -<E,  dés que A, <{;.

Nous pouvons alors définir E, _ :

Lorsque A,,, est compris entre deux termes de la suite des 2;
(i=1, 2, ..., n) rangés par ordre de grandeur, soient A, A’ ces deux
termes. On désigne alors par E, _ un ensemble fermé quelconque
tel que E;-<E,_  -<E,.

Sinon, soit A (resp. 1) le plus petit (resp. le plus grand) des A; -
(i=1,2,...,n).

Si Apey <A, on désigne par E, un ensemble fermé quelconque
de mesure positive tel que E, . -<E,. Si A, >N, on désigne
par E, ; un vrai sous-ensemble fermé de (0 —1) tel que E,-<E, _ .

La possibilité¢ de trouver de tels ensembles E, , est assurée par le
lemme (d). .

Il résulte de cette construction que pour tout couple (%, 1, ) de
termes de la suite (A, Ay, ...) tel que A, <2, on a E, -< E,.
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Pour tout nombre A tel que 0 A <1, on pose 6).=n]‘:x,. ")

et pour A=1, on pose &,== (0 —1). | L
Pour tout couple (%, ') tel que 0 A < X/, on a alors

&~ G‘A'-

Pour tout x€(o, 1), on désigne alors par g(.r) le plus petit des

nombres A tels que x € 6,.
En vertu du théoréme 24, la fonction g() semi-continue inférieu-
rement et bornée en module est alors une fonction dérivée.

Remarque. — On peut de la méme fagon construire toutes les
fonctions dérivées semi-continues inférieurement et bornées supérieu-
rement. Seulement, une fois définis les ensembles &,, il faudra
vérifier si la fonction g(x) correspondante est sommable.

’
36. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA SEMI-CONTINUITE D'UNE FONCTION

DERIVEE. — Soit y = F(x) une fonction continue sur (o — 1), et douée
d’une dérivée g(x). Posons, pour tout =

&(z)=lim sup g(z') et g(zx)=Iliminfg(2’).
x'>x _— r’y»x

Soit y la courbe représentative de la fonction y =F (x). Le
contingent de y au point M d’abscisse « est la droite de pente g(z).

Le paratingent de y en M se compose de toutes les droites passant
par M et de pente p telle que g(z)<p < g(z).

En effet, il est immédiat que toute telle droite fait partie du
paratingent en M, & cause de la semi-continuité supérieure d’inclusion
du paratingent.

Et inversement, si A est une droite de pente p de ce paratingent
il existe pour tout e des pomts M’, M" de y arbitrairement voisins

de M et tels que I'angle (A M’ M”) ne dépasse pas ¢. .
" D’aprés le thégréme des accroissements finis, il existe sur M/M”
un point M” en lequel la tangente a y ést paralléle 8 M'M".

I(") En général 6, #E,,. On pourrait d’ailleurs choisir les E, de facon

a réaliser I'égalité &, = E, pour tout n.




216 G. CHOQUET.

On a donc bien _
glz)<p<=g(z)

Comme g(x) esl ponctuellc!ment discontinue, cette interprétation
montre en particulier que les points de y en ‘lesquels le paratingent
de y est réduit & une seule droite forment tout un résiduel de y (qui
peut d’ailleurs étre de mesure linéaire nulle, comme nous le montrera
incidemment le théoréme 26). Le théoréme 21 est donc vérifié dans
ce cas particulier.

Lorsque g(x) est semi-continue inférieurement, on a g(x)=g(x);

donc le paratingent de Y constitue en tout point M de y un angle, de
mesure éventuellement nulle, dont la droite de plus petite pente est
la tangente a y.

Cette propriété géometnque caractérise ev1demment les fonc-
tions F(x) a dérivée semi-continue inférieurement.

37. CARACTERISATION DE L’ENSEMBLE DES POINTS EN LESQUELS UNE FONCTION
DERIVEE EST INFINIE. — ThHEOREME 26. — La condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'un sous-ensemble E du segment (o-1) soit identique
a Uensemble des points en lesquels une fonction dérivée prend la
valeur + o, est que.E sout un Gy de mesure linéaire nulle.

Bien plus, pour tout sous-ensemble E. du segment (0-1), qui soit
un G; de mesure linéaire nulle, il existe une fonction F(x) absolument
continue et croissante sur le segment (0-1), douée d’une dérivée g(x) > o,
semi-continue inférieurement et telle que :

a. Llensemble des points x en lesquels g(x)=+ o soit identique a E;

b. L'ensemble des points en lesquels g(x) est continue soit identique
aE+C(E).

DeMonsTRATION. — La condition est nécessaire. — En eﬁ'et d’une part
E est un G; puisque g() est une fonction de 1™ classe.
+ D’autre part E a une mesure linéaire nulle parce que E est contenu

dans la projection sur 2’ de I'ensemble des points en lesquels la

courbe représentative de y =F(x) a une tangente perpendicu-
laire a 'z (*). . '

(') Voir Roasr [I], théoréme 3
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La conditio® est suffisante. — Soit E un G; de mesure nulle du
segment (o-1).

Posons F = (0—1) — E. L’ensemble F est un I, quia I’ epansseux 1
en tout point dé (o-1).

Posons F=\_JF:(i=o, 1,2,...), ot les I sont des ensembles
{

fermés.

a. Nous allons montrer que I'on a aussi I'= UF},(iz 0,1,2,...),
t

ou :

1° Tout F, est un ensemble parfait de mesure positive;

2° Sii,< iy, 0na

s-<F

3° Si o est un intervalle quelconque contigu & I, de longueur /(s),

on a, en désignant par (o) I’épaisseur moyenne de F, , sur s
d(g) >1— ().

La construction des F; est basée sur la remarque évidente suivante :

Sur tout sous-intervalle ¢ de (o-1) il existe un sous-ensemble parfait

de F, d’épaisseur moyenne >1—{(s), et admettant les extrémiiés
de ¢ comme points d’épaisseur unilatérale 1. Un tel ensemble parfait

sera désigné par p(o). ’

. RQ¢signons alors par F, un sous-ensemble parfait obtenu en placant
dans chaque intervalle o contigu 4 F, un sous-ensemble p(o).
L’ensemble F est la réunion de F, et de ces p(o).

De fagon générale, si F,..., F, sont déja définis, on désigne
par F,,, la réunion de I’ensemble F,.,+ (F,+...4+ F,) et des p(s)
construits sur chacun de ses intervalles contigus.

On a évidemment
F:UF} (t=o,1,...)
i

et I'on vérifie aisément que les trois conditions imposées ci-dessus
aux F; sont bien vérifiées. \

b. A partir de la suite des F; on peut définir pour tout nombre
A o0 un sous-ensemble fermé @, de (o-1) tel que :
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1° Pour tout A, >0, on ait .
O,= n o, ;
A> A,
2° Si0.ZA <%y, 0nait ) -<®, ;

3° &, =F, lorsque A est égal & un entier non négatif . Ceci
entraine que .

l’::sggﬁp

La construction @, est immédiate en utilisant le lemme (d) du
paragraphe 34. Montrons par exemple comment on peut définir @,
pour o Z AL 1.

L'ensemble F, est défini a partir de F, et F, comme Pindique le

lemme (d).

.

On définit ensuite I, a partir de F| et F',, et F’ a partir de F et

T

I¥. La méme méthode permet, de proche en proche, de deﬁmr F,
pour tout nombre rationnel dyadique a compris entre o et 1.

Pour tout A tel que 0o A <1, on pose alors &, = n F.. On a

A<a<e
toujours F, C®,, mais si I'on ne prenait aucune précaution, il pourrait

se faire que F, >~ ®,. Pour réaliser I'égalité F,=®,, il suffit, dans

la construction des F (4) d’opérer ainsi : -

Soit (64, ¢a, .. .) la suite des intervalles contigus & F',. On choisit,
pour tout n, F'(l) tel que sur chacun des nintervalles (s, a,, ..., a,),
= )

K (%) n’ait pas de points sur le sous-intervalle de 5; (=1, 2, ..., n)

concentrique a g; et déduit de o;par une homothétie de rapport (1 — i) .

Pour tout A tel que <A Z(i+1), ol ¢ est un entier 0,
on définit de la mémevagon I’ensemble ®, cherché.

AN

c. On peut maintenant construire la fonction croissante F(z):
Pou? tout z €E, posons g(x) =+ .
Pour tout x €F, posons g(x) = le plus petit A tel que z€®,.
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La fonction g(z) est semi-continue inférieurement a cause de la
propriété (1) des @, indiquée ci-dessus.

Nous allons voir que g(z) est une fonction sommable et que son
intégrale est une primitive de.g(z).

Soit m; la mesure linéaire de [(0 —1)— ®;] (i=1, 2, ...). On a,

a cause du choix des F;,
My < mj.

Donc, si I'on pose n, =0, on a

my < 0 (i=1,2,...)

Si I désigne l'intégrale au sens large de g(x) sur (o —1), on a
évidemment

I<(r—my)+2(my— ms) +3(me— m3)+...+(p+1) [rn,,—rrz,,+;J-+

donc
I<1+ 202430 +...+(p+1)0*" 4 ....
Comme la suite du second nombre est convergente, g() est bien
sommable. ,
' Soit F() une intégrale indéfinie de g(z); c’est une fonclion abso-:
lument continue et non décroissante. .
Montrons que, pour tout z,, elle a une dérivée égale a g(z,).
Lorsque z, €E, cela résulte de ce que g(x) est continue en z,.
Lorsque z, €F, posons g(x,)=14,. Ce nombre 7, est fini. A cause
de ]a semi-continuité de g(x), tout nombre dérivé de F(x) en z,
est X A,.
Pour tout A > A,, ®, a I'épaisseur 1 en x,.
Soit par exemple > x,. Posons 6 = (z — z,) et (1 — ) = epalsseur
moyenne de @, sur (z,z); et soit r, le plus petit entier > A.
On montre comme on 1’a fait ci-dessus pour I que
F(z) — F(zy) Lok + ny00 + (ng+1) (60 +. ..+ (no+ i) (d0)*+...
d’ou _
F(z) — F(z)

Z A+ ny0+0S.
 — x, ]

Or, S est la somme d’une série convergente qui tend vers une limite

finie (n,+ 1)9? lorsque ¢ = (. — x,) > o.
Comme 0§ — o -lorsque o >0, on voit que tout nombre dérivé

Jouri. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947. 29 -
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de F(x) en x, est borné supérieurement par A. Comme un tel nombre
dérivé est borné inférieurement par A, et que (A —A,) est arbitrai-
rement pelit, il est unique et égal a A, = g(=,).

La fin du théoréme se démontre aisément.

‘n tout point de E, g(x) est évidemment continue.

En tout point z, de (E — E), g(x) est discontinue puisque g(z,)
est finie et que x, est point d’accumulation de points de E en
lesquels g(r) =+ c.

Si g(r) n'est pas continue en toul point de [(0o—1)—E], on
remplace aisément g(.x) par une fonction dérivée g,(x) égale 4 g(x)
en tout point de E et qui est continue sur [(o—1)—E]. Pour cela,
désignons par ¢ un intervalle quelconque contigu a E; soit AB llarc
représentatif de la fonction F(z) sur o, et soit I le milieu de AB.

Pour tout nombre & >0, on construit aisément deux arcs Al,

iB tangents en 1 a AB, a tangente continue, admettant respectivement
~
en A et B les mémes tangentes que AB, tels que la tangente &

I'arc Al % IB en chacun de ses points intérieurs ait une pente finie,
positive, el comprise, 4 ¢ prés, entre les valeurs extrémes prises par
ces pentes en A, I, B. Nous imposerons par exemple e == /(o).

Nous désignerons par F,(x) la fonction égale 4 F(x) en tout
point de E, et déterminée sur C(E) par ses arcs représentatifs de la
forme Al + IB construits ci-dessus.

Il est immeédiat que la dérivée g,(x) de F,(x) est partout deﬁme,
qu’elle est semi-continue supérieurement et égale & g(x) sur E, et
qu'elle est continue en tout point de E+ C(E) et en ces points
seulement. Si elle n’est pas partout positive, -on la rend telle par
I’addition d’une constante (1 par exemple).

Le théoréme est donc entiérement démontré.

38. ETupE DE L'ENSEMBLE DES POINTS EN LESQUELS UNE FONCTION DERIVEE
PREND UNE VALEUR FINIE DONNEE. — On pourrait montrer, par la méthode
utilisée pour le théoréme précédent, que tout G; de mesure nulle peut
étre identifié & I'ensemble des points en lesquels une fdnction dérivée
prend une valeur finie donnée.
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D’ailleurs ce résultat résulte plus simplement du théoréme 26
ci-dessus et du corollaire du théoréme 24. En effet, si g(x) est une
fonction dérivée semi-continue inférieurement, partoul positive,

et infinie aux points d’un ensemble E, la fonction [K— ij

est aussi une fonction dérivée, et 'ensemble des points en lesquels
elle prend la valeur K est identique a E.

Mais il est plus difficile de caractériser entiérement la famille des
ensembles E de mesure non nulle en lesquels une fonction dérivée
prend une valeur finie donnée.

Nous allons souligner la difficulté de cette caractérisation en
énoncant une condition nécessaire que doivent vérifier ces
ensembles E.

Dermvition. — Soit E un sous-ensemble de l'axe x'x. Pour tout
poirit x, de cet axe, et tout nombre )\ > o, désignons par o(xo, x, 1.)
lépaisseur moyenne de E sur le segment d’extrémités x, ' tel
que (' — x) = Mx — ,).

Nous dirons alors que le point z, est point d’accumulation en mesure '

‘de Esil’on a

11m sup [hm sup o(x,, x, ))] =1.
X > Ty

Par exemple tout point x, en lequel E, d’un cété au moins de x,,
a une épaisseur supérieure égale a 1, est un point d’accumulation
en mesure de E.

Nous pouvons maintenant énoncer.
3

TuiortMe 27. — Une condition nécessaire pour qu'un ensemble
linéaire-E sout identique & 'ensemble des points en lesquels unc fonction
dérivée bornée en module prend une valeur finie donnée, est que E soit
un G; contenant tous ses pdints d’accumulation en mesure.

’

La question reste posée de savoir si cette condition nécessaire est
aussi suffisante. ,
On peut montrér quelle est suffisante lorsque le noyau de
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masses (') de E est de la forme (F-D), ou K est un ensemble fermé
et D un ensemble au plus dénombrable.

39. OBTENTION DE FONCTIONS DERIVEES A PARTIR DE FONCTIONS DERIVEES
poxNiEs. — Les résultats rassemblés ici seront donnés sans démons-
tration. Les fonctions dont il s’agira seront, sauf mention du
contraire, définies sur le segment (o —1).

1° Si | g.(2)! est une suite de fonclions dérivées convergeant
uniformément vers une fonction g(x), cette fonction g(x) est aussi
une fonction dérivée.

2° I est immédiat que si g,(x) et g.(x) sont deux fonctions
dérivées, et %, A, deux constantes, | A, g, (&) + 2, 8.(x)] est encore
une fonction dérivée.

3° Si g(.r) est une fonction dérivée bornée en module et ¢(x) une
fonction continue, le produit g(x).c (z) est une fonction dérivée.

Ceci n’est plus exact, en général, si g(x) n’est pas bornée en
module, sauf si I'on suppose de plus g(z) semi-continue [le couple
#(r), c(.r) étant tel que le produit g(x).c(r) ne soit indéterminé en
aucun point .

4° Nous avons vu (corollaire du théoréme 24) que si g(x) est une
fonction dérivée semi-continue, et si c(x) désigne une fonction
continue a variation bornée définie sur le segment (— oo, 4 ).
la fonction c[ g(.r )| est encore une fonction dérivée ().

Par contre si ¢ () est une fonction continue définie sur (— o, + oo’

et telle que pour toute fonction dérivée g(x), la fonction ¢[ g(z)] soi
encore une fonction dérivée, c(x) est forcément une fonction linéaire

g

(*) Nous appelons ici noyau de masse d'un ensemble mesurable E 1'ensembl
des points de E dont tout voisinage rencontre E suivant un ensemble de mesur
non nulle. .

(*) Il serait intéressant de chercher des propositions analogues pour le
fonctions dérivées g(x) partiellement semi-continues. [Nous disons qu'un
fonction f(.r) est partiellement semi-continue si, pour tout sous-ensembl
parfait P de (o-1), il existe une portion de P sur laquelle g(x) soit semi
continue (sup. ou inf.). Il est immédiat qu'une telle fonction est de 1™ classe’
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5° Soit g(«) une fonction dérivée et a(x) une fonction continue
strictement croissante définie sur (o—1) et telle que a(0)=o, ( =1,

DEriNiTioN. — Nous disons que a(z) est de classe A, (resp. A,) lorsque
quelle que soit g(x) partout finie [resp. g(x) bornée en module ls
la fonction g[ a(x)] est encore une fonction dérivée.

La question se pose de caractériser les fonctions de classe A,oul,.
Cette caractérisation ne fera pas tant intervenir le fait que a(x) soit
elle-méme dérivable, qu’'une certaine régularité de croissance
de a(z). En effet, une fonction () peut posséder en tout point une
dérivée positive et ne pas étre de classe A, ; et par contre elle peut ne
pas étre partout dérivable tout en étant de classe A,

Exemple : La fonction

-+

a(x) =xsin [logg
ne posséde pas de dérivée en o, ni a droite, ni & gauche et cependant
elle est de classe A,.

Lenwe ('). — Pour qu’'une fonction continue ¥ (x) définie sur (o—1)
ait pour x = o une dérivée a droute nulle, il faut et il sufjit que l'une des
deux conditions suivantes soit vérifiée :

1° En désignant par h un nombre >>o, et pour tous les couples
xy, T, >0, ot (xy— x,) = Axy, on doit avoir

lim[limsup F(L?)L(‘T') ]:o;
rA>ol x>0 Ly — Ty

2° Il existe une constante h>o telle que, pour tous les couples
Ty, &y >0, olt (xy— ) = Ay, on ait

lim [M]:o,
x>0 Ly — Xy

ThtorkME 28. — Toute fonction a(x) ayant en tout point une dérivée

(1) Ce lemme est a rapprocher de la définition du paragraphe 38.
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a droite &' (.r) G variation bornée et > K (ot K est une constante > o)
est une fonction de classe \,.

La démonstration est basée sur le 2° théoréme de la moyenne.

La condition indiquée est suffisante, mais non nécessaire.

Par contre on- peut trouver une condition nécessaire et suffisante
pour qu'une fonction a(x) soit de classe 4, :

Lorsque () a ses nombres dérivés partout finis et bornés infé-
ricurement par une constante K > o, cette condition peut s’énoncer
en disant que z(z) doit avoir une croissance réguliére au sens
suivant :

Derivimos. — Nous dirons que «(x) a une croissance réguliére
lorsque pour tout x, pour tout A > o, pour tout € > o0, pour tout
couple de points z', z" tels que (2" — ') = A(2' — x), '’ensemble des

points du segment (x'x") en lesquers |:;,E%—1|>e (') ait une

épaisseur moyenne qui tende vers zéro lorsque 2’ — .
Nous reviendrons plus en détail sur ces questions dans un autre
travail.
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