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PAR GusTAVE CHOQUET. 

[NTRODUCTION . 
• 

Le but de ce travail est de montrer l'usage qu'on peut faire des 
propriétés descriptives de certaines fonctions, telles que la fonction 
contingent d'un ensemble cartésien en un de ses points pris comme. 
variable. 

• C'est lorsque ces fonctions sont continues ou ponè.tuellement dis-
continues qu'elles sonde plus maniables. Nous montrerons que dans 
des cas très étendus il en est bien ainsi. Dans d'autres cas où cette 
circonstance n'a pas lieu, nous montrerons lij rôle que peuvent jouer 
des fonctions auxiliaires qui, elles, sont ponctuellement discontinues. 

Nous appliquerons ces résultats à l'ext_ension et à la rêsolution de 
deux problèmes non résolus j.usqu'ici. Le premier de ces problèmes a 
été. posé par Lebesgue. Il consiste en la recherche d'un procédé de 
calcul régulier d'une fonction continue F( x) don( on_ connaît la 
dérivée g( x) par rapport à une fonction continue donnée a ( x ). 

( 1) Ce trav~il a été présenté comme Thèse de doctorat dernnt la Facülté des 
Sciences de Paris, le 16 mars l n,16, • 

Journ. de Math., tome XXYl. - Fasc. 2, 1ut,7. 
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Lorsque celle-ci est une fonction à variation bornée, le problème
est résôlu par une intégration de Stieltjes classique, associée au pro-
cédé de totalisation de M. Denjoy; sinon les méthodes classiques ne
permettent pas de résoudre le problème, même lorsque g(æ)æo.

L’idée directrice qui nous guidera sera d’essayer de montrer que,
sur tout ensemble parfait, il existe une portion sur laquelle F(æ) est
fonction uniforme de «(m); pour .mettre en œuvre cette idée, nous
géométriserons le problème en introduisant l’ensemble plan para—
métré X—_ «(w), Y= F(a:), on se1a ainsi ramené à l’étude des pro-
priétés diffé1entielles d’un ensemble plan.

Ces considérations sont valables, que a: parcoure un segment de
droite ou un espace topologique localement compact et localement
connexe quelconque; c’est dans ce cas général que nous nous pla-
cerons.

Le second problème a été posé par M. Fréchet. Il consiste en ceci:
Lorsqu’un arc simple v de l’espace cartésien R,, est doué en tout point
d’une tangente, peut—on le paramétrer régulièrement,c’est—à—dire avec
des fonctions x,-(t)(i=1, 2, . . ., n) dérivables pour toutt, et dont
les dérivées ne s’annulent jamais toutes pour une même valeur de t.
Autrement dit, en termes plus vagues, si l’arc " possède une certaine.
régularité, peut—on le paramétrer par des fonctions possédantun degré
de régularité analogue?

M. Pauc a montré que l’existence, dans le cas général, de points
de v dits contrarzanü, au voisinage desquels y a des sinuosités de trop!
grande amplitude, rend impossible une paramétrisationrégulière.

Nous montrerons que la condition nécessaire 'et suffisante pour
que y admette une paramétrisatîon régulière est que 7ne contienne
aucun point contrariant. Nous montrerons en même temps qu’il faut‘
répondre négativement à la question posée par M. Pauc, desavoirsi
l’on peut trouver pour Y une paramétri5ation partou‘t dérivable, {qui .

soit régulière en tout point non contrariant. .—

Nous résoudronsensuiteun problèmevoisin de celui deM. Frechet; ='

à savoir le problème de caractériser les arcs susceptibles d’une par-à-
mérisati0ndérivable,a dérivée éventuellement nulle. , .

Les méthodes utilisées pour résoudre leproblème de M. Frechet
s’appliquentaussi à l’examen d’une généralisation de ce problèm'è', _“à

d
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savoir: A quelles conditions une variété douée en tout point d’une
variété linéaire tangente est—elle susceptible d’une paramétrisation
régulière? Nous répondrons à cette question après une étude des
propriétés tangentielles de ces variétés, et nous mont1erons que tous
ces résultats restent valables pour des variétés paramétrées, suscep-
tibles d’avoir des points multiples.

Nous avons essayé de mettre en évidence la raison du succès des
méthodes utilisées dans la résolution de ces divers problèmes.

Nous avons pu mettre en évidence un théorème général qui non
seulement donne une démonstration immédiate de plusieurs de nos
autres résultats, mais encore semble devoir s’appliquer toutes les fois
qu’interviendra l’ensemble des éléments-limites d’une famille de
fonctions continues.

Dans un cas particulier concret ce théorème s’énonce ainsi : Sur
tout ensemble cartésien E, il existe des points en lesquels le contingent
possède la semi—continuitésupérieure d’inclusion; plus précisément,
sur tout un résiduel de E, le contingent est identique au paratingent.

En termes volontairement vagues, le théorème général revient à
dire que sur tout ensemble fermé, presque partout (au sens topolo-
gique) la convergence ordinaire entraîne la convergence uniforme
locale.

Donc, d’unepart, ce théorèmeélargit le théorèmede Baire, puisqu’il
s’applique à l’ensemble des éléments-limite d’une famille de fonctions
(la notion de fonction ponctuellement discontinue étant remplacée
alors par celle de fonction ponctuellement semi—continue supérieure-
ment), d’autre part, grâce à l’introduction d’un par°,,atmvent abstrait,
il renseigne sur la façon dont se fait la convergence.

De ce théorème peuvent se déduire trois remarquables théorèmes
topologiques énoncés par M. Demoy et dont il a montré la portée
très générale (DenJoy IV).

Au cours de l’étude des problèmesde Lebesgue et de Fréchet, nous
démontrerons incidemment des propriétés d’ensembles cartésiens
paramétrés, qui généralisent directement les propriétés classiques
des fonctions dérivées. Par contre, dans un dernier chapitre, nous
reviendrons à l’étude des fonctions dérivées de fonctions continues
d’unevariable réelle. Nous en ferons une étude à la fois topologique
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et métrique qui nous permettra de caractériser, d’une part la nature
métrique de certains ensembles associés aux fonctions dérivées,
d’autre part la nature topologique des fonctions dérivées semi—
continues (1 ).

_Nous terminerons ce Chapitre par l’étude des transformations
topologiques qui permettentd’obtenir de nouvelles fonctions dérivées
à partir d’une fonction dérivée donnée.

C’est pour moi un agréable devoir de rendre ici hommage à
M. A. Denjoy, dont l’œuvre lumineuse et multiple a été mon constant
modèle, et qui s’est dès le début de mes recherches intéressé à mes
efforts. Je ne saurais trop remercier M. G. Bouligand qui n’a cessé
de suivre mes travaux et de me faire profiter de ses points de vue
féconds. J’adresse ma respectueuse reconnaissance à M. P. Monte]
pour l’honneur qu’il m’a fait en acceptant la présidence du jury.
Enfin je remercie très vivement M. E. Cartan pour l’encouragement
qu’il m’a apporté par son intérêt à mes recherches.

\—

Conventions et notations.

I° Nous utilisons en général les notations de Bou‘rbaki, auquel
nous renvoyons (Bourbaki I).

2° Pour la définition des termes épaisseur, épais en soi, re'âz‘due‘l,
clairsemé, . . ., voir Denjoy IV. '

_
3° Pour la définition des termes espace séoarable, distance de

deux courbes de Jordan, voir Fréchet 11.
4° Nous disons qu’une application T d’un espace E dans un

\ 
(') Nous avons pu par la suite simplifier considérablement notreqiémons—

tration et trouver dans toute sa généralité la caractérisation topologique des
fonctions dérivées. Le résultat peut s’énoncer ainsi : « Pour toute fonc—
tion g(m) (oéæ_4_ :) de première classe possédant la propriété de Darboux,
il existe une fonction continue strictement croissante oc(æ) telle que g[a(æ)]
soit une fonction dérivée ».

La méthode est basée sur le fait, facile à établir, que, sous les hypothèses
ci—dessus, et pour tout s> 0, il existe une fontion a(w) telle que g[oc(x)] ait
une intégrale indéfinie F(æ) dont tout nombre dérivé, pour tout a:, diffère
de g[a(.c)] de e au plus. ' ‘
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espace F est ponctuellement discontinue su1 un sous—ensemble l’
de E lorssque la restriction de T à P possède au moins un point de
continuité sur P.

5° Nous appelons application canonique d’un espace E sur lui-
même l’application T telle que, pour tout mêE, on ait '

'l’(m) :: m.

6° R,, désigne l’espace cartésien à n dimensions;
F., désigne une réunion dénombrable d’ensembles fermés, G; une

intersection dénombrable d’ensembles ouverts, F…; une intersection
dénombrable d’ensembles du type F.,, . . . .

Si A et B sont deux sous-ensembles d’un espace E, nous dirons, en
suivant M. Menger, que \‘< B lorsque Â < B, c’est—à—dire lorsque la
fermeture de A est contenue dans l’inte‘n'eur de B.

7° Pour des raisons de commodité, nous remplacerons parfois les
notations AuB et AnB par A+B et A. B.

CHAPITRE I.

ETUDE DE LA CLASSE D’UNE APPLICATIONET DES PROPRIÉTÊS TOPOLOGIQUES
DE LA FONCTION (( CONTINGEN'I‘ ».

I
Nous allons d’abord étudier brièvement les propriétés t0pologiqucs

de certaines familles d’applications d’un espac‘e topologique E dans
un autre espace topologique E’.

M.JÇuratowski et M. Banach(‘)ont montré qu’on pouvait étendre
presque toutes les propriétés classiques des classes boréliennes de
fonctions numériques aux applications de F dans E’, lorsque E et E’
sont des espaces métriques.

.. Lorsque E et E’ sont des espaces de Hausdorfi quelconques, on se
heurte à des difficultés que l’on ne pourra sans doute vaincre qu’en
partant de définitions nouvelles plus larges de la convergence,et en
modifiant parallèlement la définition classique des ensembles boré- 

(1) Ku…owsm [1 J et [11]; Bmw [1 ].
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liens. Une telle reconstruction pourrait être basée par exemple sur la_
notion de filtre introduite par M. H. Cartan (‘ ).

Comme nous n’avons en vue que des applications, nous respec—
terons ici le point de vue classique; nous nous bornerons également

'
en général au cas où E est compact.

1 . APPLICATlONSPONCTUELLEMENTmscoxrmuss ET APPLICATIONSDE 1” CLASSE
nanuexnn. — Definition. — Soient E et E’ deuæ, espaces topologiques
quelconques.

the applicationf de E dans E’ est. dite ponctuellement discontinue
sur le sous—ensemble P de €, si sa restriction à P possède au moins un
point de continuité sur P (“’ ).

Elle est dite de 1“ classe bore'lienne si l’image re'czproque, par f, de
tout sous—ensembleouvert de E’ est un F…

THÉORÈME 1 . — Soitf une application de E dans E’.
1° Si E est localement compact (3) et si E’ est un espace métrique

séparable, toutef de 1” classe borélienne est ponctuellement discontinue
sur tout sous— ensemble fermé de E.

2° Si E et E’ sont des espaces topologiques dans lesquels tout
ensemble ouvert est un F5, et si E possède la propriété de Cantor ("),
toute f ponctuellement discontinue sur tout sous-ensemble fermé
de E est de 1” classe borélienne. ‘

Démonstration. — 10 Soit P un sous—ensemblepafait de E; on peut
toujours le supposer compact.

Pour tout nombre 9 > o, la séparabilité de E’ entraîne que E’ peut
être recouvert par une suite dénombrable de sphères ouvertes S',,
Sf_, , . . . , de rayon 9. L’image réciproque par f de toute sphère S} est 

(}) Voir BOURBAKI [I].
(“l) En un point isolé m d’un ensemble F de E, on considère que la restric—

tion de fà F est continue en m. ‘

(3) Cet énoncé reste vrai si E est un espace t0pologique dont tout point
possède un voisinage homéomorphe à un espace métrique com'plet.

(‘) C’est—à—dire que, dans E, toute famille bien ordonnée strictement décrois—
sante d’ensembles fermés est au plus dénombrable.
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un F,, de E. Donc l’image réciproque de l’une de ces sphères S', cou-
tient une portion de P; sur une telle portion de P, l’oseillation de f
est au plus égale à 2 p, comme@ est quelconque et que P est compact,
il existe donc des points de P en lesquels l’oseillation de f sur l’ est
nuHe.

2° Soit G’ un ensemble ouvert quelconque de E’; nous voulons
montrer que f“' (G’) est un F.,. Posons E— F.

On peut poser G'=(F' +FÏ_, +. .), où tout F,’ est fermé et
FÇ+,DF, (z=1, 2, ....)

Soit n un entier positiffixe quelconque. .

Soit m un point de continuitédef. _

Si f(m)êG’ il existe un voisinage ouvert “s’, de m dans F, tel
que f(‘V,)cG’.

Si f(m)$G’, il existe un voisinage ouvert “”»), de m dans F tel
que/(%)Cfi(FL)-

_Soit F,: F—, -—U‘I’}. On peut raisonner sur F2 comme on a rai—

 

l

sonné sur F,; on définit donc un ensemble fermé F,,cF,, . . .. Puis

l’on pose F…=ñF,—(i= 1, 2, ...); on définit alors F…… F…,, ...,
!'

transfiniment.
Comme la famille des F est strictement décroissante et que B

possède la pr0priété de Cantor, il existe un ordinal a., de 2“ classe tel
que Fa, soit vide. A tout Béa… on a associé pour la construction
des Fg un "03 ouvert dans Fg. Ces

‘_’s75
sont de deux sortes.

Pour les uns on af(%)c G’, pour les autres f(‘l’g)C C(F').
Soit <p,, la réunion des ‘Vp de la première sorte.
On a

f(<?n)cG’ et f[t(%)]CtŒ.>

=UF',, ona f“(G'),=Uç…
Il

Comme

.
Il résulte des hypothèses que tout “05 est un F,; comme Up,, est

une.réunion dénombrable de “Jp, c’est également un F,.
Donc f—1(G’) est bien un F.,.
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11n Fa de E. Donc l'image réciproque de l'une de ces sphères s; cou-
tient une portion de P; sur une telle portion de P, l'oscillation de/ 
est au plus égale à 2? ; cqmme -p est quelconque et que P est compact, 
il existe donc des points de Pen lesquels l'oscillation de/ sur Pest 
nulle. 

2° Soit G' un ensemble ouvert quelconque de E'; nous voulons 
montrer que J-1 ( G') est un Fa· Posons E = F,. 

On peut poser G' = (F1 + F, + ... ), où tout F; est fermé et 
Fi+l:::,F~ (i=x, 2, •.. ). 

Soit n un entier positif fixe quelconque. 
Soit m un point de continuité de/ .. 
Si/(m)eG', il existe un voisinage ouvert ~', de m dans F1 tel 

que/('V.)c G'. 
Si /( m) $ G', il existe un voisinage ouvert ·v, de m dans F • tel 

que j('V. )c C(F,,) . 
. Soit F 2 = F l - u ·v;. On peut raisonner sur F 2 comme on a rai-

; 

sonné sur F •; on définit donc un ensemble fermé F:, C F2 , •••• Puis 

l'on pose F00 ={)Fi(i=1, 2, ... ); on définit alors F,,.+ 1, F,..+u ... , 
i 

transfiniment. 
Comme la ,famille des F 2 est strictement décroissante et que E 

possède la propriété de Cantor, il existe un ordinal «0 de 2• classe tel 
,que Fcx. soit vide. A tout L'.'.'.: '.X0 , on a associé pour la construction 
des F~ un "v11 ouvert dans F 11 . Ces y 11 sont de deux sortes : 

' 

Pour les uns on a/('V11)c G', pour les autres /(~'~)C C(F,,). 
Soit q,,. la réunion des ev11 de la première sorte. 
Ona 

/( 'fn) CG' 

Comme 

Il 
,. 

• Il résulte des hypothèses que tout "v11 est un Fa; comme U q,,. est 
" 

une.réunion dénombrable de "v11, c'est également un Fa, 
Donc/-1 (G') est bien un Fa. 
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COBOLLAIRB. — Lorsque E est un espace métrique localement complet
et séparabIeet que E’ est un espace métrique séparable, ily a équivalence
entre la famille des applications fponctuellement discontinues sur tout
ensemblefermé et la famille des applications de 1“° classe borélienne.

Ce corollaire résulte immédiatement du théorème 1; mais c’est
aussi un cas particulierdes résultats de Kuratowski (1 ).

2. Smu—counùunàSUPÉRIEURE ET INFÉRIEURE D’INCLUSION. — Dans le cas
où f est une application d’un espace E dans l’espace 2” des sous—
ensembles fermés d’un espace E' , on se trouve en présence de circons—
tances nouvelles permettant par exemple d’élargir la notion classique
de semi—continuité.

DÉFINITIONS. — Soitf une application d’un espace topologique E dans
l’espace 2” des sous—ensemblesfermés d’un espace de Hausdorfl” E’ .

1“ Nous dirons que f est semi—continue supérieurement si, pour
toutm E E etpour toutvoisinage‘U[f(m)]dansE’ du sous—ensemblef(m)
de E’, il eæiste dans E un voisinage V(m) dem tel que pour tout
m. eV(m), on ait

f(m,)C‘U[f(m)];
2° Nous dirons que f est semi—continu inférieurement si, pour tout

mE E, et pour tout voisinage ‘U(n’) dans E' d’un point arbitraire
n’êf(m), il existe dans E un voisinage V(_m) de m tel que pour
tout m1 € V(m) on ait '

. f(m.).‘P(n’)#g.
Autrement dit fest semi—continuesupérieurement lorsque

lim supf(m1)cf( nt),
m,à—m

etf est semi—continue inférieurement lorsque
f(m)clim inff(m1).

—m1->m

Nous n’utiliserons en fait ces définitions que pour des espaces E'
métriques. La topologie sur 2"" se définit alors simplement. 

(‘) Voir Kunuowsm [I].

122 G, CHOQUET, 

COROLLAIRE, - Lorsque E est un. espace métrique localement complet 
et séparable et que E' est un. espace métrique séparable, il y a équivalence 
entre la famille des applications f ponctuellement discontinues sur tout 
ensemble fermé et la famille des applications de 1 •• classe borélienne. 

Ce corollaire résulte immédiatement du théorème i; mais c'est 
aussi un cas particulier des résultats de Kuratowski ( 1 ). 

2. 8~11-CONTINUITÉ SUPÉRIEURE ET INFÉRIEURE D'INCLUSION, - Dans le cas 
où f est une application d'un espace E dans l'espace 2E' des sous-
en&embles fermés d'un espace E', on se trouve en présence de circons-
tances nouvelles permettant par exemple d'élargir la notion classique 
de semi-conlinuité. 

DiFINITIONS. - Soit f une applù:ation. d'un. espace topologique E dans 
l'espace 2E' des sous-en.sembles fermés d'un espace de Hausdorff E'. 

1 11 Nous dirons que Y est semi-continue supérieurement si, pour 
tout me E et pour tout voisinage ~[f( m )] dans E' du sous-ensemble/( m) 
de E', il existe dans E u11. voisinage V ( m) de m tel que pour tout 
m 1 eV(m), on ait 

/( m1) C 'V[f(m )] ; 

2° Nous dùvms que f est semi-continu inférieurement si, pou,· tout. 
me E, et pour tout voisin.age ~( n.') dans E' d'un po'int arbitraire 
n.' e f( m ), il existe dans E un voisinage V ( m) de m tel que pour 
tout m1 e V ( m) on ai't -

/( m1). '1.'(n') fl. 

Autrement dit f est semi-continue supérieurement lorsque 
lim sup /( m1 ) C /( m ), 

et f est semi-continue inférieurement lorsque 
/(m)clim inf/(mi). 

•m1--,.-m 

Nous n'utiliserons en fait ces définitions que pour des espaces E' 
métriques. La topologie sur 2E' se définit alors simplement. 

( 1 ) Voir KURATOWSKI [I]. 
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Soit E’ un espace métrique; si A, et A, sont deux sous—ensembles
fermés de E’, soit 3(A,, A,) leur écart au sens de Hausdorlf. Cet
écart satisfait à l’inégalité triangulaire. L’espace). sera l’espace des
sous—ensembles fermés de E’, métrisé par cet écart3(A,, A 2). On sait
que 2E est compact lorsque E’ l’est.

Il est immédiat que l’application limite d’une suite convergente
d’applications continues d’un espace E dans l’espace 9”' attaché à un
espace métrique E’ est semi—continue supérieurement lorsque cette
suite est décroissante (au sens de l’inclusion dansE’) et semi-continue
inférieurement lorsque cette suite est croissante.

Voici maintenant un résultat moins immédiat :

THÉORÈME “J.. — Toute applicationf semi—continue supérieurement ou
infériewemcnt, d’un espace compact(‘) E dans l’espace 2“' attaché à un
espace métrique compact —,E’ est ponctaellement discontinue sur tout
ensembleparfait P de E.

‘ Démonstratiôn. — Il suffit évidemmentde faire la démonstration en
supposant P E E.

1° Semi—continuitésupérieure. —— Si ] n’est pas ponctuellement dis-
continue sur E, il existe un nombre l> 0 tel que, en tout point d’une
portion de E, l’oscillation de ] soit }_l. Nous supposerons désormais
que cette portion a été prise pour espacéE.

‘

Soient m1 E E et V, un voisinage de m,.
On peut trouver un point 172ch et un voisinage V de m2 tel

que V,cV et tel qu’il
existel

sur le sous—ensemble f(m,) de E’ un
point 11 situéà une distance >-!de tout ensemblef(m), quand m e V.

De façon générale, supposons définis les m,—, V,— et l… pour i: 1,
2, . . ., 'p. On peut trouver un point m,…ch et un voisinage
de m,,+1 , V,… CV,” tel qu’il existe sur le sous-ensemblef(mp) de E’

. . , . . lun‘ p01nt I,, 51tue a une d1stance >
—2-

de tout ensemble f(m), quand
mêV,…. ' 

(') Le théorème—subsistesi E est localement compact ou localement homéo—
morph‘e .—à- un espace 'métrique complet. Voir—aussi, dans ce «dernier cas :

Kcnuowsm [I].
learn. de Math., tome XX VI. — Fasc. 2, 1947. 17
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Soit E' un espace métrique; si A1 et A2 sont deux sous-ensembles 
fermés de E1, soit o(A1 , A2 ) leur écart au sens de Hausdorff. Cet 
écart satisfait à l'inégalité triangulaire. L'espace :>.F.· sera l'espace des 
sous-ensembles fermés de E', méLrisé par cet écart ô(A1, A2). On sait 
que 2E' est compact lorsque E' l'est. 

Il est immédiat que l'application limite d'une suite convergente 
d'applications continues d'un espace E dans l'espace :!F.' attaché à un 
espace métrique E' est semi-continue supérieurement lorsque cette 
suite est décroissante ( au sens de l'inclusion dans· E') ei semi-~ontinue 
inférieurement lorsque cette s.uite est croissante. 

Voici maintenant un résultat moins immédiat : 

THÉORÈME 2. - Toute application f semi-continue supéneurement ou 
inférieurement, d'un espace compact ( 1 ) E dans l'espace 2E' attaché à un 
espace métrique compaet E', est ponctuellement discontinue sur tout 
ensemble parfait P de E. 

Démonstration. - Il suffit évidemment de faire la démonstration en 
supposant P = E. 

1° Semi-continuité supérieure. - Si/ n'est pas ponctuellement dis-
continue sur E, il existe un nombre l> o tel que, en tout point d'une 
poriion de E, l'oscillation de/ soit ~l. Nous supposerons désormais 
que cette portion a été prise pour espace E. 

Soient m1 e E et V I un voisinage de m1 • 

On peut trouver un point m2 CV I et un voisinage V 2 de m2 tel 
que V 2 CV t et tel qu'il existe sur le s·ous-ensemble /( m1 ) de E' un 
point 11 situé à une distance>~ de toutensemble/(m ), quand me V 2 • 

De façon générale, supposons définis les m;, V; et 1;_1 pour i = 1, 

2 1 •.. , p. On _peut trouver un point mp+t CV P et un voisinage 
de mp+t, V p+t CV p, tel qu'il existe sur le sous-ensemble/( mP) de E' 
un· poi~t IP situé à une distance > de tout ensemble f ( m ), quand 

2 . 
mfi.Vp,+1• • 

( 1) Le théorème-subsiste si E est localement compact ou localement homéo-
morphe ,à un espace métrique complet. Voir -aussi, dans ce -dernier cas : 
Kc«A.TOWSKI [I]. . 

Journ. de Afath., tome XXVI. - Fasc, 2, 1947, 
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On a donc pu trouver dans E’ une suite infinie de points I,, I,, . . .,
. l . . .dont toutes les d1stances mutuelles sont > ;- Or ce01 est 1mposs1ble à

cause de la compacité de E’. \
I

2° Semi—continuité inférzeure. —'Le raisonnement est analogue au"
précédent; il consiste encore à montrer que si le théorème était en.
défaut, il existerait une suite infinie de points I,, I,, . . . de E’ dont
toutes les distances mutuelles soient supérieures à une même constante
positive. ‘ ,

5. Sum:s comence—sms passons conr1Nm—zs D’APPLICATIONS. — DÉFINI—
TION. —— Sif,,(m) (où n: 1, 2, . . .) est le terme général d’une suite
convergente d’applicatsz d’un espace topologique E dans un espace
topologique E', nous dirons que cette suite est presque continue si, en
désignant par f(m) l’application limite, pour tout mêE et pour tout
voisinage ‘U’ du pointf(m) de E’ , il existe un nombre n° tel que, pour
tout n>n,, on puisse trouver un voisinage "J,. de m dans E dont
l’image par/,, soit incluse dans "0' . ,

Remarquons ici qu’il est immédiat que toute suite convergente
d’applications continues est une suite presque continue.

On peut se faire une idée assez nette de ce qu’est une suite conver—
gente presque cOntinue de fonctions numériquesf,.(æ) en remarquant
que la fonction limite est aussi la limite des fonctions semi—continues
supérieurement

. o , Idont l’ose1llaüon, pour tout se, tend yers zero avec ; -

THÉORÈME 3. — L’application limite f(m) d’une suite Convergen—te
presque continue d’applications f,,(m) d’un espace localement compactE
dans un espace métrique E’ est ponctuellementdtscontinue sur tout
ensemblePdl‘fdlt de E.

Démonstration. _— On peut évidemment toujours se ramener au cas
où E est compact. C’est dans ce cas que nous nous placerons.

Nous allons montrer que l’ensemble des points de continuite de
f(m) est un résiduel de E.

I~4 G, CROQUET. 

On a donc pu trouver dans E' une imite infinie de points 10 12 , •.. , 

dont toutes les distances mutuelles sont > !.... Or ceci est impossible à 
2 

cause de la oompacité de E'. 

2 11 Semi-continuité inféneure. -· Le raisonnement est analogue au· 
précédent; il consiste encore à montrer que si le théorème était en 
défaut, il existerait une suite infinie de points lt, 1;, ... de E' dont 
toutes les distances mutuelles soient supérieures à une même constante 
positive. 

3. SUITES CONVERGENTES PRESQUE t:ONTINUES n'APPLICA.TIONS. - DÉFINI-

TION. - Si,/,,( m) ( oû n = 1, 2, ... ) est le terme général d'une suite 
com·ergente d'applicati'o'ns d'un espace topologique E dans un espace 
topologique E', nous dirons que cette suite est presque continue si, en 
désignant par /(m) l'application limite, pour tout meE et pour tout 
voisinage '"J' du point f ( m) de E', il existe un nombre n0 tel que, pour 
tout n > n 0 , on puisse trouver un voisinage ~'n de m dans E dont 
l'image par.fn soit incluse dans "'v'. 

Remarquons ici qu'il est immédiat que toute suite convergente 
d'applications continues est une suite presque continue. , 

On peut se faire une idée assez nette de ce qu'est une suite conver-
gente presque continue de fonctions numériquesj,.( x) en remarquaµt 
que la fonction limite est aussi la limite des fonctions semi-continues 
supérieurement • 

J;,(a·) =j~(x), 

dont l'oscillation, pour tout x, tend .vers zéro avec~-

TeiodMÈ 3. - L'application limite/(~) d'une suite coiwergente 
presque continue d'applications fn( m) d'un espace localement compact E 
dans un espace métrique E' est ponctuellement discontinue sur toµt 
ensemble par/ aii de· E. • . . ,, 

• 
Démonstration~ - On peut évidemment toujours se ramener au cas 

où E est compact. C'est dans ce cas que nous nous placerons. • 
Nous allons mo.uti;er que l'ensem}j,le des points de continuitè de 

/ ( m) est un résiduel de E. -
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Nous appelons oscillation de f(m) au point mêlü la borne infé—
‘rieure du diamètre de l’image dans E’, par /'(m), des voisinages
de rn; soit w(m) cette oscillation.

Il est évident que pour tout l>o, l’ensemble des points de l‘] en
lesquels œ(m)_>_l est un ensemble fermé. L’ensemble des points de
discontinuité de j'(m) est donc un F.,. Si son complémentaire n’est
pas un résiduel de E, c’est qu’il existe un nombre lo>o êt un
ensemble ouvert non vide QcE tels qu’en tout point tu de Q, on
ait œ(m) > lo. -

Soit & un nombre >o quelconque; soit m! un point de 12. Par
hypothèse, .il existe un nombre n! et un voisinage ‘U(m.) de …, tel
que "«?(ml ) < Q et tel que pour tout mê‘V(m,), on ait

ôlfln(m)x f( …: )l < &;

en désignant par 8(a, b) la distance des points a, I) de l’espace
métrique E’ .

'

D’autre part on peut trouver un point m._,e‘l’(m.) et un voisi—
nage ‘U(m_) de 7122 tels que

'

ô[f(m,), f(m._,)] 21€ ”et ‘U(nq) <—î'1’(nq),

et tels que pour un certain nombre n._, >nl on ait, pour tout m € ‘U(mg),
la relation ‘

8lfn.(…)if(mz)l < €
De façon générale, supposons définis les points m,, m._.. ..., m,,,

ainsi que les voisinages “l‘,?(ml), . . .,_°J(m,,) de'ces points. On peut
trouver un point m,… E‘V(mp) et un voisinage “J(m,…) de m,… tels
que \

ô[f(mp): f(mp+illËà et ‘U(m,,…) <‘U(m,,)
N‘\.

et tels que pour un certain nombre n,… > n,,, on ait, pour tout
me "J(m,…) la relation

ôl/;Ïlnl(”L)7f(lrfp‘îl)]<:ÀIÏ—+î. '

Soit 17239 un point commun aux ensembles décroissants
as’(m1) > ‘Ü(m«_») >. . ..
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Nous appelons oscillation de /(m) au point meE Ja borne infé-
• rieure du diamètre de l'image dans E', par /(m), des voisi11ages 
de m; soit w(m) cette oscillation. 

Il est évident que pour tout t> o, l'ensemble des points de E en 
lesquels w(m) >,.lest un ensemble fermé. L'ensemble des points de 
.discontinuité de /(m) est doue un F.,.. Si son complémentaire 11'est 
pas mi résiduel de E, c'est qu'il existe u11 11ombre /0 > o êt u11 
ensemble ouvert non vide Q c E tels qu'e11 tout poi11t m de n, 011 
aitw(m)>l0 • • 

Soit E un nombre > o quelconque; soit m1 uu poi11L de U. Par 
hypothèse, il existe u11 nombre n1 et un voisinage ·V( m1) de 111 1 tel 
que "v( m1) < Q et tel que pour t_out me ·V( m1 ), 011 ail 

o[f,,, ( m), f( m, )1 < .,-
en désignant par 2( a, b) la distance des poiuts a, b de l'e~pace 
métrique E'. 

D'autre part on peut trouver un point m 2 e ":.'(m1) et u11 vo1s1-
nage 'V( m2 ) de m2 tels que 

o[f(m,),f(m,)]"-- { et 't'(mi) <'~~(111.), . '.), 

et tels que pour un certain nombre n 2 > n 1 on ait, pour tout me 'V(m2), 
la relation 

o[J,,,(m),f(m,)I< ;· 

De façon générale, supposons définis les points m,, m2 •••• , m,,, 
ainsi que les voisinages ·V( m1 ), ••• , . "v( m,,) de· ces points. On peut 
trouver un point mp+t e 'V( mi,) et un voisinage "v( mp+t) de m,,+t tels 
que 

et 

et tels que pour un certain nombre np+t > n"' on ait, pour tout 
me "v( mp+I) la relation 

0[/,11' " (Ill),/( ll~P" )] < 'J.p~l. 

Soit m.,, un point commun aux ensembles décroissants 
"v(mi) > 't'(m2) >., .. 
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En … la suite /',,(m ) ne peut avoir de limite puisqu’on peut en
extraire deux points consécutifs d’ indices arbitrairement grands, et

Ide distance0 >
<—Ë

-—
on), quel que soit a.

On arrive donc bien à une contradiction.
Remarque. — On peut définir de façon naturelle la notion de suite

convergente presque semi—contmue supénëurement d’applications d’un
espace E dans l’espace 2"' attaché à un espace E’ . On montre alors
aisément qu’une telle suite a même limite qu’une suite convergente
d’applications semi—continues supérieurement.

L’extension de ce résultat aux\ suites presque semi—continu‘ës infé—
rieurcment est moins immédiate.

Æ. DÉFINITION DE LA CLASSE D’UNE APPLICATION. — Par la suite il s’agira
toujours d’applicationsf d’un espace localement compact 'E dans un
espace métrique compact E’. Nous adopterons la définition suivante :

' 1° f est de classe 0 si elle est continue;
2°f est de classe 1 au plus si elle est ponctuellement discontinue

sur tout sous——ensemble parfait de E. —

Pour tout ordinal a: de 2° classe, les applications de classe ou se défi-
nissent par des passages à la limite, à partir de celles de classe 0 et I,
par récurrence transfinie.

Il résulte du théorème 3 que toute ;” l1m1te d’applicationsde classe 0
est au plus de classe 1; l’inverse n’est pas toujours vrai, d’après une '

remarque de Hausdorfl‘ ( ‘ ).

.). ETUDE DE LA CLASSE ou CONTINGENT ET DU PARATINGENT D’UN ENSEMBLE

CARTÊSIEN. — Désignons par @ l’espace métrique des directions de
demi—droite d’un espace cartésien R… métrisé en prenant comme dis-
tance de deux telles directions leurangle cartésien. ,

L’espace 9 est compact et homéomorphe à la sphère unitaire S___,,1
de R….

Désignonspar 23 l’espace des sous-ensembles fermés de @ métrisé
- - L .—' — 1

‘ K'J
).

:

(’) Voir Hausooarr [I], p. 269 et KURA'l‘OWSKI [I], p. 281.
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En m,., la suite J;,;(m~) ne peut a~oir de· limite puisqu'on peut en 
extraire deux points consécutifs d'indiceàS arbitrairement grands, et 
de 8istance > ( - rx ), quel que soit rx. 

On arrive donc bien à une contradicliQn. 

Remarque. - On peut définir de façon naturelle la notion de suite 
convërgente presque semi-continue supérieurement d'applications d'un 
espace E dans l'espace 2E' attaché à un espace E'. On montre alors 
aisément qu'une telle suite a même limite qu'une su~te convergente 
d'applications semi-continues supérieurement. 

L'extension de ce résultat au~ suites presque semi-con-tinu~s infé-
rieurement est moins immédiate. 

-t. DÉFINITION DE LA. CLASSE D'UNE APPLICATION. - Par la suite il s'agira 
toujours d'applications/ d'un espace localement compact 'E dans un 
espace métrique compact E'. Nous adopterons la définition suivante : 

• 1° / est de classe o· si elle est continue; 
2°. / est de classe I au plus si elle est ponctuellement discontinue 

sur tout sous-ensemble parfait de E. 
Pour tout ordinal a. de 2• classe, les applications de cl.asse oc. se défi-

nissent par des passages à la ~imite, à partir de celles de classe o et 1, 

par récurrence transfinie. 
Il rés1,1lte du théorème 3 que toute /limite d'appl\cations de classe o 

est au plus de classe 1; l'inverse n'est pas toujours vrai, d'après une • 
remarque de Hausdorff ( 1 ). 

o. ÉTUDE DE LA CLASSE ou CONTINGENT ET DU PARATINGENT o 'uN ENSEMBLE 
CARTtSIEN. - Désignons par 8 l'espace métrique des directions de 
demi-droite d'un espace cartésien Rn, métrisé en prenant comme dis-
tance de deux telles directions leur angle cartésien.· 

L'espace 8 est compact et homéomorphe à la ~phère unitaire Sn~t 

de R,.. • 
Désignons par 2 8 l'espace des· sous-e~sembles fermés de. 8 métrisé 

(1) Voir HAUSDORFF [I], p. 269 et KURATOWSKI li], p. 281. 
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au moyen de l’écart de Hausdorff entre deux sous-ensembles fermés
de @.

‘

L’espace 2G est compact et séparable.
Soit maintenantE un ensemblefermé de R,,; son contingent(‘) C(M)

au point M est un ensemble fermé de demi-droites. L’ensemble des
directions de ces demi—droites est donc un sous-ensemble fermé de @.
La fonction C(M) réalise donc une application de E dans 29.

Le théorème suivant montre,quelle est la nature topologique de
cette application.

THÉORÈME 4. — Le contingentC( M) d’un ensemblefermé cartészen IC

au point M est une fonction de 2° classé au plus du point M. Plus préci—
sément, C(M) est la limite d’une suite décroissante d’ensembles C,—(NI)
présentant, pour tout i, [a semi—continuité inférieure d ’inclusion.

Démonstration. — Soit 9 un nombre >o. Désignons par S,,(M)
‘ la sphère ouverte (“’) de rayon 9 et de centre M E E.

Soit CP(M) la fermeture de l’ensemble des rayons MP joignant-M
à un pointP€E.S,,(M). '
" L’ensemble C,,(M), fonction de M, possède la semi—continuitéinfé—

rieure d’inclusion. Il suffit pour le prouver de montrer que tout
rayon A de C',(M) est un élément limite de C,,(M’) lorsque M’ —> M.

En effet,. pour tout a il existe un point P de C,(M) tel que

B<MÎ,A><E. Or, dès que MM’ est assez petit, on a PeC,(M’).
‘ Comme 8(M’Î, M?) —> 0 lorsque MM’ ——> o, la distance angulaire

de A à C5(M’ ) tend bien vers zéro lorsque MM’ —> 0.
Or le contingent C(M) de E en M est défini par

, . C(M)=1im[cp(M)].
?>»

Comme CP’(M) est une fonction décroissante de ;. et que C,,(M) 
(') Voir Boumemn [l].
(2) Lorsque la métrique carte'sienne de E est équivalente à une métrique

convexe, on peut remplacerces sphères ouvertes S_,,(M) par des sphères fermées
relatives à cette nouvelle métrique.
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Soit Cp(M) la fermeture de l'ensemble des rayons MP joignant.M 
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rieure d'inclusion. Il suffit pour le prouver de montrer 4ue tout 
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En effet,, pour tout i il existe un point P de Cr,( M) tel que 
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Comme CP~ M) est une fonction décroissante de ~, et que Cp( M) 
' ' ' 

( 1) Vpir BoULIGAND [ 1 J. 
(2) Lorsque la métrique cartésienne de E est équivalente à une métrique 

convexe, on peut r.emplacer ces sphères ouvertes Sr ( M) par des sphères fermées 
relatives à cette nouvelle métrique. 
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est, à cause de sa sem1—contmu1té1nfer1eure une fonct10n de 1‘0 classe,
le théorème est entièrement démontré.

Remarÿue l. — Lorsque E est une variété de l’espace B… on peut
mettre C(M) sous la forme plus précise suivante

(1) C(M): limM[lim (I,…(M)] avec 0 <r < R <oo,

où (.,.“(M) est une fonction continue de M qui croît lorsque r décroît.
En effet, supposons que E soit une image topologique d’un espace

cartésien R,, par une homéomorphie H. Dans l’espace R,,, on dési-
gnera par k:,,(m) l’ensemble des points m’ tels que r4mm’éR.

Si M: H(m), posons
K,.Æ(l“) : H[kr,R(ln)]

et désignons par C,…(M) l’ensemble des rayons MP ,°-où P & K,…(M).
L’ensemble C,.,,(M‘) est évidemment une fonction continue de M.

Comme de plus C(M) est bien donné par la formule(1) ci—dessus, le.
résultat annoncé est bien établi.

Remarque 2. —-— On sait que le par"atzngent( ) d’un ensemble carté—
sien s ’étudie plus facilement que le contingent du fait qu’il possède la
semi—continuité supérieure d’inclusion (2 ). Cette simplicité se révèle
aussi dans l’évaluation de sa classe. En effet, le théorème 2 montre
que ce paratz‘ngent est une fonction de'1‘e classe au plus. '

Remarque 3. — La démonstration du théorème 3, ainsi que celle de
beaucoup d’autres théorèmes de ce Mémoire, fait appela très peu de
propriétés du contingent: un rayon de C(M) est l’élément limite
d’une suite de rayons joignant M‘a un autrepoint M’E E.

Plus généralement, on peut associer àtout couple ordonné (M, M’ )
de points distincts de E, un élément A(M, M’) d’un e5pace compact
auxiliaire E (ici l’espace @ des directions de demi—d1’oite) de telle.
façon que cet élément varie continûmerit avec le c0uple (M, M’).
On définit alors naturellement le cohtmgent de E en‘ un point MEE 

(’) Voir Boumemn [I]. _
_

‘(’) Voir BOULIGAND [I]. — _

. ,
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comme ensemble d’accumulation dans E’ de A( M, M’)lorsque M’—-> M .

Ce contingent possède tout’ès les propriétés fonctionnelles du contin—
gent ordinaire.

On étudierait de même des paratzngents abstraits, et même des
contingents et des paratingents d’ordre n, associés à la donnée d’un
élément abstrait A(Ml , M,, . . ., M,.) fonction continue de n points
distincts M,— de E (' ), où E pourrait être d’ailleurs un espace compact
quelconque. '

C’est pour ne pas perdre contact avec la réalité géométrique que
nous n'avons pas dans ce Mémoire adopté ce point de vue abstrait,
malgré la simplicité et l’unité qu’il peut parfois apporter.

6. ETUDE DE
VAQIÉTÉS

LINEAIRES nucmäes A CERTAINS comnuceurs. — On
ne peut améliorer le théorème 4. En effet, le contingent d’une courbe
plane y= f(x) peut ne pas être une fonction de 1'e classe, puisque
les nombres dérivés extrêmes de f(æ) peuvent être des fonctions de
2° classe de a:.

Pour trouver des cas étendus où C(M) soit de 1'0 classe, nous
sommes donc conduits à faire une hypothèse sur la structure des
ensembles C(M), en fait nous allons plutôt étudier la classe de cer-
taines fonctions liées à C(M), lorsque C(M) est soumis à certaines
conditions géométriques.

Nous allons démontrer un théorème dont voici un cas particulier.
Si C(M) est en tout point M de E porté par une seule droite, la direc-
tion de cette droite est une fonction de 1" classe au plus.

Pour généraliserce cas particulier, on pourrait penser à considérer
le cas où, par exemple, C(M) est, en tout point, situé dans un plan
unique; mais nous montrerons par un contre—exemple que ce01 ,ne
suffit pas pour que la direction de ce plan soit une fonction de 1” classe
au plus de M, en fait il faut faire l’hypothèse supplémentaire que
C(M) contient deux rayons dont l’angle ne soit pas trop voisin de Q

( ) Pour l’introduction de tels contingents et paratingents abstraits, vozr
C. PAUC, C'. R. Acad. So,, 203,1936,p.153;2%,1937,p. 841; Journal de
Crelle, 1939 et 1940.
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ou de a, ce qui assure en quelque sorte une rigidité convenable à la
planéité du contingent.

Ceci nous amène à introduire une définition.
DÉFINITION. — Soient A,—(i= 1 , 2, . . . , n), n directions de droite d’un

espace carte'sim quelconque. ‘

Nous appelleronscoefficient d’indépendance linéaire des directions A,—

le volume n—dimensionnel 7t d’un paralléle'pipède construit sur n vecteurs
unitairesparallèles auæ n directions A,-.

Il est immédiat que X = 0 si, et seulement si, les directions A,— sont
linéairement dépendantes, autrement dit si elles sont contenues dans
une infinité de variétés linéaires à n dimensions.

Il résulte donc de la définition que si l’on a dans un espace cartésien
quelconque deux variétés linéaires L distinctes, chacune contenant
n directions de droite ayant un coefficient d’indépendance linéaire
non nul, il n’existe aucune variété linéaire L,l contenant ces 2n direc—
tions de droite.

’

THÉORÈME 5. — Soient, dans un espace carte'sien, un ensemble
quelconque E et un ensemble parfait P. S‘il existe un entier -n et un
nombre %> 0 tels que, en tout point M de P le conting,ent C(M) de E
soit contenu dans une variété linéaire L,,(M) à n dimensions et con—

'

tienne n rayons dont les directions aient un coeflïcient d’indépendance
linéaire 71 > 7.0, alors la variété L,,(M) est une fonction ponctuellement
discontinue de M sur P et sur tout sous—ensembleparfait de P.

Démonstration. — Soient E, P, n, “A,, des éléments satisfaisant aux.
hypothèses du théorème. Il suffit évidemment, pour démontrer le
théorème, de démontrer que L,,(M) est ponctuellement discontinue
sur P.

S’il n’existait sur P aucun point de continuité pour L,,(M), on
pourrait trouver un nombre to > 0 tel que, pour tout point M d’une
portion de P, il y ait des points M’ de cette portion arbitrairement
voisins de M et tels que 8[L,,(M’), L,,(M)]> co. Pour simplifier les
notations, nous continuerons à désigner cette portion par P.

Si a est un nombre positif quelconque, pour tout point M de P, les
hypothèses sur la structure de C‘(M) entraînent l’existence de n points
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N ,, N,, . . . , N,, de E tels que : 1° les demi-droites MN,— fassent avec
L,,(M) un angle inférieur à &; 2° les droites MN,— aient un coefficient
d’indépendance linéaire >(l0— a); 3° toutes les distances MN,- soient
inférieures à €.

Nous dirons que ces points N,— sont associés à M et à €.

Soit alors M, un point quelconque de P et e, = &; soient.
N}(i= 1,‘ z, . . ., n) n points associés à M, et a,. On peut trouver un
voisinage ouvert ‘Ü(M,) de M, , de diamètre < a., tel que pour tout
point M de P.‘U(M,) : 1° les demi—droites MN} fassent avec L,,(M,)
un angle < .::.; 2° les droites MN} aient un coefficient d’indépendance
linéaire > ()…— e,); 3° toutes les distances MN: soient < a,.

De façon générale, supposons définis M1 , M,, . . . , M,, ainsi que
les ensembles (Ni, Ng , . . ., N,) et les voisinages ouverts ‘U(M,) des
points M,— (où z=1, 2, ..., p). Soit M,… un point quelconque de
P.‘U(M,) tel que 8[L,,(M,…), L,,(M,)]> ou; soient Nf“, . . ., Nfl* ',
n points associés à M,,+1 et à s,…, où a,…= a . 2“".

On peut trouver un voisinage ouvert ‘U(M,…) de M,… , de dia—

mètre < e,…, tel que "J(M,…) < ‘V(M,,)et tel que pour tout point M
de P . ‘V(M,…), les couples MN?“ aient par rapportà L,,(M,…) et s.,…

les mêmes propriétés que les couples MN } ci—dessus par rapport
à L,,(M,) et €,.

Soit M°° le point commun à tous les “J(M,—)(i=l, 2, . . . ); c’est un
point de P. Il est évident qu’en M,, le contingent de E contient au
moins deux systèmes de n rayons, situés dans deux variétés linéaires
distinctes à n dimensions et d’écart 3 èw, chacun des systèmes ayant
un coefficient d’indépendance linéaire }_À,. Donc en M,, le contingent
de E ne peut être contenu dans une seule variété linéaire à n dimen-
sions, ce qui est en contradiction avec les hypothèses.

Remarque. — Il résulte immédiatement de la démonstration que
sur tout sous—ensemble parfait de P, l’ensemble des points de conti—

nuité de L,,(M) forme tout un résiduel de P (ce résiduel étant de plus,
évidemment, un G.,).

7 . CAS PARTICULIER n = 1 . — Nous avons déjà remarqué la simplifi—

cation q.ui s’introduit lorsqu’on fait n = 1 dans le théorème précédent.
18Journ. de Math., tome XXVI. —— Faso. 2, 1947.
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Il n’est plus alors nécessaire de postuler explicitement l’existence du
nombre )…> 0 puisque l’on est assuré a priori que X = 1 en tout point.

Cette simplification permet de donner, du cas particulier n=1,
une seconde démonstration. Celle-ci fait appel au théorème 3 relatif
aux suites convergentespresque continues.

Soit E un ensemble fermé cartésien et P un sous-ensemble parfait
de E en tout point M duquel le contingent C(M) de E est porté par
une seule droite.

Pour tout M € P, soit S,.(M) l’ensemble des points M’ de E tels que

MM'é ’— (n entier > 0). Soit A,,(M) la droite portant l’un des dia—n
mètres de S,.(M). Il est évident que, en tout point M de P, on a, en
désignant par L(M) la droite portant le contingent C(M),

L(M) : lim [An(M)].
n>œ

D’autre part, pour tout MOEP, l’oseillation de A,,(M) en M0 tend
. 1vers Z€I‘O avec

71
°

Il résulte donc immédiatementdu théorème 3 que L(M) est ponc-
tuellement discontinue sur tout sous-ensemble parfait de P.

/
8. EXTENSION ou THÉORÈME 5 A DES ENSEMBLES CARTÉSIENS PARAMÉTRÉS. —

Le théorème 5, valable pour tous les ensembles fermés cartésiens est
en particulier valable pour les arcs simples; mais on conçoit que, si
ce théorèmen’était pas vérifié pour un arc ayant un seul point double,
on puisse, dans certains cas, le vérifier après une convention conve-
nable, en dédoublantce point double par une paramétrisationde l’arc.

Ceci n0us amène à étendre le théorème 3 en remplaçant les
ensembles cartésiens étudiés ci—dessus par des ensembles cartésiens
paramétrés. Nous aurons besoin pour cela d’une définition.

DÉFINITION. —— Soit T une application continue d’un espèce topolo—
gique E dans un espace cartésien quelconque B… On désignera par des
petites lettres les points de E, par des grandes lettres les points de R,,
[Exemple M: T(m)]. ‘

Pour tout mêE, on appelle contingent de l’application T en m
l ’ensemble d’accumulation éventuel des demi—droites MM’ d’origine M
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n 
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Le théorème 5, valable pour tous les ensembles fermés cartésiens est 
en particulier valable pour les arcs simples; mais on conçoit que, si 
ce théorème n'était pas vérifié pour un arc ayant un seul point double, 
on puisse, dans certains cas, le vérifier après une convention conve-
nable, en dédoublant ce point double par une paramétrisation de l'arc. 
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DÉFINITION. - Sozi T une application continue d'un espace topolo-
gique E dans un espace cartés!·en quelconque Rn- On désignera par des 
petites lettres les points de E, par des grandes lettrn les points de Rn 
[ Exemple M = T(m)]. • 

Pour tout me E, on appelle contingent de l'application T en m 
l'ensemble d'accumulation él'entuel des demi-dro#es MM' d'origine M 



APPLICATION DES PROPRIETES DESCRIPTIVES. 133

[M = P(m), M’= T(m’)] lorsque le point m’ de E tend vers m en évitant
les points en lesquels M = M’ .

Lorsque m est tel qu’en tout point m' d’un de ses voisinages on ait
T(m)= T(m’ ), on dit que le contingent de l’application est vide.

Il est immédiat que l’ensembledes poihts de E en lesquels le contin—
gent de l’application T n’est pas vide est fermé.

Lorsqu’une confusion sera possible, nous dirons contingent ordi—
naire lorsqu’il s’agira du contingent d’ensembles carlésiens non para—
métrés.

THÉORÈME 5' . — Soit T une application continue d’un espace topolo-
gique E dans un espace cartésien. Si pour un sous—ensemble parfait
compact P de E, il existe un entiern et un nombre X., > 0 tels que, pour
tout mE P, le contingent de l’application T soit contenu dans une
variété linéaire L,,(m) à n dimensions et contienne n rayons dont les
directions aient un çoefl'icient d’indépendance linéaire ). > )…, alors la
variété linéaire L,,(m) est une fonction ponctuellement discontinue de m
sur P et sur tout sous—ensembleparfait de P.

Démonstration. — Elle se fait de la même façon que celle du théo—
rème 5. Il suffit de remplacer dans cette démonstration les lettres
majuscules par des lettres minuscules et d’utiliser la compacité de P,
comme nous l’avons fait dans la démonstrationdu théorème 3.

9. CONSTRUCTION D’UN CONTRE—EXEMPLE. — Dans l’énoncé du théo-
rème 5, l’hypothèse portant sur l’existence d’une constante )… > O est
essentielle. Nous allons en effet construire dans R., un continu K dont
le contingent C(M) en tout point contient au moins trois rayons et
est contenu dans un plan, et tel cependant que le plan contenantC(M)
varie de façon totalement discontinue sur un certain sous-ensemble
parfait P de K.

Le continu K est la somme de deux continus K1 et K2 qui ont en
commun l’ensemble parfait P (voirfig. 1).

Soient dans R3 trois axes rectangulairesorientés Oæyz.
Construction de K4. — Soit, sur l’axe x’æ, P l’ensemble parfait

triadique classique de Cantor construit sur le segment (O — 1).
K1 est la réunion de P et de triangles isoscèles *: construits sur les
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_intervalles contigus à P et obtenus ainsi : pour tout intervalle fini
contigu à P, si 3“" est sa longueur, le triangle isoscèle "C correspondant
a pour base cet intervalle, pour angle à la base 3'“", et son demi—plan
lait avec Ôy un angle de n radians.   Ebauche de K

. .

'

Fig. 1.

Il est immédiat qu’en tout point de 2° espèce de P, le contingent
de K. se compose de deux rayons portés par æ’x. En tout point de
1"_° espèce de P, le contingent de K, se compose de toutes les demi—
droites contenues dans l’angle du triangle P. dont M est un sommet,
et d’une autre demi—droite portée par æ'æ.

Construction de K,. — Le continu K, est situé dans le demi—plan
.rOz, : à 0. Il se déduit du carré Q ayantpour côté le segment (o — 1)
de æ’.1: en enlevant de Q une suite de domaines ouverts.

De façon générale, si AB est un segment de l’axe œ'a; de longueur !,
nous désignerons par Q(—AB, 9) (où o<p 41) le domaine ouvert
convexe suivant. il est limité par AB, par le segment A’B’ déduit
de AB par une translation parallèle à Oz d’amplitudeoLa,et par les
deux demi-cercles de diamètres AA’, BB’ choisis de telle sorte que le
domaine soit convexe. . .

Désignons alors par a,, tout intervalle contigu à P et de lon-
gueur 3"‘. Soit G,- le domaine Q(a,, p,), où 9, est choisi assez petit
pour que tout point de (ST — a,) soit intérieur à Q; puis soit Q, tout
domaine Q(o,, p,), où 9, est choisi assez petit pour que tout point
de (£Î,— a,) soit intérieur à (Q—— ÎÏ,;) de façon générale, désignons
par Q,, tout domaine fl(o,,, p,,), où ça,, est choisi assez petit pour que

(p—1)

tout point de (ÎÎ,,—— a,,) soit intérieur.à
[Q

— UQ,— ]
.

' 1

On pose alors K2: Q — UG,-.
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de AB par une translation parallèle à Oz d'amplitude l. p, et par1 les 
deux demi-cercles de diamètres AA', BB' choisis de telle sorte que le 
domaine soit convexe. 

Désignons alors par a,. tout intervalle contigu à P et de lon-
gueur 3-". Soit .01 le domaine !l( a,, p1 ), où p1 est choisi assez petit 
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00 

On pose alors K 2 = Q -U O;. 
1 
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Par construction K, est un continu. En tout point de r" espèce
de P, K2 a un contingent porté par æ’æ. En tout point M de 2° espèce
de P, K2 a pour contingent le demi—plan s}_o; coupons en effet K,
par une demi—droite D de ce demi-plan et d’origine M; notre affirma—
tion serà démontrée si l’ensemble D.K, est parfait. Or ceci est
évident si D est portée par æ’æ; sinon cela résulte de ce que tous les
domaines Q“,— sont convexes et ont leurs frontières disjointes deux
à deux.

Posons K =K,+ K,. En tout point de P, le contingent de K est
situé dans un plan et contient au moins trois rayons distincts.

D’autre part, dans tout voisinage de tout point M de P, on peut
trouver deux points M’, M” de 1” espèce de P en lesquels les contin—
gents de K sont dans des plans dont l’angle est égal à 1 radian. Donc
le plan de C(M) varie bien de façon totalement discontinue sur P.

10. ÉTUDE DÉTAILLÉE DES APPLICATIONS communs A CONTINGBNT mmour
PORTÉ PAR UNE DROITE. — THÉORÈME 6. — Pour toute application continueT
d’un espace compactE dans l’espace carte'sien R,, , lorsque en toutpointm
de E le contingent de l’application est vide ou porté par une droite de
direction g(m), l’ensemble des points de E en lesquels g(m) est déter—

minée est un ensemblefermé F, et g(m) est une fonction de m ponctuel—
lement discontinue sur tout sous—ensemble parfait de F.

Il en résulte qu’on peut, pour tout nombre a > o, attacher à tout sous-
ensemble fermé P de E un ensemble ouvert D deE contenant des pomts
de P de telle sorte que : '

I° L’angle d’une corde quelconque joignant un point de T(D._P)
à un point de T(D) avec toute autre corde analogue, soit < &.

2° Il existe un (n — 1)-hype1plan H tel que tout (n —1)—hyperplan
passant par un point de T(D.P) et parallèle à H ne rencontre T(D)
qu’en ce point.

Si de plus on suppose que E est localement connexe, on peut prendre
pour D un ensemble ouvert conneæe de E, de manière que :

3° Le contingent ordinaire de T(D. P) en chacun de ses points M soit,
ou bien vide, ou bien Lréduit à deua: rayons faisant un angle compris
entre 7: et (a — a); on peut même choisir D pour que ce contingentsoit
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porté par une droite unique quand T n’a son contingent vide en aucun
point de E.

Démonstration. — La !” partie du théorème est un cas particulier
du théorème 5’ et d’une remarque qui le précède. Démontrons la
seconde partie.

Pour fixer les idées et simplifier le langage, nous ferons la démons—
tration dans le cas où n=2; nous supposerons éventuellement le
plan R2 rapporté à deux axes rectangulairesOx, Oy.

Première pr0priété. — Si elle n’était pas vérifiée, sur tout ensemble
ouvert [) de E contenant des points de P, on pourrait trouver deux
couples de points (m, n), (m’, n’), où m et m’êP, n et n’ GD, de telle
sorte que dans le plan B,, les cordes homologues MN, M’N’ fassent
un angle > &.

On montrerait alors, par un procédé calqué sur celui de la démons-
tration du théorème 3, l’existence d’un point a de P en lequel le
contingent de l’application devrait contenir deux rayons portés par
deux droites faisant un angle > a, ce qui est contraire à l’hypothèse.

Nous désignerons maintenant par D un ensemble ouvert de E
contenant des points de P et pour lequel la 1"’ propriété est vérifiée.

Deuæièflæ propriété. — Elle résulte immédiatement de la 1“6 pro-
priété. Prenons en effet pour m’a: un axe contenant une des cordes '

joignant un point de T(ÎÎ. P) à un point de T(Ü). [Si une telle corde
n’existait pas, c’est que T(Û) serait réduit à un point et alors on
prendrait pour m'a: un axe quelconque.] Pour le (n —— 1)-hyperplan H
du théorème, on peut prendre alors par exemple l’axe y’y perpendi—
culaire à æ’æ.

Ces deux premières propriétés m0ntrent que l’ensemble T(Û) est
situé dans l’ensemble fermé défini par f,(æ)_éyéfl(x), où f1 (ce)
et f,(æ) sont des fonctions lipschitziennes définies sur un segment
de æ’x, et telles que les courbes y=f,(æ), y=f2(æ) aient pour
intersection l’ensemble T(Û.P)f

Troisième pr0priéte'. — On suppose maintenant E localement
connexe. On peut alors toujours supposer que I) est connexe.
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L’ensemble T(Û) est alors un continu; et l’on remarque que tout
sous-continu de T(Û) contenant un point M de T(ÎÏ.P) contient
aussi tous les points de T(Û.P) situés, soit à droite, soit à gauche
de M, et dans un certain voisinage de M.

Soit alors M,, M,, une suite de points de T(Û.P) tendant
vers M, panexemple à droite de M. Il existe sur E une suite de
points m., né,, . .. de lÎ.P tels que T(m,—)= M,—(i= 1, 2, ..):
soit m un point d’accumulationde cette suite. On a T(m): M; en m
l’application T a un contingent porté par une droite unique; comme
d’autre part l’image de tout voisinage de m contient un continu qui
contient tous les points M, , M,, . . . d’indice assez grand, il en résulte
que T(Î5.P) a en M, à droite, un contingent réduit à un seul rayon.
Le même raisonnement peut se faire égalementà gauche; la propriété
annoncée en résulte aussitôt.

Supposons de plus maintenant qu’aucun point m de E ne possède
un voisinage dont l’image dans R, soit réduite à un point.

Soit M un point de T(ÎÎ.P) qui soit point d’accumulation de cet
ensemble à droite et à gauche. Désignons par A (resp. B) l’ensemble
des points de lÎ dont l’image est strictement à droite (resp. à gauche)
de M.

Si K+ È = 5, comme Ü est connexe, il en résulte que K et È ont
au moins un point commun m; on a T(m)= M et en un tel point m
(qui ne fait d’ailleurs“ pas forcément partie de P), le contingent de
l’application se compose de deux rayons opposés. Donc en M le
contingentordinaire de T (Ü . P) est porté par une seule droite.

Si Â+Ë;£Û, soit mêD — (Â+Ë); un tel point m possède un
voisinage dont tous les points ont pour image M. Comme nous avons
exclu la possibilité de tels points m, on voit qu’en chacun de ses points,
l’ensemble T(Ü . P) a bien un contingent porté par une droite.

Par contre, lorsqu’on n’exclut pas la possibilité de tels points m,
on peut aisément montrer par des exemples que l’ensemble des points
de T(Ë.P) en lesquels le contingent de T(Ü .P) n’est pas porté par
une droite, peut être partout dense sur cet enSemble, même lorsque E
est homéomorpheà un segment de droite.

APPLICATION DES PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES, 

L'ensemble T (D) est alors un continu; et l'on remarque que tout 
sous-continu de T(D) contenant un point M de T(D.P) contient 
aussi tous les points de T (D. P) situés, soit à droite, soit à gauche 
de M, et dans un certain voisinage de M. 

Soit alors M11 M2 , ••• une suite de points de T(fi. P) tendant 
vers M, par,exemple à droite de M. Il existe sur E une suite de 

; -
points m1 , m2 , ••• de D.P tels que T(m;)=M;(i=1, 2, ... ): 
soit m un point d'accumulation de cette suite. On a T( m) = M; en m 
l'application T a un contingent porté par une droite unique; comme 
d'autre part l'image de tout voisinage de m contient un continu qui 
contient tous l~s points M:1, M2 , ••• d'indice assez grand, il en résulte 
que T(D.P) a en M: à droite, un contingent réduit à un seul rayon. 
Le même raisonnement peut se faire également à gauche; la propriété 
annoncée en résulte aussitôt. 

Supposons de ·plus maintenant qu'aucun point m de E ne possède 
un voisinage dont l'image dans R2 soit réduite à un point. 

Soit Mun point de T(D.P) qui soit point d'accumulation de cet 
ensemble à droite et à gauche. Désignons par A ( resp. B) l'ensemble 
des points de D dont l'image est strictement à droite (resp. à gauche) 
de M. 

Si A+ B = D, comme D est connexe, il en résulte que A et B ont 
au moins un point commun m; on a T(m) =Met en un tel point m 
( qui ne fait d'ailleurs' pas forcément partie de P), le contingent de 
l'application se çompose de deux rayons opposés. Donc en M le 
contingent ordinaire de T (D. P) est porté par une seule droite. 

SiA+B~D, soit meD-(A+B); un tel point m possède un 
voisinage dont tous les points ont pour image M. Comme nous avons 
exclu la possibilité de tels points m, on voit qu'en chacun de ses points, 
l'ensemble T(D. P) a bien un contingent porté par une droite. 

Par contre, lorsqu'on n'exclut pas la possibilité de tels points m, 
on peut aisément montrer par des exemples que l'ensemble des points 
de T(D.P) en lesquels le contingent de T(D .P) n'est pas porté par 
une droite, peut être partout dense sur cet ensemble, même lorsque E 
est homéomorphe à un segment de droite. 
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Remarque. — Soulignons ici le complément d’information
qu ’apportc le fait que l’espace E soit localement connexe.

Les mêmes précisions sont valables lorsque E est un ensemble
cartésien et que T est l’application canonique de E sur lui-même.

'

THÉORÈME 7. — Pour toute application continue T d’un espace com—
pact E dans l’espace euclidien R…, lorsqu’en tout point m de E le contin—
(rent de l’application est vide ou porté par une droite de direction con—
stante A, l’ensemble T(E) est un ensemble compact dont le contingent
ordmaùe en tout point estportepar une parallèle à A.

Il en résulte que toute composante conneæe de T(E) est un point
ou un segment parallèle à A, et que la projection de— T(E) sur un
(n —1)—hyperplan perpendiculaire à A a une mesure linéaire nulle et
est une réunion dénombrable d’ensembles fermés dont chacun est situé
sur un arc rectifiable.

Démonstration. — L’ensemble T(E), image d’un espace compact,
est compact. Supposons qu’en un de ses points M, son contingent

_+ . .possède un rayon Mt non parallèle à A; 501t M1, M2 , . . . une su1te de
. . . ‘ + .pomts de T(E) tendant vers M tangent1ellementa Mt; tout pomt M,—

est image d’au moins un point m de E; si m est un point d’accumu—
lation des m,, on a T(m)= M, et au point m, le contingent de l’ appli—-

cation contient le rayon Mt, contrairement à l’hypothèse. Donc en
tout point de T(E), le contingent ordinaire est porté par une paral—
lèle à A.

On peut alors montrer simplement que la projection orthogonale
de T(E) sur un hyperplan à (n — 1) dimensions perpendiculaire à A
est de mesure linéaire nulle et est située sur une réunion dénombrable
d’arcs rectifiables. Mais ceci résulte aussi directement d’un théorème
général de M. F. Roger (' ).

Or cet ensemble de mesure linéaire nulle est fermé; il est donc
totalement discontinu. Donc toute composante connexe de T(E) est
un point ou un segment de droite parallèle à A. En particulier, si E

(‘) Voir ROGER [I].
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Remarque. Soulignons ici le complément d'information 
qu'apporte le fait que l'espace E soit localement connexe. 

Les mêmes précisions sont valables lorsque E est un ensemble 
cartésien el que Test l'application canonique de E sur lui-même. • 

THÉORÈME 7. - Pour toute application continue T d'un espace com-
pact E dans l'espace euclidien Rn, lorsqu'en tout point m de E le contin-
gent de l'application est vide ou porté par une droite de direction con-
stante .1, l'ensemble T(E) est un ensemble compact dont le contingent 
~mlinaù·e en tout point est porté par une parallèle à â. 

Il e11 résulte que toute composante connexe de T(E) est un point 
ou un .regment parallèle à â, et que la projection de• T(E) sur un 
( n - • )-hyperplan perpendiculaire à â a l!Lne mesure linéaù·e nulle et 
est une réunion dénombrable d'ensembles fermés dont chacun est situé 
sur un arc rectifiable. 

Oémonstration. - L'ensemble T(E), image d'un espace compaét, 
est compact. Supposons qu'en un de ses points M, son contingent . 
possède un rayon Mt non parallèle à â; soit Mt, M~, ... une suite de 
points de T(E) tendant vers M tangentiellement à Mt; tout point M; 
est image d'au moins un point m; de E; si m est un point d'accumu-
lation des m;, on a T(m) = M, et au point m, le contingent de l'appli-

• -
cation contient le rayon Mt, contrairement à l'hypothèse. Donc en 
tout .point de T(E), le contingent ordinaire est porté par une paral-
lèle à â. 

On peut alors montrer simplerpent que la projection orthogonale 
de T(E) sur un hyperplan à ( n - 1) dimensions perpendiculaire à â 
est de mesure linéaire nulle et est située sur une réunion dénombrable 
d'arcs rectifiables. Mais ceci résulte aussi directement d'un théorème 
général de M.F. Roger ( 4 ). 

Or cet ensemble de mesure linéaire nulle est fermé; il est donc 
totalement discontinu. Donc toute composante connexe de T(E) est 
un point ou un segment de droite parallèle à â. En particulier, si E 

( 1 ) Voir ROGER [I]. 
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contient n (resp. N.,) composantes connexes, T(E) se compose d’au
plus n (resp. N.,) points ou segments parallèles à A.

Ajoutons qu’un tel ensemble T(E) n’est coupé qu’en un nombre
fini de points par tout hyperplan non parallèle à A. Il en résulte en
particulier que, pour tout l> c, il n’y a dans T(E) qu’un nombre
fini de composantes connexes de diamètre > !.

RÉCIPRQQUE. — Si A est un ensemble compact cartésien dont le
contingent en tout point est porté par une droite parallèle à une droite
fixe A, A peut être considéré comme un des ensembles T( E) ci-d«:ssus.
Il suffit en effet de prendre E E A et de prendre pour T l’application
canonique de A sur lui—même.

Nous allons montrer maintenant que le résultat relatif à la mesure
de la projection de T(E) sur un hyperplan ne peut être amélioré.

Plus précisément :

Si a est un ensemble compact quelconque de mesure linéaire nulle
situé sur l’axe æ’_æ du plan x0y, on peut définir sur a une fonctiony= cp(x) continue et croissante, dont l’image A dans le plan ait en
toutpoint son contingent et même son paratingentportés par une paral—
lèle a‘ Oy.

Prenons en effet pour segment (o — 1) de m’a: le segment minimum
contenant&. _

Soit tu,, l’ensemble des intervalles contigus à et dont la longueurâ , ' I I o o , .ver1fie < 84— (n=1, 2, .), et 501t I,, la mesure lineairen + I _— Il
de to… La série de terme général la est convergente et a pour somme 1.

On sait qu’on peut trouver une suite de nombres positifsor,. tendant

vers + oo avec n, et tels que la série2 oc,,l,, Converge.
n

Soit alors g(æ) la fonction définie sur (0— I), égale à 0 en tout
point de a, et égale à or,, en tout point de m,. (n = 1, 2, . . ..)

La restriction à l’ensemble et de la fonction cp(æ) =f g(æ)dæ

répond évidemment à la question.
Il est probable que ce résultat peut s’étendre et qu’on peut énoncer:

Jour-n. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947, 19
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contient n (resp. No) composantes connexes, T(E) se compose d'au 
plus n ( resp. No) points ou segments parallèles à .1. 

Ajoutons qu'un tel ensemble T(E) n'est coupé qu'en un nombre 
fini de points par tout hyperplan non parallèle à .1. Il en résulte en 
particulier que, pour tout l> o, il n'y a dans T(E) qu'un nombre 
fini de composantes connexes de diamètre > l. 

RÉCIPRQQUE. - Si A est un ensemble compact cartésien dont I«" 
contingent en tout point est porté par une droite parallèle à une droite 
fixe .1, A peut être considéré comme un des ensembles T( E) ci-dessus. 
Il suffit en effet de prendre E == A et de prendre pour T l'application 
canonique de A sur lui-même. 

Nous allons montrer maintenant que le résultat relatif à la m«"surc 
de la projection de T(E) sur un hyperplan ne peut être amélioré. 

Plus précisément : 

Si èt est un ensemble compact quelconque de mesure linéaire nulle 
situé sur l'axe x';p du plan xOy, on peut définir sur ét une fonction 
y= cp( x) continue et croissante, dont l'image A dans le plan ait en 

, tout point son contingent et même son paratingent portés par une paml-
lèle à 0y. 

Prenons en effet pour segment ( o - 1) de x' x le segme~L minimum 
contenant èt. 

Soit w,. l'ensemble des intervalles contigus à d dont la longueur; 
vérifie - 1 - < ô L ( n = 1, 2, ... ), et soit l,. la mesure linéaire n+1 -n 
de cù,.. La série de terme général l,. est convergente et a pour somme 1 • 

On sait qu'on peut trouver une suite de nombres positifs oc,. tendant 
vers + oo avec n, et tels que la série I oc,.l,. Converge. 

n 

Soit alors g( x) la fonction définie sur ( o - 1 ), égale à o en Lou t 
point de èt, et égale à oc,. en tout point de w,. ( n = 1, 2, ... ). 

La restriction à l'ensemble èt de la fonction cp(x)= fx g(x)dx 
0 

répond évidemment à la question. 
Il est probable que ce résultat peut s'étendre et qu'on peut én_oncer: 

Jauni. de Math., tome XXVI. - Fasc. 2, 1947. 19 
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Si L,… est un hyperplan à (n —— 1) dimensions de l’espace R… et & un
sous-ensemble compact de L,…, de mesure linéaire nulle, et situé sur
une réunion dénombrahle d’arcs rectifiables, & est la projection
orthogonale sur L,… d’un ensemble compact A de R,, dont le contin—
gent en tout point est porté par une droite perpendiculaire à' L…_“.

Cet énoncé se vérifie immédiatement dansle cas où a est porté par
un arc rectifiable, en utilisant le résultat ci—dessus relatif aux
ensembles et linéaires;

Remarque. — On ne pourrait pas généraliser le théorème 7 en rem—
plaçant la direction de droite A par une direction de plan, car nous
avons pu montrer qu’il existe dans R3 des arcs simples de Jordan
dont aucun sous—arc n’est plan, et tels cependant qu’en tout point,
leur contingent et même leur paratingent soient contenus dans un
plan parallèle à un plan fixe (').

CHAPITRE II.
DERIVÉE ET PRIMITIVE D’UNE FONCTION.

! !. DÉFINITION ET ÉTUDE DE LA DERIVÉE D’UNE FONCTION PAR RAPPORT A UNE

AUTRE. DÉFINITION. — Soient F(m) et a(m) deux fonctions à valeurs
réelles définies en toutpoint d’un espace topologiqueE. On dit que F(m)
admet au point m, par rapport à «(m), une dérivée déterminée g{m),
finie ou infinie (’) (+ co et — oo étant considérés comme un seul et même

F(m’) — F(m)
a (m’) — oz (m)

en évitant lespoints qui annulent les deux termes du rapport.
Lorsque pour tout point m’ d’un voisinage de m les deux termes de_ ce

rapportsont nuls, on dit qu’en m la dérivée est indéterminée.

nombre), si le rapport tend vers g(m) lorsque m’ tend vers m 
(‘) Voir CHOQUET [I].
(=) Il est artificiel en général, lorsque la dérivée est infinie, de vouloir lui

donner un signe déterminé; cette discrimination ne prend vraiment un sens que
lorsque E est un segment de droite et a(x),une fonction croissante ou décrois-
sante de x.

G. CHOQUET. 

Si Ln-1 est un hyperplan à ( n - 1) dimensions de l'espace Rn, et L't un 
sous-ensemble compact de Ln-o de mesure linéaire nulle, et situé sur 
une réunion dénombrable d'arcs rectifiables, d est la projection 
orthogonale sur Ln-t d'un ensemble compact A de Rn dont le contin-
gent en tout point est porté par une droite perpendiculaire à• L 1n-i.). 

Cet énoncé se vérifie immédiatement dans'le cas où d est porté par 
un arc rectifiable, en utilisant le résultat ci-dessus relatif aux 
ensembles cl, linéaires.· 

Remarque. - On ne pourrait pas généraliser le théorème 7 en rem-
plaçant la direction de droite .1 par une direction de plan, car nous 
avons pu montrer qu'il existe dans R 3 des arcs simples de Jordan 
dont aucun sous-arc n'est plan, et tels cependant qu'en tout point, 
leur contingent et même leur paratingent soient contenus dans un 
plan parallèle à un plan fixe ( 1 ). 

CHAPITRE Il. 
DÉRIVÉE ET PRIMITIVE D'UNE FONCTION. 

l l, DtFI:SITJON ET ÉTUDE DE LA DÉRIVÉE D'UNE FONCTION PAR RAPPORT A UNE 

AUTRE. DtFINITION. - Soient F(m) et rz(m) deux fonctions à valeurs 
réelles définies en tout point d'un espace topologique E. On dit que F( m) 
admet au point m, par rapport à rz( m ), une dérivée déterminée g( m ), 
finie ou infinie (2) ( + oo et - oo étant considérés comme un seul et même 

. F(m')- F(m) nombre), s1 le rapport cx(m')- ex (m) tend vers g(m) lorsque m' tend vers m 
en éçitant les points qui annulent les deux termes du rapport. 

Lorsque pour tout point m' d'un voisinage de m les deux termes de_ ce 
rapport sont nuls, on dit qu'en m la déri"·ée est indéterminée . • • ( 1) Voir CuoQUET [I]. 

( 1) Il est artificiel en général, lorsque la dérivée est infinie, de vouloir lui 
donner un signe déterminé; cette discrimination ne prend vraiment un sens que 
lorsque E est un segment de droite et cx(x),une fonction croissante ou décrois-
sante de x. 
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Nous nous intéresserons surtout au cas où «(m) et F(m),sont conti—
nues sur E. La définition précédente peut alors se traduire en langage
géométrique.

_

Associohs aux fonctions «(m) et F(m) l’application continue T de E
sur le plan æOy définie par les formules

æ=a(m), y=F(m).

Dire que la dérivée g(m) de F(m) par rapport à «(m) est déter-
minée (resp. indéterminée) en m revient à dire que le contingent de
l’application T au point m est non vide (resp. vide) et porté par une
droite de direction g(m). .

Nous désignerons désormais par (B l’espace des directions de droite
du plan xOy. L’espace € est homéomorphe à une circonférence; le
terme « arc de (? >xa donc un sens immédiat.

C’est dans ce langage géométrique, plus maniable, que nous formu-
lerons les résultats relatifs aux fonctions dérivées.

DÉFINITION . — Pour toute application continue d’un espace E dans un
espace carte'sien, nous dirons qu’aupointm de E l’applicationa une vraie
tangente (resp. une tangente de rebroussement) lorsque le contingent
de l’application en m est non vide et réduit a‘ deux rayons opposés
(resp. réduit à un seul rayon).

_
THÉORÈME8. — Soit T une application continue d’un espace compact

donneæe E dans unplan, admettant en tout point m de E une tangente,
vraie ou de rebroussement, de direction g(m).

1° oc. Si T admet au plus un point de rebroussement, l’ensemble des
valeurs prisespar g(m) sur E est identique à (€.

@. Si T n’admet que deuxpoints de rebroussementa, b, il existe, 'pour
toute droite contenant les points T(a), T(b), un point m de E er._quel
g(m) est parallèle à cette droite [cf. le théorème des accroissements
finis].

De plus l’ensemble des valeurs de g(m) prises sur E contient un sous—

continu de € contenantg(a) et g(b) [cf. la propriété de Darboux].

APPLICATION DES PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES. 

Nous nous intéresserons surtout au cas où oc(m) et F(m),sont conti-
nues sur E. La définition précédente peut alors se traduire en langage 
géométrique. 

Associo'ns aux fonctions oc( m) et F( m) l'application continue T de E 
sur le plan xOy définie par les formules 

x = ac(m), y=F.(m). 

Dire que la dérivée g(m) de F(m) par rapport à oc(m) est déter-
minée ( resp. indéterminée) en m revient à dire que le contingent de 
l'application T au point m est non vide ( resp. vide) et porté par une 
droite de direction g( m ). 

Nous désignerons désormais pare l'espace des directions de droite 
, du plan xOy. L'espace e est homéomorphe à une circonférence; le 

terme « arc de e >~ a donc un sens immédiat. 
C'est dans ce langage géométrique, plus maniable, que nous formu-

lerons les résultats relatifs aux fonctions dérivées. 

DÉFINITION. - Pour toute application continue d'un espace E dans un 
espace cartésien, nous dirons qu'au point m de E l'application a une vraie 
tangente (resp. une tangente de rebroussement) lorsque le contingent 
de l'application en m est non vide et réduit à deux rayons opposés 
( resp. réduit à un seul rayon) . 

. THÉORÈME 8. - Soit T une application continue d'un espace compact 
èonnexe E dans un plan, admettant en tout point m de E une tangente, 
vraie ou de rebrousrement, de direction g( m). 

1 ° oc. Si T admet au plus un point de rebroussement, l'ensemble des 
valeurs prises par g( m) sur E est identique à e. 

~- Si T n'admet que deux points de rebroussement a, b, il existe, pour 
toute droite contenant les points T (a), T ( b ), un point m de E e,._quel 
g( m) est parallèle à cette droite [ cf. le théorème des accroissements 
finis]. • 

De plus l'ensemble des valeurs de g( m) prises sur E contient un sous-
continu de e contenant g (a) et g( b) [cf. la propriété de Darboux]. 



142 G. CHOQUET.

2° Si E est localement connexe (') et si T n’admet qu’un nombrefinz
de points de rebroussement, désignonspar K un sous—continu quelconque
l’l’ E il” que K(lfiÎ——K) : nombrefini de points.

Alors l’ensemble des valeurs prises par g(m) sur K forme un sous—

ensemble conne.re de € , c’est—à—dire un arc ouvert, semi—ouvert ou fermé.

Si l’on ajoute à ces propriétés le fait, démontré dans le théorème 6,
que g(m) est une fonction de 1” classe au plus, on voit que l’on a

retrouvé toutes les propriétés des fonctions dérivées classiques.
Cc théorème que nous démontrerons plus loin donne également

l’explication d’un paradoxe relatif à des exemples qui semblent mettreA
en défaut le théorème clasmque des accr01ssementsfims : 501t AB un
arc analytique plan possédant un point de rebroussement intérieurA
à AB; cet arc peut ne posséder aucun point en lequel la tangente soit
parallèle à AB, bien que le support de la tangente varie continûment
sur Â\B. Cela tient à ce que, dans l’espace 8 des directions de droite,
il existe deux arcs distincts joignant deux points quelconques de €.

Il faut donc dissocier la propriété de Darboux du théorème des
accroissements finis; la propriété de Darboux reste valable dans des
cas où le théorème des accroissements finis ne s’applique plus.

Avant de passer à la démonstration du théorème, montrons par des

A B

\\ ,!
\ \ /l\ \ ,’ !\ \ , /‘\ \\ /’ I’\\3\ ‘ _ _, ' //l '\ /\ f\ l

— - _
,

Fig 2  
contre—exemples la nécessité de certaines hypothèses faites dans
l’énoncé; on suivra mieux ainsi la marche des raisonnements.

Voici (fig. 2) un exemple de continu plan 7 localement connexe en 
(‘) Lorsqu’on suppose seulement que E est compact et connexe, on rencontre

des difficultés qu’on ne peut lever que par une étude préalable de la transforma—
tion T permettant de se ramener au cas où E est localementconnexe.

G, CHOQUET, 

2° Si E t•st localement connexe ( 1) et si T n'admet qu'un nombre finz 
de points de rebroussement, désignons par K un sous-continu quelconque 
dt• E tel que K ( E - K.)= nombre fini de points. 

Alors l'ememble des valeurs prises par g(m) sur K forme un sou.r-
t•n.w•mble connexe de e, c'est-à-dire un arc ouçert, semi-ouvert ou fermé. 

Si l'on ajoute à ces propriétés le fait, démontré dans le théotènie 6, 
que f:(m) est une fonction de 1r0 classe au plus, on voit que l'on a 
retrouvé toutes les propriétés des fonctions dérivées classiques. 

Ce théorème que nous démontrerons plus loin donne également 
l'explication d'un paradoxe relatif à des exemples qui semblent mettre 
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en défaut le théorème classique des accroissements finis : soit AB un 
arc analytique plan possédant un point de rebroussement intérieur 
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à AB; cet arc peut ne posséder aucun point en lequel la tangente soit 
parallèle à AB, bien que le support de la tangènte varie continûment 

,,--.... 
sur AB. Cela tient à ce que, dans l'espace e des directions de droite, 
il existe deux arcs distincts joignant deux poin,ts quelcon.ques de e. 

Il faut donc dissocier la propriété de Darboux du théorème des 
accroissements finis; la propriété de Darboux reste valable dans des 
cas où le théorème des accroissements finis ne s'applique plus. 

Avant de passer à la démonstration du théorème, montrons par des 

Fig. 2. Fig. 3. 

contre-exemples la nécessité de certaines hypothèses faites dans 
l'énoncé; on suivra !Dieux ainsi la marche des raisonnements. 

Voici (fig. 2) un exemple de continu plan y localement connexe en 

( 1) Lorsqu'on suppose seulement que E est compact et connexe, on rencontre 
des difficultés qu'on ne peut lever que par une étude préalable de la transforma-
tion T permettant de se Tamener au cas où E est localement connexe, 
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tout point m duquel il y a une tangente, vraie ou de rebroussement,
de direction g(m), et sur lequel l’ensemble des valeurs de g(m) ne

forme pas un ensemble connexe. Cela tient à l’existence, sur y, d’une
infinité de points de rebroussement.

On peut déduire de ce continu y un continu I‘ (voirfig. 3) tel que :

1°:yÇI‘; 2° y.(I‘— y)= … points; 3° [‘ ait en tout point une vraie
tangente.

Ces deux exemples montrent la nécessité des hypothèses faites dans
la 2° partie du théorème sur T et sur K.

Le continu y est un arc simple d’extrémités A et B. Les valeurs
g(A) et g(B) sont isolées dans l’ensemble des valeurs prises par g(…)
sur 7.

'

Le continu I‘ montre aussi incidemment que sur un continu plan
_ayant en tout point une vraie tangente, il n’y a pas toujours entre
deux points donnés du continu un sous—arc simplen’admettant que ces

'
d‘eux points comme points de rebroussement.

Démonstration. —— Nous devrons faire appel à des propriétés parti-
culières au plan, car on peut montrer qu’il existe dans B, des arcs
simples ayant une vraie tangente en tout point, et tels cependant que
l’ensemble des directions de ces tangentes ne soit pas connexe.

Première partie. — oz. Soit A l’image du point de rebroussement
éventuel a de T.

Soit A le plus petit corps convexe contenant T(E). Comme T admet
au plus un point de rebroussement, A ne peutêtre réduit à un segment
de droite; donc, pour toute direction de droite 'L du plan, il existe
deux droites d’appui distinctes du corps A parallèles à L; l’une d’elles,
soit L1 , ne contient pas A; comme T(E) est compact, Ll rencontre
T(E) en au moins un point M. Simest un point de E tel que T(m)=M,
comme m 74 a, le contingent de T en m contient deux raypns opposés;
il est donc porté par L, et g(m) est bien parallèle à L.

(3. Si T admet deux points de rebroussement a, b, posons A=T(a)
et B: T(b). Utilisons les mêmes notations que ci-dessus.

“Si A est réduit à un segment, la propriété annoncée est triviale.
Si A et B sont confondus ou s’il y a au plus un des points A, B, sur
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tout point m duquel il y a une tangente, vraie ou de rebroussement, 
de direction g(m), et sur lequel l'ensemble des valeurs de g(m) ne 
forflle pas un ensemble connexe. Cela tient à l'existence, sur y, d'une 
infinité- de pwnts de rebroussement. 

On peut déduire de ce continu y an COf!tinu r ( voir fis• 3) tel que : 

1° ;y Cf; 2° 1.(f-y)= No points; 3° fait en tout point une vraie 
tangente. 

Ces deux exemples montrent la nécessité des hypothèses faites dans 
la 2• partie du théorème sur T et sur K. 

Le continu y est un arc simple d;extrémités A el B. Les valeurs 
g (A) et g( B) sont isolées dans l'ensemble des valeurs prises par g( m) 
sur y. 

Le continu r montre aussi incidemment que sur un continu plan 
. ayant en tout point une vraie tangente, il n'y a pas toujours entre 
deux points donnés du continu un sous-arc simple n'admettant que ces 

'deux points comme points de rebroussement. 

Démonstration. - Nous devrons faire appel à des propriétés parti-
culières au plan, car on peut montrer qu'il existe dans R 3 des arcs 
simples ayant une vraie tangente en tout point, et tels cepen~ant que 
l'ensemble des directions de ces tangentes ne soit pas connexe. 

Première partie. - a. Soit A l'image du point de rebroussement 
éventuel a de T. 

Soit Ji le plus petit corps convexe contenant T(E). Comme T admet 
au plus un point de rebroussement, Ji ne peut être réduit à un segment 
de droite; donc, pour toute direction de droite L du plan, il existe 
deux droites d'appui distinctes du corps 4 parallèles à L; l'une d'elles, 
soit L1., ne contient pas A; comme T(E) est compact, L1. rencontre 
T(E) en au moins un point M. Sim est un point de Etel que T(m)=M, 
comme m a, le contingent de T en m contient deux rayttns opposés; 
il est donc porté par ~ 1 et g ( m) est bien parallèle à L. 

~- Si T admet deux points de rebroussement a, b, posons A= T( a) 
et B = T( b ). Utilisons les mêmes notations que ci-dessus. 

1 Si Ji est réduit à un segment, la propriété annoncée est triviale. 
Si A et B sont confondus ou s'il y a au plus un des points A, B, sur 
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la frontière de A, la même démonstration que ci-dessus montre
que g(m) prend toute valeur sur E. '

Si A et B sont distincts et situés sur la frontière de A, il est immé—
diat que pour toute direction L qui ne soit pas direction d’appui de A
à la fois en A et B, il existe un point M (distincts de A et B) de T(E)
sur la frontière de A en lequel A admet une droite d’appui parallèle
à l.. On montre alors comme ci—dessus l’existence d’un point m de E
en lequel g(m) est parallèle à L et T(m)= M.

Ur l’ensemble de ces directions L est évidemment un ensemble
connexe contenant g(a) et g(b) ou les admettant comme points
d’accumulation. Donc la propriété annoncée est bien démontrée.

heu.rième partie. — Remarquons que la restriction de T à tout
continu K satisfaisant aux conditions de l’énoncé jouit évidemment
des mêmes propriétés que T sur E.-Nous pouvons donc nous homer à
faire la démonstration dans le cas où KEE. D’autre part, pour
simplifier l’exposition, nous expliciterons la démonstration seulement
dans le cas particulier où E est un continu plan et où T est l’applica-
tion canonique de E sur lui—même; il suffira de peu de modifications
pour atteindre le cas général.

Il résulte du théorème 6 qu’il existe des domaines ouvertsde E dont
l’image par T est un arc simple ayant une vraie tangente en tout point
distinct des extrémités; sur un tel domaine l’ensemble des valeurs
prises par g(m) est un ensemble connexe de €.

Soit 0 la réunion de tous les domaines ouverts de E sur chacun
desquels l’ensemble des valeurs de g(m) est connexe. Sur chacune
des composantes connexes de O, l’ensemble des valeurs de g(m) est
connexe; sinon, soit ). une de ces composantesconnexes; il existerait
une partition de ). en deux ensemblesouverts, ce que rend impossible
la connexité de l.

Soit P =(E — 0). Notre but est de montrerque l’ensemble ferméP
est vide.

a. Supposons que P possède un point isolé M.,. Soit ‘0 un voisinage
ouvert connexe de M ne contenant aucun autre point de P.

Toute composante connexe de ("J— M.,) admet M, comme point
frontière, à cause de la connexité de "0; soit y. une telle_composante

G, CROQUET, 

la frontière de A, la même démonstration que ci-dessus montre 
que g( m) prend toute valeur sur E. 

Si A et B sont distincts et situés sur la frontière de A, il est immé-
diat que pour toute direction L qui ne soit pas direction _d'appui de A 
à la fois en A et B, il existe un point M ( distincts de A et B) de T(E) 
sur la frontière de â en lequel A admet une droite d'appui parallèle 
à 1 .. On montre alors comme ci-dessus l'existence d'un point m de E 
en lequel g(m) est parallèle à Let T(m)= M. 

Or l'ensemble de ces directions L est évidemment un ensemble 
connexe contenant g( a) el g( b) ou les adi;nettant comme points 
d'accumulalion. Donc la propriété annoncée est bien démontrée. 

l>e11.i:ième partie. - Remarquons que la restriction de T à tout 
continu K. satisfaisant aux conditions de l'énoncé jouit évidemment , 
des mêmes propriétés que T sur E.· Nous pouvons donc nous borner à 
faire la démonstration dans le cas où K == E. D'autre part, pour 
simplifier l'exposition, nous expliciterons la démonstration seulement 
dans le cas particulier où E est un continu plan et où T est l'applica-
tion canonique de E sur lui-même; il suffira de peu de modifications 
pour al teindre le cas général. 

Il résdhe du théorème 6 qu'il existe des domaines ouverts de E dont 
l'image par Test un arc simple ayant une vraie tangente en tout point 
distinct des extrémités; sur un tel domaine l'ensemble des valeurs 
prises par g( m) est un ensemble connexe de e. 

Soit il la réunion de tous les domaines ouverts de E sur chacun ; 

desquels l'ensemble des valeurs de g(m) est connexe. Sur chacune 
des composantes connexes de a, l'ensemble des valeurs de g(m) est 
connexe; sinon, soit À une de ces composantes connexes; il existerait 
une partition de À en deux ensembles ouverts, ce que rend impossible 
la connexité de À. 

Soit P =\E-il). Notre but est de montrer que l'ensemble ferméP 
est vide. 

a. Supposons que P possède un point isolé M0 • Soit~ un voisinage 
ouvert connexe de M ne contenant aucun autre point de P. 

Toute composante connexe de ("v - M0) admet M0 comme point 
frontière, à cause de la connexité de "J; soit p. une telle_ composante 
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connexe. Elle n’admet aucun autre point frontière dans «> que le
point M.; donc (p+ M,) est fermé au voisinage de M.,. Soit MÏun
des rayons du contingent de ( p. + M.)en M..

Soit N un point du plan tel que

M.,N=p et (M5,Ü)=—Ë—s (e>o).

Soit N’ l’une des projections de N sur(p.+M.); le point N’ est
distinct' de M; comme E ne possèdequ’un nombre Jini de points de
rebroussement, dès que p est assez petit, en N' l’ensemble _(p. + M,)
admet une tangente perpendiculaire à NN’; or lorsque p->o, la
direction‘ N N’ tend à devenir perpendiculaire à M:7. Il existe donc

sur y. des points N' en lesquels la tangente à E fait avec M: un angle
arbitrairementpetit.

Donc, sur la composante connexe de 0 contenant p. l’ensemble des
valeurs de g(m) forme avec le point g(M,) un ensemble connexe.

Le même raisonnement est valable quel que soit p.. Donc si l’on :

désigne par D l’ensembledes composantesconnexes de 0 admettant M.
commepoint frontière, comme (D + M.) est un voisinage connexedu
point M,, on voit que l’on arrive à une contradiction en supposant
que M.€(E—Û)=P.

b. Supposons P parfait. Soit D un domaine de E contenant des
points de P, et vérifiant les conditions 1°, 2°, 3° du théorème 6. Il est
évident qu’on pourra même toujours supposer que la frontièrede D se
réduit à deux points a, b de P, et que D ne contient aucun point de
rebroussementde E.

Nous prendrons, pour fixer les idées, un axe dt'æ parallèle à une
corde de D.P; l’ensemble D.P est alors en correspondancebiunivoque
avec sa projection sur æ'æ.

Si m ’et n sont deux points quelconques de D.P, ils déterminent
surD un continu admettantm et !: comme seuls points de rebrousse—

ment; il résulte donc de la première partie de ce théorème que
l'ensemble des valeurs prises par g(m) sur D contient un ensemble»
connexe contenant tous les g(m) où mêD.P. Si d’autre part y.
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connexe. Elle n'admet aucun autre point frontière dans V que le 
point M,; donc (fl,+ M0 ) est fermé au voisinage de M0 • Soit M; un 
des rayons du contingent de ( I'- + M,) en M,. 

Soit N un point du plan tel que 

M0 N=p et 

. 
Soit N' l'une des projections de N sur ( fL + M0); le point N' est 

distinct' de M; comme E ne possède qu'un nombre .fini de points de 
rebroussement, dès que p est assez petit, en N' l'ensemble ( fL + M,) 
admet une tangente perpendiculaire à N N'; or lorsque ·p - o, la 

• 
directioô NN' tend à devenir perpendiculaire à M,t. Il existe donc 

sur fL des points N'en lesquels la tangente à E fait avec Mt un angle 
arbitrairement petit. 

Donc, sur la composante connexe de O contenant I'- l'ensemble des 
valeurs de g(m) forme avec le pointg(M,) un ensemble connexe. 

Le même raisonnemént est valable quel que soit IL· Donc si l'on = 

désigne par D l'ensemble des composantes connexes de O admettant M0 

comme point frontière, comme (D + M,) est un voisinage connexe du 
point M., on voit que l'on arrive à une contradiction en supposant 
que M,E(E-ll)=P. 

b. Supposons P parfait. Soit D un domaine de E contenant des 
points de P, et vérifiant les conditions 1°, 2°, 3° du théorème 6. Il est 
évident qu'on pourra même toujours supposer que la frontière de D se 
récluit à deux points a, b de P, et que D ne contient aucun point de 
rebroussement de E. 

Nous prendrons, pour fixer les idées, un axe :il :z; parallèle à une 
corde de D. P; l'ensemble D. P est alors en correspondance biunivoque 
avec sa projection sur x' x. 

Sim 'et n sont deux points quelconques de D.P, ils déterminent 
1ul'D un continù admettant met n comme seuls points de rebrousse-
ment; il résulte donc de la première partie de ce théorème que 
l'ensemble des valeurs prises par g(m) 1ur D contient un ensemble· 
connexe contenant tous les g(m) où mED.P. Si d'autre part fi'-



146 c. cnoouar.
désigne une composante connexe quelconque de (D—D.P), c’est
aussi évidemmentune composante connexe de 0 =(E — P); or {1 a au
plus deux points—frontière,qui sont sur D.P; le même raisonnement
que celui appliqué ci—dessus au cas d’un point M. isolé montre que
sur il l’ensemble des valeurs de g(m) est connexe. Comme '{I.P est
non vide, à cause de la connexité de D, et que ce raisonnement est
valable quel que soit y., on voit que l’ensemble des valeurs de g(m)
stir ]) est connexe. Ceci est en contradiction avec le fait que D . P n’est
pas vide.

Le théorème est donc entièrement démontré.

Coaou.uan. — Si Y désigne un continu plan quelconqueayant en tout
point une vraie tangente, sauf peut—étre en un nombre fini .de points
en lesquels y admet une tangentede rebmussement, l’ensemble des valeurs
prises par g( …) sur Y est conneæe.

Ceci résulte immédiatement du théorème 8 et du fait qu’un tel
continu «; est forcément localement connexe.

12. TnEonàus n'umcm‘: nas pmumvss D'UNE FONCTION. — Le problème
général de la recherche de la primitive d’une fonction par rapport à
une autre est le suivant : Connaissant la dérivée g(m), finie, infinie,
ou indéterminée d’une fonction inconnue F(m) par rapport à une
fonction connue «(m), retrouver par un procédé régulier, par exemple
analogue à la totalisation de M. Denjoy‘, la fonction F(m) et toutes
les fonctions admettant la même dérivée que F(m) par rapport à «(m);
et étudier en particulier comment l’on peut déduire toutes ces fonc—
tions de l’une d’elles.

Pour rendre ce problème accessible, il faut faire des hypothèses
supplémentaires sur la nature topologique de l’espace E et des fonc—
tions l*‘(m) et «(m).

La méthode que nous utiliserons repose essentiellement sur la consi—
dération de l’ensemble plan paramétré : x = «(m); y = F(m).

Cette géométrisation du problème nous permettra d’utiliser les
résultats du chapitre précédent sur les ensembles cartésiehs para—
métrés.
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désigne une composante connexe quelconque de (D -D. P), c'est 
aussi évidemment une composante connexe de O =( E - P ); or p. a au 
plus deux points-frontière, qui sont sur D. P; le même raisonnement 
que celui appliqué ci-dessus au cas d'un point M1 isolé montre que 
sur :i l'ensemble des valeurs de g(m) est connexe. Comme ii-P esl 
non vide, à cause de la connexité de D, et que ce raisonnement est 
valable quel que soit p., on voit que l'ensemble des valeurs de g(m) 
sûr D est connexe. Ceci est en contradiction avec le fait que D. P n'est 
pas vide. 

Le théorème est donc entièrement démontré. 

CoROLI.AIIIF.. - Si"( désigne un continu plan quelconque ayant en tout 
point une "mie tangente, sauf peut-etre en un nombre fini de points 
en lesquels I admet une tflngente de rebmussement, l'ensemble des valeurs 
prises par g( 111) sur I est connexe. 

Ceci résulte immédiatement du théorème 8 et du fait qu'un tel 
continu y est forcément localement connexe. 

ti. TntORÈME o'UNICITÉ DES PRIMITIVES o'uNE FONCTION. - Le problème 
général de la recherche de la primitive d'une fonction par rapport à 
une autre est le suivant : Connaissant la dérivée g(m), finie, infinie, 
ou indéterminée d'une fonction inconnue F( m) par rapport à une 
fonction connue ix( m ), retrouver par un procédé régulier, par exemple 
analogue à la totalisation de M. Denjoy, la fonction F(m) el toutes 
les fonclions admettant la même dérivée que F(m) par rapport à ix(m); 
el étudier en particulier comment l'on peut déduire toutes ces fonc-
tions de l'une d'elles. 

Pour rendre ce problème accessible, il faut faire des hypothèses 
supplémentaires sur la nature topologique de l'espace E et des fonc-
tions F(m) et ix(m). 

La méthode que nous utiliserons repose essentiellement sur la consi-
dération de l'ensemble plan paramétré : x = ix( m ); y= F( m ). 

Celte géométrisation du problème nous permettra d'utiliser les 
résultats du chapitre précédent sur les ensembles cartésiens para-
métrés. 
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THÉORÈME 9 (d’ùnicité) (‘ ). —— Si E est un espace compact, toutes les

fonctions F(m) définies et continues sur E, qui admettenfen tout point
de E (saufpeut—étre sur un ensemble 1 au plus dénombrable)une même
dérivée g(m) finie ou indéterminée, par rapport à une méme fonction
continue «(m), se déduisent de l’une d’elles par l’addition d’une fonc-tion continue qui est constante sur toute composante connexe de IS, et
dont l’ensemble des valeurs est un ensemble linéaire compact de mesure
linéaire nulle.

Démonstration. — Si F.(m) et F,(m) sont deux primitives de ;:(m)
par rapport à «(m), leur différence 8(m)= F. (m)— l4‘,(m) a en tout
point de E, sauf peut—être sur l’ensemble dénombrable [, une dérivée
nulle ou indéterminée.

Donc l’application continue T de E sur le plan æO_y, définie par
‘ æ=a(m), y=ô(m),

a en tout point, sauf peut—être sur I, un contingent vide ou porté par
une parallèle à æ’æ.

Si I est vide, le théorème résulte alors aisément du théorème 7; si [
n’est pas vide, on remarque que le contingent ordinaire de T(E) en
tout point, sauf peut—être sur l’ensemble T(I ) est vide ou porté par
une parallèle à æ’æ; tous les résultats du théorème & restent alors
valables et se démontrent par la même méthode; l’application au cas
présent est immédiate.

Il résulte de la réciproque du théorème 7 qu’on ne peut rien dire de
plus, sur l’ensemble des valeurs prises par 8(m), que le fait que
c’est un ensemble compact de mesure linéaire nulle. 

(‘) Dans le cas particulier où E est un segment de droite, Petrowsky [I] a

démontré l’unicité à une constante près de la fonction F(m). Sa méthode est
toute différente du procédé géométrique utilisé ici, et consiste en ceci : Il
montre que si l’unicité n’était pas réalisée, il existerait une fonction non cons—
tante et non décroissante de a:, de dérivée non nulle par rapport à la fonction
continue «(cc); il démontre alors qu’on arrive à une contradiction, en utilisant
le fait que l’unicité est réalisée, d’après Lebesgue, lorsque «(:p) est à variation

/bornée.
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TeÉOR,:ME 9 ( d'unicité) ( 1 ). - ,Si E est un elpace compact, toutes les 
fonctions F(m) définies et continues sur E, qui admellenten tout poi11t 
de E ( sauf peut-~tre mr un ensemble l au plus dénombrable) une mime 
_dérù'ée g(m)fim'e ou indéterminée, par rapport <i une mime fonctr'o11 
continue ix(m), se déduisent de l'une d'elles parl'fu/rNtion d'une fo11c-
tùm continue qui est constante sur toute composante connexe de E, et 
dont 'l'ensemble des valeurs est un ensemble hnéar're compact de mesure 
linéa à·e nulle. 

Démonstratz'on. - Si F 1 (m) et F,(m) sont deux primitives de µ-(111) 
par rapport à ix(m), leur différence è(m)= a en tout 
point de E, sauf peut-être sur l'ensemble dénombrable 1, une dérivée 
nulle ou indéterminée. 

Donc l'application continue T de E sur le plan xO.r, définie par 

x= :x(m), 

a en tout point, sauf peut-être sur I, un contingent vide ou porté par 
U!}e parallèle à x' x. . 

Si I est vide, le théorème résulte alors aisément du théorème 7; si 1 
n'est pas vide, on remarque que le contingent ordinaire de T(E) en 
tout point, sauf peut-être S11r l'ensemble T( I) est vide ou porté par 
une parallèle à x' x; tous les résultats du théorème .7 restent alors 
valables et se démontrent par la même méthod.e; l'application au cas 
présent est immédiate. 

Il résulte de la réciproque du théorème 7 qu'on ne peut rien dire de 
plus, sur l'ensemble des valeurs prises par o(m), que le fait que 
c'est un ensemble compact de mesure linéaire nulle. 

(1) Dans le cas particulier où E est un segment de droite, Petrowsky l I] a 
démontré l'unicité à une constante près de la fonction F( m ). Sa méthode est 
toute différente du procédé géométrique utilisé ici, et consiste en ceci : Il 
montre que si l'unicité n'était pas réalisée, il existerait une fonction non COD\· 

tante et non décroissante de x, de dérivée non nulle par rapport à la fonction 
continue a(x); il démontre alors qu'on arrive à une contradiction, en utilisant 
le fait que l'unicité est réalisée, d'après Lebesgue, lorsque :x ( x) est à variation 
bornée. ' 
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13. Recnsncue nas roucrmus 8(m) A ntmvlr num.: ru nxpronr A un:
roncrnou nomün. — Lorsque E est connexe, 8(m) est identique à une
constante quelconque; dans le cas général, le problème se pose de
déterminer toutes ces fonctions 8(m) dès que la fonction continue
«(m) est connue. Nous allons montrer comment on peut ramener ce
problème à une forme canonique. '

Nous supposerons que l est vide, c’est-à—direque 8(m) a partout,
par rapport à «(m), une dérivée nulle ou indéterminée.

Pour tout nombre k>o, 8(m) ne prend qu’un nombre fini de
valeurs distinctes sur l’ensemble despointsm de E en_lesquels«(m): k;
donc pour tout nombre a, si H(‘e) désigne l’ensemble des composantes
connexes de E sur chacune desquelles l’oseillation de «(m) est ès,
8(m) ne prend sur H(e) qu’un nombre fini de valeurs distinctes.

Donc si H désigne la réunion des composantes connexes de E sur
chacune desquelles «(m) ne se réduit pas à une constante, 3(m) ne
prend sur H qu’au plus une infinité dénombrablede valeurs distinctes.

De plus l’image sur le plan, par T, de toute composante connexe
«le Ii est un point ou un segment parallèle à æ’æ: _Ceci nous conduit
à essayer de remplacer l’espace E par un espace dans lequel toute
composante connexe serait réduite à url point ou serait homéomorphe
à un segment de droite. ,

_
Désignons par e l’espace quotient de E par la relation d’équi—

valence R suivante mmm' si m et m’ sont sur une même composante
connexe de E et si «(m): «(m’). ,

L’espace e est séparé. En effet (' ) X et Y étant deux classes d’équi—
valence suivant R, on construit toujours aisément (après avoir
distingué le cas où X et Y sontsur 'une même composante connexe de E,
du cas où ils ne le sont pas) une application continue f de E dans le
plan de telle sorte que : .

1° soit constante sur toute classe d’é uivalence suivant R.‘I
2° j prenne des valeurs distinctes sur X et Y.

Comme e est séparé et que E est compact, e est aussi compact(‘) et 
_(‘) Voir Bounnn, [I], Chap. I, pp. 57 et 63.

1 48 G. CROQUET. 

f 3. RECHERCHE DES FONCTIONS Ô( m) A DiRIVil l'CULL& PA.Il RA.PPOllT A URI 
.-ONCTION DONN'1. - Lorsque E est connexe, ô(m) est identique à une 
constante quelconque; dans le cas général, le problème se pose de 
déterminer toutes ces fonctions ô( m) dès que la fonction continue 
:x~ m) est connue. Nous allons montrer comment on peut ramener ce 
problème à une forme canonique. 

Nous supposerons que I est vide, c'est-à-dire ·que ô( m) a partout, 
par rapport à ,x( m ), une dérivée nulle ou indéterminée. 

Pour tout nombre k>o, o(m) ne prend qu'un nombre fini de 
valeurs distiQctes sur l'ensemble des points m de E en,lesquels ,x(m)= k; 
donc pour tout nombre E, si H('E) désigne l'ensemble des cqml;losantes 
connexes de E sur chacune desquelles l'oscillation de ,x(m) est:::::,,.!, 
o( m) ne prend sur H( E) qu'un nombre fini de valeurs distinctes. 

1 )one si H désigne la réunion des composantes connexes de E sur 
chacune desquelles ,x( m) ne se réduit pas à une constante, ô( m) ne 
prend sur H qu'au plus une infinité dénombrable de valeurs distinctes. 

De plus l'image sur le plan, par T, de toute composante connexe 
de E est un point ou un segment parallèle à a/ x: Ceci nous conduit 
à essayer de remplacer l'espace E .par un espace dans lequel toute 
composante connexe serait réduite à ur\ point ou serait homéomorph~ 
à un segment de droite. • Désignons par e l'espace quotient de E par la relation d'équi-
valence R suivante m rv m' si m et m' sont sur une même composante 
connexe de E et si ,x( m) = ,x( m'). 

L'espace e est séparé. 'En effet ( 1) X et Y étant deux classes d'équi-
valence suivant R, on construit toujours aisément ( après avoir 
distingué le cas où X et Y sont sur une même composante connexe de E, 
tlu cas où ils ne le sont pas) une application continue/ de E dans le 
plan de telle sorte que : • 

1° / soit constante sur toute classe d'équivalence suivant R. 
2° / prenne des valeurs distinctes sur X et Y. 

Comme _e est séparé et que E est compact, e est aussi compact (i) et 

( 1) Voir Bounuu, ri], Chap. I, pp. 57 et 63. 
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chacune de ses composantes connexes est, soit un point, soit ltOllléu-
morphe à un segment de droite.

Smt oc’(p.) [resp. 8’(p.)], où p.€e la fonction continue définie sur e
et déduite de «(m) [resp. 3“(m)] par l’application canonique de E
sur e.

Nous avons dès lors ramené la recherche de 3(m) sur F. au problème
suivant :

Soit 8 un espace compact dont toute composante connexe est, soit
réduite à uh point, soit homéomorpheà un segment de droite, et soit
°"(P—) une fonction à valeurs réelles, définie et continue sur e, et uni—
valente sur toute composante connexe de e.

Déterminer toutes les fonctions 3'(p.) définies et continues sure, et
dont la dérivée par rapport à u’(u) soit, en tout point de e, nulle ou
indéterminée.

Lorsque l’espace e est séparable, e est homéomorphe à un ensemble
compact plan eo dont toute composante connexe est, soit un point, soit
un segment parallèle a.æ’œ et qu’on peut choisir de telle sorte que

_ pour tout point pt, Geo, on ait
ôl(Po)=-Ïor

en désignant par a:, l’abscisse de p.,.
Il suffit pour le voir de remarquer que l’espace quotient de e par la

relation d’équivalence « se trouver sur une même composante connexe
de e » est compact, totalement discontinu et séparable, donc homéo—
morphe à un sous-ensemblecompact de l’axey’y.

On a donc, lorsque e est séparable, une image très commode de cet
espace.

14. CALCUL aécuucn DE LA pammvz D’UNE roucnou.

THÉORÈME 10. — Si E est un espace compact conneæe et localement
conneæe, toutes les fonctions F(m) définies et continues sur E, qui
admettent en tout point, par rapport à une fonction donnée «(m), une
dérivée finie ou indéterminée g(m) sont de la forme F,(m)+ const.

Cespn'mitives F(m) s’obtiennent à partir de g(m) et «(m) par une
suite transfinie d ’ooérations basées sur lespropriétés suivantes : :
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chacune de ses composantes connexes est, soit un point, soit homéo-
morphe à un segment de droite. 

Soit 1X.'(:1.) [resp. o'(p.)], où p.Ee la fonction continue définie sure 
et déduite de 1X(m) [ resp. ô( m )j par l'application canonique de E 
sure. 

Nous avons dès lors ramené la recherche cle i,( 111) sur Eau problème 
suivant : 

Soit e un espace compact dont toute composante conuexe est, soit 
réduite à uh point, soit homéomorphe à un segment de droite, el soit 
1X.1(p.) une fonction à valeurs réelles, définie et continue sure, et uni-
valente sur toute composante connexe de e. 

Déterminer toutes les fonctions 0'(11.) définies et continues sure, cl 
dont Ja dérivée par rapport à 1X'(p.) soit, en tout point dt• e, 1111lle ou 
indéterminée. 

Lorsque l'espace e est séparable, e est homéomorphe à un ensemble 
compact plan eo dont toute composante connexe est, soit un point, soit 
un segment parallèle à _x' x et qu'on peut choisir de telle sorte que 

_ pour tout point p.0 e e0 , on ait 

en désignant par x 0 l'abscisse de p.0 • 

Il suffit pour le voir de remarquer que l'espace quotient de e par la 
relation d'équivalence « se trouver sur une même composante connexe 
de e ,; est compact, totalement discontinu et séparable, donc homéo-
morphe à un sous-ensemble compact de l'axe y'y. 

On a donc, lorsque e est séparable, une image très commode de ceL 
espace. 

f4. CALCUL RÉGULIER DE LA PRIMITIVE D'UNE FONCTION. 

TetoRÈH fO. - Si E est un espace compact connexe et localement 
connexe, toutes les fonctions F(m) définies et continues sur E, qui 
admettent en tout point, par rapport à une fonction donnée oc( m ), une 
déri"ée finie ou indéterminée g( m) sont de la /orme F o ( m) + const. 

Ces prirmii"es F(m) s'obtiennent à partir de g(m) et oc(m) par une 
suite tmnsfinie d'ooératùms basées sur les propnëtés sui"antes: 
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1° A tout ensemble fermé P de E on—peut attacher un domaine D de E
contenant des points de. P et tel que :

«. SurÎ) . P on ait F(m)= cp[a(m)], q>(m) étant une fonqtiondéfinie
et continue sur l’ensemble II des valeurs uprisespara(m)surD . P, ayant
sur Il en tout point d’accumulation à droite (resp. à gauche) de 11 une
dérivée à droite—(resp. à gauche)finie :

b. Tous les rapports ‘ÏËÈÎ_QËË2" où p. et p.’ sont deux pointsdistincts
de Il soient bornés supérieurementpar un méme nombrefini le?

c. Pour tout point m de D tel que u(m)€ II, on ait
l“(m)= q[a(m)].

:».° Si @. et {J, sont les extrémités d’un intervalle contigu à H, on peut
trouver sur D deux points b, et b, tels que a(b,)= $,, oc(b,)= Q,, les
deux points b, et b, étant sur la frontière d’une même composante
connexe de (E — P ).

3° Si l’on connaitpour tout couple de points a, et a, d’unecomposante
connexe arbitrairede (E — P) la dfiérence[F(a,)— F(a2 )], onpourra
calculer la même expression lorsque a, et a, seront deux points quel—
conques d’une méme composante connexe de [E —(P — D . P)], comme
somme d’une intég‘mle définie de Lebesgue et d’une série absolument
convergente.

4° Pour toute suite bien ordonnée {P,—} d’ensembles fermés P,— décrois-
sants(i: 1 , 2, . . .), si pour tout i etpour tout couple de points “a, , a,
d’une même composanteconnexe de (E — P;) on connaît [F(a,)— F(a,)],

on pourra calculer la même expression lorsque a, et a2 seront deuxpoints
quelconquesd’une même composante connexe de

[E
—n P,] .

Démonstration. — La 1” partie du théorème est un cas particulier
du théorème9. Démontrons maintenant les quatrepropriétésénoncées :

Première propriété. —— C’est la traduction analytique de résultats
énoncés dans le théorème 6. '

Deuxième propriété. — Supposons B,<B,. Soit A, (resp. A,)
l’ensemble fermé des points de D en lesquels a(m)= @, (resp. $,).
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1° A tout ensemble fermé P de E onpeut attacher un domaine D de E 
contenant des points de· P et tel que : 

a. Sur D. Pon a(t F(m )= q,[ oc(m )], cp(m )étant une fonction définie 
,·t continue sur l'ensemble Il des valeurs p. prises par oc( m) sur D. P, ayant 
sur II en tout point d'accumulation à droite ( resp. à gauche) de Il une 
dérfrée à droil6. ( resp. à gauche) finie: 

h. Tous les rapports I cp(p.J= ;<p.) I• oti p.et fl-' sont deux points distincts 
de 11 soient bomés supén'eurement par un même nombre fini kr 

c. Pour tout point m de b tel que oc(m)eU, on ait 

F(m)=qi[1X(m)]. 

:~ 0 Si~. et ~1 sont les extrémités d'un intervalle contigu à Il, on peut 
tmw·er sur D deu:i; points b, et b2 tels que oc( b1. )= ~1., rx( b2)= ~" les 
deux points b, et b2 étant sur la frontière d'une même composante 
co11nexe de (E- P). 

3° Sil' on connatt pour tout couple de points a1. et a, d'une composante 
connexe arbitraire de (E- P) la différence[F(a,)- F( a 2)), on pourra 
calculer la même expression lorsque a, et a2 seront deux points quel-
conques a' une même composante connexe de [ E -( P - D. P) ], comme 
somme d'une intégrale déjim'e de Lebesgue et d'une sér~·e absolument 
com·ergente. 

4° Pour toute suite bie11 ordonnée I Pd d'ensembles fermés Pi décrois-
sants ( i = 1, 2, ... ), si pour tout i et pour tout couple de points a0 a2 

d'une même composante connexe de (E-P ;) on connatt[F(a1.)-F(a2 )], 

on pourra calculer la même expression lorsque a 1 et a2 seront deux points 
quelconques d'une même composante connexe de [ E -{) P;]. 

Démonstration. - La 1 '" partie du théorème est un cas particulier 
du théorème 9. Démontrons maintenant les quatre propriétés énoncées: 

Première propriété. - C'est la traduction analytique de résultats 
énoncés dans le théorème 6. • 

Deuxième propriété. - Supposons ~. < ~2 • Soit A1 ( resp. A2) 

l'ensemble fermé des points de Den lesquels rx(m)= ~1. (resp. ~2). 
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Soit B l’ensemble des points de ÎÎ en lesquels B. < a(m)< B,; c’est
un ensemble ouvert relativement à D. ’

S’il existe une composante connexe K de B telle que K. A.#a’ et
K. A,;£ o, [’affirmation est démontrée: En effet une telle composante
connexe ne contient aucun point de P; elle est donc bien incluse dans
une composanteconnexe de (E— P).

Jadis qu’il existe toujours une telle composante connexe K :En
effet, toute composante connexe K' de B est telle que K’. A ;£n‘ ou
bien K’. A,;£ @, sinon K’ serait à la fois ouve1le et fermée dans D, ce
qui est impossiblepuisque D est connexe. Désignons par A' l’ensemble
des points de D en lesquels a(m)é p, , et par A'2 l’ensemble des points
de D en lesquels a(m)èB,. Puis posons C,: A' +ensemble des
composantes connexes de B dont la fermeture a des points communs
avec A, (et idem pour C_)

On a _C1.CgZO et C1+C=:D.

Chacun des ensembles C, , C, est fion vide et il est ouvert dans D : Or
ceci est impossible puisque D est connexe.

Cette contradiction démontre la 2° pr0priété.
Troisièmepmpn‘éæ'. — Supposons qu’on connaisse pour tout couple

de points a, , a, d’une même composante connexe de‘(E — P) la diffé-
rence [F(a,)— F(a,)].

Il résulte de la 2° propriété (et en utilisant les mêmes notations),
que l’on peut, par continuité, calculer[F(a,)— F(a, )] lorsque a, eD‘
et a,€D et a(a,)= B,, a(a,)= B,.

Désormais la 1” propriété nous permet de calculer, comme dans la
totalisation ordinaire pour une fonction y...f(a:), la différence
[9( p.,)— <p( p.,)], où pt, et y., sont deux points quelconquesde 11. Cette
différence est la somme de l’intégrale, sur la portion p., p., de II, de la
dérivée à droite <p’(p.) de <p(p) qui est connue, et de la série absolument
convergente E[<p(B,)— <p( B, )] étendue à tous les intervalles finis
contigus à la portion p, p., de H.

Donc si a, et a, sont deux points quelconquesde D, on peutcalculer
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Soit B l'ensemble des points de D en lesquels ~. < oc(m)< ~1 ; c'est 
un ensemble ouvert relativement à lJ. 

S'il existe une composant~ connexe K de B telle que K. A,~ o et 
K.A2 ~0, l'affirmat_ion est démontrée: En effet une telle composante 
connexe ne contient aucun point de P; elle est donc bien incluse dans 
une composante connexe de (E- P). 

Je,.dis qu'il existe toujours une telle composante connexe K : En 
effet, toute composante connexe K' de B est telle que K'. A 1 ,; ou 
bien K' .A2 ~ 0, sinon K' s~rait à la fois ouverle et fermée dans D, ce 
qui est impossible puisque D est connexe. Désignons par A'1 l'ensemble 
des points de D en lesquels oc( m )L ~., et par A: l'ensemble des points 
de D en lesquels oc( m ):::::::,,. ~2 • Puis posons C1 = A'1 + ensemble des 
composantes connexes de B dont la fermeture a des points communs 
avec A1 ( et idem pour C 2 ). ' 

On a 

Chacun des ensembles C0 C2 est lion vide et il est ouvert dans D : Or 
ceci est impossible puisque D est connexe. 

Cette contradictio,n démontre la 2• propriété. 
Troisième propriété. - Supposons qu'on connaisse pour tout couple 

de points a., a 2 d'une même composante connexe de'(E- P) la diffé-
rence [F(a1 )-F(a2)]. 

Il résulte de la 2• propriété ( et en utilisant les mêmes notations), 
que l'on peut, par continuité, calc;_uler[F(a,)-F(a,)]lorsqueat en 
et a,.eD et cx(a1)= ~t, a(a2)= ~,. 

Désormais la Ire propriété nous permet de calculer,, comme dans la 
totalisation ordinaire pour une fonction y=/( x ), la différence 
[ f ( 1-'t )- f ( fJ,2) ], où f-Lt et fJ,2 sont deux points quelconques de Il. Cette 
différence est la somme de l'intégrale, sur la portion 1-'• fJ,2 de Il, de la 
dérivée à droite f'(!-L) de f(fJ,) qui est connue, et de la série absolument 
convergente .E[ f(~1)-f(~2)] étendue à tous les intervalles finis 
contigus à la portion f-Lt fJ,2 de II. _ 

Donc si a1 ei a, sont deux points quelconques de D, on peutcalcul4;r 
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[F(a,)— F(a, )], car chacun de ces points se trouve sur une compo—

sante connexe de (Ü — P) ayant des points—frontièresurÜ . P. Il en est
évidemmentde même si a, et a, sont deux points quelconques d’une

'

même composante connexe de [E—(P —D.P)].
Quatrièmepmpn‘éæ. — Elle résulte immédiatement du fait géomé—

trique suivant: si a, et a, sont deux points d’une même composante,
connexe de (E —fl“)! il existe un indice1 pour lequel a. et a,‘sont

sur une même composante connexe de (E— P); démontrons ce fait.
Remarquons tout d’abord qu’il existe un indice 1 tel que a, et a,

soient dans (E— P;), sinon l’un des points a, ou a, feràit partie de
tous les ensembles P.—, donc aussi de nP,.

Nous pourrons donc toujours supposer que (E—P,) contient
a. et a,. Soit alors )..— (resp. )t) la composante connexe de (E—P.—)

[resp. (E
—n P,—)]

contenant a, . Môntronsque 71: UK,—.

En effet, Uk.— est un ensemble ouvert connexe et l’on a
1

Si ). #U 7.,, soit 6 = } .:.. U)_h
On a donc

1:5+U1, et a.[U>.,J=O.! i

Comme X est connexe et que
(UK,—)

est ouvert dans X, il existeun ‘

|

point m de0 qui est point frontière de (UL); un tel point m fait
partie de P quel que soit 1, puisque E est localement connexe; il fait
donc aussi partie de nP,-, contrairement à l’hypothèse que c’est un

point de 3c
[E —flP,—] . On a donc bien

À=U)‘i’
!
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[F(a1 )- F( a2)], car chacun de ces points se trouve sur une compo-
sante connexe de ( D - P) ayant des pointa-frontièr~ sur D. P. Il en est 
évidemment de même si a, et a2 sont deux points quelconques d'une 
même composante connexe de [ E -( P - D. P )]. 

Quatrième propnëti. - Elle résulte immédiatement du fait géomé-
trique suivant : si a, et a2 sont deux points d'une même composante, 
connexe de ( E -0 P;), il existe un indice i pour lequel a, et afsont 

sur une même composante connexe de ( E - P; ); démontrons ce fait. 
Remarquons toqt d'abord qu'il existe un indice i tel que a1 et a, 

soient dans ( E - P; ), sinon l'un des points a, ou a2 feràit f,artie de 
tous les ensembles P ;, donc aussi de () P ;. • 

1 

Nous pourrons donc toujours supposer que ( E - P 1) contient 
a, et a2 • Soit alors À; (resp. À) la composante connexe de (E-P;) 
[ resp. ( E -0 P;)] contenant a1• Montrons que À= y À;. 

En effet, UÀ; est un ensemble ouvert connexe et l'on a 
1 

Si soit - - , u· o=A- /,;, 
1 

On a donc 
et 

Comme À est connexe et que ( YÀ) est ouvert dans À, il existe un • 

point m de o qui est point frontière de (YÀ•); un tel_ point": fait 

partie de P; quel que soit i, puisque E est localement connexe; il fait 
donc aussi partie de n 11;, contrairement à l'hypothèse que c'est un 

1 

point de oc [ E-{)P;]. On a donc bien 

À=UI-;; 



APPLICATION DES PROPRIËTËS DESCRIPTIVES. [53\
donc il existe un [ tel que a, et a, soient sur 7t,—, ce qui démontre la
propriété.

Procédé opératoirepour le calcul de F(m) — Voici le procédé trans—

fini qui permet de déterminer, à partir de ces quatre propriétés, la
différence [F(a,)— F(a,)] lorsque0, et a,sontdeux pointsquelconques
de E :

Posons E = P,. La 1” propriété permet de trouver un domaine 1).

de E sur lequel g(m) est une fonction uniforme et bornée en module
de «(m).

Posons ' s(m)= ?'l at(m)l—

On peut calculer sur D la différence [F(a.)— F(a,)] par l’intégrale

de Lebesgue fcp’( pt) dp..

Posons P,: E — D,; soit D3 le domaine de E que la !" propriété
permet d’attacher à P,;_puis posons P3: P2 — D2 , etc.

Soit
P…=n P,.

A partir de Pw on définit P…+1 , etc. .

étant défini et non vide, la 1” propriétéDe façon générale, Pal \
permet de lui attacher un domaine D“, et l’on pose P,… = P,— D,;
si maintenant PB est défini pour tout B< «, on pose

P,=npp.
3<« \

.

Il existe un ordinal a_o tel que P,_ soit vide, car toute suite transfinie
strictement décroissante d’ensembles est bornée. Cet ord1nal a., sera

de 2° classe si E est un espace séparahle.
On a alors

E -— Pa_= E.
,

Les propriétés 1, 2, 3, 4 ci—dessus perfnettent donc de calculer

[F(a,)-—F(a,)] sur E tout entier. —
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<!one il existe un i tel que a1 et a2 soient sur À;, ce qui démontre la 
prÔpriété. . 

Procédé opératoire pour le calcul de ~( m ). - Voici le procédé trans-
fini qui permet de délerminer, à partir de ces quatre propriétés, la 
différence [F( a.)- F( a 2)]lorsque a1eta1 sonldeux points quelconques 
deE: 

Posons E = P 1 • La Ire propriété permet de trouver un domaine D1 

de E sur lequel g( m) est une fonction uniforme et bornée en module 
de cx(m). 

Posons 
"g(m)= G''[ 2(m)J. 

On peut calculer sur D la différence [ F( a,)- F( a2 )] par l'intégrale 

de Lebesgue f <p'(p.)dp.. 
Posons P 2 = E - D 1 ; soit D 2 le domaine de E que la Ire propriété 

permet d'attacher à P 2 ;,puis posons P 3 = P 2 - D,, etc. 
Soit 

A partir de P w on définit P w+u etc. 
De façon générale, P œ étant défini e~ non vide, la 1 •• propriété 

permet de lui attacher un domaine Dœ, et l'on pose P œ+t = Pz - Dœ; 
si maintenant P 13 est défini pour tout~< ex, on pose 

Il existe un ordinal ~o tel que P._ soit vide, car toute suite transfinie 
strictement décroissante d'ensembles bornée. Cet ordinal «osera 
de 2e classe si E est un espace séparable. 

On a alots 
E- Pœ,=E. 

Les propriétés 1, 2, 3, 4 ci-dessus perfuettent donc de calculel'. 
[F( a1)- F( a,)] sur E tout entier. 
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15. Exrcus10ns. — 1° L’étude précédente montre que la notion de
fonction dérivable d’une variable peut être conservée même dans’le
cas où l’espace de la variable n’est pas le continu linéaire numérique.

Il est naturel de se demander si l’on peut généraliser de la même
façon la notion de fonction dérivable de plusieurs variables.

Nous allons indiquer comment peut se faire cette extension, que
nous aurons à utiliser, dans un cas particulier, à propos de l’étude des
variétés cartésiennes paramétrées. \

Soient E,, E_. deux espaces topologiques, compacts pour fixer les
idées, et X(æ), Y(y) deux fonctions continuesa‘ valeurs réelles,
définies respectivementsur E,… et E…

L ne fonction continue [*(a:, y) définie sur l’espace produit E,, >< E,
est dite dérivable au .point (a:… y,) par rapport à X(æ), si le rapport

F(—”» )'ol"“ F(æov J'ol
X(æ)— X(æ.,)

()
tend vers une limite — —lorsque, y, restant fixe, entend vers x,, dans E…
en évitant les pointsdqui annulent les deux termes du rapport. Si les

’

deux termes de ce rapport sont nuls pour tout, point a: d’un voisinage
. , . , dF . , . ,

de .r,, dans E,, on dit que la der1vee
d—X

est zndeærmrnee.
' A

()F
On défin1tde meme FŸ'
On dit que F(x, y) admet une différentielle en a:,,, y,, s’il existe

deux nombres finis A et B tels que
F(.r, _r)—— F(.r… y,)=(A + 8.1) [X(æ) -— X(æo)]+(B + En)[Y(y)— Y(yo)l,

où les nombress,, s,, tendent vers zéro lorsque (ce, y5 tend vers (x,, , y,)
dans l’espace E, >< E,.

Voici un exemple de propriété des fonctions F (a:, y) :

\

On peut montrer que si E,, et E, sont compacts et localement
connexes, et si F(.r, y) admet en tout point (a:, y) des dérivées %—ï

Fet 5Ÿ continues sur E >< E, , on peut trouver un domaine D de E,,>< E,.
sur lequel F(æ, y) est de la forme <b[X(æ), Y(y)], où la fonctionuni-
forme <I>(u, v) admet, par rapport à u, v des dérivées partielles conti-

G, CROQUET. 

t:S. Exn:NsIONS. - 1° L'étude précédente montre que la notion de 
fonction dérivable d'une variable peut être conservée même dans'le 
cas où l'espace de la variable n'est pas le continu linéaire numérique. 

li est naturel de se demander si l'on peut généraliser de la même 
façon la notion de fonction dérivable de plusieurs variables. 

Nous allons indiquer comment peut se faire cette extension, que 
non~ aurons à utiliser, dans un cas particulier, à propos de l'étude des 
variétés cartésiennes paramétrées. , 

Soient E.n E_,. deux espaces topologiques, compa~ts pour fixer les 
idées, cl X(x), Y(y) deux fonctions continues à valeurs réelles, 
définies respectivement sur E .. et Er 

L;ne fonction continue F(x, y) définie sur l'espace produit E,,..X E., 
est dite dérivable au.point (xo, y 0 ) par rapport à X(x), si le rapport 

F(x, y 0)- F(x0 , )'o) 
X(x)- X(x0) 

tend vers une limite lorsque, y O restant fixe, x tend vers x 0 dans Ex, 
en évitant les points qui annulent les deux termes du rapport. Si les 
deux termes de ce rapport sont nuls pour tout. point x d'un voisinage 
d d E d. l d . • ' dF ._ ..J. • é e .1·0 ans ,., on 1l que a er1vee dX est lnueterml,n e. 

' 
On définit de même!~· 
On dit que F(x, y) admet une différentielle en x 0, y 0, s'il existe 

deux nombres finis A et B tels que 

F(.r, y)- F(.r
0

, y 0 )=(A + ë\)[X(x)- X(x
0
)]+(B +ë

8
)[Y{y)- Y(y

0
)], 

où les nombres <'.u <'. 8 tendent vers zéro lorsque (x,y) tend vers (x0 ,y0) 

dans l'espace E.r x E_,. 
Voici un exemple de propriété des fonctions F(x, y): 
On peut montrer que si E,.. et EJ. sont compacts et localement 

connexes, et si F(x, y) admet en tout point (x, y) des dérivé~s !! 
et!~ continues sur Ex XE.non peut trouver un domaine D de Exx E,. 
sur lequel F(x, y) est de la forme 4>[X(x), Y (y)], où la fonction uni-
forme 4> ( u1 v) admet, par rapport à u, v des dérivées partielles conti-
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‘

’ . l: "‘ \nues egales respectivement à
3—;

et «% ; l*(.r, y) possede donc en tout
point de D une différentielle au sens précédent.

On pourrait étendre cet énoncé dans le sens indiqué par le
théorème 6.

Indiquonsenfin une notion plus générale : Celle de dérivées partielles
de F(æ,y) par rapport à une fonction continue a(æ,y) définie sur
Eæ>< E,; la dérivée partielle relative à a:, par exemple, sera ici définie

.à partir du rapport
F(æi fo)“ F(æov )'o)_
Œ(—îæ )’0)" “($… )'0)

2° L’extension de la notion de fonction d’une ou plusieursvariables
po:sédant des dérivées jusqu’à l’ordre n n’offre aucune difficulté.

Ici encore, c’est le recours aux propriétés descriptives des fonctions
dérivées qui permettra de trouver sur tout ensemble parfait de l’espace
étudié une portion sur laquelle les fonctions étudiées manifesteront
les mêmes propriétés que les fonctions de l’analyse classique.

3° Une autre voie (‘), pour L’extension de la notion de fonction
dérivable pour une fonction définie dans un espace, s’offre grâce à

l’introductiond’une fonction continue 8(æ,, a:. ) d’un couple de points
quelconques de E, où (x,, x,) est telle que pour tout x,, $(æ,, x,)
tende vers zéro quand a:, tend vers a:…

La dérivée d’une fonction F(sc) se définit alors en a:, comme

lim [F(æl)— F(æ0):l°

’

.::.—>.r. ô(xoy .Z‘1)

Si l’on suppose seulement que ce rapport reste uniformément borné
en module .par une constante lc, on obtient une généralisation de la
notion de fonctions lipschitziennes [celles-ci étant obtenues, dans un
espace cartésien E, en prenant pour 3(æ, , x,) la distance ordinaire
entre av, et m,].

4° Indiquons pour terminer la possibilité d’édifier, comme dans le
cas, où «(m) est une variable numérique indépendante, une théorie de

(’) Pour l’étude de cette extension lorsque E est un espace cartésien, voir
CHOQUET, Mathematica, 1944.
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• àF dF nues égales respectivement à àX et àY; F(.r, y) possède donc en tout 

point de D une différentielle au sens précédent. 
On pourrait étendre éet énoncé dans le sens indiqué par le 

théorème 6. 
Indiquons enfin une notion plus générale: Celle de dérivées partielles 

de F(x, y) par rapport à une fonction continu<' (X( .r, y) défini" sur 
Ex XE_,.; la dérivée partielle relative à x, par exemple, sera ici définie 

. à partir du rapport 
F(x, y 0)- F(x0 , J'o) 
,: (.r, Yo)- ac(xo, Yo) 

2° L'extension de la notion de fonction d'une ou plusieurs variables 
possédant des dérivées jusqu'à l'ordre n n'offre aucune difficulté. 

Ici encore, c'est le recours aux propriétés descriptives des fonctions 
dérivées qui permettra de trouver sur tout ensemble parfait de l'espace 
étudié une portion sur laquelle les fonctions étudiées manifesteront 
les mêmes propriétés que les fonctions de l'analyse classique. 

3° Une autre voie { 1 ), pour rextension de la notion de fonctio[! 
dérivable pour une fonction définie dans un espace, s'offre grâce à 
l'introduction d'une fonction continue ô(x0 , x 1 ) d'un couple de points 
quelconques de E, où (x0 , x 1 ) est telle que pour tout .r0 , ;(xo, x,) 
tende vers zéro quand x 1 tend vers x 0• 

La dérivée d'une fonction F( x) se définit alors en x 0 comme 

lim [ F(xi)- F(.x0 )]· 

o(.xo, .xi) 

Si l'on suppose seulement que ce rapport reste uniformément borné 
en module .par une constante k, on obtient une généralisation de la 
notion de fonctions lipschitziennes [ celles-ci étant obtenues, dans un 
espace cartésien E, en prenant pour ô(x1 , x 2 ) la distance ordinaire 
entre X1 et x,]. 

4° Indiquons pour terminer la possibilité d'édifier, comme dans le 
cas où a( m) est une variable numérique indépendante, une théorie de 

(t) Pour l'étude de cette extension lorsqu.e E est un espace cartésien, voir 
CnoQUBT, Mathematica, 1944. 
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la totalisation par rapport à une fonction «(m) continue, pour des
fonctions g(…) satisfaisant à des conditions convenables.

On obtient ainsi un prolongementnaturel de la théorie de la totali-
sätion de M. Denjoy.

Il n’est pas impossible a priori d’étudier la dérivation et la tota—
lisation par rapport à des fonctions «(m) discontinues; cette
étude est en particulier assez simple lorsque «(m) n’admet qu’une
infinité dénombrable au plus de points de discontinuité. Mais
dans le cas général une telle étude rentre encore dans le cadre
des questions tératologiques.

CHAPITRE Ill.
PARAIÈTRISATION DES COURBBS ET DES VARIÉTÉS.

Jusqu’ici, lorsque nous étudiions les applications continues T d’un
espace F. dans un espace euclidien, nous nous intéressionsuniquement
à la structure difl'érentielle de l’image de E.

Nous allons voir maintenant comment, lorsque E est lui-même un
ensemble cartésien doué d’une structure différentielle, on peut
astreindre l’application T à révéler l’analogie éventuelledes structures
différentielles de E et de son image.

Nous étudierons d’abord le cas où E est un intervalle ouvert de la
droite numérique. Puis nous étendrons les résultats obtenus au cas des
variétés à n dimensions.

16. APPLICATIONS nécuuùaas. Darmmouf Soit T une application
continue de l’intervalle ouvert E : 0 < t< 1, . . . de l’axe t' t, dans un
espace carte'sien R…

Soient m un point de E, et M = T(m)i
Nous dirons que T est régulière en m s’il existe dans B,. une droite L1

passantpar M et telle quepour tout intervalle ouvert 0 de E contenantm,
il existe un intervalle ouvert V de L, contenantM tel que, si8 désigne le
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la totalisation par rapport à une fonction oc( m) continue, pour des 
fonctions K( m) satisfaisant à des conditions convenables. 

On obtient ainsi un prolongement naturel de la théorie de la totali-
sation dP. M. Denjoy. 

Il n'est pas impossible a pn·ori d'étudier la dérivation el la tota-
lisation par rapport à des fonctions oc (m) discontinues; cette 
étude est en particulier assez simple lorsque oc(m) n'admet qu'une 
infinité dénombrable au plus de points de discontinuité. Mais 
dans le cas général une telle étude rentre encore dans le cadre 
des questions tératologiques. 

CHAPITRE Ill. 

PARAMETRISATION DES COURBES ET DES VARIÉTÉS. 

Jusqu'ici, lorsque nous étudiions les applications continues T d'un 
espace E dans un espace euclidien, nous nous intéressions uniquement 
à la structure différentielle de l'image de E. 

Nous allons voir maintenant comment, lorsque E est lui-même un 
ensemble cartésien doué d'une structure différentielle, on peut 
astreindre l'application T à révéler l'analogie éventuelle des structures 
différentielles de E et de son image. 

\ous étudierons d'abord le cas ou E est un intervalle ouvert de la 
droite numérique. Puis nous étendrons les résultats obtenus au cas des 
variétés à n dimensions. 

16. APPLICATIONS RÉGULIÈRES. DEFINITION.- - .. "if)it T une application 
continue de l'inten·alle ou,·ert E: o < t < 1, ... de l'axe t' t, dans un 
espace cartésien R,,. 

Soient m un point de E, et M = T(m)'. 
Nous dirons que Test régulière en m s'il existe dans Rn une droite L 1 

passant par Met telle que pour tout intermlle ouvert v de E contenant m, 
,l existe un inte,valle ouvert V de L1 contenant M tel que, si ô désigne le 
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diamètre de V, et & l’écart de Fre'clzet ( ') entre V et T(v), on ait

lim(Ë-)—oâ->o 8
_ .

LEMME 1. — Lorsque l’application continue T de l’intervalle IC dans R,,
est régulièreen m, la droite L1 est unique, le contingenten m de l’appli—
cation T pour chacun des ensembles tém, tèm est réduit à un seul
rayon.

D’autre part, si m' et m” sont deux points quelconques de li et si/‘\ /'\
3<M’M”) désigne le diamètre de l’arc M’M”=T(m'm”), le rapport
ô(M'MÏ) M’M”
_MM—’ tend vers zéro, en même temps que (W +mm').

Démonstration. — Soit m’< m. L’hypothèse l_im <%): () entraîne
0->0'

que lorsque m’ —> m, on ait
-Mhfi7

--> o, en désignant par h’ la distance
de M’ à L,. '

Donc le contingent de T en m est bien porté par L, , ce qui entraîne
l’unicité deL,. ‘

" Si T avait sur l’ensemble tém un contingentcontenantdeux rayons,
le point T(ïn) serait un point multiple de T(mm’), quel que soit m’.
On en déduirait qu’il existe des intervalles m’m” contenant m et arbi-

. . 8 ’M” . . .

tra1rementpet1ts, tels que _IVI’M—” pu1sse être arbitrairement grand, ce

qui est impossible puisque l’hypothèse entraine que ce rapport tend
unif0rméméndvers 1 lorsque m’m” —> 0.

Donc T a.,en m sur l’ensemble t ém un contingent formé d’un seul
rayon.

_’

Si le contingent de T en m était sur E réduit à un seul rayon, on
mettrai?en évidence de la même façon deux pointsm’, m” E E, de part

I Il'
8 M . ,. . .et d’autre de m, et tels queW pu1sse etre arbitrairement grand,

ce qui est impossible. 
(‘—) Si H est— une homéomorphiequelconque entre :) et V, soit e(H) la borne

supérieure des distances T(m’)H(m’) (où in’ev). Lorsque H varie arbitrai-
rement, l’écart de Fréchet entré V et}T(v)’est la borne inférieure de e(H).
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diamètre de V, et E l'écart de Fréchet ( 1 ) entre V f't T ( 1· ), on at·l 

lim (i)=o. 
W 

1 :'J-; 

LEMME i. - Lorsque l'application continue T de l' intenmlle E daflS H,, 
est régulzëre en m, la droite Li est unique, le contingent en m de l'appli-
cation T pour chacun des ensembles t L::. m, t:::::::.. m est riduit à un srul 
rayon. 

D'autre part, si m' et m" sont deux points ,,uelconques de E et s,· 
a(~) désigne le diamètre de l'arc ~"= T(m'm"), le rappo,t 
a(~#) . , (i\l'M" ') MM' tend vers zero, en mème temps que MM' +mm . 

Démonstration. - Soit m' < m. L'hypothèse ljm (~)= o entraîne 
O 

que lorsque m' m, on ait~~' -;)- o, en désignant par h' la distance 
de M' à Li. • 

Donc le contingent de T en m est bien porté p;Jr L1 , ce qui entraîne 
l'unicité de.Li. 
• Si T avait sur l'ensemble tL::.m un contingent contenant deux rayons, 

le point T ( m) serait un point multiple de T( mm'), quel que soit m'. 
On en déduirait qu'il existe des intervalles m' m" contenant m et arbi-

(.,.--...._)· 
. . l a M'M" . . b. . d tra1rement petits, te s que M' M" pmsse etre ar 1tra1rement gran , ce 

qui est impossible puisque l'hypothèse entraîne que ce rapport tend 
uniforméménd vers I lorsque m' m" o. 

Donc T a .. en m sur l'ensemble t L::.m un contingent formé d'un seul 
rayon. . 

Si le contingent de T en m était sur E réduit à un seul rayon, on 
mettrait' en évidence de la même façon deux points m', m" E E, de part 

(.,.--...._) 
dl d 1 a M'Mn • • b. . d et autre e m, et te s que M' Mn pmsse etre ar 1tra1rement gran , 

/ 

ce qui est impossible. 
. 

(1) Si H .est une homéomorphie quelconque entre v et V, soit e( H) la borne 
supérieure des distances T(m')H(m') (où m'ev). Lorsque H varie arbitrai-
rement, l'écart de Fréchet entre V et, T( v) ëst la borne inférieure de e( H ). 



i:38 c. CHOQUE1‘.

La dernière partie du lemme est égalementune conséquence immé-
diate de la relation '

8I'm -. = .ôlæo(ô) 0

Remarque. — Il résulte de ce lemme que pour tout point m’ d’un
certain voisinage de m, on a

T(m)#T(m').

Donc si l’application T de l’intervalle E dans R,. est partout régu—
lière, l’image réciproquepar T de tout point de B,. ne contient que des
point isolés.

Leur. 2. — Lorsque l'application continue T de l’intervalle ouvert
E(o < : < !) dans l’espace cartésien R,. est régulière en tout point, on
peut, pour tout &, attacherà tout ensemble fermé P de E un intervalle D
de E qui contienne des points de P et tel que :

i“ Les deux: prena‘ères propriétés énoncées dans le théorème 6 soient
vérifiées:

2° Le contingent ordinaire de T(D) soit en chacun des points de
T( D . P) porté par une seule droite;

3° L’application T soit une homéomorphie entre D.P et T(D .P) et
que pour tout point mê(D — D . P), on ait

T(m)ET(D)— T(D.P).

Démonstration. — L’application T étant régulière en tout point, le
contingent de T est en tout point de E porté par une droite. On peut
donc utiliser les résultats du théorème 6.

1° Se reporter à la démonstrationdu théorème_6. «

2° Cette propriété résulte immédiatement de la 3° propriété du
théorème 6 et du fait que T n’a son contingent vide en aucun point.

3" Soit D! un intervalle de E possédant les propriétés précédentes.

— Si D! .D n’est pas parfait, la propriété à démontrer résulte immé—
diatement de la remarque du lemme précédent. \

Supposons donc D. .P parfait. Supposons aussi que sur tout sous—

G. CHOQUET. 

La dernière partie du lemme est également une conséquence immé-
diate de la relation ·' 

!im(~\= o. , .. o} 

Rrmarq11r. - Il résulte de ce lemme que pour tout point m' d'un 
certain voisinage de m, on a 

T(m),Z:: T(m'). 

none si l'application T de l'intervalle E dans R11 est partout régu-
lière, l'image réciproque par T de tout pointdeR11 necontient que des 
point isolés. 

Luu: 2. - Lorsque l'application continue T de l'inten-•alle ou"ert 
E( o < t < 1) dans l'espace cartésien R11 est régulière en tout point, on 
pe111, pour to11t E, auacher à tout ensemble fermé P de E un intervalle D 
de E q"i contienne des points de P et tel que : 

1" /.es deux premières propriétés énoncées dans le théorème 6 so'ient 
1•rrifiées; 

2° /,e contingent ordinaire de T(D) soit en chacun des points de 
T ( D . P) po1té par une seule droite; 

3° L'application T soit une homéomorphie entre D.P et T(D.P) et 
que pour tout point m E ( D - D . P ), on ait 

T(m)eT(D)-T(D.P). 

Démonstration. - L'applicatipn T étant régulière en tout point, le 
contingent de Test en tout point de E porté par une droite. On peut 
donc utiliser les résultats du théorème 6. 

1° 5e reporter à la démonstration du théorème_6. ... _ 
2° Cette propriété résulte immédiatement de la 3• propriété du 

théorème 6 et du fait que T n'a son contingent vide en aucun point. 
3° Soit D1 un intervalle de E possédant les propriétés précédentes. 

Si D 1 • D n'est pas parfait, la propriété à démontrer résulte immé-
diatement de la remarque du lemme précédent. , 

Supposons donc D 1 • P parfait. Supposons aussi que sur tout sous-
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intervalle D de D, contenant des points de P on puisse trouver un
point m1 ED. P et un point m' eD tels que T(m, ): 'l(m'.,)

Comme T(D .P) est, d’après le théorème 6 en correspondance
biunivoque avec sa projection sur une droite parallèle à l’une de ses
cordes, la régularité de Tentraîneque, lorsque '] (m, )= 'l (m, ), pu…
tout point n, de D, . P assez voisin de m,, il existe un point n', de |).
voisin‘ de m',, tel que T(n, ): T(n})

Donc le,point m, possède dans (D, .P) un voisinage compact V,
dont tous les points m ont une image T(m) double; par itératiùn, un
détermineune suite de sous-ensembles compacts décroissantsde l). . P :

V,, V3, . . ., V… . . . tels que pour tout n, tout point m de V,, ait une
, image T(m) qui soit n—uple.

L’ensemble nV n’est pas vide. Si m.,€ nv,, le point I (m.) a

pour image réciproque sur D .P un ensemble admettant un point
d’accumulation sur V,; ceci est en contradiction avec la remarque au
lemme précédent.

On peut donc bien- trouver sur D, un sous—intervalle D conte-
nant des points de P et pour lequel la troisième propriété soit
vérifiée.

17. APPLICATIONS rosrr1vsuanr DÉRIVABLBS. Résowruou ou emmène DE

FnÉcnm GÉNÉRALISÉ.

DÉFINITIONS. — 1° Deua: applications continues T, T’ de l’inter—
valle E(o < t< 1) dans B,. sont dites équivalentes lorsqu’il eæiste une
homéomorphie H de E sur lui—même telle que, lorsque m’=H(m), on ait

T(m)=T'(m'). .
.

'2° ’Ùne application continue T de l’intervalle E(o < t < 1) dans R,,

est dite dérivable (resp. positivement dérivable) au point m d ’abscisse t
d(ôî\î)

dt de E si en m, le vecteur DÎ‘I [où M: T(m)] possède une'de'rivée

finie (resp.finie et non nulle).
Si T est dérivable( resp. positivement dénbable) en tout point, on dit

simplement que T est dérivable ( resp. positivement dérz‘vable).
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intervalle D de D 1 contenant des points de P 011 puisse trouver 1111 

point m, e D. Pet un point m'1 e D tels que T(mt)= T(m', ). 
Comme T(D1. P) est, d'après le théorème 6 en correspondance 

biunivoque avec sa projectïon sur une droite parallèle à l'une de se:-
cordes, la régularité de TentraJne que, lorsque T(m1 )= T(m', ), pour 
tout point n, de D 1 • P assez voisin de m 1 , il existe u11 point n', <le I>, 
voisin de m'i, tel que T( n 1 )= T( n'1 ). 

Donc le.point m1 possède dans (D1 .P) un voisinage compact V1 

dont tous les points mont une image T(m) double; par itératiiu1, 011 
détermine une suite de sous-ensembles compacts décroissa11ts <le 1) 1 • P: 
V0 V2, ... , Vn, ... tels que pour tout n, tout point m de V,. ait une 
image T(m) qui soit n-uple. 

L'ensemble{) V; n'est pas vide. Si 111 0 e () V;, le point T( "'") a 
i ' 

pour image réciproque sur D 1 • P un ensemble admettant un point 
d'accumulation sur V 1 ; ceci est en contradiction avec la remarque au 
lemme précédent. 

On peut donc bien· trouver sur D1 un sous-intervalle D conte-
nant des points de P et pour lequel la troisième propriété soit 
vérifiée. 

f 7. APPLICATIONS POSITIVEMENT DÉRIVABLES. RÉSOLUTION DU PROBLÈIIE DY. 

FRÉCHET GÉNÉRALISÉ. 

DÉFINITIONS. - 1 ° Deux applications continues T, T' de l'inter-
valle E( o < t < 1) dans Rn sont dites équivalentes lorsqu'il existe une 
homéomorphie H de E sur lui-mêllU! telle que, lorsque m'=H(m), on ait 

T(m)= T'(m'). ' 
• ·2° 0Vne application continue T de l'inte,va/le E{ 0 < t < l) dans Rn 

est dite dérivable (resp. positivement dérivable) au point m d'abscisse t 

-+ [ M T( )] d d • • • d( oM) de E si enm, le vecteur OM oti = m possè e une· erwee dt 

finie ( resp. finie et non nulle). 
SiT est dérivable(resp. positivement dérivable) en tout point, on dit 

simplement que Test déri"able (resp. positi"ement déri,:able). 
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'l‘uizonàns ll (‘). — La condition nécessaire et sufiïsante pour qu’une
application continue T de l’intervalle E (0 < t < 1) dans R,. soit équiva-
lente à une applicationpositivement dérivable est que T soit régulière en
tout point m de E.

'

Il c.v' te un procédé n‘gulier de recherche de cette application positi—
vement érivable.

D1‘mossmnuon. — 1° La condition est nécessaire. — En effet, une
application positivement dèrivable T’ est en tout point p‘bint m tan-
gente à une transformation linéaire non dégénérée H de l’intervalle
to — 1 3 dans Il… Pour tout mêÈ, H est telle que, pour tout m’êE,
si l’on pose

'

).::ll(m'l'l"(m’) et ô=ll(m’)T’(m),
on ait '

—

. ).
lun <:)::(Lm'—>m 6

|hmc T' est bien régulière en tout point.
y.° La condition est su_[fisante. — D’après le lemme 2 nous pouvons,

sur tout intervalle de E, trouver un sous-intervalle D tel que T soit
une homéomorphie entre T(D) et D, ce qui entraîne que T(D) soit
un arc simple. Nous pouvons même choisir D de telle sorte que l’arc
T(D) soit en correspondance biunivoque avec sa projection sur une
droite .\ parallèle à l’une de ses cordes, la tangente à T(D) en chacun 

(‘ ) Voici l’historique du problème que nous rèsolvons ici sous une forme géné—
ralisée : M. l’réchet a posé d’abord la question de savoir si tout arc simple de R,
possédant une tangente en tout point possède une paramétrisation positivement
dérivable (Espaces abstraits, Paris, 1928, p. 153, et Fund. Math., t. 26, 1936,
p. 334). '

M. Valiron a montré par un exemple qu’un tel arc peut avoir une tangente
ordinaire en un point sans posséder une paramétrisation positivement dérivable
en ce point (Nouv. Ann. Math., t. 8h, 1927).

M. Ward a donné un exemple où ce phénomène est réalisé en tous les points
d’un ensemble parfait (Fund. Math., t. 28, 1937).

M. Pauc a donné la condition nécessaire et suffisante pour qu’un arc simple
possède un paramétrage positivement dérivable en un point particulier, et a pu
préciser ainsi l’énoncé de la question posée par M. Fréchet (Act. Sc., Hermann,
886, 1941, p. 96).

G. CROQUET. 

Tnt:oRtME t t (' ). - La condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
application continue T de l'intervalle E ( o < t < 1) dans Rn soit équiva-
lente à une application positfrement dérivable est q_ue T soit régulière en 
tout point m de E. • 

Il exifte un procédé 1y:gulier de recherche de cette application positi-
1·ement ëléri"•able. 

1 h:111o~sTRATION. - 1 ° /,a condition est nécessaÙ'e. - En effet, une 
application positivement dérivable T' est en tout poinl pbint m tan-
gente à une transformation linéaire non dégénérée H de l'intervalle 
l o - 1) dans H,,. Pour tout me E, H est telle que, pour tout m' e E, 
si l'on pose • 

i. = Il ( 111' \ T'(m') et o = Il ( m')T' ( m ), 
011 ait 

1• (i·) 1m = o. 0 

1 h111c T' est Lien régulière en tout point. 
:>. 0 /,a condition est su.ffisante. - D'après le lemme 2 nous pouvons, 

sur tout intervalle de E, trouver un sous-intervalle D tel que T soit 
une homéomorphie entre T(D) et D, ce qui entraîne que T(D) soit 
un arc simple. Nous pouvons même choisir D de telle sorte que l'arc 
T( D) soit en correspondance biunivoque avec sa projection sur une 
droite .1 parallèle à l'une de ses cordes, la tangente à T(D) en chacun 

(') \'oici l'historique du problème que nous résolvons ici sous une forme géné-
ralisée : l\f. Fréchet a posé d'abord la question de savoir si tout arc simple de R3 

possédant une tangente en tout point possède une paramétrisation positivement 
diirivable (Espaces abstraits, Paris, 19~8, p. 153, et Fund. Math., t. 26, 1936, 
P· 33~ ). , 

M. Valiron a montré par un exemple qu'un tel arc peut avoir une tangente 
ordinaire en un point sans posséder une paramétrisation positivement dérivable 
en ce point (Nouv. Ann. Math., t. 8/a., 1927). 

M. \Varda donné un exemple où ce phénomène est réalisé en tous les points 
d'un ensemble parfait ( Fund. Math., t. 28, 1937 ). 

1\1. Pauc a donné la condition nécessaire et suffisante pour qu'un arc simple 
possè.Je un paramétrage positivement dérivable en un point particulier, et a pu 
préciser ainsi l'énoncé de la question posée par M. Fréchet ( Act. Sc., Hermann, 
886, 19~1, p. 96). 
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de ses pomts faisant avec A un angle inférieur à un nombre a choisi
arbitrairement.

Sur D l’application T est équivalente à une application dérivable.
En effet, prenons A comme axe x’æ et désignons par .zr l’abscisse de

——>

la projection, sur æ’æ, du point M°de T(D). Le vecteur %? &t bien
défini et n’est, ni nul, ni infini. L’équivalence annoncée s’obtient alors
par une h_oméomorphie entre D et le segment projection de T( I))
sur æ’æ.

Désignons par Q l’ensembleouvert des points de li.dontchacun soit
situé sur un sous—intervalle de E sur lequel T est équivalente à une
application positivement Hérivable.

Je dis que 9 — E.
Sinon, soit P = E — Q. L’ensemble P est fermé dans E.
Soit C une composante connexe de D. Pour tout point … de C,

il existe un sous—intervalle I de C contenant m, sur lequel T est
équivalente à_une application positivement dérivable. Si 1, et I,_
sont deux tels intervalles contenant un même point m, il est immé-
diat que sur (I,+I, ), T est équivalente à une application positi-
vement dérivable. Il en résulte aisément qu’il en est de même sur C
tout entière.

Soit alors m., une extrémité de C intérieure à E.
Sur l’ensemble (C + m,), T possède en mo un contingent réduit à un

  

___) , . o ..seul. rayon Moe, et en m0 1 apphcatmn T est réguhere sur (C + m., ).
On peut trouver une suite de points-distincts de C : m,, m,, .. .

tendant vers m0 de telle façon que mom…cmom; pour 1°: 1, 2, . . .,
et que leurs images M,, M2, . . . soient telles que si l’on désigne par p.,,

___—+ .
p., , . . . leurs projections orthogonalessur M.,æ on ait

1 .M,p;=; (z=1,2, ...)

(en choisissant convenablement l’unité de longueur).
Comme, sur m.-m…, T est équivalente à une application positive—

ment dérivable, on peut trouver une application T' équivalente à T
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de ses points faisant avec "1 un angle inférieur à un nombre E choisi 
arbitrairement. 

Sur D l'application Test équivalente à une application dérivable. 
En effet, prenons "1 comme àxe x' x ,et <lésignons par .r l'absci!!se de 

la projection, sur x' x, du point M0 de T(D ). Le vecteur ~: ~t bieu 
dé.fini et n'est, ni nul, ni infini. L'équivalence annoncée s'obtient alors 
par une h_oméomorphie entre D et le segment projection de T( D) 
~ur x'x. 

Désignons par n l'ensemble ouvert des points de E.dontchacun soit 
situé sur un sous-intervalle de E sur lequel Test équivalente à une 
application positivement ê:lérivable. 

Je dis que n == E. 
Sinon, soit P = E - n. L'ensemble P est fermé dans E. 
Soit C une composante connexe de O. Pour tout point III de C, 

il existe un sous-intervalle I de C contenant rn, sur lequel T est 
équivalente à. une application positivement dérivable. Si l 1 et 1:i 

sont deux tels intervalles contenant un même point m, il est immé-
diat que sur (11 + 12 ), T est équivalente à une application positi-
vement dérivable. Il en résulte aisément qu'il en est de même sur C 
tout entière. 

Soit alors m0 une extrémité de C intérieure à E. 
Sur l'ensemble ( C + m0), T possède en m0 un contingent réduit à un 

seul- rayon M0 't, et en m0 l'application T est régulière sur ( C + mo ). 
On peut trouver une suite de points· distincts de C : m 1 , m21 ••• 

tendant vers m0 de telle façon que momi+1Cmom;pour i=1, 2, ... , 
et que leurs imag~s M1, M2 , ••• soient telles que si l'on désigne par p.1, 
p.2 , ••• leurs projections orthogonales sur M0 't on ait 

( en choisissant convenablement l'unité de longueur). 
Comme, sur m;m;+i, T est équivalente à une application positive-

ment dérivable, on peut trouver une application T' équivalente à J: 
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sur (C + m.), définie sur l’axe *: _>_o et telle que

T’(o)=M.,; T’(Ï;)=M; (i=1, n, ...),

1" étant positivement dérivable sur tout segment î?î.‘î é”: _4_
—l—-.

Cette application T' est positivement dérivable à droite pour *: = o;
et à droite et a gauche pour

“:=i (i=l,2,...). '

Ur pour tout segment
l—_î_—l _4_ ”.:/__ %, on peut trouver aisément une

automorphie de ce segment de la forme 0£=f,—(æ), où f(æ) est une
fonction croissante de ”., à dérivée finie strictement positive, et
telle que

fi(i_—:Ï)=i+l "’ f(i)= %"

de telle sorte que l’application T” transformée de T’ par ces automor-
phies, et définie pour oéô_4_ [, soit :

 
!" l‘ositivementdérivable à droite pour 0 = o;
2" Positivementdérivable pour tout 0 > 0;
3° Équivalente à la restriction de T à (C + m,).

Nous avons donc montré que sur (C + m0 ), T est équivalente à une
application positivement dérivable; si C a deux extrémités m0 et m’a
intérieures à E, il en est de même sur (C + m.,+ m‘o).

Deux cas sont alors à distinguer.
1° P a un point isolé m_. — Soient C1 et C, les deux composantes

connexes de 0 d’extrémité m. Sur (C,+ m) et (C,+m), T est équi—
valente à une application positivement dérivable. Il est immédiatqu’il
en est alors de même sur (C, + m + C.).

Donc me0, contrairement à l’hypothèse.
_

2° P est parfait. — Soit D un intervalle ouvert de E contenant des
points de E et satisfaisant aux conditions du lemme 2.

Soit x'æ une droite de R,, parallèle à une corde de T(D . P).

1fü1 G. CROQUET. 

sur ( C + m0), définie sur l'axe 't o et telle que 

T'(o)= M0; 

T' étant po~itivement dérivable rur tout segment-. -1 - L 't L • 
• 1+1- --, 

Celle application T' est positivement dérivable à droite pour 't = o; 
cl à droite et à gauche pour 

·-. 
1 

Or pour tout segment-. -1 - L-: L ~, on peul trouver aisément une 
r+1- -, 

automorphie de ce segment de la forme 6 • /;( 't ), où /( 't) est une 
fonction croissante de -: , à dérivée finie strictement positive, et 
telle que 

et 

de telle sorte que l'application T" transformée de T' par ces automor-
phies, et définie pour o L 6 L 1, soit : 

1° Positivement dérivable à droite pour 6 = o; 
2° Positivement dérivable pour tout 6 > o; 
3° Équivalente à la restriction de T à ( C + m0 ). 

Nous avons donc montré que sur (C + m0), Test équivalente à une 
application positivement dérivable; si C a deux extrémités m0 et m'0 

intérieures à E, il en est de même sur ( C + m0 + m'0 ). 
Deux cas sont alors à distinguer. 

1° Pa un point isolé m .. - Soient C1 et C2 les ~eux composantes 
connexes de O d'extrémité m. Sur ( C1 + m) et ( C2 + m ), T est équi-
valente à une application positivement dérivable. Il est immédiat qu'il 
en est alors de même sur ( C1 + m + C2 ). 

Donc me 0, contrairement à l'hypothèse. 
2° P est parfait. - Soit D un intervalle ouvert de E contenant des 

points de E et satisfaisant aux conditions du lemme 2. 
Soit x' x une droite de Rn parallèle à une corde de T(D. P). 
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Soit æ«l’abscisse de la projection d’un point de T(D . P) sur æ’æ, et

soit H'la projection de T(D . P) sur æ’æ.
_ L’application T engendre entre M et D. P une boméomorphie

conservant l’ordre des points-sur a:’æ et sur E respectivement.
Soient ml , m, les extrémités d’un intervalle contigu a M, et .r., a:,

les points correspondants de 11. Sur le segment m,m, de E, T est,
d’après ce qui précède, équivalente à une application positivement
dérivable T’. Prenons par exemple comme paramètre de cette appli-
cation T’ un point variable du segment :r,æ,. .

N0us allons imposer à cette application T’ définie sur .r.æ, une
autre condition : , »

Supposons a:, < 13. Désignons par I(æ.æ,) l’ensemble des points
du segment æ.æ2 qui ont une ab3cisse de la forme

(au, + ;‘)> . ou <.r,— %) (p étant un entier > 0).

Cet ensemble [(m, as,) a pour seuls points d’accumulationx. et re,.
Nous désignerons un élément quelconquede I(x. an,) par x".

L’arc T(mlm,) se projette sur æ’æ suivantx. .c,. Lorsquemparcourt -

_m,mg de m, vers m,, soit mi le premier point de m,m, dont l’image
T(m,—) se projette orthogonalementsur :c'æ en a:“.

Un raisonnement déjà utilisé ci—dessusmontre que T est équivalente,
sur (m,m2 ), à une application T’ positivement dérivable _ définie
sur (æ,æ,) et telle que, pour tout æ'°, on ait

. T’(æ‘) =T(m;).
Nous définissons ainsi une application—T' sur tout intervallecontigu

à M. Coûvenons maintenant que pour tout point æe M, projection"
d’un point M de T(D . P), on posera T’(æ)= M.

Alors T’ est définie sur tout le segment minimum a de ::.-‘a: conte—
nant 11. Par constructionT’ est positivement dérivable en tout point
de (a — H). D’autre part, si a:, en, nous allons voir que T' est positi—
vement dérivable en x, :

En effet, T’ est en œ, positivement dérivable sur M, à cause des
' propriétés différentielles de T(D . P); il en est de même d’ailleurs sur
M +UI(Œ4 (123). "

(£‘iæsl
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Soit x,l'abscisse de la projection d'un point de T( D. P) sur :r' x, et 

soit Ilia projection de T(D. P) sur :r'x. 
. L'application T engendre entre M et D. P une homéomorphie 

' conservant l'orare des points-sur :r' x et sur E respectivement. 
Soient m1, m2 les extrémités d'un intervalle contigu à M, et ..r11 a.:1 

les points correspondants de II. Sur le segment m1 m, de E, T est, 
d'après ce qui précède, équivalente à une application positivement 
dérivable T'. Prenons par exemple comme paramètre de cette appli-
cation T' un point variable du segment x 1 x 2 • 

Nous allons imposer à cette application T' définie sur .r 1 x 2 uue 
autre condition : 

Supposons X1 < x 1• Désignons par I ( x, x,) l'ensemble des points 
du segm_ent x 1 x 2 qui ont une abscisse de la forme 

ou (p élanl un entier > o ). 
. 

Cet ensemble l(x1 x 2 ) a pour seuls points d'accumulation x, et x 2 • 

Nous désignerons un élément quelconque de 1( x 1 x,) par al. 
L'arcT(m1 m2)seprojette sur:r'xsuivantx . .r2 • Lorsquem parcourt-

_m1 m~ de m1 vers m2 ; soit mi le premier point de m1 m, dont l'image 
T ( m;) se projette orthogonalement sur :r' x en al. 

Un raisonnement déjà utilisé ci-dessus montre que Test équivalente, 
sur (m1 m,), à une application T' positivement dérivable_ définie 
sur ( ~t. x,) et telle que, pour tout al, on ait 

T'(.x') = T(m,). 

Nous définissons ainsi une application· T' sur tout intervalle contigu 
à M. Corlvenons maintenant que pour tout point xe M, projection 
d'un point M sfe T(D. P), on posera T'(x)= M. 

Alors T' est définie sur tout le segment minimum a de :r' x conte-
nant II. Par construction T' est positivement dérivable en tout point 
de (a-II). D'autre part, si x 0 e II, nous allons voir que T'est positi-
vement dérivable en x 0 : 

En effet~ T'est en x 0 positivement dérivable sur M, à cause des 
, propriétés différentielles de T(D. P); il en ~st de même d'ailleurs sur 
M +UI(x1X2)• 

(.¾,z,) 

Journ. de Math., tome XXVI. - Fasc. 2, 1947. 22 
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Ur, si œ'o est un point de æ'æ voisin de cv,, le choix des I(æ,æ,)
entraîne que æ’0 soit sur un segment déterminé par deux pointsa. et a,

!a! a :
«le Il +Hïl(æ,x,) tels que a —> 0 lorsque «:o—> œ…

Or, si 8 est le diamètre de l’arc T'(a,a,), la régularité de T’ en æo

entraîne que «» 0 lorsque av'o ——> a:…oa.
Donc 'l" est aussi positivement dérivable en a:…
Nous avons ainsi prouvé que T est équivalente sur D à une appli-

cation positivément dérivable. Comme D contient des points de P,
nous sommes ici encore conduits à une contradiction.

l8. Coxsrnucr1om D’UNE APPLICATION rosnwaunur DÉRIVABLE ÉQUIYALENTE
A um: APPLICATION aécuuÈna. _— Le raisonnementprécédent conduit seu-
lement à un théorème d’existence. Mais il suffit de le modifier très peu
pour en déduire un procédé régulierde construction d’une application
positivement dérivable équivalente à une application régulière T.

Il suffit de rappeler que sur E on peut toujourstrouver un intervalle
D dont l’image est un arc simple qu’on peut très simplement paramé-
trer de façon positivement dérivable.

On remarque ensuite que toutes les fois qu’il existe un ensemble -

fermé P de E tel que, sur toute composante connexe de (E— P),
T soit équivalente à une application positivement dérivable construc-
tible, le raisonnementfait dans le paragraphe précédent pour démon—
trer le théorème d’existence montre qu’il en est encore de même si l’on
remplace P par un vrai sous-ensemble fermé convenable P’ de P.

’

D’autre part, on remarque que si T est équivalenteà une applica-
tion positivement dérivable et constructible sur une suite d’intervalles
D,, D,, . . . contenant un point m, il en est encore de mêmesur UD,—.

i
Le procédé transfini classique permet alors, après une suite dénom-

brable bien ordonnée d’opérations, de construire une application posi—
tivement dérivable équivalente à T sur E tout entier.

Remarque. — Nous avons supposé, pour ne pas avoir à faire inter—
venir des extrémités, que E était un intervalle ouvert. Mais il est
immédiat que tous les résultats précédents restent valables lorsque E
est un segment. {

G. CHOQUET. 

Or, si x'0 est un point de x' x voisin de x 0 , le choix des l(x1x2) 
entraine que x'0 soit sur un segment déterminé par deux points a1 et a2 

de Il +UI(x1 x 2 ) tels que a,a, o lorsque x 0 • . r 0 a 1 
(.1·,.1:·,1 

Or, si o est le diamètre de l'arc T 1(a1 a 2), la régularité de T'en Xo 
entraine que - 0- o lorsque .2~~ - Xo• .r.a, 

Donc T' est aussi positivement dérivable en x 0 • 

\ous avons ainsi prouvé que T est équivalente sur D à une appli-
cation positivëment dérivable. Comme D contient des points de P, 
nous sommes ici encore conduits à une contradiction. 

{8. Co:SSTRUCTION D'UNE APPLICATION POSITIVEMENT DÉRIVABLE ÉQUIULENTE 

>. u:sE APPLICATION RÊGULitRE. - Le raisonnement précédent conduit seu-
lement à un théorème d'existence. Mais il suffit de le modifier très peu 
pour en déduire un procédé régulier de construction d'une application 
positivement dérivable équivalente à une application régulière T. 

Il suffit de rappeler que sur E on peut toujours trouver un intervalle 
D dont l'image est un arc simple qu'on peut très simplement paramé-
trer de façon positivement dérivable. . 

On remarque ensuite que toutes l~s fois qu'il existe un ensemble . 
fermé P de E tel que, sur toute composante connexe de (E- P), 
T soit équivalente à une application positivement dérivable construc-
tible, le raisonnement fait dans le paragraphe précédent pour démon-
trer le théorème d'existence montre qu'il en est encore de même si l'on 
remplace P par un vrai sous-ensemlile fermé convenable P' de P. 

D'autre part, on remarque que si T est équivalente à une applica-
tion positivement dérivable et constructible sur un~ suite d'intervalles 
D1 , D2 , ••• contenant un point m, il en est encore de même sur UD;. 

1 
Le procédé transfini classique permet alors, après une suite dénom-

brable bien ordonnée d'opérations, de construire une application posi-
tivement dérivable équivalente à T sur E to1,1t entier. 

Remarque. - Nous avons supposé, pour ne pas avoir à faire inter-
venir des extrémités, que E était un intervalle ouvert. Mais il est 
immédiat que tous les résultats pr_écédents restent valables lorsque E 
est un segment. 
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19. ETUDE DE &’znssunuæ ons pom-rs conmmums D’UN mc nous ne TAN-

GENTËS. — Il résulte du théorème précédent que si une application
continue de l’intervalle E (0 < t< 1) dans R,. n’est pas régulière en
tout point, elle n’est équivalente à aucune application positivement
dérivable.

Mais on peut se pos‘er la question de savoir si, étant donnée une
application continue T de E dans R… douée en tout point d’une vraie
tangente, on peut toujours trouver une application T’ équivalente
à T, qui soit partout dérivable, et qui soit positivement dérivable en
tout point régulier de T.'

Cette question a été posée par C. Pauc (‘) pour le cas où T est une
_ hôméomorphie.Nous allons montrer que, même dans ce cas particu-

lier, la réponse est négative. Cela résultera de ce que l’ensemble des
points non réguliers d’un arc simple doué en tout point d’une tangente
peut avoiî une structure topologique plus complexe que l’ensemble
des valeurs pour lesquelles une fonction numérique dérivable a une
dérivée nulle.

Definition. — Un point M d’un arc simple 7 de H,, est dit réguliersi '—

l’application canonique T de 7 sur lui-même est régulière en M.’ Un point M de 7 qui n'est pas régulier et en lequel y possède une
vraie tangente est dit contrarz‘ant.

Tm‘:oaùus 12. — S‘oit y un arc simple de R,, en tout point duquel le
, contingentde y est portépar une seule droite :

1° L’ensemble— R dèspoints de rebroussement de Y est clairseme” (");
2° L’ens‘emble C des points contrariants de y est un G.;,, non dense

sur 7, et de mesure linéaire nulle. '

Démonstration. — 1° Supposons R partout dense sur un sous—
ensemble parfait P de 7. Soit alors D un sous-intervalle de y 

(‘) Voir C. Pme [l]. .

(2) Par contre, on pourrait montrer que l’ensemble des points de rebrous-
' sement d’une-application continue T de l’intervalle E(o < t<1) dans R… à
contingent porté partout parune droite, peut constituer un sous—ensemble
parfait de E.
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t9. ÉTUDE DEJ'EKSEIIBLI DES POINTS CONTRARIANTS o'un ARC DOUÉ DE TAN-

GBNTts. - Il ré~ulte du théorème préc~dent que si une application 
continue de l'intervalle E ( o < t < •) dans Rn n'est pas régulière en 
tout point, elJe n'est équivalente à a~cune application positivement 
dérivabJe. 

Mais on peut se po~r la question de savoir ~i, étant do1111ée une 
application continue T de E dans Rn, douée en tout point d'une vraie 
tangente, on peut toujours trouver une application T' équivalente 
à T, qui soit partout dérivable, et qui soit positivement dérivable eu 
Lout point régulier de T. 

Cette question a été posée par C. Pauc ( 1) pour le cas où T est une 
hôméomorphie. Nous allons montrer que, même dans ce cas particu-
lier, la réponse est négative. Cela résultera de ce que l'ensemble des 
points non réguliers d'un arc simple doué en tout point d'une taugente 
peut avoir une structure topologique plus complexe que l'ensemble 
de!I valeurs pour lesqueJles une fonction numérique dérivable a une 
dérivée nulle. 

/Jéjiniti'on. - Un point M d'un arc simple y de Rn est dit régulier si :. 
l'application canonique T de y sur lui-même est régulière en M. 
' Un point M de y qui n'est p~s régulier et en lequel y possède une 
vraie tangente est dit contrariant. 

THÉORÈME {2. - -"ait j un arc simple de Rn en tout. point duquel le 
contingent de y est porté par une seule droite : 

1° L'ensemble R dés points de rebroussement de y est clairsemé ( 1 ); 
2° L' ~nsemble C des points contrariants de y est un G~01 non dense 

sur "(, et de mesure linéa(re nulle. • 

Démonstration. - 1° Supposons R partout dense sur un sous-
ensemble parfait P de î· Soit alors D un sous-intervalle de j' 

(1) Voir C. PAvc [IJ. . 
(') Par contre, on pourrait montrer que l'ensemble dits points de rebroua-

• sement d'une· application continue T de l'intervalle E( o < t < 1) dans Rn, à 
contingent porté partout par . une droite, peut constituer un sous-ensemble 
parfait de E. 
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contenant des points de P et satisfaisant aux conditions du théo—_
rème (‘>. '

Il résulte immédiatement de ces conditions que le contingent de y
en tout point de D.P se compose de deux demi—rayons opposés;
aucun point de D . P n’est donc point de rebroussement de 7.

Ceci est contraire il l’hypothèse. Donc R est œlairsemé puisqu’il est
non dense sur tout ensemble parfait.

2° (1. On sait déjà que tout intervalle de Y contient un sous—
intervalle dont tous les points sont réguliers. Donc C est non dense
sur 7.

1). Soit d’autre part P un sous—ensemble parfait de y, et D un inter—
valle de y contenant des points de P et possédant les propriétés
indiquées dans le théorème 6.

Soit Il la projection de D.P sur une droite parallèle à une corde
de D . P. Soit m un point de 2° espèce de II:, et soit M son homologue
sur D . P.

Si M est‘ contrariant, on peut trouver des intervalles m’ m” contigus
à II et arbitrairement voisins de m, tels que

m' m' '
lim sup [ ——,J > 0
m'.m'+nl "Il"

Donc m n’est pas un point de densité 1 pour H.
Donc la projection sur [I de l’ensemble C.D.P des points contra—

riants de D. P a une mesure linéaire nulle. Il en est donc de même
de C.D.P.

Comme P était arbitraire, il en résulte que C lui—même est de
mesure linéaire nulle.

c. Étudions maintenant la structure topologique de C.
Soient M, M’eY. Désignons par e(M, M’) l’écart au sens de

‘ _
. , /5L _ _ _

——>
brechet entre 1 are MM’ de Y et le segment oriente MM’ .

Posons
, __ e(M, M’)œ(M, M )_ ——MM,. .

puis '

'{(M): lim sup[œ(M, M')]
‘

il“)!
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contenant des points de P et satisfaisant aux con1itions du théo-
rème 6. 

Il résulte immédiatement de ces conditions que le contingent de y 
l'II tout point de D. P se compose de deux demi-rayons opposés; 
aucun point de D. P n'est donc point de rebroussement de y. 

Ceci est contraire l'hypothèse. Donc R est-tlairsemé puisqu'il est 
non dense sur tout ensemble parfait. 

2" a. On sait déjà que tout intervalle de y contient un sous-
intervalle dont tous les points sont réguliers. Donc C est non dense 
sur 1. 

b. Soit d'autre part P un sous-ensemble parfait de 1, et b un inter-
valle de I contenant des points de P et possédant les propriétés 
indiquées dans le théorème 6. 

Soit Il la projection de D. P sur une droite parallèle à une corde 
de D. P. Soit m un p~int de 2 1 espèce de Il; et soit M son homologue 
sur D. P. 

Si M esi' contrariant, on peut trouver des int~rvalles m' m" contigus 
à Il et arbitrairement voisins de m, tels que 

. [ m'm'·j hm sup --, > o. 
1n111 

Donc m n'est pas un point de densité I pour Il. 
Donc la projection sur Il de l'ensemble C. D. P des points contra-

riants de D. P a une mesure linéaire nulle. Il en est donc de même 
de C. D.P. 

Comme P était arbitraire, il en résulte que C lui-même est de 
mesure linéaire nulle. 

c. Étudions maintenant la structure topologique de C. 
Soient M, M' e 1. Désignons par E( M, M') l'écart au sens de 

. _..,.. --+ 
Fréchet entre l'arc MM' de I et le segment ·orienté MM'. 

Posons 
M •11 E( M, M') 

w ( ' " ) = \Ut', ' 

pms 
e:,(M) = lim sup[w(M, 1\f')) 
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Or on peut toujours supposer due les valeurs du,paramètre t fixant

les positions de M et M’ sur y sont de la forme t, (t -+‘Iz). "
Quand la —> o, :p(M) apparaît donc comme la limite supérieure

d’une suite de fonctions continues. C’est donc la limite d’une suite
décroissante de fonctions semi-continues inférieurement.

Donc <p(M) est une fonction de 2° classe d; Baire. Donc l’ensemble
des points M de y en lesquels ç(M)> 0 est un G.;,,.

Or un point contrariant M de y est caractérisé par le fait que
cp(M) > o, et que M n’est pas un point de rebroussement de y.

’

Comme l’ensemble des points de rebroussement de y est un F.,,
l’énsemble C est un G.; . Gao, donc aussi un G.;,,.

Nous allons montrer, ce qui suffira pour notre’ but, que cet
ensemble C peut ne pas être un G.;.

20. CONSTRUCTION D’UN CONTRE—EXEMPLE ”nr a£ponsz A um»: QUESTION on
'C. Pme.

THÉORÈME l3. — Soit 'P un ensemble parfait linéaire non dense, pour
lequel il existe un nombre p. > 0 tel que si a, b sont deux points quel—‘
conques de P, il existe sur le segment ab un intervalle contigu à P et de

longueur à p. ab. (Par exemple, P peut étre l’ensemble triadique de

Cantor, adec p.:É)
Alors, pour tout ensemble A C P qui soit un F,, il eæiste un arc simple

plan 7 contenant P, ayant une vraie tangente en tout point, et sur
lequel l’ensembledespoints contrariants est identiqueà A (les points de P
ayant de plus sur y le même ordre que sur la droite).

Démonstration. —— Supposons P situé sur l’axe æ'x d’un plan rap-
porté aux axes rectangulairesæOy.

Pour tout point a: de l’axe æ’x, soit 8(æ) sa distance à P. L’arc Y
sera astrèint à être contenu dans l’ensemble fermé

— 5'($)_éléô’(x)-
!

' Cette condition lui assurera d’avoir en tout point de P une tangente
ordinaire portée par x’æ. , ,
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Or on peut toujours supposer que les valeurs du.paramètre t fixant 
les positions de M et M' sur y sont de la forme t, ( t --t,vi ). -

Quand h o, q,(M) apparatt donc comme la limite supérieure 
d'une suite de fonctions continues. C'est donc la limite d'une suite 
décroissante de fonetions semi-continues inférieurement. 

Donc f(M) est une fonction de 2• cla~e Baire. Donc l'ensemble 
des points M de y ~n lesquels 11(M)> o est un G~,,.. 

Or un point contraTiant M de y est caractérisé par le fait qut> 
f(M) > o, et que M n'est pas un point de rebroussement de 1. 

Comme l'ensemble des points de rebroussement de I est un F,,., 
l'ifosemble C est un G~. Gaa, donc aussi un G;,,.. 

Nous alJons montrer, ce qui suffira pour notre· bul, que cet 
ensemble C peut ne pas être un Ga. 

20. CONSTRUCTION o'uN CONTRE-EXEMPLE 'ET REPONSE A UNE QUESTION DE 
• C. PAUC. 

, ' 
THÉORÈME !3. - Soit _P un ensemble parfait linéaire non dense, pour 

lequel il existe un nombre p.> o tel que si a, b sont deux points quel-· 
conques de P, il existe sur le segment ab un intervalle contigu à Pet de 
longueur p.. ab. ( Par exemple, P peut etre l'ensemble tn"adique de 

Cantor, aJec p. = j • ) 
Alors, pour tout ensemble AC P qui soit un Fa, i1 existe un arc simple 

plan y contenant P, ayant une vraie tangente en tout point, et sur 
lequel l'ensemble des points contrariants est identique à A (les points de P 
ayant de plus sur y le même ordre que sur la droite). 

Démonstration. - Supposons p situé sur l'axe :ri X d'un plan rap-
porté aux axes rectangulaires xOy. ' 

Pour tout point x de l'axe :rlx, soit ô(x) sa distance à P. L'arc y 
sera astreint à être contenu dans T'ensemble fermé 

- a•c.x)_LJ' L a•cx). 

, Cette condition lui assurera d'avoir en tou~ point de P une tangente 
ordinaire portée par :ri x., / 
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Pour tout segment a, b de æ'æ, désignons par Cx('ab) tout arc
simple ouvert d}extrémités a et b et dont la forme est indiquée par la
figure ci—jointe (3. étant une constante; avec 0 <). < 1 ).

  À.a.b _,
l
|
. ' ... ' \l / \æ \ .l / \\+' ‘JL/ \"’ | ‘\o ‘ “c' 4 \\

a ——‘s "—‘s ," b \‘ '\\ "\\ ,\ ,,
t \\ /vl

. 'Flg. .;

On suppose l’arc C;(ab) compris entre les deux courbes en pointillé
d’équation y= :*: 8’(æ). On le suppose de plus doué d’une tangente
conünue.

Soit X,, X,, . . . une suite de nombres positifs < 1 et tendant vers
, | . . \ ,

zero avec ;;
- Sont F., F., . . . une suite de sous—ensembles fermes de P.

Pour tout intervalle of, contigu à F… soit «:; le ou l’un des plus
grands intervalles contigus à P et intérieurs à ai.

D’autre part, pour tout point isolé M2 de F… soit 1î;"(k: 1 , 2, .)
une suite d’intervalles contigus à P et tendant vers M2 de façon que,
si 8Ï;* désigne la distance de -.’;" à M2, on ait '

I

. mtInmsup _ô_‘T >o,
À'+a

en désignant par ":; la longueur de l’intervalle ":. (Il résulte de la
structure de P qu’un tel choix des 12” est toujours possible.)

'
L’arc cherché est défini comme suit :

Soit G, l’ensemble des arcs simples ouverts C,_£[ftî ] et Cdt'}"‘]. De
façon générale, si Q. , Q., ..., Q,… sont déjà définis, soit Q,, l’ensemble
des arcs simples ouverts CÀn['tln] et C,\_[æ""] relatifs au:w:fi1 et 172" quin
n’ont pas encore été utilisés pour définir Q. , . . ., Q,….

Puis posons Q…= l’ensemble des intervalles finis contigus à P qui
ne soient, ni un 'rj,,_ ni un 12".

G. CROQUET. 

Pour tout segment a, b de x' x, désignons par C>.(ab) tout arc 
simple ouvert <ijextrémités a et b el dont la forme est indiquée par la 
figure ci-jointe() .. étant une constante, nec o <À< 1 ). 

>...ab .., 

Fig.~-

On suppose l'arc C>.(ab) compris entre les deux courbes en pointillé 
d'équation y=+ Ôi(x). On le suppose de plus doué d'une tangente 
continue. 

Soit À., À,, ... une suite de nombres positifs < 1 et téndant vers 
zéro avec • Soit F 1 , F 2 , ••• une suite 'de sous-ensembles fermés de P. 

Il 

Pour tout intervalle a~ contigu à Fn, soit < le ou l'un des plus 
grands intervalles contigus à Pet intérieurs à a;,. 

D'autre part, pour tout point isolé M:, de Fn, soit<'· ( k = 1, 2, ... ) 
une suite d'intervalles contigus à P et tendant vers M;, de façon que, 
si o~k désigne la distance de -:'.;'' à M~, on ait 

( l't":·' ) lim sup -ttr" > o, 
Il 

en désignant par : -: . la longueur de l'intervalle -: . ( Il résulte de la 
structure de P qu'un tel choix des -=:;A est toujours possible.) 
• L'arc cherché est défini comme suit : 

Soit 0 1 l'ensemble des arcs simples ouverts CiJ 't~] et Ci..[ 't:·k]. De 
façon générale, si O., 0 21 •.. , On-i s3nt déjà définis, soit On l'ensemble 
·des arcs simples ouverts CA.[<] et C, .. ['t~"] relatifs aux•< et 't~k qui 
n'ont pas encore été utilisés pour définir Oi, ... , G,._1• 

Puis posons O,,,= l'el?semble des intervalles finis contigus à P qui 
ne soient ni un 't; ni un "=;,,. ' nt 11, • 
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Nous posons enfin

«: ;_—_ P + UQn+ $z(n°

Je dis que y répond aux conditions du théorème :

1° 7 est évidemment un arc simple doué d’une vraie tangente en
tout point. D’autre part 7 contient P.

2° Tout point de Il… ou de Q,,(n: [, z, . . .)est un point régulier
de v, puisqu’il est situé sur un sous—arc de y à tangente continue.

Donc les seuls points contrariants de Y sont sur P.

a. Tout point M de UF,, est un point contrariant de 7. En effet,
,.

soit MGF… Si M est un point isolé de F,,, c’est évident à cause du
choix des eff. Sinon, à cause de la structure de P, il existe une suite
de “c:, d’indicespé n tendant vers M et jouissantdes mêmes propriétés
que toute suite de ftfj" tendant vers un point Mi. Donc on retrouve les
mêmes circonstances que lorsque M est un point isolé de F…

6. Tout point M de P étranger à UF,, est un point régulier de v.
.

En effet, pour aucune valeur de n, le point M n’est point d’accumu-
lation d’intervalles fr;, rf;", où p _én. Donc si “: désigne un intervalle
contigu à P et tendant vers M, et sij(æ) désigne l’indice de l’ensemble
fl,- dont *: fait partie, ou bien j(:) = ce, ou bienj(c) tend vers l’infini
lorsque ".: tend vers M.

Il en résulte aussitôt que M est régulier.

. COROLLAIRE. — Tout sous—ensembledénombrable A de P partout dense
sur P peut être identique à l’ensembledes points contrariants d’un are 7.

Or un tel ensemble A ne peut être un G,—,. Nous allons en déduire le

théorème suivant :
°

.

THÉORÈME 14. — Si 7 est un arc simple de R,. ayant en tout point une
vraie tangente, il est en général impossible de trouver une paramétri—
sationpartout dérivable de 7, qui soitpositivement de'n'vable en toutpoint
régulier. — /
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Nous posons enfin 
-: :...= P +Un,.+ u, ... 

Je dis que y répond aux conditions du théorème : 
1° y est évidemment u11 arc simple doué d'une vraie tangente en 

tout point. D'autre parl y conlient P. 
2° Tout point de U,.., ou de Un( n = 1, 2, ... ) est u11 poinl régulier 

de y, puisqu'il est situé sur un sous-arc de y à tangente continue. 
Donc les seuls points contrariants de y sont sur P. 

a. Tout point M de U F,. est un point contrariant de y. En effl'l, 

soit ME F,.. Si M est un point isolé de F,., c'est évident à cause du 
choix des 'î~". Sinon, à cause de la structure de P, il existe une suite 
de 'î~, d'indices p L.. n tendant vers Met jouissant des mêmes propriétés 
que toute suite de 'î;;'' tendant vers un point M~. Donc on retrouve les 
mêmes circ.onstances que lorsque M est un point isolé de F,.. . [ 

b. Tout point M de P étranger à UF11 est un point régulier de y. 
" En effet, pour aucune valeur de n, le point M n'est point d'accumu-

lat~on d'intervalles 'î~, 'î~", où p L. n. Donc si -: désigne un intervalle 
contigu à Pet tendant vers M, et sij('î) désigne l'indice de l'ensemble 
ni dont._ fait partie, ou bien j(-:-) = w, ou bien}(-:) tend vers l'infini 
lorsque ._ tend vers M. 

Il en résulte aussitôt que M est régulier. 

, C~ROLLAIRE. - Tout sous-ensemble dénombrable A de P partout denst· 
sur P peut ttre identique à fensemble des points contrariants d'un arc y. 

Or un tel ensemble A ne peut être un G;. Nous allons en déduire le 
théorème suivant : • . 

THÉORÈME t4. - Si y est un arc simple de R,. ayant en tout point une 
vraie tangente, il est en général impossible de trouver une paramétri-
sation partout dérivable de y, qui soit positivement dérivable en tout point 
régulier. 
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Démonstration. — L’ensemble des valeurs de t pour lesquelles une

fonction X(t) continue, partout dérivable, a une dérivée nulle est
un (l.—,. Il en est évidemment de même si X(t) est remplacée par une

fonction vectorielle l\Ï(Î).
Or nous venons de voir que l’ensemble des points contrariants d’un

arc «; peut ne pas être un G,—,. Une paramétrisation du type cherché \

est donc en général impossible.
'

Ce théorème l’i donne donc une réponse négative à la question
posée par C. Pauc, et a fortiori à la question analogue relative aux
arcs paramétrés susceptibles de points multiples.

_

2 [. Recuencns DE LA MEILLEURE rm…àrmsnnou DÉRIVABLE D’UN ARC nout:
ne. TANGENTES. — Le théorème précédent montre qu’une paramétri-
sation dérivable d’un arc simple Y doué partout d’une vraie tangente
ne sera en général positivement dérivable que sur un vrai sous-
ensemble de l’ensemble des points réguliers de 7.

On peut se proposer de rendre maximum ce vrai sous—ensemble.
A vrai dire il n’existe pas de tel sous—ensemblemaximum car., pour
tout point régulier M d’un arc simple 7, on peut trouver une paramé—
trisation de 7 qui soit positivementdérivable en ce point (' ).

Aussi nous devrons nous contenter du théorème suivant, dont nous
donnerons plus loin une large généralisation, basée sur un principe
différent.

THÉORÈME 15. — Si 7 est un arc simple de R…, doué en tout point
d’une vraie tangente, on peut en trouver une paramétrisation déri-
vable T : M = T( t) (où 0 £ té I), qui est positivementdérivable, sauf
aux points d’un ensemble 1 qui est un G5 non dense sur (0 — 1), de
mesure linéaire nulle, et dont l’image T(I) est de mesure linéaire nulle
et a même fermeture que l’ensemble des points contrariantsde y.

Démonstration. —— Appelons arc normal tout sous—arc, ouvert ou
fermé de Y susceptible d’une paramétrisation satisfaisant aux condi—
tions du théorème. 

(l) Voir c. PACC [l].
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/Jrmonstration. L'ensemble des valeurs de t pour lesquellès une 
fonction X( t) continue, partout dérivable, a une dérivée nulle est 
1111 fi~. Il en est évidemment de même si X( t) est remplacée par une 

---+ 
fonction vectorielle M( t). 

Or nous venons de voir que l'ensemble des points contrariants d'un 
arc -y peul ne pas être un G;,. Une paramétrisation du type cherché 
est donc en général impossible. 

C.e théorème t 't donne donc une réponse négative à la question 
post>c par C. Pauc, et a fortiori à la question analogue relative I\_UX 

arcs paramétrés susceptibles de points multiples .. 

2 (. RF.CHERCHE DE LA MEILLEURE l'ARAMÈTRISATION DÉRIVABLE D'UN ARC DOUÉ 

ni-: TA:SGE:STES. - Le théorème précédent montre qu'une paramétri-
sation dérivable d'un arc simple I doué partout d'une vraie tangente 
ne sera en général positivement dérivable que sur un vrai sous-
ensemble de l'ensemble des points réguliers de 1 . 

On peul se proposer de rendre maximum ce vrai sous-ensemble. 
A vrai dire il n'existe pas de tel sous-ensemble maximum car,, pour 
tout point régulier M d'un arc simple 1 , on peut trouver une paramé-
trisation de I qui soit positivement dérivable en ce point C ). 

Aussi nous devrons nous contenter du théorème suivant, dont nous 
donnerons plus loin une large généralisation, basée sur un principe 
différent. 

THÉORÈME ta. - Si I est un arc simple de Rn, doué en tout point 
d'une vraie tangente, on peut en trouçer une paramétrisation déri-
vable T: M = T( t) ( où o L t L 1 ), qui est positivement dériçable, sauf 
aux points d'un ensemble l qui est un G0 non dense sur ( o - 1 ), de 
mesure linéaire nulle, et dont fimage T(I) est de mesure linéaire nulle 
et a mbn,e fermeture que r ensemble des points contrariants de 1. 

Démonstration. - Appelons arc normal tout sous-arc, ouvert ou 
fermé de I susceptible d'une paramétrisation satisfaisant aux condi-
tions du théorème. 

( 1 ) Voir C. PArc [I]. 
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On montre aisément, par le procédé déjà utilisé dans la démonstra-

tion du théorème il que:
1° si un arc est normal, sa fermeture est aussi normale;
2° 51 deux arcs normaux ont un point commun, leur réunion est un

arc normal;
3° su…, en,, . est une suite d’arc normaux dont la réunion est un

arc, cet arc est normal.
Nous savons déjà que sur tout intervalle de y on peut trouver un

sous-intervalle normal. Soit 0 l’ensemble des points de 7 dont chacun
soit situé sur un sous—arc normal de y; chacune des composantes
connexes de Q est un arc normal. Nous voulons montrer que Q=y.

919;Éy, posons P—(y—fl) ,
L’ensemble fermé P est, d’après ce qui précède, parfait et non

dense sur 7. Le théorème il montre d’ailleurs que l’ est inclus dans
la fermeture de l’ensemble des points non réguliers de 7.

Soit D un intervalle de y contenant des points de P et satisfaisant
aux conditions du théorème 6.

_Soit x’a: un axe parallèle à l’une des cordes de D.P; l’ensemble
D.P est en correspondance biunivoque avec sa projection orthogo-
nale H sur æ’x.

Soit K l’ensemble des points de première espèce de II et des points m
de 2° espèce de H tels que, si m’m” désigne un intervalle quelconque
contigu à H, on ait  

 
   lim sup [m m'”"l',"l"'>m mm

On sait déjà que tout point contrariant de 7 situé sur D.P a sa
projection sur æ’x incluse dans K.

D’autre part K ne possède évidemment aucun point de densité
linéaire 1; c’est donc un ensemble de mesure linéaire nulle. Soit Q
un Ga de mesure linéaire nulle tel que

Kchm
Il est immédiat qu’il existe de tels ensembles Q.
D’après le théorème 26 du Chapitre IV, il existe une fonction numé-

_
rique f(x) absolument continue et strictement croissante définie sur

23Journ. de Math., tome XXVL — Faso. 2, 1947.
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On montre aisément, par le procédé déjà utilisé dans la démonstra-
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sous-intervalle normal. Soit .0 l'ensemble des points de y dont chacun 
soit situé sur un sous-arc normal de y; chacune des composantes 
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la fermeture de l'ensemble des points non réguliers de 1. 

Soit D un intervalle de y contenant des points de P et satisfaisant 
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• Soit x' x un axe parallèle à l'une des cordes de D. P; l'ensemble 
D. P est en correspondance biunivoque avec sa projection orthogo-
nale II sur x' x. 
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On sait déjà que tout point contrariant de I situé sur D. P a sa 
projection sur x' x incluse dans K. 

D'autre 'pàrt K ne possède évidemment auCUJl point de densité 
linéaire 1; c'est donc un ensemble de mesure linéaire nulle. Soit Q 
un Ga de mesure linéaire nulle tel que 

KcQcll. 

Il est immédiet qu'il existe de tels ensembles Q. 
. D'après le théorème 26 du Chapitre IV, il existe une fonction numé-
. rique /(x) absolument continue et strictement croissante définie S?,r 
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le segment minimum A. A, de m’ a: contenant 11, partout dérivahle,
dont la dérivée g(æ) est _>.1 partout et devient infinie en tout point-
de Q et en ces points seulement, cette dérivée étant continue en tout
point de Q et dans tout intervalle contigu à Q. .

Soit .r—_ F(t) la fonction1nverse de la fonction t=j(æ). Soit par
exemple (0 — 1) l’intervalle de définition de F(t), et soit 11 (resp. q)
l’ensemble1mage par f(x) de l’ensemble Il (resp. Q).

La fonction F(t) est strictement croissante, a partout une dérivée
__°1., et sa dérivée s’annulle sur q et sur q seulement, et est continue

en tout point de q et dans tout intervalle contigu àq.
Pour tout te 11, soit M(t) le point correspondantde D_ . P:
Il s’agit maintenant de définir M(t) lorsque : est sur un intervalle

contigu à 7:.
Soit 0 un intervalle d’extré1‘nités a,

@ contigu à 7'.. Il lui correspond
un intervalle s, d’extrémités et, B contigu à Il. L’intervalle s est la
projection sur .r’ .r d’un arc AB de 7.

Nous savons déjà qu’on peut définir un paramétrage de AB par une
fonction M(t)(têa) qui jouit des propriétés exigées par le théorème.
Nous ne laisserons pas quelconque ce paramétrage.

_
A

Nous allons nous arranger pour que la presque totahté de AB
soit l’image d’un sous—intervalle très petit de :: concentrique à a :

Soient «) le milieu de a, et o le milieu de 3.
11.1

11 + 1, (n:1,2,.…).
pm

n+1

Soient .u.,(n) le point de a défini par ap,(n) :  p.3(n) “. « « 3p3(n) :
(IO ‘

Soient m,.(n) le point de s défini par am,,(n): Î)—
‘

b (n;1,2,.…).
mMn) » « « lun,,(n)= ——,\

Soient M,.(n) le premierpoint de AB à partirde Aquise‘projette surx'æen m,,(n).
MB(")

«.
« « « « m,,(n).

On posera
,

‘

(!) jM(t)=M,(n) pour t:p.,(n)
lM(t)=Mn(n) pour t:,..…) <'*=1,2»——.).
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le segment minimum A, A, de x' x contenant Il, partout dérivable, 
dont la dérivée g( .x) est 1 partout et devient infinie en tout point• 
de Q el en ces points seulei:nent, cette dérivée étant continue en· tout 
point de Q et dans tout intervalle contigu à Q. 

Soit .r = F( t) la fonction inverse de la fonction _t = /( x). Soit par 
exemple ( o - 1) l'intervalle <le définition de F( t), et soit 1t (resp. q) 
l'ensemble image par /(x) de l'ensemble Il (resp.Q). 

La fonction F(t) est strictement croissante, a partout une dérivée 
-= 1; et sa dérivée s'annulle sur q et sur q. seulement, et est continue 

en tout point de q el dans tout intervalle contigu à q. 
Pour tout tE 1t, soit M( t) le point correspondant de D. P.-
li s'agit maintenant de définir M( t) lorsque test sur un intervalle 

contigu à ... 
Soit cr un intervalle d'extrémités <X, contigu à ... Il lui correspond 

un intervalle s, d'extrémités œ, con_tigu à Il. L'intervalle s est la 
,..-.... 

projection sur .r' .r d'un arc AB de y. ..-... 
Nous savons déjà qu'on peut définir un paramétrage de AB par une 

fonction M( t)( te cr) qui jouit des propriétés exigées _par le théorème. 
Nous ne laisserons pa!l quelconque ce paramétrage. ..-... 

Nous allons nous arranger pour que la presque totalité de AB 
soit l'image d'un sous-intervalle très petit de cr concentrique à a : 

Soient w le milieu de a, et o le milieu des. 

Soient i-'-x(n) le point de a délini par :X/J.x(n) = ( 
Il+ l 

/J." ( Il ) « « « 3 u« ( 11 ) = t'lw 
i' '•·i' n + l 

ao 
Soient mn(n) le point des défini par ama(n) = 

'ln 

)) -

(n=1, 2, ... ). 

Soient M-'(n) le premier point de AB à partir de A qui selprojette surx'.xen m 11(n). 
Ma(n) « « « B « « mh(n). 

On posera 
(•) ) M(t)=M4 (n) 

1 M(t)=M8 (n) 
p~ur t = /J.x(n) 
pour t = /J.~(n) 



\

APPLIÇATION DES PROPRIETES nescmrrxvns. 173
Sur le reste du segment :: on définira M(t) de façon quelconque en
respectant simplement les relations( ! ) et de façon que ce paramétrage

. AM(t) de AB sahsfasse aux conditions du théorème.
Il est clair qu’en a: et B on a, relativement à a,

—-'——>M(t)=u pour :o: et I:: @.

Soit alors M(t) le paramétrage de D défini grâce aux définitions
précédentes sur l’intervalle 0 < t< |. .

Sur tout intervalle contigu à Tt, ce paramétrage satisfait par con.—=
tructmn aux conditions du théorème.

——-)
.Pour tout tê(z — q), .M’(t) ex1ste et est non nulle, et pour tout

teq, on a
——>M'(t) =D.

Ceci résulte aisément des conditions imposées à M(t) dans tout inter-
valle a contigu à Tt, et des propriétés de la fonction F(t).

Comme q et son image sur y sont de mesure linéaire nulle, on voit
.

que l’arc D de y ossède une paramétrisation satisfaisant aux condi—f
tions du théorème. Donc D est un arc normal et il ne peut contenir de
points de P, contrairement à l’hypothèse.

Donc P est vide, ce qui démontre le théorème.

, Remarque. — Comme pour le théorème il, on peut remarquer que
la démonstration précédente peut fournir une méthode de construc—
tion de la paramétrisation de y satisfaisant aux conditions du
théorème.

22. CARACTÉRISATÏON nas APPLICATIONS ÉQU!VALBNTES A une APPLICATION
DÉBIVABLE. — M. Zahorski a énoncé (‘) le théorème suivant, à la fois
plus large et moins précis que le théorème 15 ci-dessus :'

« Tout arc simple ayant partout une tangente, sauf au plus sur un
ensemble dénombrable, possède une pammëfl1‘sation dénbable » , en

(‘) Cet énoncé a été donné, sans démonstration, dans une lettre adressée
à la Société Mathématique de France et communiquée à la séance du\
2 1 novembre 19ñ5 .

\ .
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Sur le reste ,du segment a on définira M( t) de façon quelconque en 
respectant simplement les relations ( 1) et de façon que ce paramétrage -M ( t) de AB satisfasse aux conditions du théorème. 

Il est clair qu'en oc et~ on ·a, relativement à a, 

M'(t)=o pour l=a. et t=-=~-

Soit alors M( t) le paramétrage de D défini grâce aux définitions 
précédentes sur l'intervalle o < t < r. 

Sur tout intervalle contigu à -:t, ce paramétrage satisfait par coni--
truction aux conditions du théorème. 

~. Pour tout te( .. -q), _M'(t) existe et est non nulle, et pour tout 
tEq, on a 

M'(t) = o. 

Ceci résulte aisément des conditions imposées à M( t) dans tout inter-
valle a contigu à 1t, èt des propriétés de la fonction F( t). 

Comme q et son im~ge sur y sont de mesure linéaire nulle, on voil • 
que l'arc D de y ~ossède une paramétrisation satisfaisant aux condi-0 

tions du théorème. Donc D est un arc normal et il ne peut contenir de 
points de P, contrairement à l'hypothèse. 

Donc Pest vide, ce qui démontre le théarème. 

, Remarque. - Comme pour le théorème t t, on peut remarquer que 
la démonstration précédente peut fournir une méthode de construc-
tion de la paramétrisation de y satisfaisant aux conditions du 
théorème. 

22. CARACTÉRISATION DES APPLICATIONS ÉQUIVALENTES .l UNE APPLICATION 
DÉRIVA.BLE. - M. Zahorski a énoncé ( 1) le théorème suivant, à la fois 
plus large et moins précis que le théorème i 5 ci-dessus : 
- « Tout arc simple ayant partout une tangente, sauf au plus sur un 

ensemble dénombrable, possède une paramétrisation dérivable », en 

(1) Cet énoncé a été donné, sans démonstration, dans une lettre adre11ée 
à la Société Mathématique de France et communiqnée à la séance du 
2 1 novembre 1945. 
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ajoutant qu’on pouvait donner une condition suffisante plus large,
mais exprimable moins simplement.

Nous allons ici, en utilisant le théorème 26 du Chapitre IV sur
les G; de mesure linéaire nulle, démontrer un théorème qui englobe à
la fois le théorème il et le théorème 16, ainsi que le théorème de
NI. Zahorski, et qui donne la caractérisation des arcs, simples ou
paramétrés, susceptiblesd’une paramétrisation dérivable.

Nous commencerons par démontrer que tout arc rectifiable est
susceptible d’une paramétrisation dérivable.

Dt:rmmon l. — Nous appellerons longueur de l’applicationcontinue T
de [’ intervalle E(o < t < 1) dans B,, la longueurde la courbe jmramétrée
definie par cette application. Lorsque cette longueur est finie, l’appli—
cation T est dite rectifiable.

(ïn définirait aisément aussi la longueur d’une application continue
d’un espace quelconque E dans R…

Tux—tout…: 16. — La condition nécessaire et suflïsante pour qu’une
applicationcontinue T de [’ intervalle E(o < t < 1) dans R… soit équiva—
lente à une applicationde”rivable T’ à dérivée bornée en module, est'que
l’application T soit rectifiable.

Lorsque T n’est constante sur aucun intervalle de E, on peut toujours
choisir T' telle que l’ensemble des points de E en lesquels sa dérivée est
nulle soit de mesure linéaire nulle et ait même fermeture que l’ensemble
des pomts non réguliers de T'. '

, DÉuousrnumu. — 1° La condition est nécessaire. —-— En effet, une
application T de E dans R… dérivable et à dérivée bornée en module
par une constante !: a évidemment une longueur au plus égale à I:.

2° La condition est suflîsante. — Supposons d’abord que T ne soit
constante sur aucun intervalle de E. Soit s( t) la longueur de l’appli—
cation T du segment (o, t).

s(t) est une fonction strictement croissante de t. Donc si nous
prenons s(t) comme paramètre, nous obtenons une application T.
équivalente à T. —’

L’application T, a partout des nombres dérivés bornés en module
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ajoutant qu'on pouvait donner une condition suffisante plus large, 
mais exprimable moins simplement. 

Nous allons ici, en utilisant le théorème 26 du Chapitre IV sur 
les G~ de mesure linéaire nulle, démontrer un théorème qui englobe à 
la fois le théorème 11 et le théorème 16, ainsi que le théorème de 
\1. Zahorski, el qui donne la caractérisation des arcs, simples ou 
paramétrés, susceptibles d'une paramétrisation dérivable. 

Nous commencerons par démontrer que tout arc rectifiable est 
:,;usceptible d'une paramétrisation dérivable. 

DtnNITION t. - .Vous appellerons longueur de f application continue t 
de f inlen•alle E( o < t < 1) dans Rn la longueur de la courbe paramétrée 
drfinie par cette application. Lorsque cette longueur est finie, l'appli-
cation T est dite rectifiable. 

On définirait aisément aussi la longueur d'une application continue 
d'un espace quelconque E dans Rn. 

TntoRtME t 6. - La condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
application continue T de r intervalle E( o < t < 1) dans Rn, soit équiva-
lente à une application déri'vable T' à dérivée bornée en module, est que 
f application T soit rectifiable. 

Lorsque T n'est constante sur aucun intervalle de E, on peut toujours 
choisir T' telle qlle f ensemble des points de E en lesquels sa dérivée est 
nulle soit de mesure linéaire nulle et ait même fermeture que l'ensemble 
des pomts TJ,On réguliers de T'. • 

. DEMONSTRATION. - 1° La condition est nécessaire. - En effet, une 
application T de E dans Rn, dérivable et à dérivée bornée en module 
par une constante ka évidemment une longueur au plus égale à k. 

2° La condition est suffisante. - Supposons d'abord que T ne soit 
constante sur aucun intervalle de E. Soit s( t) la longueur de l'appli-
cation T du segment (o, t). 

s( t) est une fonction strictement croissante de t. Donc si nous 
prenons s(t) comme paramètre, nous obtenons une application T1 

équivalente à T. : 
L'application T I a partout. des nombres dérivés bornés en module 
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par 1. Donc T, est dérivable pour presque tout s; et même sa dérivée
est égale en module à 1 pour presque tout :.

Soit A l’ensemble des points du segment [o, s( I)] en lesquels T.
n’est pas dérivable ou n’a pas le module de sa dérivée égal à 1.
L’ensemble A est inclus dans un G.; de mesure linéaire nulle ayant
même fermeture que A. ‘

Appliquons le théorème 26 du Chapitre IV. On peut définir sur le
segment o_4_y_4_1 une fonction continue strictement croissante
s = so(y), où s.,(o)= 0 et s.,(1 ) =s( ! ), dérivable et à dérivée partout

0finie, telle que l’ensemble des points en lesquels %=o soit un
ensemble de mesure linéaire nulle qui a pour image l’ensemble A du
segment [o, s(1 )].

Soit T’ l’application définie sur le segment o_4_yé | , transformée
de T, par la transformation topologique s: s.,(y).

La formule -

—-—> ——>
dM _ dM ds
d_y

_
ds ll;

montre que T’ est bien la transformation cherchée, puisque % est

, . , . dM
determ1neeet finie pour tout y, et que lorsque ?? est nulle ou n’a pas
une valeur unique, on a

ds
a; = O.

àîî. 1 , 'Il se peut que l’ensemble des pomts en lesquels Îf : o 11 au pas
même fermeture que l’ensemble I des points non réguliers de T’. Il est
aisé alors, en utilisant le théorème il dans chacun des intervalles
contigus à la fermeture de cet ensemble I, de modifier T’ pour obtenir
uneparamétrisation ‘satisfaisant à—toutes les conditions du théorème.

\
Lorsque T est constant sur certains intervalles de E, la fonction s(t)

n’est,pas strictement croissante. On la remplace alors par t+ s(t) et
tous les raisonnements ci-dessus restentvalables.

_
DÉFINITION 2. — On dit qu’une _applicau'on continue T de l’ intervalle

E(o < t < 1 ) dans -R,, est partiellement rectifiable sur le mas—ensemble
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par 1. Donc TI est dérivable pour presque tout s; et même sa dérivée 
est égale en module. à I pour presque tout s. 

Soit A l'ensemble des points du segment [ o, s( 1)] en lesquels T, 
n'est pas dérivable ou n'a pas le module de sa dérivée égal à 1. 

L'ensemble A est inclus dans un G~ de mesure linéaire nulle ayant 
même fermeture que A. 

Appliquons le théorème :l6 du Chapitre IV. On peut définir sur le 
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s = so(Y), où so( o) = o et s0 ( 1) = s( I ), dérivable et à dérivée partout 
finie, telle que l'ensemble des points en lesquels ;~ = o soit un 
ensemble de mesure linéaire nulle qui a pour image l'·ensemble A du 
segment [ o, s( 1 )]. 

Soit T' l'application définie sur le segment o..C::::.y 1, transformée 
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La formule 

montre que T' est bien la transformation cherchée, puisque :; est 
--+ 

déterminée et finie pour tout y, et que lorsque :M est nulle ou n'a pas . , s 
une valeur unique, on a 

ds 
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--+ 
Il ~e peut que l'ensemble des points en lesquels ~; = o n'ait pas 

même fermeture que l'ep.semble Ides points non réguliers de T'. Il est 
aisé alors, en utilisant le théorème H dans chacun des intervalles 
contigus à la fermeture de cet ensemble I, de modifier T' pour obtenir 
une- paramétrisation ·satisfaisant à- toutes les conditions du théorème. 

Lonsque Test constant sur certains intervalles de E, la fonctions( t) 
n'est. pas strictement croissante. On la remplace alo:çs part+ s( t) et 
tous les raisonnements ci-dessus restent valables. 

DtFINITION 2. - On dit qu'une _application continue T de fintervalle 
E( o < t < 1 ) dans ·Rn est partiellement rectifiable sur le sous-ensemble 
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parfait P de E lorsqu’il eæiste un intervalle D de E contenant des points
de P et tel que :

|“ l'application T ait sur D . P unemesure linéaire finie;
').° si 8,— désigne le diamètre de l’image T (a,—) dans R,, d’un intervalle a,—

contigtt à “.P, la somme 2 8,— (‘tendue à tous les c,— contigus à D . P soit
!

finie.
Lorsque T est partiellement rectifiable sur tout ensemble parfait, on

«lit simplement que T est partiellement rectifiable.

'l‘urzoaùua l']. — La condition nécessaire et suflisante pour qu’une
application continue T de !’ intervalle E(0 < t< 1) dans R,, soit équi—

\-alente «)
_ une application T' de'rivable est que T soit partiellement

recta]iable.
Lorsque T n’est constante sur aucun intervalle, on peut toujours choisir

1" telle que l’ensemble des points de E’ en lesquels sa dérivée s’annule
soit de mesure linéaire nulle et ait même fermeture que l’ensemble des
points non réguliersde T'.

DÉMONSTRATION. — 1° La condition est nécessaire. —— En effet, soit T’
une application dérivable de E dans R… Soit P un sous—ensemble
parfait de E.

Il est immédiat (‘ ) qu’il existe un intervalle D de E contenant des
points de P et tel que, pour une certaine constante lc‘(oélc < œ) :

—->

“’ €!
dt  

< [: en tout point de D .P, ce qui entraîne que T'(D . P) ait
une mesure linéaire finie;

'

2° si ab désigne un intervalle quelconque contigu à D . P, on ait, en
désignant par m un point quelconque de ab,

T(a)T(m)
___—ab < Ir. -

Cette condition entraîne que 8[T(ab)] < 2k\ ab
|
, en désignant par 

(‘) Voir, par exemple, le théorème 6.
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pa1fait P de E lorsqu'il existe un inte,valle D de E contenant des points 
de P et tel que : 

1 ° l'application T ait sur D. P une mesure linéaire finie; 
:.>." si O; dé.figne le diamètre de l'image T( a;) dans R,.d'un intervalle ai 

ro11t1~11 ti 1). P, la somme I Ô; ,;tendue à tous les a; contigus à D. P so,; 

li nie. 
Lorsque T est partiellemelll rectifiable sur tout ensemble pa,f ait, Oil 

d,·1 sùnp_lement ,,ue T est partiellement rectifiable. 
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application continue T de f intermlle E( o < t < 1) dans R,. soit équi-
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rectifiable. 

l.orsqw· T n'est constanlr sur aucun inten•alle, on peut toujours choisir 
T' telle que l'ememble des points de E' en lesquels sa dériçée s'annule 
soit de mesure lintaire nulle et ait mhne fermeture que r ensemble des 
points non réguliers de T'. 

DtMONSTRATJON. - 1° /,a condition est nécessaire. - En effet, soit T' 
une application dérirnble de E dans Rn. Soit P un sous-ensemble 
parfait de E. ' 

Il est immédiat ( 1 ) qu'il existe un intervalle D de E contenant des 
points de P et tel que, pour une certaine constante k( o L.. k < ac) : 

1° 1 ad~ 1 <ken tout point de D .P, ce qui entraîne que T'(D. ~) ait 
une mesure linéaire finie; • 

2° si ab désigne un intervalle quelconque contigu à D . P, on ait, en 
désignant par m un point quelconque de ab, 

T(a)T( m) li 
ab < r. 

Cette condition en~raîne que o[T( ab) l < 2k I ab\, en désignant par 

( 1) Voir, par exemple, le théorème 6. 
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8( A) le diamètre d’un ensemble cartésien A, et par

| ah] la longueur
de ab.

Cette relation entraîne évidemment la 2" condition nécessaire pour
que T’ soit partiellement rectifiabl€.

2° La condition est sufisante. — Supposons d’abord que T ne soit
constante sur aucun intervalle de E.

Désignons par Q l’ensemble des points de E dont chacun soit situé
sur un intervalle sur lequel T soit équivalente à une application déri—
vable T’ dont la dérivée ne s’annule que sur un ensemble de mesure
nulle (une telle application sera dite normale, pour abréger).

L’ensemble [) est ouvert et l’on montrerait aisément, par un mode
de raisonnement déjà utilisé plusieurs fois, que si a désigne une com—
posante connexe quelconquede Q, l’applicationT est surôéquivalente
à une application dérivable normale à dérivée nulle aux extrémités
de a.

Posons P=(E — (2). Nous voulons montrer que P est vide. Il est
immédiat que P ne peut contenir de point isolé. Nous supposerons
donc P parfait et non vide.

Soit D un intervalle de E contenant des points de P et sur lequel
soient vérifiées, pour P, ,les deux conditions de la définition ‘).

ci—dessus.
Soient a, b les extrémités de D, que nous supposerons être des

points de P. Si m est un point quelconque de D.P d’abscisse t, on
désignera par s(t) la som me

s(t)=l(t)+ Ô,
. 23

‘ .

où [(t) désigne la mesure linéaire de l’application T sur l’ensemble
P.(am), et où 23,— est la somme, étendue à tous les intervalles a,—

contigus à P .(am), des diamètres des images T(a,-).
La fonction s(t) est strictement croissante sur D.P. Donc si nous

prenons s(t) comme paramètre, nous obtenons une paramétrisationT .

équivalente à T sur (D . P). Cette applicationa, pour touts, ses‘nombres
dérivés bornés en module par 1 ; et elle a presque partout une dérivée
de module égal à 1.
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P .(am), et où I Bi est la somme, étendue à tous les intervalles a; 

i 

contigus à P. (am), des diamètres des images T( a;). 
La fonction s( t) est strictement croissante su~ D. P. Donc si nous 

prenons s(t) comme para\J>ètre, nous obtenons une paramétrisation T, 
équivalente à T sur(D. P). Cette application a, pour touts, ses'nombres 

• dérivés bornés en module par 1 ; et elle a presque partout une dérivée 
de module égal à 1. 

' 
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Soit Il l’ensemble des points s, images des points de (D. P). La
transformation T , est définie pour tout sell. On va maintenant
définir T, sur tout intervalle contigu àII. ‘

Soit (cx,— @) un tel intervalle et (ab,—) son homologue sur D. Par
construction, la longueur | a {3- \ est égale au diamètre de T(a-b--.)

Nous savons que T est équivalente sur (a-b-) à une application déri-
vable normale définie sur l’intervalle (a,—B,—.) Il est aisé de montrer
qu’on peut toujours choisir cette application normale T, de telle sorte
que, pour tout point ;1 de (a,—$;) on ait \

15.0— Pll*

Supposons cette application T, définie pour tout intervalle (a,—{3;).

Alors T, est définie sur tout le segment minimum A contenant Il.
Cette application est équivalente à l’applicationT sur D; d’autrepart,
en chacun des points de (A— Il) elle est dérivable et en chacun des
points de Il on vérifie aisément que ses nombres dérivés sont en
module au plus égaux à 3; de plus, presque partout sur 11 elle a une
dérivée de module égal‘a 1.

On peut alors appliquer le théorème “26 du Chapitre IV comme on
l’a fait déjà pour la démonstration du théorème 16 ci—dessusf
L’ensembleA qui interviendra ici sera un G5 de mesure linéaire nulle
et inclus dans Il.

_

Il existe donc une application T’ dérivable et normale, équivalente
à la restriction de T à D. Ceci est en contradiction avec le fait que D
contient des points de P.

Donc T est, sur E tout entier, équivalente à une application T’
dérivable et normale.

Pour montrer qu’on peut choisir T’ telle que l’ensemble des points
en lesquels sa dérivée s’annule ait même fermeture que l’ensemble de
ses points non réguliers, il suffit d’appliquer le procédé indiqué déjà
dans la démonstration du théorème 16.

Lorsque T est constante sur certains intervalles de E, il suffira de

(‘) Le nombre 3 n’est pas essentiel. On peut le remplacer par un nombre
quelconque superieur a 2. \

!

..
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Soit Il l'ensemble des points s, images des points de (D. P). La 
transformation T, est définie pour tout s E Il. On va maintenant , 
définir T, sur tout intervalle contigu à Il. ' 

~oit ( tX;~;) un tel intervalle et ( a;b;) son homologue sur D. Par 
construction, la longueur I tX;~;[ est égale au diamètre de T(a;b;). 

Nous savons que Test équivalente sur (a;b;) à ~ne application déri-
vable normale définie sur l'intervalle (tX; ~;). Il est aisé de montrer 
qu'on peut toujours choisir cette application normale T 1 de telle sorte 
que, pour tout point p. de ( oc;~;) on ait \ 

et 

Supposons cette application T 1 définie pour tout intervalle ( oc;~;). 
Alors T 1 est définie sur tout le segment minimum 4 contenant Il. 
Cette application est équivalente à l'application T sur D; d'autre part, 
en chacun des points de ( 4 - Il) elle est dérivable et en chacun des 
points de Il on vérifie aisément que ses nombres dérivés sont en 
module au plus égaux à 3; de plus, presque partout sur JI elle a une 
dérivée de module égal à 1. 

On peut alors appliquer le théorème 26 du Chapitre IV comme on_ 
l'a fait déjà pour la démonstration du théorème i6 ci-dessus. 
L'ensemble A qui interviendra ici sera un G0 de mesure linéaire nulle 
et inclus dans Il. 

Il existe donc une application T' dérivable et normale, équivalente 
à la restriction de T à D. C~ci est en contradiction avec le fait que D 
contient des points de P. 

Donc T est, sur E tout entier, équivalente à une application T' 
dérivable et normale. 

Pour montrer qu'on peut choisir T' telle que l'ensemble des· points 
en lesquels sa dérivée s'annule ait même f~rmeture que l'ensemble de 
ses points non réguliers, il suffit d'appliquer le procédé indiqué déjà 
dans la démonstration du théorème 16. 

Lorsque T est constante sur certains intef'Valles de E, il suffira de 

( 1) Le nombre 3 n'est pas essentiel. On peul le remplacer par un .nombre 
quelconque supérieur à 2. 
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remplacer dans la démonstration la fonction —"<l‘> par t+s(_t). Il va
sans dire qu’alors T est encore équivalente à une application dérivable,
mais qui n’est plus normale.

Remarque 1. — Il est remarquable que les applications équiva-
lentes à une application dérivable puissent être caractérisées d’une
façon indépendante de la notion de dérivabilité.

Remarque 2. — Si T est une application dérivable de l’intervalle E
dans R,., et H une projection orthogonale de R,. sur une sous-variété
linéaire de R… l’application T’ produit de T par H est encore
dérivable.

Inversement, il est évident que T est le produit d’une application
positivementdérivable de E dans R,… par une projection orthogonak:
de R,… sur R…

25. COMMENTAIRES. APPLICATIONSACONTINGENT INCOMPLE'I‘. — 1°Soit T une
a lication dérivable de l’intervallé E 0 t 1 dans Il,,. L’ima c

___—>
€

. dM , .dans R,. de l’ensemble des pomts de E en lesquels ÎÎÎ : 0 a ev1dem-
ment une mesure linéaire nulle. Donc l’ensemble des points non

.

réguliers d’une application dérivable T a dans B,, une image de
mesure linéaire nulle.

On pourrait croire qu’inversementsi y est un arc simple de R,, sur
lequel l’ensemble des points non réguliers a une mesure linéaire nulle,
on peut trouver une paramétrisation dérivable de 7.

Nous allons voirqu’il n’en est rien, même sil’on suppose que I’ensemble [
des points non réguliers de y est un ensemblefermé de mesure nulle situé
sur une droite.

Soient Oæyz trois axes rectangulaires dans R,.
Soit I l’ensemble parfait triadique de Cantor construit sur le seg—

ment (o — I) de l’axe æ’æ.
Soit G,, a, , . . la suite des intervalles contigus à [; désignons

par 3“"‘ la longueur de a,—.

Soit u., u,, . . . une suite de nombres positifs tendant vers zéro et
tels que2 u,—= ao .

‘ i
24Journ. de Math., tome XXVI. —

Fasc._
2, 1947.
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remplacer dans la démonstration la fonction s( t) par e"+ s(_ t). li va 
sans dire qu'alors Test encore équivalente à une application dérivable, 
mais qui n'est plus normale. 
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Remarque i. - Il est remarquable que les applications équiva-
lentes à une application dérivable puissent être caractérisées d'u11e 
façon indépendante de la notion de dérivabilité. 

Remarque 2. - Si T est une application dérivable de l'intérvalle E 
dans Rn, et H une projection orthogonale de Rn sur une sous-variété 
linéaire de Rn, l'application T' produit de T par H est encore 
dérivable. 

Inversement, il est évident que T est le produit d'une application 
positwement dérivable de E dans Rn+t par une projection orthogonale 
de Rn+t sur Rn• 

25. COMMENTAIRES. APPLICATIONS A CONTINGENT I.SCOMPLET. - 1 °~oit T UIIC 

application dérivable de l'intervalffi E( o < t < 1) dans Hn. L'image 
. 

dans Rn de l'ensemble des points de E en lesquels ddM = o a évidem-t . 
ment une mesure linéaire nulle. Donc l'ensemble des points non 
réguliers d'une application dérivable T a dans Rn une image de 
mesure linéaire nulle. 

On pourrait croire qu'inversement si y est un arc simple de R,. sur 
lequel l'ensemble des points non réguliers a une mesure linéaire nulle, 
on peut trouver une paramétrisation dérivable de y. 

Nous allons voir qu'il n'en est rien, même si f on suppose que r ensemble I 
des points non réguliers de y est un ensemble fermé de me.mrr nulle sitw· 
sur une droite. 

Soient Oxyz trois axes rectangulaires dans R 3 • 

Soit I ~'ensemble parfait triadique de Cantor construit sur le seg-
ment ( o - 1) de l'axe x' x. 

Soit a0 a2 , • • • la suite des interyalles contigus à I; désignons 
par 3-n, la lodgueur de a;. 

Soit u4 , u2 , • • • une suite de nombres ·positifs tendant vers zéro et 
tels que~ ui= 00. 

Joum. de Math., tome XXVI. - Fasc._ 2, 1947. 
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Pour tout intervalle a,—, désignons par y,— un arc simple ouvert recti—
liable, à tangente continue, de diamètre égal à “…; ayant mêmes
extrémités que a,—, et situé dans le demi—plan Ouvert limité par æ'æ et

—-* .faisant avec Oy un angle de i rad1ans.
On pose

Y :: l + UY5.
!

Il est immédiat que y est un arc simple et que tout point de (y —— I)
est régulier. Cependant aucun intervalle de y contenant des points
de 1 ne possède une paramétrisationdérivablei

En effet, on vérifieaisément que 7 n’est pas partiellement‘rectifiahlcy
sur 1, parce que la 2° condition imposée dans la définition 2 du para—
graphe 22 ci—dessus n’est pas vérifiée.

Une construction analogue pourrait se faire dans le plan, et pour
tout ensemble parfait I totalement discontinu. '

\

2° Il n’est pas toujours immédiat de vérifier si une application
continue de l’intervalle E dans R,, est partiellement rectifiahle. Aussi
est-il intéressantd’avoir des conditions suffisantes assez simples. Nous
savons déjà, par le théorème 15, que tout arc doué en tout point
d’une tangente admet une paramétrisation dérivéble; un tel arc est
donc partiellement rectifiablef

Plus généralement, on pourrait démontrerque :

THÉORÈME 18. — Tante application continue T de l’intervalle
l€(o <t< 1) dans R… dont le contingent en tout point laisse
échapper (') une variété linéaire à (n — 1) dimensions, est une appli—
cation partiellement rectifiable, donc équivalente a une application
dérivable. '

«
.

.24. homvnsncs ENTRE APPLICATIONS PARTIELLEMENT RECTIFIABLES, FONC—

TUEI.LEMENTnacnrustes, ET DÉRIVABLES. — DÉFINITION. — Soit T une appli-
cation continue d’un espace métrique E dans un espace métrique E' .

\ 
(‘) Si l’on disait seulement que la partie bilatérale du contingent (voir

ROGER …) laisse échapper une variété linéaire à (n — 1) dimensions, le théorème
serait faux. On peut le montrer par un contre-exemple simple.

G. CHOQUET. 

Pour tout intervalle a;, désignons par "(; un arc simple ouveri recti-
liable, à tangente continue, de diamètre égal à un,, ayant mêmes 
extrémités que a;, et situé dans le demi-plan ouvert limité par x' x et 

-+ 
faisant avec Oy un angle dei radians. 

On pose 

Il est immédiat que y est un arc simple et que tout point de ( "( -1) 
est régulier. Cependant aucun intervalle de y contenant des points 
de I ne possède une paramétrisation dérivable. 

En effet, on vérifie aisément que I n'est pas partiellement·rectifiabl'J 
sur l, parce que la 2• condition imposée dans la définition 2 du para-
graphe 22 ci-dessus n'est pas vérifiée. 

Une construction analogue pourrait se faire dans le plan, et pour. 
tout ensemble parfait I totalement discontinu. 

2° Il n'est pas toujours immétiat de vérifier si une application 
continue de l'intervalle E dans Rn est partiellement rectifiable. Aussi 
est-il intéressant d'avoir des conditions suffisantes assez simples. Nous 
savons déjà, par le théorème i 5, que tout arc doué en tout point 
d'une tangente admet une paramétrisation dérivable; un tel arc est 
donc partiellement rectifiable.· 

Plus généralement, on pourrait démontrer que : 

THÉORÈME i8. - Toute application continue T de l'inte,valle 
E(_ o < t < 1) dans Hn, dont le contingent en tout point laisse 
échapper \ • ) une variété linéaire à ( n - 1) dimensions, est une appli-
cation partiellement recttfiable, donc équivalente à une application 
dérfrable. 

24. ÉQUIVALENCE ENTRE APPLICATIONS PARTIELLEMENT RECTIFIA_BLES, PONC-

TUEl,LEMENT RECTIFIABLES, ET DÉRIVABLES. - DÉFINITION. - Soit T une applz-
cation continue d'un espace métrique E dans un espace métrique E'. 

1 

( 1) Si l'on disait seulement que la partie bilatérale du contingent (voir 
ROGER (I]) laisse échapper une variété linéaire à ( n - 1) dimensions, le théorème 
serait faux. On peut le montrer par un contre-exemple simple. 
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Si mi, 1729 sont deux points quelconques de E, posons

. M M
[C m :| m —'——2- ‘ M :: °: ' .( 1)

1m'_>s:p(mlm'z
, ou , T(m,) (: |, a)

Si Ic(m1) est unzforme'ment borné supérieurement, on dit que_ T est
rectifiable.

Sik(m1) est seulement/ini pour tout m,, on (lit que T est ponctuel—
lement rectifiable.

THÉORÈME 19. —- Toute application partiellement rectifiable T de
l’intervalle E(o < t < 1) dans R,, est équivalenteà une applicationponc—
tuellementrectifiable.

Inversement toute application T ponctuellement rectifiable est partiel—
lement rectifiable.

Démonstration. _. 1° Toute application T partiellement rectifiable
est, en vertu du théorème 17, équivalente à une application déri-
vable. Or toute application dérivable est évidemment ponctuellement
rectifiable. La 1" partie du théorème en résulte aussitôt.

2° Soit T une application ponctuellement rectifiable de E dans R…
Soit P un sous—ensemble parfait de E. Je dis qu’il existe un inter-
valle D de E contenantdes points de P, et une constante X(o<X<œ)
tels que, si (m, m’ ) est un couple quelconque de points de E, avec
m€D.P et m’êD, on ait

-Ë%—<Â [M=T(m);M'=T(m')].

Sinon, le procédéutilisé dans la démonstrationdu théorème 6 mettrait
en évidence un point m de P en lequel k(m): oo.

Il 'en résulte que T est rectifiable sur D.P, et que pour tout inter—
valle a de longueur

| c| contigu à D.P, le diamètre de T(a) est infé-
rieur à 215. '

Ceci montre bien que T est partiellement rectifiable.

COROLLAIRE. — Ily a équivalence, au sens de la définition 1 du para-
graphe 17, entre les trois classes d’applications : partiellement recti—

fiables, ponctuellement rectifiables, et de'rzbables.
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Si mt, m2 sont deux points quelconques de E, posons 

k( mi)= lims.up ( Mi M,), 
m1 nz,. 

Si k( m1.) est uniformément borné supérieurement, on dù qur. T t·st 
recLifiable. 

Si k( m1.) est seulement fini pour tout m1 , on d,'t que T est poncl uel-
lement r.ectifiable. 

THÉORÈME f 9. - Toute application partiellement rectifiable T de 
l'intervalle E( o < t < 1) dans R,. est équimlente à une app!t'cntùm ponc-
tuellement rectifiable. 

Inversement toute application T ponctuellement rectifiable est partiel-
lement rectifiable. 

Démonstration. __:_ 1° Toute application T partiellement rectifiable 
est, en vertu du théorème f 7, équivalente à une application déri-
vable. Or toute application dérivable est évidemment ponctuellement 
rectifiable. La 1re partie du théorème en résulte aussitôt. 

2° Soit T une application ponctuellement rectifiable de E dans Rn. 
Soit P un sous-ensemble parfait de E. Je dis qu'il existe un inter-
valle D de E contenant des points de P, et une constante À( o<À< 00) 
tels que, si (m, m') est un couple quelconque de points de E, avec 
me D. P et m' e D, on ait 

MM' 
-<À mm' [M=T(m); M'=T(m')]. 

Sinon, le procédé utilisé dans la démonstration du théorème 6 mettrait 
en évidence un point m de P en lequel k( m) = oo. 

Il ·en résulte que T est rectifiable sur D. P, et que pour tout inter-
valle a de :longueur I a I contigu à D. P, le diamètre de T (a) est infé-
rieur à 2 ).a. 

Ceci montre bien que Test partiellement rectifiable. 

COROLLAIRE. - Il y a équivalence, au sens de la définition f du para-
graphe 17, entre les trois classes d'applications : partiellement recti-
fiables, ponctuellement rectifiables, et dén'°çables. 
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25. EXAMEN nas poss1murts n’sxmnsmu nas a1äsuurns paÉcÉomrs. —

Nous avons, dans ce qui précède, donné une caractérisation complète
_

des applications T de l’intervalle E(o < t( 1) dans B… qui sont équi—
valentes, soit à une application positivement dérivable, soit à une
application dérivable; et dans chaque cas, nous avons mis en évidence
une dv ces applications qui montrait le mieux possible les caractères
de régularité de l’application T.

On peut se poser un problème plus général en remplaçant l’inter—
valle E par d’autres ensembles cartésiens.

Par exemple, supposons que E soit un ensemble cartésien dont le
contingenten tout point soit porté par une droite.

Soit T une application continue de E dans B… On peut définir
aisément ce qu’on entendraloi par application T dérivahle ou positi-
vement dérivable. La question se pose alors de rechercher les condi-
tions pour qu’une application T définie sur E soit équivalente à une
application dérivable, la notion d’équivalence étant ici associée au
groupe des automorphies de E.

Signalons toutefois la différence entre ce cas général et le cas où E
est un segment. C’est que dans ce dernier cas, le groupe des automor—
phies de E est transitif. Il peut arriver en particulier, dans le cas
général, que certains points de E soient invariants dans toute auto—
morphie de E.

'

En fait, ce genre de problèmesne reprend son intérêt que lorsque E
est un domaine d’un espace cartésien. C’est ce que nous supposerons
dans ce qui suit, où nous allons généraliser le problème de Fréchet
au cas des variétés paramétrées. ‘

Les méthodes que nous utiliserons sont une extension des méthodes
utilisées jusqu’ici dans le cas où E est un intervalle linéaire. Aussi
énoncerons—nous en général les résultats sans démonstration. Nous
insisteronssurtout sur les faits nouveaux qui se présentent.

26. VARIÉTÉS panamÉraÉas. Norma GÉNÉRALE 1111 RÉGULARITÉ ET DE DÉBIVA-
muni. — Dfirmmon l. -— Soit T ,une application continued’un domaine E
de l’espace R,, dans B… (On dit que T définit une variété paramétrée
à p dimensions.)

Soit m un point de E, et M: T(m). —
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application dérivable, la notion d'équivalence étant ici associée au 
group~ des automorphies de E. 

Signalons toutefois la différence entre ce cas général et le cas où E 
est un segment. C'est que dans ce dernier cas, le groupe des automor-
phies de E est transitif. Il peut arriver en particulier, dans le cas 
général, que certains points de E soient invariants dans toute auto-
morphie de E. • • 

En fait, ce genre de problèmes ne reprend son intérêt que lorsque E 
est un domaine d'un espace cartésien. C'est ce que nous supposerons 
dans ce qui suit, où nous allons généraliser le problème de Fréchet 
au cas des variétés paramétrées. 

Les méthodes que nous utiliserons sont une extension des méthodes 
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énoncerons-nous en général les résultats sans démonstration. Nous 
insisterons surtout sur les faits nouveaux qui se présentent. 

26. VARIÉTÉS PARAMÉTRÉES. NOTION GÉNÉRA.LE DE RÉGULARITÉ ET DE DÉRIVA-

BILITÉ. - DtnNITION i. - Soit T ,une application continue d'un domaine E 
de l'espace Rp dans R,.. ( On dit que T définit une variété paramétrée 
à p dimensions.) 

Soit m un point de E, et M = T(m ). 
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Nous dirons que T est régulière en m s’il existe dans B,. une variété

linéaire L,, à p-dimensionspassantpar M et telle que pour tout domaine"
de E contenant m, il existe un domaine V de L,… homéomorphe à v et
contenant M tel que, si 8 désigne le diamètre de V et s l’écart de
Préc/tet (‘) entre V et T(V), on ait uniformément

lim (£): o.
ô>o a

on peut démontrer, sur l’application T régulière au point m, un
lemme analogue‘au lemme l du paragraphe 16; en particulier le
contingent de l’application T en m est,identique à l’ensemble des
demi—droites de Lp issues de M.

Nous énoncerons maintenant sans démonstration un lemme ana-
logue au lemme 2 du paragraphe 16.

LEMME. — Lorsque l’application continue T du domaine E de Il ,,
dans R,, est régulière en tout point, on peut, pour tout nombre a > o,
attacher à tout ensemble fermé P de E un sous—domaine D de E conte-
nant des pomts de Pet tel que :

I° l’angle d’une corde quelconque joignant un point de T ( D. P) a
unpoznt de T(D) avec une variété linéairefixe Lp, soit < a;

2° il existe un (n —p)—hype1plan H totalementperpendiculaireà L,,
tel que tout (n ——p)-hyperplan passant par un point de T(D . P) et
parallèle à H ne rencontre T(D) qu’en ce point:

3° le contingent ordinaire de T(D) soit en chacun des points
de T(D . P) unp—hyperplanfaisant avec L,D un angle < 5;

4° l’application T soit une homéomorphie entre D .P et T(D . P) et
quepour tout mE(D — D . P), on ait T(m)€T(D) — T(D . P).

DÉFINITION 2. —- Deux applications continues T1, T2 d’un domaine E
de RP dans B,, sont dites équivalentes lorsqu’il existe une homémorphieH
de E sur lui—nüême telle que, lorsque m2: H(m, ), on azt

T1(m1 ) : T2(mg). 
(1) La définition de a, donnée en note dans le paragraphe 16, s’étend immé-

diatement au cas présent.
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Nous dirons g.ue T est régulière en m s'il existe dans Rn une variété 

linéaire Lp à p-di'mensions passant par M et telle que pour tout domaine,. 
de E contenant m, i1 existe un domaine V de Lp homéomorphe à v et 
contenant M tel que, .ri ô désigne le diamètre de V et e l'écart de 
Fréchet ( 1) entre V et T( v), on ait unifonnément 

!\~'! (i) = o. 

On peut démontrer, sur l'application T régulière au point m, un 
lemme analogue' au lemme i du paragraphe f 6; en particulier le 
contingent de l'application T en m est, identique à l'ensemble des 
de~i-droites de Lp issues de M. 

Nous énoncerons maintenant sans démonstration un lemme ana-
logue au lemme 2 du paragraphe f 6. 

LEMME, --,- Lorsque l'applipation continue T du domaine E de H,, 
dans Rn est réguliëre en tout point, on peut, pour tout nomhre e > o, 
attacher à -eout ensemble fermé P de E un sous-domaine D de E conte-
nant des points de P,et tel que: 

1 ° l'angle d'une corde quelconque joignant un point de T ( D . P) à 
un point de T ( D) avec une variété linéaire fixe Lp, soit < e; 

2° il existe un ( n - p )-hyperplan H -eotalement perpendiculaire à L,, 
tel que -eout ( n - p )-hyperplan passant par un point de T ( D . P) et 
pamllèle à H ne rencontre T(D) qu'en ce point; 

3° le contingent ordinazi·e de T(D) soit en chacun des points 
de T(D. P) un p-hyperplan faisdnt avec Lp un angle < e; 

4° l'application T soit une lioméomorphi'e entre D . P et T ( JJ . P) et 
que pourtoutme(D-D.P), on aitT(m)eT(D)-T(D.P). 

DÉFINITION 2. - Deux applications continues T 1 , T 2 d'un domaine E 
de Rp dans Rn sont dites équivalentes lorsqu',1 existe une homémorphi'e H 
de E sur lui-1"'me telle que, lorsque m2 = H(m1 ), on ari 

T 1 (mt) = T,(m1), 

(') La définition de e, donnée en note dans le paragraphe 16, s'étend immé-
diatement au cas présent. 
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DÉFINITION 3. — lne application continue T d’un domaine E de R,,
dans R,. est dite dérivahle (resp. positivement dérivable) au point m
de E lorsque T est, en m, tangenteaanne transformation linéaire de R,,
dans R,, (resp. linéaire et non de'ge'ne're'e).

Si T est de'rivable (resp. positivementdérivable) en tout point m de E,
on dit simplement que T est de”rivable ( resp. positivementde'rivable).

’

Le problème se pose de rechercher les applications continues T qui
sont équivalentes, soit à une application dérivable, soit à une appli-
cation positivement dérivable.

Nous 11’étudierons pas ici le problème de la caractérisation des
applications dérivables comme nous l’avons fait ci—dessus pour les
applications d’un intervalle de droite. Toutefois les résultats obtenus
dans ce cas particulier indiquent une direction possible de recherche.

En effet, il est immédiat que si T est dérivable sur E, il existe une
portion de E sur laquelle T est une application rectifiablç au sens de
Lebesgue (' ). La première question à résoudreest donc de rechercher
si, inversement, toute application rectifiable au sens de Lebesgue est
équivalente à une application dérivable. Ce résultat est rendu pro—
bable par le fait qu’une application rectifiable est presque partout
dérivable sur E.

Il suffirait pour démontrer ce résultat, de démontrer d’abord un
théorème généralisant le théorème 26 du Chapitre IV relatif aux
homé0morphies d’un domaine sur un autre._ ,

Ensuite on pourrait chercher à démontrer qu’il y a équivalence
entre la classe des applications ponctuellement rectifiables (“‘) et celle
des applications dérivables.

Enfin il faudrait introduire une définition convenable des applica—_
tions partiellement rectifiables, analogue à la définition 2 du para——

graphe 22.

27. Ctncrñzmsumn ses APPLICATIONS D’UN nomme 111: R,, ÉQUIVALENTES
A une APPLICATION ros1r1venmr DÈRIVABLE. — THÉORÈME 20. —— La condi— 

(‘) Voir la définition dans le paragraphe 24.
(‘) Loc. cit. ‘

G. CHOQlJ_ET. 

Dtmm10N :J. - Une application continue T d'un dgmaine Ede RP 
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équivalente à une application dérivable. Ce résultat est rendu pro-
bable par le fait qu'une application rectifiable est presque partout 
dérivable sur E. 

Il suffirait pour démontrer ce résultat, de démontrer d'abord un 
théorème généralisant le théorème 26 du Chapitre IV relatif aux 
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Ensuite on pourrait chercher à démontrer qu'il y a équivalence 
entre la classe des applications ponctuellement rectifiables ( 2) et celle 
des applications dérivables. 

Enfin il faudrait introduire une définition convenable des applica-. 
lions partiellement rectifiables, analogue à la définition 2 du para--
graphe 22. 
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( 1 ) Loc. cit. 
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tion nécessaire et suflîsante pour qu’une application continue T (! ’un
domaine E de R,, dans R,, soit équivalente à une application positivement
dérivable, est que T soit régulière en toutpoint m de E.

Il eæiste un procédé régulier de recherche de cette applicationpositive—
ment dérz‘vable.

Démonstration. — Il est immédiat que la condition est nécessaire.
Nous n’entrerons pas dans tous les détails de la démonstration du fait
que la condition est suffisante.

Les idées directrices sont les mêmes que celles qui ont conduit au
théorème 11.

Voici le schéma de la démonstration :

On remarque d’abord que sur tout domaine de E il existe pour
tout a > 0 un sous-domaine D tel que :

1° T réalise une homéomorphie entre D et T(D);
2° L’opération projectionorthogonalede T(D)sur un p-hyperplan

convenable L,, réalise une homéomorphie entre T(D) et sa projection
sur L,,‘,

3° La variété linéaire tangente à T(D) en chacun de ses points
fasse avec L,, un angle inférieur à a.

Il est alors—évident que T est sur D équivalente à une application
positivement dérivable.

On désigne alors par Q l’ensemble ouvert des points de E dont
chacun possède un voisinage ouvert sur lequel T soit équivalente à
une application positivementdérivable. Le but est de montrer que

E E 52.

Voici les lemmes qui conduisent au résultat.
Pour fixer les idées et simplifier les notations, nous supposerons

quep=2etn=3. '

LEMME A (dilatation d’un domaine) (voirfig. 5). — Soient y,, y, , y,
trois arcs simplesplans d’eætrémités communesA et B, n’ayant deux à
deuæ en commun que A et B, et tels que y, soit intérieur au domaine
fini limitépar (y,—l— y, ).

Nous dirons que (y,, y, , y,) sont trois arcs associés.
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tion nécessaire et suffisante pour qu'une application continue T d'un 
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Pour fixer les idées et simplifier les notations, nous supposerons 
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LEMME A ( dilatation d'un domaine) ( voù·ftg. 5 ). - Soient îo, î•, y, 
trois arcs simples plans d'extrémités communes A et B, n'ayant deux à 
deux en commun que A et B, et tels que Y• soit intérieur au domaine 
fini limité pdr (y,+ y,). 

Nous di'roTtS que ( y0 ~ Îi, r~) sont trois arcs associés. 
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Soit D. (resp. D,) le domaine fini limité par (Y°+Y1)
[NSP (Yo+va)l 

Fig. 5.

Il existe une homéomorphie H de D: sur D:, positivement dérivable
sur D,. et qui se réduit à l’identité au voisinage de _tout point
de H.,—(A +B)].

Laws B (mélange de domaines) (voir fig. 6, 7, 8). — 
Soient F. et F, deux figures planes disposées comme [’ indiquent les
/ib«rares 6, F (resp. F,) est formée de trois arcs assoczés (y.. , 71, y,)
[resp. (y'a—,,y',, y',)] limitant deuædomaines disjoints Do et D1 (resp. D'D:.)

On suppose donnée une home‘omorphie 96 entre D et D' telle que æ.
soit positivementdénbable sur D[ et telle que

1C(Yt)=Tt et ?C(Y2)=YË-

Soient encore F,, F deuæ arcs disjoints de D,, ayant mêmes eætré—
mités que y, et y, et disposés comme l’indique la figure 1. Soit A le
domainefini Izmité par (l‘, + I‘2).

Posons
JC(P1)=I‘I‘, 5€(P=)=PÎ_,, 56(A1)ZAG.

Alors il existe une figure plane F3 formée de quatre arcs d ’eætrémités
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Soit D1 (resp. D,i le domaine fini limité par (yo+y,) 
lresp. (yo+y,)1, 

A 8 

Fig. a. 

Il existe 11ne lwméomorphie H de D1 sur Dt, positù-•ement dén"'1able 
.mr 1)1 • et qui se réduit à l'identité au voisinage de . tout point 
de lio-(A + B)l-

LF.IIME B ( mélange de domaines) ( uoir fig. 6, ï, 8 ). -

r, 
Fig. ti. 

F3 

Fig. 8. 

Soimt F 1 el }i\ deux figures planes disposées comme l'indiquent les 
figures 6, 7. F1 (resp. F,) est formée de trois arcs associés (y,,, Yi, y2 ) 

[resp. (y'i, y~, y~)] limitant deu:z:domaines disjoints D0 et D 1 (resp. D~ 
et D~). 

On suppose donnée une homéomorphie Je entre D I et D', telle que :Je 
.wit positivement dériPable sur D1 et telle que 

et 

Soient encore f 11 r 2 deu:z: arcs disjoints de D1 , ayant mêmes extré-
mités que y1 et y2 et disposés comme l'indique la figure 1. Soit 4 1 le 
domaine fini limité par ( r 1 + r 2 ). 

Posons 

Alors 11 existe une figure plane F 3 formée de quatre arcs d'extrémités 
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bomunesy,, y,', Y: , y',', disposéscomme l ’indtque lafigure 8 et limitant
les domainesdisjoints D ,';, D: , D:, telle qu’il eæiste une horne‘omorphù:H
de D”+ D sur D.,+ D positivement dérivable en tout point mm:…—
de (D"+ D) telle que:

H(TË)-=Ym "(Yil=‘rn ‘

H<vâ>=n»

et une home'omorphieH’ de D’, + D; sur D', + D',, positivementdérivable
en toutpoint intérieur de D:+ D;, telle que

H'(TÏ)=‘\{',, Hl(Y;)=Y'2' Hl(Yii)‘—ï'f.i:

l’homéommphz‘e entre A1 et A', engendréepar H et H' étant de plus iden-
tique à 56.

Ce lemme .B se démontre en utilisant le lemme A (').
Il permet de montrer que si une application T d’un domaine

plan E dans R,, est, sur deux sous-domaines D, et D, de E équivalente
à une application positivement dérivable, elle l’est aussi sur la
réunion (D. + D,).

L_EllllE Ci — Soit E un domaineplan, P un sous—ensembleferme‘ de E.
Si une application continue T de E dans R,. est, sur tout sous—

domaine D de E tel que D < (E— P), équivalente à une application
positivementdén°vable, il existe une automorphie H de E laissant inva—
riant tout point de P, et telle que la transformée de T par H soit positi—
vement d,érivable sur ( D — P).

Leuui D. — Soit E un domaine plan limité par une circonférence
- et P un ensemble compact intérieur à E (done situé à une distance posiä
five de la cù'conférence de E).

Soit T une application continue de Ë dans le plan, telle que pour tout
couple (m, m’), où mêP et m’eE, on ait

T(m) ?5T(m')s

(‘) Remarquons ici l’analogie entre le lemme B et un lemme utilisé par
Guntheod0ry dans la _théorie de la représentation conforme [Voir Conformal

'

_
representation, par C. Camrnmnoxr{Cambridge Tracts in Mathematics, 1933,

P' 98)]'
_

' ;
_

25learn. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947.
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~ommunes y;: ·y;, y;, y;, disposés comme l'indique la Jisure Bel lirruiant 
les domaines disjoints o;, o;, D;, telle qu'il existe une hornéomorphie H 
de n: + n; sur Da+ n. posi'tù1ement dérivable en toul point intérieur 
de ( n; + n;), telle que : 

et une homéomorphie H' de o: + o: sur n: + D~, po.ritivement dér,·vable 
en tout point intérieur de o; + n;, telle que 

'f homéomorphie entre 4 1 et 4~ engendrée par H et H' étant de plus 1de11-
tique à ae. 

Ce Jemme .B se démontre en utilisant le lemme A (' ). 
Il permet de montrer que si une application T d'uu domaine 

plan E dans Rp est, sur deux sous-domaines D1 et D2 de E équivalente 
à une application positivement dérivable, elle l'est aussi sur la 
réunion (D1 + D2 ). 

LEMIIE c: - Soit E un domaine pla~, P un sous-.ensemhlef ermé de E. 
s,: une application continue T de E dans Rn est, sur tout sous-

domaine D de E tel que D < (E- P), équivalente à une application 
pos-,,'tîvement dérr,'vable, il existe une automorphie H de E laissant inrn-
riant tout p~int de P, et telle què la transformée de T par H soit po.riti-
vement dérwable sur ( D - P). 

LE11111i D. - Soit E un domaine plan limité par une circonférence 
. et P un, en,emh/e compact intérieur à E ( donc situé à une distance posi:. 

iive de la ciroonf érence de E). 
Soit T une application. continue de E dans le plan, telle que pour tout 

couple (m, m'), où meP et m' eE, on ait 
T(m)~T(m'), 

( t) Remal'quoos ici l'analogie entre le lemme B et un lemme uti)ial, par 
Caratheodory dans la .théorie de la repri1totatioo conforme [Voir Conformai 
representation, par C. C~ll.lTBBODOar( Cam.brûlge Tr.a.cu in Mathemalics, 193~, 
p. g8)]. • 

-
Journ. de Math., tome XXVI. - F11c. 2, ,947. 
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alors il existe une partition (‘) de P en un nombre fini d ’ensembleS

fermés l’,— (si P,— est conncæe, il y a un seul ensembleP,) telle que pour
tout l‘,— l‘homéomorphie engendrée par T entre P,— et T(P,—) soit prolon—
geable à tout le plan. \

LEMME E. —- SoitæOy un plan de R,. Soit E un domaine du planæ0y
limitépar une circonjérenceet P un ensemble compact intérieurà E.

'

Soit T une application continue de (É) dans R, telle que pour tout
couple (in, m'), où mE P et m' & È, on ait

T(m)=m; T(m'_)#m.

On suppose que T est régulière en toutpoint m de P, que le contingerit
ordinaire de T(Ë) est en tout point m de P confondu avec le plan æOy,
et que toute corde joignant un point m de P à un point quelconque
de T(Ë) fait avec æ0y un angle < a (avec a > ofiæe).

Alors si T est sur (E — P) équivalente à une applicationpositivement
dérivable, il existe un sous—ensemble P,— de P à la fois ouvert et fermé
dans P, et 'un voisinage “J,— de P,— tels qu’il existe une automorphie H
de E laissant invariant tout point de P,— et pour laquelle la transformée
de T par H soit positivement dérivable sur ‘V,-.

28. ÉTUDE DE L’ENSEMBLE nus po1ms couramums D’UNE vm1ErE._ —
Nous avons démontré dans le théorème 12 que l’ensemble des points
contrariants d’un arc simple 7, dont le contingent en tout point est
linéaire, est un G.,, non dense sur Y et de mesure linéaire nulle.

Ce résultat ne s’étendpas au cas des variétés àplusieursdimensions.
Soit V,, une variété à p dimensions dont le contingent en tout point

soit une variété linéaire à p dimensions. Nous appellerons encore ici
point contrariant tout point de V,, qui n’est pas régulierdans l’applica—
tion canonique de V,, sur lui-même.

Soit. G l’ensemble des points contrariants de V.
Il est encore exact que C est un G5, non dense sur V. Mais il est 
(‘) Il est essentiel d’introduirecette partition, car il peut arriver que l’homéo-

morphie T entre P et T(F) ne soit pas prolongeab1e à tout le plan, bien .

qu’étant cependant toujours prolongeable à un certain voisinage de P et T(P).
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qu'étant cependant toujours prolongeable à un certain voisinage de Pet T(P). 
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inexact que C soit de mesure n—dimensionnelle nulle. Nous allons le
montrer par un contre-exemple.

Soient Osny; trois axes rectangulaires dans R3, et soit P un sous—
ensemhleparfait bornédu plan æ0y. Nous supposerons P totalement
discontinu et défini par la formule

P=08, (i=i, z, ...),

où S; est une réunion de 2" rectangles R,—_,— égaux et disjoints deux “à

deux, tels que chacun d’eux contienne deux rectangles de S… stricte-
ment intérieurs à R…—.

On suppose les S; choisis de telle sorte que P ait une aire >o.
Nous allons construire dans B, une variété V, contenant P, douée

en tout point d’un plan tangent variant continuement sur (Va—_ P),
et pour laquelle C = P.

Nous astreignons V2 à être comprise entre les deux surfaces 8+
et S_ d’équations z=8’(m) et z=—8’(m), où 8(m) désigne la
distance du point m de æOy à l’ensemble P.

_

Pour tout R…—, désignons par c… une circonférence intérieure à R,—_,-'

et extérieure aux deux rectangles de S… contenus dans R,—_,—.

Soit 5…- une surface d’allure serpentine, homéomorpheà l’intérieur
d’un cercle, limitée par c};,—, située entre S+ et S_, et dont la projection

\ 
 

  ’/  
  

       
 

\\\‘

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\“\\\\\\\\      \\\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\ \ :Dü\ \\
 

/,[{ ////’/.0//////////////0/////////////////M/ O’ '  

sur .:vOy est intérieure à R…—et extérieure aux deux rectangles de S…
contenus dans R…—. On astreint de plus cette projection à tourner au
moins une fois autour de chacun de ces deux rectangles de S…; _et
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inexact que C soit de mesure n-dimensionnelle nuHe. Nous allons le 
montrer par un contre-exemple. 
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ment intérieurs à R;,i• 

On suppose les S; choisis de telle sorte que P ait une aire > o. 
Nous allons construire dans R, une variété V2 contenant P, douée 
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et pour laquelle C = P. 

Nous astreignons V 2 à être comprise entre les deux surfaces S+ 
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Fig. 9. 

sur x O y est intérieure à R;,i et extérieure aux deux rectangles de S i+1 
contenus dans Ri,j• On astreint de plus cette projection à tourner au 
moins une fois autour de chacun de ces deux rectangles de Si+1; tt 
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l’on suppose que o,— ,— est douée en tout point d’un plan tangent variant
continuement, et que son raccord avec le plan æOy se fait avec conti-
nuité du plan tangent (voirfig; 9).

La variété V, est celle qu’on déduit du plan xOy en remplaçant
tout cercle (',—_,- par la surface serpentine a,—_,— correspondante.

Il est immédiat que V, répond bien a la question.

29. Amuse nes utrnones. Tnéom‘nm rououauru. — Nous avons
fréquemment, au cours de ce travail, utilisé un mode de raisonnement
consistantà montrer que, pour tout ensemble parfait P d’un espace E,
il existait un ensemble ouvert D de E contenantdes points de P et tel
que sur D une certaine propriété faisant intervenir àla fois les points
de D . l’ et les points de D soit vérifiée (').

Nous allons mettre en évidence la raison du succès de ces raisonne—
ments par un théorème topologique très simple, jouant dans toutes
les questions où intervient l’ensemble des valeurs limites d’une suite
de fonctions continues, le même rôle que _le théorème de Baire pour
les suites convergentes de fonctions continues.

.\*'otre théorènw fait appel, non plus à la notion de fonction ponctuel—
lement discontinue, mais à celle de fonction ponctuellement semi—

continue.

,Dans le cas particulier où les éléments étudiés sont les contingents
d’un ensemble cartésien, une partie de ce théorème peut s’énoncer
ainsi.

Surtout ensemble par/ait, il eæiste un point en lequel le contingent :

possède la semi—continuité supén'euïe d’inclusion; et même il existe un
point en lequel le paratingentest continu et identique au contingent.

Nous allons maintenant énoncer ce résultat sous une forme à la
fois plus générale et plus précise.

Pour ne pas compliquer l’énoncé des résultats nous supposerons,
bien que ce ne soit pas partout nécessaire, que tous les espaces topo—
logiques envisagés sont métrisables. ( ) C’est un raisonnement de cette nature qui a permis à M. Denjoy de réaliserla totalisation de toute fonction dérivée.

1no G. CHOQUET, 

l'on suppose que a;,i est douée en tout point d'un plan tangent variant 
continuement, et que son raccord avec le plan xO y se fait avec conti-
nuité du plan tangent ( voir fig., 9 ). 

La variété V 2 est ceJle qu'on déduit du plan xOy en remplaçant 
tout cercle <';.i par la surface serpentine a;,i correspondante. 

Il est immédiat que V 3 répond bien à la question. 

29. ANALYSE DES MiTHODES. TetOI\UE FONDAIIENT.\L. - Nous avons 
fréquemment, au cours de ce travail, utilisé un mode de raisonnement 
consistant à montrer que, pour tout ensemble parfait P d'un espace E, 
il existait un ensemble ouvert D de E contenant des points 4e P et tel 
que sur D une certaine propriété faisant intervenir à la fois les points 
de D. P et les points de D soit vérifiée ( 1 ). 

Nous allons mettre en évidence la raison du-succès de ces raisonne-
ments par un théorème topologique très simple, jouant dans toutes 
les questions où intervient l'ensemble des valeurs limites d'une suite 
de fonctions .continues, le même rôle que _le théorème de Baire pour 
les suites convergentes de fonctions continues . 

. foire théorème fait appel, non plus à la notion de fonction ponctuel-
lnnent discontinue, mais à celle de fonction ponctuellement semi-
rontinue. 

1 Dans le cas particulier où les éléments étudiés sont les contingents 
d'un ensemble cartésien, uhe partie de ce théorème peut s'énoncer . . . ams1: 

Sur tout ensemble parfait, il existe un point en lequel le contingent , 
possède la semi-continuité supén'elhe d'iriclusion; et même il existe un 
point en lequel le paratingent est continu et ùlenti'que au contingent. 

Nous allons maintenant énoncer ce résultat sous une forme à la 
fois plus générale et plus précise. 

Pour ne pas compliquer l'énoncé des résultats nous supposerons, 
bien que ce ne soit pas partout nécessaire, que tous les espaces topo-
logiques envisagés sont métrisables. 

( 1) C'est un raisonnement de celte nature qui a permis à M. Denjoy de réaliser 
la totalisation de toute fonction dérivée. 
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DÉFINITIONS. — Soient U un espace métrique et deux: ensembles E C U ,

P C U, l’ensemble E étant quelconque, l’ensemble P étant complet.
Soit d’autrepart A un espace compact.
Soit 0 une fonction faisant correspondre à tout couple ordonné ( )

(m, m') de points distincts de U tels que mel) et m’eE, un point
o(m,mm’ ) de A variant continuemeñt avec m pour tout m'ji.ce.

'1° Pour toutpoint me P et pour tout voisinage ‘V de m dans U, de'si—
gnons par €,;(‘U) la fermeture de l’ensemble des pomts o(m, m')de A,
012 m’ & ‘U. E.

Puzsposons €E(m):{" GE(’), cette intersection étant étendue à tous
les voisinages °s7 de m.

_

L’ensemble G,,(m) est un sous—ensemblefermé de A. Il apparait comme
un contingent associé à la fonction 8.

Nous dirons que €,,(m) est le contingent de E en m associé à la jonc—
tion 8 .

2° Pour toutpoint m E P et pour tout voisinage "J de m dans U , dési—
gnonspar ŒE,p(‘v) la fermeturede l’ensemble des points 8( m',,m”) de A
où m’E‘V.P et m”€‘U.E.

Puis posons ŒE,p(m):nŒE,p(‘v), cette intersection étant étendue à
tous les voisinages ‘Ù de m.

“

L’ensemble ŒE,p(m) est un sous—ensemblefermé de A. On a évidem-
ment €,,(m)C ŒE,p(m) (°); d’autre part il est immédiat que Œ,,_,.(m)
jouit de la semi—continuitésupérieure d’inclusion. 

(‘) On se souviendra mieux du sens de ces notations en remarquant que L est
l’Univers contenant les êtres étudiés, que E est l’Ensemble à étudier, que P est
surtout intéressant lorsqu’il est Parfait ; enfin les notations &, 6 rappellent que A
peut être, dans l’étude des contingents et paratingents des ensembles cartésiens,
l’espace des directions 6 de droites ou demi-droites de B…

Il pourra se faire qu’incidémment, ou pour certaines fonctions 6, on ait
ô(m, m’)=ô(m', m).

C’est ce qui se produit lorsque 6 est une direction de droite, U étant un espace
cartésien. .

(’) On peut ”remarquer que l’on pourrait déduire la définition du contin-
gent eg(m) de celle du paratingent Œg,p(m) en prenant pour P l’ensemble‘
formé du seul élément m. 0

APPLICATION DES PROPRIÉTES DESCRIPTIVES. 

DiFINITIONs. - Soient U un espace métrique et deux ensembles .E c ( J, 
PC U, l'ensemble E étant quelconque, l'ensemble Pétant complet. 

Soit d'autr.e part 4 un espace compact. • 
Soit o une fonction f aisanz correspondre à tout couple ordonné ( 1) 

( m, m') de points distincts de U tels que me P et m' e E, un poùll 
ô(m, m') de 4 variant continuemefl.t a~•ec m pour tout m' Jixe. 

·1° Pour tout point me Pet pour tout voisinage V de m dans U, dési-
gnons par e&(V) la fermeture de l'ensemble des p0t'nts ~(m, m') ·de "1, 
Oil m'eV.E. • 

Puis posons eE(m) = n eE('V), cette intersection étant éterulue à tous 
les voisinages "v de m. . 

L'ensemble e&( m) est un sous-ensemble fermé de '1. Il apparat't comme 
un contingent assoc1ë à la jonction t 

Nous dirons que eE( m) est le contingent de E en m assoc1ë à la jonc-
tion ô. 

2° Pour tout point me P et pour tout voisinage 'V de m dans Li, dési-
gnons par ~E,P(V) la fe,:meturede l'ensemble des po1·nts a( m' ,,m") de "1. 
où m' eV. P et m" e "v. E. 

Puis posons ~E.l m) = n !XE,P(V), cette intersection étant étendue fl 
tous les voisinages "v de m. 

~L'ensemble ~E,P(m) est un sous-ensemble fermé de '1. On a évidem-
ment e&( m) C ~E.l m) (2); d'autre part 11 est immédiat que ~v..P( m) 
jouit de la semi:.Continuité supérieure d'inclusion. 

( 1) On se souviendra mieux du sens de ces nolalions en remai-quant que L est 
l'Univers contenant les êtres étudiés, que E est l'Ensemble à étudier, que P est 
surtout intéressant lorsqu'il est Parfait; enfin les notations li, à rappellent que .:1 
peut être, dans l'étude des contingents et paratingents des ensembles cartésiens, 
l'espace des directions à de droites ou demi-droites de Rn. 

Il pourra se faire qu'incide·mment, ou pour certaines fonctions à, on ait 
ô(m, m') = <l(m', m). 

C'est ce qui se produit lorsque a est une direction de droite, U étant un espace 
cartésien. 

(') On peut remarquer que l'on pourrait déduire la définition du contin-
gent eE( m) de ceHe du para lingent !lE,P( m) en prenant pour P l'ensemble· 
formé du seul élément m. 
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Nous dirons que ‘£E_p(m) est le paratingent de E en m relatif à
l’ensemble P, et associé à la fonction 3 .

Dans ces définitions, €E(m) et Œn_p(m) ne sont définis que pour
me I‘. Dans l’énoncé du théorème, c’est toujours aussi ce que nous
suppoœrons.

Nous énoncerons sans démonstration le théorème suivant :

'l’uEoaèua ‘).l (FONDAMENTAL). —— Les notations étant celles adoptées
dans les définitions ci—dessus, il eæiste toujours sur toute portion de P
un point m0 en lequel GE(m) possède la semi—continuité supérieure
(! ’ incluston .

Plus précisément, l’ensemble des points m de P, en lesquels @E,p(m)
est continu et identique à GE(m), est un G.; partout dense sur P, ,donc
un résiduel de P (' ). '

On peut donner de ce théorème diverses extensions qui, dans cer—

tains cas, peuvent être utiles.

1° Les points m' de (E — P) ne jouent qu’un rôle passif de para—
mètres. Autour de chacun de ces points m’, la topologie de E peut
être arbitraire. Seule importe la topologie de P et celle liant P'à E.
Pour définir ce lien topologique entre P et E, il suffit par exemple de
se donner pour tout couple de points distincts (m, m’ ), où mêP et
m'a E un nombre positif e(m, m’) assujetti seulement à varier conti—
nuement en fonction de m. On dira alors que m’ —> m lorsque

s(m, m')—>o.

Sous ces faibles hypothèses, le théorème reste encore valable.
2° La fonction 8, au lieu d’être définie pour des couples (m, m’ )

peut être définie pour des ensembles ordonnés de (n + 1) points dis—

—

(‘) Il ne faut,cependant pas croire qu’inversement en tout point de conti-
nuité mo de Œap(m), on ait

QE,p(mo): €E(mo).

G. CROQUET, 

Nous dirons que ~E.P( m) est le paratingent de E en m relatif à 
l'ensemble P, et associé à la fonction o. 

Dans ces définitions, é\:( m) et ~ 8.r( m) ne sont définis que pour 
me P. Dans l'énoncé du théorème, c'est toujours aussi ce que nous 
supposerons. 

Nous énoncerons sans démonstration le théorème suivant : 

TutoRÈIIE :H ( .-ONDutENTAL ). - les notations étant celles adoptées 
dans les définitions ci-dessus, il existe toujours sur toute portion de P 
1111 point m0 en lequel eE( m) possède la semi-continuité supérieure 
d'inclmwn. 

Plus précisément, l'ensemble des points m de P, en lesquels iE,P(m) 
est co11tinu et identique à et:( m ), est un Ga partout dense sur P, ,donc 
'"' rhiduel dr P ( 1 ). 

On peut donner de ce théorème diverses extensions qui, dans cer-
tains cas, peuvent être utiles. 

1° Les points m' de (E- P) ne jouent qu'un rôle passif de para-
mètres. Autour de chacun de ces points m', la topologie de E peut 
être arbitraire. Seule importe la topologie de P et celle liant P· à E. 
Pour définir ce lien topologique entre P et E, il suffit par exemple de 
se donner pour tout couple de points distincts (m, m'), où meP et 
m' E E un nombre positif E(m, m') assujetti seulement à varier conti-
nuement en fonction de m. On dira alors que m' m lorsque 

ë(m, . 
• 

Sous ces faibles hypothèses, le théorème reste encore valable. 
2° La fonction o, au lieu d'être définie pour des couples (m, m') 

peut être définie pour des ensembles ordonnés de ( n + 1) points dis-

( 1) Il ne faut.cependant pas croire qu'inversement en tout point de conti-
nuité m0 de qE,P( m ), on ait 
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tincts (’)
m, m’“, m‘”) ml…) Où me P Cl. "I'“ E E (“= l' 2' ' ° " " )’

la fonction 8 étant toujours supposée continue par rapport à m.
On obtient alors un théorème applicable dans les questions de

courbure, d’osculation, etc.
3° On peut considérer P et E comme des ensembles paramétrés (‘ )

autrement dit, soient U’ un espace auxiliaire, et deux ensembles |" C U’
et P’ C U’, l’ensemble P’ étant complet.

Soit T une application de U’ dans U, continue en tout point de l”
et telle que si p.€E’, on ait T(p)êE, et si nel”, on ait T(p.)€l’.

On peut définir alors en tout point de P’ le contingent de l’applica—
tion T associé à la fonction 8; on peut définir de même le paratingent
relatif à P’, etc.

4° Enfin on peut supposer, dans l’esprit du théorème 3, que la
fonction 3(m,m’m) n ’est plus forcément continue par rapport à m,
mais seulement que son oscillation, en tout point m, tend vers zéro
lorsque m’ —> m.

Remarque. — On peut montrer aisément que toute suite décrois-
sante ('resp. croissante)d’applications f,— ponctuellementdiscontinues
sur tout ensemble parfait (" ), d’un espace complet P dans l’espace 2"
des sous-ensembles fermés d’un espace complet A, a pour limite une
application ponctuellement semi—continue supérieurement (resp.
inférieurement)sur tout ensemble parfait.

Il serait intéressant de chercher si la réciproque est exacte.

50. Appucsnons ou THÉORÈME FONDAMENTAL. — Le théorème 21
devrait, dans une exposition synthétique, être placé en tête de ce tra-
vail. Il contient en effet plusieurs de nos théorèmes antérieurs. 

(1) Il semble même possible d’introduire des fonctions 6 définies, non plus
pour des ensembles finis de points, mais pour des ensembles infinis satisfaisant
à certaines conditions:

(2 ) C’est ce quebous avons fait dans l’étude des ensembles cartésiens.
(3 ) En particulier, d’ap1ès le théorème 11— duparagraphe 5, le contingent

d’un ensemble cartésien est la limite d’une suite décroissante d’applications
sem1—contmues lllfél‘lClll‘6fllêl‘lt.

APPLICATION DES PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES. 

tincts ( 1) 

où meP et m' 11 eE (i=l,'.A, ... ,11), 

la fonction ô étant toujours supposée continue par rapport à m. 
On obtient alors un théorème applicable dans les questions de 

courbure:, d'osculation, etc. 
3° On peut considérer P et E comme des ensembles paramétrés ( ~) 

autrement dit, soient U' un espace auxiliaire, et deux ensembles E' c U' 
et P' CU', l'ensemble P' étant complet. • 

Soit Tune application de V' dans U, continue e11 tout point de P' 
et telle que si fJ,EE', on ait T(p.)eE, et si p.EP', on ait T(p.)eP. 

On peut définir alors en tout point de P' le continge11t d'e l'applica-
tion T associé à la fonction ô; on peut définir de même le paratingeut 
relatif à P', etc.' 

4° Enfin on peut supposer, dans l'esprit du théorème 3, que la 
fonction ô(m, m') n'est plus forcément continue par rapport à m, 
mais seulement qÙe son oscillation, en tout point m, tend vers zéro 
lorsque m' m. 

Remarque. - On peut montrer aisément que toute suite décrois-
sante (resp. croissante) d'applications/; ponctuellement discontinues 
sur tout ensemble parfait ( 3 ), d'un espace complet P dans l'espace 2.1 
des sous-ensembles fermés d'un espace complet 4, a pour limite une 
application ponctuellement semi-continue supérieurement ( resp. 
inférieurement) sur tout ensemble parfait. 

Il serait intéressant de chercher si la réciproque est exacte. 

50. APPLICATIONS DU THÉORÈME FONDAMENTAL. - Le théorème 21 
devrait, dans une exposition synthétique, être placé en tête de ce tra-
vail. Il contient en effet plusieurs de nos théorèmes antérieurs. 

( 1) Il semble même possible d'introduire des fonctions à définies, non plus 
pour des ensembles finis de points, mais pour des ensembles infinis satisfaisant 
à certaines conditions, 

( 2) C'est ce que 'nous avons fait dans l'étude des ensembles cartésiens. 
(3) En particulier, d'après le théorème t,. du1 paragraphe 5, le contingent 

d'un ensemble cartésien est la limite d'une suite décroissante d'applications 
semi-continues inférieurement. 
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Nous allons indiquer ici diverses applications de ce théorème en

nous limitant aux applications géométriques.
[" Supposons que B soit le segment (0—1), A le segment

(—æ, +œ), et 8(x, .r') le rapport LŒ2,—:{é—Q, où f(æ) est une

function à valeurs réelles, définie et continue sur E.
Si P est alors un sous—ensemble fermé de E, on déduit du théo—

rème “21 les propriétés qui ont permis à M. Denjoy de totaliser toute ,

fonction dérivée et tout nombre dérivé.
Plus généralement, notons ici qu’on peut déduire du théorème “21

trois remarquablesthéorèmes topologiquesde M. Denjoy (5 ).
Montrons—le pour le premier de ces théorèmes, en priant le lecteur

de bien vouloir se reporter au texte de M. Denjoy pour les notations:
Dans l’énoncé de M. Denjoy interviennent un ensembleparfait que

nous noterons P,, et un ensemble e admettant un point d’accumula—
tion T, étranger à e.

Soient alors
l”==Po>«'(e+'l‘o); E'—==Po><f'; P=Po><To (2)—

On a bien ainsi E: U, P C U et P est complet.
Notre fonction 8 se déduit de la fonction f(X, T—) à valeurs réelles

de M. Denjoy en posant
'

r3(m, m’)=f(X,T) lorsque m=XXT., et m'eP,xT.
Le théorème de M. Denjoy résulte alors immédiatement du fait

que l’ensemble G(m) des valeurs limites de 8(m, m' ) lorsque m’ —> m
est, sur tout un résiduel de P, identique à $….(m).

2° Le théorème 21 donne une démonstration rapide du théorème 5,
du début du théorème 6, du théorème 19, et du !" lemme du para—
graphe 26. '

Prenons par exemple le théorème 5 :

Soit E un ensemble cartésien dont le contingent en tout point m‘
__—

3

1 Voir Dmuov [II], p. 175, 199 et 208.( )
(*) La notation A >< B désigne le produit des espaces A et B.

G, CROQUET, 

Nous allons indiquer ici diverses applj.cations de ce théorème E'.n 

nous limitant aux applications géométriques. 
1 ° Supposons que E soit le segment ( o - 1 ), A le segment 

(-X>,+~), el o(x, x') le rapport /(:r:~=!(:r:), où /(:e) est une 
fonction à valeurs réelles, définie el continue sur E. 

~i P est alors un sous-ensemble fermé de E, on déduit du théo-
rème 2l les propriétés qui ont permis à M. Denjoy de totaliser toute 
fonction dérivée et tout nombre dérivé. , 

Plus généralement, notons ici qu'on peut déduire du théorème 21 
trois remarguables théorèmes topologiques de M. Denjoy(~). 

Montrons-le pour le premier de ces théorèmes, en priant le lecteur 
de bien vouloir se reporter au texte de M. Denjoy pour les notations: 

Dans l'énoncé de M. Denjoy interviennent un ensemble parfait que 
nous noterons P., et un ensemble e admettant un point d'accumula-
tion T O étranger à e. 

Soient alors 

On a bien ainsi E C U, PC U el P est complet. 
Notre fonction ô se déduit de la fonction /(X, T) à valeurs réelles 

de M. Denjoy en posant 
0(111, m')=/(X, T) lorsque ,n =\.X T0 et m' e P 0 X T. 

Le théorème de ~- Denjoy résulte alors immédiatement du fait 
que l'ensemble e(m) des valeurs limites de ô(m, m') lorsq~e m' m 
.est, sur tout un résiduel de P, identique à ~P( m ). 

2° Le théorème 21 donne une démonstration rapide du théorème 5, 
du début du théorème 6, du théorème 19, et du 1•' lemme du par-a.-
graphe 26. 

Prenons par exemple le théorème 5 : 
Soit E un ensemble cartésien dont le contingent ~n tout point m 

( 1) Voir DBN10Y [ 11 ], p. 175, 199 et 208. 
( 1) La notation A X B désigne le produit des espaces A et B. 
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d’un ensemble parfait P est situé sur un n—hyperplan Ltm ) et contient
n rayons de coefficient d’indépendance linéaire > )., > o.

En tout point m,, de P en lequel le contingent C,,(m) est semi-
continu supérieurement, L(m) est évidemment continu. «

Done L(m) est bien ponctuellement discontinu.
3° Une conséquence immédiate du théqrème 2l est la suivante :

‘Si E est un ensemble fermé cartésien, en tous les points d’un rési—
duel de E, le paratingent ordinaire de l‘) est continu et identique un
contingent ordinaire.

4° Nous allons montrer comment on peut retrouver, en les préci—
sant, certains résultats de M. Roger [| ].

Soit E un ensemble fermé du plan B,.

DÉFINITION. — Vous dirons qu’un sous—ensemble A de Il est situé au
bord de E szA est sztué sur un arc ouœrt de I.:psclnl: tel que l‘: sozt. au
voismage de 7, tout entær d’un seulcoté de V.

'
Soit alors P un sous—ensemble fermé de l‘..
Supposons que le contingent(E.,(m) en tout point de P soit incom—

plet. Soit m, un point de P en lequel Œ3,p(mo)—_ C,,(m, ).

Le paratingent de P en m0 étant inclus dans +1?,;_..(…., )est incomplet;
donc, au voisinage de m0 , P est situé sur un arc de Lipscbitz ( ' ).

D’autre part, comme Œ,;,p(n‘zo) est aussi incomplet ("), il est immé-
diat que P, au voisinage de m,, est situé au bord de E (°).

Le procédé classique d’itération transfinie'permettrait de montrer 
.(‘) Voir Bouucmn [I], p. 76. .’

(”) ‘Igp(m) n’est pas‘en général identique à sa partie bilatérale, mais il le
devient lorsque E: P; de même (‘Zg(m) est identique à sa partie bilatérale en

.tbut point de semi--continuité supérieure sur E. (.eci subsiste pour les contin-
gents et paratingents abstraits lorsqu’on peut donner à la bilatéralité un sens
précis, ce qui n ’est pas toujours le cas.

(3 ) Ceci amène à penser que, sauf sur tin ensemble de mesure linéaire nulle,
le contingent de E en tout point de P admet une direction de translation. Pour'
l’exploitation systématique de cette idée, voir Choquet et Pauc (Bull. Sci matin.,
1945, Étude despropriétés tangentiellcs des ensembles euclid1‘ens à partir de—

la notion d’invariancepar translation). - :A
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d'un ensemble parfait P esl aitué sur un n-ltypcrplan Ll m) et contient 
n rayons de coefficient d'indépendance linéaire> i. 11 > o. 

En tout point m 0 de P en lequel le contingent c\( m) est semi-
continu supérieurement, L(111) est évidemment continu. 

Donc, L(m) est bien ponctuellement discontinu. 
3° Une conséquence immédiate du théqrème tl est la suivante: 

'tii E est un ensemble fermé cartésien, en tous les points d'un rési-
duel de E, le paratingcnl ordinaire de E est continu et iden1i,1ue au 
conlingent ordinaire. 

4° Nous allons mo'hlrer comment on peut rclrou\'cr, en les préci-
sant, certains résultats de M. Roger [ 1 J. 

Soit E un ensemble fermé du plan R2 • . 
DEFINITION. - Xom dù·ons qu;un so11s-e11.remhle A de E est situé au 

bord de E si A est situé sur un arc oui·ert de Li'psc/,ù:; tri ,,ue E suit. flU 

voi'sina8e de y, tout entier d'un seul côté de y. -

Soit alors P un sous-ensemble fermé de E. 
Supposons que le éontingentei,;(m) en tout point de P soit incom-

plet. Soit m0 un point de Pen lequel ~z.P(m0)= c"'v.l"'" ). 
Le paratingent de Pen 111 0 étant inclus dans •'ï:i,;.,,( 111 11 ) est incomplet; 

donc, au voisinage de m 01 P est situé sur un arc de Lipschitz ( ' ). 
D'autre part, comme ~t:,P(ri,0 ) est aussi incomplet (2), il est immé-

diat que P, au voisinage de m0 , est situé au bord de E ( 3 ). 

Le procédé classique d'itéra~ion tra~sfinie'permettrait de montrer 

(1) Voir BouLIG.lND [ I ], p. 76. 
(!) ~E,P(m) n'est pas'en général identique à sa partie bilatérale_; mais il le 

devient lorsque E = P; de même ei,;( m) est identique à sa partie hilatérale eo 
tbut point de semi-continuité supérfeure su~ E. Ceci ·subsiste pour le!! contin-
gents et paratingents abstraits lorsqu'on peul donner à la bilatéralité un sens 
précis, ce qui n'~st pas toujours le cas. 

(3) Ceci amène à penser que, sauf sur un1énsemble de mesure linéaire nulle, 
le contingent de E en tout point de P admet une direction de translation. Pour, 
l'exploitation systématique de celle idée, voir Choquet et Pauc (Bull. Sc: math., 
1945, Étude des propriétés tangentielles des ensembles euclidiens û partir de 
la notion d'invariance par translation). 
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à partir de là que P est une réunion dénotnbrable d’ensembles fermés
dont chacun est situé au bord de E. .

în particulier, si l’ensemble [ des ”points de E en lesquels E a un
contingent incomplet est fermé ou est un F.,, on retrouve sous une
forme plus précise le résultat de Roger sur la localisationdel. Mais
il faut bien remarquer qu’en général I n’est pas fermé, et°il peut
arriver qu’aucune portion ouverte de 1 ne soit située au bord de E;/il
peut même arriver qu’on ne puisse pas faire une partition dénom—

brable de l en ensembles dont chacun soit situé au bord de E. Cela
arrivera toutes les fois que [ (qui est un G.;.,) ne sera pas un F.,.

On trouverait des résultats tout à fait analogues en prenant E dans
un espace R,. quelconque, et _en supposant qu’en tout point m d’un
sous—ensemble fermé P de E, la partie bilatérale de €E(m) laisse
échapper une variété linéaire à p dimensions, ou bien jouit de pro—

priétésconvenablesde raréfaction,relativesparexemple à sa connexité.

CHAPITRE IV. ' .
Brune rorowcmue sr “mucus ons roumrons

néatv£ss DANS LE nomma REEL.

fil. Paormt—‘mfis rowu.ocrocss nes rouenousbàmvfirïs-m… FONCTIONS

or. |" cusse. —— Soit F(.r) une fonction continue définie sur le seg—

ment (o — t), et douée en tout point d’une dérivée g(æ), finie ou
infinie. _

,
On sait que g(.r) est une fonction de 1" classe et qu’elle possède la

propriété _de Darboux. » -

Mais inversement toute fonction de 1" classe possédant la propriété
. de Darboux n’est pas une fonction dérivée. On le voit immédiatement

sur des exemples simples. Cela tient à ce que la propriété de Darboux -

et la classe sont des invariants dans toute transformation topologique
de la forme X= X(x), Y = Y(y), où X(æ) et Y(y) sont des fonc-\
tions cbntinues strictement croissantes, alors que la propriété d’être
une fonction dérivée n’est pas invariante par de telles transformations.

On est alors amené à se poser la question suivante :
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à partir dP. là que P eal une réunion dénombrable d'ensembles fermés 
dont chacun est situé au bord de E. 

l~n particulier, ai l'ensemble I des 'points de E en lesquels E a un 
contingent incomplet est fermé ou est un Fa, on retrouve sous une 
forme plus prëcise le résultat de Roger sur la localisation de ,1, Mais 
il faut bien remarquer qu'tn général I n'est pas fermé, etïl peu~ 
arriver qu'aucune portion ouverte de I ne soit située au bord de E;til 
peul même arriver qu'on ne puisse pas faire une partition dénom-
brable de I en ensembles dont chacun soit situé aù bord de E. Cela 
arrivera toutes les fois que 1 ( qui est un Gk) ne sera pa~ un Fa•. 

On trouverait des résultats tout à fait analogues en prenant E dans 
un espace Rn quelconque, et .en supposant qu'en tout point m d'un 
sous-ensemble fermé P de E, la partie bilatérale de eE( m) laisse 
èchapper une variété linéaire à p dimensions, ou bien jouit de pro-
priétés convenables de raréfaction, relatives par exemple à sa connexité. 

CHAPITHE IV. 

ÉTUDE TOPOLOGIQUE ET lltTRIQUE DES FONCTIONS 

Dtl\lVÉES D.HS LE DOII.\INlt llÉEL, 

:; l. PaoPRIËTts TOl'OI.OGIQUES DES FONCTIONS. DÉlllffÉS. ET DES FONCTIONS 

DE 1" cussE. - Soit F( .r) une fonction continue définie sur le seg-
ment ( o - 1 ), et douée en tout point d'une dérivée g( œ ), finie ou 
infinie. 

On sait que g(x) est une fonction de 1•• classe et qu'elle possède la 
propriété de Darboux. 

Mais in~ersement toute fonction de 1 •• classe possédant la propriété 
de Darboux n'est pas une fonction dérivée. On le voit immédiatement 
sur des exemples simples. Cela tient à ce que la propriété de Darboux -
et la classe sont des invariants dans toute transformation topologique 
·de la forme X= X( x ), Y= Y (y), où X( x) et Y (y) sont des fonc-
tions cbntinues strictement croissantes, alors que la propriété d'être' 
une fonction dérivée n'est pas invariante par de telles transformations. 

On est alors amené à se poser la question suivante : 
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Est—ce que toute fonction de :" classe y = g(æ) définie sur :le seg-

ment (o — I), à valeurs finies (‘ ), et possédant la propriétéde Darboux
est topologiquement équivalente à une fonction dérivée ?

Autrement dit, est-ce qu’il existe des fonctions continues stricte—
ment croissantes X(æ), Y(y) telles que'la fonction Y = G(X) trans-
formée de y: g(æ) par la transformation

x=\œb Y=YQ)
soit une fonction dérivée.

Le théorème suivant conduit, ainsi que son corollaire, à prévoir la
validité d’une telle caractérisation topologique des fonctions dérivées,
et nous montrerons que cette caractérisation est valable pour les
fonctions semi-continues.

THÉORÈME 2‘2. — Soit g(æ) une fonction de !" classe dcfinie sur le
segment (o— 1) et prenant ses valeurs sur le segment (——x, + ao)
(bornescomprises).

La condition nécessaire et suflisante pour que la courbe y: g(æ)
[ensembledespoints [æ, g(x)], où ?) éxé 1] soit un ensembleconneæe
est que g(x)possède la propriété de Darbouæ (’ ).

Démonstration. — Pour pouvoir dire que g(x) peut prendre des
valeurs infinies, on est amené à compléter chaque droite a:: const.
par deux points à l’infini. Une boméomorphîe convenable de la
forme Y=Y(y) ramène alors immédiatement au cas où g(.r) est
borné en module. Pour fixer les idées, nous supposerons qu’on s’est
ramené à ce cas.

Désignons par E la courbe représentative de y: g(a:).
La,condüionest nécessaire. — Supposons E connexe. Soient w., a:,

AT

'(1) On peut aussi admettre que g(æ) prend des valeurs infinies sur un certain
ensemble, en faisant sur cet ensemble des hypothèses convenables. Par exemple
que son complémentaire a la puissance du continu sur tout intervalle.

(=) On obtient une propriété analogue,dans R,, en étudiant les plans tangents
.à' une surface. Si une surface de R,, possède en tout point un plan tangent, son
image sphérique est un ensemble connéxe,’de même que l’ensemble des éléments-
de contact (plans pointés) de cette surface.
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Est-ce que toute fonction de 1"' classe y= g( x) définie sur :le seg-

ment ( o - 1 ), à valeurs finies ( 1 ), et possédant la propriété de Darboux 
est topologiquement équivalente à une fonction dérivée'? 

Autrement dit, est-ce qu'il existe des fonctions continues stricte-
ment croissantes X(x), Y(y) telles que·la fonction Y= G(X) trans-
formée de y = g( x) par la transformation 

X= \.(.x), Y= Y(.r) 

soit une fonction dérivée. 
Le théorème suivant conduit, ainsi que son corollaire, à prévoir la 

validité d'une telle cJractérisation topologique des fonctions dérivées, 
et nous montrerons que cette caractérisation est valable pour les 
fonctions semi-continues. 

THÉORÈIIE 22. - Soit g( X) une fonction de I rr classe d,:fime sur le 
segment ( o - 1) et prenant ses valeurs sur le segment ( - ;c, + X>) 
( bornes comprises). 

La condition nécessair,e et suffisarue pour que la courbe y = g( x) 
[ensemble despoinu [x, g(x)], où oL.:xL.1] soit unensembleconnexe 
est que g( x) possède la propnëté de Darboux ( 1 ). 

Démonstration. - Pour pouvoir dire que g( x) peut prendre des 
valeurs infinies, on est amené à compléter chaque droite x = const. 
par deux points à l'infini. Une homéomorphie convenable de la 
fo~me Y = Y (y) ramène alors immédiatement au cas où g( x) est 
borné en module. Pour fixer les idées, nous supposerons qu'on s'est 

. , 
ramené à ce cas. 

Désignons par E la courbe représentative de y= g( x ). 

La,condition est nécessaire. - Supposons E connexe. Soient x., x 2 

• ( 1) On peut aussi admettre que g(.x) prend des nleora infinies sur un certain 
ensemble, en faisant sur cet ensemble des hypothèses convenables. Par exemple 
que son complémentaire a la puissance du conlÎllu sur tout intervalle. 

( 2 ) On obtient une propriété analogue, dans R31 en étudiant les plans tangents 
à uoe surface. Si une surface de R~ possède en tout point un plan tangent, son 
image sphérique est un ensemble connëxe,'de même que l'ensemble des éléments· 
de contact ( plâns pointés) de celle surface. 
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deux points du segment (0—1) tels que g(æ,)<g(æ,), et )1 un
nombre tel que g(.r. ) < 71 < g(æ,).

Désignons par (.::., ae,) l’ensemble des points du plan d’abscisse a:
telle .r..…_/.r4.r.,. L’ensemble E($,, $,) est connexe.

Soit (*, (resp.(,) l’ensemble des points de E(æ,, .p2) d’ordonnée
v < ). (resp. v > X). Les ensembles epet 62 sont disjoints et non vides
et sont onve1ts dans li(.r,, m.); la connexité de E(æ,, .v._) entraîne
donc l’existence d’un\ po1nt de ll(æ,, a:.) sur la droite y= 71.

Ceci montre que g(.z:) possède la propriété de Darb0ux.

La condition est suflîsante. — Supposons que g(æ) soit de 1” classe
et possède la propriété de Darboux. \

Si li n’est pas connexe, il existe une partition de E en deux ensembles
non vides E., E., ouverts dans E. On a donc

!- _»
E..E—:.lî=u; ’ E,+E2=E.

Soient e, et (:2 les projections de {Z. et E._, sur x'æ.
Si .r0 est un point de continuité de g(æ), il existe évidemment tout

un voisinage ouvert de % qui fait partie, soit de e. , soit de ca. Donc
si (*. (resp. è.) désigne l’intérieur de e, (resp. e, ), l’ensemble .

ouvert (ê. + (?,) est partout dense sur (0, 1). Son complémentaire I
sur (0 —— 1) est un ensemble fermé non dense. Ï

Tout intervalle a contigu à I fait en entier partie, soit de el, soit*
de e., et comme g(æ) possède la propriété de Darboux, chaque
extrémité de a fait partie du même e.— que 0.

Donc 1 ne peut contenir de point isolé; il est donc parfait.ou vide.
Si 1 n’est pas vide, il existe sur 1 des points de continuité relative

de°°g(æ); si œo est un tel point, il existe un voisinage ouvert connexe
”(mn) de $” sur 1 dont tous les points font partie d’un seulet. Il en
est alors de même de tout intervalle contigu à I et ayant ses extré—
mités sur U(æ.,). Autrement dit il existe un voisinage de @, sur (0 — 1)
qui appartient en entier, soit à e. , soit‘à (32. -

Ceci est en contradiction avec le fait que x., est un point de I.
Donc1 est vide. '

Autrementdit, l’un des ensembles 81 , (:2 est vide, contrairementà
l’hypothèse.

G, CHOQUET, 

deux points du segment \ o - 1) tels que g(x1) < g(x2), et À un 
nombre tel que g( .r1) <À< g( x 2 ). 

Désignons par (x., x 2 ) l'ensemble des points du plan d'abscisse x 
telle .r1 / .r L.r2 • L'ensemble E(x., .r2 ) est connexe. • 

Soit ,·2 (._resp. l'2 ) l'ensemble des points de E(x1 , .r2 ) d'ordonnée 
y< i, resp . . v >À). J ,es ensembles e1 'Cl e2 sont disjoints et non vides 
el so11~ ouverts dans E(.r" .r2); la connexité de E(.r1, :x2) entraîne 
donc l'exislence d'un, point de E( x,, x 2 ) sur la droite y= À. 

Ceci montre que g(._.r) possède la propriété de Da.rboux. 

/,a condition est su,Disante. - Supposons que g(x) soit de 1•·• classe 
el possède la propriété de Darboux. , 

Si E n'est pas connexe, il existe une partition de E en deux ensembles 
non vides E,, E, ouverts dans É. On a donc 

Soient e, el e2 les projections de ~• et E2 sur x' x. 
Si .r O est un point de continuité de g( x ), il existe évidemment tout 

un voisinage ouvert de x 0 qui fait partie, soit de_e0 soit de e2 • Donc 
si ;., (resp. e2) désigne l'intérieur de e1 (resp. e2), l'ensemble . 
ouvert ( è1 + e2 ) est partout dense sur ( o, 11 ). Son complémentaire I 
sur ( o - ,1) est un ensemble fermé non dense. • 

Tout intervalle a contigu à I fait en entier partie, soit 'de e1 , soit-
de e21 et comme g(x) possède la propriété .de. Darboux, chaque 
extrémité de a fait partie du même ei que a. 

Donc I ne peut contenir de point isolé; il est donc parfait.ou vide. 
Si I n'est pas vide, il existe sur I des points de continuité relative 

de g(x); si x 0 est un tel poiat, il existe un voisinage ouvert _connexe 
·,.'>(x0 ) de x 0 sur I dont tous les points font partie d'un seul.e;. Il en 
est alors de même de tout intervalle contigu à I et ayant ses extré-
mités sur ·V( Xo ). Autrement dit il existe un voisiaage de x 0 sur ( o - 1) 
qui appartient.en entier, soit à e17 soit•à e2 • 

Ceci est en contradiction avec le fait que x 0 est un point de 1. 
Donc I est vide. ' • • ' • 

Autrement-dit, l'un des ensembles e1 , e2 est vide, contrairemen~ à, 
l'hypothèse. 
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COROLLAIRE. — Si y = g(æ) est une fonction de 1"’ classe possédant

la propriété de Durham: et définie sur le segment (o —— 1), pour toute
fonction c(æ) continue, la fonction :.: g(æ) + c(æ) possède aussz la
propriété de Darbouæ.

flemargue l. — Il est essentiel pour la validité du théorème 22
que g(æ) soit de 1" classe; en effet il existe des fonctions V=g‘(l)
qui ne sont pas de 1” classe, qui possèdent la propriété de l)arboux
et dont cependant la courbe représentative n ’est pas un ensemble
connexe.

D’autre part si g(œ) est de 1"’ classe, ses points de continuité sont
partout denses sur (0 —— 1); mais par contre l’image de ces points sur
la courbe.E peut être non dense sur E, même si g(x) est une fonction
dérivée.

Remarque 2. — Le théorème 22 s’applique en particulier aux fonc-
tions g(æ) qui sont des fonctions dérivées. Ce théorème souligne
donc une espèce de continuité que possède toute fonction dérivée.

Il est bon toutefois de noter que cette continuité n’est valable que
dans le plan. 011 construit en effet aisément dans l’espaceune courbey

‘ J'='y(æ), 5==(Œ),

où y’(æ) et z’(æ) existent pour tout x et telle que l’1mage sphérique
des demi-tangentesorientées à y soit un ensemble fermé discontinu().

52. CAS marmottes DES FONCTIONS sem—communs. — Pour fixer les
idées, nous supposerons.qu’il s’agit de semi—continuité inférieure.
Soit y= g(æ) une— fonction semi—continue inférieurement. Nous
allons mettre sous une forme commode la condition pour que g‘(æ)
possède la propriété de Darboux.

DÉFIùITION, — Si E, et E, sont deuæ sous—ensemblesfermés du seg-
ment (d— 1), nous dirons que E‘ est parfaitement non dense sur IE2 et
nous noterons E.—< E2 , si tout point de E1 est un point de 2° espèce du ( ) M. Zahérski |I] a même énoncé que l’image sphéüque de ces demi—
tangentes pouvait avoir une fermeture totalement discontinue. D’après
M. Aronsz3an, M. Besicovitch en aurait aussi construit un exemple

APPLICATION DES PROPRIÉTÉS DESCHIPTIVES. 

COROLLAIRE. - Si y = g( x) est une fonction de I ' 0 classe possédant 
la proprlëté de Darboux et définie sur le segment ( o - I ), pour toute 
fonction c( x) continue, la .fonction z = g( x) + c( x) possède aussi la 
propriété de Darboux. 

-Remarque 1. - ll esl essentiel pour la validité du théorème :!:! 
que g( x) soit de I •• classe; en effet il existe des fonctions y = g( .,·) 
qui ne sont pas de 1•• classe, qui possèdent la propriété de Darboux 
et dont cependant la courbe représentative n'est pas un ensemblt• 
connexe. 

D'autre part si .~(x) est cle 1•• classe, ses points de continuité sont 
partout denses sur ( o 1); mais par contre l'image de ces points sur 
la courbe.E peut être non dense sur E, même si g( x) est une fonction 
dérivée. 

Remarque 2. - Le théorème 22 s'applique en particulier aux fouc-
tions g( x) qui sont des fonctions dérivées. Ce théorème souligne 
donc une espèce de continuité que possède toute fonction dérivée. 

Il est bon tout,efois de noter que celte continuité n'est valable que 
dans Je plan. On construit en effet aisément dans l'espace une courbe 1 

}' =y(x), 

où y' ( x) et a' ( x) existent pour tout x, el telle que l'image sphérique 
des demÎ-tangentes orientées à I soit un ensemble fermé discontinu('). 

S2. CAS PARTICULIER DES FONCTIONS SEMI-CONTINUES. - Pour fixer les 
idées, nous supposerons ,qu'il' s'agit de semi-continuité inférieure. 
Soit y = g( x) une- fom:tion semi-continue inférieurement. Nous 
allons m~tire sous une forme commode la condition pour que g( x) 
possède la propriété de Darboux. • 

DtFINITION_. - Si E1 et E2 sont deux sous-ensembles fermés du seg-
ment ( o·-1 ), nous dù·ons que E1 est parfaitement non dense sur E2 et 
nous noterons E1 -< E2 , si tout point de E1 est un point de 2e espèce du 

(1) M. Zahôrski II]. a même· énon~é que l'image sphérique de ces demi-
tangentes pouvai\ avoir une fer_:meture totalement discontinue. D'après 
M .. ' Aronszjan; M: Besicovitch en aurait aussi construit un.exemple. 
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noyau parfait de E,. [Si éventuellement le point 0 ou 1 faitpartie de E. ,
_

ce point devra être un point du noyauparfait de E,]. \

ll est évident que si E. —< E,, ou a aussi
li, ( E,.

Tueoaàur. 223. — Soit g(æ) une fonction semi—continue inférz‘eurement
définie sur le segment (o —1). Pour tout nombre 1, soit E, l’ensemble
fermé des points a: tels que g(æ)_4_X.

'

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

!“ g(.r)possède la propriétéde Darbouæ : .

2° Pour tout couple de nombres l. , 7\, tels que X. < X,, on a

là,-< Et,;
3° Pour tout a: on a

g(.r) :: liminfg(æQ: liminfg(x4.

Démonstration. —- Il suffit de montrer que (I) —>_(2); (2) —>(3);
(3)—>U). .

a. (n) —— (°). ). — Sinon il existerait un couple X,, 7…_. (avec X, < 7…)
et un point .1'. de E:. qui serait extrémité d’un intervalle (cv,, en,) sur
lequel E,, serait au plus dénombrable.

On a g(_.r. ) — )., et l’on peut choisir a:, tel que g(æ,)èX,.
D’après (1), pour tout nombre 7t compris entre ?… et k,, il existe

sur (œ..r,) un point .r en lequel g(æ)= )t. Or un tel point a: fait
partie de E,, puisque ‘A > 1. ; comme E—,g estdénombrablesur (a:,œ,),
ceci est en contradiction avec le fait que les valeurs )\ forment un
ensemble non dénombrable. '

 

b. (2 ) —> (3). — En effet. la propriété (2) entraîne que pour tout a:,
il y ait de chaque côté de av., des points a: arbitrairementvoisins de cv.,

et tels que g(.r\ diffère arbitrairement peu de g‘(æ,). '

—

c. (3) —»(1). — Soient .::., .r2 deux points tels que g(æ.)=L,
gta-,): X,, avec )t. < À,. Soit X un nombre tel que 1, < X < X,.

L’ensemble (æ,æ,).E—, ne contient pas x,. Soit alors a:, le point
de (æ.æ,\.E—. qui est extrémité de l’intervalle contign à E—,. conte—-

G. CHOQUET. 

noyau ptlrfait de E2 • (Si é<Jenluellement le point o ou I fait partie de E., . 
ce point devra être un point du noyau parfait de E2]• 

li est évident que si E, -< E21 on a aussi 
E,cE1. 

T1u:0Rtu: 13. - Soit g( x) une fonction semi-continue inférieurement 
d~/inie sur lt: segment ( o - 1 ). Pour tout nombre À, soit E1 l'ensemble 
ferme des points x tels que g( x) LÀ. • 

/,es trois propriétés suù·antes sont équfrao/ntes : 
1 ° g( x) possède la propriété de Darboux: 
2° Pour tout couple de nombres À1 , À2 tels que i,, < Î, 2 , on a 

E;,-< E;.,; 
3° Pour tout x 011 a 

g(.x) =-= liminf g(x_,.) = liminf q(x-). 

Démonstration. - Il suffit de montrer que ( 1) ( 2); ( 2) ( 3); 
( 3) - ( I ). 

,, . ( 1) ( '.! ). - Sinon il existerait un couple À,, À1 ( avec À1 < À2) 
et un point .2·1 de E;, qui serait extrémité d'un intervalle ( x 1 , x 2 ) sur• 
lequel E1, serait au plus dénombrable. 

On a g(.2·
1

) =),,et l'on peut choisirx
2 

tel que g(x
2

)'::::,,,.À
2

• 

D'après ( 1 ), pour tout nombre À compris entre À, et À. 2 , il existe 
sur (.r1.r1) un point .r en lequel g(x)= À. Or un tel point x fait 
partie de E;, puisque),>).,; comme Ei., est·dénombrable sur (x1 x 2 ), 

ceci est en contradiction avec le fait que les valeurs À f~rment un 
ensemble non dénombrable. 

h. ( 2) _,. ( 3 ). - En effet, la propriété ( 2) entraîne que pour tout x 0 

il y ait de èhaque côté de x 0 des points x arbitrairement voisins de x 0 

et tels que g( x) diffère arbitrairement peu de g( x 0 ). 
c. (3) - Soient x

1
, .i-

2 
deux points tels que g(x

1
)=À

1
, 

g( .1·2 ) = À. 21 avec ),, < À2 • Soit À un nombre tel que À1 < À < Ài. 

L'ensemble (x,x1). E;. ne contient pas x 2. Soit alors :x0 le point 
de ( .r, .2·2). K qui est extrémité de l'intervalle contigu à E1 conte• 
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nant ae,. L’existence de ce point æ, résulte du fait que .::, fait partie
de E}.

Je dis que g‘(æ,): 1, sinon on aurait g(a:, ) < )t et alors :r, serait,
.en vertu de la propriété (3_), point d’accumulation à droite et à
gauche pour E,, contrairement à l’hypothèse que av., est extrémité
d’un intervalle contigu à E

On a donc biemmontré que g(æ) possède la propriété de Darboux.-

55. CARACTÉRISATION nÉrmous mes roucnoss m‘:mv£ss sam-communs. —
Soit y= g(x) une fonction dérivée définie sur le segment ( 0— I) et
semi—continue. Pour fixer les idées, nous supposerons ;:(w) semi—
continue inférieurement .

\

.JDÉFINITION. ‘— Si E. et E, sont deuæ sous—ensemblesfermés du se,,-
ment (o 3—— 1), nous dirons que E, est métriquement non dense sur E, et
nous noteronsE —< si toutpointde E est un pointd’épaisseur! pourE,.
(Si éventuellement le point 0 au I fait partie de E., ce point dura être
unpoint d’épaisseur unilatérale I pour E, .)

Remarquons que si E.—< E,, on a aussi [€,—< li,, donc aussi E. C E,.

THÉORÈME 2—4. — So:t g(æ) une fonction, à valeurs finies ou infinies,
semi—continue inférieurement et défim‘esur le segment (o — I ). Pour tout
nombre )., soit E, l’ensemblefermé despoints a: tels que g(æ)é )..

Considérons les deuxpropriétés suivantes : .
!g(x) est une fonction dérivée;

2° Pour tout couple de nombres;)., , 7t, tels que ).. < )., , on a E,;< E,
AIOI‘S(I) entraîne (2 ). Ët st g(æ) est sommable et bornée supérieure—

ment, (2) entraîne (I).
Démonstration. + a. (I) —> (2). —-— Soit en effet F(æ) une primitive

de g(æ); soit X, un nombre fini et soit ac, un nombre quelconque
de (0—1) tel que g(æ,)=k,. . .

Pour tout nombre A1 > 0, je dis que E…“… a en a:, l’épaisseur I.,
Sinon il existerait un nombre fixe 0< : tel que je puisse trouver, à
droite de a:, par exemple, des points :: arbitrairementvoisins de cv, et
pour lesquels E,…AM ait sur (wow) une épaisseur moyenne < 0. On
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nant X2, L'existence de ce point x 0 résulte du fait que .c, fait partie 
de E>., • • 

Je dis que g(xo) = À, sinon on aurait g(x0 )< À el alors x 0 serait, 
, en vertu de la propriété ( ~), point d'accumulation à droite el 
gauche pour E>., contrairement à l'hypothèse que a~ .. est extrémité 
d'un intervalle contigu à E>., 

On a donc bien,mo~tré que g(x) possède la propriété de Darboux.-

55. CARACTÉRISATION MÉTRIQUE DF.S PONCTIONS oi::RIVÉES SEMI-CO!'CTINUES, -

Soit y= g( x) une fonction dérivée définie sur Je segment ( o - 1) et 
semi-continue. Pour fixer les idées, nous supposerons t,:( .i·) semi-
continue inférieurement. 

,DÉFINITION.·_ Si E1 et E2 sont d~ sous-ensembles fermés du seg-
ment ( o .i.. 1 ), nous dùYJns que E, est métriquement non dense sur E2 et 
nous noterons E1 -< si tout point de E1 est un point d'épaisseur I pour E1 • 

( Si éventuellement le point o ou I fait partie de E1 , ce point de,·ra hrr 
uri point d'épaisseur unil~térale I pour E,. ) 

Remarquons que si E',-< E21 on a aussi E,-< E2 , donc aussi E1 C E2 • 

THÉORÈME 24. - Soit g( x) une fonction, a valeurs finies ou infinies, 
semi-continue inférieurement et définie sur le segment ( o - 1 ). Pour tout 
nombre À, soit & l'ensemble fermé des points x tels que g( x) L ), . 

Considérons les deux proprié!és suivantes : 
1 ° g( x) est une jonction dérivée; 
2° Pour tout couple de nomhr~ À1 , À. 2 tels que i, 1 < Î,H on a E;,-< E;;. 
Alors·( 1) entralne ( 2 ). Èt si g( x) est sommable et bornée supérieure-

ment, ( 2) entraîne ( 1 ). 
.. 

Démonstration.-:- a. (1) - Soit en effet F(x) une primitive 
de g( x); soit À0 un nombre fini et soit x 0 un nombre quelconque 
de ( o- 1) tel que g(xo) = Ào, 

Pour tout nombre 4À > o, je dis que E,lrt-.1,.) a en x 0 l'épaisseur 1. 
Sinop. il existerait un nombre fixe 8 < 1 tel quë je puisse trouver, à 
drpite de x 0 par exemple, des points x arbitrairement voisins de x0 et 
pour lesquels E<>-o+.1À) ait sur (xox) une épaiHeur moyenne < 8. On 
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aurait alors
l«‘(æ) -— l“(æo)

(l‘—$., > ou.… s)+(1— 9)(1.+ Ai), 
: étant un nombre > 0 qui tend vers zéro avec(æ —- m.).

Lorsque .r--+ .r.,, oqobliendrait
. 1.è01.—C(1—0){1.+A1) … oë(1——O_)ÀÀ,

Cette inégalité est zmpossz‘ble puisque 0 < 1 .

-Donc pour tout couple de nombres finis X., )., tels que X.<7\,,
on a E—,—< E,. La propriété générale en résulte aisément.

b. Supposonsg(œ) bordée supérieurementpar une constante K et
sommable.

Soit F(æ) l’intégrale indéfiniè de g(æ), et-soit cv., un point quel—
conque de (o —— :). Posons g(æ.,) := K.,, et soit X. un nombre > l.,.

Pour tout poinfæ à droite de x., (par exemple), désignonspar 0(æ)
la densité moyenne de E,_. sur (av.,æ). On a ,,

>°(Œ$)[A'l‘ +[I —°(æ)] [H 0(J‘)[)u]+|1—0(æ)].llr—L?> F(æ)— F(æ°——)
‘ J" “"‘

-_T0

ou X' .., A., et 6(œ) —> 1 lorsque a: —> ac.,. ”

Lorsque :» —x x., , l’inégalité limite montre que tout nombre dérivé
de F(æ) est compris entre X., et À. Comme le nombre X. est un
nombre

arbitraire > K.,, on a bien '
_

- — -
l"(r.,)=Â.,=g(æ.,).

Remarque. — Il est essentiel de supposer dansla deuxième partie
du théorème que g(æ) est bornée supériéurement: Soit, en effet,.
g(æ) la fonction partout continue sauf pour a: :: o, et ainsi définie

\

!g(w);éo pour ;— —-,,—w<w<—n_+Â—I,,
(n=r.2.---» -

g(æ)= o pour.toute autre valeur de a:.

On supposeg(æ) linéaire sur tout segment ‘

" l
.—

:
n à. I I I . . '

[—v(— _4n)] (n= [, a, . . .). . —
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aurait alors 

étant un nombre > o qui tend vers zéro avec_ ( x - x 11 ). , • 

Lorsque x x 0, oit obtiendrait .. 
Ào~OÀ0 + (1 - 0) (À11 + .:\À) . Oil 

Cette inégalité est impossible puisque 8 < 1. 

· Donc pour tout couple de nombres finis À1, À1 tels que À1 < À2, 
on a E;.,-< E;~• La propriété générale en résulte aisément. 

b. Supposons g( x) bornée supérieurement 'par une co~stante K et 
sommable. ' • 

Soit F(x) l'intégrale indéfinie de g(x), et soit x 0 un point quel-
conque de ( o - 1 ). Posons g( x 0) = À0, et soit À1 un nombre > À0. . 

Pour tout point'x à droite de x 0 (par exemple), désignons par 8(.x) 
la denshé moyenne de E,., sur (x0 x). On a , 

' 
0 ( ,r) [ À, ] + j 1 - 0 ( x}]. j k - )., ! > F ( .x) - F ( Xo) ; 0 (x) [À~ j + [ 1 - 0 ( x)] [À1] 

. X -.T11 . . 
où À0 et 8( x) I lorsque x x 0• . 

Lorsque x x 0 , l'inégalité-limite montre que tout nombre dérivé 
de F( x) est compris entre ). 0 et À1 • Comme le nombre À1 est un 
nombre arhiilra~ré > À:, on a bien • 

F' (;r0 )= Ào= g(±o), . 
Remarque. - Il est eàseniiel de sùpposer dans la deu'x.ième partie 

du théorème que g(:z:) es.t bornée supérièurement~ Soit, én effet,. 
g( x) la fonc.tion partout continue sauf pè)Ür x = o, et ainsi définie· 

g(x)~o 

g,(x)-= o 

1 

I I I I pour - - r <x< - + -4 (n=11 2, ... ), n if~ fl • n 

pour.toute autre valeur de x. 

On $upp~ê g( x) lifléaire sur tout segment • 

(n = 1, a, ... ). 
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La fonction g(x) sera donc entièrement définie par la donnée de
[ses valeursog(% > 0 aux points a:.— ”1

Cette fonction g(æ)est semi——continue inférieurement et possède la
propriété (2) du théorème ci-déssu5. Et cependant on peut aisément
choisir la croissance de g en fonction de n de telle sorte que "(J)
soit sommable et que son intégrale indélinie Fa(r) n ’admette pas de
dérivée pour'_se: o.

COROLL41RE.
— Soit g(æ) une fonction semi—continuein/érienremenl

et prenant des valeursfinies ou infinies.
_Si g(æ) est une fonction dérivée ou plus généralement une fonction

possédant la propriété 2 du théorème 2/1, et si Z : v(_y) est une fonction
continue à variation bornée définie sur le segment — aoéyé+ ac,
la fonction Z = v[g(æ)] est une fonction dérivée.'

Démonstration. — Posons 1(y)=v,(; )——1,(y), ou 1, et 1, sont
deux fonctions continues bornées et non-décroissantes.

Chacune des fonctions «*,[g(æ)] (i=l, 2) est bornée et possède
évidemment la propriété (2) du théorème 2/11, donc aussi la
propriété (1 ). La somme de ces deux fonctions est donc encore une
fonction dérivée.

Remarquons que ce résultat ne peut s’étendre à des fonctions
dérivées non semi—continues, et c’est là une des raisons qui rendent
difficile l’étude des fonctions dérivées non semi-continues. Ces,
fonctions s’avèrent très sensibles à toute transformation de la
forméY=Y(y). On pourrait même montrer que si C(y) est une
fonction continue non décroissante, telle que pour toute fonction
dérivée g(æ) bornée en module, la fonction (IL,0*(a:)] soit encore une
fonction dérivée, G(y) est forcément une fonction linéaire de y. .

54. CARACTÉRISATIONTOPOLOGIQUE ons FONCTIONS nismv1ässsam—communs.
———'L"ànalogieentre les relationsE-< E, et E-< E, utiliséesci-dessus
\dans l’étude des fonctions semi—continues qui jouissent de la propriété
de Darboux ou qui sont dés fonctions dérivées, amène à rechercher si
ces deux classes de fonctions sont équivalentes topologiquement.

_

' Soity =\ g(æ) une fonction semi-continue inférieurement définie
Journ. de Math., tome XXVI. — Faso. 2, 1947. 27
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La fonction g(x) sera donc entièrement définie par la donnée de 
( I) 1 ses valeurs g n > o aux points x = 11 • , 

Cette fonction g( x )"est semi-continue inférieurement et possède la 
propriété ( 2) du théorème ci-dessus. Et cependant on peut aisément 
choisir la croissa_nce de g( ~) en fonction de n <le telle sorte que g( .1·) 
soit sommable et que son intégrale indéli11ie F( .r) n'admette pas <le 
dérivée pou(x=o. • 

COROLLAIRE, - Soit g( x) une fonction semi-continue ù~/ërieurement 
et prenant des valeurs fim'es ou infinies. 

Si g( x) est ttne fonction dérivée ou plus ghtéralemmt une f oncl/011 
possédant la propriété 2 du théorème 21, et si Z = 1-•(y) est une fonctt'o,i 
continue à varfation bornée défim'e sur le segment - ~LY ~+ ~, 
la fonction Z = v[ g( x) J est une fonction dér(1 ·ée. 

- Démonstration. - Posons ,·(y)= 1·1 (.y)-1·2(y), 01'1 ,·, et ,·~ sont 
deux fonctions continues bornées et non-décroissantes. 

Chacune des fonctions 1';[g( x)] (i = t, 2) est bornée et possède 
évidemment la propriété ( 2) du théorème :!'i., donc aussi kt 
propriété (1). La somme de ces-deux'fonctions est donc encore une 
Jonction dérivée. ' 1 

Remarquons que ce résullat ne peut s'étendre ë't des fonctions 
dérivées non semi-continues, et c'est là une des raisons qui rendent 
difficile l'étude des ·fonctions dérivées non semi-continues. Ces. 
fonctions s'avèrent très sensibles à Loule transformation de la 
forme Y= Y(y). On pourrait même montrer que si C(y) est une 
fonction -continue non décroissante, telle que pour toute fonction 
dérivée g(x) bornée en module, la fonction C[g(x)] soit encore une 
fonction dérivée, C(y) est forcément une fonction linéaire de y . . 

54. ÜARACTÉRISATION TOPOLOGIQUE DES FONCTIONS DÉRIVÉES SEMI-CONTINUES. 

-'Ifànalogie entre les relations E1.-< E2 et E1.-< E 2 utilisées ci-dessus 
'dans l'étude des fonctions semi-continues qui jouissent de lit propriété 
d~ J)arboux ou qui sont dés fonctions dérivées, amène à rechercher si 
ces deux classes de fonctions sont équivalent~s topologiquement. 

Soit y . g( x) mie fonction semi-continue inférieurement définie 
Journ. de Math., tome XXVI. - Fasc. 2. 1947. 27 
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sur (0 —— |) et bornée supérieurement. Si g(æ) n’est pas une fonction
dérivée, le corollaire du théorème 24 montre que si une transformation
topologique de la forme X =: X(æ), Y : Y(y) peut la transformeren

une fonction dérivée, il en sera de même de la transformation
X=X(.r); Y=y. C’est donc des seules transformations‘topolo-
giques de la forme X: X(.r), Y =_v que nous pouvons espérer une
aide. .

'l‘néonüts 2.3. — i° Toute fonction g(x) definie sur'(o—1) qui est

semi—continue inférieumment, possède la propriété de Darbouæ et est

[mrm‘r en module, est topologiquement équivalente à une fonction
dérivée. Plus précisément, il existe une transformation topologique
X :X(.r) du segment (o— t) en [ni—méme, telle que la fonction g[X(æ)]
soit une fonction dérivée.

2° Crtte caracù‘risatzon reste valable lorsque g(æ) n’est plus bornée
en module et peut méme prendre des valeurs infinies, mais satisfait à la
condition suivante, évidemment nécessaire : L’ensemble des points en
lesquels g(æ) est finie est partout dense sur(o —1). La fonction g(æ)
est alors, plus précisément, équivalente à une fonction dérivée sommable
ayant une pn'mitive absolumentcontinue.

Duousrnxnox. —— 1° g(.r) est bornée en module. — Désignons
par &A l’ensemble fermé des points a: tels que g(æ)ék, et par E)_ le
transformé de e. par la transformation topologique T de (o — I) sur
lui—même définie par la fonction continue croissante X : X(æ).

En vertu des théorèmes 23 et 24, le théorème 25 sera démontré si
on montre l’existence d’une transformation T telle que

e.‘< e—,‘ entraîne , Ex.—< Ex:.

La marche de la démonstration sera la suivante : On va. choisir une
suite dénombrable (>… ‘A,, ...) de valeurs de ’A partout dense sur
l’ensemble des valeurs de g(æ) et telle que _les e)”, soient particuliè—
rement simples.

A chaque X, on fera correspondre une opération consistant à

déterminer T sur un ensemble fini contenant 2" points. Grâce à un
procédé alterné on fera en sorte que l’ensemble limite de cet ensemble

20~ G. CROQUET, 

sur ( o - 1) et bornée supérieurement. Si g( x) n'est pas une fonction 
dérivée, le corollaire du théorème 24 montre que si une transformation 
topologique de la forme X = X( x ), Y = Y (y~ peut la transformer en 
une fonction dérivée, il en sera de même de la transformation 
X= X(.r); Y =y. C'est donc des seules transformations· topolo-
giques de la forme X= X(.r), Y= y que nous pouvons espérer une 
aidt•. • 

T11tol\tllE 2:,. - i 0 Toute .fonction g(x) définie sur'(o-1) qui est 
semi-continue inférieu~me11t, possède la proprùfté de Darboux et est 
lmmh- ,.,, module, ,·st topologiquement équivalente à une fonction 
d,1r,"v',. Plus prrlcist'ment, il existe une transformation topologique 
X = X(.r) du segment~ o-1) en lui-mhne, telle que la fonction g[X(x)] 
soit 1111e fo11ction dén"ée. 

2° Ct-tte caractt.'risat,on reste valable lorsque g(x) n'est plus bornée 
,.,, module et peut 11~me prendre des valeurs infinies, mais satis/ ait à la 
c011diti'on suù.·ante, énaemment nécessaire : L'ensemble des points en 
lesqlleÛ g( x) est finie est p<1rtout dense sur ( o - 1 ). La fonction g( x) 
e.st alors, plus prrciséme11t, équi~·ale11te à une foncti'<m dérù·ée sommable 
,1ya111 u11e pninitù·e absolume11t continue. 

Dt:110NSTRUION. - 1° g(.r) est bornJe en module. - Désignons 
pare,. l'ensemble fermé des points x tels que g(x)LÀ, et par E>. le 
transformé de e-A par la transformation topologique T de ( o - 1) s·ur 
lui-même définie par la fonction continue croissante X= X(x). 
• En vertu des théorèmes 23 et 24, le théorème 25 sera démontré si 
on montre l'existence d'une transformation T telle que 

La marche de la démonstration sera la suivante : On va· choisir une 
suite dénombrable (À., Às, ..• ) de valeurs de À partout dense sur 
l'ensemble des valeurs de g(x) et telle que _les e,_, soient par.ticuliè~ 
rement 1irpples. 

A chaque À, on fera correspondre une opération consistant à 
déterminer T sur un ensemble fini contenant 2 11 points. Grâce à un 
procédé alterné on fera en sorte que l'ensemble limite de cet ensemble 
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fini soit, ainsi que son image par T, partout dense sur (0 -— 1). T sera
alors définie partout par continuité.

L’ensemble des valeurs prises par g(æ) est un ensemble linéaire
connexe. Nous supposerons que les extrémités de cet ensemble sont
les points 0 et 1. La valeur 0 est sûrement une valeur prise par g‘(æ);
la valeur 1 peut être prise ou non.

Nous désignerons par (a, a.) le segment (o -— 1) de l’axe des .1: et
par (A()A,) le segment (o — 1) de l’axe des X.

Choix des 7.,—. — Pour tout 7t tel que oéX< 1, e—,_ est un sous-
ensemble fermé de (a(, a,); si e)_ admet un point isolé, en un tel
point g(æ) admet un minimum local strict. Or il est bien connu
qu’une fonction de a: ne peut admettre au plus qu’une infinité
dénombrable de minima locaux striçts. Donc, sauf au plus pour une
infinité dénombrable de valeurs de )., e—,_ est toujours parfait.

Soit (L, X,, . . .) une suite de Valeurs de )., avec 0 < 7.;< 1,_ telle
que l’ensemble de ces ’A,— soit partout dense sur le segment (o -— 1), et
telle que pour tout 7t,—, e—,\i soit parfait.

Nous allons maintenant énoncer une suite de lemmes que nous ne
démontrerons pas, soit parce que leur démonstration est simple et
indépendante des autres lemmes, soit parce que leur démonstration
résulte simplement des lemmes précédents.

DÉFINITION. — Soit P un sous—ensembleparfait du segment A.,/\,.
Nous dirons qu’un point M de A.,A, est valable pour P si : ou bien M
n’appartient pas à P ou bien est un point intérieur à A,A. et de
1” espèce pour P, ou bien appartæntaàP et est d’épaisseur 1 pour P
(épaisseurunilatéralesiM est en A, et A).

LEMMES. —’ a. Soient (e,, e,) et (E,, E,) deuæ couples de sous-
eñsembles parfaits non denses des segments respectifs (a,a,) et
(A,A.) tels que co et e1 (resp. E, et E.) contiennent tous deuæ les
points a() et a4 (resp. A0 et A.) et tels que e,-<e, et E.,—(E, .

- Il eæiste une boméofiorphz‘e H de (a(, a.) sur (A,A,) telle que
l'”l(Co)=Eo @! H(e,)=E,.

b. Soient (en, ”g,! e.) et (EM-E? E,) deux triples de sous—ensembles
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fini soit, ainsi que son image par T, partout dense sur ( o - I ). T sera 
alors définie partout par continuité. 

L'ensemble des valeurs prises par g(x) est un ensemble linéaire 
connexe. Nous supposerons que les extrémités de cet ensemble sont 
les points o et 1. La valeur o est sùrement une valeur prise par .,:r( x); 
la valeur I peut être prise ou non. • 

Nous désignerons par ( a0 a1) le segment ( o - 1) de l'axe des .r cl 
par ( AoAt) le segment ( o - 1) de l'axe des X. 

Choix des À;. - Pour tout À tel que o LÀ< 1, e; est un sous-
ensemble fermé de ( a0 a1); si e;. admet un point isolé, en un tel 
point g( x) admet un minimum local strict. Or il est bien connu 
qu'une fonction de x ne peut admettre au plus qu'une infinité 
dénombrable de minima locaux striçts. Donc, sauf au plus pour une 
infinité dénombrable de valeurs dei., e;. est toujours parfait. 

Soit (Àt, À2 , ••• ) une suite de valeur~ de i., avec o < Î.;< 1 ,. telle 
que l'ensemble de ces À; soit partout dense sur le segment ( o - 1 ), et 
telle que pour tout À;, e;., soit parfait. 

Nous allons maintenant énoncer une suite de lemmes que nous ne 
démontrerons pas, soit parce que leur démonstration est simple et 
indépendante des autres lemmes, soit parce que leur démonstration • résulte simplement des lemmes précédents. 

DÉFINITION. - Soit P un sous-ensemble pa1f ait du segment Ao A1. 

Nous dù-ons qu'un point M de A 0 A 1 est valable pour Psi: ou bùm M 

n'appartient pas à P ou bien est un point fotérieur à A0 At et de 
1 '" espèce pour P, ou bien appartient à P et est d'épaisseur I pour P 
( épaisseur unilatérale si M est en A0 el A,). 

LEMMES. - 'a. Soient (e0 , e,) et (E0 , Et) deux couples de wus-
ensembles parfaits non denses des segments respectifs ( a 0 a1) et 
(A0 A1 ) tels que e0 et et (resp. E0 et E.) contiennent tous deux les 
points 0 0 et a1 ( resp. A0 et A,) et tels que e0 -<e• et E0-<Et • 
, Il existe une homéomorphie H de ( a0 a.) sur ( A0 At) telle que 

H(eo) = Eo 
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parfaits non denses des segments respectifs (a., a.) et (A., A.) tels
que e.,, e_ et e. (resp. E.,, E, et E.) contiennent tous trois les points a.,

et a. (resp. A., et A .) et tels que

eO-< e1‘< e| _
et E.,—< E|-< E|.

? "5.

.Il e.mste une Imnu‘omorphie H de (a.,a.) sur (A.,A.) telle que \

‘ . I"(e,—) = l‘..— <pour t :o,
{.’ 1).

c. Soit E'. un sous—ensembleparfait du se"ment A.,A.., de mesure
lz'néaiie p.. > 0. Son ::.., un nombre tel que \.

H é'XJ.0< “"
Il eæiste un sous—ensemble parfait E., de E., de mesure linéazre p.,,

ne contenant ni A.,, ni A. et tél que

[? _ ,.4 F '
An “\ 4| .

S: de plus E. admet les points A., et A. comme points d’épaisseur
unilatérale 1 , on peut imposer à E.. de contenirA., et A. .. .

(1. Soient E.,, E. deuæ sous—ensembles parfaits du segment A.,A.
.
tels que .

‘îfl—< E| .

Il existe un “sous—ensembleparfaitE. du segment A .,A., épais en soi,
-)

et tel que
E.,—< E_. -<E..

La construction de E, peut se faire par eXemple ainsi : Soit 5 un
intervalle contigd à E.,. L’ensemble E. .a n’est pas vide et admet les
extrémités de a pour points d’épaisseur unilatérale 1. On prend
pour

E._
.a un ensemblepartait, épais en sei, admettant les extrémités

de a pour points de densitéunilatérale 1 , et tel que
.

\

E_,.a<E..a et p[E,.a]>[1—l(a)]p[E.-a],
.
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parfaits non denses des segments respectifs ( a0 a,) et ( A 0 A1) tels 
que e0 , e~ et e1 (1-esp. Eo, E-½ et E,) co~tiennent tous tmis les points a0 • 

et a1 (rrsp. A0 et A,) et tels que 

et 

• 
Eo-< E,-< E,. 

:! 

Il e.àste une lwméomorphie H dr (a
0
a

1
) sur(A

0
A

1
) telle que 

1 

ll(e;)=E; 

c .. ,•oit E·, un sous-ensemble pa1:fait du segment A0 A,, de mesure 
linéaire p.,> o. Soli :J.0 un nombre tel que 

Cl .c::::y.o < f'-1 • 

Il existe un sous-ensemble parfait E0 de •E" de mesure linéa1re p.0 , 

11r collte11ant ni A0 , Ili A1 et tél que 

S1 de plus E, admet les points A0 et A, comme poi,zts d'épaisseur 
um1atérak 1, on peut imposer à E.__ de contenir A

0 
et A

1
• . . 

d. Soient E
0

, E
1 

deux sous-emembles pa,:f aits du segment A
0 
A

1 
• 

. tels que 
E.,-<E,. 

Il existe un ·rous-ensemble parfait :E! du segment A0 A1 , épaij en soi, 
et tel que 1 

• 

E0-< E, -~E,. 
2 

La construction de E.! peut se faire par exemple ainsi : Soit a un 
. . • 

intervalle contigu à E0 • L'ensemble E;. a n'est pas vide et admet les 
extrémités de (1 pour points d'épaisseur 'unilaté~ale 1. On prend 
pour E, . (1. un ensemble parfait, épais en soi; admettant les extrémités 

"i 

de a pour points de densité unilatérale 1, et tel que 
' et 
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en désignant par p.(A) la mesure d’un ensemble A, et par [(c)
la longueur de a.

e. Soient e,, e, deu.v sous-ensemblesparfaits non denses de (a….)
tels que e,,-< e, , et H une home'ammphie de'_(aoa,) sur (A,/\,) telle
que, sil’on pose E0: H(e,,), E, : H(e.), on ait

Eo'< En

.*]. étant (le plus épais en A“0l.
Soient d’autrespart (m, , m2 , . . ., m,,) n points de a,, a, (\l , , Nl, , . .. , M,.)

leurs transforméspar H. On suppose que tout M,— .s‘0t't valable pour .E,.
Si alors e_,_ est un sous-ensembleparfait de a,, a. tel que ,

80'< e_|_‘< eh

_z'l eæiste une lzome‘omorphieH' de a,,a| suerA, telle que

I° H'(m,)=M,— (l=l, 2, ..., n);
2° H’(e,—)= E,— (z=o, I); ’

3° sz l’on pose E,_—
H’<e-’,—’)

[’ememble
E%

sozt épais en set et tel que

Eo—< IE,-< E. ;
2

4° toutpoint M,— soit valable pour E,.

Construction de [’homéomorphzeT. Cas où tous les e, sont totalement
discontmus. — Pour ne pas compliquer l’exposé, nous allons faire
d’abord la démonstr‘ation dans le cas où chacun des e—,_._ est totalement
discontinu. Nous indiquerons plus loin les modifications qu’il faut
apporter au raisonnementpour passer au cas général.
‘,.SoibK une constante fixe > o.
— Première opèratzbn. — Soit H, une_homéomorphie de (a,a,) sur

(A,,A,) telle que, en posant E,, =—‘… H,(e—,£)

a. E, soit épais en soi;
’

' b., chacun des points A,) , A, soit valable pour E)“.

On désigne alOrs par a,_ un point de a,-a, qui divise ce segment dans
2 ' '—
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en • désignant par p.( A) la mesure d'un ensemble A, et par l( '1) 
_la longueur de r;. 

e. Soient e0 , e1 deux sous-ensembles parfaits non denses cl<! ( a0 fl1) 

tels que e0 -< e1 , et H une homéomo1'pltie de ( a 0 a 1 ) sur (A 0 A,) telle 
que, si l'on pose E 0 = H(e0 ), E1 = H(e,), on ait 

E, étant de plus épaù en soi. 
Soient d'aut1'es part(mi, m2 , ... _, m11) npoints de n 0 a, ( \(., ~1 2 , ... , M,,) 

leu1's transformés pa1' H. On mppose- que to,,t M; soit valable pour 1E1 • 

Si alors e1 est un sous-ensemblepa1fait de a0 a 1 tel que • 
2 

il existe une lwméomçJ1phie H' de a0 a I surA0 4 1 telle que 

1~ H1(m;)=M;(i=1, 2, ... , n); 
2° H'(e;) = E; (i= o, 1); 
3° si l'on pose E: = H' (e½)' l'ensemble E½ soit épais en soi et tel que 

Eo-< E1 -< E,; 
i 

4° tout point M; soit valable pour E, . • 
Constructi'bn de l' homéomo,phie T. C~s oti tous les e;., sont totalement 

discontinus. - Pour ne pas compliquer l'exposé, nous allons faire 
d'abord la démoni,tration dans le cas où chacun des e;., est totalement 
discontinu. Nous indiquerons plus loin les modifications qu'il faut 
apporter au raisonnement pour pa_sser au cas génêral. 
. , . Soii-K une constante fixe > o. 

- J!remiëre opération. - Soit H1 une ·homéomorphie de (lll 0 a1 ) sur 
( A9.A1) telle qµe, en posant EÀ, _:_ H, ( e;.,) 

a. E1. soit épais en soi; 
b. 1 chacun des points A0 , A1 soit val.able pour E;.,• 

. . . 
On désigne alôrs par a, un point de a0 a1 qui divise ce segment dans 

- 'E . -
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un rapport compris entre K et à—et tel que son homologueA‘}: H(a%)
soit valable pourT‘]—,_.

Dcu.m‘ènæ apéraù‘on. —— Considérons e,, :- On a, soit e,;< e,,,\soit
…—<r . Ces deux cas s’étudient de façon analogue; nous nous
placerons dans le 1" cas. :'

1311 vertu du lemme (c) précédent, il existe une homéomorphie H
de (ago,) sur (A,, A.) telle que, en posant Ex,= H,(e,£).

.° .\,—= H,(u,—) pour "= o,
"__. 1;

li,\= H,(e—,_.);

li...—< E.,; ‘ -

l*Ï-,_ soit épais en soi;
«. Chacun. des points A,— (i= o, ;. 1) soit valàble pour E—,_.

?
°°

‘\ .

On désigne alors par A1 un point de A,,A1 qui divise de segment

dans un rapport compris entre K et -' et qui soitvalable pour E et

l.—,_.On définit de même A} sur le segment A_A,. Puis l’on désigne

par 01 ,
a_Ë

les homologues de Al,
A%

dans l’homéomorphie H.
Opération d'ordre quelconque. — Supposons terminées les

n premières opérations : On a défini les points a,—, où ;
. a:=— (1=0,1,..., a"), /2” ’

rangés sur (a(,a.) dans le même ordre que les indices z rangés par
ordre de grandeur.

On suppose qu’il existe une homéomorphie H,; de (a,a,) sur
(A,A,) telle que

_

a. Pour tout j=1, 2, . . ., n, E,}_= H,,(e,}.) soit cépais en soi;
et Si Xj< >‘k, on ait ‘

Eli“< E—Àk‘

b. Chacun des points -A.—= H,,(a,-) soit valable pour chacundes
ensembles El,- (i= 1, 2, . . ., n).
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un rapport compris entre K el K el tel que son homologue A½= H( a¼) 
soit valable pour 0E;,, ' 

Deu.i:ièf1k• opération. - Considérons e>-, : On a, soit e>., -< e-A,,' soit 
,·,,-< ,-.,. Ces deux cas s'étudient de façon analogue; nous nous 
placerons dans le 1" cas. 

En vertu du lemme ( e) précédent, il existe une homéom_orphie H2 • 

de (a0 a 1) sur (A 0 A,) telle que, en posant I½,= H,(e1.): • 

a . . \i=H,(t1;)pouri=o, ,> 1; 

b. E,,= H 2 (e;,); 
c. E,,-< E;,; 
d. E;, soit épais en soi; 
,. . Chacun, des points A; ( i = o, .:. , 1) soit valable pour E;.,. 

On désigne alors par A, un point de A0 A1 qui divise ée segment 
l' ï 

dans un rapport compris entre K et i. el qui soit-valable pour EA, et 
E,,. On définit de même A, sur le segment A, A1 • Puis l'on désigne 

r 'î .... 

par a,, a 3 les homologues de A,, A, dans l'homéomorphie H 2 • 
i' T 4 T 

Opération d'ordre quelconque. Supposons terminées les 
n premières opérations : On a défini les points a;, où ,. 

,. 
rangés sur ( a0a1) dans le même ordre que les indices i rangés par 
ordre de grandeur. -

On suppose qu'il existe une homéomorphie Hn• de ( a 0 a 1 ) sur 
( A0 A 1) telle que • 

a. Pour tout j = 1, 2, ... , 11, E>.;= Hn(e>.;) soit •_épais en soi; 
et si Ài< Àh on ait 

b. Chacun des points ·A;= Hn( a;) soit valable pour chacun des 
ensembles E>., (j = ~, 2, ... , n ) .. 
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Considérons alors ">….- Le nombre X,… , ou bien s’intercale entre

deux termes de la suite des 71;(1‘=1, a, . . ., n) rangés par ordre de
grandeur, ou bien est supérieur ou inférieur à tous ces )\,-. Ces
trois cas s’étudient de façon ‘analogue. Supposons donc que nous
soyons dans le‘1" cas, et soient )., 7.’ (avec ). < 7.') les deux termes de
la suite qui encadrent >.,…. ’

On a donc .

e}.< €)., …< 61:-

En vertu du lemme (e), il existe une homéomorphie II,… de ”ou.
sur A“A, telle que, en posant E,__ ..—=Hn+1(01…)

a. A,-= H,,+,(ai) pour [=
55
“(a=o, 1, . . ., 2"):

b. E,\J_= Hn+1(6;_,) pourj= 1,,2, . . ., n;
c. E,,—<E,, pour 7.,—< “A,. etj, Ic=1, 2, . . ., (n+ 1);
d. E,… soit épais en soi; .

6. Chacun des points A soit valable pour E,_

Deux cas se présentent alors suivant que n est pair ou impair :

Si n est pair, on dé51gne par a.m+l [pour a: = o, l, . . ., (2"—1)|
‘ !”.—l

un point du segment (a, a,“) qui divisé ce segment dans un rapport
2" 28

compris entre K et Î1(_ et tel que son homologue A (m“) par H,… soit
:un ç-1

valable pour tout E—(j=,1 2, .. ., n+ 1);
81 n est impazr, on désigne par A((!.—“H)

(poura=o, 1, . ., (2"—1)]
OR+!\

 
on

un point du segment (Ag AM,) qui divise ce segmentdans un rapport

compris entre K “et %, et qui soit valable pour tout E,
[j=1121°°‘1(n+1)l

_

On désigne alors par a(,a+,) l’homologue de A(,'a+,) par H,….
zu+l gu+l  

Il est bon de remarquer ici que l’on convient toujours que deux points
'

et a sont identiques lorsque p.____27 ‘
a(tî’) (p) ,

q ?
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Considérons alors ei.,.,,• Le nombre À,. .. 1 , ou bien s'intercale entr<' 
deux termes de ltt suite des À1 (i = 1, 2, ... , 11) rangés par ordre de 
grandeur, ou bien est supérieur ou inférieur à tous ces À;. Ces 
trois cas s'étudient de façon ·analogue. Supposons donc que nous 
soyons dans le '1e• cas, et soient À, i.' ( avec À< i.') les deux termes de 
la suite qui encadrent ),,. . .-1. -

On a donc 

En vertu du lemme (e), il existe une homéomorphie JI,,_, de "o"• 
sur A0 A1 telle que, en posant E; ... ,= Hn+i(c;,.,,) 

I 

a. A;=H,.+1(a;)pourl·=;(oc=o, 1, ... , 2"); 

b. E;,;= Hn+t ( e;_) pour j = 1,.2, ... , n; 
c. E>-,-<Ei.1 pouri.i<A,,etj, k=1, 2, ... , (n+1); 
d. EÀn+• soit épais en soi; . 
e. èhacun des points ~; soit valable pour E, ... ,. 

Deux cas se présentent alors suivant que n est pair ou impair : 
Si n e,st pair, on désigne par a,2+ 1 l pour oc = o, 1, ... , ( 2" - 1) 1 

' 
un point du segment ( a~ a\:') qui divise ce segment dans un rapport 

compris entre K et K. et tel que sou homologue A('.~:.') par H,.~, soit 
valable pour tout Ei.; (j = 1, 2, ... , n + 1); 

Sin est impair, on désigne par A ,,œ+•) (pour oc= o, 1, ... , ( 2" - 1) j 
/ {,~ 

un point du segment ( A~ Aœ,-:;·•) qui divise ce segment dans un rapport 

compris en_tre K _et K, et qui soit valable pour tout E;_ 
[j=1, 2, ... , (n+1)]. 

On désigne _alors pa,r a('!~!.') l'homologue de A(:;::,') par Hn+t• 

Il est" bon de remarquer ici que l'on convient toujours que deux points 
• ' . . p. p' ' a(I!:.) et a(!!.) sont 1dent1ques lorsque - = ,· 

q' q . q q 
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Définition de T. '— Les opérations précédentes ‘définissent les
”points A,— et a,— pour tout indice [ qui soit une fraction dyadiq—ue
comprise entre 0 et 1.

Nous définirons ainsi T. On remarque que la correspondance
a,» A,— entre les points a,— et A,- des segments respectifs (a,,a,) et
(A,, A.) conserve l’ordre relatif de ces points. D’autre part, le choix
alterné des points a,— et \, et l’emploi de la constante K assurent que
les ensembles des points a,— et A,— soient partout denses respectivement «

sur(u,,a,) et A,, .»,.\
La correspondance (l,—+ A,— se prolonge donc par continuité en une

homéomorphie de (a,,a,) sur (A,, A,). Nous désigneroris cettel1oméomorpl1iepar T.
I‘:vpn‘étüs de T. — Pour toute fraction dyadique l', on a T(a,-)= A,.

Nous voulons montrer que pour tout entier n‘on a T(e,‘n)=E,”
Soit m un point de e, . Il est sur un segment de longueur arbitrairement
petite, ayant pour extrémités des points a,; par construction le
segment homologue ayant pour extrémités des points A,— contient des
points de E,_. Donc T(m) est bien un point de E,. "

De même”, si M est un point quelconque de”E, , on montrerait
que T '(M)€e,.

On a ddncbien ,

T(e,fl): E
\Par construction ou a

E;__ -< E'
1

I.”: dès que 7.,,,<7.,,a.

Soit alors 7. un nombre quelConque tel que -oé_l_4_ 1. Nous
poserons E,=T(c,). Nous voulons montrer quesi 04).<7J41,
on a

B).—< E).“ \ ‘

‘Soient X…, ).,,1 deux termes de la suite(À, , X, , . . .) tels que
‘ .

2. < ).…< ).,,g< l'.
{

€Nous savons que e, C e, C e,”C e,.
Comme E,-_—< E,_ , ceci entraîne bien que E,—< E,

Ceci démontrele tbéorè1‘ne dans le cas envisagé.
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D,:fimiio11 de T. • - Les opérations précédentes' définissent les • 
·points A; et a; pour tout indice i qui soit une fraction dyadique 
comprise cnlrt• o et 1. 

Nous définirons aiusi T : On remarque que la correspondanc~ 
A; entre les points a; et A; des segments respectifs ( a0 a,) et. 

(.\0 A,) conserve l'ordre relatif de ces points. D'autre part, le choix 
alterné des points a; e~ A; et l'emploi de la constante K assurent que 
les ensembles des points a; et A; soient partout denses respectivement . 
sur(a 0 a 1)etA 0 A.. ' 

La correspondance A; se prolonge donc par continuit~ en une 
homéomorphie de (a0 a,) sur (A 0 A,). Nous désignerons cette 
homéomorphie par T. • • • 

l'mprié1,:s de T. - Pour toute fraction dyadique i, o_n a T( a;)= A;. 
Nous voulons montrer que pour toat entier n·on a T(eÀ'J= E):,. : 
Soit m un point de e; .. • Il est sur un segment de longueur arbitrairement 
petite, ayant pour extrémités des points a,·; par construction le 
segment homologue ayant pour extrémités des pointt, A; contient des 
points de E;. .. Donc T(m) est bien un point de E) .• • 

De même, si M est un· point quelconque de -E, ... , on montrerait 
que T· 1(M)ee, .... 

On a donc bien 
' T(e,_,.) = E, .•. 

Par construction on a 
E; .• -< E; .• 

l , 
d~s que i.,., < l.11,·• 

Soit alors Î, un nombre quelconque tel qµe •O L. À L. l . Nous 
poserons E;.=T(t?).). Nous voulo·ns montrer queîsi oL.À<À'L-1, 

. ' -~ on a 

·soient );111 , ),11~ detix termes de la suiÏe "(ï..1 , À~, ..• ) tels que 

~- < i.11, < ï., .. < i!. • 

Nous savons que fJ-i. Ce;. .. , Ce;. .. , C eÀ,. 

- Comme ~-... ~< E;_,.1 , ~eci entraine .:t>ien qùe E,. -< E};•• 
, Ceci détnontre·le· th~or~me dans le ças eirvi~agè. 
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Cas où tous les e,, ne sont pas totalement dùcontinus. —- Les c,. ne
sont totalement discontinus que lorsque l’ensemble des .1: en lesquels

- g(æ)= 1 est partout dense sur (a,,a,). -

Dans le cas général il n’en est pas ainsi et nous sommes alors
arrêtés par le fait suivant : Soit p un sous—ensemble fermé du
segment (0-1), et H1 une homéomorphiede (a….) sur (A, A,).

Si P=H,(p), il peut arriver; que toute autre homéomorphie H,
de .(aoai) sur (A.,A,) telle que H,(p)= P soit forcément identique
à Hl sur un certain sous-ensemble parfait fixe I de p.

De tels ensembles p peuvent s’obtenir de la façon suivante : On part
d’un ensemble parfait totalement discontinu po; soient c,, c,, . . . ses
intervalles contigus; l’ensemble p est la réunion de p,, et de segments
disjoints deux à deux et disjoints de po, tels que pour tout n l’inter-
valle a,, contienne n de ces segments. C’est l’ensemble ,)0 qui sera ici
l’ensemble 1 en question ci-dessus.

Pour éviter cette difficulté, qui empêche les homéomorphies H,.
utilisées dans la démonstration d’avoir une souplesse suffisante, nous
allons associer de proche en proche à tout e—,‘_ non totalement discon-
tinu certains sous—ensembles parfaits totalement discontinus dont la
réunion sera partout dense sur c,“…

Pour tout 6… désignons par e',}. un ensemble parfait déduit de 7.,- en
y remplacant chaque composante connexe non réduite à un point par
un ensemble parfait totalement discontinu contenant les deux extré-
mités de cette composante connexe.

Puis désignons par ci,, o—Îi, . . . la suite, finie ou infinie, des
composantesconnexes de €,; non réduites a un point.

.

Première opératz‘àn. — Ori opérera comme dans le cas particulier
envisagé, mais en utilisant c',! au lieu de e,£. D’autre part on imposera
à l’homéomorphie_Hl ainsi qu’à toutes les H,, (n > 1) de transformer
les deux extrémités de °“i. en deux points fixes de A,A,, valables
pour E’,{: On continuera d’ailleurs à introduire les points a et A .

w.!— lvl—

Deùæiême opération. — Si par exemple e,;< e,£, on introduira un
ensèmble «:;1 totalement discontinu contenant e',_! et tel que ci,-< e",

On déterminera E{£ tel que Egg—< E;£.
Journ. de Math., tome XXVI. — Fasc. 2, 1947. 28
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Cas où tous les e,., ne sont pas totalement dùcontùws. - Les e>., ne 
sont totalement discontinus que lorsque l'ensemble des .r en lesquels 

• g(x) = 1 est partout dense sur ( a0 a,). 
Dans le cas général il n'en est pas ainsi et nous sommes alors 

arrêtés par le fait suivant : Soit p un sous-ensemble fermé du 
segment ( 0-1), et H1 une homéomorphie de ( a0 a 1) sur ( A0 A,). 

Si P = H, (p ), il peut arrive~ que t6ute autre homéomorphie H2 
de.( a0 a.) s~r ( A0 A1) telle que H2 (p) = P soit forcément identique 
à H. sur un certain sous-ensemble parfait fixe I de p. 

De tels ensembles p peuvent s'obtenir de la façon suivante: Ou part 
d'un ensemble parfait totalement discontinu p 0 ; soient 0-1 , cr 2, .•. ses 
intervalles contigus; l'ensemble p est la réunion de p 0 et de segments 
disjoints .deux à deux et disjoints de p 0 , tels que pour tout n l'inter-
valle an contienne n de ces segments. C'est l'ensemble p 0 qui sera ici 
l'ensemble I en question ci-dessus. 

PouT éviter cette difficulté, qui empêche les homéomorphies H,. 
utilisées dans la démonstration d'avoir une souplesse suffisante, nous 
allons associer de proche en proche à tout ei., non totalement discon-
tinu certains sous-ensembles parfaits totalement discontinus dont la 
réunion sera partout dense sure-,.,. 

Pour tout e,.,, désignons par e1, un ensemble parfait déduit de),; en 
y remplaçant chaque composante connexe non réduite à un point par 
un ensemble parfait totalement discontinu contenant les deux extré-
mités de cette composante connexe. 

Puis désignons par a{,, at, ... la suite, finie ou infinie, des 
composantes connexes de e,., non réduites a un point. 

' / 

Première opération. - On opérera comme dans le cas particulier 
envisagé, mais en utilisant e11 au lieu de e,.1 • D'autre part on imposera 
à l'homéomorphie. H1 ainsi qu'à toutes les Hn ( n > 1) de transformer 
les deux. extrémités de a{. en deux points fixes de A0 A., valables 
pour E11 • O:n continuera d'ailleurs à introduire les points a1 et A½' 

Deuxième opération. - Si par exemple e,., -< e>.,, on introduira un 
ensêmhle e;'.1 totalement discontinu contt:_nant e;., et tel que e;.,-< e;'.,. 

On déterminera Eï, tel que E;:, -< Eï,. 
Journ. de Math., tome XXVI. - Fasc. 2, 194i• 



212 c. cnoousr.
Et l’on imposera à H, ainsi qu’à toute H. (11 > a) de transformer les

extrémités de c{ et c{_ en des points fixes respectivement valables
pour E', et E'.

On continuera d’ailleurs à introduire les
points

a,, a, et leurs
homologues A,_,

A%.
De façon générale, à l’opération n, ou sera amené à introduirede

nouveaux ensembles e‘,'f’, e‘,'j”,. ., e‘,”__ et à imposer à l’homéo—
morphie H,. et à toutes les suivantes de transformer les extrémités
de a,“, c‘,‘j“’, .. ., a‘,‘_‘ en des points fixes de A.,A, respectivement
valables pour E',_, E',” . . . , E',_.

D’autre part, afin d’obtenir après un passage à la limite une
homéomorphie T non dégénérée, on continuera à introduire les
points a(g) et A(5)°

On vérifie ensuite que cette homéomorphie T est bien du type
cherché. Pour tout couple X,, , X,“, oùA <)… si l’on pose E, =T(e,__),
on doit avoir

E‘,fi-< E,_‘.

\Or si m est un point de e,_‘ intérieur a e,”, il est évident que
.“ |où M — T(m)] est un point d’épaisseur 1 pour E,. Sinon m est
un point de e',_ ; or, il existe un des ensembles e‘,'_‘_’ introduits au cours

.

de la construction, tel que E,fi—< E"f_î; le point T(m) est donc un
point d’épaisseur 1 pour Eâ'f_ï, et a fortiori pour E,_. On a donc bien :

E1.1—< Ex.;

2° g(æ) n’est pas bornée en module. — Soient «,
@ («<B) les

extrémités, finies ou infinies de l’ensemble connexe des valeurs prises
Par g‘(Œ)—

.
-

Si l’on continue à désigner par )t,, X,, une suite infinie' de
nombres partout denses sur l’intervalle (a, p) et tels que tout €,‘ soit '

parfait, rien n’est changé à la construction précédente. Désignons
par T l’homéomorphie obtenue par cette construction, et soit G(X)
la transformée de g(æ) par T.—

Si G(æ) est sommable, désignons par F(X) son intégrale indéfinie.
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Et l'on imposera à H1 ainsi qu'à toute H,. ( n >~)de transformer les 
extrémités de at et at en des points fixes respectivement valables 
pour E;., et E).,• • 

On continuera d'ailleurs à introduire les points a,, a1 et leurs 
T T 

homologues A,, A 3 • • 
• l' 

De façon générale, l'opération n, on sera amené à introduire de 
nouveaux ensembles e~7>, et-1), ... , ei:1_, et à imposer à l'homéo-
morphie Hn et à toutes les suivantes de transformer les extrémités 
<l .,., .,. 11 { 0 d • fi 0d A A • e '1,.,, al - , ... , a>-. en es pomts xes e O I respectivement 
valables pour E;.,, E;.,, ... , E;. .. 

D'autre part, afin d'obtenir après un passage à la limite une 
homéomorphie T non dégénérée, on continuera à introduire les 
points a(~) et A(.!)" . ,.. , .. 

On vérifie ensuite que celle homéomorphie T est bien du type 
cherché. Pour tout couple Àn,, Àn,, où À, <À2 , si l'on pose E>.;=T(e>.), 
on doit avoir 

Or si m est un point de e; .• , intérieur à e;.,.,, il est évident que 
\1 1 où M-T(m)] est un point d'épaisseur I pour E>-.,· Sinon m est 
un point de e'; .. ,; or, il existe un des ensembles ei:'. introduits au cours 
de la èonstruction, tel que E;..,-<Ei::; le point T(m) est donc un 
point d'épaisseur I pour Et:'., et a fortion·pour Ei .. ,• On a donc QÎen: 

E>. -<E>. . 
•• "1 

2° g(x) n'est pas bornée en module. - Soient «, ( « < ~) les 
extrémités, finies ou infinies de l'ensemble cennexe des valeurs pr-is.es 
par g(x). 

Si l'on continue à désigner par À., À. 2 , ••• une suite infinie de 
nombres partout denses sur l'intervalle ( «,~)et tels que tout el; soit • 
parfait, rien n'est changé à la construction précédente. Désignons 
par T l'homéomorphie obtenue par cette construction, et soit G(X) 
la transformée de g( x) par T; 

Si G(x) est sommable, désignons par F(X) son intégrale indéfinie. 
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0

a. Si g(æ) est bornée supérieurement, il en est de même de G(X)
et il résulte du théorème 24 que F(X) est la primitive de G(X).

Dans le cas où g(x) est bornée supérieurement, le théorème sera
donc démontré si nous pouvons construire T telle que 60€) soit
sommable. Pour celà, opérons ainsi :

Soit X…, X,“, . . . une sous—suite de la suite des “A,—, où ).… »» —oo en
décroissant lorsque i —+ oo . Désignons par zx,“ la mesure de E—,_ .

, . . . '1 -Il est ev1dent que 81 la série Z y.".
| An…] est convergente, la

!
fonction G(X) sera sommable.

Or, la latitude laissée dans la construction de T au choix
des EM rend ceci toujours réalisable puisque l’ensemble E__, est
un ensemble fermé, qui est par hypothèse totalement discontinu.
On pourra même se donner a priori, une fois la suite des “A,“ choisie,
la suite décroissante pc,“, p,,æ, . . . assujettie à la seule condition que la
série ci—dessus converge. -'

b. Si g(æ) n’est pas bornée supédieurement, une double difficulté
se présente : d’une part rendre G(X) sommable (cette restriction

'

n’est pas nécessaire en principe, mais simplifie la démonstration),
d’autre part, faire en sorte que la dérivée de F(a:) soit identique
à G(x).

Nous continuerons comme dans le cas (a) à choisir une suite )…

tendant vers — co et nous imposerons aux
El-.—

la condition

2 P‘"il)‘nil <œ°
!

Soit maintenant X',,£, 7\Ç,_J, . . . une sous-suite de la suite des 7…—, telle que,
pour tout l', on ait

\ i<).'…< i+1.

Nous imposerons aux EM la condition suivante : Pour tout i,
\ si a désigne un intervalle quelconque contigu à EM.) de longueur [(n),
l’épaisseur moyenne de EM… sur ‘a est supérieure à [1—l(a)].
La possibilité d’un tel choix résulte de la latitude laissée dans la

APPLICATION DES PROPRIÉT~;s DESCIHPTIVES. 21 J • a. Si g(x) est bornée supérieurement, il en est de même de G(X) 
et il résulte du théorème 24 que F(X) est la primitive de G (X). 

Dans le cas où g( x) est bornée supérieurement, le théorème sera 
donc démontré si nous pouvons construire T telle que G (X) i-oit 
sommable. Pour celà, opérons ainsi : 

Soit Àn,, Àn,, ... une sous-suite de la suite des i,;, où ),n, - oo eu 
décroissant lorsque i oo. Désignons par P.n, la mesure de E;.,. 

Il est évident que si la série I p.,,, 1 i.,,,., 1 csl convergente, la 
1 

fonction G(X) sera sommable. 
Or, la latitude laissée dans la construction de T au choix 

des E>-, rend ceci toujours réalisable puisque l'ensemble E,_. 1 est 
un ensemble fermé, qui est par hypothèse totalement discontinu. 
On pourra même se donner a pn·on·, une fois la suite des Àn, choisie, 
la suite décroissante P.n,, p.,,,, ... assujettie à la seule condition que la 
série ci-dessus converge. • 

I b. Si g(x) n'est pas bornée supérieurement, une double difficulté 
se présente : d'une part rendre G(X) sommable ( celle restriction 
n'est pas nécessaire en principe, mais simplifie la démonstration), 
d'autre part, faire en sorte que la dérivée de F( x) soit identique 
à G(x). 

Nous continuerons comme dans le cas (a) à choisir uue suite À,, 
tendant vers - oo et nous imposerons aux EÀ., la condition 

Soit maintenant À~,, À;,,, ... une sous-suite de la suite des ),;, telle que, 
pour tout i, on ait 

' i < À~,< i + 1. 

Nous imposerons aux EÀ:,, la condition suivante : Pour tout i, 
· si a désigne un intervalle quelconque contigu à~:.., de longueur/( a), 
l'épaisseur moyenne de EÀ~+• sur ·a est supérieure à [ 1 - l( a)]. 
La possibilité d'un tel choix résulte de la latitude laissée dans ~a 
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construction de T au choix des E,, et au fait que par hypothèse

U e,_,__ est partout dense sur (a,a.).
l I

La démonstration du fait que G(X) est alors sommable et iden—
tique à la dérivée de son intégrale indéfinie peut être calquée sur une
démonstration que nous donnerons en détail pour le théorème 26.
Nous renvoyons à cette démonstration.

55. Cousrnucrmu céuàaxu: nas roucr1ous ntmvéus sem—communs
comtes au uonuu—z. — Les méthodes utilisées dans la démonstration
précédente permettent la construction générale des fonctions dérivées
semi—continueset bornées en module. '

Plus précisément, cherchons à construire les fonctions dérivéesg(_x)
semi—continues inférieurement, définies sur le segment (0—1) et dont
l’ensembledes valeurs a pour extrémités o et 1 .

Désignons par )… ‘A,, une suite infinie de nombres distincts
partout dense sur (0—1) et différents de_o et 1 .

_

Désignons par En un vrai sous—ensemble fermé de mesure positive
du segment (0—1).

De façon générale, supposons définis les vrais sous—ensembles
fermés E… .. ., E,_ du segment (0—1), tous de mesure positive, et
satisfaisant à la relation E,;< E,], dès que ).,-< X,—.

Nous pouvons alors définir E,… :

Lorsque X,… est compris entre deux termes de la suite des ).,—(i=,1 2, . ., n) rangés par ordre de grandeur, soient X, 7.’ ces deux
termes. On désigne alors par E,+, un

ensemble
fermé quelconque

tel que E-< E,…—< E,.
Sinon, soit } (resp. X’) le plus petit (resp. le plus grand) des lt,—

(i=1, 2, . . ., n).
Si 7.,…<)., on désigne par E,… un ensemble fermé quelconque

de mesure positive tel que Ei…'<E,. Si ).,…> 71’ , on désigne
par E,… un vrai sous—ensemble fermé de ( o — 1) tel que Ex.—< E,_,fl.

La possibilité de trouver de tels ensembles E,… est assurée par le
lemme (d). .

Il résulte de cette construction que pour tout couple O.,… l,“) de
termes de la suite (X., X,, . . .) tel que ).m<)tna, on a E,_£J< E,fi.

G, CROQUET, 
• construction de T au choix des E>., et au fait que par hypothèse 

U el~, est partout dense sur ( a 0 a1 ). 
I 

La démonstration du fait que G(X) est alors sommable et iden-
tique à la dérivée de son intégrale indéfinie peut être calquée sur une 
démonstration que nous donnerons en détail pour le théorème 26. 
Nous renvoyons à cette démonstration. 

33. CONSTRUCTION GÉNÉRALE DES FONCTIONS DÉRIVÉES SEMI-CONTINUES 

BORNtES EN MODULE. - Les méthodes utilisées dans la démonstration 
précédente permettent la construction générale des fonctions dérivées 
semi-continues et bornées en module. 

Plus préoisément, cherchons à construire les fonctions dérivées g(z) 
semi-continues inférieurement, définies sur le segment ( 0-1) et dont 
l'ensemble des valeurs a pour e;xtrémités o et 1. 

Désignons par À., Àu . . . une suite infinie de nombres distincts 
partout dense sur ( 0-1) èL. différents de _o et 1. 

Désignons par E;., un vrai sous-ensemqle fermé de mesure positive 
du segment(o-1). 

De façon générale, supposons définis les vrais sou~-ensembles 
fermés EÀ,, ... , ~- du segment ( 0-1 ), tous de mesure· positive, et 
satisfaisant à la relation EÀ,-< EÀi dès que Ài< Ài. 

Nous pouvons alors définir E) .• +i : 

Lorsque Àn+t est compris entre deux termes de la suite des À; 
( i = 1, 2, ... , n) rangés par ordre de grandeur, soient À, À' ces deux 
termes. On désigne alors par EÀ.+, un ensemble fermé queh:onque 
tel que E;.-< ~-+1-< EÀ .. 

Sinon, soit À (resp. À') le plus petit (resp. le plus grand) des Ài •• 
(i=1,2, ... ,n). 

Si Àn+t < À, on désigne par E;..+, un ensemble fermé quelconque 
de mesure positive tel que EÀ.+, -< E>., Si Àn+t >À', on désigne 
par . .;, un vrai sous-ensemble fermé de ( o - 1) tel que ~--< E>-.+,. 

La possibilité de trouver de tels ensembles E>..+1 est assurée par le 
lemme (d). 

Il résulte de cette construction que pour tout couple (Àn,, À,._) de 
termes de la suite ( À., Ài, ... ) tel que Àn, < Àn,, on a ~./< E.,..,. , 
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‘Pour tout nombre X tel que oél<1, on pose &*=nEM (t)
et pourl=1, on pose ëx=i(0—1). _

'-.<A

Pour tout couple <)“, 7") tel que °é7l < X', on a alors

51-< 6‘,_.

Pour tout æe(o, 1), on désigne alors par g(…c) le plus petit des
nombres ). tels que æe $;.

En vertu du théorème 2—4, la fonction g(æ) semi—continue inférieu—
rement et bornée en module est alors une fonction dérivée.

Remarque. — On peut de la même façon construire toutes les
fonctions dérivées semi—continues inférieurementet bornées supérieu-
rement. Seùlement, une fois définis les ensembles &, il faudra
vérifier si la fonction g(x) correspondante est sommable.
I

56. INTEBPRÉTA'I‘ION ctonérmous DE LA sum-communs D’UNE FONCTION

DÉmvÉs. — Soit y = F(as) une fonction continue sur (0 — 1), et douée
d’une dérivée g(æ). Posons, pour tout x

g(æ)=lim supg(æ’) et g(x)=liminfg(af).
æ’—>æ _— .r’—>æ

Soit 7 la courbe représentative de la fonction y=F(æ). Le
contingent de Y au point M d’abscisse x est la droite de pente g(x).

Le paratingent de y en M se compose de toutes les droites passant
par M et de pentep telle que g(_æèépéêÎvÎ.

En effet, il est immédiat que toute telle droite fait partie du
paratingent en M, à cause de la semi—continuité supérieure d’inclusion
du paratingent.

Et inversement, si A estiune droite de pente p de ce paratingent,
il existe pour tout s des points M’, M” de y arbitrairement voisins
de M et tels que l’angle (Afiiä”) ne dépasse pas s. /\

D’après le théorème des accroissements finis, il existe sur M’M”
un point M'” en lequel la tangente à y est parallèle à M’ M” . 
'('1) En généralê;,_;£E;fl. On pourrait d’ailleurs choisir les E,… de façon

‘a réaliser l’égalité 6,_= EA” pour tout n.
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,Pour tout nombre À tel que o L. À< 1, on pose &-i. = n E,.. ( 1) 
et pour À = 1, on pose ' ( o - 1 ). . 

i.,.....,:i. 

Pour tout couple(),, -À') tel que oL.À < À', on a alors 

Pour tout .x e ( o, 1 ), on désigne alors par g( ..c) le plus petit des 
nombres À tels que .xe~. 

En vertu du théorème 24, la fonction g( .x) semi-continue inférieu-
rement et bornée en module est alors une fonction dérivée. 

Remarque. - On peut de la même façon construire toutes les 
fonctions dérivées semi-continues inférieurement et bornées supériru-
rement. Seulement, une fois définis les ensembles &;_, il faudra 
vérifier si 1~ fonction g( x) correspondante est sommable. , 

36. INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DE LA SEMI-CONTINUITÉ D'UNE FONCTION 
DÉRIVÉ~. - Soit y= F( x) une fonction continue sur ( o - 1 ), et douée 
d'une dérivée g( .x ). Posons, pour tout .x 

g(:c) = lim sup g(:c') et g(:c) = lim inf g(x' ). 
--

Soit y la courbe représentative de la fonction y= F( x ). Le 
contingent de y au point M d'abscisse x est la droite de pente g( :z: ). 

Le paratingent de y en M se compose de toutes les droites passant 
par Met de pente p telle que g(.x)L.pL.g(.x). 

En effet, il est immédiat que toute telle droite fait pariie du 
paratingent en M, à cause de la semi-continuité supérieure d'inclusion 
·au paratingent. 

Et inversement, si 4 est- une droite de pente p de ce paratingent, 
il existe pour tout E des points M', M" de y arbitrairement voisins 
de M et tels que l'angle (~11) ne dépasse pas E. 

-----. D'après le théprème des accroissements finjs, il existe sur M'M" 
un point M"' en lequel la tangente à y ést parallèle à M' M" . 

• (1) En gén_éral &'),,.~ E>.,.• On pourrait d'ailleurs choisir les E"• de façon. 
à réaliser l'égalité &1..= E,.,. pour tout n. 
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On a donc bien __ _

é_’__(@éPé&($)-

Comme g(æ) est ponctuelldment discontinue, cette interprétation
montre en particulier que les points de Y en lesquels le paratingent
de Y est réduit à une seule droite forment tout un résiduel de Y (qui
peut d’ailleurs être de mesure linéaire nulle, comme nous le montrera
incidemment le théorème 26). Le théorème 21 est donc vérifié dans
ce cas particulier.

Lorsque g(æ) est semi—continue inférieurement, on a g_(__x)=g(æ);
donc le paratingent de Y constitue en tout point M de y un___—angle, de
mesure éventuellementnulle, dont la droite de plus petite pente est
la tangente à 7.

Cette propriété géométrique caractérise évidemment les fonc—

tions F(æ) à dérivée semi—continueinférieurement.
—

57. CARACTÉRISA‘I‘ION DE L’ENSEMBLE nas POINTS EN LESQUELS UNE FONCTION

ntn1vàa nsr lNl-‘INIB. — Tnàonùun 26. — La condition nécessaire et sufiî-
sante pour qu’un sous—ensemble E du segment (0—1) soit identique
à l'ensemble des points en lesquels une fonction dérivée prend la
valeur + ce, est que F sait un G; de mesure linéaire nulle.

Bien plus, pour tout sous—ensemble Edu segment (0—1), qui sozt
un G; de mesure linéaire nulle, il existe une fonction F(_æ) absolument
continue et croissante sur le segment(o—1),douée d’unedérivée g(x)> o ,

semi—continue inférieureinentet telle que :

a. L’ensemble despoints a: en lesquelsg(æ)=+ de soit identique à E;
b. L’ensemble des points en lesquels g(æ) est continue soit identique

à F + C(Ë).
Dàuonsrnuuou. — La condition est nécessaire. — En effet, d’une part

E est un G0 puisqueg(æ) est une fonction de 1“ classe.
. D’autre part E a une mesure linéaire nulle parce que E est contenu
dans la projection sur æ’æ de l’ensemble des points en lesquels la
courbe représentative de y: F(æ) a une tangente_ perpendicu-
laire à …: (f). - '

(‘) Voir Room [1], théorème3.

:uô G. CROQUET, 

On a donc bien 
g(x) L.p L.g(x). 

Comme g(:,;) est ponctuelltlment • discontinue, cette interprétation 
montre en particulier que les points de y en ·lesquels le paratingent 
de I est réduit à une seule droite forment tout un résiduel de î ( qui 
peut d'ailleurs être de mesure linéaire nulle, comme nous le montre:ra 
incidemment le théorème 26 ). Le théorème 2t est donc vérifié dans 
ce cas particulier. 

Lorsque g(:,;) est semi-continue inférieurement, on a g(:,;) = g(:,; ); 
donc le paratingent de î constitÙe en tout point M de î un angle, de 
mesure éventuellement nulle, dont la droite de plus petite' pente est 
la tangente· à î. 

Cette propriété géométrique caractérise évidemment les fonc-
tions F( x) à dérivée semi-continue inférieurement. 

37. C1ucTtRISA.TION DE L'ENSEMBLE DES POINTS EN Ll9QUELS UNE FONCTION 
DtRIVÉE EST INFINIE, - TetoRtllE 26. - La condilion nécessaire et suffi-
sante pour qu'un sous-ensemble E du segment ( 0-1) soit identique 
à l'ensemble des points en lesquels une fonction dérfrée prlmd la 
,,a leur+ ac, est que. E soit un Ga de mesure linéaire nulle. 

Bien plus, pour tout sous-ensemble E, du segment (0-1), qui _soit 
11n G, de mesure linéaire nulle, il e:i:iste une fonction F( x) absolument 
continue et croissante sur le segment ( 0-1 ), douée d'une dén'"•ée g(:,:) > o, 
semi"-continue in/ érieurement et telle que : 

a. 11 ensemble des points :,; en lesquels g(:,;) = + cio soit identique à E; 
b. L'ensemble ~es points en lesquels g(:,;) est continue soit identique 

àE+C(E). 
DuoNSTUTION. - lA condition est nécessaire. - En effet, d'une part 

E est un Ga puisque g( x) est une fonction de 1 .. classe. 
, D'autre part E a une mesure linéaire nulle parce que E est contenu 
dans la projection sur x' :z: de l'ensemble des points eu lesquels 1~ 
courbe représentative de y= F( œ) a une _tangente_ perpendicu-
laire à x' œ ('). • • 

(') Voir Roon [I], théorème 3, 
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La condz‘tz‘oh est suflîmnte. — Soit E un G.; de mesure nulle du

segment (0—1).
Posons F =(o—1)— E. L’ensemble F est un F,, qui a l’épaisseur 1

en tout point de (0—1). ‘

Posons F=U F,— (z'=o, 1, 2, . . .), où les 1“,- sont des ensembles
!

fermés.

a. Nous allons montrer que l’on a aussi F= UFÂ(i= o, 1, z, . . .),
I

ou :

1° Tout F; est un ensemble parfait de mesure positive;
2° Si i,< l',, on a

L-< ":.;

3° Si a est un intervalle quelconque contigu à-FÇ, de longueurl(a),
on a, en désignant par 8(a) l’épaisseur moyenne de F:,” sur_o

ô(a)i> 1 — l(a).

La construction des F
::

est basée sur la remarque évidentesuivante :

Sur tout sous—intervalle a de (0—1) il existe un sous—ensemble parfait '

de F, d’épaisseur moyenne >1—l(o), et admettant les extrémités
de a comme points d’épaisseur unilatérale 1 . Un tel ensemble parfait
sera désigné parp(a). '

_ Qésignons alors par F0 un sous-ensembleparfait obtenu en plaçant
dans chaque intervalle o contigu à F ., un sous—ensemble p(a).
L’ensemble F:, est la réunion de F., et de ces p(a).

De façon générale, si Fg, . . . , F‘, sont déjà définis, on désigne
par F:… la réunion de l’ensemble F,…+ (FÇ,+. . .+ F:.) et desp(a)
construits sur chacun de ses intervalles contigus.

On a évidemment

F=UFÇ- (i=o,1,….)
!

et l’on vérifie aisément que les trois conditions imposées ci-dessus
aux F; sont bien vérifiées.

.
b. A partir de la suite des F} on peut définir pour tout nombre

X 30 un sous—ensemblefermé da de (0—1) tel que :
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La condiiio'ft est suffisante. - Soit E un GI) de mesure nulle du 
segment ( 0-1 ). 

Posons F = ( 0-1) - E. L.'ensemble Fest un F0 qui a l'épaisseur 1 
en tout point d~ ( 0-1 ). 

Posons F = U F; ( i = o, 1, 2, ... ), où les F; sont des ensembles 
1 

fermés. 

a. Nous allons montrer que l'on a aussi F= UF;,(i= o, 1, :l, ... ), 

où: 
1° Tout F; est un ensemble parfait de mesure positive; 
2° Si i1 < i2, on a 

3° Si cr est .un intervalle quelconque contigu à-F;, de longueur/( a), 
on a, en désignant par o( cr) l'épaisseur moyenne de F;,, sur,11 

o(a-i> 1 - t(a-). 

La construction des F; est basée sur la remarque évidente suivante: 
Sur tout sous-intervalle cr de ( 0-1) il exi5te un sous-ensemble parfait 
de F, d'épaisseur moyenne > 1 -/( a), et admettant les extrémités 
de cr comme points d'épaisseur unilatérale 1. Un tel ensemble parfait 
sera désigné par p( a). 

_ ~ésignons· alors par F:i un sous-ensemble parfait obtenu en plaçant 
dans chaque intervalle a contigu à F 0 un sous-ensemble p( a). 
L'ensemble F0 est la réunion de F 0 et de ces p( cr). 

De façon générale, si F 0 , ••• , Fn sont déjà définis, on désigne 
par F~+l la réunion de l'ensemble F n+t + ( F:i + ... + F~) et des p (a_) 
construits sur chacun de ses intervalles contigus. 

On a évidemment 
(i=o, 1, ... ) 

et l'on vérifie aisément que les trois conditions imposées ci-dessus 
aux F; sont bien vérifiées. 

• • b. A partir de la suite des F; on peut définir pour tout nombre 
À:::::::,,. o un solls-ensemble fermé tl¾ de ( 0-1) tel que : 
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1° Pour tout %> 0, on ait '
1®h::lr‘VÙ1;l>A,

2° Si 0 _£—A‘ < )\3, on ait (b)“—< (I))“;

3° (b,=FQ lorsque X est égal\à un entier non négatif i. Ceci
entraîne que ,

li::‘g£dh.

La construction (Il; est immédiate en utilisant le lemme (d) du
paragraphe 54. Montrons par exemple comment on peut ,définir ®;
pour 0 _4_' 7. < 1 .

L’ensemble F'1 est défini à partir de F0 et F1 comme l’indique le

lemme (d) \

On définit ensuite F', à partir de F'0 et F',, et
F'%

à partir de F'_ et

l‘", .La même méthode permet, de proche en proche, de définir F'
pour tout nombre rationnel dyadique « compris entre 0 et 1 .

Pour tout 1 tel que oéX<1, on pose alors *la: n FI,. On a
X<a<1

tou'ours F cd> mais si l’on ne renait aucune récaution il ourraito 09 ) P
se faire que F,, ;£<I>,. Pour réaliser l’égalité F},=£D,, il suffit, dans
la construction des F(

,
)

d’opérer ainsi : .
Soit (o., g,, . . .) la suite des intervalles contigus à F'0 On choisit,

pour tout n,
F'(

,
)

tel que sur chacun des nintervalles(o. , a, , . . ., on),
2__

.

F'(_, )
n’ait pas de points sur le sous-intervalle de cr,— (i: 1 , 2, . . . , n)

concentriqueà cr,— et déduitde a,—parune homothétie de rapport (1 —
%) -l

Pour tout 7t tel que 1°_4_X_4_(i+1), où l' est un entier èô,
on définit de la mêmeŒaçon l’ensemble (Il, cherché. \

0. On peut maintenant construire la fonction croissante F(æ) :

Poui tout xe E, posons g(æ):+ oo.

Pour tout æe F, posons g(æ): le plus petit X tel que æedh.
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1 ° Pour tout À0 > o, on ait 

.).,= " •• ; 
À>A, 

2° Si o. ,...,,, 1 < i,,, on ait cl>,,-< cl>).,; 
3° «I>). = F; lorsque À est égal , à un entier 

entraine que 
non négatif i. Ceci 

La construction 4>). est immédiate en utilisant le lemme ( d) du 
paragraphe 34. Montrons par exemple comment on peut ,définir 4>). 
pour o Li,< 1. 

L'ensemble ~....,, est défini à partir de F0 et ~""1 comme l'indique le 
• lemme (d). 

On définit ensuite F, à partir de F0 et F 1 , et F 3 à partir de F', et 
T "J T • 

F',. La même méthode permet, de proche en proche, de définir Fa. 
pour tout nombre rationnel dyadique a compris entre o et 1. 

Pour tout À tel que o LÀ< 1, on pose alors 4>. = {) F~. On a 
•<a.<t 

toujours F 0 cc1>0 , mais si l'on ne prenait aucune précaution, il pourrait 
se faire que F

0 
4>

0
• Pour réaliser l'égalité F

0 
= «1>

0
, il suffit, dans 

la construction des F(;.) d'opérer ainsi: • 

Soit ( a1, ,;2 , ••• ) la suite des intervalles contigus à F'0 • On choisit, 
pour tout n, FU.) tel que sur ch~cun des nintervalles( a0 a 2 , ••• , an), 

n'ait pas de points sur le sous-intervalle de ai ( i= 1, 2, ... , n) 

concentrique à a;etdéduitde a;parune homothétie de rapport ( 1 - ~)-

Pour tout À tel que i LÀ L( i + 1 ), où i est un entier o, 
on définit de la même..façon l'ensemble «I>). cherché. 

c. On peut maintenant construire la fonction croisi,ante F(x): 
Pou# tout x e E, posons g( x) = + 00. 

Pour tout xeF, posons g(x) = le plus petit À tel que xe«I> •. 
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La fonction g(w) est semi—continue inférieurement à cause de la
propriété (1 ) des (Il, indiquée ci—dessus.

Nous allons voir que g(_æ) est une fonction sommable et que son
intégrale est une primitive deg(æ).

Soit m,— la mesure linéaire de [(o—1)—d>;] (I': I, 2, . . .). On a,
à cause du choix des Fg,

ml+i < mi”,-

Donc, si l’on pose m,, = 0, on a

m,éO"" (i=I,2,….).
. ' . " ' n° _$I.I des1gne lmtegrale au sens large de ,,(æ) sur (I) I), on.a

endemment
I<(1—m0+2(m,— mg)+3(mg—m3)+….+(p+1)|m,,— m,,+;J—+

donc I< I + 202+ 36‘+. . .+(p + 1)6*”H

Comme la suite du second nombre est convergente, g(æ) est bien
sommab‘le. ,

' Soit F(a:) une intégrale indéfinie de g(æ); c’est une fonclion abso- :

lument continue et non décroissante. \
Montrons que, pour tout w., , elle a une dérivée égale à g(_a:0 ).
Lorsque cv., & E, cela résulte de ce que g(x) est continue en æ.,.
Lorsque av., € F, posons g(æ,) = X,. Ce nombre 7.0 est fini. A cause

de la semi-continuité de g(_æ), tout nombre dérivé de F(æ) en x,,
est à )….

Pour tout X > )… , (I), a l’épaisseur I en x,.
Soit par exempleau > œ… Posons a—_ (a: — cv,) et (I —— 0)—_ épaisseur

moyenne de (I), sur (wow); et soit un le plus petit entier > X.
On montre comme on l’a fait ci-dessus pour [ que
F(æ) _ F(æ,)_4at+ n°00 + (n,+ :) (00)’+. . .+(n,+ i) (a0)=‘+

d’où
_F(æ) — F ( cc.) él+n,0+aS.

Or, S est la somme d’une série convergente qui tend vers une limite
finie (n.,+ I)‘0’ lorsque a = (a: — «:o)—> 0.

Comme 0 —> 0 lorsque 5 —> 0, on voit que” tout nombre dérivé
Jo‘urri. de Math., tome XXVI. — Faso. 2, 1947. 29 ‘
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La fonction g( x) est semi-continue inférieurement à cause de I a 
propriété ( 1) des '1>À indiquée ci-dessus. 

Nous allons voir que g(x) est une fonction sommable et que son 
intégrale est une primitive de.g(x). 

Soit m; la mesure linéaire de [(0-1)-'1>;] (i=1, 2, ... ). On a, 
à cause du choix des F;, 

Donc, si l'on pose m 0 = 0, on a 
m,L.. fj(t'l 

Si I désigne l'intégrale au sens large de g( x) sur ( o - 1 ), on I a 
évidemment 
l<(1-mi)+2(m1 -m2 )+3(m!-m3)+ ... +(p+1) ... 

donc 
I < 1 + 2 02 + 3 8' + ... + (p + 1) f.J(!/') + .... 

Comme la suite du second nombre est convergente, g( x) est bien 
sommab1e. 
' Soit F(x) une intégr~le indéfinie de g(x); c'est une fonc\ion abso- = 

lument continue et non décroissante. 
Montrons que, ·pour tout x 0, elle a une dérivée égale à g(x0 ). 
Lorsque x 0 e E, cela résulte de ce que g( x) est continue en x 11 • 

Lorsque x 0 E F, posons g( x 0 ) = À0 • Ce nombre i, 11 est fini. A cause 
de semi-continuité de g( x ), tout nombre dérivé de F( x) en x 0 

est::::::,. Ào, 
Pour tout À> À0 , a l'épaisseur I en Xo, 
Soit par e,xemple x > x 0 • Posons a= (x - x 0 ) et ( 1 - 6) = épaisseur 

moyenne de (J>À sur ( x 0 x); et soit n0 le plus petit entier > À. 
On montre comme on l'a fait ci-dessus pour I que 
F(.x)- F(.x0)L..uÀ + n0 u6 + (n0+1) {u6)1+ ... +(no+ i) (uO)!'+ ... 

d'où 
F(x) - F(xn) ..... 8 S -----=r,.+n0 +u . 

X-.X0 

Or, S est la somme d'une série convergente qui tend vers une limite 
finie (no+ 1)'6i lorsque a= (x- o. 

Comme 8 o · lorsqu~ a o, o~ voit que· tout nombre dérivé 
Jciurn. de Math., tome XXVI. - Fasc. 2, 1947. 29 
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de F(x) en x., est borné supérieurement par X. Comme un tel nombre
dérivé est borné inférieurement par ?… et que (7\ — X,) est arbitrai—
rement petit, il est unique et égal à l…: g(xo).

La fin du théorème se démontre aisément.
fin tout point de l],g(x) est évidemment continue.

En tout point x, de ;(Ë — E), g(x) est discontinue puisque g(x,)
est finie et que x,, est point d’accumulation de points de E en
lesquels g(x):+ co.

1 g(x) n’est pas continue en tout point de [(o— 1)—Ë], on
remplace aisément g(x) par une fonction dérivée g,(x) égale à g(x)
en tout point de Ë et qui est continue sur [(0— 1)— É]. Pour cela,

_ ‘ __
_ A

désign0n5 par a un intervalle quelconque cont1gu a E; 501t AB l’arc
représentatifde la fonction F(x) sur c, et soit 1 le milieu de AB.

Pour tout nombre e>o, on construit aisément deux arcs AI,
IB tangents en la AB, à tangente continue, admettant respectivementA
en A et B les mêmes tangentes que AB, tels que la tangente à

l’arc Âî —fi‘— ÏB en chacun de ses points intérieurs ait une pente finie,
positive, et comprise, à a près, entre les valeurs extrêmes prises par
ces pentes en A, [, B. Nous imposerons par exemple a = [(O-).

Nous désignerons par F2(x) la fonction égale à F(x) en tout
point de È, et déterminée sur C(Ë) par ses arcs représentatifs de la
forme AI + IB construits ci—dessus.

Il est immédiat que la dérivée g,,(x) de F,(x) est partout définie,
qu’elle est semi—continue supérieurement et égale à g(x) sur E, et
qu’elle est continue en tout point de E+C(Ë) et en ces points
seulement. Si elle n’est pas partout positive, on la rend telle par
l’addition d’une constante (1 par exemple).

Le théorème est donc entièrement démontré.

58. ETUDE DE L’ENSEMBLE 11135 pomrs EN LESQUELS UNE FONCTION DÉRIVÉE
PREND UNE VALEUR mur-: DONNÈE. — On pourrait montrer, par la méthode
utilisée pour le théorème précédent, que tout G.; de mesure nulle peut
être identifié à l’ensemble des points en lesquels une fdnction dérivée
prend une valeur finie donnée.
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de F( x) en x 0 est borné supérieurement par À. Comme un tel nombre 
dérivé est borné inférieurement par Ào et que (À - Ào) est arbitrai-
rement petit, il est unique et égal à Ào = g( Xo ). 

La lin du théorème se démontre aisément. 
En tout point de E. g( x) est évidemment continue. 
En tout point x 0 de:( E - E ), g( x) est discontinue puisque g( x 0 ) 

est finie et que .r0 est point d'accumulation de points de E en 
lesquels g(.r) = + oo. 

~i µ-( .r) n'est pas continue en tout point de [ ( o - 1 )- E], Qn 
rt>mplace aisément g(x) par une fonction dérivée g 2 (x) égale à g(x) 
!'Il tout point de Ë et qui est continue sur [( o- 1 )- E]. Pour cela, 

- r--. 
désignons par a un intervalle quelconque contigu à E; soit AB l'arc 
représentatif de la fonction F( x) sur a, et soit Ile milieu de AB. 

Pour tout nombre E > o, on construit aisément deux arcs AÏ, 
fü tangents en l à AB, à tangente continue, admettant respectivement 

,,......._ 
en A et B les mêmes tangentes que AB, tels que la t~ngente à 
l'arc Âl + IB en chacun de ses po-ïnts intérieurs ait une pente finie, 
positive, el comprise, à E près, entre les valeurs extrêmes prises par 
ces pentes en A, r, B. Nous imposerons par exemple E = l( a-). 

Nous désignerons par F2 (x) la fonction égale à F(x) en tout 
point de E, et déterminée sur C(E) par ses arcs représentaîifs de la 
forme ÂI + IB construits ci-dessus. 

' Il est immédiat que la dérivée g 2 (x) de F 2 (x) est partout définie, 
qu'elle est semi-continue supérieurement et égale à g( x) sur E, et 
qu'elle est co~tinue en tout point de E + C(E) et oo. ces points 
seulement. Si elle n'est pas partout positive, -on la rend telle par 
l'addition d'une constante ( 1 par exemple). 

Le théorème est donc entièrement démontré. 

:i8. ÉTUDE DE 1:ENSEMBLE DES POINTS EN LESQUELS UNE t'ONCTION DÉRIVÉE 

PREND UNE VALEUR FINIE DONNÉE. - On pourrait montrer, par la méthode 
utilisée pour le théorème précédent, que tout Ga de mesure nulle peut 
être identifié à l'ensemble des points en lesquels une fdnction dérivée 
prend une valeur finie donnée. 
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D’ailleurs ce résultat résulte plus simplement du théorème 26
ci—dessus et du corollaire du théorème 24. En effet, si g(æ) est une
fonction dérivée semi—continue inférieurement, partout positive,
et infinie aux points d’un ensemble E, la fonction K— —'——l+e(-7=)
est aussi une fonction dérivée, et l’ensemble des points en lesquels
elle prend la valeur K est identique à E.

Mais il est plus difficile de caractériser entièrement la famille des
ensembles E de mesure non nulle en lesquels une fonction dérivée
prend une valeur finie donnée.

Nous allons souligner la difficulté de cette caractérisation en
énonçant une condition nécessaire que doivent vérifier ces
ensembles E.

DÉFINITION. — Soit E un sous—ensemble de l'ame .:v'.r. Pour tout
point wo de cet axe, et tout nombre )\ > o“, désignons par 8(æ0 , a:, 7.)
l’épaisseur moyenne de E sur le segment d’eætrémités ce, a" tel
que (æ’—æ)=X(æ— mo).

Nous dirons alors que le point x0 est point d’accumulation en mesure
'

'deEsil’ona
lim soup [limsup o(x… .:e, l)] :À->01'>1'0

Par exemple tout point av., en lequel E, d’un côté au moins de an,,
a une épaisseur supérieure égale à 1, est un point d’accumulation
en mesure de E.

Nous pouvons maintenant énoncer.
‘!

THÉORÈME 9.7. — Une condition nécessaire pour qu’un ensemble
linéaire—-E soitidentique à l’ensembledes poznts en lesquels une fonction
dérivée bornée en module prend une valeur[medonnée, est que E soit
un G.; contenant tous ses pbmts d’accumulatzon en mesure.

!

La question reste posée de savoir si cette condition nécessaire est
aussi suffisante.
On peut montrer qu’elle est suffisante lorsque le noyau de
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D'ailleurs ce résultat résulte plus simplement du théorème 2H 
ci-dessus et du corollaire du théorème 24. En effet, si g( x) est une 
fonction dérivée semi-continue inférieurement, partout positive, 
et infinie aux points d'un ensemble E, la fonction [K - 1 ( ) ] 1+g ,7," 

est aussi une fonction dérivée, et l'ensemble des points en lesquels 
elle prend la valeur K est identique à E. 

Mais il est plus difficile de caractériser entièrement la famille des 
ensembles E -de mesure non nulle en lesquels une fonction dérivée 
prend une valeur finie donnée. 

Nous allons souligner: la difficulté de cette caractéris3'ion en 
énonçant une condition nécessaire que doivent vérifier ces 
ensembles E. 

DÉFINITION. - Soit E un sous-ensemble de l'axe x' .r. Pour tout 
point Xo de cet axe, et tout nombre À> o, désignons par ~( Xo, x, i.) 
l'épaisfeur moyenne de E sur le segment d'extrémités x, a/ td 
que(x'-x) • À(x-'.v0 ). 

Nous dirons alors que le point x 0 est point d'accUJnulation en mesure • 
• de E si l'on a 

Par exemple tout point x 0 en lequel E, d'un côté au moins de Xo, 

a une épaisseur supérieure égale à 1, est un point d'accumulation 
en mesure de E. 

Nous pouvons maintenant énoncer . 
• 

THÉORÈME 27. - Une condition nécessaire pour qu'un ensemble 
linéaire--E soit identique à l'ensemble des points en lesquels· une fonction 
dérivée borné~ en module prend une valeur fini'e_donnée, est que E .roit 
un Ga contenant tous ses pf>ints d'accumulation en mesure. 

La question reste posée de savoir si cette condition nécessaire est 
aussi suffisante. 
- On peut montrêr qu'elle est suffisante lorsque le noyau de 
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masses (‘) de E est de la forme (F-D), où F est un ensemble fermé
et D un ensemble au plus dénombrable.

59. OBTENTION DE roscrtous nâmvizas A PART!Ri DE FONCTIONS DÉBIVÉES

DUNNÈES. —— Les résultats rassemblés ici seront donnés sans démons—

tration. Les fonctions dont il s’agira seront, sauf mention du
contraire, définies sur le segment (o —— l).

1“ Si ;_g,.t.r): est une suite de fonctions dérivées convergeant
uniformément vers une fonction g(æ), cette fonction g(æ) est aussi
une fonction dérivée.

2° Il est immédiat que si g,(x) et g,t.r) sont deux fonctions
dérivées, et 7.., )t-_. deux constantes, |)..g,(æ)+k,g,(œ)] est encore
une fonction dérivée.

3° Si g(.rt est une fonction dérivée bornée en module et c(æ) une
fonction continue, le produit g(æ).c (a:) est une fonction dérivée.

Ceci n’est plus exact, en général, si g(.v) n’est pas bornée en
module, sauf si l’on suppose de plus g(æ) semi-continue [le couple
ger), c\æ) étant tel que le produit g(æ).c(æ) ne soit indéterminé en
aucun point].

4° Nous avons vu (corollaire du théorème 9.4) que si g(œ) est une
fonction dérivée semi-continue, et si c(æ) désigne une fonction
continue à variation bornée définie sur le segment (— oo, +œ),
la fonction c[gt .r)] est encore une fonction dérivée (°).

Parcontre si c(æ) est une fonction continue définie sur (— œ , + oo’
et telle que pour toute fonction dérivée g(æ), la fonction c[g(æ)] soit
encore une fonction dérivée, c(x) est forcément une fonction linéaire 

!

(‘) Nous appelons ici noyau de masse d’un ensemble mesurable E l’ensembl
des points de E dont tout voisinage rencontre E suivant un ensemble de mesnn
non nulle. ‘

('—’) Il serait intéressant de chercher des propositions analogues pour le
fonctions dérivées g(x) partiellement semi-continues. [Nous disons qu’un
fonction f(æ) est partiellement semi-continue si, pour tout sbus—ensembl
parfait P de (0—1), il existe une portion de P sur laquelle g(æ) soit semi
continue (sup. ou inf.). Il est immédiat qu’une telle fonction est de !“ classé

!l22 

masses ( 1) de E est de la forme ( F-D ), où F est un ensemble fermé 
et D un ensemble au plus dénombrable. 

:-9. ÛBTENTION DE FONCTIONS DÉRIVÉES A PARTIR. DE FONCTIONS DÉRIVÉES 

DoNNF.ES. - Les résultats rassemblés ici seront donnés sans démons-
tration. Les fonctions dont il s'agira seront, sauf mention du 
contraire, définies sur le segment ( o - 1 ). 

1 ° Si ; g,.( .r) : est une suite de fonctions dérivées convergeant 
uniformément vers une fonction g( .r ), cette fonction g( x) est aussi 
1111c fonction dérivée. 

2° IÎ est immédiat que !-li g1 ( x) et g2 ( .r) sont deux 'fonctions 
dérivées, et Î . ., Î, 2 deux constantes, [t,, g, ( .1·) + À2gl x )] est encore 
une fonction dérivée. 

3° Si ~( .r) est une fonction dérivée bornée en module et c( x) une 
fonction continue, le produit g(x).c (x) est une fonction dérivée. 

Ceci n'est plus exact, en général, si g( x) n'est pas bornée en 
module, sauf si l'on suppose de plus g(x) sémi-continue [le couple 
,.!.'\ .r ), <'\ .r) étant tel que le produit g( x). c( .r) ne soit indéterminé en 
aucun point l-

4° Nous avons vu ( corollaire du théorème 24) que si g( x) est une 
fonction dérivée semi-continue, et si c( x) désigne une fonction 
continue à variation bornée définie sur le segment (- oo, + oo): 
la fonction c[g( x )lest encore une fonction dérivée (2). 

Par contre si c ( x) est une fonction continue définie sur ( - oo, + oo: 
et telle que pour toute fonction dérivée g( x ), la fonction c[g( x )] soi 
encore une fonction dérivée, c( x) est forcément une fonction linéaire 

( 1) 'fous appelons ici noyl!.u de masse d'un ensemble mesuraple E l'ensembl 
des poinLs de E dont toul voisinage rencontre E suivant un ensemble de mesar, 
non nulle. • 

(') Il seraiL intéressant de chercher des propositions analogues pour le 
fonctions dérivées g(x) partiellement semi-continues. [ Nous disons qu'un 
foncLion /(.:r:) est partiellemenL semi-continue si, pour touL sous-ensembl 
p11rfait P de (0-1), il existe une portion de P sur laquelle g(x) soit semi 
continue (sup. ou inf. ). Il est immédiat qu'une telle fonction est de 1•• classe: 
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5° Soit g(x) une fonction dérivée et «(x) une fonction continue

strictement croissantedéfiniesur (o—1) et telle que a(o)=o, «(t): 1,

DÉFINITION. — Nous disons que «(w) est de classe A,, (resp. A,,) lorsque
quelle que soit g(x) partout finie [resp. g(æ) bornée en module |,
la fonction g[a(x)] est encore une fonction dérivée.

La question se pose de caractériser les fonctions de classe A,, ou A,,.
Cette caractérisation ne fera pas tant intervenir le fait que «(an) soit
elle—même dérivable, qu’une certaine régularité de croissance
de «(an). En effet, une fonction «(w) peut posséder en tout point une
dérivée positive et ne“ pas être de classe A,,; et par contre elle peut ne
pas être partout dérivable tout en étant de classe A,,.

Exemple : La fonction
!

_H+…T
>

! 

a(æ): 1: sin [loga

ne possède pas de dérivée en 0, ni à droite, ni à gauche et cependant
elle est de classe A,,.

LEMME (‘). — Pour qu’une fonction continue F(æ) déjïm'e sur (0— I)
actpour x = o une dérivée a drozte nulle, Il faut et il sul/it que ['une des
deux conditionssuivantes soit vérifiée :

1° En désignant par )\ un nombre > o, et pour tous les couples
x,, x, > 0, où (a:2 — ce.): Aæ,, on dozt avozr

]_—_0;

2° Il existe une constante )\ > o telle que, pour tous les couples
ae,, ce, > 0, où (æ2—æ,)= Kw,, on ait

[F(æ2)
_

F<xl)]=o

F(æ2) _ F(æ,)
.r,—a°,   

lim [lim sup
‘A+0 æ,—>o

limx, >0 Œ2 _ -1'1

THÉORÈME 28. — Toute fonction «(et) ayant en toutpoint une dérivée 
(‘) Ce lemme est à rapprocher de la définition du paragraphe 38.
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, x

2
> o, oti (x

2
-x
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(1) Ce Iemwe est à rapprocher de la définition du paragraphe 38 . . 
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(: droite a’(.r) à variation bornée et > K (où K est une constante > o)
est une fonction de classe A.,.

La démonstration est basée sur le 2° théorème de la moyenne.
La condition indiquée est suffisante, mais non nécessaire.
Par contre on peut trouver une condition nécessaire et suffisante

pour qu’une fonction «(ar) soit de classe A,, :

Lorsque «(w) a ses nombres dérivés partout finis et bornés infé—

rieurement par une constante K >o, cette condition peut s’énoncer
en disant que a(x\ doit avoir une croissance régulière au sens
suivant :

Dürmmox. — Nous dirons que «(et) a une croissance régulière
lorsque pour tout a:, pour tout X>o, pour tout e>o, pour tout
couple de points :r', .1f’ tels que (.T"—x’): 7\(æ’— a:), l’ensemble des

points du segment (x'æ") en lesquels lî—îâ%—Il>3 (‘) ait une

épaisseur moyenne qui tende vers zéro lorsque æ' —> 517.

Nous reviendrons plus en détail sur ces questions dans un autre
travail.
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