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Sur les vibrations de certaines machines

reposant sur des ressorts;

PAR JULES HAAG.

1. ENONCE DU PROBLÈME. — En étudiant, àla demande de M. Baillaud,
les oscillations d’une table vibrante destinée à l’Observatoire de
Besançon, j’ai été conduit à me poser le problème plus général suivant.

Soit un bâti B reposant sur le sol (ou sur des appuis fixes quel-
conques) par l’intermédiaire de ressorts R,, R.,, . . .. Cc bâti sert de
support à un certain nombre de pièces S,, S,, ..., qui ont, par
rapport à B, des mouvements de la nature suivante :

1° La pièce S,— peut avoir un mouvement de translation, au cours
duquel chaque point est animé d’une vibration elliptique, pouvant se

réduire à une rotation uniformeou à une vibration rectiligne. L’ampli-
tude de cette vibration sera supposée trèspetite par rapportaux dimen-
sions du bâti. Nous appellerons O,- le centre de la vibration eflectuée
parle centre de gravité G,— de_ S,. La distance (),—C,— restera donc très
petite.

2° La pièce S,: peut avoir un mouvement de rotation unzforme
autour d’un axe A,— fixe par rapport à B. Soit 0,— la projection de G,—

sur A,-. Nous admettrons comme ci—dessus que la distance O,—G,— est

très petite; autrement dit, la pièce est très approxzhæati«ementcentrée

sur son axe. Nous admettrons en outre que l ’ellipsoi'de d’inertie relatif
à O,: est sensiblement de révolution autour de A,-. Il existe donc un système
d’axes rectangulaires O,—X,—Y,—Z,— liés à S,— (O,—Z,— dirigé suivant A,) tels

que les moments et produits d’inertie relatifs à ces axes aient les
' Az— Bi Di E: Fi .

valeurs A,,B,-, C,, D,, E,—, F,, les rapports U,-
, a, C’ Ci

etant non

nuls, mais très petits.
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Nous supposerons que les mouvements relatzfs de toutes les S,— ont
'ÀT’: ’ ' °

- Nous poserons 0 =wt, de sorte que 0 de51gnera,(:)
 même période

suivant le cas, la phase du mouvement vibratoire ou l’asimut du mou—
vement de rotation.

Toutes les pièces seront supposées actionne'es par un même moteur,
dont le stator serafixe‘ à B. Ce moteur fera donc lui—mêmepartie des S,—

et rentrera dans la deuxième des catégories ci—dessus.'
Le problème qu’il s’agit maintenant de résoudre est la détermina-

tiondes vibrationsauxquelles est soumis le bâti B sous l’influence conj u—

guée des mouvements imposés aux pièces S,— et des réactions des
ressorts B,. Il importe en particulier de pouvoir calculer les fréquences
donnant lieu à la résonance.

'

2. METHODE. — Il convient d’abord de préciser les paramètres dont
dépend la position de B. Choisissons arbitrairement un trièdre trirec-
tangle Oæ_vs lié à B et prenons pour trièdre de référence O,.æ,y. z, la
position de Day: quand B est en équilibre, les pièces S ,— étant calées.
On peut passer de O.æ.y.s. a Day: par la translation ÔÎÎ), de
composantes .r, y, :, suivie d’une rotation de l’angle )\ autour de la
nouvelle position de 0. x,, puis d’une rotation de l’angle p. autour de
la nouvelle position de C.)/. et enfin une rotation de l’angle v autour
de la nouvelle position de 0. s,. Les six nombres x, y, :: , %, p., v seront
les coordonnées du bâti( ' ).

Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que ces coordonnées
restent très pentes et nous les regarderons comme des infiniment petits
du premier ordre. Dans ces conditions, les rotations et translations
du trièdre Oxys sont, au second ordreprès
(|) I)=)t', q=p.', r=v’, E=æ’, n=y', 2;=;’,
les accents indiquant des dérivées par rapport au temps. 

(‘) Les angles K, p., 1) sont nuls quand Osny: est parallèleà O,x,ylzii ils sont
infiniment petits quand les deux trièdres ont des orientations infiniment voisines.
Signalons que les angles d’Euler ne possèdent pas cette propriété; car, lorsque
les deux trièdres se confondent, les angles q: et <p sont indéterminés; leur somme
est seule connue. Si les deux trièdres sont infiniment voisins, 6 est infiniment
petit; mais cp et 44 peuvent avoir des valeurs finies. Les angles d’Euler sont
donc impropresà l’étude des petits mouvements.
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Notre méthode consistera à appliquer les équations de Lagrange au

système constitué par B et les S,, en négligeant les résistances passives.
Ces dernières jouent, dans la réalité, le rôle d’amortisseurs. Par consé-
quent, les conditions théoriques dans lesquelles nous allons nous
placer sont plus défavorables, au point de vue de l’amplitude des
vibrations entretenues, que les conditions réelles; de sorte que les
garanties de sécurité données par le calcul qui va suivre seront plutôt
renforcées par l’existence même des résistances passives dont nous
n’aurons pas tenu compte.

5. CALCUL DE L’ENERGIE CINÉTIQUE. — Elle comprend d’abord celle du
bâti, qui est une forme quadratique définie, positive et à coefficients
constants de p, q, r, E, Y}, {.

Voyons maintenant sous quelle forme se présente l’énergie cinétique
de S,. On peut la calculer au moyen de la formule générale suivante :

Soit un système S mobilepar rapport au repère R, lequel est mobile
par rapport à R,. Soient P un point quelconque fixe par rapport à ll,
——>

o A
+ ' |W son vecteur v1tesse d’entra1nement,Q le vecteur 1nstantanede rota-

0 + . ' ‘tion de R, Q le vecteur quant1te de mouvement du centre de grav1te (1
‘> . , . —q ‘de S par rapport à R, a le moment c1net1que de S par rapport a P

dans son mouvement par rapportàa.R L’énergie cinétique absolue
' de S est

—> —> .)
(2) T,,=Tfi—T.+Q.W+Q.

.)
O'

T,. et T, désignant les énergies cinétiques relative et d’entraînement.
Appliquons cette formule à S,, le repère R étant le bâti B. Prenons P
en O,. Nous obtenons
(3) Ta:Tl‘ +Te+Qi- V1+Q.ai!+ .

' ’ . ' .où Q,— dé51gne le vecteur quant1te de mouvement relat1ve du centre de
. _> . _> . , .

grav1té G,—; V,— est le vecteur Vitesse de O,—; a,— est le moment cmet1que

relatif de S,: par rapport à (),—; enfin, a est le vecteur instantané de
rotation de B. '

- L’énergie cinétique relativese calcule par le théorème de Kœnig. Elle
_est évidemment de la forme 0”f,—(0).

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 3, 1946. .
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L’énergie cinétique d’entrainement se calcule aussi par le théorème
de Kœnig. L’énergie cinétique de G,— peut être remplacée par Celle
de 0,— (très voisin de G,), laquelle ne dépend pas de 0. Quant Îà

l’énergie cinétique dans le mouvement autour de G,, elle est nulle si S,—

est animé d’une translation. Si S,— tourne, le mouvement autour de G,:
‘ peut être confondu avec le mouvementautour de O,. Si l’on appellep,,

+ .q,, r,— les composantes de (2 suivant les axes O,X,—Y,—Z,— (n° 1), la force
vive dans ce mouvement est approximativement

A:(pî + qï)+ C.—rê= A:(pî+ q? + rî)+ (C.—— A:)rî.

expression indépendante de 0.
En définitive, nous calculerons l’énergie cinétique d’entraînement de

chaque pièce S,— en plaçant G ,- en O,— et admettant que l’ellipsoi‘de
d ’inertie relatifà O,— est exactement de révolution autour de A,. Moyen-
nant ces approximations, l’énergie cinétique d’entraînement de tout le
système est une forme quadratique F(æ', y’ , :." ; 7t’, p.’ , v') à coeflîcients
constants.

4. Passons aux deux autres termes de la formule (3).
Les composantes de (î— sont le produit de 9’ par des fonctions

linéaires de 0050 et sin0, à coefficients constants. Ces coefficients sont
de l’ordre de grandeur de 0,—G,—, donc très petits. Malgré cette
petitesse, les composantes ci-dessus ne sont pas négligeables, parce
qu’elles comportent le facteur 0’ qui pourra être très grand.

Quand
aux composantes de V,, ce sont des formes linéaires en æ’ , y'_,

., v' , à coeflïczents constants.
Si S,— ne tourne pas, le quatrième terme de (3) est négligeable,

car a,— se réduit au moment cinétique de G,.lequel est du second ordre
par rapport à O,—G,. Si S tourne, on a

G,: 0’ (— E,u,—— D,v,—+ C,W,),
-—>‘ + —> .

en appelant u,—, v,—, w,— les vecteurs un1ta1res de O,—X,-, (),-Y,, (),—Z,. Le
troisième de ces vecteurs est indépendant de 0; les deux premiers sont

+ -> _ -> . -> -> ->
._ _

.

de la forme ucos0 + vs1n0 et — usm6 + vcosQ, u et v etant mdèpen—
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dants de 0. Il résulte de tout ceci que l’on peut écrire

—> ——> —> —>(4) Z(Q(.V,+Q.a;)=0'(Prm‘l+Qsin9+R),
P, Q, R dés1gnant des formes linéaires en æ’, y', . . ., v’, à coefficients
constants.

_

On a finalement

_(5) .T=F(.r’,y’, ..., v')+0’(PcosO—+—Qsin0+ R)+0’*j(0).

5. CALCUL DU TRAVAIL VIRTUEL. — Ce travail comprend le travail du
moteur, le travail de la pesanteur et le travail des ressorts.

Le travail virtuel du moteur est de la forme C 30.
Le travail virtuel du poids de S,— comprend d’abord un terme en 30,

que nous faisons rentrerdans C 30. Nous avons ensuite le travail corres—
pondant à un déplacement virtuel de B. En principe, ses coefficients
dépendent de 6; mais, comme la distance O;G,— est très petite, nous
pouvons confondre G; avec O,—. Autrement dit, nous pouvons calculer
le travailvirtuel de la pesanteuren supposant que toutes les pièces S,— sont
exactement centrées. .

Considéronsmaintenant les réactions de R,— surB. Appelons (p,—,)ces
réactions quand le système est en équilibre, c’est—à—direquand les six
coordonnées a:, y, . . ., v sont nulles. Appelons(p,) les petits accrois-
sements subis par lesdites réactions quand a:, y, . . ., v prennent des
valeurs très. petites. Les forces (p,—.,) 'correspondant aux différents
ressorts et le poids P constituentun système équivalent à zéro appliqué
"au corps solide B; leur travail virtuel total est donc nul. Quand au

'

travail virtuel” total des (ça,—), il est égal à —3V, en appelant V la
somme des énergies de déformation de tous les ressorts, calculées en
prenant pour état naturelde chacun d’eux son état quand le bâti B est
en équilibre.

*“ Cette fonctionV est une formequadratique des variablesx, y, . . . , v,
que l’on calcule de la manière

suivante
: -

_

Soit R l’un des ressorts et X, Y, ,N les six coordonnées du sys—

tème des réactions exercées par Bsur R. Supposonsd’abord que R ait
un seul encastrement fixe. On calcule son énergie de déformation V en
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fonction de X, Y, . . ., N, par la formule bien connue. Puis ('), on
prend la forme adjointe de 2V, les variables adjointes étant a:,

v., v<)
Si ll présente deuæ encastrementsfixes, situés de part et d’autre de

l’encastrement dans B, on partage le ressort en deux parties et l’on
calcule séparément, comme ci—dessus, l’énergie de chaque partie. Il
suffit ensuite d’additionner ces deux énergies partielles (3 ).

Remarque. —— La forme quadratique V est une forme quadratique
definie positive des variables qui y figurent. Il peut arriver d’ailleurs
que certaines des variables æ,y, . . ., v en soient absentes, auquel
cas elles sont également absentes de G(æ, y, . . . , v); le bâti possédant
alors moins de six degrés de liberté (of. n° 11).

6. ÉQUATIONS ne LAGRANGE. — L’équation‘relative à 6 donne le
coefficient C et par suite le couple moteur nécessaire pour actionner
les S,; elle est sans intérêt pour le but poursuivi.

L’équation relative à $ s’écrit

.
(1 JF dV___ dP . ôQ(b) ÏÏI(Ü> + ÎÎr—_ m-“(a—;,s1n0— Ëcos0)

ap ao onen se rappelant que—d.r, dæ
-—,» æ-, sont des constantes et que0=œt.

Les équations relatives‘a y, . . . , v ont une forme analogue.
On obtient ainsi un système de six équations dfiérentielles linéaires a‘

coeflîezents constants, avec seconds membressinusoîdauæ.
Le mouvement entretenu est un mouvementsinusoïdal obtenu en résol-

vant par rapport à a:, y, . . . , v, le système linéaire constitué par
l’équation

àV œ20F ôX . dQ(,) æ— œ-da__=œ-
<d_æ

, sm0—â—æ—,cosfl) 
(‘) Cf. Bull. Soc. Math., t. 56, p. 24o.
(*) Rappelons que la forme adjointede la forme quadratique 22Gg,X;X;, est

ZÏ-guæzæk, avec Ag“: A… A désignant le discriminant de la forme quadratique
proposée et Au le mineur_de A correspondant à l’élément Gut. '

' (3 ) Nous négligeons, bien entendu, l’inertie des ressorts.
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et les cinq équations analogues. Dans ces équations, ?; par exemple. .L‘
représente la dérivée par rapport à J‘ de la forme quadratique
F(æ,y_, ., v).

' On v01t que B ne figure pas dans ces équations. Or, ce terme
_ , —> —>prowent des termes 0 C,—w,— des c,— (n° 4). On en conclut que l’on peut,

dans l’évalufation de T, remplacer 8Ï- par sa projection :, sur un plan
perpendiculaireà A,-.

De même, le terme 0”f(0) peut être négligé.
,

_ —> —_— —> —>‘
Convenons d appeler K ce que clement la somme X(Q,—. \“ ;+ Q.o})

quand on y remplace .:c’, y’, . . ., v' par a:, y, . . ., v. Puis, posons
.. ()K__ f 2: —_( —-o_(8) .” _,

.
ll_2\ —2œ ], J... »

…

L’équation ( 7) et les équations analogues prennent la forme
au et! 1 au __ «)J[(9)

. 5d—x=ÆÎ—’ aæ—à—.

On en déduit que x,
_
y, . . . , v sont les variables adjointes des variables

dJ
E).Î:’

calculer la forme adjointe de H pour obtenir immédiatement les valeurs
deæ,y,….,v(‘). *

' ‘Les coefficients de J étant très petits, le mouvement entretenua une
très faible amplitude, sauf si le déterminant A(w) du système est nul
ou très voisin de zéro, auquel cas il y a résonance (’ ).

Les pulsations de résonanceSont donc les racines de A(w). Le déter—
minant A(ou) n’est autre que le discriminantde la forme quadratique H.
Comme V et F sont des formesquadratiques définies positives, on peut
affirmer que toutes les racines en m’ sont réelles et positives; donc,
toutes les racines en m sont réelles.

---,
g% par rapport à la forme quadratique H. Il suflit donc de 

(1) Cf. Journ. de Math., 1940, p. 107,
(2) Si A(œ) est nul, les valeurs de as,-y, . . ., 1: sont infinies. Mais, en réalité,

si l’on tenait compte des résistances passives, on obtiendrait seulement des
valeurs très grandes, conformémentà la théorie classique de la résonance.
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Si l’on veut éviter le calcul de ces racines, mais se garantùnéanmoms
contre la résonance, il suffit d’tmposerà m’ la conditiond’être nettement
supérùurà la somme des racines en m’.

Remarque. —— Si l’on calculait exactement l’énergie cinétique
d’entraînement(n° 5 ), la forme quadratique F comprendrait des termes
correctifs contenant 0, mais très petits. Cela introduirait au premier

d , .
membre de (6) des termes de la forme a(sAæ’) par exemple, & desi—

gnant une longueur constante et très petite et A une fonction de 0. Un
, . — d. .

tel terme 5 ecrit s(A.fi'+w.z:' 71%) Comme x' et ce” sont respective-
ment de l’ordre de sw et un", le terme correctif serait de l’ordre de
3%)“, tandis que le second membre de (6) est de l’ordre de cas?. Ceci
prouve qu’on a bien le droit, comme on l’a dit au n° 5, de négliger
tous ces termes correctifs dans le calcul de F. .

Le raisonnement ci—dessus est toutefois en défaut quand il y a réso—

nance. car .r' et a:” ne sont plus infiniment petits et le terme correctif
de ((i) est du même ordre de grandeur que le second membre. Les
pulsations de résonance sont toujours données par la règle ci—dessus;
mais, si (» est voisine de l’une d’elles, le calcul de a:, y, . . . , \) par la
méthode indiquée précédemment cesse d’être pratiquement correct.

7. Examen: I : Mouna EN poms—x—nux sun UNE roman. — Nous allons
maintenant appliquer la théorie générale précédente à quelques
exemples concrets.

Considérons d’abord un moteur fixé en porte—à—faux sur une poutre
encastrée à l’une de ses extrémités. Soit 0 la projection du centre de
gravité G du moteur sur la fibreneutre de lapoutre. Nous appellerons 1

la distance de ce point à l’encastrement A et nous supposerons que
cette distance est très grande vis-à-vis des” dimensions du moteur.

Nous choisirons le trièdre mobile Oæys de la manière suivante ;:
03 tangent àla fibre neutre et orienté dans le sens A0; 0.1: et Oy axes
principaux d’inertie de la section droite de la poutre. ,

Soient E et G le modulede Young et le module de torsion; I et I’ les
moments d’inertie de la section droite par rapport à Ox et Oy; il” le
pseudo—moment d’inertie polaire. L’énergie de déformation de la
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poutre est (’)
0 0 !v= .:.. . __'_ _ - :‘_’_'

2EI_[_I(L-+uY) du+aEl'_/_V_I(M "'\)2du+aGl"
soit

1 , l2 I I’ . l.\"V=——- IP— L - ' —-—- * . .' —. —2El( ! Y+ 3Y2)+2El,(M +Ml\+
3\*>—+—-—Ë—a!'

En prenant la forme adjointe de 2V, on obtient
(10) 2V: ay2+ 2@Ây + y7t'+ 1'.v’— a,3’p.v + ';’p’ + kv’,

en posant, pour simplifier l’écriture,
12El la: al' GI”(rr) at:-T, {à:—q ï=—âfi; A'=—Ï'ë

ac’, B’_.Y' se déduisent de a, B, 7 en remplaçant ! par l'.

8. Nous admettrons que le moteur possède approximativement
deux plans de symétrie;l’un , parallèle à l’axe A du rotor et perpendi-
culaire au plan de base du stator, est le plan de symétrie longitudinal;
l’autre, perpendiculaireà A, est le plan de symétrie transversal.

Supposons d’abord que le plan de symétrie transversal coïncide
avec zOy (fig. 1 ). L’axe A est alors parallèlea 0.1: et rencontre Oy au 

Fig. !.

point 0. . Le centre de gravité G du moteur se trouve sur Oy. Nous

posérôns OO, =h, 0G=a. '

“
(in)" X,Y, . . . , N désignent les coordonnées du système des réactions exercées

paf le moteur sur la poutre. Le moment résultant de ce système par rapport au

point (c, o, u) a pour composantes L + uY, M —— uX, N.
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Les axes ()æ, Oy, 03 sont approximativement axes principaux

d’inertie du moteur pour le point 0; nous appellerons A, B, C les
moments d'inertie correspondant ét m la masse du moteur. La force
vive d’entraînementest (‘ )
(un) nF(.z:', . . ., v')= m(æ"+y"—’)+ A).’*+ Bp.” + Cv'2— 2maæ’v’.

Soient maintenant m, la masse du rotor et G, son centre de gravité./\
Posons O.G, = R et Oy, O. G. = 0. On &

Œ.î:= m.mR(hl'cosO——)"SiflO).

Considérons maintenant les axes O.Z dirigés suivant A, 0. X suivant
(). G. et 0. Y perpendiculaire aux deux précédents. Appelons D, E,

\F les produits d’inertie du rotor relativement & ces axes. Les

composantes de à sont —Ew, —Dw, 0 suivant O.X_YZ et o,
w(—Ecosfi+Dsin6), —w(Esin0+Dcosô) suivant Oxyz. On a
donc '

—

_

—> ->
.

Q.O".=œ(— p'P—v'Q),
en posant

P=—Dsin0+Ecosû, Q:DcosO+EsinÛ.
D'où (n° 6)

K=w[m,R(hlcosû—ysiu.0)— pLP — vQ],
puis,
(13) J=œ’[m.R(hlsin0+ycosO)—pQ+vP].

9. Des formules (to), (12) et (8), on déduit
ll =_y’(œ — mœ*)+ 25).y +(y — Aœ2)7.3+x2(a'—mm2)—— 2,3'px

+(y’— Bœ’)p‘+(k— Cœ’)v£+ 2maœ‘—’æv.

La forme adjointe est, en affectant de l’indice .! les nouvelles variables
ll.=œ,yî — 25J.h+y,lî+ aQæÏ—t—25'.xlpl+yÿpî+k1v‘f— 26x1v1—2quv{, 

(*) Remarquerque : = 0, parce que la fibre neutre garde mine_long.ueur inva—
viable. _ - '

—

'
-

‘
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où l’on _a- posé

Ad1=ï—Awz, AS,=5, Ay.=œ—mw°,
A =(az — mm”) (7 — Aw')— {3’;

Am'.=(y’—Bœ’)(lc—Cw’), A.fi',=5'(k—Cm’),
(Il!) A:‘{'.=(a'—mafi)(k—Cw’)—m’a’m‘;

AJfl =(a’— mwa) (y'— Bœ’)— fi”,- A. 6: mm.;"(y’— IMP),
A. E : ma ,B'w’;

A. =(oz’—— m m’)(y’— Bw’)(lr—Cœ’)—m’1üm‘(y’— ltnfi)— ,3"(A — ( Zm’).

On en déduit, d’après ( 13),
(15) y: œ'—’m. R(a.cosO — ,3.h sin0), ).: m’m. lt(— 3,('050 't ‘;.h —iu0 );

(16) .r=—œ%fi',Q+ôP), p.=—w’(yflQ+5P), v:m’(eQ+/r.l’).
Les formules( 1 5) montrent que lafleæionde lapoutredans leplanyO ::
est uniquement provoquée par le balourd du rotor. Au contraire, les
formules (16) montrent que laflexion dans le plan 20.1: et la torsion
sont dues à son défaut d’équz‘lz‘bragedynamique.

Le premier phénomène possède deux pulsations de résonance, qui
sont les racines de A; le second en possède trois, qui sont les racines
de A,(').

10. Supposons maintenantque le plan de symétrie transversalcoïn-

  
Fig. 2.

vcicîe avec œOÿ (fig. 2 ). Cette nouvelleposition se déduit de la première

(=‘) Les racines de A. en w'3, sont exteneures a l’intervalle
(5—2, à)- Colles

.- ,
'.'

'Y7
,- ._

'

_<leA'1
sont separees par É etË-
Journ. de Math., tome xxv. _ Fnac. 3, 1946. 34
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par une rotation de ; autour de Oy. La fonction F se déduit de‘ (12)

en échangeantA et C./\
Posons Ox, O.G.=O. On a

-> ——> _Q..V,=m,œR[(—.v’+v'h)smO+y'cosO]
et

È.ËÎ=_ m().'P + p'Q).
D’où

(ny) : m’[ m. R(.r — hv)cosO + m1Ry sin — 7.Q + p-P].

Les formes quadratiques H et H. se déduisent de celles du n° 9 en
échangeant A et C. En tenant compte de (17), on obtient immédia-
tement
(18) y=m’(a.m.Rsin0+ô.Q), 7.=—œ*(5.m,Rsiu0+fiQ);

.r: œ‘[m. R(az'l + h ô)cosO + Ç5'.P], p:œ’[m. R(B',+hs)cosO + ‘{'1P](19)
v :_ œ’[m,R(hk.+ô)cosO + EP].

Cette fois, toutes les vibrations dépendent à la fois du balourd et du
défaut d’équilibragc dynamique.

'

l l . EXEMPLE Il : Mon—:un FIXÉ A UNE rooms ENCASTRÉE A ses DEUX EXTRE—

nrrts. — Gardons les mêmes axes et les mêmes notations que dans
l'exemple I. Le seul changementconsiste dans l’expression de l’énergie
de déformation. _

Appelons !. et l, les distances de 0 aux deux encastrements 01 et 02
et supposons 0, sur la partie positive de Oz. Par rapport à O,, le
trièdre Davy: a la même position qu’au n° 7. L’énergiede déformation
de 0,0 de déduit donc de (to) et ( 1 i) en remplaçant simplement 1

par l,.
Pour celle de 01 0, il faut changer le sens de Oz, ce qui change le

signe de )t et p.. Dès lors, nous pouvons encore appliquer les formules
( ro) et (r 1 ), en remplaçant [ par l{ et changeant le signe de B et B'.
En additionnant les deux énergies, nous obtenons la formule (ro),
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avec

.

'a ::12E1(%3 + IL,), B=6El (71,
_ 'i=)’ 7='.|-:|(7'- + Il);(20) . 1 ! 2 | ' !

a', B’, 7' en changeant ! en l’; l': GI” (} + l’-).l !

Sous réserve d’utiliser ces formules au lieu des formules (il), les
conclusions obtenues précédemment subsistent intégralement.

Signalons le cas particulier où 0 est au milieu de ()| O,; on a alors
5=Ô'=0; d’où B.=Ô',=£:m

12. SIMPLIFICATION nas sommes rnÉcênzsrss. — Supposons que les
dimensionsdu moteursoientpetitespar rapport à la longueurde lapoutre.

_

Dans ces conditions, les formules précédemment obtenues peuvent
être considérablement simplifiées, moyennant quelques approxi—
mations. .

Cherchons d’abord une valeur approchée des racines de A. Posons
v , .œ’= Î u. Nous avons l’equat10n

_ l 3.»\u(1—u)_
Z—u %

’

3A . . . .Le rapport % est tres petit. Il en est donc de meme du produit u(1 —u).
n‘’ 0 0 _ _ 'D ou les valeurs approchees u _ r et u _

47—ml‘
, sont

., a(05: —-
4 m”|.

{>|—<

“(21) __ w

«"
Posons maintenant rw°= ‘Ê a. Les racines de A‘ sont données par
l’équation

YICI — 38
uÊ-Ï—I (1—'u)”(‘—“’(’_ÎË)—W "' Bk " ’

où'l’on a posé (‘)
C’: C — ma’. 

(‘) C' est le moment d’inertie du moteur par rapport à l’axe parallèle à A et
«passant par G. '
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311 C’y___'= 4'_E_1_'Le rapport,,est très petit, B A _B "CT"
sauf si la poutreest très plate, ce que nous excluons. On a dès lors les
racines approchées

‘

n’est pas très grand,

!‘_kB “_ 3B '“_|,
“__—'Y—fÜ!

—— m!!!
soit
(n) °

”,
° k t.)” __a’‘1 w:=-‘—— w‘=—— :: -“ B' " C" ° [un

15. Pour simplifier l’écriture, posons m9 = 9. On a

A : m—\(9 — 91) (? -— ?=)— A.=— mBG’(9 — %) (<p — <?») (<? — %)—

Supposons maintenant qu’aucundes rapports p,;=
%

ne soit très voisin
de l’unité. Les rapports

ç,_ 3A cp_,_ 3B È__?£EI’
?, 4ml2 cp, im!” (p.

_ ml2 GE"

sont tous très petits. Si l’on suppose que (9 est supérieur au plus
petit des trois nombres go., cp, , ça,, on en conclut que l’on peut écrire
approximativement

A=mAo(œ—o.), A,:—mBC’qz(cp—cp,)(cp—cp.).

Reportons—nous aux formules (14), Elles nous donnent approxi—
mativement

! _ 3 p, “"‘—'“ &? "'—mv "=m
' (“'—CP

— : 3(CPs—Cl) P—3 =-——-—'— = , ,_____..___(° ’ °" C'me(P»—l>’ 5’ alü’m?(.Pa—I>(et—I) — ” Bq>(r-—m)’

k,= Pb ap. Sap,
' a=__

C'<P(‘—Pzl, C"P(Ps—l) €: 21C"P(?1—1)(1—94)

" @ _Ê_' fi' 8‘ 8
e f 11 Ê-‘ ‘ ' —’ —— —(1 s ormules montre t que les rapports-—al Y1 h ?,h’ 6

,
YG

,
ki sont

tous très petits. °
.-

Les formules (1 5) et (16) se réduisentalorsapproximatiwement aux
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suivantes :  (24) y=— @R0050, 7.=—fl— MsinO;m 1—p, A

P () l’5 = ——P’ , — -—P—J ‘ :_ P’ -(2 ) ‘T ”1—p,L” P'— p.,—| Il ’ 1—9, U

De même, les formules ( 18) et ( 19) deviennent ( ' )  (26) y=—Œnsino, >.=P_'Ê’;{Il—| ‘.
_ŒAI(l—p,)+hæ(h—u)p, ( _ ?; |».T— ,” AI(Pç—l) .

l‘f’()S ), P._ l___ {JJ Îî’(27)
p, m, R(Iz — (1)

(‘OSO0, — 1 A’”: 
Toutes ces formules subsistent dans le cas où la poutre est double-

ment encastrée, à condition que le moteur ne soit pas très près d’un
des encastrements.

14. APPLICATION NUMÉRIQUE. — Adoptons les données suivantes :

Poutre en chêne : longueur 3'“; largeur, 16°“ ; épaisseur, 4°“;
E =1200, G = 80.

Moteur; poids, 10“; distance de la base du stator à G, 6°“;
distance de la base du stator à A, 8°“;
rayon de giration par rapport à l’axe parallèle à A et passant

par G, 5°“; -

rayon de giration par rapport à l’axe perpendiculaire à la base du
stator et passant par G, 4°“;

rayon de giration par rapport à l’axe perpendiculaire aux deux
précédents et passant par G, 6°“;

D = E = le centième du moment d’inertie par rapport au premier
des trois axes ci-dessus; R = 6“; poids du rotor, 4“.

Employons les unités habituelles : kilogramme, millimètre. On a,
0 

( ) Ceci suppose toutefois que les quantités m, Riz, D, E sont du même ordre
de grandeur. Rappelons (n° 10) que l’on doit inte1ve1ti1 A et C; de sorte que C’
est remplacé par A’: A— ma-.
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en prenant 03: suivant le grand axe de la section droite de la poutre

1==ÊËÊ..og V::161, I”=:a,88.1oä

Supposons l’encastrement unique et le moteur fixé à l’extrémité de
la poutre, de sorte que l= 3000. Les formules ( 1 1) donnent

1:11.'.55; 5:683; ‘;:1,366.10“; 1':7,28; B’:1,09.10‘;
\y':a.tS.1o’; k:7680o.

On a maintenant, dans la premièreposition,

/t=luo, «1:80, m:1,oa.1o—3; - ma:o,0815; nta*:6,53;
.\':2,55; C':3.ôy; A:9,08; B:1,63; C:10,2;

D : E : o, 0255;

maximum de |P| et |Q| : DJ5= 0,036, m, =‘4,08.“.
Les formules (21) et (22) donnent

«n,: 388, , m,:10,5, m,: 3660, œ,:145, (05:42:

En tourspar minute, on obtient
N.: 3700, N,: 100, N,: 35000, N,:_1390, N.,: 400.

Telles sont, approximativement, les vitessesprovoquant la résonance.
Dans la dewvièmeposition, on a, en intervertissantA et C,

N,: 3400, N,: 100, N,: 35000, N,: 1660, N; :‘400.
Voici quelques valeurs numériques des amplitudes des diverses

oscillations. Poury, on a toujours 2“, 4 dans les deuxpositions. Dans
le tableau ci—dessous, les amplitudes sont données en millimètres
pour a:, en minutes°pour ?», p., v. ' ‘

Premièreposition.
_

N . . . . 1500. 2000. 2500. 3000. 3500. 4000. 5000.
'

7000. 10000.
a: ...... 5,2 1,5 1,1 1 0,9 0,9" ‘îî,9‘“"‘ ”0;8' 0,8
1. … . . . . 18 38 '

78 179 807 636 205 , 128 _\107p...)… 8 15 24. 34 _
,46 61 96 191 = 408'

v....... 222 65 49 \ 53 40 38 ‘37‘ —35 35
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Deuxièmeposition. '
N. . . . 1500. 2000. 2500. 3000. 3500. 4000. 5000. 7000. 10000.

a: ...... — 2,4 0,3 0,2 0,.’; 0,5 0,7 0,8 0,8
L.….. — 6 13 37 570 48 23 16 14p...... — 15 25 34 [;6 61 90 191 608
v....... — 206 | 17 95 85 80 74 70 68

Pour N = 3500, la valeur de ). est incertaine, parce qu’on est près
, de la résonance (remarque du n° 6).

15. EXEMPLE III : TABLE VIBRANTE. — La table vibrante, construite
d’après les indications de M. Baillaud, par l’École Nationale d’Horlo—
gerie de Besançon, a les caractéristiquessuivantes(' ), que nous allons
définir par rapport au trièdre Oæyz, l’axe 03 étant supposé vertical
ascendant.

_

Le support (fig. 3) est constitué par deux fourches identiques, dont     
Fig. 3.

' les’pieds A,, A,, A,, A. ont pour coordonnées (a, b, 0), (a, — b, o),
(—a,—b, o), ( —a, b, 0). Ces deux fourches sont reliées par un
arbre, dont l’axe A a pour équations a: = 0, z = c.

Autour de cet arbre peut tourner une table rectangulaire T'. En
_ position horizontale, son plan a pour équation :. = c’ . Ses axes O'æ’ , 

' (1) Elles m’ont été communiquéés par M. Braille, chargé de la construction.



274 J. nue.
O'y' sont parallèles à Ox, Oy. Nous appellerons 2a’ et zb’ les dimen—
sions respectivement parallèles à ces deux axes.

Un moteur M est solidaire de T’. Lorsque T’ est horizontale, l’axe A
du moteur est dirigé suivant D:, le moteur étant au-dessous de T’ .

La table vibrante T, également rectangulaire, est parallèle à T’ ; ses
axes G.x”, G._Y” sont assujettis à rester parallèles à O’x’, O'y’. Par
l’intermédiaire d’un excentrique porté par A, le centre G. est assujetti
à décrire un cercle de centre O. , situé sur A, et de rayon R. Nous
appelleronsc”>c' la cote de O., quand les tables sont horizontales.

Les dimensions de T parallèles à G.æ" et G,y" seront désignées
par aa" et ab". Nous appellerons 0 l’angle de G,æ” avec O, Gr1 et (» la
vitesse angulaire du moteur; de sorte que 0 = cut.

-———> ——>
Quand les tables sont en position verticale, les vecteurs CO’ et C0,

sont parallèles à 0.1: et de même sens; les axes O’æ' et G,æ” sont donc
parallèles à O: et de sens contraire.

\
16. CALCUL DE L'ENERGIE cmÉrtouu. — Calculons d’abord T., en

appliquant la formule(2), le repère R étant constitué par un trièdre
ayant pour origine () et une orientation fixe. Sim désigne la masse
totale de tout le système, le premier terme de 2T. vaut

m(æ’*+y”+5”).

Le deuxième terme est la force vive dans le mouvement autour
de 0. En position horizontale (fig. 3), les plans 20:12 et :: Oy sont
plans de symétrie; donc, Ox, Oy, 03 sont axes principaux d’inertie
pour le point0. En position verticale (fig. 4 ), le plan :: Ox est toujours
plan de symétrie. Le plan ACO, est plan de symétrie pour les tables
et le moteur.

Donc, CO,, CA et C: sont axes principaux d’inertie de Ce système
pour le point C. D’autre part, le centre de gravité dudit système est
approximativetnent sur A, donc en C. Il s’ensuit que 0-2: est axe pI—‘i-n-

cipal d’inertie pour tousses points, en particulier pour le point 0.
Comme Oy est aussi axe principal d’inertie, grâce à- la symétrie par
rapport à 3050, on en conclut que Ox, Oy, Oz sont axes principaux
d’inertie relativement au point 0. Il en est de même pour le support
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et son arbre, donc pour tout le système. Il s’ensuit que le deuxiéme
terme de 2T. est

A).'*+ n,w+ uw,
A, B, C désignant les moments d’inertie du système total par rapport
à Ox, Oy, 05.

Le centre de gravité G dudit système se trouve sur ():, quelle que 
  Z.

01@ c 0,
©

A x' x'
0 ..l

y
Fig. 4,

" . . . —>
s01t l’orientation des tables. Appelons c. sa cote. Le vecteur Q, quan-
tité de mouvement de G dans le mouvement autour de 0, a pour
composantes suivant Oxy: : mp.'c, , —mX'c,, o. Le vecteur Ÿ,
vitesse d’entraînement de G, est le vecteur vitesse de 0, puisque le
mouvement d’entraînement est une translation. Ses composantes sont
donc æ’, y’, s’ et l’on a

-> —> _Q.V= mc,(æ’pf—y’l.fi.

Enfin, le vecteur ?) est nul. On a donc finalement (')
(28) 2F(æ,y, ..., v):m[æ’+y’+s’+2o.(æy—yl)]+A).*+Bpfl+Cv’.

17 . Calculons maintenant la fonction J ( n° 6). Si m' est la masse 
(‘) On peut aussi établir cette formule en appliquant le théorème de Kœnig

au système M + T' + T. _

Journ. de Math., tome xxv. - Fasc. 3, 1946. 35
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de T, le vecteur Q, a pour composantes
— m' lt0' siu0, m'll0'cos0, 'o (en position horizontale);

et, m'R0’cnsO, m'R0’ sinO, (en position verticale).

_—> ‘

Le vecteur V., vntesse d’entraînement de D., a pour cômposantes

.r' + p.’(°', )" —— ?.’c", 3’ (en position horizontale);
.r’+ p'c, _)" + v'(r'—— c)— ).'c, :’ —- p’(c”— c) (en position verticale).

On a donc

(Tl, .îÏ: m' H0'[ — (.v' + p.’c”)sinO + (y' —— 7.’c")vns')] (position horizontale);

(T .îî: m'R0'l[y'+ v'(c"— c) — À'c] 0050 +[:’— p’(r-"— c)] sinO}
(position verticale).

\!

Le moteur étant supposé équilibré dynamiquementet la table T ayant un_)
mouvement de translation, le vecteur c', est nul.

On en déduit la fonction K, puis la fonction J :

(ag) J :: m'Rœ’[(æ + pc”) cosO +(y —— lc”) sin0] (position horizontale) ;

(30) : m'Rœ’{[y + v(c’-— c) — le] sin0 — [: — p(c”— c)] 0050}
(position verticale).

18. CALCUL un mur…. VIRTUEL. — Calculons l’énergie de défor-
mation V,— du ressort R,-, que nous supposons à spires très aplatz‘es et
sensiblement circulaires (tout au moins sous l’action du poids de la
table). Soit <p l’angle polaire du rayon aboutissant au point courantP
d’une spire de rayon 9. Appelons (a,—, b,—, o) les coordonnéesdu point A,—

et u la cote de P. Soit enfin X, Y, . . . , N les six coordonnées, par
rapport a Oxyz‘, du système des réactions exercées par la‘ fourche
sur R,—. Le moment résultant par rapport à P a pour composantes

L+uY—Z(b,+psitfip): M+Z(a,+pcoscp)—uX,
Nä-X(b;+psino)—Y(a;+pcœo). ' ‘—‘

Soient _Pæ' wet"Py"les axés parallèles :îfi plan—ÆOy"êt° aÿärÏt poîîr
angles polaires respectifs cp et cp+ -Ë; soit Pz’ parallele—. 53:0z. Les
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composantes du moment précédent suivant ces trois axes sont

L’ =(] + uY — b,Z)coscp +(\l + (1,7. — u\) sin{,
M’=—(L+u\ — l),Z)sinç+(M+u,7.— "'\)“'Sf + _o'I.,": \’ + Xl);— Yu,+ p(Xsincp -— Yt'ns‘ç}.

Nous' supposons que Px’ et P3' sont axes principaux d’inertie de
la section droite du fil constituant le ressort et nous appelons [ et l'
les moments d’inertie correspondants. Nous appelons [” le pseudo—
moment d’inertie polaire, E le module de Young, G le module de tor-
sion. L’énergie de déformation de la spire considérée est

,_ ’
’2 r ' "

2E—_ffæn
[ pdo+—Él’/’T V pdy+

2—(—;-—l,[m
M" (I

ou

-%[(L+uY-h,7.)‘£+(\l+ml'—ÎlX)'l
7:

El’
 + [-;(\‘+\b,_Ya,)=+_o=t\*+ï=il
tÇ _’—‘2Gl”’(L+”‘ —I)lz)2+(hl +!I1I4— ll\)’+ )rÎZS]

L’énergie de déformation du ressort s’obtient en additionnant les
énergies de déformation de ses différentes spires. Elle est de la forme
(31) V,: a0{(L -— b,Z)‘-‘+(M + a;Z)’Ï+ 1,[Y(L — b,Z)-— \'(\l + a,Z)|

_ _+ a.,(\‘ + \'l),—-— Yn,P+ 1;,(X=+Y’)+ 1,7),
avec

__—17: 1 1 y __ 1 _ _r._ \.0ozo_._ E<ÈÎ + GF.)(-9),. or,—T‘
<É—++G—-l”)(20u), z,.— …, (-_ ),

__7Ï 1
—__—_fi_

”r,-“1
'

“3— ;(Ë‘I+_IGT/l)(flpuz)+ 2E‘——17(293), 1
U!”

(- )

. . I
Si le ressort est cylmdrzqu_e, le rayon 9 est constant et u:Pîi’

p variant de 1 à n, en appelant n le nombre des spires et h la hauteur
du ressort.

51leressortest coñ'zque,la 's'pireinférieure ayant pouuî‘ 'äyôñ"pîeï
l"aspire supérieure un rayon nul,ou a, pour lap‘°“‘° ”spireà partir du
bas , .

!.

-9=Po<I—%)' —_.a=p,—l-
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D’autre part, si n est assez grand, ou a approximativement(‘)
”

nm +! n h …
”!p”! = , " : _— o2 l” + | m + Ip: 1 -

Les formules ci-dessus nous donnent dès lors, en supprimant
l’indice de p.,

 
_

%

«.,: k.,no, :. :: k. hat… 1_= Mât… Ola: °("(I—'ahLl' kit 92)»
(32) ‘

a;: k;?210,

les coefficients I:.— ayant les valeurs suivantes :

T: 2 I
.

k3

 

 

! l . __ '.—-_“_ 3(sî + cTvl "'—" "2— W ‘==-— 3’ "=*— .*î “‘"Gî
9. . .k.: __ÎÜ (ressort cylindrique);

(33)
{

l+_Êï
_ _ TÊ [ |

_ _ 2 _ __ 2 _£ : _ Ë_ZAo_î<Ê—l+ä)p A,—ä) Âg—
—Ë+Ë, [t‘a—6) k;;— 4,
l . GI”

1 .lt._
l———â-l—”

(nessmtcomque)

+Ëî
Pour Calculer la forme ad'ointe, faisons le chan ement de variables.] g

X=X', Y=Y', Z=Z', L—b,Z=L’, M+a,—Z=M',
.

N+Xb;—Ya;=N’.

Les variables adjointesx’, y', . . ., n' se calculent en fonction de x, y,
. . . , v en utilisant l’identité -

»

X'æ’+Y'y’+. . .+1 ’n'=Xæ+ Yy +. . .+Nv,
qui résulte de l’invariance de la forme polaire. On obtient ainsi

.r'=æ—bw, y'=y+a;v, s'=z+bÛ.—a,—p, l'=l,
m'=p, n'=v. 

(‘) Cette formule peut se déduire de la formule exäcte. On peut aussi l’éta-
blir directement, en écrivant approximativement

1

EP”'= n"""‘/ æm dæ
0
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Avec ces nouvelles variables, on a

2 V:: zaz_—,(X”+ Y”) + 21.Z'2+ 210(L”+ M”) + 21,.\” + a 1,(Y’L’— .\’M').

Or, la forme quadratique
a(æ‘+ y’) + b:'*+ cl*+ dm’+ en*+ 2f(.rm — )'l)

a pour adjointe
.,

|
d.,l‘î + c_y'f ; / If mî J_',_£, .r, m,(34) —ÿ—+—5+”KS+Î)Hf( A

‘“ x )
avec

 
A::ac—f’, A':ad—f‘-‘.

En appliquantcette formule à 2V,—, on obtient
':Io, 210 ,, , s- 21,—, , … n 21, , , ,,,2V=—-— .1;- " ——+—l’+m-+——+—.rm—al.! D

( +.) )+
215 D ( )

2“: “ ( ., )
avec
(35) D::41013—aÏ.

En remplaçant les J!’, y’, . . ., n' par les valeurs ci—dessus, puis
additionnant les quatre formes quadrat1ques obtenues et remarquant
que l’on a

Ea,—=Zb,—=Za;b;=o, — 2af=$a’, -bÎ=403,
il vient
(36) 2V= ôo(æ=+y’)+ @fi’+ B=7-'+ 5=P—’+ p…=+ 2”55(a'a —)'7—),

 en POSflDt
8a 2

‘
8a,—, 2h” __81, au!50: D“, fil:—';“, Sg=î+î) Ô3—-Î+—a—:r

Sa:0 ! 2 _4a,65: D
(a +b’)+æ—f» 55——D—

 
ou, en tenant compte de (32),      8 2 21)2 k;Jt’+ !."3 p2__ __ ,: -8-————5°_ a.,U'

_
fi'— aok.p=’ 5“ aok.p‘= +

a0U
’

- 3 ea‘-’— k3h*+k'3?' _ 2 a°+b’
____ M‘Jl( 7) Ça: ao/üP2

+ 8
“OU

, 6t_ aok2
+ 8 “ou

,
@.. Q,!)

U: h‘(4ka— "Î) + 49‘k'3-
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D’après (33), on voit que H > 0; donc, tout ‘les B,: sont positifs.

20. CALCUL nes vmmmons. — En portant (28) et (36) dans (8),
(“la

. _ f.
Il :( ,3,,-—— … 1’)(1"+)")+(,3, — mœ’) z’+ (B.,— AœÊ)À‘-‘+(fi,,— Bœ“)p£-’

+<:a— Cw*)v*+ a<@,—c-tmœ=>(æp—yl>-

D’après la formule (34), la forme adjointe est, en affectant de
l’indice . les nouvelles variables :

(38) ll,=y…rî+y,yî+mz,+*’_,!,+y,pî+y,vî+2{.—.)f,A’,—2'}, .1,p,,

avec
_ 533

_ 15 (o.)2
, " _ ‘32 _ A O.): . ” —_ I— .

o—-——__——' |—————————1. :—————————| A ‘ A’ ‘ p _ nzm
— mm ,, — mar 1‘ — 9

_ |3 , "’- _ )

(3 )
1 A' .‘_— A ‘°__Ô,——C&f

9 25,—,—c,mœ’7“: _A_'_—’ "7_——A_’
A =(fi,— mœ'—') (,3;,— Bœ’)—(Ô_—,—amd—')”,

\ A!=<5»—mw=)<@=—Aw=>—<fia—clmœîfl

En se reportant aux formules (29) et (30), on en déduit les formules
suivantes :

Position horizontale. — :- = o , v = o,

( v: m’RoË(w,——y,e”)cosO p.: m’Rœ’(y,c" — y,)cosO ;(50)
) t:nt'Rœ-(«,-x,c")sinO,Î.=1n'Rœ2(—Y.»,c"+Y,—,)siflfl._ »—

, ,

Position verticale.
) =m"—Rœ(y,—y,c)sin0, ?.:m'Rwïy,—y,c)sin0,

v:m’Rœ'— c” —c s°n0;(41) ‘ ( )‘
œ:m'Rm’y,(e—c”)0050, :=— m’Rm’y,cosO,_

p=m'Rœ‘-’y,(c”_—c)cosô.
.

Dans lepremier cas, le point0 est animé d’une vibration elliptique,
dont les axes sont 032 et Oy. En même temps, le trièdre est animéde
deux oscillation sinuso‘fdales en quadrature, s"efl‘ectua‘n‘tautour de ces
axes. Les pulmtions de résonance sont données par les équations
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biCarrées A = o et ' A': 0. Les. racines de la première équation
provoquent la résonance parallèlement à 0.1: et autour de 0y, c’est-
à—dire dans le plan 302); celles de la seconde provoque la résonance
parallèlement à Oy et autour de 0.13, c’est—à-dire dans le plan : Oy.

Pour étre sûr d’éwm ces résonances, il suffit que m soit supérieur aux
pulsations w, et w, définies par les formules

» m5.+Bfio—zmc,fi-&)“: m5,+:\fi,—-2mc,fi,
. 1—.m(B — mc f) m(A—mcî) !—

9 (a)!— 
D’aprés les formules (37), le numérateur de (of s’écrit, en posant
B=mpÎ.:

2 ma2 + 8m k,;h’+ lt"3 p2 + 8mpf. 8mc, Iek.
a.,k;p’ a,U a,U a.,U .

-. - .. A',h’—+—A“,p= . .Le rapport du deux1eme terme au tr01sœme est ——O,——; Il est tros
l "

petit. Le rapport du quatrième terme au troisième est —
k'°T',hl; il est

-
_ T

également très petit. On peut donc négliger les deuxième et quatrième
termes. Il en est de même au numérateur de wî et l’on peut écrire
approximativement

,‘ 2_ 2 / a- ._,_
.

9. I)‘“” °?l————:o(r.? +4à“) “z———<A—m()(rçæ

Dans le deuxièmecas, le point 0 est animé d’une vibrationelliptique,
dont un axe est Oy et l’autre se trouve dans-Oæ. En même temps,
le triédre est an1me ’d’osc1llatwnssinusoïdales autour de Ox, Oy, ():;
l’oseillation autour de Oy étant en quadrature avec les deux autres.

Les pulsations de résonance comprennent d’abord celles du cas pré-

&\
c:il°.

cèdent; p'uis \/%. qui provoque la résonance pour la vibration verti-

cale du point 0, et
\/—%

qui provoque la résonance pourl’oscillation
autour de 05.

Pour être sûr d’éviter ces résonances, il suffit que tu soit supérieur à

ces deux dernières pulsations et, en même temps, 'à tu, et to,.

21. CALCULS NUMÉRIQUES vous 1:A’ TABLE vmaan‘rz ne L’Oaszavumaa na

Besançon. —— Les données numériques, qui m’ont été fournies par
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M. Braille, sont approximativement les suivantes. L’unité de force
étant le kilogramme et l’unité de longueur le millimètre, on a :

Poids du support, 280; poids du moteur, 80; poids de T’, 130; poids
de T, 15;
a=33«»; b=j5o; c=650; c’=695; c'=7f;0; a’=405; b'=280;

a'=300; b"=250.

Si l’on assimile les branches des deux fourches à des segments recti-
lignes, la cote du centre de gravité du support est 325. Pour tenir
compte de l’arbre, prenons 330. On en déduit

280><330 —+— 225X6511 …(°. = ; _ :: A70.280 + 220
 

On a ensuite
_

:…5
0 0,15m :_ = a ’ .

9810
’

Pour calculer approximativement les moments d’inertie A,, B,, C1 du
support, assimilons encore les branches "des fourches à des segments
rectilignes. Les rayons de giration d‘un de ces segments par rapport

2 2 _aux plans yOs, :Oæ, æOy ont pour carrés %—, b“, %; 501t 38500,

203000 et 140000. Pour tenir compte de l’arbre, il faut un peu dimi—
nuer les deux premiers et augmenter le troisième; adoptons 36000,
1 80000 et 1 60000. Les carrés des rayons de giration par rapportà Ox,
Ov, O: sont alors 340000, 196000, 216000. Les moments d’inertie
s’en déduisent en multipliant par98208

0, ce qui donne

A,= 9700, B,= 5600, C, = 6200.

Le moteur a pour longueur 450 et pour diamètre 250. Comme il est
creux, on peut l’assimiler à une surface cylindrique. Ses rayons de
giration par rapport à son axe et à un diamètre équatorial ont approxi-
mativement pour carrés

(125)-= 15600 - -et ——<â50)2 +12
125 ’(__). ::25000.

En position horizontale, le carré du rayon de giration par rapport
à Ox et Cy est approximativement (420)°+ 25000 = 200000, car le
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centre du moteur est approximativement à 230“ de l’arbre. Par
rapport à 03, il est 15600. Les moments d’inertie sont approxi-
mativement A': B': 1630, C’: 130.

En position verticale, les carrés des rayons de giration sont
(650 )"+ 15600 = 440 000, (650 )2 +(230)’ + 25000: 500000,

(230): + 25000= 78000.

Les moments d’inertie sont
A': 3600, B'=4100, C': 650.

Les carrés des rayons de giration de T’ par rapport à ()'.1:', O’)", ()'3'
sont, en tenant compte de l’épaisseur, qui est 40,
(560)’+(40)‘-’ (810)°+(40)* (810)’+(560)’

' 12 12 [2 : 8| GN)". : 26500, = 55000, 
Par rapport à 0.23, Oy, 03, ils sont, en position horizontale

26500 + (695)2= 510000, ' 75 000 + (695 )3: 530 000, 81000;

d’où les moments d’inertie
A”: 6800, B”: 7200, C”: 1080.

En position verticale, les carrés des rayons de giration sont

8 1 000 + (650 )= = 504 000, 55 000 + (650 )’ + ( 55 )2 = 480 000,

26 500 + (45 )= = 28 500.

D’où les moments d’inertie
A”: 6680, B”: 6350, C”: 380.

Pour la table T, on peut négliger l’épaisseur, qui est 20. Les carrés
des rayons de giration par rapport à G,æ”, G.)”, G,:" sont 20800,
30000,51000. Par rapport à Ox, Oy, 03, ils sont, en position
horizontale,

208000 + ( 740)2= 568000, 30000 +(7&0 )2= 580000, 51 000

et, en position verticale,

51000+ (650)!= 474000, 30000 + (650 )= + (90)’ = 461 000,

20800 + (90)°= 29000;
JournÎ de Math., tome XXV. — Fasc. 3, 1946. 36
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d’où les moments d‘inertie — \

A'”: 870, Il": 890, C'”: 78, en position horizontale;
, ,
t |\": 730, B": 710, , = _

, en position verticale.

On a enfin A = A, + A’+ A"+ A'” et les formules analogues; ce qui
donne

\ = 19000, Il : 15 300, _C = 7500 (position horizontale);
.\ = :… 700, B = 16800, (: = 7300 (position verticale).

22. CALCUL nas aussonrs. —— La fréquence minimum utilisée est
de 800 t. m., soit ou”: 7000. Afin d’être assez loin de la résonance,
imposons—nous la condition que cette limite inférieure de ou" soit supé—

rieure à 10 fois le carré de chaque pulsation de résonance.
Écrivons ceci pour m, et (02. En tenant compte des données numé-

riques, on a, pour la position horizontale,

m’ _1_ 62 + 6_!;0_ () l. ' 55 + 400
' a, —k.p'—’ U ’ ' ' a., A“,p’ U

et, pour la position verticale,

2 L !;f. 500‘ _ 1 45 353
col

du <À‘.p* + Î)’ w. î,<lüp=+—U_>.

On voit que le plus grand de ces quatre nombres est le premier. Nous
avons donc l’unique condition

 Il
l\-

';

 
vu

62 650, _ _(43)
AEP”

+ U ><70010.
Supposons d’abord les ressorts cylindriques et fabriqués avec du fil
rond, en acier, de rayon r. Prenons E = 28000, G = 1 1 000. On a

nr‘ 2,  -l=l'=—z—g l"=2l, d’où: k‘=1 ='1,12.
Puis,

k'— ‘- d‘où U—h2 _52“"2,28’ —î+"7P°
Enfin,

_0,000162_ ’ \ np
ko— r" ,

_
dou a0_0,0001627_7-
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N0tre inégalité devient

un .'88 16100(44) .
' —’‘-——— —+——.———-r" >
?” h’+ .‘1,25p’

Pour la position verticale, nOus avons en outre les deux conditions
@, < 7oom, ($,< 700 C) ou, d’après (37),

np _3oo :__z0“?> [. +—— — 0 ,"002I" 102
’ / 921…

/t’ + 5 ').5 O’’ 1

Ces deux dernières inégalités sont entraînées par (H), si p<8.io.
Mais, il faut encore tenir compte de la fatigue des ressort: sous

l’action du poids de la table. Cette fatigue, qui est une fatigue au
. . . 250 . . .01smllement, a pour expressmn F = ”ET-£ Imposons-lu1 la condition

d’être inférieure à 40. Cela nous donne

5 .9_ 5
‘

(4 ) ”., <o, .

En définitive, nous avons seulementa satisfaire aux inégalités (zi.)
et (45).Il y a évidemmentune infinité de solutions. En voici une qui
nOus paraît raisonnable

r=5, 9:50, h:110, n=11.

L’inégalité (44) devient o, 88 > 0,20 + 0,67 = 0,87. Elle est vérifiée.
La, fatigue est F = 32; elle n’est pas excessive.

' Les spires sont presque jointives, car la distance de deux spires
consécutives est 1 1“““. L’afl'aissement de chaque ressort sous l’action
du poids de la table est

Gr‘
 : 100.

La hauteur naturelle du ressort est donc 210mm environ et le pas du
ressortà=l’état_naturel est,.de_19….

25Supp050ns maintenant le ressort comque. On a

"P
‘

k,=o,56,
_

* k3="——4,56;
, U: âh=_+o,,889’; a.=q.oooo8n—r;-
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L’inégalité (43) devient
np 1960 51 ooo
7‘ _.0’_

+m
Un avantage du ressort conique est que, sous l’action du poids de la
table, les spires rentrent l’une dans l’autre, de telle sorte que la
hauteur le devient très petite vis—à-vis de 9. Dès lors, nous pouvons
négliger le premier terme du dénominateur de la seconde fraction du
second membre, ce qui nous donne

(36)
ii,—P‘- >12800.

Dans la position verticale, nous avons en outre les deux conditions
7000

2
.

\

“ n-—î->1aoo, -;Ê->o,00548+ Il
!‘

Ces deux inégalités sont entraînéespar la précédente si 9 < 1000.
La compatibilitéde (45) et (46) exige

(37) nr‘ > 105)

D’autre part, pour que les spires puissent rentrer l’une dans l’autre, il
faut 9 > 2nr; d’où, d’après (45), n < %, ce qui exige, d’après (47),
r’ > 400000; d’où r> 6,3 environ. Si l’on prend r= 6,5, il faut
n < 10,6. On peut prendre n = 10; d’où

@ > 130. En prenant;: 130,
l’inégalité (46) est approximativement vérifiée. La fatigue est 38.
L’afl‘aissement est 140. On pourrait prendre 150 pour hauteur
naturelle.

‘

L’encomhrement horizontal serait 2,6 fois plus grand que celui du
ressort cylindrique et la fatigue serait 38 au lieu de 32. Le seul avan—
tage serait de diminuer la hauteur du ressort. Malgré cela, le ressort
cylindriqueparaîtpréférable (' ).

24. Vmumous D’AMPL1TUDE nas oscm.n10us DE LA TABLE. — Adoptons 
(‘) On s’en send compte intuitivement en remarquantque le ressort conique

a une plus grande rigidité transversale que le ressort cylindrique. Ceci
augmente les pulsations de résonance, ce qui va à l’encontre du but poursuivi.
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le ressort cylindrique précédent et étudions les variations d’amplitude
des oscillations de x, y, . . ., v en fonction du nombre N de centaines
de tours par minute. Dans les formules qui vont suivre, convenons de
représenter l’amplitude de l’oseillation d’une fonction par la même
lettre que cette fonction. En tenant compte des résultats numériques
précédents, on obtient les formules ci-dessous:

_ Position horizontale.        100'I—‘——
\‘H2.55+2,38\'—)

10‘
y._ \'=(.‘$ ’,»,_|. |6\=

ll _N‘——5,67l\2 +1,P6 l{_ \‘—5.67\’+1,76’
…O)__ l\"—(2,85—0,33N’) 1»‘ _ \‘(lÜ(p+u 55\Î’n _ .\‘*—3,92N*+ .,50’ î“\1…3… \=+..

Position verticale.

100€: \"’(0 174 —1,28N’) 10‘E _ “(0.316—0.268 \=;_R— \‘—'— ,'32\-‘ +1, 24 R \‘—'..32\"+1.21
100", _ N2(2,31—1,56\“1) "‘7._ \‘-’(| 10—41n_,',\‘)R_ \1—3,41\=+1,22’ ’ n \*_3 '..\-+.

:. _ 2,96N'—’ H“; _ 0.188 \"
IOOÊ—o,882—Nïi ’R—2.66—\2

Les angles 7\, p., v sont évalués en radians.

Les fréquences de résonance sont :

Position horizontale, 0,57 et 2,31 pour a: et {J.; 0,66 et 1,87 poury
et 1;

Position verticale, 0,56 et 2 pour x et p; 0,41 et 3 pouryet ).; 0,94
pour 5; 1,63 pour v.

Pour N = 8 (minimum adopté par M. Baillaud), on a les valeurs
suivantes, au—dessous desquelles sont écrites les valeurs pour N infini :

Posction hanontale.
æ100—=2,66; 100%:0,30; 10‘).=0,61; 10‘p.=1,21.
B

2,38 0,33 0,55 1,16
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!
Position verticale.

\

". — \ : 1 o. \ .I…»R=I,37; inn%=l,bl; mo—ñ=5; 10*7.=0—,29;

|,28 |,.36 ' 2,96 0,29
ln‘p.=n,28: l(>“J=0,20. '

0,27 0,19

Comme on le voit, les diversesamplitudesrestent sensiblement constantes
pour N > 8.

Remarque. — Nous n’avons tenu compte, dans tout ce qui précède,
que de l'influence des vibrationsde la table, puisque nous avons admis
que le moteur est parfaitement éQuilibré. S’il n’en est pas ainsi, on
peut avoir des amplitudes totalement différentes. Mais, les fréquences
de résonance restent les mêmes.


