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JOURNAL
DE

MATHÉMATIQUES
PURES ET APPLIQUÉES.  

Théorie des fils élastiques;

PAR JULES HAAG.

Introduction.

1. Dans un travail déjà ancien ('), j’ai établi, en partant des équa—
tions générales de l’Élasticité, une théorie des fils élastiques, dans
laquelle je supposais la section droite du fil infiniment petite. Je me
propose ici de reprendre la même question, en m’afiranchissant de
cette restriction.

Il convient d’abord de poser clairement le problème.
Dans la pratique, on le pose succinctement de la manière suivante :

Lefil étant donné à l’état naturel, on lui appliquedes forces extérieures
déterminées et l’on cherche la nouvelle forme du fil, en supposant bien
entendu qu’il se déforme élastiquement, c’est—à—dire que la limite élas— 

(1) Ann. Éc. Norm., (3), XLVI, 1929, p. 105 à 129. Le présent travail a été
élaboré en grande partie en 1938 et 1939; mais je n’ai rien publié à son sujet,
sauf une Note récente aux Comptes rendus.
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tique n’est atteinte en aucun point (‘). Mais, une difficulté surgit dès
qu’on veut préciser la manière dont on se donne les forces.

En ce qui concerne les forces de volume, on peut évidemment
supposer que le fil est plongé dans un champ de forces déterminé. La
force appliquée à chaque élément dépend uniquement de sa position
actuelle par rapport à un trièdre de référence fixe.

En ce qui concerne les forces de surface, on peut imaginer que la
force appliquée à chaque élément dépende à la fois de sa position sur
le fil et de sa position dans l’espace.

De toute manière, les forces extérieures ne sont exactementconnues
que lorsqu’on connaît la position actuelle du fil, donc lorsqu’on a
résolu le problème de la déformation. On pourrait presque dire que
le problème ne peut être posé que lorsqu’il est résolu.

Bien entendu, la loi à laquelle obéissent les forces extérieures étant
donnée, il est toujours possible de mettre le problème en équations.
Mais, l’intégration de ces équations (qui sont aux dérivées partielles)
est en général extrêmement difficile, comme on s’en rend compte sur
des cas particuliers simples, tel que le spiral (").

Dans la théorie classique de l’Élasticité, cette difficultén’existe pas,
parce qu’on admet que le déplacement de chaque point pendant la
déformation est infinimentpetit et il est alors pratiquementindifférent
de se donner les forces extérieures dans l’état naturel du corps élas—

tique ou dans son état actuel. Pour un fil au contraire, le déplacement
peut être très grand, bien que la déformation locale soit petite.

_Une difficulté analogue pourrait théoriquement se présenter en
Hydrodynamique, quand on utilise les variables de Lagrange. On
pourrait imaginer en effet que la force appliquée à chaque particule
fluide dépende à la fois du choix de cette particule et de sa position
dans l’espace. Mais pratiquement, toutes les particules se ressemblent
(elles ont d’ailleurs une existence très éphémère) et occupent toute

(1) Ceci se traduit par la condition que les coefficients N,—, Ti de Lamé doivent
être inférieurs en chaque point à des limites données, dépendant uniquement de
la nature du fil.

(‘) Cf. Bull. Soc. Math., t. LVIII, 1930. Voir aussi le n° 75 du présent
travail.
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une région de l’espace, de sorte qu’un tel point de vue n’a pas
d’intérêt et c’est pourquoi on utilise de préférence les variables

d’Euler (‘).
Dans le problème des fils au contraire, il n’est pas indiflérent de

savoir que tel ou tel point du fil viendra occuper, aprés déformation,
telle ou telle position dans l’espace. En outre, les forces de surface
sont toujours appliquées en des points déterminésde la surface du fil.
Il ne semble donc pas possible d’adopterun point de vue analogue à

celui d’Euler. C’est cependantce que nous allons faire.

2. Nous nous donnons le fil dans sa position actuelle. Nous le
supposons soumis à des forces extérieuresdéterminées et nous nous
proposons de remonter à la forme naturelle ou, ce qui revient au même,

de calculer la déformation et conséquemment les forces élastiques
intérieures.

Une telle manière de poser le probléme est évidemment artificielle,
tout au moins en ce qui concerne la déformation. Elle l’est moins
si l’on recherche uniquement les forces intérieures. En outre, il existe
certaines formes de fils élastiques (ressorts) pour lesquelles le
probléme pratique se ramène approximativement à celui que nous
allons résoudre, si les forces extérieures sont convenablementchoisies, '

comme c’est le cas dans les conditions habituelles d’emploi des
ressorts.

5. En vue de l’intégration ultérieure, je ferai une seconde hypo—
thèse, déjà admise dans mon premier Mémoire. C’est que les sections
droites du fil peuvent se déformer homothétiquement dans le
rapport t (2). Mais, alors que j’ai supposé antérieurement que t était
infiniment petit, je supposerai cette fois que t a une valeur finie.

Nous admettrons en même temps que les forces extérieures sont
fonctions de t. Ce point sera précisé ultérieurement (n° 20).

Notre méthode d’intégration consistera à calculer la déformation et
les forces élastiques au moyen de développements en série procédant 

(1) Cf., APPELL. Traité de Mécanique rationnelle, t. III, p. 607,
(’) Cf., APPBLL, loc. cit., p. 647.
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suivant les puissances de t. Ce calcul sera d’ailleurs purement formel,
car je n’ai pu réussir à démontrer la convergence.

Observons encore que pour obtenir nos développements, nous
aurons seulement besoin d’utiliser la somme géométrique et le moment
résultant des forces extérieures appliquées à l’extrémité du fil. Il en
résultera que les forces théoriques correspondant à la déformation
ainsi obtenue formeront seulement un système équivalent aux forces
effectivement données, mais n’auront pas en général la même répar-
tition. C’est ce qui arrive, comme on sait, dans le problème de Saint—
Venant. La théorie exposée dans le présent travail apparaîtra ainsi
comme une extension de ce problème à un fil de forme quelconque, le
problème classique de Saint—Venant concernant seulement le cas du
fil rectiligne.

Il est bien évident que cette méthode du développement en série ne
résout pas la question quand les forces appliquées sur les bases ont
une distribution donnée à l’avance, autre que celle à laquelle aboutit
précisément la dite méthode. Dans ce cas, les développementsne sont
plus légitimes, ainsi que l’on montré E. et F. Cosserat, parce que la
valeur zéro du paramètre suivant lequel on développe est un point
singulier essentiel des fonctions cherchées ( ‘).

L’expérience montre cependant que les résultats déduits de la
théorie de Saint—Venant sont pratiquement exacts dès qu’on s’éloigne
suffisamment des bases et ils sont utilisés sans aucun scrupule en
Résistance des Matériaux. Il serait intéressant de justifier mathé-
matiquement ce principe d’équivalence. Mais, c’est un problème
qui paraît fort difficile et au sujet duquel je donnerai, au dernier
chapitre, quelques indications faisant pressentir la manière dont-
pourrait se produire l’amortissement des erreurs quand on s’éloigne
des bases. '

Quoi qu’il en soit, puisque les résultats de la théorie de Saint—
Venant sont utilisés avec succès dans la pratique, il semble probable
qu’il puisse en être de même pour les résultats de la théorie plus
générale faisant l’objet du présent Mémoire. 

(‘) Cf., APPELL, loc. cit., p. 646.
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4. NOTATIONS ET mnmmäs. — En vue de simplifier l’écriture, nous
poserons, en désignant par 7\, 11 les constantes élastiques hab1tuelles :

8

k : ———)\— (coefficient de Poisson),
2(À + pt)

,_ Â+QM ‘ ,_.lk= z—_—(À+p) k+k_l’
F(3À+2F)

À+pL

(l)

(2) E: =2p(1+k) (module de Young).

Nous utiliserons les symboles opératoires ci-dessous, pour toute
fonction de ac, y :

03 de _ 02 a-z_(3) A—ä-Æî+äjl_‘z, D—‘âîg—äÿ’
'

a a ,_ a a

Si la fonction F admet des dérivées premières continues dans l’aire
(A), limitée par le contour (I‘), on a

(5) ôFdxdy=f(ay—Ôæ)Fdä,(A) F

a désignant l’arc de (F) et oc,
@ les cosinus directeurs de la normale

extérieure. En particulier, si (I‘) est un cercle centré à l’origine,
l’intégrale double est nulle.

Quelle que soit la fonction F, on a

(6)
8(æF)=æôFä—yäF,

ô(yF)=yôF—xF;
dF ô(ôF) ôF à(ôF) (W

(7) 6(Îx>=_—d_x + dy ô(dy)= dy _dx.
Si U et V sont deux polynomes harmoniques conjugués, homogènes
et de degré m, on a

(8) 6U=mV, ôV=—mU.

Quelles que soient les fonctions U et F, on a

dU dF‘ dU ôF
(g) Æ,(äiaî—"‘aî d—;+UAF)dædy=fUâ—îd

la dérivée normale étant prise suivant la normale exténëure.
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Si F est une fonction harmonique dont la dérivée normale prend,
sur P, la valeur ocP + QQ , P et Q désignant deux fonctions données
de x et y, on a

dU ôF +ôU ôF
d(UæP) +ô(UQ)(IO) Æ(æ Îæ+ dy —â—y>dx

xdy=flô dx dy.

5. RÉSUMÉ ou PRÉSENT TRAVAIL. — Dans le Chapitre I, nous donnerons
la definitionprécise du fil et de sa déformation.

Le Chapitre Il sera consacré à l’établissementdes équations d’équi—
libre.

Dans le Chapitre III sera déve10ppée la méthode générale d’ inté—
gvation formelle de ces équations.

Dans le Chapitre IV, nous ferons le calcul expliczte complet des deux
premiers termes des développements en série et le calcul partiel du
troisième terme.

  
Le Chapitre V sera consacré au cas particulier du fil rond,

pour lequel les coefficients des divers développements se calculent
facilement.

Dans le Chapitre VI , nous étudierons le cas particulier du fil recti—
ligne. Dans le cas du cylindre, nous calculerons la déformation dans
l’hypothèse où les forces de volume et les forces latérales sont des poly—
nomes en 2 , avec application au problème de Saint—Venant, à lapoutre
pesante et uniformément chargée et au cylindre trouvant autour d’un
axe quelconque. Enfin, nous étudierons la déformation de la torsade.

L’objet du Chapitre VII sera le calcul de la déformation de la fibre
neutre pour un fil élastique quelconque, avec application au ressort à
boudin.

Enfin, dans le Chapitre VIII—, nous indiqueronsquelques essais de
justification du principe de l’équivalence.

CHAPITRE 1.

Définitiondu fil et de sa déformation.

6. DÉFINITIONnu FIL. — Soit une aire plane quelconque (A), limitée
par la courbe fermée (I‘). Associons—lui un trièdre' trirectanglé Oxyz ,
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dont l’origine sera le centre de gravité de cette aire supposée homo-
gène et dont les axes 0.2: et O_y seront les axes principaux d’inertie
correspondant à 0. Nous appellerons S l’aire de (A) et A, B ses

moments d’inertie par rapport à Ox et Oy.
Considérons (‘) maintenant l’aire (A,) et la courbe (l‘,) homothé-

tiques de (A) et (I‘) par rapport à O et dans le‘ rapport t. Puis,
imprimons au trièdre Oæyz un mouvement quelconque assujetti à

l’unique condition que la trajectoire de 0 soit tangente à Oz. Le fil
sera engendré par l’aire (A,) dans ce mouvement. La courbe (F) décrite
par 0 sera appelée la fibre neutre. La surface (Z,) engendrée par (l‘,)
sera la surface latérale. Les positions extrêmes de (A,) seront les
bases B0 et B. Une position intermédiaire quelconque de (A,) sera
une section droite (“‘).

’

Nous appellerons s l’abscisse curviligne de 0 sur (F), coniptée à

partir de la base B,. Si elle joue le rôle du temps, nous appellerons p,
q, r les rotations du trièdre Oxyz; ses translations sont 0, o, 1. On
voit facilement que la courbure et la torsion de (F) en 0 sont(“)

_

de de

l_\/î__ÎT l___qä—pîgR_ p q! T— pg+q2 _ 
(*) La.rédaction serait un peu simplifiée en n’introduisant cette homothétie

qu’après le n° 16. Il suffirait de changer ce et y en tx et ty dans toutes les
formules obtenues. Mais cela nous obligerait à les écrire de nouveau et allon-
gerait notablement le texte. '

< (’) Ceci ne signifie pas nécessairement que le plan de (A,) coupe orthogona—
lement (Et). il n’en est ainsi que si le mouvement du trièdre est tangent à
une rotation ayant son axe instantané dans a: Oy. C’est l’hypothèse quej’ai faite
dans deux mémoires antérieurs [loc. cit. et Sur l’hypothèse des fibres dans la
théorie desfils élastiques (Ann. Éc. Norm., (3), Lil, 1935, p. 318)].

(3) Si l’on appelle cp et <p + Eles angles polaires respectifs de la normale
principale et de la binormale, on a

p=—Àsincp, q=Âcoscp, Â‘=p*+q'£, R=Î°
La vitesse du point de l’indicatrice des binormales a pour valeur algébrique sur
la normale principale -—r _— %.
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Un point M quelconque dufil sera défini par l’abscissecurviligne s de
sa projection orthogonale 0 sur (F) et par les coordonnées carté-
siennes x, y du point homologue de (A) par rapport aux axes Oæ,
Oy. Les coordonnées cartésiennes de M par rapport aux mêmes axes
sont donc tæ et ty.
' Si le point M° est sur (E,), donc sur l‘,, les cosinus directeurs de la
normale extérieure en M à (E,) sont

t(11) af=pa, {3'=pfi, y’=%—(a_y—fiæ),

en appelant ou, B les cosinus directeurs de la normale extérieure à (l‘,)
par rapport aux axes Ox, Oy et en posant

(12)
_

h=1+tg, g=py—qæ.

Quant à la valeur de 9, elle est donnée par
2

(13) %:h‘+r‘t’(ay—fiæ)“.
Nous supposerons que, quel que soit M dans le fil, on a |g|<1,
donch>o( ).

L’angle du plan (BD)! avec le plan tangent à (Z ) a pour cotangente

%(ay —- fix). Pourque le plan œOy coupeorthogonalement(&),il faut
et il suffit que l’on ait r: 0 ou bien que (l‘) soit un cercle de centre 0.
Toutefois, si t est très petit, cÎest—à—dire si les dimensions transversales

. . , . 1 . . . , . ,
du fil sont petites v15—a—ws de ; (”), y’ sera tres petit et l orthogonalzte
sera presque réalisée (3 ). -

Dans ce qui va suivre, nous appellerons .:v, y, s . les coordonnées
de M; mais, il sera bien entendu que les coordonnées cartésiennes
de M par rapport à 0.23, 0y seront en réalité tx et ty. (. 

(1) Le fil est tout entier extérieur à la développable enveloppée par æOy.( ) Ceci peut s’interpréter en disant que l’angle dont tourne le trièdre autour
de Oz,pour un déplacement longitudinal de l’ordre des dimensions transver—
sales du fil, est très petit.

(3 ) C’est ce qui a lieu par exemple pour un ressort à boudin.
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7. DÉFORMA'I‘ION DE LA FIBRE NEUTRE. — Supposons maintenant que le

fil revienne à l’état naturel. Le point qui se trouvait primitivementen
M vient occuper une certaine position M,. Ceci établit une correspon-
dance ponctuelle entre les deux états du fil; les points M et M0 seront
dits homologues dans cette correspondance.

La fibre neutre devient une certaine courbe (F,). Le point 0 vient
en O,. Si s0 est l’abscisse curviligne de O.,, on a une relation déter—
minée entre s et s, , soit s0: f(s). La dilatation linéaire & de (F) en O
est définie par

.

(14) %=1+e ou f'(s)=t—€,

en tenant compte du fait que e est nécessairement très petit (défor-
mation élastique) et négligeant systématiquement, comme nous le
ferons toujours par la suite, les quantités du second ordre par rapport
aaa: déformations(' ).

Au trièdre Oæyz, nous faisons correspondre le trièdre trirec-
tangle O,,æ,y,z0 dont l’axe 0020 est la tangente positive à (F,).
Quant aux deux autres axes, leur orientation sera précisée au n° 8.
Pour le moment, nous convenons seulement que le demi—plan 2, 00:30
fait un angle très petit avec la demi—tangente en 00 à la courbe
homologue de la demi—droite Oæ.

Si s., joue le rôle du temps, le trièdre O,x,y,z, a pour rotations et
translations (p, , q0 , r,, o, o, 1). Nous poserons
(15) - p—p.,=p’, q—qo=q’, r—ro=r’.
Ces trois quantités sont trèspetites.

Si l’on connaît p’, q’, r’, a en fonction de s, on peut en déduire
— p, , q,, r0 en fonction de s,; d’où résulte le mouvement du
trièdre O,,ac,y,zz0 quand 0, décrit la courbe (F,). Celle-ci est donc
déterminée et l’on peut dire que la déformation de la fibre neutre est
déterminéepar les quatrefonctions &, p’, q’, r’.

:. _ 8. Déroamnmu nus SECTIONS nnonus. — Prenons un point M
quelconque à l’intérieur de (A,—) et soient tæ, ty ses coordonnées par 

(1) Et non aux déplacements.
_

_

Journ. de Math., tbme XXV. — Faso. 1, 1946, 2 '
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rapport à Dar, Oy. Soient M, le point homologue et O'0 sa projection
orthogonale sur (F0). Ce point, d’abscisse curviligne s'o, est en général
distinct du point 00 homologue de 0, dont l’abscisse curviligne est
s,=f(s). Soient enfin tx0 , ty0 les coordonnéesde M() par rapport aux
axes O'0æ'0y'0z'0 attachés à O'0. Nous poserons

' ’(16) u=x—x… v=y—y… tw=0000=f(8)—80.r

Si l’on amène Ooxoyoso en coincidence avec le trièdre homo-
logue Oæyz, les composantes du vecteur @ suivant ces axes
sont tu, tv, tw, au second ordre près. Les trois fonctions u, v, au défi—
nissent la déformation de la section droite (A) et seront considérées,
de même que e, p’ , q’, r’ , comme des infiniment petits du premier
ordre. Ce sont des fonctions de x, y, s. Elles s’annulent toutes trois
pour a: =y = o. '

Les fonctions u, «» déterminent la déformation transversale de la
section droite. Nous convenons maintenantde choisir l’orientation des
axes O.,æ,, O,,y0 de telle manière que cette déformation soit une défor—
mationpure dans le voisinage de O. Autrement dit, on devra avoir

. )_ Êa_ôv pour x=y=o.

On sait que, dans ce cas, les déviations angulaires sont infiniment
petites ('), de sorte que le trièdre (),.7:.,y0zo satisfait bien à la
condition admise au n° 7 .

Moyennant la convention ci—dessus, r’ mesure la torsionphysique du
fil. En effet, amenons Ooæoyozo en coïncidence avec Oxyz, pour une
position déterminée de 0. Soit O’ infiniment voisin de O et O'() le 

(1) On pourrait évidemment choisir l’orientation de Ooæo de telle manière,
par exemple, que le demi-plan zoOoxo contienne la demi-tangente en 00 à la
courbe homologue de la demi-droite Ox, dont la déviation angulaire serait alors '

. . . . . dvnulle. Ce01 se tradu1ra1t par la condition —=o pour x=y=o. Mais ladx ’
déformation transversale ne serait pas en général une déformation pure. De
plus, les deux axes 0.2: et Oy joueraient des rôles dissymétriques, car la
déviationangulaire de Oy ne serait généralement pas nulle. '
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point homologue. On passe de O',x',,yl,zL à O’œ’y’z’ par la transla—
tion sds suivant Oz et les rotations p’ ds, q’ ds, r’ ds autour de Oæ,
()y, Oz. La troisième rotation, qui s’effectue autour de la tangente à
la fibre neutre, est uniquement due àla torsion, puisque, pendant la
déformation, la partie centrale de la section droite est solidaire du
trièdre Oxyz. Son quotient par ds mesure bien la torsion physique.

CHAPITRE II.

Les équations d'équilibre.

9. LES FORCES EXTERIEURES. — Les forces extérieures appliquées au
fil comprennent des forces de volume Fv, des forces de surface F2
s’exerçant sur la surface latérale et enfin des forces sur les bases; nous
appellerons FB celles qui s’exercent sur la base (B).

Parmi toutes ces forces, considérons seulement celles qui sont
appliquées à la portion de fil postérieure à la section droite (A). Elles

‘ forment un système (SA), dont les six coordonnées par rapport au
trièdre Oæyz seront désignées par X, Y, Z, L, M, N. Ces
coordonnées sont des fonctions connues de s et t.

Considérons la tranche (ds) comprise entre deux sections droites
(A) et (A’ ) infiniment voisines, définies par les abscisses curvilignes s

et s+ds. Appelons Xv ds, Yv ds, ..., Nvds les six coordonnées du
système des Fv appliquées à cette tranche et X2 ds, Y2 ds, . . . , Ng ds
les six coordonnées du système des F2 appliquées sur sa surface
latérale. Le système (SA)est équivalent au système (SA.) augmenté
des forces ci—dessus. Or, les coordonnées de (SA.) par rapport à Oæyz
sont, au second ordre près en ds :

X+dX+(qZ—rY)ds, Y+dY+(rX—pZ)ds,
Z+dZ+(pY—qX)ds,

L+dL+(qN—°rMidS—Ya‘s, M+dM+(rL—pN)ds+Xds,
N+dN+(pM—qL)ds.
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On a donc les équations différentiellessuivantes :

S1:—:(îîî-+qZ—rY+ XV +Xg=o,
Y ,

S,E%+l‘Â—pZ+ Yv +Yg=o,

Ss—=—Ê%+pY—qX+ Zv +Zg=o
(18)

dL .

S.Eîÿ—+çN—l‘M—Y+LV+LZ=O,

SSEËË+1‘L—pN+X+MV+M2=O,
'. di‘
\SüE'Æ'+pM—qlx+ Nv +NZ=O.

Nous appellerons X’, Y’, Z’ les composantes de la force appliquée
à l’unité de volume au point M(æ, y, 5). Ce sont des fonctions
données de tac, ty,_s. Il est facile d’en déduire XV, . . . , N… A l’élément
d’aire da: dy intérieur à (A), correspond, dans (ds), l’élément de
volume t°hds dx dy. On a donc (‘)

xv= fiflhX’dædy, Y\=t2flhY’dædy; zv=tzflhz'dxdy,A

(19)flflhyZ’dxd3,—t*flhæl'dædy,
Nv=t3flh(xY’—yX’)dxd)‘.

A

De même, appelons X”, Y”, Z” les composantes de la force appliquée
à l’unité de surface (Z,). L’arc élémentaire tda de (I)) engendre, pour
un déplacement ds de 0, une aire égale à

%
da ds'(2). On en déduit

» [:
Xz=tfX”—da, Yg=tfw'lda Zz=tfZ”-Ê

da,r ? P

. ,,h h(20) Lg=t* yZ _—-da, Mg:—t’fæZ”—da,I‘ P P P

=t‘f(xY”—yX”)£dæI‘ ' ? 
*

4

n intègre dans (A) et non dans (A,).( )0
(') Cette aire mesure la longueur du produit vectorieldu vecteur tda, de
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Les six coordoonnées X, Y, . .°., N ne sont pas entièrement déter-
minées par les équations différentielles (18), car elles dépendent des
forces F.,. Si ces forces sont données, ainsi que les forces F,, et F2, on
peut évidemment calculer a prioriX, Y, . . . , N en fonction de s, sans
passer par l’intermédiaire des équations (18). On obtient ainsi
six fonctions déternü'nées (') de s, qui doivent vérifier identiquement
les équations (18).

10. LES EFFORTS SUR UNE SECTION DROITE. — L’effort Îs’exerçant en
un point M quelconque intérieur au fil, sur un élément dont la
normale a pour cosinus directeurs oc’, Q’, y’, a pour composantes
cartésiennessuivant Oæyz :

(21) \ Tæ: N1a’+T3Ç’+T27/, Ty:— T3al+Nzfil+Tfl‘/,
‘ T:=Tw'+ TI@'+ NW.

Si l’élément considéré appartient à la section droite passant par M,
on obtient les composantes de l’effort TA exercé sur sa face positive,
en faisant oc’= 3’ =0, y’=1. Les six coordonnées du système des
forces TA sont

xI=t2flT,dxdy, YA=”flTidædfi ZA=‘2flN°dædf’A A A ’

(2°) LA:t3fl .ÏNs dæd)’: MA=—taflæNg dædy,
* A

NA=z=fl(xT,_-yT,)dxdguA

“. CONDITIONS AUX LIMITES SUR LA SURFACE LATÉRALE. — S’il y a équi—
libre, les composantes X”, Y”, Z” de F;; doivent être égales aux
composantes T,,, T,, T,, données par les formules (21), en remplaçant
oc’, fi’ , 7’ par les cosinus directeurs de la normale extérieure à (E), 
composantes (—,Btda, octda, O ), par le déplacement élémentaire du point M,
qui a pour composantes (— rty ds, rtæ ds, h ds).

(‘) Bien entendu, ces fonctions dépendent aussi de t.
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c’est-à—dire par les formules (1 I). Oli doit donc avoir

%X”=
h(aN.+ fiT3) + trT2(ay — $$)»

h(23) EY”=h(aT3+ÇN2)+trT,(ay—fix),

( %Z”:h(dT2+ ÇT1) + tl‘N3(a}'_ S$)—

Si l’on porte ces expressions dans (ao), on obtient des intégrales
curvilignes qui se transformenten intégrales doubles :

'Î2=tflUz dxdy, Ÿz=tflVz dx dy, Zg=t W2 dxdy,
A A A

Lg: t‘ifl(yWz+ hT1 —trxN3)dxdy,
A(24)

Z!2 _ t2fl(xW2+ hT2 + tryN3) dxdy,
A

fig: t'—’fl(æVg—-—yUg+træTg+tr)/Ti)dxdy,. A
_\

en posant (‘)    _ d<hN0 d<hT3>U2 _
dæ + dy + tr 6T2,

(25) VE: ô(353) + d(ZN2) +trôTh

Wz= d(gî2) + d((I;T’) + tr 6N_…_.

l2. EQUATIONS D’ÉQUIVALENCE. — S’il y a équilibre, les forces TA
doivent former un système équivalent au système (SA). On doit donc
avoir
(26) ÂEX—XA=O, ÂEY—YA=O, ..., NÂEN—NA=O.

Il s’ensuit que les équations (18) doivent être vérifiées quand on y 
(‘) S’appuyer sur les identités (5) et (6).
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Émp_lace X, Y, . . ., N par X,, Y,, . . ., N, et X2, Y2, . . ., Ng par
X3, Y2, . . ., Ng. Les S, deviennent alors    &: tflUdædy, &: tflVdædy,A A

(27) $,: t Wdædy, Ë,=t”fldeædy,A A

\‘Ë5=—t2flæWdædy, Ë,=t2fl(æV—yU)dædy,A A

en posant
ô hN () hT TU: (dx1) + (dy3)+l<dds2+qNz— rT1+hX/+rôT2),
() hT hN» dT(28)

v—_—_ (0x3)+d(dy“)+t(Îg—1+rTz—pN3+hY’+rôT,),
ô hT T NW:: (dac—2) + Wii)/‘) +t<% +pT,—qT2+hZ'+rôN3).

Ces six intégrales doubles doiventêtre nulles quel que soit s.

15. ÉQUATIONS INDÉFINIES D’ÉQUILIBRE. — Imaginons qu’on rem—
place (A) par une aire quelconque (a) intérieure à (A). Le fil est
remplacé par un fil fictif (ou fibre) intérieur au fil réel. Les forces
extérieures appliquées à la partie de ce fil qui est postérieure à (a)
sont les forces de volume FV, les forces de surface T., exercées sur sa
surface latérale (et) et les forces exercées sur la base (b). D’après ce
qui précède,_les intégrales }. déduites des €, en remplaçant (A) par(a)
doivent être nulles. Comme ceci doit avoir lieu quel que soit (a), on
en conclut que les fonctions U, V, W doivent être identiquement
nulles. On obtient ainsi les équations indéfinies d’équilibre (‘ ).

(gg) U=o, V=O, W=O. _‘

(1) On obtient seulement trois équations et non six, parce qu’on a admis les
les formules (21). Si l’on était seulementparti des formules résultant de l’équi—
libre du tétraèdre élémentaire, les trois dernières équations (27) nous auraient
conduits, en tenant compte des trois premières, à la symétrie du tenseur des
efforts, c’est-à-dire aux formules (nx).
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14. CALCUL DE LA DÉFORMATION puma. — La distance des deux points
M(æ, y, 3) et M’(æ + dæ,y +dy, s + ds) a pour carré

da'3=t‘(dx — ry ds)2+ t2(dy + rx ds)2+ h2 ds”.

La distance de0 des deux points homologues Mo et M'() est donnée par
une formule analogue, dont toutes les lettres doivent simplement être
affectées de l’indice zéro. On doit ensuite remplacer a:, parcs—u,
yo par y—v et s, par s'0=f(s)-—— tw, en vertu des formules (16).
D’après (15), on doit remplacer p,, q,, r, parp—p’, q—q’, r—r’,
les fonctions 1), q, r étant calculées pour la valeur s’ correspondant

s , donc définie par
f(s’):s},=f(s)—tw ou (s’—s)(1—s)+.…=-tu‘,

soit s'=s—tw, au second ordre près en &, w. Les fonctions p, g,)r
- . . dp dq dr‘ — t’—— ( —t(- _ l‘—Zt’——— Dansd01vent etre remplacees par p t & ds’ ] v ds’ ! ds

ces conditions, on a

d , d
,ho=1+l(p—tcvîî—p>(ÿy—v)—t(q—t«vd—Î—q’>(æ—u),

ou, au second ordre près,

ho=h+t<qu —pv+tuæ%î ——twyî,—p +q”æ—pg).
Enfin, ds,, doit être remplacé par f’(s) ds — tw_—— ds — & ds — tw. On
obtient ainsi, au second ordre près,

dxo°=—royodsodæ—ryds+a, dy,+r,æodsozdy+ræds+b,
hodso=hds+c,

en posant provisoirement :

a:—du+ry(eds+tdw)+tywdr+flyds+rvds,
b=+dv-—rx(sds+tdw)—tæwdr—flæds—ruds, - *'
c=—h(eds+tdw)+t(qu——pv+q’æ—p'y)ds+t*w(ædq—ydp).

D’où
g__ 2

fil—{Îlfi =—at’(dæ— ry ds) — bt”(dy + ræds) -— ch ds.
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En divisant par da“ ,on obtient la dilatation linéaire correspondanta
l’élément (dac, dy, ds). Les cosinus

directeursh
de cet élément sont

proportionnel$àa(dæ — ry ds), (dy + ra: ds), —ds; d’où l’on déduit
que dx, dy, ds sont proportiorinels à a+t£—hyy, B— thxy, t%La dilatation linéaire dans la direction (on, @, y) est donc
—aoc—bB— %; avec

__ __ du dw y du dw ra:a_ (Æ—tryîxW)<a+t-,—y)++<îy-—tryäÿ> (@-tÎy>
+(%%

="”( ï)(fi- [EZ—”*)(
dr vt

—tryÎw— — rys— twy—Æ- — r’y —
rv>—‘—h—

dv dw+t x%%r><a+tl‘zyy)++<ä—;
+trædy

+trx%—Î+rxe+twæ—+r’æ+ru)%,
_y LW _ 3…< h )+hây(p th’)

dq dp_ _ , 2 _ 2
, _+(ht—Û, +hs tqu+tpv tql'—æ+tP) t‘væds+twyds)

?
dv+ 55
ôw
dæ

0—
t—

)\
1_.
h

'En prenant les coefficients de 012,3”,
notations habituelles (‘ ),

du dw dv âw du dv ,
e1=dÎc—t"yd—æ"’ 82=Ü+træäÿ, ga=Ü + 5—+trôw;

., on obtient, avec les

g4hÆ+—[‘Î+r’x+r<ôv+træôæ+u+eæ+tæ-äï>’_ dyp h à ds
.

+tWæ£]x(30)
{

ds

—hd—’-v+î îlÏ—r’ +r ôu—tr ôw—v—e —t div)g2—
da: h[ds y y y yds

di‘
—tW_}’ % ,

 
, , âw

eB=s+t(py—qæ+ï+rôw+®), 
(*) Les expressions (33, g,, g, nous montrent que p’, q’, r’ doivent être très

petits, comme on l’a admis au n° 7; car, s’il n’en était pas ainsi, e_.,, g,, g,
auraient des valeurs finies et, d’après (32) et (33), les N,—, T,, T,, dépasseraient
la limite élastique.

Journ. de Math., tome xxv. _ Faso. 1, 1946. 3
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en posant, pour simplifier l’écriture

(31) h@=pv—qu+tcv%Ë—tg(p'y—q’æ).

15. Rappelons maintenant les formules classiques
(32) N,—=Âû+ape;, T,=pg,-, 0=81+82+63.
On en déduit la suivante
(33) N3=k(N1+N2)+EÛ3.

16. FORMULES poun LE CALCUL DE &, p’, q’, r’. — Supposons vérifiées
les équations indéfinies, les équations d’équivalence et les conditions
sur (2). Soient P et Q deux polynomes harmoniques conjugués,

‘ ,. . ' . '
‘ PX” Y”homogenes et de degre m. Cons1derons l’1ntegrale I =] —Î—Q—do
[‘

D’après (23), on peut écrire
_ dl" ÔN1 ôT3
_Æ[(N1+Nz)æ- +P<-d—æ

+ 'Îy—)
«m dN2 PT2+ QT1

‘

En tirant les deuxième et troisième parenthèses des deux premières
équations (29), le crochet s’écrit

t%[q(N1— N3) —PT:;— ÊÎl—;E
— IlX’+ "(T1— 6T2) ]d

T
+t%[P(Ng—Ng)+qT3—'% —hY,—Î(T2+ 8T,):l

PT T dP+trô(—%&) +(N1+ N2)ä;,

ou, en tenant compte des identités (6) et (8),   _tPF—l—QG+ (m71)r(PTi—QT2)+ (N1+ N2)dP,
!. dx

en posant

F = % + q(N3—N1)+pTa—trTZÆ%Â—Z+hX’,
(34)

dT x+G: _3Î*
+p(N2— N,) —qT3—trT1£—I_—l‘z +th.
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On a donc

fl(N.+M)%—-—Èdædy=l+tflPF+QG+(mîl)r(PT‘—QTg)dxdy.
A

On en déduit, d’après (34) et (31),
."_P N3dædy=k1+kt 'PF+QG+ ("'—‘)"(PT’— QT2)dæd
ôæ_

y
la

+Eefl3—î
—dxdy

dw à?l I " ,

+tEÆ<py—qæ+—ÛS+rOW+G)—ddæd). . ' - 2__ 2

En prenant successwement P=æ, Q=y; P =æy, Q =3’ “’ .
2

,

y’ — a:2 . . .P =
2

, Q =—— æy; on obt1ent les tr01s formules su1vantes : 
ds

'

L_=t*EAp’+t‘Efly<—+rôw+®)dædy
‘ 2æ_y(F+rTù+(y2—æ2)(G+t kÆ 2h

+t3kf2æyX2
+(y‘-’—av‘=)Y

da

(35) Z=tŒSe+PE[ <Ê°—V-+r8w+®)dæd_y
A

_rT2)dædy

’

(36)

M=t‘EBq'—t‘Eflæ(—+r2w+®)dxdy   
—t‘kfl<x2_

),
2)(F+rT,/)ï+2æy(G—rT,)dxdy

2 .

-_ 2 Il //

_t3kf(x y)Îp+2æyY da._

On a enfin, d’après (32) et (30),

N:— 3 113 d d ‘(37)
. MJ W 33 y+wÆ

><[Â (vœ—uy)+r(æôv—yôu+uæ+vy)

ô(rw)]
da: dy_—+(æ2+y)(fl+re+trzôw+t ds h
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CHAPITRE III.
Intégration formelle.

17. INTRODUCTION DES FONCTIONS <p ET 4}. — Posons

_ 0? à+ _ 0<P 041(38) u—ä;+ñi V_æ/-—äÿ.
Observons tout de suite que l’on peut, sans changer u et v, aug—
menter q» de f(æ, s)+ g(y, s), à condition d’augmenter en même
temps cp de —f+ g; ceci quelles que soient les fonctionsf et g.

Observons aussi que la condition (1 7) devient

—d-—'£-=o, pouræ=y=o.
dæ dy

Nous avons maintenant   
    

(39)
N1=P—2Hd;Îa N2=Q—2p%ä, T3=2pdÎgy +ptrâ’w,

en posant

P=(1+2H)A?+ÀR+(À+2H)ÛËPŸ—Xd2Ï_2…,…yÿ_v,
(4°)

aw
aæ-

«% ;:Q:(À+2p)Acp+lR+ldx2—(À+2pt)Û,y2 +2-ptræ5ÿa

(41)
_ R=e+l(%Ë+p’y—q’æ+®).

Observons que l’addition éventuelle signalée plus haut, dont cp et q;
. , , . d’g à?pourraient etre 1 Objet, augmente P de 2 ”572 et Q de — 2

Pl'd—æê°
Des

formules (40), on tire 2
,

2p3æÎ =/c’P — kQ —2pk’Acp-—2pkR+2ptr(k’y%—È +kæ?)»(42) y
2

“ti—%.: “?-:- k’Q+2pk’Acp+2pkR+zptr
<k'æ-Z—Ë +ky3_Ï).
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En éliminant tl) entre ces deux formules, on obtient l’équation

, dP dïQ d=P d"Q3 kA — ' __ _(4 ) ‘… Acp— k (d)/2 + dx”) k(dx= + d—y2)— 2pkAR
, dzw

—2ptr[ô(—d——æd__y)+kô(Aw)]
Les deux premières formules (28) s’écrivent maintenant :

 
 ôP âP dT

+r(ôTz—Ti+phaô W) +hX'1,dv(44) Q Q
" '

VE.d__+ t[gd—y +%—qT;+p(Nz—Na)

+r(ôT,+TH—yhdô—w>+ hY'—]da:

Lesdeux premières équations (23) nous donnent ensuite, la courbe (l‘)
étant orientée dans le sens positifdéfini par les axes,

2Pd<-Ê—î): Q dx +
%—da

— tr[ p.6’wdy+ %(æ dx + y dy)]=£dc,
5(4 )

d<pè X” , T22pd
@ =de—îda+tr —uôwdx+ Î(xdæ+)'dy)]=nda.

Signalons les identités suivantes, qui nous serviront plus loin,
__ “

aq,
°

Xz—Xz=t [h nda—2 d(——)]:r _
”

"J’

/5 ŸÏ; Yz tfh_ Eda+2pd(ôç>]_ = — _ ,(4 )
[‘ \_ dx_ '

,_ à d
Ng—Ng=t:£h l.— (a:_;+yn)da+npd(æâ+yâ —cp>]. 

18. INTRODUCTION DE LA FONCTION H. — Appelons H la fonction
harinonigue dont la dérivée normale prend, sur (P), la valeur ay — fia:
et qui s’annule pour x=y = O. Signalons-en tout de suite quelques
propriétés, qui nous seront utiles par la suite.

L’identité (IO) nous donne
dU dH dU ôH __(47) fl;(äîäî+Î—y d_y)dxxdy _flôUdxdy.
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En prenant successivement U=æ, y, x“, y“, xy, on obtient les
formules

(ŒXfl%ÜMd_JÎ%Hæùîflæ—M@Îfly%æ@=…
ôH ôH(49)

.Æ<xäÿ +y-ä>dxdy_A—B.
Considéronsmaintenant l’intégrale

(50) J=flôHdxdy=ÂH(ay—ôx)daA

=f.H%—Îd=fll(‘âË>+ <‘â—Ï)ldædy

Cette formule nous prouve que J > 0.
On a aussi, en remarquant que la fonction conjuguée H prend, sur (P), la valeur x‘*—i;y et utilisant une propriété bien connue des

fonctions harmoniques ( ):

QÊÏ ÆÜ
, .J_Â[ â}? + dy dxdy<Æ(æ +y—)dxdy,

soit
wo l=A+B—J>a
En combinant (49) et (50), on a

(52) fly%—Hdædy= A—Ï,
Ææg—Îdædy=—B+â-

En prenant U = a:“, æ2y, æy“, y3 dans (47 ), onbbtient

fl?fiäæ…ÿ=&,

.flÀvæ‘l3—Ëdxdy=2C,—A,—2ïflAæy3—Îdædy,

fly-—dxdy=D,—2B,—2flxyîÎdædy,

fly2—H—dxdyz—C1,

(‘) Cf. GOURSAT, Cours d’Analyse mathématique, 2, p. 630.

(53)
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où l’on a posé

,:flxadæd)’, Bi=flx2ydædy’
(54) “ ' “

C,:fl‘æ'y2 dædy, 1=[[_y—‘dædy.A ‘ A

19. Posons maintenant
(55) w=tr’H+m.

On a, d’après (30),

IB-QË+u—’ Ë+x +! QÏY+—t— î‘î——tr' T
[J‘

_ dy dy gdy 11 (ds g“
2+ %(ôv + u + sa?) +

t—h-æ [r2ôw
+ d(dIÏ))],

(56)

T2—ôw+tr'<êË— +zêÏ+— d—l—L+tr’ )ï_äæ dx gâæ Ït ds
gy

\ +%(3u—v—EÏ)—îäl[r2ôw+fin…]-

  
ds

La troisième formule (28) devient

dW ôw(57) W=ph‘Aœ+t[2ph<Pôy——q—d—æ)+pd—s (Acp+Dnl;)

+prô(Acp+Duÿ)N—ptrzôôwtô(rôW)tT +%+fäN3+FTt—' qT2+hZ'].

La troisième équation (23) nous donne ensuite

%” =—t—(ocu+fiv)

_.—

(58) h2

+t-r’g(1+h) (fix—ay)+tr(av—fiu — ocôu — 66€»)

+ t(ay— Ô$) [re +trzôw+ tà(;——Zv—)
—

{?.—Na] 11%
=K.

Signalons l’identité suivante, qui nous servira plus tard

(59) Î£—Zg=pt[(— K+h°dnœ.)da
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La formule (37) s’écrit enfin

(60) N = W‘r'l + W‘rs(A+ B) —
Pt3flhôœ da: dy

A

+ pttfl [%(Væ — ay) + r(æôv —yôu + ux+ vy)] dxhdy
A

 
— ptW'flgôH dædy

A
— 2 2+ pt‘fl [r‘-’ôw+

d(rw)
—— (r’+re)g]x

+), dædy.
A ds h
  

20. DÉVELOPPEMENTSEN SÉRIE. — Nous admettrons, dans tout ce qui
va suivre, que les composantes des forces eætérieures peuventêtre déve—
loppées suivant les puissances croissantes de t. Il importe toutefois de
bien réciser ce ue nous entendons ar là. Nous envisa erons deuxP
pomts de vue.

Premierpoint de vue. — Nous supposons que le fil est plongé dans
un champ de forces déterminé, dont les composantes sont des fonctions
analytiques des coordonnées du point d’application, ces fonctions ne
présentant aucune singularité dans le voisinage de la fibre neutre. Il
s’ensuit que X’, Y’, Z’ peuvent être développés, pour chaque valeur
de s, suivant les puissances de tx et ty. En ordonnant chaque série par
groupes homogènes, on obtient une série entière en t, où le coefiïcient
de t"‘ est unpolyn0me homogène et de degré m en a:, y. ‘

Les forces FE ne peuvent être définies, comme les FV, indépen—
damment du fil. On pourrait supposer que X”, Y”, Z” sont des
fonctions arbitraires de t, s et 5. Mais, nous conviendrons que chacune
de ces trois composantes se présente sous la_forme du produit d’une
certainepuissance de tpar une fonction déterminée de s et a. L’exposant
de cette puissance de t sera toujourspositif ou nul, car nous devons
évidemment exclure le cas où les_forces F2 pourraientdevenir infinies,
puisqu’elles ne doivent pas dépasser la limite élastique.

Nous ferons une hypothèse analogue pour les FB. Chaque compo-
sante de la force appliquée en un point quelconque (a:, y, s,) de la
base (B) sera _le produit d’une certainepuissance de tpar une fonction
déterminée de x, y. Les trois premières des coordonnées du système
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des F,, par rapport à 0, w, y, z, contiendront donc nécessairement la
en facteur et les trois dernières admettront le facteur t“.

En tenant compte de toutes ces hypothèses, les formules (19) et (zo)
nous montrent que, suivant une notation expliquée plus loin :

X'ÿ=Y’=Z’=LL—=M’= i;=o, pour i=08t1;(ôobl‘s) g=Y°=ZË=O; L'ÿ=M' ::N'ÿ=0, pour i=o, |, 2.

Les coordonnées X, Y, . . ., N du système (S,) par rapport à Oæy:
se calculent en évaluant les coordonnées du système constitué par
les FV et Fg appliquées à la tranche comprise entre les sections
droites (s’) et (_s' + ds’ ), puis intégrant par rapport à s' entre 3 et s, et
ajoutant enfin les coordonnées X,, Y,, . . ., N,, du système des F,.

Appelons ordre d’une fonction de t l’exposant de la plus haute
puissance de t se trouvant en facteur dans cette fonction (‘). Si les
douze fonctions X,,+ Xg, Yv+ Yg, . . ., N,.+ Ng, X,, Y,,, ..., N,, sont
d’ordre n, il en est de même de X, Y, . . ., N, dans le cas où le fil n’est
pas rectiligne. D’après (60 bis), X, Y, . . ., N sont d’ordre > o.

Supposons maintenant le fil rectiligne. Si X,,+ Xg, Y,,+ Yg,
Lv+ LE, M,,+ Mg, X,,, Y,,, L,,, M,, sont d’ordre n, il en est de même
de X, Y, L, M. Si Z,,+ Zg et Z,, sont d’ordre n, il en est de même de Z.

— Si Nv—l— Ng et N,, sont d’ordre n, il en est de même de N.
Le cas du fil rectiligne sera examiné à part au Chapitre VI; nous

l’excluons donc du présent Chapitre.
’

Bien entendu, il peut arriver accidentellement que certaines des
fonctions X, Y, . . . , N soient d’un ordre plus élevé que l’ordre prévu
ci—dessus. Ajoutons que ces propriétés peuvent aussi se démontrer à

partir des équations (18).
Ce premier point de vue sera adopté quand nous voudrons faire

varier t, de manière à envisager le cas dufil mince (n° 54).

Second point de vue. — Supposons un fil déterminé, dont nous ne
voulons pas faire varier la section droite. La variable t doit alors
recevoir une valeur numériquedéterminée, que nous pouvons évi—

demment supposer égale à l’unité. Dans ce cas, ladite variable n’a 
(*) C’est son ordre infinitésimal, si t est infinimentpetit principal.

Journ. de Math., tome XXV. — Faso. 1, 1946. 4
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plus aucune signification concrète et son introduction se présente
comme un simple artifice de calcul.

Les forces extérieures étant supposées données pour le fil considéré,
leurs composantes ne dépendent pas de t. Mais, rien ne nous empêche
de les écrire sous la forme de séries entières en t, assujetties à la seule
condition d’être convergentes pour t = 1 et d’avoir alors pour sommes
les composantes données. Une telle présentation est évidemment
artificielle et arbitraire. Elle doit être, elle aussi, considérée comme
un artifice de calcul, permettant dans certains cas (ef n° 55) d’obtenir
la solution du problème de la déformation sous une forme simple,
gràce à un choix convenable des séries. Mais, il est bien évident, en
vertu de la distributivité des opérations linéaires conduisant à ladite
solution, que le résultat final est indépendant de ce choix. Seule une
raison de commodité peut prévaloirpour faire adopter l’un plutôtque
l’autre.

Dans ce second point de vue, les coefficients de nos séries seront des
fonctions de x, y, s pour X’, Y’, Z’; de a, s pour X”, Y", Z”; de s

pour X, Y, ..., N. Les propriétés signalées plus haut concernant
l’ordre de X, Y, . . . , N continuent évidemment à être exactes-

En ce qui concerne les fonctions inconnues &, p’ , q’, r’ , u, v, w, nous
ne pouvons rien préjuger de leur nature comme fonctions de t. Nous
ferons cependant l’hypothèse que, pour chacuned’elles, la valeur t = 0
ne peut être qu’un point ordinaire ou un pôle. Autrement dit, nous
adniettrons qu’on peut les développer suivant les puissances croissantes
de t, les exposants d’un nombre fini de termes pouvant être négatifs.

Nous désignerons le coefficient de t'” dans le développementd’une
fonction quelconque par la lettre représentant cette fonction, affectée
de l’indice m; cet indice étant placé en haut et à droite dans le cas ou
un autre indice existeraitdéjà en bas.

Cela posé, supposons connus les coefficients un, v,,, w… en, Pin—
q',,_,, r'_, , <p… $,, pour n<m et proposons—nous de les calculer
pour n=m.

21. CALCUL DE e…, p;n_,, q'm_,. — D’aaprès (31), on connaît ®…_. On
obtient donc a… en égalant les coefficients de t'”+2 dans (35) et pm_,,
q'm_, en égalant les coefficients de t’”+3 dans (36).
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22. CALCUL DE go…. — D’après les formules (40), nous connais—

sons P…_l et Q…_.. D’après (30) et (32), nous connaissons aussi
les N’”“’ et T’”“'.

PDès
lors, en annulant le coefficient de t'” dans ( 44),

nous obtenonsâ
—d—T-

et—dQ’”,d’où P… et Q… par deux quadratures( ).
L’équation (43) nous ddonne ensuite
(61) AAÇPm=.fm(Œ) )'9 S),

f…“ désignant une fonction connue.
Des formules (45), nous tirons ensuite

  dcp». dcp… __(62)
2P—d<d—x>:Emda', 2Pd(—dÎ)——nmdg. .

7 \ r ' dCP… dCD…D ou nous dedmsons les valeurs de et ' sur (I‘). Il faut toute-dx dy
fois nous assurer que les conditions de périodicité sont bien satisfaites,
c’est-à—dire que l’on a d’abord

(63) E…da=o, fn…da=o;P P

puis,

ou, en intégrantpar parties,

(6[l) f(xE…+yn…)da=o.[‘

Or, supposons que l’on choisisse arbitrairement cp…. D’après la
manière dont on a calculé P… et Q…, nous pouvons affirmer que les
fonctions U et V sont d’ordre m + 1. D’après les formules (27), S., S,
sont donc d’ordre m+z et S d’ordre m+3. Comme les S- sont
identiquement nuls, on en conclut que les différences S.—S. et
S, — S, sont d’ordre m + 2 et que S6 — S, est d’ordre m + 3. D’autre 

(1) D’après une remarque du n° 17, nous pouvons choisir arbitrairement les
fonctions de y, 3 ou de a:, s constituant les constantes d’intégration. Ces
fonctions étant choisies, nous pouvons encore augmenter <p d’une fonction bili-
néaire en x, y.
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part (‘), X;, YL, Z'A sont d’ordre m+ 2 et LL, ML, N:À sont d’ordre
m + 3. En se reportant aux formules (18), on en déduit que les diffé—

rences Îg—Xg, Ÿg—Yg sont d’ordre m—|— 2 et que l‘Îg— N}: est
d’ordre m+ 3. Reportons—nous maintenant aux identités (46).
En annulant le coefficient de t”… dans Î2—Xz et Ÿg—Yz, on
obtient (63). En annulant le coefficient de t"‘+2 dans Nz—Nz, on
obtient (64). .

Dès lors, le calcul de la fonction cp… se ramène au problème biharmo-
nique. Il suffit en effet de calculer une solution quelconque <le de
l’équation (61). En posant cp…— cç'm= CD…, on est ramené à chercher
une fonction biharmonique (I)… connaissant sa valeur et celles de ses
dérivées premières en chaque point de (I‘). De nombreuses solutions
de ce problème ont été données par divers auteurs.

Le calcul des dérivées premières sur (P) introduit, pour chacune
d’elles, une constante additive arbitraire. Cela revient à ajouter une
fonction linéaire arbitraire à ça…. Mais, cette fonction peut être
négligée (cf. note de la page 27). Nous pouvons donc considérer la
fonction 30… comme entièrementconnue.

25. CALCUL DE q;…. — En égalant les coefficients de t’” dans les
. . aw… a=o… . . . , .
equations (40), nous obtenons

dæ2
et dy2

- La condition d’intégrabi-

lité étant vérifiée en vertu de (61), nous pouvons calculer ÊP—"‘ et %da: dy
par des quadratures. Les constantes d’intégration sont entièrement

  
. , . . azq,détermmeespar les conditions W = o, u = o, v: o pouræ =y= o.

En définitive, nous connaissons maintenant les fonctions (p…, «p…,

u… et v….

24. CALCUL DE w…. — Annulons le coefficient de t'” dans (57) et
égalons les coefficients de tm dans (58); nous obtenons

(65) Aœm=gm 
(*) Remarquer que le coefficient de t"+2 dans X; par exemple dépend seule-

ment de TH. Donc, il est nul pour né m — I.
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et, sur (P),

duo6 m( 6)
dn

...— K,… 
g… et K… désignant des fonctions connues. Le calcul de w… se ramène
à un problème de Neumann (‘), à condition toutefois de vérifier que
l’on a

fK…da=flg…dædy.[‘ A

Or, remplaçons ce… par une solution quelconque de (65 ). Nous
pouvons affirmer que la fonction W est d’ordre m+ !. Donc, €, est
d’ordre m+ 2, d’après (29). Comme 83 est identiquement nul, on en
conclut que S,—Ë, est d’ordre m+2. Comme X;, Y,, Z; sont
d’ordre m+ 2, la troisième formule (18) nous montre que Zz—îz
est aussi d’ordre m+2. En se reportant à (59), on en déduit que
l’intégrale du second membre est d’ordre m + 1 . Donc

fK…da=f£'—"da=flAœ…dæcfy:j] g…dædy.
P P dn A A

25. CALCUL DE r' . — On a, d’après (Go),Ill—l

N…;,= pIr'm_,+ quantité connue.

Comme I> 0, on en déduit r'm—l ‘

Il est à remarquer que ce calcul ne peut généralement être effectué
qu’après celui de m…, tandis que nous avons pu calculer e…, p;n_,, q;n_,
sans connaître um et v…. Il y a toutefois exception dans le cas où (F )
est un cercle, car l’intégralefl8œ…

dædy est alors identiquement
A

nulle (n° 4).

26. En définitive, nous savons, en principe, calculer les coefficients
de toutes nos séries. Il resterait maintenant à démontrer la convergence,
pour t suffisamment petit. Mais_cela paraît très difficile, du fait que 

(1) La constante additive arbitraire que comporte la solution sera déterminée
par la condition Wo= 0 pour x =y: o.
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la détermination des coefficients successifs est subordonnée àla réso—
lution d’une suite de problèmes biharmoniques et de problèmes de
Neumann. Il faudrait pouvoir trouver une limite supérieure du
module de la solution de_chacun de ces problèmes, ce qui n’est pas
simple. La convergence me paraît cependantprobable.

Remarque. — Les opérations précédentes ne comportent aucune
dérivation ou intégration par rapport à !. Elles demeurent donc
inchangées si l’on multiplie toutes les séries par t’”, quel que soit
l’exposant m. Le coefficient de t'° dans l’une quelconque des nouvelles
séries est égal au coefficient de ti—"‘ dans l’ancienne série.

Si m est l’ordre maximum du pôle t = 0 pour les diverses fonctions
inconnues, l’opération précédente transforme ce pôle en un point
ordinaire pour toutes les fonctions.

CHAPITRE IV.
Calcul des premiers termes.

27. CAS ou t= o N’EST PAS UN PÔLE. — En appliquant la remarque
du n° 26 et en vertu de l’hypothèse faite au n° 20, nous pouvons
ramener le cas général au cas où l: 0 n’est un pôle pour aucunedes
fonctions inconnues. Nous allons d’abord effectuer le calcul des
premiers termes des différentes séries dans ce cas particulier.

Remarquons au préalable que les fonctions T., T2 , N3 étant régu-
lières pour t = 0, on a nécessairement, d’après (22) et (26),
(67) Xi=Yi= Z;=O pour i<2; Li= Mz: Ni=0 pour i<3.
De même, les fonctions X’ , Y’, Z’ étant régulières, on a, d’après (19),
des égalités analoguespour X‘;, . . . , NÂ,.

D’après (18), on a ensuite les conditions nécessaires

(68) XÊ;=Y£;=Z’ =o pOur i<2; ä=o pour i<3
et
(69) ' Xg=— Mä, Y2= LË.
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Enfin, les fonctions X”, Y”, Z” étant régulières, on a, d’aprés (zo),
(70) LE: E=NQ=o pour i<2.
Si l’on veut que la répartition des Fg puisse demeurer arbitraire (‘), les
conditions (68), pour i= 1, exigent, d’après (zo), que l’on ait
(71) XË=Y3=ZZ=O.

Dès lors, les égalités (70) sont aussi vérifiées pour i: 2 et l’on a,
d’après (69),
(72) X,:Y!: 0.

Les trois premières équations (18) nous donnent alors
7

. ., . dL . .(73) qh+X%+Xâ=o, —pZ2+Yÿ+Yâ=o, —£+L%+Zt—:o.
C’est en partant de ces hypothèses que nous allons faire notre calcul.

28. PREMIÈREAPPROXIMATION. — D’après (35) et (36), on a

(74) Z2=ESEO

et
(75) l…:M;,=o.

De (44) et (41), on déduit
P0=QO=O, Ro=€o.

Puis, de (43) et (45) : cp,= o. Les formules (42) nous donnent immé—
diatement les dérivées premières de al», : d’où l’on déduit u() et V., par
(38). On a enfin w.,=o, d’après (57) et (58); d’où w,=o, d’après
(55). On obtient ainsi les formules suivantes :

(76) uo=— ksox, Vo=— k€o)’, wo=o.

En se reportant aux formules (39), (56), (33) et (30), on en déduit
(77)- N2=N3=T?=o, Ng=Ee.. 

(1) On pourrait évidemment s’affranchir de cette restriction. Les condi—
tions (68) exigeraient alors que les Fg appliquées à la tranche (ds) forment un
couple de moment perpendiculaire à Oz.
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Moyennantquoi, les formules(22) et les équations (26) nous redonnent
(72), (74) et (75), ainsi que
(78) N,:— o.

29. DEUXIÈMEAPPROXIMATION.— D’après (31) et (34), on a

®0=kso(qx—py), F0=Eeoq+X'o, Go=—Eeop+Y'o.

Moyennant quoi, les formules (35) et (36) nous donnent

(…
Z,:ESe,+kfl(æX’_3

+…f)dxdy+kf(æX'{+yY'{)da,

WW
+”; (xgæî+Yg

;w‘)da,(
(W

_ !
138+Afl X’0

“’

;æ20—Y'æy>dxdy
A

+kf )F

De ces formules, on déduit &. , p'0 et q'0.
On a maintenant, d’après (44).

âP , d ,(81) -d—æ—‘=—Esoq—Xo, îQy—I=Eeop—Yo.

L ___EAPO + EkêopB  ’xy+Y"y=_
2 æ)dxdy 

(80)   M.: EBq}, + EkeoqA      æ)’

Mais, nous ne pouvons pas calculer P,, Q4 sans connaître explici—
tement les fonctions X'o, Y'o. Nous ne pouvons donc pas poursuivre
davantage le calcul de u‘, , v, .

De (57) et (58), on déduit

Acu, :— 2—C-l—Ê9 — a,
ds pt(82)

dm kde Z"
-d_r:=kds‘°(azac—l—5_y)+(I+2k)leo({3x—ozy)+ÎL1

On ne peut pas davantage résoudre ce problème de Neumann\(‘)
sans connaître explicitement Z'0 et ZZ. 

(*) On vérifie aisément que la condition de compatibilité n’est autre que la
troisième équation (73). °
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50. Les calculs se simplifient et peuvent être menés jusqu’au bout
si l’on suppose
(83)

, XB=Y'0=ZQ=XÏ=YZ=ZÏ=O.
On a, en effet,

‘ %=Y%=Zïr= Ë=YË=ZË=0.
D’où Z2 = o, d’après (73) et en excluant le cas où p = q: 0, c’est—
à—dire le cas dufil rectiligne. Les formules (74), (76) et (77) deviennent
alors
(84)

_
Eo=uo=vo=nflo=N?=T?:—'O.

Puis, les formules (79) et (80) se réduisent à

(85) L,: ESE“ L,:EApB, M;=EBq3.

D’après (81), on si P, = Q. = 0. Puis, d’après (41 ),
(86) RI: êx+p’oy — q'oæ-

D’où, par (43) et (45), go. = 0. De (42) et (86), on tire les dérivées
premières de QI), ; d’où u. et v, . D’autre part, (82) nous donne w, = o;
d’où w. par (55). On obtient ainsi les formules suivantes :  2_ 2

u, :
k<—

s,x +q’0 æ y
—pÇ,æy>,

2_ 2(87)

(v1=k(—eîy+p'oæ
2y +q',æy>,

w,= !"0 H.

Enfin, on a, d’après (60),
(88) NL:—'— Il"0

et, d’après (39), (56), (33) et (30),

N1=Ng=Tg=o, T}=prÇ,<3%+æ),
(89) "

dH
Nä= E(ei+p'oy— q'oæ), Tâ= w“. (0—5 —y)-

51 . TROISIÈME APPROXIMATION. — Dans un but de simplification,
bornons-nous à envisager l’hypothèse du n° 50 , en supposant de plus

(90) XQ=YQ=ZQ=XZ=Y;=ZZ=œ
Journ. de Math., tome XXV. — Faso. 1, 1946. 5
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Cette hypothèse supplémentaire entraîne la nullité de X3, Yi}, $,

X‘à, YË, Zÿ;. Les quatrième et cinquième équations ( 18) nous donnent
ensuite X3=Y3=o, en tenant compte de (75), (78) et (83). Les
deux premières équations (18) nous donnent ensuite Z3: o, en
excluant le cas du fil rectiligne. D’où &. = o, d’après ( 85).

Cela posé, on a, d’après (31 ) et (34),
x* , ,&: ;[kppo— (k+ Wifi]

+ -2: [qu'o— (k+ 2)PP'o] +æ}'(/f + 1) (179,0 + qP'o)-

(9') d dH
F1=P' ÎlÊÿ—O<Îæ_

)’V>+Eq(pLy—qfl,x),
d 0 dHG: !* “grs— <gÿ+æ>+Elî(€fo—T—Po))-

Portant dans (35) et (36) et tenant compte de (48) et (53), on obtient
les formules suivantes:

dr'0
ds
 

{zb
=ES s._,+E

flHdæc{3’—+—EJerA

E . E+ îppç,[k(B_ 3A) _ 2A] + quç,[k(A— 38) — 2BJ,
!   L5 =EApQ (£: yHdxdy— 2p(3 + 2k)rr'0 flæ)(â—Ëdædy

A — A

+2pk%%° æy3—Ëdædy—2pkC,%
.A. —2prro[(k+2)B,—(k+1)DJ—Epÿ3[(lc+1)D,—kBd

—— %qq3[B,(3k+z)—kDfl .
/2 \ E

M5=EBq’,— %flæH dxdy
A

_2p(3+2k)rr’oflæy3—æHdxdy—2pkd—JSjfæ)%—H dædy

d— 2PkB‘Ü? —2prrÇ,[(k+1)Ai—(k+ 2)C1]

. E_ ;ppi,[l€A1— (3k+ 2)cl] —qut[kct— (k+l)A.l
 , E
( —Epqo(2k+l)Bi—;qp'o[(3k+2)Bi—kn,|.
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52. Annulons le coefficient de t"’ dans (44); il vient, en tenant

compte de (89), du n° 4 et de ce que H et Ë sont deux fonctions
harmoniques conjuguées :   ap., __ drç, au 0=(yfi)

æ— P}î<‘“î>+Eq(q°”“P°”—Q“”° dxdy ’

dQ2_ dr'0 au ,, , d_‘__*(æÎl)
(,), ——P‘_Æ(æ+d_y>+El)(PoJ—qoææ")—2H"'o——

dæ d} -

D’où
dr' ,

'æ2_P2= aÎsï(xy— H)+Eq(qo ?. , ,d ïî)y
—poæy)—2wro («iy »

  
2 ,

)
,ô(œH)+ q,,xy — 2prr’“ dx

  Q =—æ* —°ÎZ<æy+H)—Ep<mæ22

On trouve ensuite, en tenant compte de ce que H : sur I‘, æ —l—)’2

2
AAcpg=-— (pph + 4% ),

à I 2_ 2 '
2pd(-ÆZ>=—EP< oæ 2)’ +q0xy>dx

_F%(æy+H)dæ—prfld[æ(æî+W)],
d , .îi'2— !

!

2P_d<-diÿ>= Eq<qo 2}’ _Poxy>d}’
dr, ' o+ P‘Ë($J’ — H)dy — w*rod[y(æ-+y2)]-

  
Introduisons les fonctions bzharmoniques K, K’, K,, K2 , K,, K,, telles
que l’on ait (1), sur (F),

    
dK__ , dK_ , ,

_55—x(x”+y ), ;; —y(æ +y ),
l I

d(È—ŒK>=x(ædx+ydy), d(%> =y(xdx+ydy);
dK1 dKi _ _ dK2 _ ôK2)_ 2 .d( a“):faim, dy _o, ‘-ä—æ—_o, d< dy _æ dy,

K . ôK3 _ J
_d(%ä)=

=H+(
A+Bæy>dæ’ d(W)—(H—m”’)d%

(K «)K. __ 
(1) On vérifie facilement les conditions de périodicité (cf. n° 22), en tenant

compte de (48) et (50).
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On a(‘)
(93) q,,=_ (Ppoîèqqo) [(x -2y2)2 + —‘Ëk(xæ+yæ_ 6æzyî)]

+k , , K ; ' I r+ ÏÎS—(qqo—ppo)($*—y‘) + ;ë(ppo+ qqo— 8rro)
K’ ,

-— î(l+k)(ppt+qqo)
I+k

12

K3 dr'o I+k , ,—— È——A+B(Pqo+qpo)Kv

 + [(5ppt—qqs)Ki+(5qq3—PPS)Kz]

, \ °

2 .Le calcul de u et V, s acheve ensuite par des quadratures.

55. Annulons le coefficient de t2 dans (57) et (58); il vient (’)

  , au au ,

Aœ.= 3r.(q,—;—pÿ)—ro<px+qy>
dq'o , dpi. ,

(94) +2æ< ds +rpo) _2y< ds “"‘90>:
dü)z _ Ôu1 ôV1zî—““(‘äs“+”‘> “fi<îs”_”“>+ 2(fiæ — ay)[r'og+ (‘1+ k)r(p'oy — q’oæ)]-

On ne peut pas calculer explicitement to,, ni par suite r',, si l’on ne
connaît pas (F).

Remarque. — D’après (85), (88) et (18), on peut éliminer p'0, q'0,
'

r'0 et leurs dérivées par rapport à s de toutes les équations précédentes,
qui ne contiennent plus alors que Z, L, M, N et ceci linéairement.

54. LE FIL MINCE. — Supposons t infiniment petit et plaçons-nous
au premier point de vue du n° 20. Les conditions (68) ne sont pas
vérifiées en général. Donc, la valeur t = 0 est nécessairement un pôle
pour certaines des fonctions inconnues. Soit m l’ordre maximum de ce
pôle. En utilisant la remarque du n° 26, nous rentrons dans le cas
particulier étudié aux n°5 27 à 55. Mais il s’agit de savoir quelle est la
valeur de m. 

(1) Tenir compte de (88) et de la sixième équation (18).
(’) Utiliser les identités (8) pour ui et m.
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Faisons la convention de surligner les nouvelles fonctions, ainsi que

leurs coefficients. La correspondance entre les anciens coefficients C,-
et les nouveaux C,— est donnée par la formule évidente

(95) -C—i= Ci..….  Supposons m> 1. D’après (95), on a O,—— 0 si i_4_1 et si la fonc-
tion C est holomorphe pour t: 0. Ceci s’applique en particulier aux
fonctions X’ , Y’, Z’, X”, Y”, Z” . On en conclut que les conditions (71)

. et (83) sont vérifiées pour les fonctions Î’ , . . ., Î”. On peut donc
appliquer les formules ( 74), (85) et (88).

Si m>3, Î,, Ï,, Î/I,, Î‘Î, sont nuls (n° 20), car 2 —m et 4—m
sont < 1. Dès lors, les coefficients €,, Ï)’o, ÿ'o, î"o, %, 50 &, sont tous
nuls et le pôle est d’ordre < m pour toutes les fonctions inconnues.
On en conclut que mé 3.

55. CAS m: 3.— Dans ce cas, les fonctions Î’ , Ÿ’ , Î', Î”, Ÿ”, Î”
vérifient les conditions (71 ), (83) et (90). On peut donc appliquer
aux fonctions surlignées les résultats des n°8 28, 50 et 51 . En parti-
culier, les formules (74) et (85) nous donnent E.,=E,=0. Mais, €,,
fi’0 , . . . , 7{, ne sont pas nuls en généralet l’on a les formulessuivantes(') :

" s. _'. '. p'. _'. 4' q'e=-;+..., pI—î+î+T+m’ ql—Î+ÎÊ+—Î
rl rl rlfl_â+fi+;+ .

u, u, _V1 92 _W1 W:(96) u=-t—2+Î+.., V—F+—t-+. , —t—2+Î+
NÏ N2 N’ Nz__ N _2 _ , =__3 _3Ni , + 7 2 ; + 3 t2 + t +
T‘ T” T1 T. T?T1=-Ë-+——tl+..., Tz=t—:'+—t—z'+..., T3=%+...,

dont les coefficients se calculent par les formules des n°“ 28, 50 et 51,
où les indices de Z, L, M, N doivent être diminués de trois unités. 

(1) Pour simplifier l’écriture, nous supprimons les traits supérieurs de
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On voit que, dans ce cas, t=o est un pôle du troisième ordrepour
p’, q’ , r’ : du second ordre pour u, v, w, N,, T,, T,; du Premier ordre
poura, N,, N,, T,.

56. CAS m = z. — On & m= 2, si p'0, q'0, r'0 sont nuls, c’est-à—dire,
d’après (85) et (88), si L,=M,=N,=o. Ceci arrive (n° 20) si
Xi; = Yi; = Z;_; = 0, c’est-à—diresi les F; sont infinimentpetites ou bien
sont finies, mais forment un couple.

On a toujours (71 ) et (83) pour les fonctions surlignées; mais, les
trois dernières conditions (90) ne sont pas nécessairementvérifiées.
On peut toujours appliquer les formules des n°8 28 et 50, en dimi—
nuant de deux unités les indices de Z, L, M, N. Mais les formules du
n° 51 doivent être complétées et deviennent plus compliquées. Fort
heureusement, si l’on recherche seulement la partie infiniment grande
de chacune des fonctions inconnues, on n’a pas besoin de la troisième
approximation.

Grâceià la nullité de Z, et Z, (n° 20), on a 's}, = ë.=o. La valeur
t= 0 n’est plus un pôle pour e, N,, N,, T,. C’est un pôle du second
ordrepourp' , q’, r’ et du premier ordre pour u, v, w, N 3, T. , T,. ’

On peut écrire des formules analogues à (96), en diminuant d’une
unité les exposants des dénominateurs et supprimant les termes finis.

57'. CAS m= 1. — On doit avoir L,= M,. = 0. D’après le n° 20,
les douze quantités Xâ—l— Xâ, . . . , Nä doivent être nulles (‘).

On a X3=SX',, %=SYÇ,, 3= SZ'0. Si les F2 sont finies et
forment un couple, les X%, Yä, ZÊ; sont nuls quel que soit i, en parti-
culier pour i= 2. Dans ce cas, on doit avoir X'0 = Y-'() = Z'0= 0. Si
les Fg sont infiniment petites du premier ordre, elles doivent former
un couple avec les Fv.

On a identiquementL“’= Mä= Nä=,o. Donc, Lâ, MË;, NË; doivent
être nuls. Si les F2 sont finies, elles doivent former un système équi—
valent à zéro. Si elles sont infiniment petites du premier ordre, LË;,
Mâ, NË; sont identiquement nuls. 

“(1) Si l’on veut que L2, M2, Na soient identiquement nuls. Mais on pourrait
imaginer“des distributions de forces telles que L2, M2, N2‘ soient nuls, sans que
les douzequantités ci=—dessus le “soient. De telles distributions»seraient artificielles.
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Enfin, les FB doivent être infiniment petites ou bien être finies et

former un couple.
En résumé, le cas m = 1 se présente si les c0nditions suivantes sont

remplies :

1° Les FX sont finies et forment un système équivalentà zéro; les Fv
sont nulles sur la fibre neutre. Ou bien : les F2 sont infinimentpetites et
forment un couple avec les FV.

2° Les F,, sont finies et forment un couple, ou bien sont infiniment
petites.

On a toujours (71) pour les, fonctions surlignées; mais les trois
dernières conditions (83) ne sont plus vérifiées, sauf dans le cas où les
F2 sont infiniment petites. On peut appliquer néanmoins les formules
des n°3 28 et 29.

Comme Z, = Z. = 0, on a encore à,: 0. D’où il,, = 60 = W, = o.
Les formules (80) deviennent, en appliquant (95 ), .;2_ 2

‘ L,:EApç,+kf(xgæy+vg -’
2

"’
)da,I‘(97) ,.2_ ,.2

M;= EBÿi, + k (Xi; ———;—
—

Y3æ)') da.
I‘

Les équations (82) se réduisent à

Am,: o, & :: lL—”-dn p.

Mais nous allons montrer que Z; = 0.
Si le fil est libre (sauf aux extrémités), cela est évident, car les F2

n’existent pas.
Supposons-le maintenant appuyé contre une surface (S). Les F2

sont les réactions de (S) sur le fil. S’il n’y a pas frottement, Z; est
encore nul. S’il y a frottement, le signe de _Z: en chaque point de
contact est opposé à celui de la vitesse naissante de ce point (' ). Or,
l’arc de contact étant infiniment petit, ses différents points ont des 

(1) Cf. 65° Congrès des Sociétés Savantes, 1932, p- 459-
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vitesses naissantes de même signe (‘). Donc, Z: a un signe constant.

Comme l’intégrale fZ: de est nulle par hypothèse, il en est de même
1‘

de Z: (°).
Dès lors, on a ZS. : 0 et la formule (60) nous montre qu’on peut

appliquer (88 ), en remplaçant, bien entendu, N,, par N 3.
Dans ce cas, t = 0 est un pôle du premier ordrepourp', q' , r’; ce n’est

plus unpôlepour &, u, v, w, N,, T,—.

58. LE rn. PARFAIT. — Pour que le fil puisse devenir infiniment
mince, il faut et il sufiït que les N,, T,— n’aient pas de pôle. D’après la
discussion précédente, ceci arrive seulement dans le cas m= I. Les
forces extérieures doivent donc satisfaire aux conditions énoncées au
n° 57 , si l’on veut que l’équilibre puisse être réalisé pour une forme

\ quelconque dufil.
Mais on peut envisager la question d’un autre point de vue et

chercher la forme que doit avoir lefilpour être en équilibre sous l’action
de forces extérieures données.

Nous savons que L., M,, N,, L.,, M,, N2 doivent être nuls. D’autre
part, nous avons vu, au n° 57, que Z; est toujours nul. Il s’ensuit,
d’après (20), que L3; = M3; = 0. Comme Là, Mg, {,, €., %, M€ sont
identiquement nuls, les quatrième et cinquième équations (18) nous
donnent X,=Y,=X,=Ya: 0. De plus, la nullité de Z: entraîne
celle de Zä, donc ("') celle de Z,. Les six coordonnéesdu système (S,)
sont donc asymptotiques à 0,0, t2Z2, 0, o, 0. Par conséquent, les

forces intérieuresTA s’exerçant sur une section droite quelconque doivent 
(1) En excluant le cas exceptionnel où le mouvement naissant admettraitun

axe instantané de rotation rencontrant l’arc de contact.
(2) La composante longitudinale de la réaction est donc nécessairement

infinimentpetite. Cela tient à ce que ces composantes s’additionnent au fur et à
mesure qu’on progresse sur le fil dans le sens des vitesses naissantes et parvien-
draient à donner une tension finie amenant la rupture du fil, si elles n’étaient
pas infiniment petites du premier ordre au moins par rapport à t.

(3) D’après la troisième équation (18), on a -d—Z—’ : 0. Or, pour s=s,,
dsZ,: Zf, : 0. Donc, Zi est identiquement nul.
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asymptotiquementadmettre une résultante tangente aufil. C’est la pro-
priété qui sert de définition aufilparfait de la Mécanique rationnelle.
La tension du fil est T = t2 Z,.

Les deux premières équations (18) nous donnent maintenant (‘)
Xä= Yâ= 0. Comme Z;; est également nul, les composantes de la
force extérieure appliquée au fil par unité de longueur sont asympto—
t1quement

X:t%X%+XË), Y:t’(Y%+YË-), Z:t“(Z%+ZË).

Les trois premières équations (18) nous donnent alors

qT+X=0, —pT+Y—O, %+Z=o.
Ces équations ne sont autres que les équations classiques d’équilibre des

filsparfaits (“‘ ).

59. LE ru. ÉLASTIQUE. .— Si le fil est mince, mais pas assez pour
nécessiter les conditions précédentes, c’est unfil élastique. On peut lui
appliquer les formules du n° 55. Voyons en particulier ce que
deviennent les formules (96) si l’on s’en tient aux partiesprincipales,
c’est—à—dire si l’on réduit chaque second membre à son premier terme.

On a d’abord, d’après (85) :p’= ËIÀJ_’F
Or, L= L.t+. . .. Donc,

P’: ETA—9°
Mais, At‘ est le moment d’inertie de la section drozte ven-

table (A,) par rapport à Ox. Pour ne pas compliquer les notations
continuons à l’appeler A. Opérons de même sur q’ et r’. Nous obtenons
les formules asymptotiques suivantes :

(98) L=EAp’, M=EBq’, N::p.lr', 
(1) On a aussi, d‘après la sixième, Nè=o. Ces trois conditions expriment

que les composantes transversalesdes F; appliquées à la tranche (ds) sont infi-
nimentpetites ou bien sont finies, mais forment un système équivalent à zéro.
Dans le second cas, la condition énoncée s’oppose au glissement transversal et
au roulement du fil sur la surface (S) contre laquelle il est appuyé.

(') La troisième est la première équation intrinsèque. Les deux autres équi-
valent aux deux autres équatiops intrinsèques, comme on le voit en se reportant
à la Note (2) de la page 7.

Journ. de Math., tome XXV. — Faso. 1, 1946. 6
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qui sont les formules fondamentales concernant la déformation de la

fibre neutre et la torsion. _

Pour &, la formule est beaucoup plus compliquée,car elle fait inter—
venir sa2 donné par la première formule (92). Mais il convient
d’observer que e est infiniment petit par rapport à p’, q’ , r’, u, v, w.
Donc, pour un fil élastique, la dilatation linéaire de la fibre neutre est

négligeable ( ' ).
On peut écrire maintenantfd’après (87) et (85),

141 k M 2 2 &ll : »—— =
t2 Et3

Or, les composantes de la déformation de la section droite sont (n° 8)
ut, vt, wt et les coordonnées cartésiennes véritables du point M sont
tac, ty. Si l’on convient de les désigner par u, v, w, cv, y et si l’on
répète le calcul ci—dessus pour «) et w, on obtient

__/.—'M(æ2_,_2\ L‘, __k L 2 2
M

u_E 2B v>,)—K.r)_, ‘—Ë ;—A-(—L —y)+-Ëæy,
. w : E— H;

[.)—1

formules donnant la déformation des sectionsdroites.
Les fonctions N,, N,, T3 sont infiniment petites par rapport à N3 ,

T, , T.,. Nous pouvons donc les remplacer par zéro. Nous avons
ensuite, d’après_(89),

'

(993

1 L M
N;— t—3(Xy— —È—æ>o

Remplaçant encore tx, ty, t*A, t"B par ce, y, A, B et opérant de
même pour T,, T._., nous obtenons

__1_ M _N en _NâH _,(100) N3— K) — “È“.Z‘, T1— T (5; +Œ), T2_ (— — 1'),

formulesfondamentalesde la Résistancedes Matériaux.

40. On peut vérifier facilement que les formules ci—dessus sont en
complet accord avec celles de mon premier Mémoire. Mais elles sont

(*) Ceci peut ne pas être exact dans le cas du fil rectiligne.
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plus simples et plus symétriques. On peut les interpréter de la manière
suivante. Prenons, sur la fibre neutre, deux points infiniment voisins
() et O’, tels que OO’= ds. Le trièdre Oæyz étant supposé fixe, le
trièdre O’æ’yfz’, subit, pendant la déformation, les trois rotations

NdsLds Md ,
ÉÎ autour de Ox,

ÎB—S
autour de Oy, Î autour de 03. Chacune

de ces rotations est donc proportionnelle au moment résultant du
système (S,) par rapport à l’axe correspondant : elle est donnée par
la même formule que dans le problème de la flexion plane ou de la
torsion d’un cylindre (problème de Saint-Venant).

Remarque. — Aucune des formules précédentes ne contient r. Donc,
jusqu’à la deuæième approximation inclusivement, la de'formation et les

forces élastiquessont les mêmes que dans le cas particulieroù la surface
latérale est orthogonale auxplans des sections droites (’ ).

41. ÉNERGIE DE DÉFORMATION. —— Calculons l’énergie de déformation
de la tranche (ds). A cet effet, évaluons le travail élémentaire 3‘îä des
forces extérieures appliquées à cette tranche pour une déformation
infiniment petite. Ces forces formant un système équivalent à zéro,
nous pouvons choisir arbitrairement le trièdre de référence. Adoptons
le trièdre Osny: lié à la section droite d’ahscisse curviligne s.

Les forces Fv et F2 appliquées à la tranche considérée sont infi-
niment petites de l’ordre de ds; il en est de même des déplacements;
donc, le travail desdites forces est du second ordre ‘en ds et doit être
négligé.

Les efforts exercés sur la section droite (s) ne travaillent pas, parce
que cette section est fixe par rapport à notre trièdre de référence.

Il ne nous reste donc qu’à évaluer le travail des forces exercées sur
la section droite (s+ ds). Le déplacement du centre de cette section
est du second ordre en ds (_ “’); le travail de la somme géométrique des
forces, appliquée en ce point, est donc encore négligeable et nous
devons seulement calculer le travail des couples L, M, N. Or(n° 40 ), 

(‘) Ceci suppose toutefois que le fil n’est pas rectiligne. Pour le cas du fil
rectiligne, voir n° 73.

(°) Nous négligeons la dilatation de la fibre neutre (n° 39).
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la section droite considérée subit les rotationsp’ds, q’ ds, r'ds autour
des axes O’x’ , O’y’, O’z’ attachés à cette section. Ces axes ayant des
directions infinimentvoisines de 0:12, Oy, Oz, on a

L6L
M6M+N6N)_EA "" EB pl ô‘ë=ds(Lôp’+Môq'+Nôr’)=ds(

La parenthèse étant une différentielle exacte, on en déduit que
l’énergie de déformation de la tranche (ds) est

1 L2 M2 N‘ (1

En intégrant le long du fil, on obtient la formule classique

1
‘” L2 M3 N2V-;[ (ÈÎ+Ê+[ÎÎ)dS°

Autre méthode. — D’après la formule de Clapeyron, l’énergie de
déformation par unité de volume est

À

;e=+…<22+ aw)-
Or, d’après les formules (30), (96) et (87), e. et 62 ont pour partie

. . k , , ‘ . . . 1 , ,
prmœpale ;; (qua: —poy); la part1e pr1nc1palede 63 est

fi—<P…Y
— qoæ);

celles de g1 et g, sont %(%Ë +æ), %(ÊË —y); g3_ est de l’ordre

de
%-

Dès lors, la partie principale de la densité d’énergie est, au facteur
1 ‘
? pres,

, , i #: on 2 au *

(Foy—qoæ)2[î(l—2k)2+l‘(2k2+1)]+P-Î[<'äî+æ> + (g,; ——y>]
E H 2 :

2

L’énergie de déformation de la tranche (ds) s’obtient en multipliant
par t”hdxdyds et intégrant dans (A); ce qui donne (‘), en rem— 

(1) Utiliser les identités du n° 18.
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plaçant la par un et laissant de côté le facteur t°ds,

E ,2 ,, p. ,,_ 1 L2 M2 N2
2(APo +BQo )+;"o —ÎP(ËÂ+ËË+ÏÎ>°

En rétablissant les facteurs ;, et t°ds, puis remplaçant, comme au

n° 50, t"A, t"B, t"I par A, B, I, on retrouve exactement la formule
obtenue par la première méthode.

CHAPITRE V.
Le fil rond.

42. SIMPLIFICATIONS DIVERSES. — Supposons que (I‘) soit un cercle de
centre O et de rayon un. Il en résulte de grandes simplificationsdans
tout ce qui précède. '

D’abord, oc_y— 3.23: 0; donc, la fonction H est nulle. En outre,

A=B=-Ë:I=2A, S=Tt.
Les axes principaux d’inertie de (A) étant indéterminés, on peut

choisir arbitrairement les axes Ox, 0y. En particulier, on peut
toujours les faire tourner autour de Oz de telle manière que r soit
une fonction quelconque de s, par exemple r=o. Cette dernière
hypothèse fait disparaître un grand nombre de termes des équations
générales. Nous l’ad0pterons dans tout ce chapitre.

Enfin, la résolution du problème biharmonique et du problème de
Neumann est simple.

45. PROBLÈME DE NEUMANN. — Soit à calculer la fonction w s’annu—
laut à l’origine et vérifiant les deux équations

(101) Aw=f(æy J'): î——îÏ=ŒP—l—pQ,

oùf(x, y) désigne un polynome de degré m en :D, y et P, Q des poly—
nomes de degré m+ 1 . Nous supposons bien entendu que la condition
de compatibilité est vérifiée.
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Supposons d’abord le polynomef homogène. Cherchons un poly—
nome homogène w, de degré m + 2, dont le laplacien soit f. Ce poly—
nome contient m-+ 3 coefficients inconnus. En faisant l’identification
de son laplacien avec f, on obtient m+1 équations linéaires entre
ces m+ 3 coefficients. Le déterminant principal de ce système est
d’ordre m+ 1. En effet, le système homogène est obtenu en suppo-
sant f= 0, donc w harmonique. Or, on sait qu’il existe une double
infinité de polynomes harmoniques, homogènes et de degré donné.
Dès lors, si l’on revient au cas où f n’est pas nul, on obtient encore
une double infinité de solutions.

Si le polynome] n’est pas homogène, il suffit de le décomposeren
groupes homogènes et l’on obtient encore une infinité de polynomes
admettantf pour laplacien.

Par un changement de variable évident, le problème posé par les
équations (101) se ramène au cas particulier où f est nul, c’est—à—dire
au_problème de Neumann proprement dit. On sait qu’il admet une
solution unique, quelles que soient les fonctions P et Q vérifiant la
condition de compatibilité. Dans le cas particulier où cesfonctions
sont des polynomes de degré m—l— 1, cette solution est un polynome
de degré m+ 2. En effet, si l’on passe en coordonnées polaires (r, 6),

aP+5Q=Pcosôä-Qsin0

devient un polynome de degré m+2 en cosô, sin0. Ce polynome
peut être mis sous la forme-

m+°.

2 (a,, cosp0 + b,, sinp6),
p=1

et l’on a
m+2

rP ‘
.w=2| ;(a,,cosp0+ b,, smp0),

p=1

ce qui donne bien un polynomè de degré m+ 2, en revenant aux
coordonnées cartésiennes. Pour le calculer pratiquement, le plus
simple est d’appliquer la méthode des coefficients indéterminés, tout
au moins si le degré est peu élevé. -
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44. PROBLÈME BIHARMONIQUE. — Soit à trouver une fonction Z satis-

faisant aux conditions suivantes :

(102) AAZ=F(æ,y);
dZ ôZ

\

(103) d(äî>=Pdæ+Qdy’ d<æ):P,dæ+Q,dj, sur(l‘).

Nous supposons que F est un polynome de degré m — 2 et P, Q, P,,
Qdl des polynomes de degré m. Nous admettons bien entendu que les
conditions de périodicité sont vérifiées. De plus, m_>_ 2.

Soient p(0), q(0), p1 (O), q,(0) les polynomes obtenus en rem-
plaçant x par cos0 et y par sin6 dans P, Q, P,, Q,. Les valeurs de
dl dZ
d—æ

et 5 sur (F) sont

a(0)zf[—p (0)sinô+q (0)0050]d6,
(1011)

b(9)=f[_p,(e)sine+q,(0)cosô]d6.

Ce sont'des polynomes de degré m+ 1 en 0056, sin0.
Les valeurs de Z sur (I‘ ) et de % sontn

(105) z(0)=f(—asin6+bcosô)dfl, s,,(0)=acosû+bsin0;

ce sont des polynomes de degré m+ 2 en cost), sin0.
En appliquant deux fois de suite la méthode du numéro 45, nous

pouvons calculer un polynome G(æ, y), de degré m+ 2, véri—
fiant (102). Soit g(6) et g,,(0) sa valeur sur (P) et celle de sa dérivée
normale; ce sont des polynomes de degré m + 2 en cost), sin0.

Posons Z=G _—|— H. La fonction H doit être biharmonique; les

valeurs h(0) et h,,(6) de H et % sur (l‘) doivent être

(ma) h<O>=z(e>—g<e>} hn<e>=zn<e>—gn<e>.

Posons H = r2 U +‘V, U et V désignant deux fonctions harmoniques
inconnues. On a

u(0)+v(6)=h(0), un(6)+vn(0)+2u(0)=hn(fl).
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Soit W la fonction harmonique qui prend la valeur w(0)=h(0)
sur (I‘). On a nécessairement U + V = W. Puis,

u,,(0) + Vn(e) =W,,(Ô);
d’où
(107) “(°)=
On en déduit U; puis V:W — U.

h,,(9)—W,,(6)
2

. 
45. Examinons maintenant la nature des fonctions U et V ainsi

calculées. D’après (106), les fonclions M€) et h,,(0) sont des poly—
nomes de degré m + 2 en cos6, sinfl. Il s’ensuit que W est un poly—
nome de degré m+2 en a:, y; donc, W,,(0) est un polynome de

'degré m+2 en cosO, sin0. D’après (107), u(0) est donc aussi un
polynome en cosÔ, sin6 et son degré est au plus m+ 2. Nous allons
montrer qu’en réalité, ce degré est m.

Les opérations aboutissant au calcul de u(0) étant distributivespar
rapport aux trois fonctions a(0), b(6) et G(æ, y), il nous suffit de
faire la démonstration successivement pour tous les termes de ces
trois fonctions. ‘

Supposons le polynome a(0) développé en polynome de Fourier et
réduisons-le à l’un de ses harmoniques, les fonctions b(6) et G(æ, y)
étant supposées nulles. Si l’harmonique choisi est de rang <m,
z et z,, sont de degré < m + 1 . Comme g et g,, sont nuls, h et le,, sont
de degré _ém; il en est de même de W,,(Ô), puisque W est alorsun
polynome de degré _L_m en a:, y. Donc, u(6) est de degré ém.

Choisissons maintenant, dans a(6), un terme en cosm0, dont nous
pouvons évidemment négliger le coefficient. Nous avons dans ce cas

cos(m+1)0 cos(m—1)0
z (0)=—fcosm05in0d6= _

z<m+1> z<m—x>
 
cos(m2+

1)6 + cos(m2—1)B_ z,.(0): cosm0 0050 :
D’autre part,

- _rm+icos(m+l)0_ rm—îcos(m—I)O W'“ 2(m+1) 2(m—1)
Donc,

W_cos(m+1)6_cos(m—r)6
2 2
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D’où

2u(0) =cos(m — 1)0=polynomede degré m —— 1.

On aurait une démonstrationanalogue en prenant les termes en sinmO,
cos(m+1)0, sin(m+ 1)6; les deux derniers donnant un polynome
de degré m pour u(6).

46. SUPPOSONS MAINTENANT a(0)=b(0)=o. — Développons G en
polynome de Fourier. L’harmonique de rang p est de la forme
A,,cosp0+B,,sinpô, A,, et B,D désignant des polynomes en r, de
degré ém + 2. Si G est réduit à cet harmonique, g(0) et g,,(0) sont
des fonctions linéaires de cospB et sinp0; W est un polynome de
degré p en cv, y; W,,(G) est un polynome de degré }) en cos0, sinÔ;
donc aussi u(6), d’après (106) et (107). Dès lors, il nous suffit d’envi-
sager les casp:m\+ 1 etp =m+ 2.

Pour p=m+ 2, l’harmonique provient uniquement des termes
de degré m+ 2 en x, y de G. Chacun des coefficients A,, et B,, est le
produit de rP par une constante. Donc, si l’on réduit Gr à cet harmo—
nique, on obtient un polynome harmonique. Dès lors,

W(æ, y)=— G(x, j’), d’où w,,(0)=-g,,(0) :%Iz,,(0);

donc u(0)=o.
Pourp = m + 1 , l’harmonique provient uniquement des termes de

degré m + 1 en cv, y de G; car les termes de degré m + 2 ne peuvent
donner que des harmoniques (‘) dont le rang a la parité de m+2. Le
raisonnement précédent subsiste et notre démonstration est terminée.

Nous saVons donc maintenantque U est un polynome harmonique
de degré m. Comme W est de degré m+ 2, il en est de même de V.
On voit finalement que Z est un polynome de degré m + 2.

47. LES FONCTIONS u…, v…, w… SONT DES POLYNOMES. — Supposons que
les FV et Fl‘,—soient nulles et que les six coordonnées X, Y, . . . , N ne 

(1). Un polynome homogène et de degré n en cosO, sin6 est multiplié
par (— 1 )" quand on change 6 en 0 + Tt; il en est donc_de même de chacun de
ses hamioniquesÎCommep0 se change en 116 +p7r, p a nécessairement la parité
de n.

Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946. 7
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contiennentt que par le facteur t“, de sorte qu’on se trouve dans le
cas du numéro 51. Nous allons démontrer les propriétés suivantes :

1” Les fonctions cp,—, <.]J,—, u,—, v,—, w,— sont despolynomespairs ou impairs,
de degré ( 1) i+ 2 pour cp,— et «P,—, i+ 1 pour u,—, v,—, w,—;

2° Les e,—, p;, q}, 11 d’indice impair sont nuls (“).
D’après les numéros 28 et 50, nous savons déjà que ceci est exact

pour i= o et 1 . Admettons qu’il en soit de même pour iém — 1.
7 ‘ . I 1

- .
On a, d apres (31) et en developpant fi suivant les pu1ssances de tg ,

m—l
, . dg , . __0…_1=2(— 1) s‘ P"i— qui+“’i—l—,,g+g(qi_t—r—pi_=y) » (l+J — m — 1)-

i::0 '

Le crochet est un polynome de degré_] + 1. Les trois premiers termes
ont la parité dej+ 1. D’autre part, sij est pair, p}_,=q,_,= 0; donc,
le quatrième terme n’existe que si j est impair et il est homogène et du
second degré; il a donc la parité de j+ 1. Dès lors, ®…_. est un poly—
nome de degré m, ayant la parité de 172.

On a maintenant, d’après (56) et en se rappelant que w = w,“
”l——l           

 
Tan—l àwm—i r,

};
: dy +rm—z _ _îï',_lâ'æ)

m-—l

(108) +"Z(—l)’g"[ôvi+i—o“i+5ix
l=0

_
dw-. dr+ .:C (I" ôWj-1 + "‘ (,;

’ +
ä_s W‘j_1)]

(i+j=m— a).

Les trois premiers termes constituent un polynome de degré m— 1;
le second n’existe que si m est pair et a la parité de'm —- 1. Donc, le
polynome en question a la parité de m — 1. 

(’) Ce degré est un maximum et peut éventuellement s’abaisser, mais en
gardant. sa parité.

(") Si l’on ne £ait, sur les forces extérieures, aucune hypothèse autre que
celle admise pour le premier point de vue du numéro 20 en ce qui concerne les
formes de volume, la seconde propriété n’existe pas; la première subsiste, sauf
celle relative à la parité des polynomes.
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La parenthèse de la première somme est de même un polynome de
degré [+ 1 et ayant la parité dej+ 1. Donc, cette somme est un poly-
nome de degré m — 1, ayant la parité de m — 1.

Le crochet est de degré j+1 et a la parité de j+1. Donc, la
deuxième somme est un polynome de degré m—— 1, ayant la parité
de m — 1 et il en est de même finalement de T’,”1 et aussi de TÎÏ“‘.

La formule ( 41) nous montre que R… est un polynome de degré …,
ayant la parité de m.

Les formules (40) nous montrent de même que P…_, et Q…_‘ sont
des polynomes de degré m —— 1, ayant la parité de m — 1. Il en est de
même de NT“, N’,Ï“1 et T’ÿ“‘, d’après (39); puis de NÇÇ‘“‘, d’après (33)
et (30) et enfin (‘) de % e %'Â d’après (44). Il s’ensuit que l’…

et Q… sont des polynomes de degré m, ayant la parité de m, à condi-
tion bien entendu de choisir convenablement\les constantes d’inté-
gration, en intégrant par exemple de o à a: ou de o à y, comme nous
en avons le droit (n° 17).

L’équation ( 43) nous montre ensuite que AA<p… est un polynome
pair ou impair, de degré m — 2. D’après (45), on a, sur (F),

&… da: Q… dx, nm de“: P…dy.

D’après ce que nous savons sur P… et Q… et en nous reportant au
numéro 46, nous concluons que cp… est un polynome de degré m+ 9.

Je dis que ce polynome a la parité de m. En effet, supposons qu’il
existe des termes de parité différente et soit H le polynome, de
degré m+1, qu’ils constituent. Les dérivées premières de ce poly-
nome sont des polynomes de degré m, ayant la parité de m. Sur (I‘ ),
ce sont des polynomes en cos0, sin0, dont aucun terme ne peut se

réduire avec un terme des polynomesz…dx et[P… dy, car ces der—

niers ont la parité de m+ I-' On en conclut que les valeurs de
%%

et %I, sur (I‘), sont identiquement nulles. D’autre part, AAH est

également nul, pour une raison analogue. On en conclut que H est 
(1) Même s’il y a des forces de volume., car Ç,,_1 et gXÇn_g sont des poly-

nomos homogènes et de degré m _— 1.
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une constante, que l’on peut laisser tomber sans changer u… et v….

Donc, <p… a bien la parité de m.  m 02 m
Les formules (42) nous montrent maintenant que—ô——Ï_

et à)”; sont
: ° : d_‘-_P_m ô"P__I_fldes polyuomes de degre 111, ayant la par1te de 111. Donc,

—d——æ
et T3

sont des polynomes pairs ou impairs de degré m+ 1, nuls à l’origine
et augmentés respectivement des fonctions linéaires arbitraires
a…3 +1)… et a…æ+c…. Les fonctions u… et v… apparaissent ainsi
comme des polynomes pairs ou impairs de degré m+ 1, augmentés
respectivement de a…y+b… et -——a…x c,,., Si m est pair, on a
b…=c…=o, parce que u… et v… doivent s’annuler à l’origine; les
termes additifs a…y et—a—,,,x ont la parité de 111 + 1. Si m est impair,

\ ° ° 02 ,n o .

a… est nul, a cause de la cond1t10n dæËv
: o; les termes add1t1fs I)…

D
et — c… ont encore la parité de 111 + 1 . .

Dans tous les cas, u… et v… sont des polynomexpairs ou 1111pa1'rs, de
degré m + 1 .

 
48. La formule (En)-nous montre maintenant que AW… est un

polynome pair ou impair (‘), de degré m—1. Puis, on voit sur

l’équation (58) que les coefficients de ce et {5 dans % sont des poly—

nomes pairs ou impairs, de degré m. D’après le numéro 45, on en
conclut que w… est un polynome de degré m + 1. On démontre q11’1l a
la pante' de m + 1 par un raisonnement analoguea celui qui a été fait
plus haut pour go…. La propriété 1° est donc démontrée.

49. Reportons—nous maintenant à la formule (35). En égalant les
coefficients de t”“*2 et supposant m impair et > 2, on obtient zéro au
premier membre (n° 47). Au second membre, ou a d’abord ES a….

Sous le signe!f de chacune des deux intégrales doubles figurent des

polynomes impairs; donc, ces intégrales sont nulles et l’on en conclut
que e…: o. 

(1 ) Même s’il y a des forces de volume, car Z,,,_, et gZ’,,,_., sont des poly-nomes homogènes, de degré m — 1.
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En égalant les coefficients de t’”+" dans les formules (36) ou (60) et

supposant toujours m impair, on voit de même que p;,,, q'…, r'm sont
nuls. La seconde propriété est donc à son tour démontrée.

50. CALCUL DE LA TROISIEME APPROXIMATION. — Revenons d’abord aux
formules (92). Toutes les intégrales sont nulles, ainsi que J, A,, B.,

‘ C, , D. On obtient ainsi

Z: ESs,— EA(k+ !) (p1)1,+ qq'.,).

Les deux autres formules nous confirment que p" = q'' = 0. De même,
(60) nous donne r'4 = o.

Les fonctions K, K’, K,, K,, K,, K,, ont les expressionssuivantes :

æ2+ 2 . 5.1.5. t x”! ;2+ 112_ }f2—i l\'=0, K,=——+Z—+ ‘)
7_

‘ ,K =
2

’
96 52 lb

. . . AK, symétrique, I\;,= o, [\,—= -ëæy(æ2 + y'2 — 3 ).

Portant dans (93 ), on obtient %. Le reste du calcul est élémentaire et
conduit au résultat suivant (') :

2 2 ,
u2= %(1 + 2k)[(7 + 4k)q q1,—(1+ M)pth — ”%Hl+ k) (p73+ qpt) +

"7176 [<… 3 + 6k+ 8k2)pp'o+ (5 — z/f— WM 613]

3 , , 1+4k ;,- +/k ' kZ
+%—(k*—l)(pqu+qm)+x[(

)pp
16(7

; )qqo_Ëî]
+ %(1 + k) (p % + 611%)-

L’expressionde €», s’obtient par symétrie.
On pourrait évidemment éliminer p'o, %, :"0 au moyen des for—

'

mules (85) et (88). 
(‘) Tenir compte de la remarque du n° 40.
On peut supprimer, dans cp2, tous les termes ne contenant que a: ou que y, à

condition de corriger P, et Q2 conformément à la remarque faite au numéro 17.
Cela complique un peu P, et Q… mais simplifie beaucoup q>2.
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Les équations (94) s’écrivent (‘)
EAAW2=x(IÇ’pN—2X)+y(k’qN—2Y),

2EA dW2 __ , .T 'âî“ x(X—pN) +y(Y—qN)-
On en déduit

8EAw,= (æ2+y’) [x(k’pN — 2X) +y(k’qN —— 2Y)]
+ æ[_2X(2k+3) ——pN(k+ 3)]
+y[2Y(2k + 3) — qN(k+ 3)].

En utilisant les formules (39), (33) et (56), on trouve
16A(1+À')Nâ:(5+2k)pLæ2+(7+ôk)pL(yî—l) «

—-(1 +2k)qM(3æ‘-’+y‘*—x),
N'f par symétrie,
8A(l+k)Nâ=2k(3+2k)(pLæ‘*+ny‘-’)—2(4+5k+2k’)(qMæ*+pLy“)

+8(1+k)‘*(pM+qL)æy+2Z(1+k)+(2+k)(pL+qM),
16A(1+k)T"’=(k+3)N(3qafi+qy‘—2pæy—q)+2(2k+3)Y(1—y’)

+2(2k—1)Yæ2—4(2k+1)ny,
T‘; par symétrie,
8A(1+k)Tî=a(1—+k)(pM+qL)(1—æ*—f)+(1+2k)(pL+qM).æy.

51. Le calcul de p'._,, q'2, r'2 résulte des formules (36) et (37). Il est
assez simple pour r2 , long et fastidieux pour p'2 et q'._,. Voici les
résultats :

48(1 + k)EAp',= 2(7 + 151€ + 6/6)%N —— (1 + k) (9 + 201€ + 8/{2)Lp=

+ 2(7 + 11k— 2k2— [;k“)Lq2
— (23°+ 51k+ 24k‘-’)Mpq— !;(7 +9k+ kÎ)pZ;

q2 par symétrie,
ASEAr2=5(3+k)N(p’+ q’) — 2(11+ 6k‘) (pX+qY).

Ces diverses formules ne sont pas homogènes, parce que le rayon
de (I‘ ) a été pris pour unité. Mais, on rétablit l’homogénéité en rem—
plaçant l’unité par le carré p‘-" de ce rayon partout où cela est néces—
saire: Par exemple, dans les formules ci-dessus, il suffit de multiplier
le second membre par p"’. 

(‘) Tenir compte de la remarque du numéro 40.
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On voit que le
Prapport

du second terme de la série p' au premier
est de l’ordre deâ——_» R désignant le rayon de courbure. Si 9 est petit
vis-à—vis de R, laRsérie doit converger rapidement et les formules utili-
sées en Résistance des matériaux sont pratiquement suffisantes. Par
contre, elles peuvent devenir très inexactes si 9 est comparable à B.
En particulier, elles doivent être totalement fausses au voisinage d’un
point anguleuæ. .

CHAPITRE VI.
Lefilreçfiligne.

52. LE CYLINDRE. — On a p=q=r=g=o, h=1, ®=o. De
plus, s est la cote de la section droite ( A), si l’on a pris la fibre neutre
pour axe des 5. Nous 'remplacerons donc la lettre : par 3. En outre,
nous supprimons les accents de p', q’, r’. Les équations du Cha—

pitre III deviennent alors

(109) %+t(%+X’)= o, 3—-?+t(î£-‘+Y’)=o;
(110) 2p/f’AAç=k’

<%—2È
+ %;Ù—?)— k<%—Ë-Ç-

+ 338) —2pktd(â“'),

(…) zpd(3—œ)=Qdx+Y”da, 2pd<Z—î)=de—X”da;
, . de !) [A2p.dæÎ=/cl -—AQ— 2pL/f A,ç—2pkR

072 ,

211%: k_P —k'Q+apkAcp—t—zpkR,

  
 

(112)

dw(113)
. R=c+t(py—qæ+ dz);

(114) szw+ta—Z(P+Q—apAcp+4pR)+zt-Z'=o,
, dœ à "

(110) %=—täg(au+fiv)+—PÏ;
d'ä , d2

N,:P——zpà—}î, i\,=Q—2pd——ŒÎ
(116)

d2.=k(P+Q—apAcp)+ER, T3=2lLd—ÆËÇ’
T de au dv T._, __ dû) au du

(117) Ë=äÿ+tr<fi+x)+të,, F—-d—x+tr(äÎx——y>+täî
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_

En outre, les formules (34), (35 ), (36) et (60) deviennent

dTg , __ ,
(118)

. F=-ä_+X’ G—-dî-+Y,

T‘(119) tESE+ t“Efl%—?Ëdxdy+ t“kfl(æF +yG)dædy
A " — A

)

+z2kf (æX”+yY”)da,' P  L =t‘EAp—t—t‘Eflyâ‘ê dædy+t‘k (æyF + ”?“:‘ A

JS;

G>dxdy
‘ ;2_. 2

+_t"k (æyX”+ À—2—fi-Y”>
da,

. I‘

M:t‘EBq—t*Eflx—dxdg+z)kfl(Ï:îF—xyo)dxdy‘ “ak/<):
(121) l\:pt‘rl—pt‘flôœdxdy +pt‘fld%(vx—zq)dxdy.

(120)   œil—X” œyY”) da.

55. CAS où LES pouces DE VOLUME ET LES FORCES LATÉRALES SONT uns pour—

NOMES EN :. — Supposons que X’, Y’, Z', X”, Y”, Z” soient des poly—
nomes de degré m en 5; les coefficients de ces polynomes étant des
fonctions données de a:, y ou de a. Les équations (18) ou un calcul

. direct nous montrent que X, Y, Z, N sont des polynomes de degré
m + 1 et L, M des polynomes de degrém+ 2. Convenons d’appeler C,
le coefficient de z"*‘° dans un polynomeC de degré n.

Cela posé, rendons tous nos polynomes homogènes, en introduisant
la variable d’homogénéité t. Puis, multiplions X' , Y', Z' par t'“’, X”,
Y”, Z” par t3X, Y, Z, L, M par t‘; N par t‘. Convenons d’appelerë
le coefficient de t‘ dans le polynome C affecté du multiplicateur cor—

respondant._
On a les relations suivantes:

}+2= X'-z"‘“,
.

formules analogues pour Y’, Z' ;

X1”+3= XÏ4-"”“", , » » » Y”, Z”;
Xi+1=X;z’“‘“"”, » » » Y, Z;
Ë+,—_. L-zm—ifl, formule analogue » M;
N145.... Nizm—.i+h
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en convenant de remplacer par zéro les coefficients d’indice négatif.
Si l’on fait t—_ 1, tous les polynomes reprennent leur expression véri—
table. ,

Nous plaçant au second point de vue du numéro 20, nous allons
maintenant faire jouer à la variable t ci-dessus le rôle de la variable t
de notre théorie générale et nous allons démontrer que toutes les fonc—
tions inconnuessont des polynomeshomogènes en z, z , dont les degrés
sont m—l— 2 pour p, q, r et m + 3 pour les autres fonctions.

D’abord, il est aisé de vérifier que, si l’on admet cette propriété, les
différents termes des équations (109) à (121), ainsi que des équa—
tions (18), sont tous des polynomes homogènes et ayant même degré
dans chaque équation. Dès lors, il suffit d’employer la méthode des
coefficients indéterminés et de montrer que ces coefficients peuvent
être calculés d’une manière unique. Or, en identifiant les termes suc-
cessifs dans les différentes équations et procédant dans l’ordre où les
degrés de ces termes par rapport à t vont en croissant, on retombe sur
la méthode générale exposée au Chapitre III. D’autre part, les condi-
tions-( 71), (83) et (90) sont vérifiées par les coefficients surlignés.
Donc, t: 0 n’est pas un pôle. Par conséquent, notre démonstration est
toute faite. Dans le cas particulier actuel, les séries du Chapitre III sont
limitées à despolynomes.

54. Pour évaluer les degrés des diverses fonctions par rapport à z ,

il suffit, en se reportant aux numéros 28 et 50 à 55, de calculer les
premiers coefficientssurlignés et de voir quels sont ceux qui sont nuls.

Les formules ( 74) et (85) nous donnent d’abord €, = €, = 0. Puis,
(76), (77) et (88) nous donnent ü,—_—ë,= Îê,—_ N°= T°=î‘,= o.
D’où, d’après (87) et (89), w,=N’=N'=T‘=0. Enfin, les for—

mules du numéro 52 nous montrent que

P2=Q2=Ÿ2=O, d0ù N2=NË=ÎÏ=O.
Les autres coefficients ne sont pas nuls en général. En tenant compte
des degrés d’homogénéité, on en déduit que les degréspar rapport à s
sont les suivants :

W et co, N, et N,, N,,, T, et T,, T;.
m

8, petq, r, uetv,
m+l m+2 In+I M+2 m+l m m+2 m+1

Journ. de Math, tome XXV. — Faso. 1, 195.6 8
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Nous continuons à adopter la notation du numéro 55 pour ces divers
polynomes, ce qui nous donne les formules de correspondance

31+2___ zm+1—1£i pi : zm+2—ÏPi, ÿi: zm+2—i qi, ri+1——_ .-m+l—i ri;
ui+1: zln+2—i ui; ‘ (”+]: -m+2—i…) wi+2= zm+1—içvb œi+2——

__ ,-m+1—iœi;

N‘?“: z'"-Ï Ni1 , Nt‘;b : zm—i NÎ, , ”N'i_+1: zm+2—ZN{} ;

Îi1+ 2: 2._m—+—l—i Ti! , ÎË+2 : zm+1—iTl2, Ti:&—3: zm—i Tl{ _

Les équations du numéro 52 nous donnent alors les_/'ormules de récur—
rence

(122)

 

()P
().—r +(m+3-i)T"ÿ+X,_,=o,

d——î‘
+(m+ 3 ——z)T"2 +Y;_,=o;

.! __ [ 02Pi ôzQi2pÀ AACp,- k (—(i)/* +
ä-æ—ç) , 0213i d2Qi _

.
— ..

_A<.d_æ?+ dy2)—2PÀ(nl+3—Z)Auz—2y

2pd(%—£): Q,—dw+ Y}'_._, da,
2pd(dÎ——'): l’,—dy — .X,Ï_, da;

apî%=lüP-—k Q — 2pk'Acp,——2pkR._,,

2P_Ê_q}. =À Pi —k"Qg+ 2P—kIACPi+ 2P-kRi—l;

Put—= 8z+p…J' — q…æ+ (m + 2 — i)Wi—l;
2y…Aœ,—+(m + 2 — i) (P,-+ Q,-— 2yAcpi+4pR,-_1)+2Z1_1=o,
d .

_ Zf'
â%=—(m+2—z)(aui+fivi)+—î—'a Wi=œi+ï‘iHä [. d’; i 02 ,

N1=Pi—2deîa N.;=Q:—2p%:
Ng : k(P;+ Q,—— ay.Acp,-)+ BR,—; .: d‘-’ <p,—

,T3 _’2Pdædy
'I‘i1 dû): dH .

ÎL_=_d_ÿ+ri d—y+x)+(m+2—Z)VÙ
T‘; dœ,— dH .î=îæ' i(äë“")+<m+2_"“”
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Z,— =ES'e,—+E(m+2—i)flm-,dædyA

+k(m+z—i)flÎæTà“‘+_}/Tfi)dæd)fA

+kÆ(æX<_,+yY<_,)dædJ—+kfp(æxg1+fl;'_ ,)da,

L; =EAp;—l—E(m+3—i)Æyw,_2dædy
.

+k(rn+3—
i)fly(xyTf”+

+‘y2:æ2Tfi“z) dxd_{1

(ma) +kÆ (myX;_2+y
(Suite)

+kf (xyX,”_2+v,_: Œ2Y}'_2)da,

M,—=EBq;—E(m+3—i)fl£xwi_gdxdy

+k(m+3—i)fl<‘y2_æ2T(g“-‘—xyT'”)dwdy

+k[ (f";
+/çf<1y2_æ2Xî2—xyY,ÏL2)da,

N; =plri— pfl1w;dædy+p(m+ 2 —
i)fl(æv,——yu,—)dxdy.A A

  2æ2Y}_2)da: dy    __.,—'_æyY._)dxd)' 
Les coefficients d’indice négatif doivent être remplacés par zéro,

sauf R_l=poy —- q.,x

55. Pour l': 0 et I, on et (n° 50).

Li =EAPÙ Mi=Equa Pi=Qi=<Pi=oi
æ2 ;2

_Piæy): ui =k(— €i_1æ + qi
(123) __ y + qiæy); a:

0; =]: —ei_…1y+pi

N‘; :: N“,: Tä: 0.

Puis, -

(124) Z0=ESEo.
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On a ensuite
Amo—_— 2(m+ z)(qox—poy>»

‘ .2_,2 '2__ ?. ‘

%=k(m+2)[po<aæy+fij ‘”)+qo<aJ
:”

"‘5ŒY)].2 2

D’où

  
  (125) wo=(ïn+2)(Qowt—Pow2):

en posant
W,: 2Ëkæ“— Êæ)’2+kHg—(l+k)lli,

(126) “,W,: 2Ëky“ — â—æî‘y+ kH;,— (1+ k)H,,

et désignant par H., H,, H,, H, les fonctions harmoniques dont les
dérivées normales sur P ont pour valeurs respectives

aæ2, aya, fiæ2, p),2_

Puis, en tenant compte de ( 1) et (5) et de la notation (54),
(127) N.,: plr.,+ pp,(m + z)%kA,—

(k+ I)C1

+fl[kôH;,—(i+k)ôH,]dxdyA

—+—ptq«(m—+—2)%k1),—(l:+l)Bl

+fli[—k6Hg+(l+k)ôH,]dædf%.A

Dans le cas particulier où la section droite admet deux axes de
.gyme'trùe rectangulaires, on peut les prendre pour axes 0.1: et Oy. Les
fonctions H,, H,, 8H,, 3H, sont alors impaires en ce et paires en y;
H,, H., 8H,, SH, sont paires en x et impaires en y. La formule (127)
se réduit alors à
(128) No=plro.

Il en est de même sip,= q,= 0 ou bien si p,: o et si le plan 3202
est plan de symétrie. ”

On a ensuite
Nâ= E(Eo+P1_}’ — qaw),

dH '
., dH'

(129)- T2=pro(à—y- +x)+p(m+ 2)lkp.,x-— (I+k)poy’+ Ü}
dH ‘, , dH’

T2:_:pn(;; —y)+p-(m+a)[(l+k)qox-—kqoy-+-d—x—J:
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3VCC -H’=po[(l+k)H£_ fil,] + qo|'kH,— (1+ Ir)H,].
On en déduit(')

Z. =ESQ+ E(m+1)r.,fllldxt{r+E(m+1)(m+ 2)/ÎH'drd_yA ‘ A

/r’ Ir’ *+E(m+1)(m+2)[ o(kB.—ÎD,)+qO(ÎA,—kb,)]v
+kfl(æxg+yYg)dædy+A—f(æxg+J-Y3)da,A 0 l‘

La =EAp2—l—E(m+1)rofl yHdædy
A

dH
+2kp(m+l)ro(flæyäîdxdy—C,)+E(m+u)(m+2)A

Im: dH’, I _ __ ,
X[‘ÆJ(H+l-Ü"k dæ)dæd)

E2Po [+ 5/(' 2 + 5À‘ De“T+q°( 3 “=“/fm ‘s“)]
2_ 2

(130)
«

+kfl<æyX3+'y 2æ YÇ,)dædyA
2_ 2

_| +k œyXä+y x
YZ da,

| P ”

    
M2=EBq2—E(m + 1)roflæH dæd)‘

A

_2li.(m+1)ro(fl‘æyZ_Hdædj-+B,).. A y
lry dH'_ ! __ .

+E(m+1)(nz+2)[ Ææ<H+1+k07)dædj
l.«

A2qo l+5k _2+5kB,
3 +P°< 3 D2_À 1+k ?>]' :_ :

+kfl(y 2
"’

X3—æyYÇ,)dxdr
-A

' __ 2

+kf (” “'”
xg—æyYg)da;[‘ ,,

    
2 

: H ,.(‘) Les intégralesfl (œ %—
+ y

(i)—;) dx dy se calculant au moyen de ] 1den-

tité (10), en prenant U =æ2+ y’. On trouve, suivant les valeurs de i
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où l’on a posé

A2=flæ*dædy, ,:flæ"\dæd), Cg:
[[æ-v"

dædy,
A

D2=fl‘xy3daf dy, _=fl;r‘dxdy.
A

P2 =—— p.ro(m + 1)(H — xy)
On a ensuite

  _P.(m+l)(m+ 2)(1Ëkqoæn_k90æ)’2+ H') —fX'o
dx, 

 

Qa=——Wo(m+l)(H+æy)

—P(m+l)(m+2)(kpoæîy—1Ëkpoy"+H’)—fY3dy;
, dxlo dY’0

-

_, ôgXI de 37102pLÀ AAŸ°=k<Î—æo+Î)—A dy2°rd.+ —l_æd)’d  2pd(dî)=Q dæ+Y"da, 2pd(%)=Pa (l)'—X{Çdä; (131)
’\%Îæij=rom+ (ag—H)

+ (… +
1)9(m

+ '“ (_ H’+ âpoya+ kÿoæj'2— go 1

Ë2kx-‘>—J.

  
+

21_Fka'0
d_y—k'X'0 dæ—k'AC9,—À‘(81+P2)'—921'):  '=romîl(æy+H)   + (m+1)g(m+

2) 1+2/c ,:
3

) 
<H'+ âqoæ3+ /fpoæ2j' —po

+ à [k'Y’ody-IrX’odx+k'A<Pg+k(81+P23'—92—F)-
 

Le calcul de % exige la résolution d’un
p10Xblème

biha1monique et ne
peut être effectué que si l’on connaît (I‘),X ,Y' ,XÏ,, YZ. Nous ne 
En prenant U =æ“-— 3æy2, puis y”— 3x2y, on a

2_ 2

flat J' Ëdæd),=J1+ËAg——ËC2,  2 da: 6
æ2— ’ JH 1fl 2y âdæd)’=J2+ë(C2—Eg), æ‘— ’ôH '[ 2y îädædy=J.—B.,
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pouvons donc pas écrire les expressions générales de u., et n_.. On a
maintenant

Am1 : 2(m+1)(—eo_+ q1æ—pü”) —
—ËÙ(l32)

d Z”O.)

Ë=—(m+1)(am+fim)+ ÎÏ
Dans le cas particulieroù les formes eætérz‘eures sontperpendiculaires

à 05, on a Z'() = Z: : 30: o et les équations ci—dessus se déduisent des é nations vérifiées ar ou en chan eant et n m ' 1q P 0 8 PO 90 e l"1 m+g
et —'1- On eut donc écrire la formule ( 125‘ en rem la antqi m+ 2 P .

)’ P ç

l’indice zéro par l’indice un et le coefficient (m + 2) par (m + 1 ).
La dernière formule ( 122) nous montre de même que l’on peut

écrire ( 127) avec le même changement.

56. LE PROBLÈMEDE SAINT—VENANT.— Dans ce problème, les Fv et F3
sont nulles. On a donc affaire à un casparticulierduproblèmeprécédent,
à savoir le cas m =—— I.

Soient X, Y, Z, L, M, N les six coordonnées du système des FB par
rapport au trièdre terminal 0,301 )!1 Z.. Les six coordonnées du
système ( SA) par rapport à Oxyz sont, en appelant [ la longueur
dufil x, Y, z, L-lY+:Y, M+lX—5X, N.   2_ !

flx ),
ËH‘dædy=JÆ—i—ÊE——2Dg;

'

 2 x 3

fl—ËLQ_Ï %dxdy=h+ % —2B2,

fl-ËÏ %dædyîlz—‘D2:

fly2—2æ2 %dædy:l;+â(CQ—AE)7

où l’on a posé
dH âH,.: n ’ n: d 'I,, xy
àæ

dxd3, J flæy dy æd}  
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Avec les notations précédentes, on a donc  Zo=Z, Lo=L—lY, M0=M+lx, N°:—N, L1=Y, Ml=—Xl
D’où .

Z L—lY—l—zY _M+lX—ZX_(133) SZËË’ p=——E—À——: q— EB 7

N lc X Y(134) l—m+lËî(-B—Dl—-ÂA1>
k+1 Y _ X [ ',. ,_

+_El (XL,—BB,>+ËÆOKdŒd),

‘N,=N2=T3=O,
N3=E(ê+py—qx),

__ .IdH PY — 2_ ;? .Eêl_(
(135) , T|——(J—l (àî+x)+ EA[Àæ (1 l—k)3 ]+E à)"

_ .
ôH , PX .. . . #ôKT’—W(äE—})+ËËUÜ —(1+À)æ]+Ë 55'

où l’on aposé
- X Y X Y

La déformation des sections droites est donnée par
‘)

S

u = k(— sa: + qæ-_“y- ——px)f),
 

2 (136)
_

v =k(— sy+pæ-;y- +qæ).),
M+lX , lY—L

(W— —ÎB_W’+_ËÂ—_‘V2+l H.

Ces formules diffèrent de celles de Saint—Venant et sont d’ailleurs plus
simples (cf. APPELL, loc. cit., p. 644 et 645). La divergence et la sim—

plification résultent de ce que la déformation des sections droites est
ici rapportée à un trièdre lie' à la fibre neutre, tandis que, dans les
formules de Saint—Venant, elle est rapportée à un trièdre fixe. Pour
raccorder les deux groupes de formules, il faut effectuer le change—
ment de coordonnées, en supposant, avec Saint—Venant, que la fibre
neutre est très peu déformée (‘). Les coordonnées de l’origine du 

(1) Avec la présente théorie, cette hypothèse n’est pas nécessaire. La forme
naturelle de la fibre neutre est déterminée par ses équations intrinsèques. Cet
avantage est appréciable si le fil est très long, car, dans ce cas, les formules de
Saint—Venantne s’appliquent plus.
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o g . . ‘ 2

tr1edre mobile par rapport au tr1edre fixe sont (q%, 0, z)- Le chan-
gement d’orientation est obtenu par une rotation de l’angle qz autour
de Oy. En effectuant le changement de coordonnées, on retrouve
exactement les formules de Saint— Venant.

57. SOLUTION SYNTHÉTIQUE DU PROBLÈME DE SAINT—VENANT. — Prenons
pour point de départ la propriété caractéristique suivante : l’eflort en
toutpoint d’une section droite est normal au plan de cette section. Ceci
se traduit par les conditions N, = N, = T3 = 0 où, d’après (1 16),

P=Q=cp=o.
D’après ( 1 12), on en conclut que AE!) = 0.

Dès lors, introduisons la variable complexe Z = a: + iy. Soit F une
fonction analytique de {, dépendant en outre de la variable réelle 2.
On peut poser

._ao a«p_
'

(137) u+w_î—æ— id),— k%——ir,Ç,

r1 désignant une fonction des admettant r pour dérivée. En dérivant
(137) par rapport à ce, il vient

aup aup_ .-
d_æî ”az—ay—kîï_zFà; "‘”

Soit maintenant F’ la fonction conjuguée de F; c’est une fonction de
C’= a: — iy et de 2. En changeant i en — i dans la relation ci—dessus,
on obtient, par addition

ô2 âF ôF’(138)
267% —-k—i<ÎC +

9Ï7>9

ou, d’après (_1 12) et (113),

3 ôw__ô ôF+ÿ_F_’ _2 (_(19) '2ÎE— &: -d—c- dÇ’ ? p_s+py—qæ).

D’autre part, on déduit des formules (1 17) et en tenant compte de
dl‘1 __ , 0

a; —— 7

T2+iT =ka_—_F+Æ+igfi
p.

'
dz2 dx dy

Journ. de Math., tome XXV. — Fnac. 1, 1946.
_

9
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D’après (109) et la nullité de P, Q, X’, Y’, la dérivée de la fonction
ci-dessus par rapport à :: est nulle; ceci nous donne, en tenant compte
de(139)

â“F d3F .(140)
Adi?” _W—q—l—lp. 

Nous obtenons une équation aux variables me‘le'es. La valeur com—
mune des deux membres ne doit dépendre ni de C, ni de C’ ; c’est donc

. , . dF’ .une fonction de :; seulement. On en dedu1t que —— est un tr1nome dudz
' dF . . .

second degre en C’ ; donc, âï est un tr1nome en Z. Comme u + w d01t
s’annuler pour {= o, la formule ( 137) exige que ce trinome n’ait pas

() dv .
de terme constant. D’autre art ——u — —— devant auss1 s’annuler ourP > Pdy dx
C: o, le terme en { doit avoir un coefficient réel dans u + iv. Autre-

- . à! F __ 7; . . t'f‘1 ' . .ment dit, la valeur de
äz—dç

pou: \, = o dazt admett7e ? pour partze una—

. . . d3F . ,

gmazre. Mais, ( 140) nous montre que B? est independantde C, donc
identiquement nul. Finalement, Fest un polynome biquadratique en C

et z , n’ayantpas de terme indépendant de C.

58. Reste à calculer la fonction w. Intégrons (139) par rapport
à 5. En appelant 9, = &, +p,y — q,x une primitive de 9, il vient, en
désignant par (R. la partie réelle

(141) W‘=—p,-Œ(%>+W,
W étant une fonction de ac, y seulement. Portons dans ( 114); en
tenant compte de (113), remarquant que Cgf; = % et que la partie 

, . . dF . .reelle de la fonction analytique
35

est une fonction harmonique, nous
obtenons
(142) AW=2Œ<£%È)-

L’équation ( 1 1 5) s’écrit, d’après (55 ),
dw
â; =r(ay—fiæ)— ;,";<au+ fiv)
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632]
=— aq1+ @p,+ Œ[(a + iô)-ÿç—È] + r(ay— fix)

wl«—e<…_5_,.,>1
soit
(143) îï=fip1—aq,+Œ[(a+ifi)%Ç—Ê—k(oz—i@)%].

La compatibilitédes équations (142) et (_ 143) exige (‘)
à? ôF dF

ÆAWdædy_—kŒ[ AÜ<ÔËË_ iâ)>dædw]

Œ[fld——zîîÇdædyJ:—o.

Le terme en C” de F donne une intégrale identiquement nulle. Le
terme en7 donne le produit de 28 par la partie réelle du coefficient
de z”." Donc, le coeficzent de 522; dans F doit etre zmagwnaùepar.

La fonction W est ainsi déterminée par un problème de Neumann.

011

Remarque. — On peut supposer que F ne contientpas de terme indé—
pendant de z, car si un tel terme existait, sa suppression équivaudrait,
d’après (141), à modifier la fonction W. '

59. Nous allons maintenant faire voir que la solution ainsi obtenue
. est identique à celle du problème de Saint—Venant.

Posons

kF=[(ag+ibo)—+(aÇ,+tbÇ,)z]ë°+[ib,Ë +(a' +zb )]Ç,
les a, b, a', b’ désignant des constantes réelles arbitraires. Nous avons

2

d’abord, en prenant la partie imaginaire de
dÎ«Îz

,

(144) rl=blz+b,1) r=b1. 
(1) Le terme 5pl—qu, donne évidemment zéro. Il en est de même du

. 02 Fpremier terme du crochet, qui donne la partie réelle de —
rÔ—C_

dÇ= o.
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Puis

(45) u=(æ’—y’)(aw+afi,)—2æy(boz+b'o)+a'1x.
! V=(Œ2—y2)(boz+b3)+QŒY(ŒOZ+GË)+aÊJ“

La formule (140) nous donne ensuite

k = b b' k : z+ '
;(146)

{
P 2( oZ+ 0)’ q 2(a0 a0)

kp,= b.,z2 +2b},z, kg,: n°52 +2a35.

Les équations (142) et ( 143) s’écrivent :

(147) kAW=4(aox—boy),
JW , :) I(148) k— —k(ôp,— aq,) +oz(a…f-’+ 2aoz) —— @(boz-+ 2b.,z)
dn _

—kao[a(æ2—yz)+2fiæyl
— kbo[fi(x2—y‘l)— 2aæy] + kr(a_y+ (5æ).

D’après (146), la première ligne de (148) disparaît. On est ramené
à un problème de Neumann, dont la solution s’obtient par les fonc-
tions H,, H2, H3, H,. La suite ne présente plus aucune difficulté et il
est facile de constater que tous les résultats finalement obtenus sont
entièrement d’accord avec ceux du n" 56.

60. POUTRE ENCASTRÉE HORIZONTALEMENT ET CHARGÉE UNIFORMÉMENT. —
Prenons Ox verticalvers le bas et supposons, pour simplifier, que le
plan æOz soit plan de symétrie pour la poutre et pour les forces laté— _

rales. Nous avons Y’: Z': Y”= Z”= 0; X’ et X” sont des constantes
positives. Nous poserons

SX’+ XE: 211;

c’est la somme du poids de la poutre et de sa chargeparunitéde longueur.
On en déduit facilement, en appelant l la longueur de la poutre.

X=w(l—z), Y=Z=o; M:Ê(z_z)a, L=N=o.

Avec les notations du n° 55, on a m = o. Les formules du n° 55 nous
donnent immédiatement, en tenant compte de la symétrie par rapport
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à æOz,

M., M€o=Po=0,
Qo='E—Ë'a ro=0i P1=0; Q1=E—é r1=0;

x2__ 2 ;-y , vo: kq…æy, evo: 2q0 W1; “o: kq°

fil?" Yat= kq1 " , V1 = kq1æy. W1 = qi Wi ;

ôH’ ’N3=—Eqm:, T2=2p.7, T3=2pqd(1+k)æ’—ky*]+aF%—H;
.

À"
Ss1=2qo(kC1— —äA1)+2qofl[(l+/r)H,—kHz]]dædy——%fæX”da,

P2=O, EBq2=M2+AM,

AM=2Eqofl[kHg—(r+k)HJædxdyA.

 
2E/f ()

3EqoA2+ ËX’(B —A) + ËfX”(afi—y’) do;
[‘+3  P2=— X’æ+ 2pqo[— IËkx3—l- kæy"+ (1 + k)H,— kH,J,

Q2=zuqo[(x+k>Hî—an;
AAqu=o, 2pd<%Ë)—_—Q2dæ, 2pd<îîÏ>=P,dy—X”da;    dai}:=qo[(l+k)Hi—kHz+/fxy2—1—22kæ3]

k’X’x—
% —k’A<pz+K(—si+q2æ),

da k kX'æ%:o[kHz-(I+k)Hi+ 3x3]— _F+kJACP2+
k(51 92°”)-

On ne peut achever le calcul de u,,, «)2 que si l’on connaît (I‘) et la
fonction X”.

En tenant compte des formules donnant q… ql , 92, on a

EBq=M+AM.
Cette formule nous montre que, pour calculer exactement la courbure
de la fibre neutre, ilfaut ajouter uni terme correctzfconstantau moment
fléchzksant M utilisé °dans la théorie élémentaire approchée de la
flexion plane. Ce terme correctif est d’ailleurs très petit vis—à—où du
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terme principal, dès que la section droite envisagée se trouve à uné
distance de la base libre égale à un grand nombre de fois la plus grande
dimension transversale. Par contre, il donne une courbure non nulle à
l’extrémité libre de la fibre neutre, contrairement à ce qu’indique la '

théorie élémentaire.
Le terme correctif AM et la dilatation :=.l de la fibre neutre ne

peuvent être calculés explicitement que si l’on connaît la forme de la
section droite.

Des formules donnant Wo et W1 , on déduit
X [

W: @ W1.

Cette formule est identique à la troisième formule ( 136), quand on
y fait Y = L = M = r: 0. Donc, la déformation longitudinale des
sections droites est exactement la même que dans le cas de la flexion
plane (Saint—Venant), pour le méme eflort tranchant.

Bi. CAS DU CYLINDRE DE REVOLUTION. —— Supposons que (F) soit un
cercle de rayon 9. Supposons en outre que la charge soit répartie sur un
très petit arc ayant pour milieu le point le plus haut. Les intégrales
figurant dans (151) valent

fæX”da=—ng, f(æ2—y2)X”da=pîÀz.F F

Les fonctions H1 et H2 ont pour expression
3_ 2 .2_ 3 2Hi=e_ê_fi+âpex, HË=îa_£+g_æ_

12 4 412

Les formules ( 1 5 1 ) donnent k 7

(149) ‘ 8_81_7f—EP'XE’
_ X’A(7+mk+4k”) kp2 ,

lAM——î 1+k +TÂ;E-
La fonction W1 a pour expression

W«= [æ2+r— (3 + zk>p=]
2%”-

Le calcul de <p, peut être fait en principe, puisqu’on sait résoudre le
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problème bih—armonique pour le cercle (cf. 11“ 58). Toutefois, il
faudrait préciser la répartition de X” sur l’arc supportant la charge.

Dans le cas où la poutre est seulement soumise à son propre poids, ou
a X”=o et le calcul devient élémentaire. On détermine % par la
méthode des coefficients indéterminés, en remarquant que c’est une
fonction impaire en a: et paire en y.

On obtient finalement :

 
“=k—(—R%Ë“Ê'Ë(Œ2—y2)+âîË[ æ2(5+3ok+16k2)

—y‘-’U+38k+:ôkfi)]

(150) +
4ÎÎ%ÿ

[—(5+8/f)x’—6æ2y’+(8k—I)y‘l,:… +I_>;Ë……+…Ï
_

12};_I3P(l—l-4’C)-fivy(x’+y2).

Comparons ces formules à ce que donnent les formules (136) pour
s=p=o. On voit que le terme principal est le même, pour un
moment fléchissant donné. Le rapport de chaque terme correctif au

terme principal est de l’ordre de (lÎz)z' On en tire la conclusion
pratique suivante : Pour un cylindre dont la longueur est très grande
vzîs—à-vis du rayon, la deformation des sections droites est très approæi—
mativement la même que dans le cas de laflexionplane (Saint—Venant),
dès qu’on s’éloigne de la base libre.

 
62. En appliquant les formules (122), on trouve, par un calcul

facile,
X’a:Ni=ml (5+2k)(p‘£—afi)+3(zk—r)y’],

N,:£Ëî{—)Pg[3(l+ak)(p2—æg)+‘(ak—I)x’],
N.—.= EÜ—îîç)—P [<a+k>(w2+y*— ;pz)_4(l+k…_z)æ],
1= %—f—,}%Ê(z—l>æx

T2= % [(3+2k)(p*—x‘ê>+(2k—I)y‘zl,
_

X’} [(r — zic) (?”—y”) -—"À(1 + MW]—3= 12’(1 +/f)pf
‘
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Il est aisé de vérifier que toutes les équations d’équivalence sont
satisfaites.

Sur la base (B) s’eæeme un eflort normal
_.X'(2+k) ._,_3

2>__2(1+k)p2æ(xz+‘y BP

Prenons le point M sur le rayon d’angle polaire 6 à une distance du
centre égale à mp, m désignant un facteur constant. Si 9 tend vers zéro,
N,, N,, T3 tendent aussi vers zéro; T, et T2 demeurent constants;
mais, N 3 a pour valeur asymptotique

2cosû,{_ 2 mX’( ! _ z)

donc tend vers l’infini, conformémentà ce qu’on a vu au n° 56.

65. Fouras A SECTION RECTANGULAIRE.— Supposons que (I‘) soit un
rectangle ayant pour côtés za, 21), le côté 26 étant horizontal.
Supposons en outre que la charge soit uniformément répartie sur la
face supérzèure. On a

fæX”da=—aX2, f(æ2—y=)X”da=3—a—23:—ÔÎXE;I‘ ' r
b‘-’x @? (—1)n(151) H1= a‘*x, Hg: —— + 3

_ sh (mr£) cos (nal—) -
3 n

n=1 n°ch (mr—%)
b b

D’autre part, A.: C. = 0, B —— A = Ë(a2 — b“). Les formules du
n° 60 nous donnent alors  ESE1_—_—kaXg,

h a

A __ 1265k*b‘ Ël l_t [m‘—b—

(152) —n‘(l+k)a2n=in‘
n1r%

+ % [5…_ 3a2(4 + 5k)] + 'Ê[(az— b°)Xv+(3b°— a2)X21-

En portant (15 I) dans (126), on a la fonctionW4 , d’où l’on déduit w.
Quant au calcul de u2 et v, , il est subordonné à la résolution du
problème hiharmoniqueposé par les équations du n° 60.
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64. CYLINDRE HOMOGÈNE PESANT ET VERTICAL. — On a, dans ce cas,

X'=Y'=o, Z'=const.; X=Y=L=M=N=o, Z=Z'S(l——z).

Le calcul ne présente aucune difficulté et conduit à
Z=ESe, p=q=r=o;

_ /u=—kex, v=-key, w=—%(æ*+f).
On retrouve la déformation classique de l ’eætension d’un cylindre,
accompagnée d’un gauchissement des sections droites en forme de para—
boloi’de de révolution. '

Les efl‘orts sont donnés par
__ _ _ __Z _ —A—z'y , _ —A‘Z’æ

N1‘—N2_T3_O, N3——"S‘, i....m, 2—m.
Le cas d’un cylindre encastré oblz‘quement est une combinaisondu cas
ci—dessus et du cas traité au n° 56.

65. CYLINDRE TOURNANT. — Supposons que le cylindre soit animé
d’une rotation de vitesse angulaire constante ou autour d’un axe
quelconque A. Un élément dV pris autour du point M est soumis à la
force centrifuge pw”dV.îfi, p désignant la densité et P la projection
de M sur A. Nous poserons pw2:f La force par unité de volume est

—> ———>
alors F=f.PM.

Supposons maintenant qu’on remplace A par A’ parallèle à A.
Nous avons

—> ———> —-—> —>

F'=fP'M=fP'P—l—F.
__.> . ‘Or, P’P est indépendant de M. Dès lors, la déformation due a la

rotation autour de A’ se déduit, par superposition, de la défor—
mation due à la rotation autour de A et de la déformation
due au champ constant f?? Celle—ci ayant été étudiée précé—

demment (n°" 60 et 64), nous pouvons supposer que l’axe A passe par
un point arbitrairement choisi, par exemplepar le centre de gravité de
la base encastrée B,. Dans ces conditions, si l’on appelle (a, b, c) les
cosinus directeurs de A, on trouve facilement
(153) X'=f(1—a2)æ—faby—facz,

- Journ. de Math., tome XXV. — Faso. 1, 1946. 10
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et les deux formules analogues. On est ramené à un cas particulier du
cas où X’ , Y’, Z’ sont des fonctions linéaires quelconques de a:, y, :.
Ce cas résulte lui-même de la combinaison des cinq cas suivants :

X’=æ, Y'=Z'=0; X'=_y, Y'= Z'=O; X’=z, Y'=Z'=0;
X'=Y'=O, Z_'=x; X'=Y'=O, Z'=z,

et des cas symétriques obtenus en intervertissant (')æ, y, et X’, Y'.
Ces différents cas peuvent se traiter par la méthode générale
du n° 55.

66. Cas]. —— X’=x, Y’=Z'=o. Onam=oet
X=Y=Z=L=M=N=o.

Les fonctions d’indices o et 1 sont nulles, sauf a. . On a ensuite '

ESs,=—— kB, EAp,=— kB., EBg.= â(A.— C,);

Paz—%, Q2=o;

2pk’AAcpz=/c, %:o, Aud<ËÎ—î)=—xïdy sur(F).

D’où (n° 52)
128pk’qu= k(æ‘°+y‘-’)’— 4kK — 32k'K…

Le calcul explicite de a]… donc de u2 et v,, ne peut être fait si l’on ne
connaît pas (I‘)

Dans le cas où (F) est un cercle de rayon 9 , on a <p, en se reportant
au n° 50. Un calcul facile donne ensuite :  [x-(10k—fi—t—3y-(6k—5)+39°7—5k_4k2]:=96ÎLk' 1+k

_ _ J’ _ 1+5k—4kr
”—”’—96pk'l3æ2‘3 2")+y2(‘+2")“392î—l’

4E31=—kP2; P2=q‘z=0i
16k'N1=k’(7 — 7æ2—— 53”) + k(p‘3— æ2—— 3y’),
16k’N2= (k’— k) (3æ2+y2—— 9°);

8k’T;=(k—k’)xy, 8k'N,;=k(p°—zx°—zy°), T1=T,=o. - 
(‘) Cette interversion doit être accompagnée du changement de signe des

rotations et des moments, ainsi que de la fonction LIJ.
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Le cas symétrique (X’_— 0, Y’=y, Z’ = o) s’obtient comme on l’a
dit au n° 65.

67. Cas II. — X'=y, Y’=Z’= 0. On &

m=o, X=Y=Z=L=M=O, N=A(z—l).
On trouve

EO=P0=q0=Pl =.q1= uo= Vo: u1="1=O;
. - Alro=—Î, wo=roH; r1=———Î, cv,:nH.

On a ensuite
plSs,=—AflH dxdy,-

A

EIAp2=—— 2A(I—+— lc)flyHdædy+2kA(Q _flæy%îHdædy)
.— kIC,,

2EIBq2= 4A(1+k)flxHdædy+4kÀ(&+fl.-Z—-æy—dædy>
+k1(B…D,).

Puis,
IP2=—AH+(J—B)xy, IQ2=—A(H+xy).

Puis (n° 54)
_ m°°°2—— ÎK3_ Ü”

Dans le cas du cercle, on retrouve (n° 50)
8pu=y(p°+x°—y"), 8pv=x(p°—æ"+y°), W=O;

s=P=q=o, N=p.lr;
N;=o, 2T1=x(z — l), 2T,=y(l—z), 4T;=p"— æ2—y2.

Le cas symétrique (X’: 0, Y’ =x, Z’ = o) s’obtient comme il a été
indiqué au n° 65. \

68. Cas III. — X’=z, Y’=Z’=0. Cette fois m = 1;

X=-Ë(P—”), Y=Z=L=N=o, M=Ê(_S—l)2(z+2l).

A partir de u2 , va, le calcul ne peut êhne explicité que dans le cas du
cercle. Il est au surplus très compliqué. On obtient pour u, un poly-
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nome du quatrième degré, pair en a: et en y; pour v,; le produit de xy
par une fonction linéaire de æ”+y°; W, est. nul; mais, w, est un
polynome du cinquième degré, à coefficients compliqués.

Il me paraît inutile de reproduire ces résultats et je donne
seulement la déformation de la fibre neutre. On trouve

_ _ _ _ __ c_7+12k+4k‘£s_p_r_o, EAq_M+AM,
.

AM_ A» 3(1+k) 
.,- Il est très petit, si 9 Le rapport% est de l’ordre de (; + 5512 _ l)

est petit vis-à—visde [, sauf au voisinage de la base libre.

69. Cas IV. — X’=Y’= o, Z’= a:. On &

X:Y=Z=L=N=O, M=B(z—Z),

Les calculs sont faciles et donnent

€=p=0, M=EBq, Elr=k[flôHgdxdy—Di];A

k 3 2

u=îq(xÊ—yz), v=kqxy, W=rH+%<Hz—Ü-â—x—y—)-

70. e…— V. _ X'=Y’=o, Z’=z. On a
'

X=Y=L=M=N=o, Z=—S2—(Z2—zz).

On a d’abord, par les formules (123), (124), (125) et (128),

p,—= qi_—_—_o pour i=o, 1, 2; en:-— —, e,=o;
uo=vo=o; u,=—ks…x, «a:—kay; Wo=r0=o.

Puis, par (132) et (122),
W1=kso(x‘z+yg), rl=o.

Puis, '

TÎ= Tâ=_ o;
2ESs,= sz=— k(A + B), 2EAp;=k(B.+ D,), 2EBq3=— k(A1+ C.).

Puis, par (I3 I,),
P;=Q,: «p,: ug_= %: o.
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Puis, par(122),

Wa: l‘2= O;

P;,=Q,=o, k'iAAcp3=—4k‘leo, dcp, —%=O;d_æ
_ dy

d’où (n° 52),
32Ek’cp,=k*[(fi+y*)”—AK].

Le calcul explicite de «I), peut être fait dans le cas du cercle et
conduit à

k”! _= …2 2 2__ 2 __ 2 =_____ 2 2_8Ek au Àæ(x +y p ) klx, N, 8k’(1+k)<x+3Ï p”),

V3 et N, par symétrie;
k2æy Z k_ _ __ —_ _ 2_ 2_T1—T2—0, T3— 4k’(I—|—k)’ N3—— S

+ 4k’(l+k)<P 2æ 2y2).

71. ROTATION AUTOUR DE Oz. — On a, dans ce cas, X’=fæ,
Y’=fy, Z'=O.

En combinant le cas I avec le cas symétrique, on obtient
ESs=—f/f(A+ B), 2EAp=-fk(B,+ D,), 2EBq=fk(A,—i— C,),

r=sv=o.
On voit, en particulier, que la fibre neutre reste rectiligne lorsque la

section droite admet deux axes de symétrie rectangulaires. Dans les
autres cas, elle peut être déformée. Mais, il n’y a jamais de torsion.

Dans le cas du cercle, on a:
-IÎfË-Æ7 [(2/f —1)(x’+y2)+

PzËI%_Ëkl—c]a
8k’N,=f[(l+ M) (pe—x”) — (I + 2k)y2],

:) et N, par symétrie;
T,=T2=o, 4k'T3=(2k—I)fxy, 4k'N;=fk(p’—zx’—2fi).

Ces dernières formules sont faciles à vérifier directement en
coordonnées polaires (cf. LECORNU.,— Cours de Mécanique, t. II, p. 377).
On voit que les conditions limites concernant les bases exigeraient
que la force appliquée en M, par unité de surface, ait pour
valeur -4—k—,(p°

— 20M’). Ce serait une traction au centre et une
pression pour la circonférence. Pour unfil long, on peut appliquer le
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principe de l’équivalence; mais on ne saurait l’admettre pour le
problème de la meule (cf. Lacomu, loc. cit.).

72. ROTATION AUTOUR D’UN AXE RENCONTRANT Oz. — Nous pouvons
supposer que l’axe de rotation passe par le centre de la base B,. En
nous bornant au cas du fil rond, nous pouvons aussi prendre cet axe
dans le plan zOæ. Appelons 0 l’angle qu’il fait avec Oz. En
appliquant les formules (153), on voit qu’on a affaire à une combi—
naison du cas 1, du cas symétrique et des cas III, IV, V. En utilisant
les résultats précédents, la déformation de la fibre neutre est donnée
par les formules suivantes :

2E8=f[(P—ü)sinfll—kp2cos‘30], p=r=o, EAq=M+AM.
Dans la dernière formule, M désigne le moment fléchissant calculé à
la manière habituelle; il a pour expression

(5—l)(Z—l—2l) 1

392 +5l° M:fA sin26(l—- s)[
Quant au terme correctifAM, il a pour expression 67+ 12k+4k2_AM:fAzsm2 6(1+k)

Son rapport au terme principal est très petit quand le fil est très
mince et qu’on n’est pas au voisinage de la base libre.

75. LA TORSADE. — Nous appelons ainsi un fil engendré par un
mouvement he'licoi‘dal de (A) autour de Oz. On a donc p=q=o,
r=const.

Néglz}geons les forces de volume et les forces latérales et plaçons—nous,
pour simplifier l’écriture, dans le cas du n° 27.

Il n’y a rien de changé_dans la première approximation. Pour la
deuxième approximation, on a toujours les formules (85) et les deux
premières formules (87). Mais, il faut reprendre le calcul de m., au
moyen des équations (82). .

Comme précédemment, remplaçons s par z et remarquons
dZ \ | d I Il ‘que 32 = o; d’ou resulte f} = o. D’autre part, Z() = Z1 = 0. Des lors,



THEORIE DES FILS ÊLASTIQUES. 79
les équations (82) nous donnent
(154) œ,=—(1+2k)r%H.

La formule (60) donne ensuite
(155) N=plrÇ,+pr%[1+zJU—l—lr)].

La torsion dépend donc non seulement du couple de torsion, mais encore
de la traction longitudinale (').

On a ensuite, en se reportant aux formules (56),
. .dH ., .dH .,(156) W1=JH, T}=p.<Jfi+j (L‘), Tâ:F(JŒ—jj'),

en posant, pour simplifier l’écriture,

(157) j=rQ,—(1+2k)rs… j'=r3+re…

74. Passons à la troisieme approxzhzatzbn. On trouve d’abord, par
les formules (35), (36), (53),

.

(158) 552=— "J'J;

(159) EAp’1: 2prj(3 + 2k)flxyâ—Îdædy+ Erj(2B, — D,)
A

_. _ k .,

+EÊ_ÎJ.(D1_33Ù+ -‘î2—rJ—(B.+D.)

et une formule analogue pour q', .

Puis,
3 d !

w2= % [(2 + k) 0
HA!
 + krq3] ‘î,-‘{° —krp',] _ y (a+/c) w2y dpt , - __î’_ dq’o ,

‘

+T[k_dî+rq°(k+2)] +
2 _ kdz +"P°"‘+°)l

I d I " d '

+(I+k)(H.%_n, dqq°)+ H,
Lk ;; —rp',(3+2k)J
_ d ,

,— H3 % +rq,(3+ak)];

  
 \—

(_1) Par exemple, si l’on tire simplement sur le fil, c’est-à—dire si N :o et
Z> 0, on voit que rÇ,<oâ la torsion r est diminuée; le_fil se détord, confor-
mément à ce que suggère l‘expériencevulgaire.
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et
(160) 1rg-_—_

%£_‘-’ï(1+k)<C,+flôH,dædy>——k< A,+flôH,dxdy>l"'
_ A A

+îIÎqÊ {(I+k)(Bl_[{‘ôl—L dxdy)+k<—D,+flôH;;dædy>]” \ . A A

+rp'o
LD,—2(I+IÇ)B,—(3—t——2/f)£fllïlhdxdy]A -

.—

+ rq'0 L2(1+k)C,—A,—
(3 + 2k)flôH;;dædg/J. 

On a ensuite
. d(ylî) __ . d(œÎ-Ï), Qe——2wr dx »

  
Puis,   d?%_ dÎ%_. _ -— ,r. .,_. ,

dæ?
_— dy“!

_Jr(2k 1)H+kZL/AK+U ])AK]
— k(Ez+ p’1y — qâæ)-

On peut achever le calcul dans le cas du cercle; mais, ce cas est sans
intérêt, car la torsade est alors un cylindre et l’on peut supposerr=o.

Dans le cas particulier où l ’on exerce seulement une traction longitu-
dinale et un couple de torsion sur la base ( B), on a

l,
Po= go: 002: r'1=W2=0.

D’après les formules (159), p'1 et q'1 sont des constantes. Il en est de
même de r'0; donc aussi de p’, q’ , r’. On en conclut que lafibre neutre
se déforme suivant une hélice, si toutefois la section droite n’admet pas
deux axes de symétrie, auquel cas elle reste rectiligne.

CHAPITRE VII.
Calcul de la déformation de la fibre neutre.

- 75. EQUATIONS DlFFÉRENTIELLES DE LA DÉFORMATIÔN. — Négligèons les
forces Fv et F2 et appelons X., Y, . . . , N les coordonnées—du système
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des FB par rapport à des axes quelconques Oæyz. Soit a:, y, z les
coordonnées du point P de la fibre neutre qui a pour abscisse curvi—
ligne :. Appelons Pæ’ , Py’ , Pz' les axes que nous appelions Ox, Oy,
Oz dans les chapitresprécédents. Soit (a,, b,, c,), (a,, b,, c,), (a,, b,, c,)
leurs cosinus directeurs respectifs. Les moments résultants des F,, par.
rapport à Px’, Py' , Pz’ sont

L' =a,(L+zY—yZ)+ b,(M+æZ—zX) + c,(N+yX —æY),
(161) M’=aflL+zY —yZ) + b2(M + xZ—zX) + c,(N+yX —æY),

N’ =a,(L +zY —yZ) + b,(M+æZ—zX)+ c,(N +yX — .TY).

Pour simplifier l’écriture, posons

_I. _— _l. _) _Ï_ _;EA_ “’ EB_ ‘°’ p.l _
Nous avons
(162) p:Po+ )H I], q=qo+ 7.2M/, "="o+ 7.3N’.

D’autre part, on a
dz(163)
d—(si- + qa, — m,: o,

et les huit équations analogues,obtenues en permutant circulairement
les indices et p, q, r, puis remplaçant les a,— par les b,- el les c,-. On a
enfin
(164) _ =(I3,. ——b3, _ =0;;.

En portant (161) dans (162), puis le résultat obtenu dans (163),
on aboutit finalement à un système de douze équations différentielles
du premier“ordre à douze inconnues (‘ ), qui sont toutes résolues
par rapport aux dérivées premières.

Si le fil est encastré au point J: 0, on connaît les valeurs initiales
des douze inconnues. On peut donc calculer, en principe, les a,—, [),—, c,-,

a:, y, z en fonction de :, X, Y, . . . , N. Les fonctions ainsi obtenues
sont holomorphespar rapport à ces sept variables au voisinage de la ___,
,, !" î .» -; t_ ‘

(‘) On pourrait. rédiuîfræ.»à six le nombre dns inconnues et des équations, en
exprimant les neuf cosinus au moyendæanglœfl’Euäer.

Journ. de Math., tome XXV. — Faso. 1, 1946. I 1
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valeur zéro. En remplaçant s par s, (longueur du fil), on a les coor—

données de l’extrémité libre du fil et les cosinus directeurs du trièdre
correspondant. Ces coordonnées sont des fonctions déterminées de X,
Y» -- ., N. Si X, Y, . . ., N, s, sont assez petits, elles sont holo-

_morphes et permettent de calculer inversement X, Y, Z, L, M, N en

fonction de la position de l’eætre'mité dufil.
Telle est la solution théorique. Pratiquement, le problème est fort

compliqué (' ).

76.. CAS ou LA DÉFORMATION EST rame. — Supposons la déformation
très petite, de telle sorte que les accroissements or,—, B,, y,—, des a,—, b,, c,—

et Acc, Ay, As de x, y, s, à partir de l’état naturel (2) puissent être
considérés comme des infiniment petits du premier ordre. L’équa—
tion (163) s’écrit, en négligeant le second ordre,

(l65) % +QOas—l’oa2=r'as—Q'am

où les a,— ont leurs valeurs naturelles. En permutant les indices, on
obtient un système linéaire, que l’on peut intégrer par la méthode de
la variation des constantes, puisqu’on connaît les trois solutions fon-
damentales (a,, a,, a,), (b,, b,, b,), (c,,Zc,, c,) du système sans seconds
membres. Un calcul élémentaire donne
(1—66) et,-: bc;— cb,—, {B,—= ca,— — ae,—, y,—= abi— bal—,

avec (°)
(167) a=f (p'a,+q'ag+r'a3)ds

0

et les formules analogues en l) et c..

On a ensuite p

Àx=f bdz—cdy,
0 

;,(1) J’en ai donné une solution approchée et pratiquement suffisante dans le
cas particulier du spiral (Bull. Soc. Math., t. LVIII, 1930).
"($) Ou d’un état déjà déformé, si l’on se propose de calculer la déformation

supplémentaire due à l’introduction de forces nouvelles— très petites.
(3) Nous supposons toujours le fil encastré au point 8=e0..:
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ou, en intégrant par parties,

(168) Ax: b: —— cy +] [y(p’c.+ q’a_.+ r’cg) — z(p’b,+ q’b,+ r’b_—,)] ds,
0

et les deux formules analogues.
Si le fil n’est pas très long, les intégrales ( 167) et (168) sont très

petites. Mais, si le fil est très long, les intégrales a, b, 0 peuvent
devenir grandes, malgré la petitesse de p’, 'q', r’. Dans ce cas, la
présente mélhode de calcul ne vaut plus rien.

Remarque. — Dans le cas qui vient d’être considéré, il n’est pas
nécessaire de négliger les F" et F2. Les formules ci—dessus sont valables
quelles que soient les forces extérieures, pourvu que la déformation
globale soit trèspetite.

77. Supposons que le trièdre Oxyz soit solidaire du triédre
Paz-’y’z’ . Son déplacemth pendant la déformation peut être consi—

déré comme résultant des translations E, 1}, Z suivant les axes 02e,
Oy, Ozet des rotations X, p., v autour de ces mêmes axes. Le travail
virtuel du système (S,) a pour expression

ôë=Xô&+Yôn+Zôç+Lôi-i—Mâ,u+Nâv.

"Ôn en connlut que l’on doit avoir (")
, ,__av av(169) ç__.âî, 3=3Ï

“t les-formules analogues, en désignant par V l’énergie de déforma—
tion (2) de la portion de fil antérieure à. (A). C’est ce qu’il est aisé de
vérifier à partir des formules précédentes. On a ou,—= uc,-—— vb; et les
LLU_x£:M -——-——œ. hx!l 1u_:>—_g-l 1J_A -.. -,‘_ - .

(‘) Cf. Bull. Soc. Müfih., t. LV’I, ‘p‘. flè.
' (‘-’) Si la déformation infiniment petite considérée se lprüduit & partir de Œ’äM

naturel,. il s’agit de l’énergie de déformationvéritable. Si l’on part d’un état déjà
déformé, V représente—,ausigne près, & travail des nouvelles forces “intérieures

;; résultant de la nouvelle âé£ormation et w dei pas être confondu avec l’accrois—

_Menfi‘subi par la
véfiWieéneflÆMühæfinatioü._(‘Cf. loc. cit.,“ “Nom ”de la

*Lff';@4;,)
;

… ê…
bN«"$‘'.4' …c,&fi$ ’

,..:::; . I I o
Je“

   a
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formules analogues. En comparant avec (166), on en conclut que
a = X, b = p., c = v. D’autre part (n° 41),

V: %f ().,L'È-t— X.M’î+ MN”) ds.
0

%—ï-:f
(Â1L’û1+).gMlflg—l—)thla3)ds=)\,

0

d’après (156). On a ensuite

3—;£-
:[ [À,L'(c,y—b,:.) + 7.2M’(02y — 1725) + Â;N’(e_—,y — b_—,z)] ds

0

=Aæ+cy—bz,

d’après-(157). Or, Ax = E + b: — cy. Donc, %} = E.

Connaissant E, Y}, C, )., p., v, le déplacement de P a pour compo-
santes & + p.z —— vy, ?; + va: — 12, C + ly — pas. Les rotations du
trièdre Pæ’y’z’ sont X, pt, v autour de Pæ’, Py’, Pz’. Pour s=s,, on
a le déplacement de l’extrémité du fil.

78. La nessom CYLINDRIQUE ou CONIQUE. — Nous allons calculer
appmæimatz‘vement sa déformation infinimentpetite, en supposant les
spires très aplaties, sensiblement circulaires et nombreuses.

Prenons pour axe des 5 l’axe du ressort et un axe Ox passant par
le point d’encastrement. Appelons r, go, 2 les coordonnées semi—

polaires du point courant P. On a

a- ' ."" ;,=coscp, c=o.3

Supposons maintenant que les axesprincipauæ d’inertie dela sectzbn
droite dufil soient dirigés suivant le rayon de la spire et la perpendicu=
[aim & son plan. On a

a1=—COSCP, b,=—sincp, c,:o; ”ag=b2.=o, Ûe=fl-

La méthode de calcul la plus simple consiste à utiliser les for.—

.mules (169). Calculons d’abord la partie principale de V. On a,
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d’après (161 ), ' L’:-Lcoscp—Msincp+z(Xsincp—Ycoscp),
M’: N+yX—æY,
N'=—Lsino+Mcoso—5(Xcoso+Ysinq>)+Zr.

D’où
L’Ë=L-ÏM—+Ê(XM—YH+:(LY—MX)+….,

M’î= N’2 +%(X2+Y2)+…,
N'2= L'2 +r"z’+….

Dans ces formules, les termes non écrits donneraient, par intégration,
des termes infinimentpetits par rapport à ce que donnent les termes
conservés, si l’on considère <p comme un infiniment grand. La partie
principale de V est donc

L2 M2 _ _ X'2 Y2 — — ‘V=S + (/—1+ A3)+ + [(l‘1+ A3)I"“‘°—‘ + À2103l  
+ (LY — MX) (L+ l…)szG + Z27\3103+N2sl,,

où I_w, et L,, désignent les moments d’inertie de l’arc s par rapport à
æOy et Oz et zG la cote de son centre de gravité (la densité linéaire
étant supposée égale à un‘).

Les formules (169) nous donnent maintenant

E: X[( )‘1 + Â3)Iæ0y—l— )\2103]— M(7.1 + À;)SZ(;,
?): Y[(À,+ ).,,)I…,.+Àzloz] + L (l, + Àg)szG,

{ = 2 Z)\3105,
À=s(Â1+À3)(L+Y5G), p=s(À,+h)(M—Xa), v=2Nsl,.

Dans le cas du ressort cylindrique, on a (‘ ), en appelant R son
rayon, ‘

s=Rq>, 56: €, Ixoj.=s Î’ ‘—

Dans le cas du ressort conique (2), on a, en appelant R le rayon 
(1) Nous supposons que le ressort a la forme d’une hélice circulaire.
(2) Nous supposons que le ressorta la forme d’une hélice conique,c’est—à-dire

que z et r sont fonctions linéaires de cp.
'
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à l’ençastrement,  <p _ _:(R+2r)S:(R+l‘);o °l€— 5(R+Î)
R2+ 2

l…y=zî(R+3r)%, In.—.=S ?
1°

Des formules ci—dessus, on déduit le déplacement du trièdre Pœ’y'a,”’
comme il a été expliqué au n° 77. Mais, bien entendu, les formules ne
sont approximativement exactes que si le nombre de spires séparant P
de l’encastrement est assez grand. Pour obtenir la déformation du
ressort près de l’encastrement, il faudrait faire rigoureusement le
calculde V.

CHAPITRE VIII.
Le principe d’équivalence.

79. Énoncé un PRINCIPE. — Supposons notre fil soumis à des forces
extérieures quelconques. Nous savons trouver une solution particu—
lière satisfaisant aux équations indéfinies et aux conditions aux limites,
sauf celles qui concernent les bases, qui ne sont vérifiées que moyen—
nant une répartition convenable des forces. Retranchonscette solution
particulière de la solution générale. Nous sommes ramenés au pro-
blème suivant : Trouver la déformation correspondant a‘ des forces de
volume et à des forces latérales identiquementnulles, les forcesappliquées
sur chaque base formant un système donné équivalentà zéro.

Si le principe de l’équivalence est exact, cette déformation doit
devenir rapidement trèspetite dès qu’on s’éloigne des bases.

La démonstration de cette propriété paraît extrêmement difficile.
Nous allons seulement essayer de l’aborder dans le cas du cylindre.

80. Css nu cvmnnns. — Revenons aux équations du n° 52, en y
annulant X’, Y’, Z’, X”, Y”, Z”, a, p, q, r et faisant t=1. Les for—'
mules (1 1 7) peuvent s’écrire

&? à __ôdJ d d
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Portant dans-(109) et intégrant, il vient

d d d ' de d“” P=““a (””““‘à’Ë%) Q=—“äâk“‘+ä‘z %)
Portant dans (42), on obtient par addition et soustraction et en

désignant par A’= A +
5327

le laplacien dans l’espace,

(172) ARP—:o,

dïcp dw" ' __ _ tl ——(173) 2À A<p
dz‘-‘

+ d: +D.‘J_U.

Enfin, l’équation (1 14) s’écrit
dA’o(174) A’v: dz
 

Les équations (1;2), (1 73!) et ( 174) constituent les équations indefinz‘es
d’équilibre.

En éliminant W entre (173) et (174 ), on obtient, en tenant compte
de(172),
(175) ' A’A’cp=o.

Les fonctions \,z et cg sont respectivementharmonique et biharmonique
dans l’espace.

Les formules ( 1 7 1 ) peuvent maintenants’écrire: 2 » :
P=2p(k'Acp—— IfZZÏ+ %Ë;)a Q:2p(lr’Acp—kî——gï— %—yÈ)-

Les conditions aux limites ( 1 1 I) et ( 1 1 5) deviennent

,à“? _ , ""? d°‘l’.d(Î)_(kA@—k0zz—dy)dæ 
,d(,,)_ (…_kd_+T;)dy;

_

.

a dcp _a aq, a_«p(177) Æ(W+Œ)—æ(fiäÿ— ædx

On a enfin, d’après (1 16), …

("?87)» N3_—2p{(lî'+l)Aæ+lfäæ+DQJ.
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81. RECHERCHE D’UNE SOLUTION pAETICULIEEE. — Suivant une méthode
souvent employée, cherchons une solution telle que <p, a]; et w so1ent
de la forme
(179) 9:20, @:Z‘P‘, W=Z1W,

Z, Z1 désignant des fonctions de z et (I), W, W des fonctions de x, y.
L’équation (1 72) devient

ZA‘F—l— Z”‘F= 0.

Dès lors, si ‘? n’estpas nul, on doit avoir Z:€“ et
(18°) A‘F+m“P‘=o,
m désignant une constante réelle ou imaginaire. L’éequation (1 75)
devient alors
(181) AA‘D+2m‘-’AŒ+m‘®=o.
On a ensuite, par (173),

°
e—mz(182) w: m [2k'A‘D+(2k'—1)m‘*Œ+DWL 

moyennant quoi l’équation (1 74) se ramène à (181).
Les conditions (1 76) et (1 77) s’écrivent enfin :

d<Ë>: <k’
A<1> _ [:m2f1> _

ONF)
dæ,dx  

dy2(183)

d(ŸË>= (k'A<p_km2dr+ Î—2’Î) dydy «) ’

(184) —(2k'A<D—2km‘-‘Œ+D‘F)+m- (fia—w— a—’=o.dy dx)
Il faudrait trouver deux fonctions (1) et ‘P' vérifiant les équations (180),
(181)et les conditions aux limites (183), (184). Si cela était possible
pour une infinité de valeurs de m, on pourrait espérer trouver des
développements de Fourier permettant de réaliser sur chaque base
une distributionde forces arbitrairement choisie.

'

82. Examinons maintenant le cas ‘? = o. L’équation (175) s’écrit
(185) ZAMD+2Z”AŒ+Z””Œ=O.
En donnant à x et y des valeurs numériques, on voit que la fonction Z
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doit vérifier une ou deux équations linéaires à coefficients constants.
Cela nous conduit à distinguer deux cas.

Cas ]. -— Z vérifie deux équations. On en conclut que Z=r"“;
moyennant quoi (185) se réduit à (181). On retombe sur la solution
envisagée au n° 81, mais avec la condition supplémentaire 1P‘ = 0.

Dans le but de reconnaître si une telle solution peut exister,
plaçons-nous dans le cas particulier du cylindre de révolution, en sup-
posant de plus que la distribution des forces sur chaque base est éga-
lement de révolution autour de Oz ( 1). La fonction (I) est alors une
simple fonction de r=Jæ”+y”. L’équation (181) s’intègre facile-
ment (2) par les fonctions de Bessel : son intégrale est, avec les
notations habituelles (" ),

(I): AmrJ,(mr)+ BJ.,(mr)+ CmrN,(mr) + DNo(mr).

Mais, il faut que la déformation et les efforts restent finis pour r: 0.
On constate facilement que ceci n’est possible que si C = D = o. En
écrivant les conditions (183) et (184), on obtient deux équations
linéaires et homogènes en A et B, dont la compatibilité exige

Jä(mr)]_JÏ(mr) 2k’: m‘-’r‘-’
[1

+

Cette dernière équation devrait être vérifiée par le rayon a du
cylindre. Mais, du fait que zlc’< 2, cette équation n’a aucune racine
réelle (‘). Donc, la solution chercfiéen@.agiggpaL/ /

85. On peut cependant trouver une solution approchée. Pre—
nons A = 0. Des formules (1 70) et (178), on déduit l’eflort radialT et 

(1) Cette dernière condition entraîne nécessairement W: 0; de sorte que le
calcul qui va suivre peut être considéré comme s’appliquant tout aussi bien au
cas du numéro 81.

("-) On intègre successivement les deux équations
AG+m2G=O, AŒ+m“D=0.

( 3) Cf. GEORGES Gounsr, Les fonctions de Bessel et leurs applications en
Physique.

(*) Elle n’en a d’ailleurs qu’un nombre fini pour toute valeur positive de k‘.
Journ. de Math., tome XXV. — Fasc. 1, 1946. 12
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l’eflbrt normal N
T = 2 pm" B e*"”J, ( mr), N : 2 pm" B e*'”°Jo ( mr).

En faisant :- = 0, on a les eflorts sur la base.
Supposons que le nombre m soit choisi de telle manière que ma soit

une des racines, en nombre infini, de la fonction J .. On peut alors se

donner arbifiaiæmentsoit la fonction T, soit la fonction N et calculer
les coefficients B de manière à obtenir le développement de ladite
fonction en série de fonctions J . ou de fonctions J(,. Bien entendu, les
forces latérales ne sont pas identiquement nulles. Mais, la présence
du facteur e“”“ dans chaque terme des séries représentant leu-rs
c01nposantes montre que ces forces tendent rapzdenœnt ven: zéro dès
qu’on s’éloigne de la base. Il en est de même de la déformation et de
tous les efforts élastiques.

On peut répéter ceci pour l’autre base. Cela change infiniment peu
la distribution des forces appliquées à la première, si la hauteur du
cylindre est grande vis—à—vis de son rayon.

84. Cas Il. ——- On a, dans ce cas,

(l86) A®+m’®=o
et
(187) Z"”—2m‘*Z”+ m‘Z=o.

L’équation (1 73) donne ensuite

(188) w=[(1+2k’)Z'—ëZ“]Œ._ m

On constate facilement que les trois conditions aux limites ne peuvent
pas être vérfiées_szbæultnnäment.On peut toutefois satisfaire àla troi—
sième, en imposant à Œ ‘la condition de vérifier, sur (T‘), l‘équation

d‘D _—-Odu ’

qui est compatible (‘ ) avec (186) pour une infinité de valeurs réelles 
(‘) Voir, par exemple, W. STEKLOFF, Théorie générale desfonctimfinflà—mmtülæ(Mn.Fac. Sc., Toulouse, agoé.). f = .. ..';> .;=——— .: .
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dem. D’autre part, les formules (170) et (178) deviennent

III
d(D

T,=2u[(1+k’)Z'—kmZ ]dy
085” ' [{ am

T2=2pl(l+Æ)Z—m——2Z ]Îæ
(190) N,,=2p.[(1+k)m‘*Z—ÆZ”]Œ.

Imposons—nous par exemple la condition que le crochet des
formules (189) s’annule pour 5 = 0. On a

_ 1—2k"Z: Ame—"“ (s + ); m
-d<b…,id®

T1=—2P'mAmze—ms_Îy’fi, T2=—2}L"lA…ZC—m“ dx ,

N.,: 2‘P‘mAm(mz + 1) e“"'=<D…;

en désignant par A… une constante arbitraire et par (I)… la fonction
fondamentalecorrespondant au nombre m. -

Sur la base 5 = 0, on &

T1=T2=0, N;=2pmA…®….

On peut calculer les coefficients A… par les formules de Fourier, de
manière à réaliser sur cette base des forces normales ayant une distri-

' bution arbitrairementchoisie, ce qui constitue une solution approchée et
partielle,duproblème de l’équivalence.

'35‘, APP1LlCAT10N AU CYLINDRE DE REVOLUTION. — Faisons les mêmes
hypothèses qu’au n° 85. La fonction fondamentale est J0(mr), le
nombre m étant tel que ma = t,, soit une des racines, en nombre infini,
de la fonction J , (t). On peut alors écrire

on

_tn-Ê r(191) ÇP=Ze ”(Anz+Bn)Jo <bzä)’
n=1

Les formules (1.89) et (190) nous donnent ensuite l’eflort radial T
et l’eflbrt normal N sur la section droite de cote z (192) T: 2aËze—‘"î[tn(Anz + B,.) + A,.a(1 — zk)]t,,J1 <t,.%)a

n=1

(193) ___2Pœ Ë[ntn(Az+B,,)+2k’A,.a]tho<t;). 
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En faisant s=o, on a les efforts sur la base. Si on se les donne
a priori en fonction de r, on a (_ ‘)

p…t,,[tan+ (1— 2k)(1An]Jä(tn)= f J1
<tn ä>T(r)rdr,

0

pt,,lt,,B,,+ 21." aA,,]Jo(tn)=——‘[0 Jo<tnä>N(r)rdrz

d’où l’on déduit les constantes A,. et B,,.
On peut donc réaliser une distributionarbitraire desforcesappliquées

sur la base, pourvu qu’elle soit de révolution autour de Oz. La
présente solution est donc plus complète que celle donnée au n° 85,
qui permettait seulement de choisir soit T, soit N.

Sur la face latérale, on a l’eflort normal (2)

%; 2 t,, e_"'7" [2kaA,,— t,,(Anz + B,,)]J.,(t,,).
n=1

Comme au n° 85, il tend rapidement vers zéro quand on s’éloigne de
la base.

Bien entendu, ceci peut être répété sur l’autre base, comme on l’a
expliqué au n° 85.

86. Ces tentatives de justification du principe d’équivalence sont
évidemment très imparfaites, et il serait intéressant de trouver une
solution, autre que celles de Saint—Venant, pour laquelle les forces
latérales seraient identiquement nulles. 

(1) Cf. GOUDET, loc. cit.,
P— 42-

(2) Calculer N, et T3 par les formules (39), en utilisant la valeur de P trouvée
au n° 80. Le calcul est très simple, en se plaçant sur l’axe Ox.

-—


