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Résolution de certaines équations intégrales linéaires

de deuxième espèce;

PAR F. POLLACZEK.

Dans ce qui suit, nous étudions deux types d’équations intégrales linéaires
de deuxième espèce qui offrent la particularité que pour des valeurs suffi-
samment petites du module de leur paramètre, leurs solutions peuvent être
représentées au moyen d’un nombre fini d’intégrales définies. Pour exposer
notre méthode, nous supposonsque le domaine d’intégration est une droite du
plan complexe; cependant, nos raisonnements s’appliquent aussi, avec des
modifications légères, à des chemins d’intégrationquelconquesqui sont simple-
ment fermés sur la sphère de Riemann.

&. Nov… DE LA FORME

K(æa=> M—+EMMH)$
— Nous traitons d’abord l’équation … s(æ)—âfkË’,a(ï>dê=—q [R<æ—ï>>mR<â—q>>ot

dont le domaine d’intégration est uneparallèle C,, (d’abscisse a) à l’axe imagi—
naire du plan des 5, les points a: et q étant situés respectivement à droite et à
gauche de Ca (voir la figure 1).

Fig. 1 [\\ 
  

Chemin d’intégration G" des équations (l) et (41).

Supposons provisoi1ement que la f
_

noyau K(æ, E)=—kl_Ë’ de l’équati      M..n analytique k(Ë) qui figure dans le
1)

estàîgullere
et bornée, à l’exception
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74 F. POLLACZEK

de n pôles simples, a;, . ., a,. près, dans le demi—plan R(E)<a+8 et
qu’elle satisfait en outre à l’inégalité
(z) . 1k(5>1<c1514 pouraéR<£><q+ô,.…

où 3 et s sont des constantes positives arbitrairement petites. Pour [3] suffi _

samment petit, l’équation (1) possède alors une seule solution analytique“d0‘hl_
le développement ç(æ)=2æ(æ)z" converge uniformément sur C.,, et nous
allons démontrer qu’avec nos hypothèses provisoires sur k(E ), ç(æ)est une
fonction rationnelle de a:.

A ce dessein, montrons d’abord que les coefficientsdu développement fo,rmel ‘

de cp(æ) en une série de Taylor en 5 _ _ ;, -*a'*« ‘;:s:

—— ,.v. _ l '

__ ! k(ä) "‘t! titi. -

(3) S‘?(æ’—Ëav(æ)“ ao(æ)*m’ av(x)—.m ,,__Eavr—i(E)da…;
‘I=0

{v=1,2, ----'R(x)>a} -

.

…;1
,,

' -; ___;—"'æ ;”;hc‘Ï
sont maj01és par les termes d’une série géométrique constante, desortflque ,

pour \zl suffisamment petit et pour R(æ)ïæd,la série (3) convergeunifg&_
mément et représente une fonction holomorphe et bornée de a:. En effet, on a ,.

(4) /: ao(æ>
i
= <c… pour R(èv>èa;_.‘___—-ql

ensuite, nous tirons de l’intégrale (3) dont nous déformons préalablement lé …

chemin d’intégration au voisinage du point E: a: au moyen d’un derñÏ-éèréÏe
_

de rayon9 < 3 (voir la figure 2): ' <5> a;<w>=k<æ>a«x>+;ä c"Œî’ao(a>de 1R(æ)=a1

Fig. 2.

,,æ—>

C’—f' a.

7.1 
Chemin d’intégration C:, [équation (5) .

el de l‘a, grâce aux inégalités (2) et (4),

lfl—«(Œ)ï<ccc(lææ,—H+Iflfl_älllî‘) [R(w)=al
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La dernière intégrale est évidemment convergente et tend vers zéro avec —5:$) ,

de sorte qu’en posant
' ld‘êl , '

(: Max w —+ _— -__.—_c,
" R(æ)=a[i ’ Qfl' C' |Œ—îl.‘El£

onebtient
_

;:1;hpintë v:'
"

_
iaî($)iv<ÛO‘—I [R(æ)=:ai,

et de la même façon
'

iËÈ1-…ri l@v(w.)l<cov"' [v=u 2, R(w)=aJ-

Mais comme chaque intégrale (3) tend uniformément vers zéro sur la péri—

phérie d’undemi—cercle suffisamment grand du demi—plan droit des m, lesmé-
galités (6) subsistent pour R(æ)èa, ce qui achève notre démonstration.

' .En prolongeant maintenant o(æ), à l’aide de l’équation (1 ), dans l’1ntérieur
d démi—plan R(œ) <a, on obtient

['“—‘—£’
——,q»<;>d:=Œ—- $—(55’[…zk(æ)]<,(æ')… —‘—.j,… [Ro—axe].

, _
En raison de l’inégalité (2) et de ce que nous venons d’établir au sujet de

_
_

o_(w), l’intégrale qui figure dans l’équation (7) est, pour [z | < c',holomorphe"
et bomée dans le demi—plan R(æ)< a et y tend vers zéro avec —x; par consé-
quent, le même vaut pour la fonction
(8): _: , [1—zk(æ)jqa(æ)—;£—(;a - pourR(æ)<a.

Considérons maintenant, pour R(æ) < a, la fonction
(ë)°“" I—_=k(æ)

qui figure dans la dernière expression. Dans ce demi—plan, la fonction (9) a

les mêmes pôles (simples) a., . . . , a,, que k(æ)et ”pour M suffisammentpetit,
elle ne peut évidemment s’annuler qu’au voisinage d’un de ces pôles. D’autre
part, on reconnaît aisément que pour

] z] suffisammentpetit, l’équation
(“O)

_

' 1—5k(a:)=o

possede une seule solution a,(z ) qui soit située dans le voisinage de
æ=a,(v=l, .. ..,n)

Il

Par conséquent, les fonctions l]——ÀÏæ———(l et (g) possédant dans le demi-

plan R(æ) < a les mêmes pôles et zéros, le… quotient
Il

Han—ads) 1

‘ x—a—, 1—sk(æ)
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En multipliant la fonction (8) par la dernière expression, on obtient la
fonction

Il Il
__ , ' — v(z(u) Il—æ_…‘“‘”’“æ l«;.[ÏŒŒÏaV)x—zlk<x>’

V=1_ V=1

 
qui, pareillement‘& la fonction (8), est holomorphe et bornée dans le demi—plan
R(æ)< a et y tend vers zéro avecæ

—

D’autre part, en raison de ce qui a été dit précédemment sur go(æ), la fonction
Il

…) H%ÊW
V=1

est holomorphe et bornée pour R(æ)èa. Donc, cette fonction est régulière
dans le plan complexe fermé, à l’exceptiondu point æ—_. q, où elle a un pôle

simple,cet elle s ’annule pour x: oo. Par conséquent, la fonction (12) est
égalea; onst.

_q, et puisque l’expression( 1 1 ) est régulière pour æ—_ 9, on a

const.=l] q;+”;Ï’ 1——_Zl_/f—Œl.‘I:l
Ainsi, on obtient finalement,  1 -——av —a,(z) 1 .(13a) ÇP(æ)_= (P(æ’ 9):

a: —— (1 ']æî 1,(,z) lîlqq -— av [_ z k(q)’ pour R(q)<a,
V:]

0

pour l’uniquesolution de l’équation ( I) dont le développement q>(æ)=2a, (æ)z"

converge uniformément sur C….
’

. ,
‘ . . 1 .Notons encore que la fonction (13) se comporte a l’1nfim comme ;, ce qui

nous permettrait d’atténuer dans le cas présent la condition (2) que nous
avions imposée à k(æ) afin d’assurer la convergenceuniforme de la série (3).

Nous allons représenter maintenant la fonction (13) sous une autre forme
qui nous permettra de restreindre encore les hypothèses faites auparavant sur
k(æ). En prenant les logarithmes, définis de manière appropriée, des deux‘
membres de (13), on a

Il IL

lOgCP(Œ)=— lOg(Œ—q)+Zlob__—a(——)—Zlog—Îm—log[I—…k(q)]V: 1

Pour R(æ)< a, les termes qui figurent dans ces sommes, sont égaux aux
résidus de l’expression  logî _Êdlog[1 _ z k(£)]
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dans le demi-plan R(E)< a, découpé à partir du point E——_ q, de sorte qu’on
obtient
(13h) logqa(w)=— log(æ—q+———flog :Ëdlog[1—zk(£)]—log[1—zk(q)], 
où ,

, _ °° (—1)"+‘ , .log[1—»k(q)]_ç’ —v——sz (q).

lËè’poinls «; et q et le chemin d’intégration C: sont représentés dans la figure 3.

Fig. 3.

%
«: ——c';L

 

Chemin d’intégration c;’l [équation (13b)1.

En intégrant ici partiellementet en remplaçant ensuite le chemin Cf, par C,,,
on a, compte tenu du résidu en 8: q,  I l . ,, | 1 :

Î7r_i ,——m C,“°°"—’k<elï<æ_z+â_‘—q)d=
! \

___,, __ F 1 -——z ,

=—2'”i-/c…
logl1 kŒ)]<xl—ê+_E—q,)d°+ og[1 ,k<q)]

et par conséquent  x—— q d‘l°€?(æ)=—10g(x—9)—'—-fnloglI_Zk(£)1md@ [R(æ)>al

ou .

__ _ 1 _, __æ.lL_ '
(‘A) ?(Æ)—CP(Œ, q)_x__qexp<—2:Tifflllog[‘ ME)](x_â)(a_q)dê>

‘ [R(æ)>aJ.

Les conclusions précédentes, faites dans l’hypothèse R( q) < a, s’appliquent
aussi, avec des modifications insignifiantes, au cas R(q)> a, où l’on aboutit,
en particulier, à la même formule (_ 14) que pour R(q) < a; cette formule est
donc valable pour R(æ)> a et pour tous les q, pourvu que pour les q situés
sur C,,, on déforme localement le chemin d‘intégration.
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Il estfacile de prolonger la fonction (14) dans l’intérieur :du— demi—plan
gauche, et l’on trouve que pour R(æ)< a, le deuxième membre de (14)ddit
. . . , 1 ,

. .etre mult1phepar 1-Î_zk(î) . _ . .

Admettonsmaintenant seulement que la fonction '

…;
1v(æ): log[l — 5 “£“

puisse être représentée comme somme de deux fonctions w,(æ)et w,(æ) qui
sont respectivement holomorphes et bornées dans les points finis des dçuur
plans R(æ)_éa et R(æ)èa, donc
(15) log[1—zk(æ)]=wdæ)+w=(æ),

et démontrons que dans cette hypothèse, la fonction (14) satisfaitenéoréä
l’équation (1 ). D’abord, on tire de la formule ( 14), pour R(q) < a,‘

…)= ;cliqexp[— ;ä£|rw.<a>+‘v.<a>](;j—_—E + &???) da]
(16) 1

‘: e-——-wgq}—w,(r)
x _ q

  
[R(æ)èa, R(q) <a],

puisque les deux intégrales âj; w. (5)… .dË_ et È£“WQ<E) . . .dÈ se réduisent respectivementaux résidus en E _ _

La fonction <p(æ) étant, en vertu de_(i6), holomorphe et O(â) pour
R(æ)èà, on a

_

' ' “'"
“"ï<"’ tB<æ>>at2Tl'l . (L‘—;(‘Il

      
<"’(—î?)=——

de sorte que l’équation ( 1 ) prend la forme

L»];ÈMd;=æ'_lä
[R(æ)>a’ R(9)<a].

2111 æ—E

On vérifie maintenant aisément que la fonction (16) satisfait à cette équation,
car grâce à(15) et à ( 16), on a

_L/ exp[wdË,) +W2Œ) —W1(9)+W2(g)]-dE% _1_
21H“ C

(w—E)(â—q) w—q
ou ' 1 . 1 ' ’

“:! êt..ny£
| Bani£e

‘

m<æ——E .
E——q)dg=l [R(æ)»> a’ (q)<a],

Il

ce qui est une identité, puisque avec notre hypothèse sur w. (av),f devient égale

au résidu en 5: q. On démontre de manière analogue qùe la fonction (14)
satisfait aussi pour R(q)èa à l’équation (1).
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Remarquons que la décomposition de log[1 ——zk(æ)] selon l’équation (15)

est certainement possible si _la fonction Ic(æ) est holomorphe dans une bande
arbitrairement mince

r(r7a}Ï-Î A -'
' _aéR(æ)éa+ô‘

ety satisfa'itàal’inégalité (2). Car pour [5] suffisamment petit, le même vaut
alors pour w(æ)——— log[1 — zk(æ)], et en représentant cette fonction dans cette

bande
au moyen

de
la formule de Cauchy -

(17 b)
w(æ)

:_
—'—_f _;v—(Êlîdg-æ-

‘
——f

“"‘“d; [a < R(æ) < a + à].27?! 2fl'i æ—;_
 

nous la décomposons en deux parties w,(æ) et w,(œ), qui sont respecti—
vement holomorphes pour R(æ).£a_ et pour R(œ)èa; en procédant de la

- même manière que lors de la déduction des inégalités (6), on montre en outre
que‘w,(æ) et w,(æ) sont bornés dans leurs demi—plans respectifs. Notons ici
que P…” R(q) <a < R(œ) la fonction ( 14) satisfait aussi à l’équation

:. ‘A(£) 1Ü(æ: q)—;F£ (:“E_ ]Ü(T7-ldf_= T_‘_—('I-7
 

' (

nl .i1z1.

œqü’oitÿérifie par exemple à l’aide de l’équation (16).
Nous passons maintenant à l’équation intégrale

(M,—:- * ** ç(æ)_Èf%%ç(zrd5=f<æ) [R(w)>aL
c,, —-

en supposant que la fonction donnée f(x) soit holomorphedans la bande(17 a)
et y satisfasse à l’inégalité (2), de sorte qu’on a :_ f(«1) « \f(æ) 2rif_ 2—-;u.f_æ_qdq __[u<R(æ)<a+ô].

En effectuant maintenant dans l’équation ( 1 )l’opérationg——_/ f(? )- . —d_f[,

on reconnaît que la fonction
’

"‘

9(æ)=._“j f(q)e(w,q)dq
Ca “"Cu+8

(19) ___l_ f(q) x __ __l__ ] __z 1—

æ<_q_
271if_c,,+;æ*qe p< 21ri£_fl

og[1 k(c’)] («”-E)Œ.* 'I)dE>
[R(æ)>a]

satisfait à l’équation (18), puisque, avec nos hypothèses sur Ic(æ) et f(x),
l’intégrale itérée -

k<_&>r——2;_),f_c_+f(q)f_J—:——Ea(£,q)d£dq .
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converge absolument, de sorte qu’il est permis d’y intervertir l’ordre des inté-
grations. En effet, on tire de l’équation ( 14), compte tenu de (2),

log[1—zk(î)l(ælg+:—q)dil)< æ—îlq_l

où la constante C' ne dépend ni de 5… ni de J…, donc

c:. f(q)k(£) d
‘n“-'l/ |(æ—E)(_E_—q)"5 q

<Ï—«f fn—Cn+8 Cu-t——o

la dernière intégrale double étant convergente.
L’équation intégrale

(zo)
@<æ>—2—Îfif [L’—?L— +ZJz(x)kt(ä)]e(î)dâ=f_<x>

 
 

]
|<P(-T- ?)l<—?l—exP(7p[C Il

dé_dq<  ;fl|/<q>kœm<aq>_
 

__q___—eE“E
(æ—_—E___)(E—?) d5dq|,

se ramène, au moyen de transformations évidentes, à une équation de la
forme (18) et peut être traitée comme celle-ci pourVu que les f_onCtions
j,(æ)k(œ), j{((—%> ‘J’.—’——îîî

(;:o, i, ..., n) satisfassent àla condition (2); dans ce
0

cas, la solution de l’équation (_ 20) peut être représentée, pour \zl suffisamment
petit, au moyen d’un nombre fini d’intégrations.

A titre “d’eXemple, prenons l’équation

0(£)
ln+lnl ki(£) I

(21)_ °?()”;%f{Ëâ+211æ)k(s+2, b]?(fi)dê= _:_q
m+1

[R(Œ) > a» R(9) < al»

  
en admettant que les fonctionsj,(_x) sont holomorpheset bornées pour R(x)_éa
et que les m’ pôles simples b- sont situés dans ce même demi—plan. En supposant
en outre que k0(&?) est holomorphe et borné pour R(x)4a, aux voisinages de
n pôles a,, . . ., a près, on obtient analoguement‘a la formul 13) (m a) q><x>= 2 Kzlz(æ)+e(æg «:>

121

où

ak— au(z) ’æ-——av ._ .

.
_(…)) h(æ)=ir(w)—Eh(ak)É …:…) #kak_av

<z—r,…,m>, -—

Â,—(æ)=q>(æ,b;) (i=m+1,… ,m+m’).
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Ici, les m+m’ constantes K,— sont déterminées par le système d’équations
linéaires

m+m'
(23) K;—z 2 K,,2

V:].
 idf/{t(}…(E)d‘:= _fki(:))E,q;( q)dä (i=1, ..., m+m’).

dont le déterminant ne s’annule pas pour !: |
suffisammentpetit; de même que

la fonction <p(æ, q) [équat. (13), ( 14)], les l;(x) peuvent être représentées, à
l’âide'désignes d’intégrations, par des expressions où les irrationnalités a.,

et a.,(z) ne figurent plus. _ 12.” 'ÉTUDE D’UNE ÉQUATION PARTICULIÈRE. —- Nous traitons enfin l’équation
!

| —1

" ZÇiln—i_

ç(æ) ei:o ?(E0) d£0" ÆÇn—i [
,‘

.

—(_2nni)"c(:0 _,Ço- -En—1(Ql—ÇO) '_°(ân—lEn—z)(w—E_n—il= “"'—(I

(34) . 2;,=;;t,èo, (z=1, ....n—I);
i=1

R<æ—an_1>>o, R(zn_i—an—=>>o, ...,R<ao—q>äo ,

où les chemins d’intégration C.,, . . ., C,… (voir la figure 4) sont des parallèles

Fig. 4.

'Il) 
   

Domaine d’intégration de l’équation (24).

à l’axe imaginaire qui se suivent à droite de cet axe, de telle sorte que tous les
facteurs linéaires qui figurent dans le dénominateur de la fonction à intégrer
ont des parties réelles positives. Cette équation rentre aussi sous le type de

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 1 1
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l’équation ( 20), puisque son noyau satisfait à la relation
n—1

Îo<1—ni ti)
». .

E Ei’n—i
’

(25) e_—_—’_‘/ . . . / e ‘ “là “En—1
Ë,o (ani)"*’ . .,,Cn_tîo---En—1(Ë_1““E0)---(gn—1—En—z)(m—En—i)

n—l
e€° "-1(Z,0) ’

“53(æ—50)+v2« æv
’

\ ; 
:! ”"‘

mais en ra1son de sa forme part1cuhère, elle peut être tra1tée de maniere plus
simple.

!

Pourvérifier la formule (25), remplaçons—y d’abord l’intégraleJ—flfr...d£,,_..

par la somme des résidus aux pôles E,,_,—_ E,,_2 et E,…=-;o le premier He‘c‘es
résidus est une intégrale (n—2)—tuple pareilleà (25) et qui ne contient la
variable 3} ue ar l’intermédiairedu facteur——‘;—— , tandis ue le résidu en«1 p .,

_

q
…—Çn—2

E,…=o a la forme——alc°’ En confirmant de la même façon pour l’intdgl‘ale
(n — 2)—tuple mentionnée, on aboutit finalement à la formule(a5 ), où le terrne

est obtenu de manière formelle en posant dans la fonction à intégrer ‘

Ë__—_là(—Eo)
Ë_n_,—_—E,,_,=...=E,, tout en écartant les facteurs E,“… —— E,,_2, . . ., E. —E, du
dénominateur.

Grâce à la dernière formule, l’équation (24) prend la forme
lL—l"" 03<PŒ) , l a…lo(æœ)

('A1‘ri)"fCuÈ_"(æ——E_)dc_. ———q+ ?
V:.l

[R(æ—Î£_)>o,— R(Z) > o, R(E_—1)>o);
(25)

En procédant de manière analogue qu’au début de cet article, nous en
concluons que les fonctions

n-—1:"
€”)

1 1 a.,
et cp(æ)(ï———— ___—_—

Vx—q
v__1æ

   (27) <?(æ æ_q-

sont respectivement holomorphes et bornées dans les demi—plans droit et
gauche et qu’elles s’annulent à l’infini. Par conséquent, cp(æ) est une fonction
rationnelle qui s’annule pour a: = o et as:: oo , et qui a des pôles simples aux
points w = q, w.,(z), . . ., w,,-, (5); ici, nous avons désigné par
(28 a) m,(z), v=o, ._.., n—1,

les n racines de l’équation
(28 b) œ"—z"e$=o,

qui sont régulières pour 5 := 0, donc qui tendent vers zéro avec 5.
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Donc, ç(æ)-a la forme suivante,

(29) -

ç(æ)=cæ[ælq——2;—:£Ü]3
 

Î'Ï0

et l’équation cp( œ ) = 0 nous donne
'

,

_ n=l
(30)

_ 263:
’Les fonctions (27) étant toutes deux régulières pouræ=q, on a en outre

I
. qïl—-l
‘q"——5"07,-

' pour R(q)<n:
(31)

_

c:?_
1

»

_ —a pour R(q) > o.

En introduisant l’expression (29) de ç(æ) dans l’équation (24), nous par—

viendrion—s à une identité en a: [polynome du (n —— 1)"’"“° degré en i dont les

èbËŒäëfits’s’annulent]qui d'c‘mne lieu à un système de n ——' 1 équations linéaires

e1i”cä"Ï .: , c‘,‘,. Mais Comme les coefficients de ces équations sont des’fonctions
…üquéçs_des paramètres t,-, nous établirons n — 1 relations linéaires entre
les c,— en efl‘ectuant dans les deux membres de l’équation (24) l’opération
J'»‘.H' '

(32)
'

è_æ;"æk—… .dr [: —.,,‘.' 27i (;_2_—1rife .,. pci… =1,...,n 1,

où C_… est située à droite de l’axe imaginaire et de tous les pôles de la fonc—
tion (29), tandis que K,, désigne un petit cercle autour de l’origine des a:;
provisoirement, nous supposons ici qu’en outre t, > 0, mais pour des raisons de
continuité, nos formules finales seront encore valables pour t,—_ o.

Désignons pour le moment l’intégrale n-tuple qui figure dans l’équation (24),
par J,,(æ) ou par J*(æ) selon que R(æ — E,… > 0 ou < 0; avant d’effectuer
les opérations(32 ), il faut remplacer J,,(æ), où :D est assujetti àla condition de
rester à droite du chemin C,,-., par une autre expression analytique qui est en
particulier valable pour tous les ac situés au voisinage de æ_— o. En amenant
d’abord, dans l’intégrale J… le chemin C,,_ dans une position à droite du
point x, on a

.'L'l ,, (:J,,=J,,+ [[
'I‘
 71—11

et en procédant de manière analogue pour J,,_., . . ., J, , on obtient la formule
. "—1 “È‘i

(33) J…(æ)=2Læ, ;_,gæ)+î—Ï,q,(æ),
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'

.
où les fonctions J;_v(æ) sont holomorphes et bornées à gauche de la droite C…

<où R<x> > 0)
Avec cette formule, l’équation (24) devient

[1—1 “"È‘j
l e ‘ , er .

et en effectuant ici les, opérations ( 32 ), on obtient
[-

_” —1‘Zt; _ _3— 1 k—î _. _!— ,
(34) …

_________e

x (q><æ> _,v_q) dæ

…
é(È___Ë__)

271“! —K.
,

_

,
v-—_—o “ . ;

!:

ea(1—_Zt-) _

+27rif 1—fi—k+l
‘P(Œ)dæ (k=l, n—l).l

c,_.——n, __ _

Ici, le premier membre est nul parce que les fonctions <p(æ) [voir l’équ_._(ag_)] et w __ q sont régulières pour x= o et à droite de C… Dans le deuxième membre,
_

les termes de 2 sont nuls à partir de v = le parce que pour eux, îiÎif “se rédüit‘
- cn »?

‘ —*‘ Î\)

' . ‘ . ‘ l o oau re51du en «:= o, c’est—a—d1re a En—if ; pour les termes aux md1ces
K:

., . , . 1
'

v = o, . _. ., k — 1, qu1 sont reguhers en a:: o, Ëf est nul, et en calculant
[( '

.

| .pour ces termes Œf , on obt1ent
(:,t —

1:

ti
(35) -—l-_ e v+* æk——’—"J;_v(x) dx

27'L'l C,,

_ 1_ (27ri)n—v+l

exp[&, (! —î &)+"ËÏE_tF__3 É él]æÆ_1-VÇPŒo)
die--

-‘_lîn—v—l
dæ

><]; fq_…f
‘i=V+1

E_o --—— En-v-1 (C_1 '— go) — - - (En—v—1 _ En—v—z) (-T “" çu—v-1)c,._…

[R(æ—&n_v_1)<o, v=o,1, ..., k—1].

Dans cette intégrale multiple,] devient égal au résidu en æ=Èn_,_., et

dans ce résidu [intégrale (n — v)—tuple] on a

- —3 ; :.- Ft-…
1 ‘: _ .. , ,

_ @ .-=…_v_i r—'n'lvl_d4n—v—l——o (v = o, ..., k —1).
271“ l gn—v—1"' C,n-—v—!
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'

Donc, les expressions (35) s’annulent aussi, de sorte que les équations (34)
se réduisent à

L_

'

I<1_Zti[ e . * ' '
—

(36) Œ£ Kw?(æ)dæ=0 (k:l,...,Il—l).

En introduisant ici pour (œ) l’expression (29), nous obtenons les équations
‘ linéaires

n—1 k - k
'

(37)
201hn—k<l“ztii wi)=hn_k<I—Eti;q)

(k=1, n——1),
Èfl ! l

' >
où_nous avons pose pour a 2 o

1 e“-“ dæ  (38) h,,(a; a)=îi cæ_x,—‘fi x—a [ou R(x——a)>o|

ou
ii.-]

6“ . 1 aa: "
=s(a)Îÿ+s(—a)ä (v!) (p.21, 2, ...).

V=0

La fonction s(a) qui figure ici est définie par les relations
1, pour a>o;

(39) s(a)= à, » a=o;
o, » a<o. "

_

' En portant maintenantdans la formule (29) les valeurs des c,— qu’on obtient
en résolvant les n équations linéaires (37) et (30), on a finalement, sous forme
de déterminants :   

 

  

£

1

'

1 1

; æ—q æ—‘wo æ—Wn_1
1 1 ,' . . . I

? (æ): cx ll—l II.—l ll—l

h, 1—2t;;q h, 1—2 ti; Wo h1 1—Et,;wn_,
'

- 1 1 1 /
0(&

>< hn—1(I—tiäq) Iln—1(I_tiiwo) hit—t(1—tiiWn—1)
'

1 .. . 1
”‘

lL—l n—l

>< h1<l—Ztiiwo) h1(‘1_—2 ti;Wn—1>
,

1 \ 1

hn_1(l _ ti; (Vo) . . . hn—l(l_ ll; W,...1)

' c et les./t,, étant donnés par les formules (31) et (36). Notons encore que pour
2 —> o, les w,,(z) [voir les équ. ( 28 a), (28 b)] se réduisent en première approxi-
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mation à se " , et le dénominateur de la dernière formule [voir aussi
l’équ. (38)], a ‘

‘ 4

. n(n—1)Il [WÇ‘(z)——tvÇr'(z)]N:—_SÎH(€ " —-e_'f
n—1ëv>v'ëo v,v'

2niv
21tiV’) ,

donc, ce dénominateur ne s’annule pas pour |z |
suffisamment petit.“

5. LE nov… '\ .
'

. 1 k(£). …-
'

"

K ,E = ,_ .(æ ') P—æ—çl—Zk(P—E)

— Les méthodes que nous avons utilisées dans ce qui précède nous permettent
aussi de traiter l’équation

:—
" l."‘ .

>

(41) L(a)=9(w)—Ëj;_:%äla(@+a@]tä=flü [R(P—w—E)>OL

dont la forme canonique serait

, . ___5_ 1 kli)91(1) 2ni C"P_æ_î 1—zk(p—£) ‘?iŒ) d£; =fi(æ)v

mais qulil est préférable d’étudier sous la forme indiquée ci—dessus.
Ici, }; est un paramètre complexe et les fonctions k(æ) et f(x) sont holo—

morphes et O( [xl—5) respectivement pour R(æ)èa et pour-R(æ)éa+ 8.
On démontre alors de manière analogue qu’au début de cet articleque pour
|z] suffisammentpetit et pour
(42)

_

2a+3>R(p)è2a,

cette équation possède une seule solution ç(x) qui est holomorphe et
bornée pour R (a:) < Min[R(p)

——_—
a, a + €]: R(p) — a, et dont le dévelop-

pement 2 a‘,(æ)z" converge uniformément sur C…
‘l=0

Afin d’être en mesure de prolonger <p(æ) dans le demi—plandroit, admettons
maintenant provisoirement que Ic(æ) est une fonction rationnelle qui s’annule
à l’infini et qui a dans le demi-plan gauche n pôles simples

(435 a… ..., au [k_(a,—)=œ, R(a,)<,a, i=1_, ...,n].

En traitant alors l’équation (41)de la même façon qu’auparavant l’équa—
tion (1 ), et en utilisant la formule

cu21ri ——æ—-_{
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on obtient ' k(44) [l—zk(P—w)lcP(w)—:k(p—æ)cp(p—w)—f(ææ)_Î—:rif Œ’ÇPŒ’Cdd;p—w—Z

[R(p—æ—Z) <o, R(_æ) > R(p) —a].

En posant ensuite

(!.5)
_

,. ,

1—zk(p—z:))=l(æ),

on a pour le‘premier membre de l’équation (43)

t<æ> (…, + … ——zv) —
{-Ê—î—î

— … — x)

I=l(æ) [41(æ)+ <l;(p ——w) +
%:—Z%J

— cp(p — (L‘),

de sorte que cette équation prend la forme

(47) l<æ>[+(æ)++<p—wHÇl’î—Ëj,_?]
: Â . ._

=?(p—æ)+2—ÆflD—(_ÊlË(—Q’—dé lR(p—x—ç)<0]-
. %

Les fonctions cp(w), f(æ), l(x) et L}J(J;) étant holomorphes et bornées pour
R(æ)éR(p) —— a, il en est de même (pourvu que [51 soit suffisamment petit)

“pour cp(p——a:),
Ç————H£_î)

et cp(p—æ) dans le demi—-plan R(x)>a, donc, en

raison de (42), dans le domaine R(œ)_>R(p)— a. Comme, en out1e, le
deuxième membre de l’équation

_

(47) est holomorphe et borné pour
R(æ)èR(p)— a, on voit qu’il en est de même dans ce demi—planpour la fonction
$(æ), augmentée de la fonction holomorphe et bornée $(p—æ)+Ç—-——Êîî3
et multipliéepar la fonction rationnelle l(_.æ) Nous en concluons que LIJ(æ) est
une fonction rationnelle dont les seuls pôles sont les zéros de l(æ), tandis que
l’expression

flP-w
“P-@

s’annule aux pôles de l(:v), c’est—à—dire[voiri’équ.(45)] auxpôles}) — a. . . . . , p — a,,
de k(p — x); on a donc, en remplaçant x parp — ac,

Mm+(@—æH—

(48) kl'(—'îl’f‘)+4‘(P—æ)=—-'ÎfÎ(Ï-+))i pourw=a., ...,u…

En outre, \{J(æ) s ’annule à l’infini, ce qu’on 1econnaît par exemple en int10-
duisant «f(x), à l’aide de (46), dans l’équation (41) et en y faisant tendre 3:
vers l’infini du demi—plan gauche.
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En décomposant [(w) [voir{43), (45)] en des facteurs linéaires, on a

um l<æ>=[]£——'IÇ”“W>,—æ—a,

les on,—(z) étant situés, pour [s] suffisamment petit, dans les voisinages des a,-

correspondants.
D’après ce que nous venons de dire, &];(æ) peut être représenté sous la forme

suivante '/ IL
'

et en introduisant ceci dans la formule (48 ), on obtient les équations
Il

l‘l‘($)+‘f(l’_æ)=zci(ælai +P——;—ïi>i:1
 

(51) c,-(p—2a;) _ f(æ)=Z px—æ'—— (pm—a?) _—l(æ)
(x=a1, ...,an),

qui déterminent les n coefficients a,— et par conséquent la fonction nl»( f»).
En vue d’obtenir $(æ) sous forme d’une intégrale définie, nous utilisons le fait

que rla(x)+ \];(p—æ) [voirl’équ. 51 )] est une fonction rationnellede la variable
(52) æ*=æ(p—æ)=pæ—æï

,qui a n pôles simples et? =pa;—aÿ et prend aux n points a? =pa,——a,2 les
f(la1)valeurs « données » — Îa) et qui, en outre, s’annule pour æ*_—oo. Par consé—

Il

quent, nous pourrons calculer la fonction H (x*— aÙ[4&(æ)+ &])(p — m)]

(polynome en x* de deg1é n — 1) au moyen de la formule de Lagrange que
nous appliquerons sous forme d’intégrale.

Posons pour le moment
Il

<53> f*<x*> =I](æ — ai), g*<æ*> =H(w*—«?L
1

et soit h*(æ*) une fonction analytique de $*; l’unique fonction rationnelle de $*,
à dénominateur g*(x*), qui prend les valeurs h*(aÏ) pour æ*= aî(i= 1, ..., n)
et qui s’annule à l’infini, est évidemmentégale à

f*<æ*>
"

g*.(a*>h*(a?) _f*(w*) 1 g*(E**>h*<£> ..5 ——————d( [" 2<æ*—a*>f*'<a* >
g*<æ*> TmfK.(w*—î*)f‘Œ‘) ‘”

les Ka; désignant ici de petits cercles de centres E*= af .
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Pour appliquer cette formule à notre problème, il faut poser [voir les

équ. (51) et (52)]  fi*<£*)=—
———{Ëfâÿ}

où a*=a<p—a>,

donc
/

' _ f*(x*) ! â’Œ')fÏE (E)] dî‘(55) ‘P(æ)+‘P(P—æ)—— g*(æ*) ;;“;— EK,W æ_._£n

et ici nous allons remplacerx*, E*, af, a? respectivementparpas—æ"‘ , . . . ,pac,——oc;
On a [vbir les équ. (53) et (49)]

'£*(x*
f'æ*_)   æ*—a,* x2_px—a?+pai_ (æ—ai)(p—æ—ai)_l(Œ)l(“'L! =l=!———,_—- _— p—x),—ai)x"—a{ æ2—pæ—ag+pai

1_1
(x—a;)(p—æ

et avec ceci, l’équation (55) devient
1 1 ., ., 1 1 __W) + W —æ>=— ———,(æ),(P_æ)Œfsxuif<ç>1<p—g>(—æ_,+P—Îw_g)dq,

ou, en remplaçantf parf , ce qui est permis en raison de nos hypothèses
En .

,.

sur Ic(æ) et f(œ) :

+(w)++(p '.. =____ l _ 1
. £(56) x’ l(æ)l(p—x) zirifcfŒ’

(P
â’<æ— E+p—x—E,)d'

[R(x—ë)>o, R(1Y7—'——70—ç)>0]

 
On passe de là à tl)(æ) grâce à la relation

(57) v<æ>=—‘—f,_ [+<ç>++<p—ç>]dt [R(c—æ)>o],
21‘El

que l’on démontre en éloignant C.,, respectivement vers l’infini des demi-plans
gauche et droit pour les intégrales qui se rapportent à 4»(C) et à «Hp—Z).
Les équations (56) et (57) donnent

'
1 dr —

_

, 1 1=“ " "l —" —. '—————. JF
(58)

\"P(æ) (21ri)2£a+o(c_æ)l(C)l(P_c)laflg)
(P Q)(Ç—ê+P—Ç—ê> @

 
et en amenant ici Ce à droite de C:, on obtient, compte tenu de l’équation (46),

,

I _ I
. = — d:

(59)
3°…”

(2fii)’fca(C—æ)lîâflwc>f ’…P”<E—C p—c—_—ë) ”

[…E—C)>Ol

 
En introduisant, d’autre part, cette expression dans le premier membre de

l’équation (41), et en supposant seulement, pour le moment, outre l’inéga—
lité (42), que Ic(æ) et f(æ) sont holomorphes et O( læl—E) respectivement

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 12
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pour R(w)èa et dans une bande arbitrairement étroite aéR(æ)éa+ 3,
on obtient par un calcul simple

_ , flü ! 41(bo) LlJ(Œ)J=Ï(ÆL)27”-fol(ë)<E—Æ—P—æ—E)d£,
et cette expression se réduit à f(x) si nous admettons qu’en outre, _/(æ) est

' holomorphe et O(læi“î) dans tout le demi—plan R(æ)éa+3. Mais la fOI‘s'
mule (59) est valable sans qu’il faille ajouter des hypothèses concernant le
comportement de k(x) dans le demi—plan R(_x)< a, et en particulier, il n’est
pas nécessaire de supposer k(æ) comme fonction rationnelle de a:. Notons ici
encore la formule

’

  
f(æ) __ f_(_E) .. d“-t61) L(‘l””)+ [T'—x)):fl’_2iri.,c l(E)P—‘æ—î

où &lä(æ) est donné par l’équation (58) et qui est valable au même titre que la
formule (60).

Nous cherchons maintenant a résoudre l’équati0n

162) lÆvtw)]==;Ë}5 [R(q)<ïal

Comme le deuxième membre de cette équation a un point singulier dans le
demi—plan gauche, la formule (58) ne s’applique plusloi, mais en introduisant ,

l’exPression ; __1_ _ I
)lwdw—q p—q—w

dans le premier membre de (41 ), nous obtenons

1[_‘_<_£_ _1__)J__1__ I '
lw1æ—q p—q—Œ “Œ—q Kwp—q—w

lR(P—q—æ)>O7R(Œ—Q)>Ol: '

et d’autre part, la formule (58) fournit comme solution de l’équation
[ I”’ °(æ’l= l(9) P— «1—03

dont le deuxième membre est holomorphe pour R(æ)éa, l’expression 1 1
'

1 .1
! C (Ç—â:)HZH(p—C)(C—q+p—q—Ç)dç'

Pa1 conséquent, l’opération L étant additive,la solution de l’équation
(62)est donnée par

.3. __ 1

<
1 1

_““ “NW—fia“) æ_,—;_—q—:;)
1 1

<
{ + 1

)dÇ'’ c,,(C—æll(Çll(P—C) «L‘—q p—q—Ç ’ 
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à l’aide de cette fonction, nous obtenons maintenant la solution de l’équa—
tion (40) pour des f(x) qui sont holomorphes et O( \æ|“°) pour R(æ)èa,
par la formule

(64) <p<æ)=
—‘—.fc

f(q)<P(x, q>dq
21l'l

___
f(x) __ _5_ mm:)

(
x _ !

)dç_lt—flï)l(P—Œ) 2m' cal(C)l(P—Cl «T'—€ P—x—Ç

Enfin on obtient comme solution de cette équation pour des f(x) qui ne sont
holomorphes et 0( [x]“) que dans une bande arbitrairement étroite (17 a) et
que l’on décomposera selon la formule (17 b)), la somme d’une expression (59)
et d’une expression (64).

Il est facile d’étendre nos formules à des [f(x) et j(æ) particuliers qui ne
sont pas 0( la: “S) à l’infini; par exemple, on déduit de (53), en formant
l’expression lim (—-qcp(æ, q)), que l’équation

q->—a—

 

…5'4, _. L[,(æ)]:1

est résolue par la fonction
-

.

- __‘_ "___Æ__“”'“ ”("’—m‘ ,, <c—æ)l(ol<p—c)’f désignant ici la valeur principale au sens de Cauchy.
Notons encore que l’équation intégrale

(66) ç»<æ>—L (ko<a>+;—k—“fi)—)tœ<æi+ç<zild@=flæ>,, ‘ .,

21rzc x 5_

où nous supposerons [outre les hypothèses antérieures sur Ic(æ) et j(æ)] que

fk,(E)dÈ existe et que k,,(E)=O<Ë) sur C…, se réduit essentiellement, à
C.

l’aide de transformations élémentaires, à une équation du type (41 )
4. RÉSOLUTION D’UN SYSTÈME DE n ÉQUATIONS lNTÉGRALES LINÉAIRES SIMULTANÉES. ——

Finalement, nous donnons ici, sans démonstration, les formules de résolution
d’un certain système de 'n équations intégrales linéaires non homogènes à
n variables complexes (n = 1, 2, . . . ) que nous avions établi jadis au cours de

- nos recherches concernant un problème du calcul des probabilités ( "), sans
pouvoir le résoudre alors de manière générale. 

(*) Ueber das Warteproblem (Math. Zeitschr., t. 38, 1934, p. 552). Voir aussi : Sur
l ‘applt‘oalion de la théorie des fonctions au calcul de certaines probabilités (Ann. Inst.
H. Poincaré,Vol.X, fuse. I, 1946).
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Ce système est donné parles équations suivantes, où nous avons modifié
quelque peu les notations utilisées dans le Mémoire cité :

'

:- a&
<P‘A(æu ---,aa;p,5)=Œ ÙE(——E)

! :
>< Ê+ } <p‘,\+l(æ,, ...,æ;,E;p, z)dë=ôä

1

v

)\ .

[R<p-E—Eæ;>>0; oélén—I],
\ 1

\ n—l

(67 b) <?n(æu - --; æniPr 5)=2(_‘1)"—1_P2(?P(æl': ---: æp’i'P: z).
p=0 1'...p'

Ici, C‘: C_,; est une parallèle à l’axe imaginaire, à gauche de cet axe et e(æ)(‘*‘)
est supposé comme holomorphe et 0( la; “E) pour —— oo < R(æ)éä; dans
l’équation (67 b), la somme 2 doit être étendue à toutes les C,î combinaisons

1...p'

 

çà pdesnindices I, .. ., n.
Pour

\ :] suffisamment petit, la solution de ces équations est fournie par les
formules

/<pv(æt,
—--,æv;p»Z>

_1 __ _1_ I_ (—-l) ("
V)(2fii)IL—1£T \/C;._1(Cl—æl)°"(ÇV_æV)CV+l"'Cn—l

n—l

  1 1 I _

XUZ(Ci) ”_1 _ I+z dÇ’°"dÇ"—’

{ —z
=:->  68 _ n—1 _I__ .

. . .
I( ) + ( l) 2

l), (-2 TE i)n-—l >/C‘ £ (Ci —— œil) . . . (CV—1_ œ(v—1)’)Çv - . . Cn—l1l.n(v_ l :—i
n—i

( )V 11 1
" — 1 + z"“"_ dCi . . . an—1 +XI_I l(IÇ,-) "—1 1+z (l+z)'l

1-1

[<p —2
Ç;>

»

.

+83; 
1

{R(Ç,—x0>o, (i, i’=1, ..., n—1); R(xi)<—ô(i=i, ..., n—1);R(p)>—nô},v=o,1, ..., n—1;
  

(2) Dans notre Mémoire, e(.1:) est défini par une intégrale de Stieltjes

s(œ)=[ c“df(t),
- 0

oùf(t) est une fonction monotoneau sens faible, avecf(o): o,f(1 ) = 1 ; en d’autres termes,
s(æ) est la fonction caractéristiquepour la fonction de répartition f(t).
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où la somme 2 (Z=I, pour v=1; =0,‘pour v=o) doit être étendue à

_

l'...(v—1)'

toutes les v comb1na1sons v—1 à v—1 des indices 1, ..., v ("‘) et où nous
avons posé
(59) l(C)=I+s—SE(—C)-

Signalons que pour n—_ 2, le système (67 a), (67 I)) se réduit essentiellement
à un cas particulier de l’équation (66). 

(°) Les n fonctions B…(ph . . .,pv; p, q, :) qui figurent dans ('), contiennent encoreun
paramètre supplémentaire q et se déduisent des fonctions cp‘, par les formules 1

’ :
B…,(p,,...,pv;p,q,z)=q_zcpväph...,pfip—g,q—_—;> (v=o, 1, n—1).


