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Étude asymptotique des sommes de variables aléatoires liées;

PAR MICHEL LOÈVE.

INTRODUCTION.

»

Les résultats les plus importants du Calcul des Probabilités concernent les
propriétés asymptotiques :

1° des suites d’événements aléatoires indépendants :

la loi des grands nombres avec le théorème de Bernoulli-Poisson;
, la loi forte des grands nombres avec les théorèmes de M. Borel;
la tendance centrale avec le théorème de de Moivre;

2° des sommes de variables aléatoires indépendantes :

la loi des grands nombres obtenue par la méthode de Tchebichef ;
la loi forte des grands nombres avec les résultats de M. Kolmogorofi";
la tendance centrale avec la loi dite de Laplace—Gauss.

‘Par contre, l’étude de la dépendance est à peine ébauchée; en fait, l’on ne
connaît bien que les chaînes simples de Markofi‘ et l’on y retrouve, sous des
hypothèses assez larges, la plupart des résultats précédents. M. Fréchet qui,
suivi de ses élèves (Dœblin, Fortet), a apporté une contribution importante à
ces problèmes (étude des chaînes, événementsliés en nombre fini, . . . ), a dit
au Colloque des Probabilités de Genève (1936) au sujet de l’évolution récente
du Cakul des Probabilités : « C’est d’abord un effort… pour se libérer dela
condition d’indépendance sous laquelle ont été obtenues les propriétés fonda—
mentales classiques ». Dès 1922, M. S. Bernstein étendait le théorème de
Liapounofl' à des variables qu’il appelle presque indépendantes. En 1935-36,
M; Paul Lévy étudie des variàblèsî.-enchaînées et obtient un ensemble
remarquable d’extensions, mais son hypothèse fondamentale est assez
restrictive.

Nous sommes parti de l’idée que ces propriétés étant asymptotiques, il y
avait lieu de tenter d’assurer leur v '

( é par des hypothèses
asymptgotiques,_.;— 2   
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alors que l’hypothèse de l’indépendance ne l’est pas, celle de M. Paul Lévy
non plus. Nous avons cherché de plus à obtenir des propositions qui, même
dans le cas de l’indépendance,seraient plus générales que certainespropositions
classiques. Au lieu d’imposer des hypothèses a priori, nous tentons de les
découvrir; bien entendu, le choix des méthodes les oriente déjà dans une
certaine voie.

Ici ne figure que la deuxième partie de nos résultats. La première, déjà
rédigée, concerne les événements en nombre fini et sera publiée ailleurs (‘), de _

même que la troisième relative à la corrélati0n et aux lois limites.
Dans le premier chapitre on introduit diverses notions : ordre de grandeur

et ordre infinitésimal, en probabilité ou presque certain, indépendance en
moyenne, etc. On établit la condition nécessaire et suffisante de la stabilité
d’une suite d’événements et l’on étudie l’ordre (au sens ci—dessus)de la fréquence.
On examine ce que deviennent la relation des moyennes conditionnées et le
théorème de Bayes dans le cas des suites stables. Deux groupes de critères,
relatifs à la probabilité de réalisation d’une infinité d’événements, sont obtenus
ensuite; les théorèmes de M. Borel sont des cas particuliers de deux deces
critères. Enfin, à titre d’introduction aux chapitres suivants, deux des résultats,
que l’on y retrouvera comme cas particuliers, sont rapidement démontrés; le
plus important concerne les conditions de tendance centrale et se réduit au
théorème de de Moivre dans le cas de l’indépendance.

Le second Chapitre porte sur les lois des grands nombres pour des variables
aléatoires liées. On a, entre autres, une extension du théorème de Glivenko
(théorème fondamental de la statistique d’après Cautelli) à des épreuves liées
ainsi qu’une généralisation du critère de M. Kolmogorofl'pour la loi forte et
ceci, même dans le cas de l’indépendance.

Le troisième Chapitre porte sur le problème central du calcul des probabi—
lités, celui de la tendance des lois des sommes de variables aléatoires vers la loi
de Moivre—Laplace (ou loi de Gauss). Par deux méthodes, celle de Lindeberg
et celle des fonctions caractéristiques, convenablementmodifiées, on établit un
théorème qui, à notre connaissancé, renferme comme cas particuliers les
conditions suffisantes de tendance centrale données jusqu’ici. On obtiœ1t éga—

lement la forme la plus générale de la loi des grands nombres.
Dans le quatrième et dernier Chapitre, on établit divers lemmes relatifs à des

sommes de variables aléatoires liées. L’un d’eux se rattache au théorème de
récurrence de Poincaré déjà examiné dans le premierChapitre. On les applique
ensuite à la notion du rayon d’activité de la liaison, due à M. -S. Bernstein et .

l’on obtient, suivant les cas envisagés, diverses propositionsdont celles de cet
auteur. 

(‘) Parue depuis dans les Annales de Lyon (1942).
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CHAPITRE [.
SUITES INFINIES D’ÉVÉNEMENTS.

Le. théorème de Bernoulli, étendu par Poisson, complété par M. Borel
et M. Cautelli, permet d’établir un lien entre la théorie des probabilités et
l’expérience. C’est une première forme de la loi des grands nombres que l’on

_peut raccorder à la loi de stabilité des fréquences statistiques. Pourtant ce
théorème comporte une hypothèse fortement restrictive; il suppose essentiel-
lement que les événements considérés sont mutuellement indépendants. On se

place ainsi dans un cas très particulier.
Nous allons rechercher les conditions aussi générales que possible, rem-

plaçant l’indépendance, et dans lesquelles ce résultat fondamental du calcul des
probabilités demeure valable, totalement ou en partie. Nous plaçant dans le

.

cas des suites d’événementsainsi délimitées, nous examinerons ce que devient la
relation des moyennes conditionnées dont le théorème de Bayes est une consé—
quence. Puis nous établirons des critères permettant d’étudier la probabilité
de la réalisation d’une infinité d’événements et dont les théorèmes de M. Borel
font partie. Enfin, nous démontrons rapidement deux des résultats relatifs aux
événements et qui se présentent comme cas particuliers de propositions
beaucoup plus générales qui seront obtenus dans les chapitres qui suivent.
D’autres propriétés des suites d’événements y seront obtenues par l’emploi
systématique des indicateurs d’événements.

Les définitions et notions, introduites dans ce premier Chapitre, seront uti-
lisées ou étendues dans la suite.

1. — Suites stables.

Definitions. — Nous allons introduire ou préciser diverses notions relatives à
l’ordre de grandeur ou l’ordre infinitésimal d’une variable aléatoire; elles seront
employées ultérieurement.

Soit une suite de variables aléatoires X,,(n: 1, 2, . . .) de moyenne nulle,
JÏI(X,.): o. Étant donné un nombre a > 0, aussi petit que l’on veut, s’il existe
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un nombre N(e) tel que l’on ait
_

(1) Pr{[X,,l>êê>1—e, pour n>N(E),

on dira que X,, est, en probabilité, un infiniment grand avec n; si au lieu de (I),
l’on a

(l') Pr{|X,l+pl>ê,p=oetlet2et...}>t—s, pour n>N(s),

on dira que X,, est, presque certainement, un infiniment grand avec n. Si, au
contraire,

(2) Pr([X,,| <Î—}>l—ê, pour n>N(E),

ou '
(2’) Pr(|Xn+pl<ê,p=oetret2et...}>1—e, pour n>N(e),

nous dirons que la suite X,, est bornée en probabilité (2) ou borne'e presque
certainement (2’ ).

. . ' | X . , . . 'S01t cp,, une fonct10n certaine de n et —" une su1te bornee en probabilite
Il

(resp. presque certainement).

a. Si p,, est un infiniment grand avec n, Xn sera dit d’un ordre de grandeur
en probabilité (resp. presque certainement) au plus égal à celui de <p…

b. Si cp,, est un infiniment petit avec '—12,
X,‘ sera dit un infiniment petit en

probabilité (resp. presque certainement) d’un ordre au moins égal à celui de cp…

. X,l , . . ,
Supposons maintenant que -— tende vers zero en probab1hte ou presque

Il
. ' 1 ‘ . .certainement, avec ; , c’est-a-d1re que l’on ait, pour tout s > o,

  

(3)
Pr{ î%” >s}—>o

avec %,

011

(3’) Fri,—m’ >s,p=oouiouaou…. —>o avec 1-
<Pn+p

. Il 

. . XNous dlI‘ODS avec Kolmogorofi‘ ( [2], p. 53 et 58) que la su1te
$'-‘

est (norma—
n

lement) stable dans le premier cas, et fortementstable dans le second cas.

a. Si cp,, est un infiniment grand avec n, on dira que X,, est, en proba-
bilité (3), ou presque certainement (3’ ), d’un ordre de grandeur inférieur à
celui de q>,,.
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b. Si ça,, est un infiniment petit avec
%»

on dira que X,, est un infiniment
petit en probabilité (3), ou presque certainement (3’), d’un ordre supérieur à
celui de <p…

Les définitions qui précèdent peuvent s’étendre au cas où ça,, est remplacée
par une variable aléatoire Y,.; on pourrait également introduire des définitions
légèrement différentes.

fluctuation résiduelle. — Considérons une suite dénombrable d’événe—

ments A,— (t': 1, 2, . . .), dépendants ou non, compatibles ou non, définis sur
une même catégorie d’épreuves.

Soit B,, la répétition des n premiers événements, c’est—à—dire le nombre de
ceux d’entre eux qui se réalisent, et f,,= R,, leur fréquence. La suite {A,—} sera

n

dite soit stable, soit fortement stable, s’il en est ainsi de la suite { f,,—ÎZ }.
Le théorème de Bernoulli s’énonce alors ainsi : une suite d’événements indé—

pendants, de probabilité p constante, est stable. Poisson a étendu ce résultat à
- des événements indépendants, mais de probabilités difïérentes. M. Borel &

montré, en 1909 (1), que dans le cas de Bernoulli la stabilité est forte. Il se

limite à la probabilité p = —I—, mais sa démonstration est valable pour}) quel-IO
conque. Enfin le théorème de Bernoulh comporteun autre complément, lequel,
avec nos définitions, s’énonce ainsi : l’ordre de l’infinimentpetit f,,—f,, est, en

. . ' . . Iprobabilite, au moms celui de —=-Il
Nous allons étudier f,, dans le cas général et les résultats précédents appa-

raîtront comme cas particuliers de ceux que nous allons obtenir.
Posons

Il

2 Pr(A;) =S,(n)=np.(n),
t:!
2 PMA,—A,): S,(n): Câp,(n),

iéi<ién
où 1). (n) etp,(n) ont la significationde probabilités(èo, él). On a

DR(R,,)=S,(n), d'où m(fn)=pi(n),
puis

.m(R..— ñn)2= 2 S,(n) + S,…) _ sï(,,),
d’où
(4) GÏ,=JÏI(fn—fi)2=p2(n)_Pî(n)+P1(’l)_P2(")_Il

Dans le cas de Bernoulli,p,(n) —pÎ(n)=p2 ——p”= o, et l’on peut dire que
la quantité

.

(5) dä=Pa(n)—Pî(n)
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mesure, en quelque sorte, l’écart entre le cas général et celui de Bernoulli.
Nous l’appellerons fluctuation résiduelle

(quand
n—+œ, d: est la partie

principale de a; si d2>a.> 0, oz constante ou si d: est un infiniment petit mais
P1( 2)—P2(

n))d’ordre inférieur‘a celui de sans présumerde son signe.
Avant d’aller plus loin, faisons une remarque qui présente, peut—être,

quelque intérêt.
Soit & >o arbitrairement petit; pour n > N(e) suffisamment grand

lai—L_[1)Ê(,l)—1)Ïl=(ll)] ML<
11

Par suite,
p2(n) —PÏ (n) > —— €, pour n > N(E)

011

(6) 1)-z(ü)>lfi(ü)—s, pour n>N(e>.

Ce résultat si simple renferme, comme cas particulier, un complément,
apporté par M. Khintchine [2], au théorème de récurrence de Poincaré [1](‘),
ainsi que les généralisations données par MM. Visser [l], [2] et Gillis [l]. En
termes de probabilité, l’hypothèse commune à ces deux derniers auteurs est que

Pr(A,-) >p > o (p const.) pour tout [.

On tire alors de (6) qu’il existe au moins 2 indices distincts i et j (én) tels
que l’on ait' Pr(A,-A,—)>p°—s, pourn>N(s).

C’est le résultat de ces auteurs dont on déduit les généralisation du théorème
de Poincaré.

Stabilité. — Revenons à l’examen de la stabilité de la suite A,-.
L’inégalité de Bienaymé-Tchebichef d’une] part, une inégalité de M. Kol—

mogoroff([2], p. 38 et 54) ("‘), d’autre part, permettent d’écrire

aâ—gï<Pr!lf,,—fllèa!é%. 
(‘) On considère dans un espace à n dimensions un ensemble—V, de mesure m(V),

(> 0, < oo) se trouvant dans un état de mouvement stationnaire et conservant la mesure.
Après un temps i, chaque ensemble E < V devient E; et, s’il est mesurable, m(E,)-_ m(E),
m(E; Ei+K)=m (E EK), K entier quelconque. Le théorème de Poincaré signifie que
si m(E) > 0, on a m(EEK) >o pom une infinité de valcurs de K, et, par suite, chaque
ensemble E de mesure positive coupe dans son mouvement une infinité de fois sa position
primitive.

<=> Pl‘{lxl}è
on prend X =f,.—fi, d’où M=1.

311 X2 —s‘ . . .—(Ml— quand a, M sont deux nombres certams et !XléM. lc1,
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Donc, pour que la suite A,— soit stable, il faut et il suffit que l’on ait

lim of,: 0.
n—>ao

Or, dans l’expression (4) de an’

[
—+0 avec —-Ï. __ ,

I È.nlPl(”) Pz(")«én "
Par suite, cette condition est équivalente à

|

. 1d,î—>o avec Ïzl

On peut convenirde dire qu’une telle suite est asymptotiquementbernoullienne.
De plus, l’inégalité de B.-T. qui peut s’écrire

'

 

lfn—Înl >
”.

Pr
%

< 5”, donc < a dès que 5 < 1,
  

montre qu’en probabilité, l’ordre de l’infiniment petit f,,—În est, pour une
suite stable, au moins égal à celui de a…

Introduisonsd,, (ici réel, }_0) que nous supposons dans la suite infiniment
. '

1petit avec ;-
Lorsque ndÎ—>œ avec n, a,, et d,, sont des infiniment petits équivalents;

dî=p,(n)—pî(n) pour n assez grand et d,, est d’un ordre inférieur à celui
de

‘—/£_-;

f,,—fi est ainsi un infiniment petit en probabilité, au moins de l’ordre
n

! ° ° ; \ ' Ide d,, et n’est pas nécessairementd’ordre au moms egal a celui de —_, comme
\/n

dans le cas de Bernoulli.
Lorsque lim ndî=œ , on peut extraire de la suite des f,, une suite

n->eo

partielle { f…} telle que n,-di—+ ce avec 1, et ce qui précède s’applique à cette
suite.

Stabilitéforte. —— Lorsque ndî< C < 00 (C constante indépendante de n), la
suite A,- est fortement stable, comme le montre le raisonnement suivant :

On a

(7) PrÊlfw-Îw
et

 > a } < %”
(v > o entier quelconque)

naä<C+ lpi(n) —p,(n)l<C+1.

aÇ". C+I 1

:= TF
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Par suite, le second membre de (7) est le terme général d’une série conver—
gente. On sait qu’alors, en vertu du théorème de Borel—Cautelli, la suite des
f,.——Î,. obéit à la loi forte des grands nombres. Soit maintenant n>o un
entier quelconque. On peut toujours trouver un v tel que v’én< (v+ 1)”,
donc

n’=n—v’ est compris entre 0 et nv (oén’éav).
On en tire

va+n’ Rv2 Rw+nr— va N.’ 2 [fli+yy—ffi:v_2+”, _
"’—2

< ”: _é 5 £ ; “+0 avec ;)

et la suite { f,,—Î,,} obéit à la loi forte des grands nombres. On peut alors” '

écrire, pour n assez grand,
\

p,—%Œfi;_fipl>ê,p=oourouazou...€<s2 (<epour8<l)-,n+p
:

Précisons l’ordre de l’infiniment petit presque certain f,,’—-Î… On a supposé
que ndî< C <oo et, par suite, les 2 parties de a,“. sont des infiniment petits

' | \ ' Id’ordre au moms egal a celui de
71-

Si, de plus

lndïl>c>o(c const.) ou “_mlP1(n)—Pz(n)l=a>o,
n+œ

si est de l’ordre de %. En effet, dans le premier cas, c’est d: qui est de cet
—P2(")ordre, dans le second cas c’estp. (n’
" qui l’est.

Par suite fn,—f,, est presque certainement un infiniment petit, au moins de

l’ordre de L
\/5'

Si,
limlndfil=o et limlp,(n)—p,(n)|=o,:: ;;:

si est, au moins, pour une suite partielle des valeurs de n, un infinimentpetit
d’ordre supérieur à celui de % Donc, pour cette suite, [,,—f,. est presque

. . . . . , . , . !certainementun infiniment petit au moms d’ordre superieur a celui de — -‘fi
. . ‘ A 2 !Dans le cas partmuher ou, en meme temps que d,,—>o avec ; on a

p. (n) — p,(n) —> o, les événements sont, en moyenne, asymptotiquement
presque certains ou presque impossibles au sens suivant :

pdn)—p,(n)—+o et gif,—+0
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entraînent

Pt(n)[I—P1(n)l—>O-

Ainsi p. (n) etp,(n) tendent tous deux, soit vers 1 , soit vers zéro (‘ ).
Résumons les résultats essentiels :

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suflisante pour qu’une suite d’événe—
ments soit stable est qu’elle soit asyn‘zptotiquement bernoullienne, c’est—à-dire, que
l ’on ait '

d},=p,(n)—pî(n)—>o avec %
Deplus :

'

lorsque ndî —+ ce avec n, [,,—f,, est, enprobabilité, un infinimentpetit au moins
de l’ordre de du;

lorsque ndä< C < oo , la stabilité est forte et fn — fn estpresque certainement,

au moins de l’ordre de
Ç/l_—-Il

En supposant les événements indépendants, on retrouve le théorème de
Bernoulli ((L.: o) et celui de Poisson (ndZé 1).

II. — L'indépendanceen moyenne et les moyennes conditionnées.

L’indépendance en moyenne. —— Lorsque les variables aléatoires X., . . ., X,.
sont indépendantesm à m, on a

(8) .m(X,,X,,...xi,)=3u(xk)m(xl,)….m<x.,> (r=r, z, ..., m)
(tét‘.< i:<- . .< imén)-

Mais cet ensemble de relations n’est pas suffisant à moins qu’il ne s’agisse des
événements (“), c’est—à—direà moins que les X,- ne soient des indicateurs,

: :, si A; a lieu,
Xi . , .= o, 51 A; n a pas heu.

Nous dirons des variables aléatoires satisfaisant à (8) qu’elles sont indépen-
dantes m à m en moyenne. Remarquons que pour que des variables aléatoires 

(‘) M. Fréchet observe que la condition nécessaire et suffisante pour la convergence des
probabilités en moyenne vers 1 (resp. zéro) au sens précédent est que lim '5,.(s)=o

II.—><»
pour chaque valeur fixe de e(> [, < 0), Œ,.(e) étant la fréquence de ceux des u premiers
événements dont les probabilités sont < 1 — & (resp. > €).

(‘) S. Bsnusrmu [l], cité par Kolmogorofi‘([2], p. 10).
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 1915. 33
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indépendantes m — 1 à m — 1 en moyenne le soient m à m, il faut et il suffit que
l’on ait
(9) Jll<X,—l—X,l)(X,,—XÏ,)...(Xim—X,m)=0 (Iéi1<iz<...<i…éfl).

En effet, développé, le premier membre est égal à

+°-'+(_l)m_X-i,°°'îlm °ln:mz{ && . . . xi…—2îaxa - - ' Xi»-+Zîàîf-Xf« ' ' ' X

A cause de l’indépendance supposée, m—r à m—1 , en moyenne, cette
expression égale

an(x, . . . X,…) + [- C,‘,,+ C;—;,-. . .+ (_ :)mC,m,]î,î,.…î,,,

donc égale
.m(X, . . . X,…) — Jtt(X,) . . . :m(X,m).

La condition (9) conduit à la généralisation de la notion de l’orthogonalitédes
variables aléatoires : on dira que Y, , . . . , Y,, sont orthogonalesm à m, si

OlZ(YÏI...YÏr)=O (r=1,2,….,m),
(Iél-1<i2<..-<imén),

et la remarque ci-dessus montre qu’il y a équivalence entre l’indépendance m
à m en moyenne des X,, . . ., X,, et l’orthogonalité m à m des X, ———X,, . ., . ,

X,,— X,, (pour n = 2 on retrouve bien l’équivalence connue).
En nous limitant à deux variables aléatoires X,, et Y,,, supposons qu’elles

dépendent d’un même paramètre n, de manière que, lorsque n —> oo,

an(Y5)—mv(Y,)—>o
et

an(X;—;)-on=(x,,)<b=.
L’inégalité de B.—T.

Pr{ | Yn——Ÿnl> s
} < àan(Yn—Ÿn)z

montre que Y,,——Ÿ,,—> o, en probabilité. L’inégalité de Schwarz

m2 {
(x,— Î,.)(Y,,— Y,.)

} éJR{(X,,—î,)’
} .m{(Y,,— Y,)”

} < b2m(Y,_—Ÿ,)’ },

montre que
mt{(Xn—Xn)(Yn—Ÿn)}—>o avec %;

et par suite
an(X,Y,) — Dll(X,,)JR(Y,,)->o.
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On peut dire que, sous les hypothèses faites, X,, et Y,, sont asymptotiquement
indépendantesen moyenne, d’où :

.
LEMME. —- Si 2 variables aléatoires, fonctions d’un même paramètre certain n,

varient, lorsque n -—> oo , de manière que la fluctuation de l’une demeure bornée et
celle de l’autre tende vers zéro, elles sont asymptotiquement indépendantes en
moyenne.

Les moyennes conditzbnne'es et la stabilité. —— Appliquons ce lemme d’une
suite stable d’événements {A,-}. Soit X,, une variable aléatoire, fonction des
événements A., . . . , A,, (c’est-à—dire sa loi de probabilité dépend des résultats
connus des épreuves faites sur A., , A,,) et dont la fluctuation à priori
demeure bornée lorsque n croît. Le lemme s’applique à X,. et à la fréquence f,,
des n premiers événements puisque, comme on l’a vu,

DR(f,Ï) — Dî‘L’(f,,) —>o avec ;; à cause de la stabilité de {A, %
.

.m(X,,) Jlt(Y,,) — mt(X…Y…)

devient
au(xn) an(f,.) '— an (X,. %>,

n
'

Dl”L(f,,) =p,(n) et JÏI(XnRn),=ZDÏL(XnIÏ),
i=1

_

I,— étant l’indicateur de A...
Par suite,

an(X,,L-): on { I,-on,,(X,,> } : Pr(A,—) an,,(X…),

et la relation donnée par le lemme s’écrit 
(IO)

.

JR(X,,)p,(n)—
% EPr(A;)DRÀi(Xn)-+o avec

—:;
i=1

   
C’est l’extension au cas d’une suite stable d’événements liés, de la relation des
moyennes conditionnées, laquelle n’est valable que dans le cas des événements
incompatibles et épuisant la certitude (Fréchet, [i], p. 128).

Si l’on suppose que X,,= X est indépendante de n et de plus que

DR 2
——<Æ —>—l lorsque

%—>
oon=(fn) ’

(hypothèse plus restrictive que celle de la stabilité puisqu’elle entraîne la
stabilité alors que l’inverse n’a_pas nécessairement lieu), on retrouve, en
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fappliquant le lemme à X et —…”—, la relation

2Pr(A,)DI‘LM(X)
Jl‘L(X)=lim ‘=‘__—_,'

n->°°
ÊPr(A;)
i=l

établie par Khintchine, lequelen généralisaitune autre due à Kolmogorofi'[i ] .

Revenons au cas général et plaçons-nous dans l’hypothèse où X,. est l’indi—
cateur d’un événement En. La relation (10) subsiste, car la fluctuation de X,,
est bornée, et peut s’écrire

Pr(E,,)p,(n) _
% EPr(A,—) P….(E,)+o avec %

l=1

Ceci correspond à la relation classique

Pr(E)=ZPr(A;)P…(E),
1

valable seulement lorsque les A., . . ., A,, sont des événements incompatibles
et épuisant la certitude.

Enfin, comme
Pr(A;E,,): Pr(E,,) PrEn(Al-): Pr(A;) PrAi(En),

l’on a, en supposant
li_mpx(n)>o,
Ilÿ°°

EPI—(Ai) Pr…(En
PP(Ai) PFAi(En) _ :=:

P“E,.(Ai) "

2 Pr(A,—)
i=1

ce qui correspond au théorème de Bayes.
En faisant des hypothèses supplémentaires,on peut évidemmentmettre ces

différentes relations sous des formes plus voisines des relations classiques.

 !
—>0 avec —’Il

III. —-— Réalisationd'une infinité d'événements.

Probabüité. —-— Désignons par
Pv,n= Pr(Av+i+ - - - + Av+n)y

la probabilité de réalisation de l’un au moins des événements A, … , . . . , A…,,
P… ne peut décroître quand n croît; comme 0 _L_P…< ! , la limite Pv de P…
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pour n infini est bien déterminée et comprise entre zéro et 1

P,,= lim Pv)".
n—>uo

P, représente la probabilité pour que l’un au moins des événements A,—

d’indice i>v se réalise. Cette fonction de \» ne peut croître quand v croît;
comme 1èP,èo, la limite P de P,, pour v infini est bien déterminée et
comprise entre zéro et ;.

P : lim P…V)»

P représente la probabilité pour que l’un au moins des A,: ait lieu pour v > N,
N étant aussi grand que l’on veut. C’est donc la probabilité de la réalisation
d’une infinité des A,— et l’on a

(Il) P=lim lim Pr(Av+n+….+Av+u).
_ v+œ n—)æ

_

Cette formule représente une extension insignifiante de celle de Kolmogoroff
([2], note p. 315), dans laquelle les événements A, sont spécifiés.

Premier groupe de critères. — M. Cautelli a étendu à l’aide de l’inégalité
de Boole, au cas des A quelconques, le théorème suivant, démontré par
M. Borel (pour les A,— indépendants) dans son célèbre mémoire qui a fondé la
théorie des probabilités dénombrables [l]. '

Si Pr(A,—) est le terme général d’une série convergente, la probabilité P de
la réalisation d’une infinité des A,— est nulle.

Or, l’inégalité de Gumbel [1] qui peut s’écrire

c;—2Pr(A,…A,)
(15) l—Pr(A,.…A,,)é C"_’'

n—l
 l‘é/l (Iéi,<t}<….<z}4n,

généralise celle de Boole. Il est donc naturel de chercher ce que devient le
théorème ci—dessus lorsqu’on utilise cette nouvelle inégalité.

Transformons(re), on a

1 —— Pr(A,—l . . . Aix) : Pr(Â;,+. . .+ Kit),

et le nombre de termes sou92 est CZ; l’inégalité s’écrit donc

PI‘(KI'+. . .+ Al,.)—PP(Xx+. . -+Ân)é (;,.__1
[1—1

Supprimons les barres et appliquons aux événements A,…, ..., A…,, on obtient

2Pr(Av+h+…+A…r)
Pr(Av+1+u . -+ Av+n)é

cr—1n—1
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Posons

Pv.)=n(r
C_‘r
IEP1(AV+I}+H -+Av+i,);

ces moyennes des quantités comprises entre zéro et 1 sont également comprises
entre zéro et 1.

Finalement, l’on a
Il(13) Pv,néT_‘Pv,n(r)-

Nous pouvons prendre pour r soit un ‘entier fixe, soit un entier fonction de v et
de n, à condition bien entendu d’avoir r < n.

Faisons croître indéfiniment n puis v; (13) donne immédiatement en vertu
de (1 1),

(14) P4lim lim—’_lpv,,(r.)
v_+zo lT——>æ’

Et nous pouvons énoncer :

THÉORÈME. —— Soit A,—, i: 1 , 2, . . . une suite d ’événements dépendantsou non,
compatiblesou non. Lorsque,pour un entier ré n, fixe ou fonction de n et de v,
on a

lim lim-rp,,,,(r)ép;
V?” [__—1.9au
 

la probabilité P pour que les A ,- se réalisent une infinité defois est ép.
Pour r: 1 et p = 0 on retrouve le théorème de Borel-Cautelli. Mais il y a

plus, car l’infinité des critères suivant les valeurs de r peut être ordonnée. En
effet, M. Frechet a montré que l’inégalité de Gumbel fait partied’une échelle
d’inégalités ([3], p. 62 ), laquelle, après transformations analogues à celles qui
nous ont conduit‘a (13), peut s’écrire

(15) 0é-,îPa.n(                 +1,Pvn('+l)é L,PV.'Il(').én -él
Les critères obtenus forment donc une échelle de critères d’autant plus larges
que r est plus grand Ou croît plus rapidement (on peut prendre, par exemple
r=loglogn ou r=logn etc., le [ ] désignant la partie entière). Ainsi, si l’on
cherche à prouver que P = o et que le critère correspondant à une certaine
valeur de r ne réussit pas, celui pour r plus-grand peut réussir, alors que
l’inverse n’est pas possible.

Second groupe de critères. —— M. Borel & également démontré le théorème
suivant : Si les A,— sont indépendants et Pr(A,—) est le terme général d’une série
convergente, la probabilité de la réalisation d’une infinité des A,- est égale à 1.
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Or M. Fréchet a montré que ([3], p. 63)

c;—2Pr(Ah . . . A,,))è(16) 1—Pr(A,.…A,,
C"

(l'élu;1éi,<i,<….<i,-én). 
En passant aux événementsÂ, elle devient

_ _ 2 Pl‘(X/,°‘F . . .+ 311)
Pr(A,+….—+— A,,)è C,.

, 
puis, en supprimant les barres et appliquant aux événements A.…, . . ., A…,,

2PflA…+. . .+ A.,…)

C:;
 Pl‘(Ay+l+. - .+ Av+n)è

0ll ' ‘

Pv,nèPv,n(")-

De la même façon que pour (14), on en déduit que 
P>.Î'_ ÎÎ1 … —.(17) _1m L‘P.(’)V+œn :o

   
Et nous pouvons énoncer :

THÉORÈME. — Soit {A,—}, i: 1, 2, . . . une suite d’événements dépendants ou
non, compatibles ou non. Lorsque, pour un entier én, fixe ou fonction de n et
de v, on a

' lim lim p…,,(r)èp,
V—>n n}a

la probabilité P pour que les A,— se réalisent une infinité de fois est èp. Comme
- .les inégalités de M. Fréchet forment une échelle, laquelle, après transfor-

mation, peut s’écrire

°éPv,n(l)é- ' -éPv,n(")éPv,n(r+ l)é- - -éPv,n(")y

les critères obtenus forment aussi une échelle suivant les valeurs de .. . Lorsque
les événements sont indépendants

V+Il
I "Pv,n(n)= P'r(î‘l+l.…î‘nn>=2[l_ Pr(Ai)],

V+1

et l’on retrouve, avec p=1 et r=n, le théorème de M. Borel. M. Borel a,
d’ailleurs, indiqué [2] que son théorème s’étendait au cas de dépendance, si
l’on supposaitqu’il existait des nombresp, et p,” tels que

(18) o<p',<Pr,,(A,)<p‘£<1 et '2pl=œ, 2p’}: co,

1
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Pra(AL-) désignant la probabilité conditionnelle de A,— connaissant certains des
résultats des épreuves relatives à A,, . . ., A… et (18) ayant lieu quelles que
soient les épreuves connues et les résultats réalisés. Or il est facile de supprimer
toute hypothèse sur une borne supérieure pf . En effet,

Pr<Â-v+t - - - A_v+n): PF(K‘J H) Pr.î.,__l(Xv+r) - - - PrÂy+l...Îy+n_l<-Âv+n)o

Si Pr,,(A,—)>p} > 0, on a
Pr,,(X,—) < 1 —pî<l

et, par suite, -

v+n
(19) . Pr(X.,… . . .X.,+,,)éz (1 —p';).

V+1
ao

Lorsque 2p} =oo, le second membre de (19) tend vers zéro avec
%

et p = 1.
1

Remarque. — La même méthode permet d’obtenir d’autres critères en partant
d’autres inégalités. On peut, par exemple,utiliser les inégalités que nous avons
établies ailleurs (LoÈvs, Annales de Lyon, 1942) et qui généralisentcelles que
nous venons d’employer.

Champ d’application. — Lorsque les événements A,— sont incompatibles, on a
évidemment P = o; d’ailleurs le théorème de Borel—Cautelli le montre puisque

ËPr(A;)ét.

Lorsque les événements A,— sont indépendants, les deux théorèmes de
M. Borel permettent de conclure à la valeur de P dans tous les cas :

si 2Pr(A;)<oo, ona P=o
1

et

si EPr(A;)=œ, on a F:].
1

Dans le cas général des événements dépendants et compatibles, on ne peut

conclure avec le théorème de B.-C. que si2Pr(A,)<œ. C’est donc ici que

les critères établis sont utiles. Formons un exemple, presque évident, où les
théorèmes de Borel ne s’appliquent plus, alors que ces critères, convenablement
choisis, réussissent.

Soit une suite d’événements A, : A2 :> A3 : . . . et supposons que

ZPr(A,) =oo, avec Pr(A…)—>o
avec% [par ex. Pr(A,,) : %]l=l
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Le théorème de B.—C. ne donne aucun renseignement sur la valeur de P.
Appliquons alors l’un des critères généraux pour r: n ou n -—— 1 ou n -—- 2 et,

. ,
. .— Il _ _en general, pour toute valeur de : telle que hm ; <oo. On a, pour r_ 71, pm

n-> ao

exemple,
Pl‘(Av+1+ . . - + A‘l+n): l)r(A«,+l)

et
lim lim Pr(A……): lim Pr(Av+l): o.
V->œ n->œ . v->»

Par suite,
P=O.

On voit d’ailleurs que dans le cas simple de l’inclusion (A. DA?) . . . ), la
condition nécessaire et suffisante pour que l’on ait P =p est que Pr-(A,,) -—> p
avec

:?
, comme il fallait s’y attendre.

IV. — La tendance centrale.

N0us établissons ici deux des résultats que l’on retrouvera plus loin comme
cas particuliers de résultats beaucoup plus généraux.

Loi des grands nombres. — Soient les variables aléatoires

1, si A,— a lieu;Xi: donc Ï,-= Pr(A,—),
0, si A; n’a pas lieu;

&: Xi+. . .+ Xi,

et Pr’(A,—), la probabilité pour que A,- ait lieu connaissant la répétition des
événements A,, . .. A,-_,, « sup. » désignant la borne supérieure d’une telle
quantité lorsque cette répétition varie.

On établit aisément que

on(B,.- Î{,.Y=Z .m(X,— X.)" + 22 an(S… — È…) (X,—_ î.)
i—l i—l

éZ Pr(A,—) Pr(Â,—)+ 2nEsup î
l’r’(A,—) —— Pr(A,-)‘;

l'=i i=l

én[â
+ 225up|Pr’(A,-) —— Pr(A,-) !]i=l

JR(fn—În)g<.{; + %25up ]
Pr’(A,—) — Pr(A,-) :.

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 1945. 34
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Lorsque n 4 oo , la condition _
IL

‘ J ._ . l
_ (20) - ñZsuplP1(A,) Pr(A,)l——>o avec ni=l

entraîne” donc
Jît(f,,—fl)’—>o avec

%a

et l’inégalité de Bienaymé-Tchebichefmontre qu’alors la suite des,A,—est stable.
On vérifie aisément que, comme il faut s’y attendre(p. 5), la condition ( 20“)

entraîne d,”, —> 0.

Loi de Maitre—Laplace. — Posons

sÏ,=EJK(X,-—Î,)’=EPr(A,) Pr(X,), '

l=l i=1 '

et supposons, dans ce qui suit, que s,,_—>œ avec n.
. . , o - X' . \ -Sment F,,,—(x) la fonct10n de reparht10n de

s—‘
(:é n) et F,,,—(E) la fonction de

_ n
; ' ' Xi A : : ' ‘ r r

»

repart1t10n de };, lorsqu’on conna1t la repet1t1on des evenements A,, . . ., A….
On calcule immédiatement

+°.° , _
m…,=f êdF,,y,(â)=; Dll (X,—X,) =0,

' +æ'f ‘! 'f I , r _ l , .mn,: ; d1,,,(,):
32

:m (x,_ x,) = s“, [Pr (A,) __ Pr(A,)J,

+œ _
Uâ,i:f E2an,i(£)-=

55311
(Xi—- î1)2= _Pr(Aiîîr(Ai),Il

=f+œëdF, ,<a>—— i, [Pr'<A>—— a p…… p…>+ Pr=<A>1n ,i

Soit G,,,(x)=Pr(Y,,,-<æ), où Y,,-,- est une variable aléaloire laplacienne
X,— X,,

n
ayant les deux premiers moments respectivement égaux à ceux de
c’est-à-direa m,,,-(= o) et a,;,.

Employons les lemmes énoncés page 41 et omettons d’abord, pour simplifier
l’écriture, le premier indice n. En posant

(D,—(a:): P.—(Y,—+Y…+. . .+Y,,+ aZ <x),
on a +“,

l’,-(x): Pr’(X,+Y,+1+. . .+Y,,+ «z <x)=f ®,(æ—£)dFÇ-(£)

=f [0,(æ)_zoç(x)+Ë01(æ,+K,GË]drç(zt |0(x,E)lér.
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D’où  II +”

.

Pê(w)=@z(æ)—mê®î(w)+axü *£‘”M%f 0£“dFi(ê)-
—”

De même  - ;, <D” k- +” ,P;(æ)=Pr(Ï-1+Yi+l+.-.+Yn+dz<x)=®i(æ)+°ñ,i lïx)+3—Êf °;“dGz(ë)-

On en tire aisément

162(æ)
|
=lPî(æ) — !).-(x)

| < …;k1+g<aæ—aï>kg+îg—(% +f_æ läl3dF2(î)>—

Posons
Ai(æ): APl‘(X1+...+Xi_1+Xi+Yf+1+...+Y.n+az<æ)

—Pr(X1+...+XÏ_1+YÏ+Y…+…+Yn+aZ<x)
+»

=f ôI(Œ—E)dPP(X1—l—...+Xi_1<a).

On en tire

A(x)=Pr(Xi—l—.. .+ Xn+ aZ<æ) — Pr(Yi+. . .+ Y,,+ aZ<x) ='ZAÎ(æ)
' i=1

et
A;(æ)ésuplô}(æ)l.

D’où l’on déduit, en rétablissant le premier indice n,

n ' Il
! . la ») À-1

”
I2lAn(æ)

l ék12 sup
l mn,: l + k223“P l °'n',z— °'ñ,i

!
+ @; (! +2

011,1")-121i=1' ‘ I::1

\

Supposonsque

(“) %ESuplPr'(A,-)—Pr(A,-)[—->o avec
-:—l-

i=1

Le terme en I:, tend alors vers zéro. On vérifie sans difficulté qu’il en est de
'

même pour les termes en ]:2 et en k3 et que, par suite, la loi de ÎLE" tend vers
la laide Moivre—Laplacc réduite lorsque n —> œ .

”

Remarquons que lorsque les événements A,- sont mutuellement indépendants,
les termes en k. et k2 disparaissent pour tout n, et l’on a ainsi une démonstra-
tion très simple, par la méthode de Lindeberg, du théorème de de Moivre sans
que l’on ait besoin de la formule de Stirling.
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CHAPITRE II.
LOIS DES GRANDS NOMBRES.

La méthode de Tchebichef, laquelle dans le cas de variables aléatoires indé—
pendantes donne si simplement le théorème de Bernoulli et ses généralisations,
se base, comme on le sait, sur deux relations:

l’inégalité de Bienaymé-Tchebichef
a2 ( S )          Pr (

*

où 8 est une constante quelconque, c(S) son écart quadratique moyen etc > o
une constante arbitraire,

l’égalité de Bienaymé
Aafl(sn)=aï(Xi)+02(X2) —+—. . .+52(Xn))

où
S,;= X1+. . .+ X",

et les variables aléatoires X,, i_= 1 , 2,. . ., n sont mutuellement indépendantes.
M. KolmogorolÏ([2], p. 54) a observé que l’égalité précédente et, par suite, la
méthode de Tchebichef, demeurent valables si l’on remplace l’hypOthèse de
l’indépendance par celle de la non—corrélation, c’est-à—diresi - -

3ll(Xj-Î;)<Xk——Xnk>=o (iéi< kén).

M. Paul Lévy [‘2], |3] a étendu divers résultats relatifs aux variables aléatoires
indépendantes a un cas où les variables aléatoires sont non corrélées et aobtenu
ainsi un ensemble important de généralisations.

_

En désignant par JR…(X,) la moyenne de X,-, évaluée lorsqu’on connaît les
valeurs réalisées de X,, . . ., X,-_, , son hypothèse essentielle s’écrit

(l’.L.) Dl‘t,—;,(X,—)=o (i=1,2,….),

quelles que soient ces valeurs réalisées.
M. S. Bernstein (1937) a également montré que cette hypothèse entraine '

l’égalité de Bienaymé et a étendu à ce cas l’inégalité importante qu’il avait
établie pour des variables aléatoires indépe‘ndantes(Fréchet [1], p. 131).

Nous allons introduire des hypothèses moins restrictivesqui nous permettront
d’obtenir des relations asymptotiquement équivalentes (en un sens qui sera
précisé) à l’égalité de Bienaymé. Celles—ci nous permettront d’appliquer la
méthode de Tchebichef à des variablesaléatoires liées sous des hypothèses plus
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larges que celles qui ont été utilisées, notamment par M. P. Lévy. Ensuite
nous établirons une relation asymptotiquement équivalente à celle de
M. Kolmogorofi‘ [l] et nous l’utiliserons pour étendre, dans plusieurs direc-
tions, les résultats connus relatifs à la loi forte des grands nombres. En parti—
culier, nous obtenons une extension aux épreuves liées du théorème de
Glivenko que M.. Cautelli a qualifié de théorème fondamental de la statistique.

1. —— Loi ordinaire des grands nombres.

Notations. — Considérons le tableau suivant de variables aléatoires à deux
indices, généralement liées :

x.,1

(T)\
:- !

Xn,t Xn "‘ Xn,3 - - - Xn n

La n”'“° ligne renferme n variables aléatoires. Cette restriction n’est pas essen-
‘tielle, car ce qui suivra demeure valable si la n“““° ligne renferme e,z variables
aléatoireset e,, —-> 00 avec n.

Posons
Sn,v= Xn,1 + Xn,2 “+“ - - - + Xn,‘H-

!

et supposons dans toute la suite de ce travail (pour simplifier l’écrilure) que les
moyennes de toutes les variables du tableau soient nulles
(I)

_ (X,…)=o (i=;1,2,.…,n; n=1,2,.…).

Par suite,
DR(S,…)=O (v=1,2,….,n).

S’il n’en était pas ainsi, il suffirait, dans la suite, de remplacer X,,_,- par
X,…——DTL(X,…—) et, par conséquent, S,… par S,…— JÏ‘L(S…).

Nous désignerons par D‘IU(X…) la moyenne de X,…- e'value'e lorsqu’on connaît
la valeur réalisée de S,…—_. et par supJ‘fl.(X…) la borne supérieure de cette
quantité lorsque la valeur réalisée de S…… varie. Pour l': 1 , S… et JI‘L'(X…)
n’ont pas de sens ; parconvention nous prendronsS…= o et JÏL'(X… i>= JÏ‘L(X…)
(= 0 ici).

Indépendance en moyenne. — Nous avons vu que deux variables aléatoires
X,… et X…, i7£lc, sont indépendantes en moyenne [ou, ici, orthogonales à
cause de ( 1 )] si JR('X,,Y,X,,_,;): 0; il en est ainsi, en particulier, si X,,_,- et X…
sont indépendantes. Nous avons indiqué que l’on pouvait élargir cette notion;
ici les deux suites de variables aléatoires X… et X…, iet ]; fixes et n = 1 , 2,
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(i‘m et k…“ colonnes de T) sont asymptotiquement indépendantes en
moyenne, si

DY‘L(X,,,,-Xn,k)—>o avec
%—

On dira que l’ensemble des variables aléatoires X,…—, z = 1 , 2 , . . . , n (n‘…ligne ,

de T') est un ensemble de variables aléatoùes aSymptotiquement indépendantes
en moyenne ou ensembleAI… si

(AI…) 2 DR(X,.,1X,.,Î)—>o avec %,
1éi<ién

ou bien, si _

2 an(X,,,,-X…

(AI/n) ' Éilnél_— —>0 avec
%-

2…Xä,»
[=].

Il n’est pas nécessaire d’introduire des dénominations distinctes car, dans la
suite, on reconnaîtra immédiatement dans lequel des deux cas l’on se trouve.

Enfin, cet ensemble sera dit en indépendance asymptotique complète du
premier ordre ou ensemble AI, si

n
[(AL) Zsup|û‘û’(X…)l—>o avec Z.,

121

LEMME. —— On a
Il In

2 on(X,,,ixn,,)=E:m[(X,,,,+X…+...+X,,,i_,)xn,],]=Ëm|sn,',_lmz(xu)]. '

1éi<jém Î=1 i=1

Or
5

01‘t[S…—-, an'(X,,,,—)] Iésupl0n’(Xn,i)lûnl(Sn,1_i)l.
Donc '

LEMME A. — Pour m < n

éLîaxûfl]Su1_,lzsuplm'(Xnl)l
l=1

Z- an(xn,lxn,,)_
lél<jém

(A) Ë on[S,,…:m(X",,)]
!= 1    

Égalité de Bienayme' asymptotique. — Ce lemme montre que si
(2) ‘

Maxim
|
Sn,1_1|

i_4_n

reste borné lorsque n —+œ, la relation (AL) entraîne (AIM). Alors

2 9n(xn,txn,i) «>o
îéf<lé"

(3) l
avec — ,

Il
 

mem—Emma < 2

[:.—1    
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et l’on a ainsi une extension de l’égalité de Bienaymé. Nous allons montrer que
la condition

IL

(4) ,_

2311(Xà»< L'2 (L const. finie),
l=l

jointe à (AL) entraîne (2), donc (3).
Sbit v(n) une valeur de i—- 1 , variant. entre 1 et n — 1, pour laquelle

(”Il S…… |
atteint son maximum. La relation (A), où l’on pose m: v(n), s’écrit

é:m'| (S,…)
| [2 SUP |

D]”U(X,…)

|]
-

 |

2 mt(X,,_,X,,_,—>

  

ié‘<ié" i=l
Or

311
|
Sn,"

! é \/JR(SÊ,v),
donc

_
V

(5) mt(Sä,, —2 au (Xi—,,,) < 9. |/ûn (Si…) [2 sup
|
att/(X,…)

|].i:l i=l
Par hypothèse, _

2 sup
|
DTU(X,…)

|
-—> 0 avec

%»
l=1

a fortiw i
Esup |

Dl‘c'(X…,-)
[ —>o avec

%-i=l
_

De même, à cause de (4)
V

2311(XÏ…) < L2 < 00 pour n assez grand.
=1

Il résulte alors de (5) que an(Si,) reste bornée lorsque n —> se et, par suite, il
en est de même pour MaxŒl| S…_… |.lén

Nous pouvons énoncer :

Tntonàms B. — Lorsque

Esup |
DR’(X,…)

| —> 0 avec
%i=l

et

2 on(X;,,)< L'—'< oo pour n assez grand (L const.),
!=!

ana

au (S,”,),,) —2mt(Xà,-)_—>o avec %
l=1
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Caspartzbulùzm. — Posons
X,- .

X"’i=a_ (an>ocertam), S,,=X,+.…+X,,;
".

le théorème s’énonce : on choisit les a,l de manière que, lorsque n —+oo, on ait
Il

1 V

— 2 sup| Dlt’(X,-)
| —> o,

au i=1
n

.

et % ZDTZ(XÏ) reste borné, alors
an 1-1

(71; [mt(Sÿg-2 an(Xÿ)]
—> o”.

i=1
n

Si l’on peut prendre aî=Z JÏ‘L(XÎ), la seconde condition est automatique—
i=1 . ‘

ment remplie.
Si l’on suppose de plus sup|3fl’(X,—)l=o, pour tout l', on a évidemment

:m(Sä) '
n = 1 pour tout n.

2MX?
i=1 —

Cette hypothèse est sûrement satisfaite si l’on se place dans le cas (P. L.)
(P. Lévy [?]).

Généralùatzbns. — Ce qui précède est susceptible de diverses généralisations.
Par exemple, on établit la relation algébrique suivante pour q entier positif

SZ…= CJ,Z(SZ:Â1Xm)+CâZ<SZ;-L X:—:,» +. . .+ (zz—12 (sn,i_txzgî>1+EXZ,Ü

d’où la relation correspondanteentre les valeurs moyennes. Puis, lorsque n —> œ

Il Il

2 :m(Sg;11 X,,,,) —2an (8231,) :m(X,,,,) -> o,
i—1 1—1

si
Il

El sup0î‘U(X…,) —— :m(X,,,g
] ——> o et Maxon] 52311 | < L —> 00 pour tout n.

, i4ni=1 _
De même

2muSg;3 Xîy,) —2 mz(S;{;L)an(Xÿ,yg —+ 0,
1—1 i=t

si
n

Esup !
JTU(XÏ, [) — an(X3, ,)

|
—> o et Max01‘L | 52731 | < L'< 00 pour tout 12, etc.

.
1 1 [<".

,

1=1
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MÉTHODE DE Tcunmcnnr. —" Dans les conditions de valzdite' du théorème B, la

relation obtenue peut s’écrire

2 _ 2 - — 1,:m(S…,,)_2:m(xn,i)+ ;… ou s,,—> 0 avec n
i=1

et l’inégalité de Bienaymé—Tchebichef devient

(6)
. Pr{|S…|>e}<à[2&fl(Xä,ù+e…]i=1

(c>o const. arbitraire). On a alors les mêmes conséquences que pour les
variables aléatoires à 1 indice et mutuellement indépendantes.

! . L’inégalité (6) s’écrit  L2+snPr{|S,…|>C}< C, —

L2+ ,, .Posons C=ê;—âsera<epoure<Êet,par suite,

Pr{|S,…l >%}<e.Ainsi,

THÉORÈMEC. — Lorsque
Il

1 wZsuplûïl’(Xn,i)\ —>o avec ;; et 2911 (XL-)
1i=1

reste bornée, la suite { S,…,} est bornée en probabilité.

2. Supposons que EDR(XZ,)—> 0 avec â- Le second membre de (6) —> o

1 ’ Iavec ;, quel que s01t c > o fixe, et nous pouvons enoncer .

THÉORÈME D. — Lorsque, pour n —+ oo ,

71 II

2 sup
|
0n’(X…)

] -> 0 et 2 3n(Xäy,) _) o,
i=1 1

’

la suite { S…} est stable.

Cas partzculzers. — Prenons X,,f,—= a_,:’ a,,>o certa1n, ÛÏÏ.(X,:)=O,
S,,=X,+….+X… On a, lorsqu’on choisit les a,, de manière que, pour
n —> 00,

Il
1_ 2 sup

|
an'(X,) —+ 0.

an .i=1
Journ. de Math., tome XXIV. — Faso. 4, 19.15. 35
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C’. Si
Il

1 _,
2

a—
ZDR<X.)<L <œ.
1=l

Ilalors la suite
{î—ë

est _bornée en probabilité.
Si

' ‘

Il
[

-z

55 Zan(xi)+o,
1—1

alors la suite {?} est stable.
Il

Supposons, en particulier, les X,- indépendants entre eux et a,,=n. On a

Il
1

;; 2 sup
|
DlU(X;)

|
= 0 pour tout n

i=1

et la suite {si %

est donc stable dès que l’on sait que

1 2 I .n—2201‘L(X,)—>0 avec ;,
i—1

c’est le célèbre théorème de Tchebichef et le théorème précédent se présente
comme une extension naturelle de ce résultat classique.

Applicatzon auæ événements. — Soit {A,…-}, i=1, z, ..., n; n=1, 2,. ..
une double suite d’événements dépendants ou non, compatibles ou non.
Désignons par B,… la répétition des événements A,… , . . ., A… et pa”rf… leur
fréquence. Pr’ (A…) représentera la probabilité de A,…- lorsqu’on connaît le .

nombre des événementsA…, . . ., Any… réalisés. Enfin .

1 si A,…- a lieu;
1 A ’ ’( n") =: 0, si A… n’a pas lieu.

Posons

X...: ___…)_Ï..(An,.>_
\/11

On a ' Dll(X…,): o,

on<xg,>: %Pr(A,…) [1 _ Pr(A…)F+
%[1

_ Pr(A,.y,)] [Pr(A,…)]’

I I= ;, Pr(A,…) [1 — P"(An,t)lé
4—n-

Donc

Zan<X:,.—>4
%-l=1
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D’autre part,

Sn,n=.
VIT—

( Rn,n“" lîn,n)l= \/_Ïî(fu,n_ În,n)”
.

et C donne : lorsque
Il.

EsuplPr'(A,…-) - Pr(A…)l—>o avec “ii-_1
\/n !=!

_

fn_n—Î,,,nest en probabilité un infiniment petit au moins de l’ordre de
\—;—.n

Posons maintenant
I(An.l) _ Pl‘(A,…)

1
i+a

X,,y,= avec a > 0.

On a—

I
& n1+m ’ 011(X2 )én,î

donc
n

2 I l"2 Dlt(X,…—)é W —> 0 avec
72“i=i

D’autre part, .
-

. 1

S…: "2 a<fll,ll—'fn,n)î
et D donne

Lorsque
Il

à2$uPlPr'(An,i)—Pl‘(Ami)l_>o avec %(a>o),
ng (_: 1

1_ ' _
la suite des n‘*‘

“ (f…—f…) est stable.

Ainsi la condition la plus large permettant d’affirmer la stabilité de la suite_ _ ,
des [nm—fn," s’obtient pour a = 5; c’est

%25up |
Pr’(A…) -— Pr(A,…—)

]
——> 0 avec %

i=1

‘' : \ 1On peut dire que lorsqu’on donne a ou des valeurs allant de zero a 5, on a une

suite de conditions assurant pour des événements liés des théorèmesanalogues
au théorème de Bernoulli—Poisson. Pour et = o, le théorème est sauvegardé en

sa totalité. Pour « = %, on n’assure plus que la stabilité.
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Il. — Loi forte des grands nombres.

Autre forme de l’égalité de Bienayme' asymptotique. — Nous allons établir le
théorème suivant analogue au théorème B.

THÉORÈME_B’. —— Lorsque les X,,,L—formentun ensemble AI, et

(7) MaxŒt(S;—ÿ_,)>æ>m
[5 n

« CORSÏCIÏÆZB,pour n 03362 g'l‘ûïld, on (1

J]Z(Sî… (B’) n —> |, lorsque le —+ oo.

20n(Xä,f)
i=1

D’après (A),

3n(Sâ ) ;D“. l
(Sn,i—i)3n Xn,il

MaXÛRI'Sn,i—il …

(8) ——w —l é … 4 ‘<"' 25uplan'(x…gg.m [Il _ [Il

ZDR<Xä,» EDR<Xâ,;) ZDR<X3,» ‘=‘
l=1 — i=1 i=1

Pour m= v(n), v ayant même signification que dans le théorème B,

VÎm(Sä,v)
"

, €,,__ Esup] mt (X,…)
; é ;

Êou(Xig
|

ZDR(X;-Çfl ‘“
ZŒI(XÏÎ,.—)

i=1 i=1 l=1

an<Sä…>
1

 

muss…) ,H\

‘ I ‘ou s,,—> 0 avec ;, a cause de (Al, ).
Donc

3R( SS,»)(9) v

Emt<Xä,»

—>x, lorsque n—>oc.

Posons, dans (7), m = n et remarquons que

Max3n.
]
Sn,i_1l

té " Dll( Sn2.v)
" < 1

vd ,

20R(Xä,i) EDR(Xâ,.-)
i=1 i=1
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La relation devient

".

Éânns,.,_.mv<xnai
an(Sa,n)

——1 _/_,1=1 ,. <_s£JR(S,‘;,
_ 

2an(Xÿ,,,) 2911(X5,) 2an (X},,
!=! i: l

D’où le théorème énoncé, en tenant compte de (g).

Variantes. — l. La
condition

MaxJÏZ(S,“’,,)> oû> 0 est entraînée par
i < n.

(7')
’

Maxôïll S,,,,_, ]> a > o.
ién

2. Cette même condition peut être remplacée par
Il

(7”) 2.m(Xà ) > a"-’> o
l=.l

pour n assez grand, oz’ constante, comme on le vérifie aisément en reprenant la
démonstration.

Communs. — On a, dans les conditions de validité du théorème,

2 on :
s…,z_.on'(Xn,i>l

i=1
…s;.) é où s',,

]
s,, —> 1 lorsque n —> co.9

I:“—

Ég‘aliæ' de Kolmogorofl” asymptotique. '— Au lieu d’évaluer les moments
apriori, on peut avoir à les évaluer a pasterzbri, c’est-à—dire connaissant la réali—
sation d’un certain événement H, par exemple, les valeurs réalisées de
X…. . .X…,, ou bien la valeur de S…... Ceci “revient à modifier (en la restrei-
gnant) la catégorie d’épreuves C sur laquelle sont définies les variables
aléatoires. Mais sur cette nouvelle catégorie d’épreuves C,,, les résultats qui
précèdent demeurent valables en introduisant, bien entendu, sur C,, les hypo-
thèses correspondanta celles qui étaient admises sur C. Les moyennes évaluées
sur C,, seront désignées par im".

Nous _ pouvons, maintenant, étendre la remarquable… inégalité de
M. Kolmogorofi'à un ensemble Al,. Soient les événements

SH:Max|S…H>C
(C>o),

(”’
‘,H. Max|S,,|<C et :s,,,|>c (i=1,2, ...,n).

k4i—1

Ona H=H,+H,+.…+H…
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et les H,— étant incompatibles
Il

Pr(H)=Z Pr(H,).
i=l

D’autre part,

(12) Pr(H)DR,.(SÈ,_,,)=2 P.(H,)311…(Sä_,,).
' i=l

Comme
Sii,n= ?.,i+ Xâ,i+1+ - - - + Xä,n+ 2[Sn,ixn,i+t+ - ' -+ Sn.n—lXn,n]y

on a
'

IL

on... (S;—. ..)——_ on., (SE. .) + Ë an... (X.-..) + 2 29m.(S,.….X.,,)
j=l+l j=i+1

à 62 + 2 2 Dnn,(Sn,,-_,X,,J).
Î=i+i

Portons dans (12) qui devient

(13) mmJR..(Sä.)èC’PP(H)+ 22 Pr(H.)
[Em-(Snd—1XW]i=1 Î=l+l

Or, le second terme du membre droit peut s’écrire (sans le facteur 2)

..=2 Pr<H.) [ 2 On...(S.,.4.X.,.)]
‘

i=1 i=i+1

=2 Pr(H,—)[”2011“.(Sn /—1Xni)]“‘2Pr(Hz)lîzÛnn.(sn,i—ilui)]: [r.—k,.
j=1 '=1 j=1

Bornons lc,
'

[…:—2 [Z P.(H,)ânn,(s,,,,_1x,,)] =}: P.—(H)onu(Sn,,_,Xw-).
j=l i=1 l'=l

Posons
Il

2 sup] JIU(X…)
.]
= s’,,.

i=1
. , .

'
’

1Les variables aleat01res X,…- forment un ensemble AI, , donc e,,-->o avec ;-
Un ensemble AL sur la catégorie d’épreuves C est, a farü'orz', ensemble A1, sur
la catégorie d’épreuves C.,, où H est défini par (1 1), comme on le voit immédia-
tement en se reportant à la définition de sup

|
DTU (X…) |. Le théorème B’

s’applique donc sur C,, avec a = C, et l’on a

2 DIZH(S…,_,X…)
Î=’ < &, où €—"—>1 lorsque n—> ooJRH(Snn C E'.." ’
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Par suite,

!:“
Z. 3Ïlu(Sn,i—1 X,…)

i=i
mH(Sä,n

  |k1 |: Pr(H)o1zu(sg,n) < Pr(H)«mu(Sä,n)%”

Bornons le, :

Ik“:
 i=1

n ; i

2 P…… [E 9na;<sn,Ï>ow<xn_,->]\-i=1

Puisquejé i dans cette expression,

| anni(sn,,—_iaw(xn,i)
| < Max'æt| s,,,,—_1

|
sup| anf<X,,,,—)

| < Csup| ow(x,,,,) |.iéi
Donc,

1

Ik: ! < C2 Pr(H;—)[Z sup] M’(X…)
IJ

< CeÇ,Pr(H).
f=1 Î=1 .

Finalement
|}: | < %Pr(H)anu(Sä,n)+CsÇ,Pr(H).

Portons dans (13); on obtient
252Pr(H) ŒIB(_S,Ë,H)èCZPr(H) — 2] k

|
èC2Pr(H)—

—C—
Pr(H)ûnu(Sä,n) — 2CsÇ,Pr(H).

D’où, en supposant Pr(H)# o,    l_îî"
mlu(Sä)n)à C2

213"
’

donc,
I+2e',',

on s:—… Î(E) Pr(H)é (Ca’) _ 28.
. I__(În

Pour C >o fixe, le second facteur du membre droit peut s’écrire 1 + a,,, où
1 . . , . .

e,,—> 0 avec ;- La borne am51 obtenue pour Pr(H) est ev1demmentvalable Sl

Pr (H) = 0. Et nous pouvons énoncer :

THÉORÈME E. — Lorsque,pour n —> oo ,

".

2 sup] m’(X…) |—>o,
i=l

on a
Dn(Sî,n)Pr Max|S…flèCîé C’ (1+sn) (C>ofixe), en—>o,avecl.

kân
' n
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. . . X- . -

Cas par:wulzers. — 801t X,…—= Êl’ a,,> o certain, S,,= X,+ . . .: X,,

(E) devient, en choisissant les a,, de manière que l’on ait, pour n ——> 00 ,

Il
: , 1

zz—r—L ? sup| 317. (X,) |—> 0, avec n’
1

on obtient
DR(SË) I + s,. . 1
—:—— —s ou E —>0 avec —,-

a;', C2 " ’ n'
(15)

Pr%/l£\i£axlS;.|èca,,âé

l. Prenons aï: 017.(Si); (15) s’écrit  (16)
Pr{MaxlSklèC\/ûlt(Sîl)! é ‘+f",

kén } C‘-

extension. directe de l’inégalité de M. Kolmogorofi°, que l’on retrouve en sup-
posant l’indépendance mutuelle des X,, laquelle entraîne e,,=o pour tout n‘.

"2. e,,=o, pour tout n, dans (16), si l’on. suppose suplJÏl’(X,—)l=o pour
tout :. Cette hypothèse est sûrement satisfaite dans le cas (P. L.)(P. Lévy[2]).

Loiforte des grands nombres. — Supposons toujours que les X,…- formentun

ensemble AI1 et de plus que ZDÏZ(X,;,) reste bornée par une constante L’
i=l .

finie, donc les théorèmes B et E s’appliquent.
Désignons par a la partie entière d’une quantité (1 > o. Prenons pour n les

valeurs -n: n.,= [q"], (v = 1, 2, . . ., g > 1) quelconque, et pour C les valeurs
n‘" avec 0 < y’< y quelconque.

Les relations (B) et (E) donnent alors

1

}4L‘l—t—s'n
".
!  

nY-Y' n’Y' ,,
I _ E l' ‘ -— a c —-Pl{nYËälsn,k|è (1+e,,),

ou{£ }—>o
ve n

Le second membre est, avec la valeur choisie de n.,, le terme général d’une
série convergente et le théorème de Borel-Cautelli s’applique. Par suite, pour
a > o quelconque et v suffisammentgrand 

Pr{ Max|S,.M>e,p=oourou.…}<e,nv+p kén…,,,

et la suite des ÏiŸ Max| S,,,K\ est fortement stable.
" K S n ‘

Pour pouvoir étudier les sommes S…, où nv_l_é n < n,, nous allons particu-
lariser. Supposons X,…—= Ë’(a,…èa,,> o. Le résultat précédent devient

1 1
'

.— Max [
S,.

|
—> o presque certainement.

”X a,. ké…
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_

Or,
S,,4Maxl Sk|kén

    
et

l l I_ > ”.,—3, à
n} n - q . u… a…,”

Donc
' S ."

——>o presque certamement.a…,nn’f ' .
THÉORÈME F. — Lorsqu’on choisit les a,…èa,,> 0 de manière que pour

Il
! '

1 ., ,“ '

n -+ “oo ? 2 sup0fl’(X,-) —> 0 et 55 EDTL(X;) reste bornee, alors converge
.

” t=1 " i=1 ["'/EW

avec 7 > o et q — 1 > o quelconques.

Cas particuliers. — Lorsque |X [< L const. finie, pour tout :, on peut
prendre a,“,: nL2 si

1
'

1(17) fil 2 sup|ow(X,)l—>o, avec ;.
'

1—1 S . . S .Alors (,; Y
-—> presque cerlamement et par su1te ;" —> o presque certamement.

n 5 +

Si sup|Dfl!(X,-)l: 0 pour tout i, (17) a évidemment lieu; cette hypothèse
est sûrement satisfaite dans le cas (P. L.) (P. Lévy [3]). On peut, d’une façon
plus générale, prendre aî= n'”!L2 , où B> 0, si

nG+I+B—)ZsuplmÙ(X1)|—>o. ‘Alors S”
1

. @+ +-Il

. . S .
—> 0 Presque certamement et PHP SU1lC, 7: —> 0 Presque CCPt&IÏI€-

ment pour {$< à

2. Événements. — Supposons X,—=o(A,-)—Pr(A.—), les A,—(i= 1, 2, . . .)
étant des événements. On a

\ X;\él et l’on peut donc énoncer- :

Lorsquepour n > ce
n

(—31+525up|
Dl‘U(X;)]——>o,

n
.

" t=x 
. l _ .la suzte A,— estfortement stablepour @ < 5 et f,,-——f,. est, presque certaznement, un

-- . .
“ , ' | ‘ %—-3—* \ '

mfimment peut d‘ordre superæur a celuz de n- ', ou y > 0 est ausszpetit que
l’on veut. “

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 1945.
.
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Pour {3
= 0, on a un résultat aussi voisin que possible de celui de Bernoulli-

Poisson. Pour @: â
— y, on a encore la stabilité forte.

3. Appliquons au théorème de Glivenko [l], [2] que M. Cautelli a qualifié
de théorème fondamental de la statistique (1. p. 10).

Soient une variable aléatoire X et X. , . . ,X,. ses valeurs dansn épreuves
dépendantes ou non. Désignons par A,-(æ) l’évènement

.
A.-(æ) : X,-< sa (ce nombre certain fixé).

La probabilité de A ,(æ) évaluée a priori n’est autre que la_fonction de répar—
tition F(æ) de X; la fréquence F""(a:) des événements A.-(æ) dans les
n épreuves est dite valeur empirique de F(a:) dans ces épreuves. Le résultat

. _ ‘ . . . 1 , . , .

qu1 precede dev1ent101, en prenant @: 5
—— y et de51gnant par F,(æ) la fonc-

tion de répartition sur la premièreépreuve, le nombre des événements A.(æ), . . . ,
A._.(x) étant connu :

Lorsque

ËESUPIFÊ(Œ)—Fi(æ)l—æo avec
;î—

(y>ofixe)
i=l

aussi petit que l’on veut, on a

(18)
’

F\”l(æ) — F(æ) —> o presque certainement.

Ce résultat permet d’étendrele théorème de Glivenko aux épreuves sur X liées
conformément à l’hypothèse ci-dessus. En effet, la démonstration de ce théo—
rème, donnée par M. Fréchet (2, p. 260—261)pour les épreuves indépendantes,
s’applique en tenant compte de (18) et l’on peut énoncer :

THÉORÈME G. — Lorsque,pour n —> oo

Il

,..‘_. 2 ami F:—<æ> — M)
| +0 (. >'o fixe),

l=1

 
la probabilitépour que la fonction aléatoù_e F‘"’(æ) converge, lorsque n croît,
vers la fonction certaine F(æ) uniformémentsur tout l’intervalle (—œ , +00)
est égale à l’unité.

Nous croyons que ce résultat présente un intérêt pratique.

CRITÈBE. — Nous allons, par une méthode qui s’inspire directement de celle
de M. Kolmogorofi‘ [3], établir un critère pour la loi forte des grands nombres,

0 . u ‘ o u , . X \et ce01, dans deux directions a la f01s. Les variables aleat01res ”If" a moyenne
nulle, au lieu d’être mutuellement indépendantes, seront un ensemble Al,. De
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plus, la suite {a…}, au lieu d’être Celle des entiers positifs, sera seulementsup-
posée non décroissante et telle que l’on puisse en extraire une suite {a…}
où—— —+ et > o fixe, lorsque : -—>œ. Remarquons que si —— —> 1 et a,, —> oo ,

an;+; an+l
comme c’est le cas pour la suite { n } , on peut toujours extraire d’une telle suite une suite partielle {a,,} telle que”"‘ —> «, 01 étant un nombrearbitrairecompris

"l'-+1
entree et 1.

Nous utiliserons le lemme banal suivant :

‘ b,,
Luna. — Lorsque, pour n -—> oo,

,n—b—- —> a avec 0 <<): <,1 !)> 0, on a 
où B > 0 est un nombre borné et I; assez grand.

Nous n’en donnons pas la démonstration.
Passons’aucritère.

THÉORÈMEH. —— Lorsqu’on choisit les a,! de manière que

(°!) ' O<an<a… et ll eæiste une smte a telle que: —> a > o fixe lorsque i —+ oo;a"i+l

. l 1(fi)
_ 5.2 suplûn’(Xi)l—>o, avec ;}DTL(X,)=O|,

t=1 ' ‘ 
oo, en posant_aÿ=âfl(Xf),

P'S-/\!“quä
(Y) Ecl—

‘

‘
i=l 

S 1 .alors ——", —-> 0 avec — presque certaznement.un n

-On a, C > 0 étant un nombre certain fixe,

P__-—'-

Pra—{
’—S"’ > C, pour au moins un n tel que n,én

<—n,+,}

éPQ= Pr} |S,,| >Ca,,, — » » » }

Enposant PN= Pr} -%‘- > € pour au moins un nèN ,

PNéZ P;éE P}, avec a,,yéaN< a,,_….
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Or, on voit aisément que, pour [ assez grand,

3—,Z 9
. °"

li’<”i +1

1>Pîé O :Nul

A constante finie indépendante de 1'.

Donc,
p.
NéàEà[/Eaÿ]<â—,Z [2_][ 2 ,]iè7 '<"i+1 IrèY ièk nk=/=i<mfi.l

D’après le lemme 
 
1 A’ .2 ? é a , pour k suffisamment grand (A' constante âme).

i>k "' ”
Par suite,

AA’ 1 AA 0-?
PNA__ 2 —..———— 2 a? _4_ —.— —L , pour \) assez grand.

C2 af,,… ’ (} af .

k>_v "ké/<”k-H — i>_m

. , s .

Quand N —>œ, n.,—>oo et le dern1er membre tend vers zero, donc ?; .—>o

! . !Presque certamement avec — -Il

Caspartz‘culiem. — 1. Lorsque a,,= n, on a, sous les hypothèses (Q) et (y),
une convergence presque certaine des X,—, en moyenne arithmétique. Si l’on
suppose que sup |JÏU(X-)|=o pour tout.z, ( B) a lieu; cette hypothèse est
sûrement remplie dans le cas (P. L. ) (P. Lévy [3]). _

"2. Lorsque les X- sont indépendantes, on a le critère de M. Kolmogorofi‘
pour a,,= n. Pour a,,;£ n, on a son extension immédiate.

M. Kolmogoroff a montré par un exemple [3] qu’à toute suite divergente
'aE(TÏ> , on peut faire correspondre une suite des X,, OÏL(X,-): 0, ne conver—

geant pas presque certainement vers zéro en moyenne arithmétique. On voit
immédiatement,enmodifiant cet exemple d’une manière évidente (n remplacé

,, . . -1 au * .par a"), qu a toute su1te d1vergenteZ (E.) correspond de même une su1te de
n

,

variables aléatoires X,- avec 1m(X,-)= o telle que ëË_—n'—Î}—"- ne converge pas
presque certainement vers ZéI‘O.
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CHAPITRE III.
TENDANCE, CENTRALE.

_ On connaît le rôle fondamental, en théorie des probabilités et en statistique,
de la loi de Moivre—Laplace, ou loi de Gauss, ou loi limite centrale. On
l’obtient, sous des hypothèses assez larges, comme loi limite de sommes de
variables aléatoires convenablement normées lorsque le nombre de celles-ci
croît indéfiniment.

Indépendance. — Premier stade : De Moivre est le premier à avoir établi,
en 1732, ce résultat dans le cas de Bernoulli. Laplace en a montré (1780) la
généralité et l’importance et a pesé le problème sous une forme beaucoup plus
large que ne l’a fait, après lui, Gauss.

Deuxième stade : Tchebichef, puis Markofi'en ont donné une démonstration
rigoureuse. Mais ils supposent essentiellementl’existence des moments de tous
les ordres des variables aléatoires considérées.

Troisième stade : En 1901, Liapounofl' démontre le théorème limite central
en ne supposantque l’existence de trois premiers moments, puis seulement des
moments d’ordre 1 , 2et 2 +, > o fixe quelconque. En 1920 et 1922 , Lindeberg,
par une méthode qui s’apparente à celle de Liapounoff, peut n’admettre que
l’existence des deux premiers moments. En 1922 et 1923, M. Paul Lévy,
utilisant la fonction caractéristique que l’on peut faire remonter à Cauchy et
Lagrange, donne une démonstration particulièrementélégante sous les mêmes
hypothèses. Enfin, en 1934 et 1935, M. Paul Lévy et M. W. Feller donnent,
toujours dans le cas de l’indépendance, les conditions nécessaires et suffisantes
de tendance centrale. Ils ne supposent plus, a priori, l’existence des moments.
De plus, alors que leurs prédécesseurs (voùipourtant S. Bernstein, ci—après)
ont toujours employé comme facteurs normants les écarts—types des sommes
des variables aléatoires considérées, eux ne s’y limitent plus. Ces résultats ont
été obtenus par W. Feller, en utilisant la méthode des fonctions Caractéris-
tiques et, par M. P. Lévy, par des considérations très fines de probabilité.

Dépendance. — En 1926 M. S. Bernstein [?.] démontre et développe un
ensemble de résultats qu’ila publiés en 1922 et qui daterait de 1917. Dans ce
Mémoire on trouve quelques—unes des idées les plus importantes qui ont été à
la base du développementconsécutifde la théorie des probabilités. La méthode
employéesystématiquementest celle des fonctionscaractéristiques.On y établit
le théorème limite central pour des variables aléatoires que M. S. Bernstein
appelle presque indépendantes; il suppose l’existence des trois premiers
moments. ‘
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En 1935- 1936, M. P. Lévy établit un théorème moins général que celui de
M. S. Bernstein, mais par la méthode de Lindeberg. '

Nous allons établir le théorème limite central pour des variables aléatoires
liées ou non, sous des hypothèses aussi larges que possibles. Le théorème fon—

damentalque nous obtenons renferme comme cas particuliers toutes les propo— '

sitions obtenues, depuis 1900, et relatives aux conditions suffisantes de
tendance centrale. Nous le ferons par les deux méthodes précitées—et convena—
blement modifiées. Remarquons que nous avons ainsi, entre autres, une
démonstration directe, par la méthode de Lindeberg, des conditions suffisantes
les plus larges dans le cas de l’indépendance, obtenues par Feller à l’aide des
fonctions caractéristiques. De plus, nous obtenons la loi des grands nombres,
pour des variables aléatoires liées ou non, dont on déduit comme conséquences
les résultats les plus généraux, relatifs aux variables aléatoires indépendantes,
établis par Kolmogorofi‘puis élargis par Feller.

I. — Loi de Moivre—Laplace.

Problème et méthode. — Considérons la suite de sommes de variables aléa—

toires S…, S…, ...
Sn,n=X",l—l—XÆ2+….+XMH (n=1,2, .),

les X…, i: 1, 2, . . ., n, étant des variables aléatoires généralement liées.
Soient, d’autre part, des variables laplaciennes Y,…—, i: 1 , 2, . . ., n; n = 1 , 2, . . .,
indépendantes entre elles ainsi que des X…, avec

ÜR(Y)n,1= O, Dll.(Y,,yg)—'__ O’,ÎJ '
et puisqu’elles sont laplaciennes,

- [; .(l) Dn'lYn,il3= —=O‘;:y,—.
\/21t‘

Posons
U,,,,=Y,,_,+Y…+.…+Y,….

_

'

Nous allons évaluer une borne supérieure de l’erreur commise sur la fonction .

de répartition de S,, ,. si l’on en remplace les termes par les termes correspon—
dants de U,…. Cette méthode, due à Lindeberg [i] et perfectionnée par
M. Paul Lévy [I], se base sur l’emploi d’une variable aléaloire auxiliaire Z
qui régulariæ la fonction de régularisation étudiée et dont l’introduction
remonte à Liapounofi'[1]. Cette régularùatzbn sans déformatzbn sensible de la
fonction de régularisation s’exprime par les deux lémmes suivants (voir pour
démonstrationdétaillée Hadamard Ill), dus à Liapounofi‘ :‘
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Leman I. — Soient Z et Z’ deux variables aléatoires indépendantes dont la pre-

mière est bornée. On peut choisir et su_flîsammentpetit pour que la loi de «Z + Z’
dfière aussipeu que l’on veut (_ 1) de la loi de Z.

Litqu Il . — Si, de plus, la fonction de régularisation de «Z admet des dérivées
de trois premiers ordres bornées en valeur absoluepar k., lc, et [C:“, respectivement, .

la fonction de régularisation de'aZ+ Z’ admet également des dérivées de trois
premiers ordres bornéespar les mêmes quantités.

'

\Les conditions & imposer aux X,…— pour que la loi limite, pour n—>oo,
des S,… existe et soit laplacienne, apparaîtront naturellement. Nous éviterons
donc de faire des hypothèses préliminairessur les X,…—, en particulier, nous ne
supposerons pas l’existence des moments.

Borne. —— Le premier indice n ne sera pas marqué dans ce paragraphe, étant
bien entendu qu’il ne s’agit que d’une simplification d’écriture. Les probabi—
lités relatives à X.— lorsqu’on connaît S… seront accentuées, les probabilités
a priori ne le seront pas. Le préfixe sup indiquera la borne supérieure des
quantités accentuées, relatives à X,, lorsque la valeur réalisée de SH varie.

" Soit
_

F;(æ) : Pr(X,—< a:),

Pr’ (X.—< et) représente la probabilité pour que l’on ait Xi< a:, évaluée sur la
catégorie d’épreuves où l’on connaît la valeur réalisée de S….

Posons
G;(æ): Pr(Y,—<x)

et
_

(Di(æ): Pr(Y.-+l+ . . .+ Yn+ ozZ < x).

D’après le lemme II, on peut écrire ((I)’ et (I)” représentant respectivementla
dérivée première et la dérivée seconde de (l))

_

r2 ” @*:z(D.(æ-g) _=oz(æ) — go; (ac) + äo, (a:) + k3-3-î—.
|é(x, &)

1
< 1.

l°î(â«")lék1l®i(fvllékæ l®£"($)
l
gifs,

et k. , k,, Il3 sont indépendants de i.
On a donc, a < 0 étant quelconque,

P}(æ)=Pr’(Xi+Yî+î+" . .+ Y,,+ ozZ < a:)
+»

=f i(æ—Z)dFZ-(ä)= ®t(w—ë)dFî-(î)
——=o iE|>E

7"! >':;+ [dn<x>—æ®:<æ>+%@:'<æ>+k.6%]dFæ<ît15145
' 2- 3.

Ces intégrales existent, (I),— et F, étant des fonctions de répartition.

(‘) Voir l’O. c., pour la signification précise, ainsi que pour l‘application que nous en
ferons à la fin de la démonstration du théorème fondamental.
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En remplaçant

f dF} (E) par la quantité égale 1 ——‘ dF} (E),
<El4e lE\>e

on obtient ‘
P:<æ>= [' [®+<x —a> —®:<+>1dF:<æ>+@<æ>—«>:<x)' àd‘F;<z>

- <E<>e lEléê

+ ŸL(—””—’
a=Æ:—<a>+% ea=dF:—<a>.

lElé£_

2 ma ,
.

,

D’autre part, -

_

.
,-

…._.;.

P,(æ)=Pu(Y,+Y…—i—… .+Y-+aZ<x)=f:@,(x—g)d_G,(æ)

=f °°[dn<æ>—a®:—<5>+€®<<a>+k;9ä]dG:<æ> II +”
=‘D-(æ)+ @ (x)“;_+%f 93“dG{(æ),

car f+œ EdG (æ)-—_ JR(Y): o, par hypothèse.
Fo?iimns la différence

6; <æ>:= P: (x)“ — Pi<æ>
.

“= [®(æ—E) — dn<æ)] dF: <a> ——

02(æ)fleléefidFZ-Œ)|E|>E
(Mm) ,;Œ & ___, , , __

—+*
:3 ;

ft _1 {f…} .<a>— °Ê]+ 6 ”3.40” dF,<ç) ] 0,
d<h<æ)]-

 
Par suite, et en utilisant —1(), on obtient pour 8'(x) une borne

indépendantede .1‘,

-lô(x)léô'=dF1(Ç')+ktlfwma>|+’€.f_é ?dF:<t>‘—«f' IEI>E lié! ’ 4e‘ '
 

kg k3 461+—€ 2dF;
+—6—'—2='

Passonsà
A,—(n)=' Pr(X,+…Ç+X,-_,+X,—+Y;+i+.…+Yn+az<x

-—Pr(X,+….+X…+Y,-+Y…+…..+Y,,+aZ<x,'
ou ‘

+»
A,(æ)=f‘ 6;(æ-5)‘dh(X,+….+X…<g).

Donc
|A:(w)lésupôî=A°=—sup dF<<ç>+k+sup [‘EdFî(E)||Eu>e Eél 

ka _4_"°'i _

6\/2——1r
+kzsÎ up +—esupfléE‘dFQ(E)+—

  ['

E’dF2(E)—aê
lä|éfi
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Nous pouvons maintenant homer

A(æ)=Pr(X1+. . .+X…+aZ<æ) — Pr(Y{+… .-+— Y…+aZ<æ)

par une quantité indépendante de a:, car

A(æ)=2A,(x).
l=l

Donc} en rétablissantpartout le premier indice n, 
;

|A…(æ)léA…=Zsup dF’,,,,-(E) + lr;Esup
i=l IEI>E i=1

n
[ "; ! »+-k,Esup [ â'an,i('ä)'—aâJ

_

2 lîléêi=t

 

  

 

] fidFa,i<a>|lîlé‘£

  . l\‘l3
"

‘
- -. k3 & '

n

. + —€ Sll r2dF'm (€) + "“ ': Maxa… O':,_:

'
6 ;: P lEléË—q

l 6 W”? té» ë
Théorème fondamental. — Cherchons des conditions suffisantes pour

que A,.(æ) tende vers zéro, avec %, uniformément par rapport à :p. Il suffit '

que A,. tende vers zéro. Nous supposons en premier lieu que, pour n —>oo et
tout e-> o, les trois premiers termes de A,, tendent vers zéro

‘
v

' \
Il

@
_

Esup .!gléadFW) +o,
i=l

@
'

f zsup
!=:1  

[ £dF’n,zŒ)l _…,
lËléal—

  

et - \

© ‘ Esup f Çg’ng'i(î)—aâ,i ——>o.

[=]. |Elée /

D’après @

2supÆléegzdF;i(g)_Za3,,_4â'sup
—>o

l=1 i=l  [ 5=dF'n,i(a> —
af…-lîléE '

 

Donc, si l’on suppose, en outre, que
“ n

®_,
. .

_

2aâ'i=aâ_>gefixe (O<a<œ)
.l=l ‘ .

Journi de Math., tome XXIV. — Faso. 4, 1915.

l
avec —- -

Il
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on a, pour n assez grand,
n

2 sup E’d FL,—(5) < a”+ s',
|Eléei=1

où 5’ est aussi petit que l’on veut.

Alors le quatrième terme de A… c ’est-à—dire —eË supf E’dF'…(E) est
’

i=1 Elé€
aussi petit que l’on veut avec a > o suffisamment petit. @ entraîne, a fanion,

  

aZ,1—- supf E’dF’,…(g)< sup f E‘*dFÇ…(E)— a}… —>o avec -l-
‘ 15146 l€léê "

uniformément par rapport à 1. Or,

] :ædFz,,-<a>és=, .

|Eléê '

donc Max c,, , est aussi petit que l’on veut, pour n grand, lorsqu’onprend e>o
i<n

suffisamment petit.
4

Enfin, le lemme Il montre que l’influence de «Z sur la loi de S… peut être
rendue, à son tour, aussi faible que l’on veut par un choix convenable de «. Et
nous pouvons énoncer :

THÉORÈME FONDAMËNTAL. — La loi de S… tend vers la loi de Moivre—Laplace à
moyenne 0 et àfluctuation a” quand, pour n —> oo , etpour tout a > o,

Il

@ Zsup dFz.,—<a> '+o,
lîl_e

fl 4£dFzz,z—(a>|+o,Il &

i=1

@ É Sllp
i=l  

et, pour chaque valeur de $., s’il existe des quantités si), telles que

  

n

@ Esup f E2dFÇ,,1(£)—of… +o,
-_ lEÏéal...].

_

Il

@ ZUS,;—>aî fixe (o<a<œ).
i=l

Remarque. — Si a: 0, il existe une loi limite, mais celle-ci est dégénérée à
l’origine. Nous examinerons ce cas, en détail, plus loin. .
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'

. . X , . .Cas partzculzer. — Posons X…—= ;‘ , a,,> o, DTL(X,—)=o. Le theoreme dev1ent :
n .

. S '
. . . .La [oz de (.; tend vers la [oz de Mowre—Laplace a valeurmoyenne 0 et a fluctua-_ ,, .

tion a“ quand, pour n —> co etpour tout a > o
' . \

2sup ] dF2<æ> [ am<z>
… |El>ea. |E|<e«…

etpour chaque valeur de s, il eæz'ste des quantités a? telles que
n

’

.

._ 1-— su ”d F'( — a’
“"‘,ë, ? _L|éüflâ

lE) :

Indépendance. — Supposons les X,…—(i= 1, 2, .. ., n) indépendantes entre
E” dF,,,—(E) de manière à satisfaire a@. Le théo—

-—>O,
  

n
1—>0,

a—* E
sup

Il l=l  

n
!—>o,

a—._, EaÏ—>a’fixe (o<a<oo).
Il

l—-1  

elles, et choisissons ci,:
." .

'

|E|é£
reme dev1ent :

Pour Que la loi de S,… tende vers la loi de Moz‘vre—Laplace( à moyenne 0), il
suflït que l ’on ait, lorsque n —> 00 ,

2f dF…(E)—>o, Elf an,i(fi)l—>olEl>£ i=i' l5lée -i=‘l
et

IlZf 'g‘—'dF,…(E)—>fi.
i=l lEléä

Prenons desvariables aléatoires 'à un indice X,- avec JR(X,—)=o et posons
' X . , , . . . ,

X,…-= ZÎl (a,.> o) certa1n et a: 1. L’enonce 01—dessus dev1ent celui du theo-,, .

rème de Feller [11] que ce dernier a établi au 'moyen des fonctions caractéris—
tiques. Ainsi nous en avons une démonstration plus directe. On pourrait
d’ailleurs transcrire la démonstration du théorème fondamental pour ce cas
beaucoup plus simple. Remarquons qu’en un sens, précisé par Feller, les
hypothèses faites deviennent, non seulement des conditions suffisantes mais
encore des conditions nécessaires de tendance centrale. Ainsi, dans le cas par—
ticulier de l’indépendance, le théorème fondamental en donne le meilleur critère
possible.

Autre démonstration. —— Revenons au cas général et posons

f d Fh,i(Ë,): P—h,i: [|El>e ' !“ é— |f ed F.,.(æ: of…—+ n'...l5lés

d Fh,i(E): ”lui)
5
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Les hypothèses du théorème fondamentals’énoncent alors :

Lorsque n —> 00 , on a, pour tout a > o,
II

(1)*
__

Esuppfi,…—+o,
!=!

(a) i 2 supv',,_,-—>o,
!=1

et il existe des a,Î_, tels que
n

(3) Zsupnh,t—+o,
l=l

(4) 20“Î…=af,—>c’ (o<a<ao).
I=l '

Nous allons démontrer rapidement, par la méthode des fonctions caractéris—
tiques, que ces conditions suffisent pour assurer la tendance centrale de S,.,..

En omettant provisoirement les indices n et :, @ désignant une quantité
bornée quand t varie et JÏ‘U ayant la significationdéfiniep

'

/ "X: +”
115 F : iE F’

\ '

nE !
gm_(e

) f_ e d (5) f…éf'd (£)+
lEl>=e

dF(E)

: eî‘5dF’ (5) + d F’ (E) + it Ed F’ (E) —— £ E‘dF’Œ)
|Eléa |

* |E|éælE|>E IE 45

6
92,3dF’(E)

lElés
_

2= <eüE—x>dF’<æ>+ 1— —‘Îa=— in’+ i‘f EdF’(E)
lEI>E 2 .'2 lfilée ‘

3+
%

egadF'(g).
|Elée

Donc, en rétablissant les indices

Dn.’ (eüx":i): [ _ %O‘âg—i— ô,r|,i

avec, pour
|
t

[ 4 T quelconque fini
, T“'lan,iiéAn,i=2Fn,i+Tlvn,ii+m{Inn,il+“gs(lnn,li+vnfli)

D’où,
. . . . t2 ‘ '

.m(eflsm-): on (eus__.._.e"xmi): on [ eusu.s-aan'(enxu,a)]:
<1

—
—2— of…)

au(diS—a—x) + A…

où .

A,,,,=on (eus…_, 6',,_,)

et, par suite,
iAn,l

| é 5“PAÂ,i: ôn.i-
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'

A partir d’ici il suffit de rappeler (mais avec deux indices) la fin de la démons—
tration du lemme fondamental de M. S. Bernstein ([2], p. 23). En posant

[2 .,. 12 2(Pn.i= l'“;_°n,t '" l_—2'an,l ;

Il
on a

Ah,!
_3n (eus…): <?n,n+ ?n,.n _

l—t
Ÿn,l

Comme”
 

?M
‘Pn.t  

< 1 , il en résulte que

| on (eî'Sn-n) — cp,, ,.
[ <2 a,…

i=1

D’autre part, on a vu dans la première démonstration que Max a… est aussi
i__4_n

' petit que l’on veut avec a, quand n L> oo.
' D’après les hypothèses faites, on a alors pour n —> oc,

. .

, " . "\ —-—°"

Zü…——>o et cp,…—>e ’
' i=i

Ainsi
[:

. ——0'
11m DR(e“5m-)=e ’ . C. Q. F. D.

ll—>n

Introductiondes moments. — Supposons l’existencedes DTU (X…)et 0TL’(XZ,)
ainsi que celle des JI”L(X,,,,-) et DTl(X,Ï_,). Nous poserons JR(X,…—)=o, pour
simplifier l’écriture.

On dira des X,…—, i=1, s, ..., n, qu’elles forment un ensemble à indé—
pendance asymptotique absolue au deuxième ordre ou ensemble AI2 si,
lorsque n —> oo ,

'

Il

@ - 2 sup
i
mv(X…>l & 0,

i=1
n

@ 2sup |
aw (Xà,) _ an (X}_,)

| —> o.
:!

Nous pouvons énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Lorsque les X,,_,—, i: 1, 2, . . ., n, forment un ensembleAl,, pour
que la loi de S,… tende vers la loi de Moz‘vre—Laplace (_ à moyenne nulle), il suflït
que pourn —> co et tout > o, -

© ' '

2sup 52dF'…<æ> —> o,
. !=! IEI>E

n
'

EM(X…,)=aâ—>a’ fix“e (o<a<oo).
l=l
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En effet, la condition @ du théorème fondamentalest satisfaite car

. 1 , ,.[ dF:…<&><; E’an,t(ç)-
|E|>e ‘ |E|>s

Donc

Esup dFç…(g)< %Esup ?dFÇ…(E)—>o avec l.
,=. |E|>e 8 ”,=1 |E|>e "

La condition @ est satisfaite car

[ adm.—<a) = on’<X…» — [ £.dF'…(:t
lElés lEl>€

‘

|
fl|4_îdF'n,r(E)/lél9‘1’(Xn,t)| +| wma].lE|>E

et, par suite,

É sup
i=1 f de:,.(£)|.IE|>E  

«*dFÇ, (*)l4 suplûîU(Xn_i)I-F sup
@ ,: ç _

Or, le premier terme du second membre tend vers zéro à cause defi); le
second est inférieur à

1
2 '

_ :— _1_
-£- Esup/lçl>sä

dF,…(ç), lequel -—>o avec n
1—1 "

2La condition @ est remplie car, en choisissant aî,i= 3î‘((X,,),),
Il Il

2 sup
|
mm,» — JR(Xä,.-)

| —Z supf ?: .; F$.,z(ë)
lvl >5z=1 i=l

[ & dFz.-<a> — .,z,,
. lslé’  

éË‘flP'D‘I’<XÂÏ. —°‘î<Xâäl+Esup
'

com.—(z),
i=1 l=l lEl>E

et les membres extrêmes de cette double inégalité tendent vers zéro à} cause
de @ et de @.

Enfin, la condition @ est équivalenteà @ à cause du choix de c,î,= 3R(Xâ,).

Cas particuliers. — Prenons des variables aléatoires X,—, l': I, 2, . . ., avec.

OTL(X,-)= 0 et posonssi:2 JÏZ(XÏ). [On pourrait prendre sî= JR(SZ), les
t:!

résultats qui suivent subsisteraientaveco,,—> I.]
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Forme Lindeberg. —— Pour X,…—= Ë', la condition est automatiquement
‘ "

satisfaite avec G,: a = 1 et @ est équivalente à

1 ,, , 1

(141). Ez—Esup E'd 1(E)-—>O avec
l—l.

.

*

, " ,-, |E1>Es.

Cette condition se réduit à celle de Lindeberg lorsque les X,— sont mutuellement
indépendantes.Nous avons ainsi un résultat analogue pour des variables aléa—

toires liées satisfaisant à @ et @ qui deviennent ici. Lorsque n -+ oo ,

l 1 '“(L,) - 525upûtt’(X,)—>o et
3‘Ï

25upûlt’(Xî_,)— Dlt(XÏ)—>o.
l=1 i=l \

Forme Liapounofl”. — Supposons maintenant que les JW
[
X,-l(i= 1, 2, . . .)

existent pour une certaine valeur de lc > 2 et que
\

_ _ n
, 1 ' ' 1(L,) s—,£:Zsupûfl’lX,l"—>o avec ;-

l=1 "

Nous avons alors
71 n

1 I
“2 “P ËdFlŒ)—éîS_î—î sup lîkl"dFê(î)s,. ë, …>s.,, & sn ê l5l>êa'…

/ I .
1&

al‘—235
EsuPm, | Xil"-—>0 avec

72—-

i=1

Donc (Li) entraîne (L.) et, par SUÎt€, (L:) et (La) assurent la tendance cen-
.trale de S…. La condition (L',) se réduit à celle de Liapounofl‘pour les X,-
mùtuellement indépendantes.

Pour Ic=3, ce résultat a été obtenu par M. S. Bernstein sous des hypo-
thèses un peu plus restrictives.

Les hypothèses de M. P, Lévy réalisentles conditions (L,) et (L,), non
plus avec n —> 00 , mais, pour tout n fini. En effet, il suppose :

I° que .m.-,<X,-): JÏÏ.(X,—): o, DÏZ,_,(XÎ)= JÏI(XÎ): o, d’où (L2);
2° que pour chaque valeur de >o, %— <s pour tout zén et n suffi-

samment grand, d’où (L. ).
n ‘

Application aaa: événements. —— Soit A,— une suite d’événements liés ou non.
Posons

’

x,: 1(A,) _ Pr(A,-), R,,— Ë,,= s…

si:20û(X;—Î1)2=2Pr(Ai)Pr(Âl), .
il l=1 !=!

et supposonsque s,, —> ce avec n. .
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Les variables aléatoires bornées X,— satisfont alors à (L.). Les conditions (L,)
deviennent ici :

'

1
‘

-

;;Esup| Pr’(A,) — Pr(A,)
|
—>o,

l=1

E‘,Zsup |
[Pr’(A,—)_ Pr(A,)][1_ 2 Pr(A,)|

| _> o.
i=1

Comme s,,——> co et |1 — 2Pr(A,-)|< 1, la seconde de ces conditions est
remplie dès que la première l’est. Ainsi

.
THÉORÈME. — Lorsque,pour n —+‘ oo

‘

sin—Esup |
Pr'(A;) — Pr(A,)

| —> o,
i=1

. R,, _ P.,. '. . , .la la: de —— tend vers la lq: de Mowre—Laplacereduzte. -\s,,

Remarque. —' Si Pr(A,—)=p, constante différente de 0 et 1, rfi: npq et sous
la condition

Il

ÈZsup] Pr'(A,—)—p!—>o,‘
i=l

on a une extension directe du théorème de Moivre.

Il. — Dégénérescence.

VARIABLES ASYMPTOTIQUEMËNT NÉGLIGEABLES. — I. Commençonspar la recherche
des conditions dans lesquelles un terme X…;k fixe, (n= lc, Ic—l—r, . . ) des
sommes S,… (la k“"“° colonne du tableau T du chapitre III) ne modifie pas leur
loi limite pour n —> oo . Dans le cas de l’indépendance, il en est ainsi si ce terme
tend vers zéro, en probabilité. Mais s’il y a dépendance, rien ne permet, a
priori, de le négliger, car si sa propre contribution à S,… devient négligeable,
il semble qu’il peut ne pas en être ainsi quant à son influence possible sur les
autres termes des S,…. Nous allons voir pourtant que l’on peut agir comme
dans le cas de l’indépendance.

Soient A, B, G des événements liés ou non et U l’événement certain.
On a ' '

Pr(AB): Pr[A(U _ È)] : Pr(A) — Pr(AË),
donc

Pr(AB)è Pr(A) — Pr(Ë).
Supposons

ABC C,
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ce qui entraîne Pr(AB)éPr(C)
et, par suite, ‘

_Pr(C)èPr(A)—Pr(B) lorsque ABCÇ.
Particularisons ces événements.-

1. Soient X,. et Y,, deux variables aléatoires liées ou non, x et y deux
nombres certains et .

'

‘ A : l’événementX,.< «: —y,
B : l’événement Y,,éy.

. L’événement AB entraîne l’événement
C : X,.+ Y,, < a:,

donc .

_
— Pr(X,,+ Y,,<æ)èPr(X…<æ—y)—Pr(Y,.>y).

2.* Désignons maintenantpar
A : l’événement X,,+ Y,l < a:,

B : l’événement Y,,è z (z nombre certain ).

L’événement AB entraîne l’événement
C : X,,< &: — Z,

donc
Pr(X,.< æ ... Z)èPr(X,,+ Y,,< x) _ Pr(Yn< :).

Nous aurons ainsi la double inégalité
Pr(X,.<æ—y)— Pr(Y,,>_y)'éPr(X,,+ Y,,< a:) é Pr(X,,< x—z)+ Pr(Y,.< Z).

Posonsy = c + 0, z = c — o, 0 nombre certain.
La relation obtenue devient “

— Pr(Y,.>c+o)éPr(Xn+Y,.<æ) — Pr(X,.+ c <a: i o)éPr(Y,.<c—0).

a: — 0 étant pris pour l’inégalité de gauche et $ + 0 pour celle de droite.
Désignons par X,,—L> Xla convergence de la loi de X,, vers celle de la variable

aléatoire X lorsque n —> oo , c’est-à—dire Pr(X,,< œ) —> Pr(X< x) sauf,
peut—être, aux points de discontinuité de Pr(X < œ). ‘

Faisons croître n indéfiniment.
Lorsque Y,,—> c, Pr (Y,, < 0 — o) et Pr (Y,,> 0 + 0) tendent simultanémenl

vers zéro, donc
' Pr(X,,+Y,,<æ)—Pr(X,,+c<x10)—>o.

Si, de plus, X,,—L>X, alors
Pr(X,.+ Y,. < $) ——> Pr(X + 0 < x),

Journ. de Math., tome XXIV. — Faso. 4, 1945.
‘ 38
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en tout point de continuité de cette fonction de x, donc
x,,+ Y,, i; X +' c.

Si c’est X,,+ Y,, qui —L> X + 0, alors
Pr(X,,+c<x50)—>Pr(X+c<æ),

en tout point de continuité de cette fonction de a:,
LX,,+ c —> X + c,

et, par suite,
LX,, —> X.

Ainsi :

LEMME. —— Lorsque,pour n —> oo , Y,l " c, pour que l’on ait
LXn+ Yn "> X + C,

. . L . . . .ll faut et ll sufit que X,,—> X, et 0601, quelle que sozt la lzazson entre X,. et Y,,.

En particulier, lorsque Yn—L>o, la loi limite de X,,+Y,, est la même que la
loi limite de X… si celle—ci existe. Par suite, lorsqu’il s’agit des lois limites des
sommes de variables aléatoires liées au non, on peut négliger les variables
aléatoires en n0mbrefini qui tendent vers zéro (en loi). D’ailleurs, si au lieu de
tendre vers zéro, elles tendent (en loi) vers des constantes déterminées, les
négliger revient simplement à déplacer l’origine d’une quantité finie.

11. Si l’on peut prouver que les sommes partielles de certaines variables
aléatoires, dont le nombre croît indéfiniment (une infinité de colonnes du
tableau T du Chap. 111), tendent vers zéro ( en loi), le lemme qui précède
permet de les négliger. Or la loi de Moivre-Laplace à moyenne nulle et à
fluctuation nulle dégénère à l’origine. Donc, 'en prenant a: o dansl’énoncé
du théorème fondamental, on a précisémentles conditionssuffisantescherchées.

Mais dans ce cas, les conditions @ et @ du théorème fondamental se
simplifient. Écrivons-les ici : il existe de ci), telles que

@ É…p
i=l

—>Of…4
edFt,i(z>—azi

__E

@ Eafi),——>o.
l=l

  

n

-25up
i=1 f E*dF‘n,i('ä> — «:.:

| Eléa

n n

z2dFz,i<a>2atiéz sup
‘ i=1 i=1   lElés

42 sup
…4

g=dF'n,(g) +2aä,.
&_ :=!l= '
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Donc, pour n —-> oo ,

n

Esup E*dFh(E)—>o.
lËléai=l

. , . - .Fmalement, nous pouvons enoncer la loz suzvante des grands nombres :

THÉORÈME. — Lorsque n —> oo , pour que la loi de S,… dégénère à l’origine, il
sufiït que, pour tout s > 0, on ait

n
‘

71

E…; dF',…(E)—>o, 2supf dF',,,;(E)—>o
,… |El>s ,=1 lElée

et

gadFç…œ>+…

On peut démontrer ce théorème directement; les deux démonstrations du
théorème fondamental se simplifientbeaucoup ici.

. . X .(Jas partwulzers. — Posons X,…-=
a—‘

, a,,> o certam et M(X,-): o. Les
conditions obtenues s’écrivent alors, pour n —> co et tout s > 0,

f dFÇ-(î)
lEl<£”n

I
—_,

E su "‘—’dFÇ-(î)—>o.
a; Pfilléâa…çi=1

n Il
I I ’

Esup dF;(E)—>o, 725up
i=t lñl>5fl"

,”
i=1

——>O

  

et

En posant, de plus, l’indépendance mutuelle des X,, on retrouve un résultat que
Feller [3] a obtenu par la méthode des fonctions caractéristiques. Le résultat
de Feller est une généralisation, d’un théorème de Kolmogorofi‘ que l’on
retrouve en prenant a,,= n. Les conditions obtenues par cet auteur sont non
seulement suffisantes, mais encore nécessaires, dans le cas de l’indépendance,

S L . . . . . .pour que (;;—’ —+o. A1n51 nous retrouvons le meflleur cr1tere pos51ble dans ce

cas particulier.
2. Remarquons que

[_ afidFa,.z(a>gef IEIdF£…Œ),
\:lés |EléE

et, par suite, les conditions du théorème énoncé ont sûrement lieu si,
pourn—>œ,

n “ n

Esup dFÇ…-(E_)—>o et Esupf |'g|dF;…(g)+o.
" lîléei=t "°‘>E ,…
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CHAPITRE IV.
RAYON-D’ACTIVITE DE LA LIAISON.

Nous établirons d’abord quelques propositions relatives aux moments des
sommes des variations aléatoires généralement liées. Le lemme V se rattache à
l’examen des compléments récents au théorème de récurrence de Poincaré
(voir p. 254). Les autres seront utiles et présentent, peut-être, un certain intérêt
par eux-mêmes.

M. S. Bernstein & introduit dans l’étude de la dépendance la notion du rayon
d’activité ou d’intensité. En nous servant des résultats ci—de‘ssouset de ceux du
chapitre précédent nous allons l’étudier systématiquement dans la section 11.
Nous étendrons et généraliserons les résultats de cet auteur.

I. —— Inégalités pour les moments des sommes.

Soient X,, . . . , X,,, . . . des variables aléatoires non négatives, liées ou non,
et S,,=X,+.…+X,, (n=1,2, ...).

Bornes d’une dfiérence. — Commençons par une inégalité algébrique très
simple. On a, q > 0 étant un entier, (X1 + , _+ X,,)ll=Zq hX"fl. ..X’,‘,n (h;è o entier) et 2h,: q.hi-

D’autre part, on sait que (inégalités de Minkowki)

<EJ)4EX{ÇXi0<p<1,=i

<Zx>>Zx
sipèl.

i=1

Donc, f désignant une quantité telle que oéf< I, on peut écrire

ËXg+_ré<Éxi>wé!q_<2Ï'—_z.. .h,,. Xh' 'Xfi"> ([Ex'f>i=1 i=1 =t

En séparant dans le membre droit extrême les termes en X‘{+f, on obtient
n n ([+—]“

(1)
2X?“é<ZX:> éÉxy+f+Eîl—_%Ûxçu..XQ-x,f,
i=t i=l i=l
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où
.

SousZl figurent n'l+î—n produits des X, renfermant au moins deux
’(l’) facteursX à indicesdistincts; chaque facteur est, au plus, à la puissanceq

et le degré de chaque produit est q + f.
Passons aux valeurs moyennes évaluées toutes sur une même catégorie

d’épreuves C. On a, immédiatement :

, Luna 1. — Les X, étant des variables aléatoires non négatives, g > o entier
et 0 <f< 1 , on a

_

q! ,
…

_ oéûMSi*f>—ZMXM42W an(xç. . . . Xç;»x,f>,
l=t

\

’

'
n , '

ou les h,—_ëo sont des entiers tels que 2 la,-= q et 2 est définiepar (l’ ).
. i=l

Remarque. —-'— Si X,, ..., X,, font partie d’un ensemble 6 de variables
aléatoires telles qu’il y en ait qui précèdent X,, la catégorie d’épreuves C peut
aussi être définie comme la catégorie initiale (donnée avant toute épreuve
sur &) à laquelle on ajoute des renseignements supplémentaires concernant
certaines des épreuves portant sur des' variables qui précèdent X,. La
relation ( I) est toujours valable. Cette remarque, quoique évidente, nous sera
fort utile. -

Borne de (fil. (S$). — Soit DTL,(X,—) la moyenne de X,— évaluée en connaissant
certaines des variables X,,, k = I, 2, . . ., i— 1, et supJÏL_,,(X,:) sa borne
supérieure lorsque les X,, connues et leurs valeurs réalisées varient de toutes les
manières possibles.

Faisons l’hypothèse suivante :

(a) sup3fl…,(Xf)< L' (i: 1, 2, ..., n) (r > 0, L constante indépendante de i).

L constante indépendante de i. On peut alors homer JÏI(SZ).
'

Remarquons d’abord que (2) entraîne

(3) supâlt,,(Xg")<L’” (oéflér). ’

En effet, on sait que
on,,(Xi") é [JR,;(XÏ) ir.)

les moyennes étant évaluées sur une même catégorie d’épreuves. Donc, si l’on
considère celle qui donne à JTL,,( X,”) sa plus grande valeur,

,.' rl
r ?sup0îlæ(xi”')é[mæ(x’r)l é[supûnæ(XÎ)l éLrt
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Pour i< If:
m(X;j.X2k): au[X{iJÏZæ(X?)],

DTI/((X?) calculée connaissant X,.
On en tire, si r,> 0 et rk> 0 ne dépassent pas r,

on ( X{iXp)é Lre+rk

et d’une façon générale (. . ., 0 < r,< r, . . .),
(4) JR(X{-‘X;kXç‘u , ,) < Lr;+rk+rz+…_

La relation (1) donne alors, en posant r=q+f, où q: [r], partie entière
de r, '

n L"é on ( $;) 4 n‘l+îL". '

En appliquant (32) et (I) à S;', on a, de même, comme conséquence de (2),
311 ( Sg') é n("'l+1L"' (0 £ r'é r).

Donc,

LEMME Il. — SupJüx(Xÿ)éLr, r>o, L constante indépendante de i,
entraîne

_

311 ( S;;’ ) é nï"'l+iLr' pour tout 7" tel que 0 £ r’é r.

Borne de JTL(S;). —— Soit g > o entier et S‘,Ï’= X,…+. . .+ X…,. Désignons
par JÏIS(SîÏ‘)‘I la moyenne de (S£f’)‘l évaluée en connaissant certaines des Slt”,

;; + n’< v, et par sup JRS(S‘,Ï’)'I, sa borne supérieure lorsque les S£Ë’ connues
et leurs valeurs réalisées varient de toutes les manières possibles.

Supposons que
'

(2)
_

supâllæ(X£')éLr….

et
(5) sup DR,[SQ”]Vé A'!n’“! pour tout 1: et tout n avec q > 0 entier (k > o et A fixes).

Cherchons une borne supérieure de même forme avec, au lieu de q,
r= q +f, où 0 éfél (‘), et, en premier lieu, une constante B indépen-
dante de n‘telle que l’on ait, pour tout n,

(6) an(s;)éBrnkr.

Cette relation a lieu pour n = 1 , avec B èL. Procédons par récurrence :

a. Ayant lieu pour n, elle a lieu pour mn, où m est un entier fixeè 2, si

mBrnkr+Arnkr(mq+i_ m) < Br(mn)kr, 
(i) Remarquons que les relations des paragraphes 1 et 2 où figuref sont valables pourf: 1 (il suffit de se reporter aux démonstrations).
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en vertu de (I), de (3) appliquée à SQ”, et de (5). Il faut donc pouvoir choisir
B > L de manière à satisfaire à

(7) (mk"‘—I)Brè(mq—I)Ar-

Par suite, si
m""‘ — 1 > 0, c’est—à-dire kr > 1,

il suffit de prendre , L,,
Bà B’= Max m‘ï— 1

—Icr—T Ar_m — 1

b. Reste à choisir B > B’ afin que (6) ait lieu pour n'> o entier quelconque.
Or, on peut toujours trouver un entierpèo tel que

_ mP—1nén'< mhz,
donc '

mn'è mPn.

Par suite, les X,— étant non négatifs,

JW»(SZ') é 9ïl(S”mpn) é B"‘( mpn)"é (B” ’n"')n”"‘-

Finalement, on réalisera le résultat cherché, si kr> 1, en prenant

mkrLr,
B: Max

);;'I .1—

[ m“A"_m ”_ — 1

La condition kr> 1 est sûrement remplie, pour tout r< q + 1, si l’on a
k(q+ 1)> 1. M. S. Bernstein a étudié au cours d’une démonstration le cas de
q = 2 et 31€ > 1. 7

Ce qui précède est valable pour tout JÏIS(S$Ï’)” et quel que soit v, comme il
est facile de le vérifier; on a donc, avec les mêmes hypothèses,

(8) sup0R,[S‘,}"]”éB'n"", pour tout 1: et tout n.

De plus, dès que par la méthode précédente on peut passer de q jusqu’à
q + 1, on peut passer de (1 + 1 à q + 2, etc., à condition, bien entendu, d’avoir
(2) pour r: q + 1, q + 2, etc.

Ainsi pour tout tèq il existe une constante C indépendante de v et n telle
que

sup0]‘L,[S‘,}”]‘< Ou“, pour tout \: et tout n,

pourvu que cette relation ait lieu pour n=1 (avec C=L), ainsi que pour
t = q, à condition que l’on ait k(q + 1)> 1.
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Reste à examiner le cas où k(q+ I)_é 1. Remplaçons dans (6) I: par [c' tel
que k’(q + 1)> 1 (donc Ic’ >Ic); (7) devient pour

% < r é q + 1,

Br( mk'r __ m)n""‘è Ar( mq+l _ m)nkr,
ou

. rn?" .,,.B' à WT“: "““" -

Comme n>1 et Ic— k’<o, on a n"‘“"'”'41 et, par suite, on peut prendre
(a fortiori) la même valeur pour B [mais [c' remplace le dans (6) et la borne
ainsi obtenue est moins bonne].

Enfin, jusqu’ici nous avons supposé dans (5) que q était entier. Cette.
restriction peut être supprimée car, si (5) a lieu pour un certain q non entier,
elle existe, grâce à (3), pour [q] et avec le même lc. Ainsi,

LEMME III. —
sup an,[S«g>]qg A‘7nk'l, pour tout » et tout n

entraîne :

\ 1. si r_4_ q, alors sup0R,[S£f’]"é A”n"", pour tout 1: et tout n;
2. si r > q et sup0î‘tæ(Xi)ré L'“,

alors
supûïl,[S‘,ÿ’]”éB”n”", pour tout » et tout n,

B étant une constante convenablementchoisie et

k:
k'= Max [

[ÎJÛ + 5 (€ > o arbitraire).

Influence des variables aléatoires voisines. —-' De même que pour le lemme I
" ?

nous allons établir une propriété purement algébrique de
<2X.—>‘n,

q>o
[ .

entier et les X,- des variables aléatoires quelconques (nous ne les supposons plus
non négatives). Il en découlera immédiatement une propriété des moments de
sommes.

Ona
n !]

(2 X‘) =2 X… ..., X;q (1éi,éùé….éi,,én).
l .

Appelons distance de X et Xk la différence \i—k| et séparons 2 en deux
sommes:

2’ qui porte sur les produits des X- tels que tout facteur soit à une
distanceédd’au moins un autre facteur;
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E” qui renferme les autres produits, c’est—à—dire ceux où un facteur au moins
est à une distance >d de tous les autres facteurs. Nous cherchons le nombre
de termes de E’ en suivant M. S. Bernstein qui, au cours d’une démons-
tration [2] a étudié le cas de q pair.

Supposons les indices i,, . . ., i, rangés par ordre de grandeur non décrois-
sante et considérons d’abord q = 2p. Pour obtenir un terme quelconquede 2’
on peut commencer par choisir arbitrairement les indices à sous-indices pairs :

i,, i., . . . , i,,,. Tout indice i,m+i doit alors être, d’après la définition de E’ , a
une distanceédde l’un des deux indices i…, i,…, qui l’encadrent. Pour il on
n’a que d positions possibles avant i,, donc d+ 1 positions en tout; pour i,,
d positions après i, au plus, d avant i,, au plus, en tout 2(d+ 1) au plus; de
même pour i,, . . ., i.,,_,

Ainsi il existe au plus (d + 1)(2d+ 2)”“' positions possibles pour les indices
impairs lorsque les indices pairs ont été choisis. Le nombre des choix de ces
derniers ne peut dépasser np. Enfin on peut permuter les indices i au plus de
2 }) façons.

Par suite, le nombre total de termes de X’ ne dépasse pas

2p 2P—‘(d+ 1)PnP.

Si q»est impair, q: 21) +1, le même raisonnement s’applique, mais il y a en
plus un indice après i,,, à une distanceéd, donc ici le nombre total de tenues
de X’ ne dépasse pas

_
(2p+1)2"(d+ 1)P+1nfl. '

En appliquant à
/ Il

an(sz)=mt(2 X,, ..., X,q>+ Olt<Z X,, …, X,),
on peut donc énoncer :

, Il Il

Luna IV. -— Le nombre de termes du développementde
JTL<ZX,—

, g > o
l=l

entier, dans chacun desquels aucune variable n’est à une distance > et des autres
quiyfigurent, ne dépassepas Q,, 012

@, =apxzp—i<d+…n,
Q2p+l= ($}? + 1)!2P«(d+l)p+tnp_

Ençore sur le théorème de Poincaré. — Nous avons montré dans l’étude des
événements (Chap. I, p. 254) que l’on retrouve le complément au théorème de
Poincaré, dû à Khintchine, comme conséquenceparticulière d’un résultat tout
à fait élémentaire. Ce résultat se présente à son tour comme cas particulier
d’une inégalité entre les moments des sommes.

Soient deux entiers nè q > o.
_

“

Journ. de Math., tome XXlV. — Fasc. 4, 1945. 39
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I:

SZ=E——h1‘, _ k1Xâ‘, .. .,Xî‘f , h, entier tel que 2 h,: q.., :!
Cette relation s’écrit encore

… 2x,,…,x 'C"
Exâ«,…,x”;)

iq

S"= . ‘ q° "“ (n—q)! cg +Æ2.<h,1,…,h.! 015
<?

  
Lorsque n —> 00 et q reste fixe

n!
(n—q)!n" -—>l,

tandis que
C’,“,q! '… —> 0, pour chaque k < q.., . . ., .

Alors, en supposant
supmæ| X? | 4 L'7 (L indépendant de i),

s;, , Ex… ..., x,,

Dn<n>=(I—Sn)3n —Î— +5’m

, 1 . . ,
ou s,,—+ 0 avec 71, a1ns1 que a".

n!
‘

(—————n_ q)… et e' représente la somme d’un nombre fini de
.

' 7 ' ' qu' \termes dont chacun est le produ1t dune quant1te 7Ü_.—h'—7’ ou k<_q,
zxÿ3, .. ,xl‘;par —Jk—"- La première tend vers zéro avecn— -D’autre part,Il

En effet, e,{= 1-—

|on<xë‘:>. x"‘>| éJRIXÎ“… ...,xëa‘léu,
et, par suite, la moyenne arithmétique

1 h. h,.

Œ2.m(x,£, ..., Xik)éL'l

demeure bornée. Ainsi :

LEMME V. — Lorsque sup_,9ï‘L\X"
| < L”, L indépendant de :, q> 0 entier,

ana
S " 1 , . . !

:m<f) =(I_E")ŒZJR(X“’ ..., X,-q)+en, ou e,. et e,.—>
avec—ï;-

Dans le cas très particulier où X,-= I(A,—_) et q = 2, on retrouve le résultat,
déjà donné, en remarquantque

m7(fn)é«m(fl{)-
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Il. — Quelques cas de tendancecentrale.

A. PRINCIPES. — Nous allons appliquer les résultats du chapitre précédent,
ainsi que les lemmes qui viennent d’être établis, à la recherche de quelques cas
généraux de tendance centrale. Nous aurons ainsi des groupes nombreux de
conditions suffisantes pour la tendance centrale. Il faut les considérer essentiel-
lement comme illustrations du mode d’application des résultats rappelés et des
idées indiquées ci—dessous.

Règles. —— Soit la suite de sommes de variables aléatoires, liées ou non,

Sn,n=Xn,i+.…—l—Xÿn (n=l, 2, ...),
" où l’on suppose, pour simplifier l’écriture, JR(X…-)= 0 pour tout i et n. Nous

voulons reconnaître l’existence d’une tendance centrale lorsque n —> oo , ou bien
trouver les conditions dans lesquelles elle a lieu.

a. On cherche s’il existe v( n de ces variables telles ue leur somme X, ,-
, .

q :,

.

\)

tende en probabilité vers zéro ou, plus généralement, vers une constante fixe.
En pratique, il s’agit de vérifier que, lorsque n —>oo :

Soit Esupûfl.’ |
X,…—| ——> 0, ce qui a sûrement lieu si

’
mm x… < L,, et «JL,—> o.

SoitJfl.<2 X,…)2
—> 0, ce qui a sûrement lieu si JÏ‘L(Xî,) < MZ et vM,,—> 0,

car l’inégalité de Schwarz permet d’écrire
% 9 '-‘T :)

9
‘)}; M(X…X…> éEM'(X5,1)M'(XaJ-)év-Ma-

V   

b. Nous avons établi (p. 300) qu’il suffit alors de montrer que les n’=n —— v
autres variables aléatoires satisfont aux conditions du théorème fondamental
en ne tenant compte que de leur dépendance mutuelle et sans tenir compte de
leurs liaisons avec les variables X,…-. ‘

En pratique, il s’agit de vérifier que, lorsque n —> 00 ,

2 5uPl DR”(X;.,z)
! _} 0) 2 Sllpl mI/(Xâ,i) — «DR—(Xâi)

] —> O,

! i

2 sup31‘t"l(X…;)l”—>0 (q fixe > 2)

2 :m(X3,,)+æ fixe (0 < a <oo),
!
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où Œ‘L”(X…) a le sens suivant : c’est la moyenne de X,…— calculée en tenant uni-
quement compte des valeurs réalisées des sommes des variables aléatoires
précédant X,…- et ne faisant pas partie des v_(n) variables de a.

Sommespartielles. — Mais il est possible d’aller plus loin, car rien n’empêche
d’appliquer tout ce quiprécède, non plus aux variables aléatoires X,…- prises iso—
lément, mais à des « tranches » des sommes des X,…-,_ en remplaçant au préalable
chaque tranche X,…:+. . .+ Xn,,+g par sa somme.

Dans le cas des variables aléatoires mutuellement indépendantes,cette modi-
fication est sans intérêt, car ce qui intervient surtout dans la recherche de la
tendance centrale ce sont les moments de S,… des premiers ordres. Or, les
moments de trois premiers ordres de S,… ne changent pas si l’on introduit
des sommes partielles et s’expriment de la même façon en fonction des
moments de ces sommes :

Dll(Xnyi+ . . . + Xn,i+g) : JÏL(X,…) + . . . + Dll(Xn_l+g): O,

D]L(Xnyi+ . . . + Xn}i+g)==m(Xâ,i> + - - - + an(xä,i+g)y
Dll(X…—+ . . . + Xn,l+g)3= Jll(X}îJ) + . . . + 3R(Xÿ,,i+g).

Dans le cas de dépendance, au contraire, ces relations, à l’exception de la
première, n’ont plus lieu en général. D’autre part, la dépendance ne joue plus
entre les X,, isolées, mais entre les sommes partielles que l’on considère; ceci
peut atténuer ses effets et les complications des calculs qui lui sont dues.

Réduction. — Enfin, nous allons simplifier le problème. Au lieu de chercher
Sn.n ce que devient la loi de S,… lorsque n —> oo, nous étudions les lois des ,

n
la suite des a,, > o certains étant convenablement choisies. On la prend d’habi—
tude de manière que ces lois soient réduites et l’on remplit ainsi automatique-
ment la quatrième condition de l), avec o= 1. Dans le cas de l’indépendance

on a ainsi afl —__Cm(S;,,)=2 JR(X;, i), puisqu’on suppose JÏI(X,,,)-—_ 0. S’il y
i=1

n

a dépendance, af, =,DTL(S,Î…) est généralement différent de EJÏI(XZ,), mais—

(Chap. II, p. 277) si la Condition de b est satisfaite, le rapport de ces deux
quantités tend vers 1 lorsque n —> oo.

Bayon d’intensité de la liaison. — Dans tout ce qui suit, nous omettons, sauf
mention contraire, le premier indice n des variables aléatoires X,…— et'
S,,y,,=X…+….+X…… On étudie les sommes normées

î—"
de variables

Il
» . IS 2

aléatoires X,, avec JÏI(X,—) = 0, donc
DTÏ.<%>

= o et :m (%“) = 1.
Il Il

Nous allons maintenant introduire avec M. S. Bernstein une idée très natu—
relle. Dans la plupart des cas concrets l’influence sur une variable aléatoire des
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autres variables se manifeste de moins en moins lorsqu’elles en sont de plus en
plus éloignées. D’une façon plus particulière : nous ne supposerons n‘en, pour
\i— M éd.. nous supposemns un certain afl'az‘blzksèment de la liaison pour
i—hl>d… M. S. Bernstein appelle d,. rayon d’activité ou d’intensité.

L’hypothèse essentielle est que. 
61(R) —-'—' ——> 0, avec l-
an ' Il

   
.Céci fait que lorsque n croît, la dépendance joue de moins en moins (au sens
que nouspréciseronspar la suite).

_
On gt‘oupe-alérs les termes” de S,. comme l’indique le schéma ci—deSsous :

+'_ {1 
X. +.+Xg_+Xpn+1fi-..-+XD;.+dn+Xnn+dn+—i+n+X7D,,+d+.....+XU_” (Du+dn)+î+u.+X_I"Du+([_l)dn+n.+X,,

G. = X.+.. .+ XD“. g. : Xp,…+.. .+ Xp,…;,_,

G: = XB_+d.+1+- - — + X:D,.+d,., ' ga = X2D…+d,.+1+- - - + X=D…+zd…,

ooooooooooooooooo'lo....unuol, cou.-ooo-......l-nbooonooo-n-u’
Gl,.= X(t,.—nw.+d.)+i+. . . + Xz.n,,+u._nd.; gt,,= X/.n,,…._nd"+1”+- . .+ X…

D.. et e,, sont choisis de manière que g,” ne renferme pas plus de d,, termes, donc
(11) ’ In(Dn+dn)>n>lnDn
et

'

(Il) Dn>dn;
de sorte que la liaison déjà affaiblie entre les G le soit égalemententre les g.

Remarquonsque, si l’on sait que supDTU
[
(X)

| < L,indépendantde iet de n, il
suffit (d’après p. 368 et sqq)de prendre e,. de manière que—e""d

—> ce avec —, pourall
que l’ensemble desa

_g_, devienne négligeable vis-à—vis de
Ê— On pourrait le faire

Il
dans la suite, mais il sera préférable d’obtenir le même résultat par un choix
moins restrictif de en, en profitant des précisions qu’il faudra donner à la notion
d’afl’aiblissementde la liaison au delà de d,,.

B. Réalisation de la tendance centrale. — Nous allons rechercher les hypo—
thèses naturelles à imposer à la liaison au delà du rayon d’intensité pour que la
tendance centrale ait lieu.”Pour scinder les difficultés nous commençons par
une hypothèse particulièrement commode. Rappelons que nousappliquons les
principes donnés dans A et suivons pas à pas les règles a et b y énoncées.

Premiercas. — (H)X,, et X,— sont indépendantes lorsque
|
i— fil > d…

a. Dans ce cas

Zan(gîgn
ai

: 0, puisque QR. (g,g;.): 317. (g,) 317. (g,.) = o.
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Pour que Eg,— soit négligeablepour n très grand, il suffit donc que l’on ait

m(2 g.) : Zmä(gî) _).,
(I,“, a
 I

0 avec —
n

Supposons les JÏl(XÎ) bornés tous par L“; alors la condition ci—dessus est
vérifiée si

lndä{C.)
a?
 1

-—>O avec —-Il

b. Désignons par JTI’(G;) la moyenne de G,- calculée en connaissant les
valeurs réalisées de G. +. . .+G,-_1 et par « sup » la borne supérieure d’une
telle quantité lorsque ces valeurs réalisées varient de toutes les manières
possibles. ' ’ ’

Puisque 31”U (G,—) n’est évaluée qu’en tenant compte des variables aléatoires
qui précèdent G,— à une distance >d,,, (H,) entraîne

JMG.): JR(G,) : o.

Pour la même raison
311’(G?)=ÛR(GÎ),

donc

a‘— 2 |:m’(G;—’)— JMG?) |: 0.

Reste à satisfaire à lacondition
1 , ]ä2 sulel’lG,—fi->o avec ; (q fixe>z).

Nous chercherons, soit à éliminer l’influence des variables aléatoires X,— à des
distances mutuelles éd… soit à homer supérieurementDTU | G,—l".

Influence de variablesvoisines. — Nous appliquons le lemme II et supposons
q entier. On a

Dll'l Gil”=2 Jill/(X,}, . . ., X[q),

les moyennes étant évaluées sur une même catégorie d’épreuves. Si l’un des
facteurs X“ est hors du rayon d’action des autres facteurs, le terme qui le
renferme est nul.

En effet,

max,, x., x.q)=:m"[x,l,-. . ., x,P ., x ., X,, 01‘U”(X,J],ip_£, .. jp_H, ..

où DÏ‘U”(X,P) est la moyenne de X,}, évaluée en tenant compte des X,. telles que
|
i— [:| > d. Par suite, '

DÏL’”(X,-p): 3TL(X,p) : O.
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Le nombre de termes non nuls ne peut donc dépasser (lemme IV)

fii‘%flŒ si q=2p+f
ou .

l(d+1)P+1DP . __—îp+_l— 51 q—2p.

Supposons que supŒ,|X,-P<L", L constante indépendante de i. Alors,
d’après le lemme Il, chacun des termes non nuls est <L". Il suffit donc.
puisque D < '; (relation L ), que l’on ait

(d+ 1)P+1nP : .w—+O avec Il 81 q=2p+l
(C,) ou _

(—gï)p—nÆ—>o avecl siq=2p[l‘—‘a“ n '

Borne de DTU
|

G,— [4 , — Supposons que l’on peut homer supérieurement
0TL,| G,-|" de la manière suivante :

(3) sup3R,| G, i‘7< B‘7Dfi" (k fixe, B peut dépendre de n),

sup3TL’
]

G,—|‘I sera, a fortiori, bornée par le second membre de (3).
D’après le lemme III une telle forme existe certainement lorsque

sup Dllx| X,
|‘7 < lfl,

et l’on a pu trouver une borne de même forme pour
sup3ÏL,l Xi+,+. . .+ X…, l'l' (q’é1, i et v quelconques et kq > 1).

Il suffit alors pour satisfaire à (3), d’avoir
Bfïn'W —' !,_—— —> 0 avec —-
[ 7—1a'7 11

(C:)

Les conditions suffisantes de tendance centrale que nous venons d’obtenir sont
encore très générales. Nous allons particulariser davantage.

Cas de S. Bernstein. — S. Bernstein a obtenu des conditions qu’il a appliquées
à des nombreux cas concrets. Pour les obtenir, ainsi que d’autres analogues,
nous allons écrire celles que nous venons de trouver pour le cas suivant :

(SB) m(Sï,)=aï,>anm, d<ænô, l<1?n*,

&, GD et fi, d’une part, a, 8, X, d’autre part, étant des constantes indépen-
dantes de n. Remarquonsque oc est nécessairement él puisque l’on a supposé
JTL(XÎ) < L’.

(C.) devient 7\+28—2a<0.
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Par suite, il faudra choisir
_

(4) 1 < 20: — 26,

et comme il faut que l’on ait 7\ > 0, on ala condition
3 < a.

(C,) devient avec q = 2p + 1 (nous ne prenons pour q que des valeurs impaires
car, comme on le voit aisément, les conditions données par q: zp_ + 1 sont"au
moins aussi bonnes que celles que l’on obtient avec q = 21) +2),
(5) ' (p+l)ô+p—(p—x)l—(2p+x)cx<o.
A cause de (4), il faut donc avoir

_

(p+1)ô+p—£(zp+1)a<(p—l)l< (p—1)(2a —26).

D’où la condition suivante pour que l’on puisse” choisir 1 satisfaisant à (4)
et à (5) ‘ ,

__ p _ _o<d 3p_l(l 01),

comme 8> 0, il faut encore avoir    '

Poc> 4p—1
Ces conditions deviennent

\ 3a—1 1pour q=3: o< et a>—,
2 3

» ——œ ' 3<4a_1 et —a 3q— ’
3 >4

(Cg) devient (en supposant pour simplifier que B existe et est indépendant
de n) ' '

(6) lrq—(lrq—i)À—qcx<o.

Remarquons que, puisque q > 2, on & nécessairement eté/r. A cause de (4),
on doit avoir '

q(k— a) < À(/cq — [) < (20: — 26) (kg —— l).

D’où la condition pour que l’on puisse choisir 7\ satisfaisant à ( 4) et à (6)
a(2kq+q—2)—kq_ô< 2k(q-—n) ’

comme 3> 0, il faut avoir
Ma > ——-—-

2Irq + q —— 2

Si (; = 3, on a ainsi les conditions



ÉTUDE ASYMPTOTÎQUE DES sommes DE VARIABLES ALÉATOIRES LIÊES. 313

Les bornes les moins restrictives s’obtiennent si If = «. Ce sont
1ô<oc et œ>ä-

Résumons.°

THÉORÈME. — Pour que la loi des—"tende vers la la: réduzte de Laplace, il suflît
d’avoir, lorsque X,. et X- sont

indépendantes
dès que \z — la] > d.

1. sup3fl. (X )‘1 < L”, Landépendant de i et de n et, en supposant
DTL(SZ)=aÎl >A”nn’“etd<nï  .. Soit

. . 3oc——1
a. saq=3, o<o< 2

’

. \ fiat—1stq=œ, o<o<_2 .

Soit
b. :m'i Xi+l +. . .+ X…, l‘7'< A.'l'v’“l', pour tout i et avec q'< q et kq > 1

avec,

_ __ . a(6k+1)—3kpour q._3, 0<0<_2(î:——1_)_' Dans le cas particulier où lc _ oc, cette dernière condition devient
!

On a le théorème A de S. Bernstein ['2] en prenant k = oc dans 2 b.

Second cas. —
X;, et X; demeurentdépendants lorsque

|
i— la | > d

et nous avons à formuler des hypothèses affaiblissaut suffisamment cette dépen—
dance pour que la tendance centrale puisse avoir lieu.

Les conditions (C.) et, soit (C,), soit (C'__,), demeurent.
Mais en supplément à (C,), il suffit d’avoir les conditions suivantes qui,

comme on l’a vu, étaient satisfaites dans le premier cas :

2 Dll(gigr)
[1. ———_,— —>o avec —,

u;, n
("t) 1 ‘2. 2122

|91U(G.)
| —> o,

ÈZ|JIU(GË)—Dlt(Gÿ)l—>o avec
711'

Si l’on veut utiliser le lemme IV, il faut ajouter à (C.)
Il((]; ) à2 Dtt”(X… ..., X;qi—>o avec 1,

Il
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 1915. 40
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2” portant sur les termes du développement de EJTU |
G,— "1 dans lesquelsl’un des

facteurs au moins est hors du rayon d’activité de tous les autres.
Posons

Max sup|3næ(Xk) |: m…
ké}:

Max sup| 311æ(X,Xk) — JR(X1XÆ)
| : m2,

|
i — k

| > d.
k_4n

l. ZJÏZ(g,-gÙ=ZJÏL(XhXÙ, où Xh et X! sont éloignées de plus de d et le
nombre de termes du second Z est l(l— 1 ) d2 < 12 d“.

Or,
on(X,,X,—): DR[X;,0Rxh(X,-)]: m,,Dll] X,,

| 4 m,,L.
Donc

3ÏÏ. .
—(—gÏg—l) —-> 0 avec —I—,

‘ aa !!
lorsque

lâdÿ', !
-—fT Inn—>O avec z'

2. ElJÏU(G,—)léZJR’|XA et le nombre de termes du second 2 est ID < n.
On en déduit que _

'

i— 2 sup|.‘)ll'(G,)
] —> 0 avec %:

lorsque
n [
——mn—>o avec —-
u,, n

3. Z|JÏU(GÎ)—JÏ‘L(GÎ)|=Z DR"(XhX,)—JR(X,,XI)I et le.nombre de
2

termes de second membre est l,,DÏ < n—l-
On en déduit que

!.

 

‘ 1

;; 2 |9n'(G?)—ÛR(GÎ)l—>O avec ;,
lorsque

n2 , l
———2

m,,—> 0 avec — -
Ina" n

Ainsi l’hypothèse (Ha) est satisfaite si, pour n —> 00 , d‘! ]‘2 2

I_[; II Il ’2 n [( 2) __, m,,—>o, (—2m,,—+o et -a—mn—>o.-3
II Il , Il

Enfin, (C:) est satisfaite lorsque
Il"

—> 0 :: ec
[——, V "7I;{—'a/, . n

. -n'l‘ Il :] _ _pu1sque le nombre de termes de Z est < lD < e,l_l

Cas de S. Bernstem. — Dans le cas (S. B.) et, en supposant
M , M’m,, < —U_

, m,, < —UÎ,s"\ ”\
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M et M’ainsi que p… et p.’ étant des constantes indépendantes de n, (Hi,) devient
.1_ 26+2À—2a+p—<0; 2. i—a—p<0; 3. 2—2ac—l—pfl<o.

1. qui s’écrit )\ —(2oc — 28) + )» — p. < 0 a certainement lieu si, en plus de
la condition (4), on impose à )\ la condition 1 < p.;

‘2. a lieu si p.<_1—a;
3. a lieu certainementpour p.’> 2 — 2 ot.

Enfin (C); a lieu, par exemple,
pour q=3, si 3—2).—3a—p.<0.

D’où la condition 3—3a— p…<2k< îîî—23, vérifiée, soit si p.>3—30£,
soit si p.>3+28—52, soit (grâce à p.>1—a) si 8<_2a—1, ce qui sup-
pesea>â;

3a — 1pour q =oo, en prenant 6 < . 1, ce qui suppose et > — - 
Toutes les conditions imposées à m,, sont certainementsatisfaisantes si

mn<mle—" (s>ofixe).
'

Résumons : '

THÉORÈME. — Pour que la loi de —S—" lande vers la loi de Laplace réduite, il suflîtau
d’avoir ‘!. sup31“L,,,| X,— |,,< L7
et, en supposant

. . MÛR(X5)=a5>ŒU-’n”, d,,<(Dnô, m,.< %, m'n< Î’   
soit

‘2. p>1-—a, p.’>2—2oc.
et _.

' a. siq=3, o<8<2a—1
. 30C——I. 51q=œ, 0<3< 2

OU
b. identique à 2b du théorème précédent.

Soit
2'. y’>2—2a,

siq=3, p>3—3a, o<ô<3a_l
et

siq=œ, m>Jl‘Le—", 0<5<4a3—1
On a le théorème B. de S. Bernstein [2] en prenant avec k=oc, 2 b. On a

un théorème analogue au théorème C. de S. Bernstein [2] en prenant 2 avec
a: ce [2].
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