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JOURNAL
DE

MATHÉMATIQUES
PURES ET' APPLIOUÉES.  

Minorantes sous-harmoniques, extrémales et capacités,

Pan MARÇEL BRELOT.

,, . I. — Introduction.

, 1. Depuis le renouveau, ces vingt dernières années, de la théorie des
fonctions harmoniques et du potentiel, on a introduit d’abord, sous forme
générale, les instruments de base appelés alors « capacité » et « ensemble de
capacité nulle » (Wiener et de LaValléePoussin). Mais parcequ’ils ressemblent
à une mesure intérieure et aux ensembles de mesure intérieure nulle, ils
n’étaient pas très bien'adaptés au sujet. D’où l’appariti0n d’une capacité
« eætérz‘eure » (4), de l’ensemble « polaire » (”) (partie d’ensemble des infinis
d’une fonction sous—harmonique)et de divers ensembles « négligeables » (’).
Récemment H. Cartan ("‘) montra l’identité des ensembles polaires et des
ensembles de capacité extérieurenulle ; il prouva aussi que dans le théorème de
convergence des potentielsou fonctions sous—harmoniques, un certain ensemble
exceptionnel n’est pas seulement comme on savait, de mesure ordinaire nulle
(Szpilrajn-Radô) ou même de capacité intérieure nulle (“) (c’est—à—dire de 

(‘) C. R. Acad. Sc., t. 209, déc. 1939, p. 828 et indépendamment, A. F. MONNA, Proc.
Kan. Ned. Akad. Amsterdam, vol. 113. janv. 1940, p. 84.

(’) Bull. Sc. Math., mars-avril 1941, noté BS 1. -
'

.(3) H. CARTAN, C. R. Acad. Sc., (. MA, 1942, p. 944. Note de résultats dont le déve—
loppement est paru au cours de l’impression dans le Bull. Soc. Math., 73, 1945, p. 74.(‘) C. R. Acad. Sc., t. 207, nov. 1938, p. 836.

' '
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capacité nulle au sens primitif) mais même de capacité extérieure nulle, c’est-
à—dire polaire, comme on pouvait l’espérer. Il donnait même cette conver—

.gence avec des ordonnés filtrants au lieu de suites monotones et dans ce
résultat plus puisssant, l’ensemble exceptionnelest alors précisé au maximum.

Il convient donc de reprendre certaines parties de la théorie des fonctions
sous—harmoniques‘a partir de ce résultat définitif qui s ’expriine sans la notion
de capacité et sera peut——êtrc démontré un jour sans l’introduction préalable
de celle——ci, dont nous ne supposerons rien iczà [avance. *

Déjà j ’ai repris ainsi, auxiliairement, pour des ensembles bornés quel—
conqucs ( ), une théorie d’eætrémale et dextrémisatzon développée antérieu—
rement pour des ensemblescompacts ( “) (bornés fermés), de l’espace ordinaire.
Entre tempscette théorie avait été généraliséesystématiquement dans le même
sens sur les ensembles, mais autrement en apparence, par A. F. Mouna (7.)
On peut maintenant, comme on va voir, la reprendre avec une généralité
encore plus grande (en particulier pour des ensembles non bornés de l’espace
ordinaire à 3 dim.) et avec la facilité que donnent la puissance du théorème
definitifde convergence et la commodité des ordonnés filtrants, tout en suivant
pas à pas le schéma de mon cas primitif. Son intérêt vient de ce qu’elle
contient les divers types de balayage plus ou moins classiques ( a) et va se
trouver comme le balayage ordinaire du complémentaire d’un compact, en
relation étroite avec la notion de capacité. Pour en donner une idée, prenons
avec De La Vallée Poussin, dans l’espace ordinaire à 3 dim., un compact E
dans un domaine sphérique de frontière.. et distribuonssur 2 des masses > o
uniformément de façon que le potentiel vaille 1 à l’intérieur. Le balayage
classique de l’ouvert infini CE donne une distribution de masses sur E, dbnt
(3 total est la capacité de E; on sait encore que son potentiel vaut sur E, la
valeur 1 quasi partout (c’est—à—dire sauf sur un ensemble polairc)_et hors E la
solution du problème de Dirichlet pour valeur 1 sur E et o à l’infini; et il est
facile de voir que c’est même le plus petit potentiel de masses > 0_ majoïant'i
sur E quasi partout. Ce sont ces idées très simples qui vont être étendues à
des ensembles E quelconques,surtoutbornés; il s’agitde généraliserla dernière
propriété pour définir une extrémisation ou balayage général du complémen- 

(*) Bull. Sc. Math. , janv.—fév.., 1944, noté 882.
<") Bull. .»lc royale de Belgique, t. 25, 1939, p. 125, et Notes antérieures aux C. _R.

_

Acad. S( (1938) (et il était alors facile de faire l’extension au cas d’une intersection
dénombrable d’ouve115). L’aspect de cette théorie pOur fermés correspondant à notre
présent théorème9 avait été développé entre temps tout autrement, sous le nom d’opération
régularisante, par De La Vallée Poussin (Bull.Ac. royale de Belgique, nov. 1938).

(7) A. F. MONNA, Proc. Kan. Ned. Akad., vol, 712, oct. 1939, noté (1); vol. 113,

janv. 1940, (loc. cit.) (II) et avril 1940 (III); vol. Ma, janvier 1941 (IV); notes sommaires,
de vérification souvent difficile, et que je n’ai pas examinées en détail.

(“) Voir quelques points d’historique récent dans BS 2.



MINORANTES SOUS-HARMONIQUES, EXTRÉMALES ET CAPACITÊS. 3

taire (qui n’est pas borné),puis de passer comme conséquence, à la notion de la
capacité.

(
'

Tout cela sera développé dans le cadre de la théorie générale des minorantes
sour—harmoniques d’une fonction. On se basera seulement sur le théorème de
œnxergence précité, la représentation potentielle des fonctions sous—harmo—
niques et la théorie directe du problème de Dirichlet. On introduire essentiel—
lement, à partir d’une certaine fonction sous-harmonique, une extrémale

. (comme dans BS “2) et une capacité « directe » correspondante,puis des notions
auxiliaires correspondant à l’approximation des ensembles par des ouverts
contenants ou fermés contenus, tout cela avec une généralité englobant le point
de vue de Vasilesco dans son étude de la capacité — ‘Ü (°) (où ‘0 est borné).

On obtiendra en particulier dans le cas le plus classique, au fond, comme
A. Fi Mouna, des caractérisatwns simples et directes des capacités connues
(intérieure et eæte‘rieure) et de distributions capacitaires correspondantes, la
capacité extérieure étant justement alors notre capacité « directe ». Cela
permettra de compléter une étude des transformationscontinues en théorie du
potentiel ("’) et aussi, ce qui était à l’origine des présentes recherches, une
adaptation directe à l’effilement général de la récente démonstration (BS ‘2) du
critère de Wiener. Mais on laissera de côté ici l’aspect « potentiel » plus
important comportant l’étude des intégrales d’énergie et de Gauss, et les
convergences de distribution de masses dans les approximations d’ensemble. !

Car ce point de vue, déjà traité par Frostman et De La Vallée Poussin pour le
balayage classique, puis avec plus ou moins de généralité par Monna et
Vasilesco (loc. cit.), vient d’être repris par H. Cartan dans d’importants
travaux parallèles en cours avec des hypothèses où rentre sans doute notre
étude.

Le présent Mémoire ne sera donc surtout qu’une introduction sous—harmo-
nique, d’ailleurs incomplète et assez peu originale, sur le balayage généralisé
et ses conséquences: Mais il montrera sans*‘doute la prédominance de la
capacité extérieure et des ensembles polaires, de sorte que si l’on voulait
n’indiquer que,l’essentiel, on pourrait dire en ce sens capacité tout court en
revenant ainsi au langage primitif avec un sens mieux adapté. On verra
aussi incidemment sur quelques points le rôle intéressant des ensembles
absolument négligeables dont il faudrait bien savoir s’ils sont identiques aux
ensembles polaires.

On pourra se placer dans l’espace euclidien H, à :à 2 dim., mais comme on
a fait systématiquement,dans un mémoire de base ("' ) fixant terminologieet
notations, l’extension de la théorie des fonctions harmoniques et sous—harmo— 

(°) VASILESCO, Bull: SÏ‘. Mal/t., mars—avril 1943.
(*“) Journ. de Math., fase. &, 19/50, Mémoire noté (JM).

' (“) Annales de l’Ecole Norm. sup., t. 61, 19%, Mémoire noté (AN).
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niques dans l’espace rendu compact B: par adjonction d’un point à l’infini Œt,
on se placera même dans BT en raisonnant directement dans cet espace. L’étude
que nous ferons directement dans un ouvert (de fit) de complémentaire non
polaire avec potentiels ayant comme noyau la fonction de Green ne présentera
pas de différence entre le cas du plan et des espaces supérieurs et les raison-
nements seront les mêmes que dans le cas particulier classique de R1 (123).
(On sait que le point (RT forme alors un ensemble, noté aussi Oh, non polaire

I
'M—Pt—2'

ensuite examiner certains problèmes pour R2 ou pour l’espace Bt pointé.

 et que la fonction de Green de B: se réduit à h(MP) ou
>

On pourra

II. — Minorantes sous—harmoniques. Généralités.

2. Renvoyant dans (AN) aux définitions générales dans Bt d’ensemble
polaire, de quasi partout, de fonction quasi sous-harmonique, etc., souli—
gnons-en les propriétéssuivantes essentielles ici.

A. Soit l’ensemble E polaire dans (» ouvert (de B:) de complémentaire Cm
non polaire. Il existe dans (» une fonction sous—harmonique 50 valant —oo
sur E et une valeur arbitraire < 0 en un point arbitrairement choisi hors E.

B. L’enveloppe supérieure d’une famille de fonctions sous—harmoniques
dans un ouvert ou (de B:), uniformément bornées supérieurement localement
(c’est—à—diresur tout compact contenu) est quasi sous-harmonique (”). 

("—’) C’est l’extension à B: du théorème de convergence (qui s’exprime de manière équi—
valente avec un ordonné filtrant croissant) donné par H. Cartan dans RC et même dans des
hypothèses bien plus générales. ,

On sait que la théorie complète du problème de Dirichlet (voir AN et antérieurement
Acta Szegea‘, 1939) peut se faire sans usage de potentiel (BS 1) et sans le théorème B ou
même sans aucun théorème de convergence pour suites croissantes de fonctions sous—
harmoniques. Il me paraît alors intéressant de déduire de ce problème généralisé de
Dirichlet un théorème voisin de (B) : -

En n’utilisant que des sphères on savait démontrer (Szpilrajn—Radô)que l’enveloppe
d’une suite était presque sous—harmonique et l’on pourrait étendre cela à une famille non
dénombrable. En se servant de domaines généraux on va voir que l’enveloppe supérieure
de (B) ne diffère d’une fonction sous-harmonique que sur un ensemble absolument
négligeable.

Cela résulte aussitôt du théorème suivant :

Soit dans un domaine co, une fonction v bornée supérieurement localement telle que
sur tout ouvert ô[äcœ] on ait v__<_H3. Alors ;) vaut — oo ou ne difl’e‘re d’une fonction
sous—harmonique (d’ailleurs major—ante et unique) que sur un ensemble absolument
négligeable. '

L’enveloppe supérieure de v et K: const. satisfera à la même condition et il suffira
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On notera u la régular1see d’unefonction qua51 sous—harmomque u(fonct10n
sous—harmonique unique égale à u quasi partout).

On verra aussi le rôle important de (C), d’ailleurs indépendant de (B) :

(C) (”*) Soient u sous—harmoniquedans œ # R,, et O ouvert [SC ce] SI u est

bornée inférieurement (même seulement sur 0), sa plus petite majorante
harmonique dans“0 vaut Ha. 
donc, en faisant tendre K vers —— oo par valeurs entières, de démontrer le théorème pour
un {> borné inférieurement. Soit alors w la fonction égale en chaque point à la lim. sup. en
ce point de v; W est semi—continue supérieurement et sous—harmonique puisque dans 6,

wé Hfié HË. La plus petite majorante harmoniquede W dans 8 est é HÎ et d’autre part,
puisque W est localement bornée, elle vaut HO… d’après la proposition (C) du texte qui ne
se démontre actuellement que grâce a la représentation potentielle. Ainsi H,Ë,é H?,

avec véw. D’où H…_,,4 H… —— H/ 0 puis H…_.,= o d’où résultera la propriété annoncée.
On sait que les ensembles absolument négligeables contiennent les ensembles polaires et

Sant inté1ieuœment polaires. S’ils étaient polaires, le résultat précédent serait le
théorème B.

(‘?)‘Plus généralement (énoncé C’), la différence des deux majorantes est nulle si (et
seulement si) les masses associées à u ne chargent pas l’ensemble des points-frontière
irréguliers de 3. —

Gela résulte aussitôt de l’expression de la différence (voir AN, 110 21). (C) résulte alors
de Îa propriété suivante (dailleurs caractéristique) des compacts polai1es (Frostman)
qu’on étendici à R-:

(P) Si un compact polaire E porte une distribution de masses p.èo non nulle, le
potentiel—hQ (Q hors E) a est non borné au voisinage de E (et même infini en un point
de E).

Car si 11 est une distribution go au voisinage de E, de potentiel-Im, soit v égal à + ce

surE:
fudv=fvdp=+ 00.

Pour préciser selon la parenthèse, rappelons (cela peut se voir dans BT à partir du théo-
rème 5 de BS 1) que l’on peut choisir 1: ne chargeant que B; u sera donc non bornée
sur E. Si u était finie sur le noyau fermé de masses de pt, soit Eot E, elle serait bornée
sur un compact partiel E., voisinage sur E0 d’un point P de E, (à cause de sa semi-conti—
nuité). Alors El, compact polaire, porterait une masse > o de potentiel borné sur lui.

Remarque. — Rappelons que (C’) peut servir à approfondir le principe du maximum
de Maria—Frostman. Voir dans (Bull. Sc. Math., juin—juillet, 1940) le théorème (B) qui
s’adapte dans BT. Soulignons seulement le résultat partiel suivant, qui peut se déduire
de (C) :

Si dans 82 ouvert (CS! non polaire) un compact E est chargé d’une distribution pè o, le
potentiel—Ga (voir plus loin n° 8) de pt est majoré par sa borne supérieure sur E.

On peut d’ailleurs passer au cas de E fermé dans 9, puis de E quelconque (de 9), dont
l'adhérence porterait toute la masse.
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5. On a encore peu étudié les minorantes sous—harmoniquesd’une fonction.
Les premiers résultats notables (Sjôberg) ("‘) sur ce sujet (donnés dans le
plan) sont contenus dans l’étude suivante: ‘

‘
. .

THÉORÈME -1. —— Soit dans un ouvert Q de R une fonction f bornée supérieu—'
rement localementet mznore'epar une fonctzon sous—harmonique(”). )_

La famille 2 des fonctions sous—harmoniquesdans 0 majorées par] admet
une enveloppesupéneure quaszsous—harmonique Z,« (”).

La famille :$ des fonctions sous--harmonigues dans'fl majorées par ] quasi—
partout admet une enveloppe supérieure 8; sous—harmonique qui est ausst'la “plus
grande d’entre elles, date extrémale.

Deplus Zf42féî—Sf.
Enfin St CQ nest pas polatre, ZS, vaut/E\f partout et vaut Zf là où $féf.‘
La première partie vient de (B) et l’on voit que E/\fe$. Si CQ n’est pas

polaire, (A) montreque toute fonction u de “5 donc majorée parZ, là où u_éf
donc majorée partout parî,. .

Pour achever, prenons w ouvert quelconque dans Il, tel que Cw soit non
polaire. Les fonctions de 29 sont majorées par l’extrémale pour ce, donc unifor—
mément bornées supérieurement localement; leur enve10ppe est quasi sous—
harmonique, majorée dans ce par l’extrémale précédente; donc elle-n’est}f
dans Q que sur un ensemble polaire; de même sa régularisée qui appartient.
donc‘a 25. 

(“) Nils SJÔBERG, 9° Congrès des math. Sound. (Helsingfors, août 1938, p. 309, 1939—)_.

Après un résultat partiel basé sur la représentation conforme, l’auteur démontre très
succinctementet indépendamment, semble-bi], pOur un domaine plan et une fonctibn finie
continue bornée inférieurement, l’existence d’une plus grande minorante sous—harmonique
d’ailleurs continue (ce qui est généralisé dans notre théorème 2). Puis il donne, dans le
cercle, une condition suffisante sur une fonction pour que ses minorantessous-harmoniques
soient bornées supérieurement localement.

(“) On se limite, en vue de nos applications,a ces conditions facilesàaéla1gi1 plus ou
moins. L’impo1tant so1ait un c1itè1e pou1 que les mino1antes sousharmoniques soient
localement bornées supérieurement dans leur ensemble.

(”*) On pourrait comme Carathéodory dans un cas particulier (Am. J. of Mal/t.,
vol. 59, 1937, p. 724), considérer aussi la sous—famille des fonctions harmoniques. Mais
son enveloppe supérieure U dillère en général de 2] même avec bien des restrictions de
régularité surf(par exemple fpourvue de dérivées continues d’ordrep dans un ouvert en

contenant ?! de BT). Sinon en chaque point M0 ou trouverait au voisinage, grâce à une
extraction de suite, une fonction harmonique éU mais égale à U en M0. En imaginant
(par des médiations) u,, sous—harmonique du type régulier cousidéré dans œ, décroi59ant
vers u sous-harmonique finie discontinue en un point M.,. on obtiendrait (à l’aide d’une
extraction de suite) une foncti0n harmonique au voisinage de M., minomnt a mais l’égalant
en M0 ce qui contredit la discontinuité.
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Parmi les propriétésévidentes soulignons :

a. Sif=f. quasi partout ‘ä_,«=$-Ï;
b. $,(P)_élim. sup.f(M);

H->P
c.“ “si f,, du type de f tend en décroissant vers 'f, 2$f"—+ $,—. Si to,, ouvert

croissant tend vers fi, l’extrémale pour ce,, tend (en décroissant) vers
l’extrémale pour a.

4. Cas de semi—continuité. — Sif est semi-continue inférieurement, 2_,« est
l’enveloppe supérieure des X? pour les cp (du type f, il en existe) continues
ét‘_ë‘f,‘et même l’enveloppesupérieure des fonctionscontinues de IafamilleE(‘7);
elle est donc semi—continue inférieurement.

‘ Arrivons au résultat de Sjôberg très étendu comme suit :

THÉORÈME).‘) — Si ] est semi—continue supérieurement E,—=î$4f et $,— est

fonction maxima de 2 (plus grande mmorante sous—harmonique); elle est

contmue stflest.

SC’est aussi l’enveloppe inférieure des $$ où <p est finie continue èf et même
la limite de S?" pour une suite décroissante go,, de telles c; tendant vers f.

Voyons maintenant ce que donne l’approximation par des fonctions semi-
continues. D’abord Zf est l’enveloppesupérieure des“-… pour les + (du type
de ]) semi-continues supérieurement et ._/_f. Passons à la semi—c—onti1mité

inférieure.
Laine 1.— Soccntu sous—harmoniquedans (0,03'ouveit;é R_,lel queoÎC w et sur

*‘\
à une fonctwn cp résolutivepour 0. Si dans@, uéHË, 11 n’est > e sur 0 que sur
un ensemble négligeable relativementà €. ‘

En Considérant que l’enveloppe supérieure de e et de (— n), on se ramène
grâce au passage n—>œ, au cas où c; est bornée inférieurement par une
constante K. On pourra alors en conservant les hypothèses remplacer u par
son enveloppe supérieure avec une constante _4_K.

Traitons donc le cas de u bornée intérieurement. De l’inégalitéuéHî
résulte que H4p majore la plus petite majorante harmonique de il dans 3 qui
vaut alors HÎ (d’après C., n° 2). D’où H,ÊéHâ ou HÎÇ_?_4_Il suffira donc de s’appuyer sur la remarque suivante que nous allons
établir : 

(") On pourra majorer une fonction u de 2 par une fonction sous-harmonique v__4_’o
continue telle véf—t— & et v -— & appartiendra à 2. En effet l’ensemble «ou oùf> —oo est
ouvertet l‘on pourra s’aiderd’un quadrillageirrégulierconvenablesur ooo avec remplacement
de u dans les mailles par les fonctions de Wiener puis réitérant l’Opération avec deux
autres quadrillages pour faire disparaître les discontinuités.
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LEMME l’. — Soit pour un ouvert 0 (de complémentaire non polaire), a]; réso—

lutive sur3; la borne supérieure de H° majore *.]: saufsur un ensemble négligeable.

En effet, si cette borne vaut % fini, soit KI}, l’enveloppe inférieure de a]; et )…

Toute fonction sous—harmonique ou — ce dans chaque domaine composant,
bornée supérieurement, de lim. sup. à la frontière majorée par d; est él,
doncéH,, d’où H.J4Hd,. Comme «la: a]; + (\lJ—- X)+, on conclut HN,»—M+= o,
d’où le résultat.

THÉORÈME 3. —— Considérons (toujours pour la fonction intiale f dans fl),les
fonctions 0 semi—continues inférieurement, séparément bornées supérieurement
localement (”*) et majorant f. Les &, admettent une enveloppe inférieure J;
sous—harmonique è$fi Jf est la plus grande de la famille 5 des fonctions
sous—harmoniques u dans Q telles que, dans tout ouvert 3#ËT avec ËCQ on
ait u é lÎÿ; on a même

_

Häf£ñÿ.

D’abord les 2—35 formant un ordonné filtrant décroissant, Jf est sous—har—
monique. Puis, comme 30 n’est > 0 queSur un ensemble polaire ;

Hoäo=/ Hg, d’où Häfé H8; enfin HaféÈ} (1&bts)_

Voyons enfin que si uélÎ}’, on a u_4_Jf. Il suffit de voir que tout 6_

majore u quasi partout. L’ensemble où u>0 est réunion dénombrable-de
compacts, mais aussi absolument négligeable d’après le lemme 1 puisque
u 4 HÊ—i,l est donc bien polaire. -

On notera que sifest sous—harmonique, “äf= Jf=f.
5. REMARQUE l. — Introduisons la famille '5’ des fonctions sous—harmoniques

majorées par f a peu près partout (c’est-à-diresauf sur un ensembleintérieu-
rement polaire).

5 contient 28’ . Il y a identité sif est {définie à partir de deuæ fonctions boré—
liennes du type ], soitf4 et f2 (f, _4f,) comme étant égale à f, sur une partie a
de Q et àf2 sur l’autre; alors Jf appartient à 25’.

La première partie se voit en remarquant que l’ensemble où u de 3’ > 0 est
réunion dénombrable de compacts et intérieurement polaire donc polaire ;‘
d’où ué‘âe puis ué Jf. 

(“*) Ou encore bornées localement, ce qui ne change pas l’enveloppe inférieure qui suit.
*(””“) On remarque, pour conclure, qu’une fonction sur'ô, bornée, semi—continue infé—

rieurement et àf peut se prolonger dans ou en une fonction à f, semi-continue 1nfér1eu—
rement, localement bornée.g
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Pour voir la seconde partie, prenons un domaine 3 et sur 8 n en un ensemble
borélien E dont la différence avec a soit intérieurementnégligeable. Soit sur 3

la fonction borélienne oèfégale à f. sur E, à f, ailleurs. Si u E 5, on aura
uéHä. Alors d’après le lemme l, sur 8, u est majorée par cp sauf sur un
ensemble négligeable, donc par f sauf sur un ensemble intérieurement
négligeable. Cela s’étend à tout ouvert du type 8. Alors dans 9, u sera bien
majoré parf sauf sur un ensemble intérieurement polaire.

REMARQUE '2. — Considérons la famille 5 des fonctions sous-harmoniques u

dans_fl telles que dans tout 8 précédent on ait uéfl_ÿ. Il y en a une maxima
soit 5; (la régularisée de l’enveloppe supérieure).

Ces fonctions sont aussi les fonctions sous-harmoniquesmajorées par f sauf
sur ensemble absolument négligeable : en effet soit sur ’o‘, :p borélienne éf
telle que Hg= ËÎ. Le lemme montre que u n’est > <p donc >f que sur un
enSemble négligeable. R9ciproquement la seconde condition pour une fonction
sens-harmoniqueu entraîne, si u’ est l’enVeloppe inférieure de u et_fsur ’à,

u 4 H5 = usés}
et cela montre de plus que

_

Bésumons : -

2 c ‘5 c ;} c “5' c 5,

d’où pour les enveloppessupérieures :

Ef£ ‘«>‘f—é 5Hé 3% Jf-

-On retiendra que si f est borélienne, J et “} coïncident; en cas d’identité des
ensemblespolaires et absolument négligeables, 15 et 3 coi‘ncideraient.

Enfin on montrera que si deux fonctions f coïncident sauf sur un ensemble
absolument négligeable, il y a identité des deux familles correspondantes5 ,

3 ou 2—5’ .

III. — Extrémisation d’une fonction sous-harmoniquesur un ensemble.
Extrémisation des,masses.

6. Particularisons le problème précédent en vue de retrouveret d’élargir des
théories connues. Nous traiterons un cas fondamental auquel peuvent se
ramener des cas plus ”étendus par certains côtés.

Fiæons dans B, un ouvert Q de complémentaire non polaire (en particulier R,
si Tè3) et soit u sous-harmoniqueéo dans (2. Relativement à l’ensemble E

Journ. de Math., tome XXIV. — Faso. 1, 1945. 2
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de 0, on notera cpf‘f la fonction égale à 0 dans E', à u ailleurs et Q — E ou _CgE
le complémentaire de E relatif à Q.

Définition. —— On appellera extrémalede u pour E (”), l’extrémale$,g,(rela—
tive à Q), c’est—à—dire la plus grande fonction sous—harmonique40 dans a
majorée par u quasi partout hors E (°°).

On la nOteta âfi ou brièvement à pour E bien fixé. Le passage deu
àê“ s’appellera extrémisatzon de u sur E. «

' Premièrespropriétés. — a. 665 majore u, vaut u quasi partout hors E et uen
tout point où CE est non effilé (“); elle vaut d’ailleurs 2,5, sur E, et même
hors E là où elle vaut u; enfin ëfî est harmonique à l’intérieur de E.

b. 6,“ croît avec u et E; de plus si a > o,

&,,——séê“u—3’

. . . ode sorte que s1 deux u sat1sfont à
| u. — 112 _4_e, on aura

 

|(î1—— ü,|ée.

c. Les propriétés de 3% ou le fait qu ’une réunion dénombrable d’ensembles
polaires est polaire, donnent aussitôt:

L’altération de E d’un ensemble polaire conserve l’extrémale.
Si u etÎv coïncident quasi partout hors E, ü: €*; en particulier si E. DE,

c=E«— eä‘,U

ce qui contient pour E_—— E la propriété d’invariancepar itératz‘on.
‘

Si u,, décroît vers u, c ’est—à-dire tend en décroissant vers u, &“, décroît
vers &“ (“). '

Pour un ensemble défini ou dénombrable de E,,

Eëî"é 59“"- 
(“-‘) Dans son étude, Monna (III) considère en somme le cas de Ë borné contenu dans 82

de R,. Dans ce cas notre extrémalè n’est autre, après réflexion, que son extrémale intérieure
dont il donne les propriétés principales du présent chapitre ( calquées sur le cas de E
compact) à une restriction près de mesurabilitépour ce qui concerne le n° 12.

(2°) Car une fonction sous—harmonique, é o quasi partout ou encore à peu près partout
ou même seulement piesque pa1tout dans R est partout__4 o.

("‘) On sait que si un ensemble et est non effilé en P, toute
fonction

sous-harmonique au
voisinage de P vaut en P sa lim. sup. en P 3111 a.

(") Extension à un ordonné filtrant décroissant de E fermé dans 52, car l’extrémale de
chacun vaut u hors de l’ensemble.
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(1. Si E est fermé dans Q, 55 est la plus grande minorante sous—harmonique
de o,‘Î et vaut u hors E.

Si E est ouvert, &‘Î vaut dans E la fonction de Wiener H'ä où (l; vaut u

surEflfi et 0 sur ÈnQ.
»a.: Si a est continue (finie ou non), ëffi vaut l’enveloppe supérieure @

deaôflpour les F fermés dans Q, contenus dans E à un ensemble polaire près,
e’eet-à—direencore la limite de 65 croissante selon l’ordonnéfiltrant des F.

Car l’ensembleE, où 655 —— eè u(e > 0) est du type F précédent d’où

&E— eéëE*é® puis S,È_é (Il.

'

On verra de manière analogue que pour u continue et finie, 2,3 est limite
analogue et enveloppe des 55' pour les F’ fermés dans Q et contenus dans E.

' f. &: est fonctionnelle additz‘vede u, c’est-à—dire que

êä…..-_— 65, + 55,.

C’est évident pour E ouvert d’après l’interprétation de ëfi comme fonction
de Wiener On passe au cas de E fermé dans Q par une suite d’ouverts
décroissants. On voit alors par (e) l’additivité pour des u continues; on
obtient le cas général grâce au lemme.

LEMME 2. — Étant donné uéo sous—harmonique dans un ouvert (en parti—
culier Q) on peut former une suite de fonctions analogues mais continues (et
mêmefinies) tendant en décroissantvers u (23 ).

g. Si u est harmonique_40 et bornée dans Q, tendant vers 0 sur ÉnQ sauf
sur un ensemble négligeablepour Q, I‘l—_ a.

On considérera pour chaque fermé dans Q de E, les ouverts (de Q) le

contenant sans point——frontière sur Q {1 CÊ.

.7_ EXTENSIONS. — Si l’on considère Q ouvert quelconque et ËcQ, enfin u
sous—harmonique quelconque dans Q, on introduira un ouvert Q. tel
que Ëc Q, cQ—. cQ; si la constante K majore a dans Q,, u — K y sera ée et
l’extrémale êfi_x relative à Q,, prolongée par u —-— K hors Q., puis augmentée
de K est alors indépendante de Q, et K et identiqueaà ôfj lorsque cette
extrémale peut être définie, c’est la plus grande fonction sous—harmonique
dans Q, éu quasi partout hors E; on l’appellera encore extrémale de u 

(“*) On peut commencer par former une suite de fonctions finies continues éo
décroissant vers u puis utiliser la construction de la note 17. On peut aussi dans l’hypo-
thèse de l’ouvert Q procéder avec une médiation. spatiale, puis hors d’un compact de Q
avec un prolongementpar une fonction de Wiener convenable.
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pour E relativermænt à Q. C’est ainsi que la théorie a été déjà étudiée (BS 91)

pour Q borné et EcQ.
_

Transposition immédiate de la théorie aux fonctions sur—harmoniques par
changement de signe et de sens d’inégalité. Même dénomination d’extrémale.

8. EXTRÉMISATION DES MASSES. DÉFINITION. .— Revenant désormais aux hypo—
thèses initiales, considérons plus spécialement les fonctions sous—harmoniques
é 0 admettant une plus petite majorante harmoniquenulle, On sait (AN) que ce

sont les fonctions v,(P)=fGfi(M)dp(M) dites potentiels-G où n est une
mesure de Radon éo dans Q (distribution de masse), G5(M) (ou brièvement
Gr") la fonction de Green de Q supposée sommable (c’est-à—dire d’intégrale
finie) en un point au moins de chacun des domaines composants de Q; p. est
d’ailleurs déterminé par le potentiel.

L’extrémale ê‘jÈ ou €),, majorant v,, admet donc aussi une plus petite majorante
harmonique nulle; c’est donc le potentiel—G d’une distribution p. dite extré—
misée. Le passage de y. à [J… s’appellera extrémisationdes masses p… pour E, ou
encore balayage de E ou balayage sur CgE; c’est une opération additive.

Mêmes définitions et notations avec des masses èo. On notera e,, la distri—
bution réduite à la masse + 1 en P. On verra le rôle essentiel de €,; et GB(M)
relatifs à un E fixé.

9. CBITÈRE FONDAMENTAL D’EFFILEMENT. — L’effilement d’un ensemble a
en 'P (de Q) non isolé de auP, équivaut à l’existence d’un potentiel—Gde
masses 40, soit u, tel que

'

.
' ' lim sup. u(M)<u(P)

M->—P, M;fiP,_MEa

et aussi à l’existence d’un potentiel analogue v tel que
v(P)fini, v(M)——>—œ (M—>P, M#P,Mea) (“).

THÉORÈME 4. — Soit dans Q, u sous—harmonique éo dont la tmleur en P
soit finie et plus petite (“"”) que la borne inférieure de u hors de tout voisinage
de P. Pour que l’ensemble et de Q soit q7île' en P il faut et il sufit que

e9-a<P>>u<P><“>
(“) La première partie est à peu près la définition fondamentale de l’effilement, la

seconde est une propriété donnée dans BSz (théorème 1) avec une petite adaptation
pour inclure le cas de P en (R,.

'

(……) Plus petit, plus grand seront toujours pris au sens ordinaire (< ou >), c’est—
à—dire dans le sens strict de Bourbaki.

(“*) Nous reprenons sommairement, à peu près, la démonstration donnée dans BSa
(théorèmela). J’ajoute sur les épreuves que la restriction « u(P) finie » est essentielle, mais
que, si P#Œ,(fê3), un autre critère (nécessaire et suffisant) est qu’il existe 9 sous—
harmonique go infinie en P et d’extrémale finie en P, comme on pourra le démontrer plus
loin. Même énoncé avec effilement intérieur et extrémale extérieure introduite plus loin.
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On sait déjà que la condition est suffisante. Voyonslanécessité et examinons
seulement le cas non immédiat où P est hors et et non isolé de «UP. Si a est
effilé en P, il existe w sous—harmonique bornée dans Q telle que

lim sup. W < *{ < w(P) (“”)
M—>r, mea

Alors considérons la fonction cp(M)= u(P)+ K[W(M) — y] avec K > o.
Pour K assez petit, qp(M) < u(M) sur oc d’où

59“°‘è<? et éâ9—“(P)ècp(P)> u(P).

REMARQUE.- -— Un raisonnement analogue donne le second critère (“) :

Soit u sous-harmonique < 0, et bornée au voisinage de P. Pour que ou soit
effilé en P, il faut et suffit que pour un voisinage 8 convenable de P,

' ê9‘“"’(P)soit arbitrairement voisin de o.
, La condition est évidemment suffisante. Supposons l’effilement. Examen

immédiat si P est isolé de «UP. Sinon on conclut en prenant le v du rappel
préliminaire (début du n° 9), puis considérant le arbitrairement petit en P
avec X—et qui dans un voisinage 8 de P sur on sera majoré par u.

10. LEMME 3. — Il eæiste dans Q une fonction sous—harmonique V < 0 bornée
continue telle que pour tout point P E Q, V soit la somme de deux fonctions sous—

harmoniques40 dont l’une est en P, finie et (strictement) plus petite que sa
borne inférieure hors tout voisinage de P (”).

On peut partir d’une fonction U <o sous—harmonique continue dans Q,
possédant hors a. des dérivées secondes continues et un AU > 0 (par exemple
du type fGg(M, S) du(S) où p. est une distribution de masses < 0

dans QnCŒ7 à densité < 0 convenable). Essaÿ0ns de faire la décomposition
pour P # LR,. Introduisons DäcQ et la fonction de Wiener dans Q —— D‘; avec
valeur 0 sur Q et —1 sur D‘}; on peut la prolonger sous-barmoniquement
dans Q par une fonction sous—harmonique dans D{.‘, fonction de PM seul
continue strictement croissante. La fonction <.l; obtenue est bornée continue,
s’annule quasi partout sur Q et est en P plus petite que sa borne inférieure
hors tout voisinage de P. Une double médiation spatiale à rayon assez petit 

(”) Il n’y a qu’à prendre l’enveloppe supérieure avec une constante d’une fonction il
. ou V de l’énoncé initial du n° 9.

(“) Extension à divers points de vue d’un critère de régularité De La Vallée Poussin
(Bull. Ac. royale de Belgique, juin 1938, p. 374).

(") Le cas de Q borné se traite facilement de diverses manières, par exemple comme je
l’ai fait, avec le potentiel—mesure. Rappelons que Dll est le domaine PM < r (voir AN).
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conserve ces propriétés et l’harmonicité hors d’un Ü}}'(R'> R) mais donne un
laplacien continu, et une multiplication par K assez petit rend ce laplacien
arbitrairementet uniformément petit. On verra alors que, pour K cbnven‘a—ble,
cette dernière fonction «' majore U et que U— v est sous-harmonique,ce qui
réalise la décomposition cherchée de U.

Pour (RteQ et P en d’y, on évite toute difficulté en formant _U. ana—
logue à '».lJ, sous—harmoniqueéo bornée continue strictement inférieure en 0,L_

à sa borne inférieure hors tout voisinage de (R:. Ainsi U—U. permet la
décompositionpour tout P de 9. C’est une fonction V cherchée.

Aoplications. — Noyau de E. Le critère du théorème 4 s’applique à V; Donc
l’ensemble des points de 9 où CE est effilé est défini par ê‘â> V. On l’appel—
lera noyau 911€ de E.

'
’

Propriétés : :”)tEcË; :)ZEn CE est polaire; 915 est réunion dénombrable de
fermés dans Q ou de compacts; on a aussi 9‘Cm£=9‘LE comme il résulte du
théorème‘sùivant :

'

THÉORÈME 5. —— ëfi vaut $;?“ et est la plus grandefonctionsous—hamanz‘queé ()

majoréepar u hors 91H (ou encore égale à u hors fifi).

Car ôfi valant u hors 914; est majorée par êfl’s tandis que

: .. E ;' .‘E€,[FE_ ôu n usé é7u '

CONSEQUENCE. — Les diverses propriétés de SI,; s’étendent pour E quelconque
dans fit à l’ensemble des points de K où CE est effilé; car il suffit de raisonner
localement. D’après cela, comme on l’a déjà souligné dans (AN), les points
d’un ensemble où il est eflîle' forment un ensemble polaire; ainsi l’eflïlement d’un
ensemble en chaèun de ses points caractérise les ensemblespolaires. -

Base d’un ensemble on de Q : ce sera

au: Cgfllcg:

c’est l’ensemble des points de 9 où et n’est pas effilé‘. Les propriétés du noyau
se traduisent aussitôt en propriétés de la base, dont l’utilité ressort déjà des
énoncés suivants :

Si une fonction sous—harmoniqueest déterminée quasi partout sur a, elle est
déterminée sur (Ba (elle vaut en chaque point la lim. sup. en ce point prise sur
la partie de 0. où la fonction est donnée). Plus généralement et de même, entre
fonctions sous—harmoniques, l’inégalité uéc‘ est équivalente sur (B“, quasi
partout sur 651 ou quasi partout sur a.
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“. REPRESENTATION INTEGRALE DE L’EXTRÉMALE.

LEMME 4. —— L’extre'malepour E de la fonction de M, G“(M)en B vautl’eætré—
male de G“(M) en A, c’est—à-dire

ÔA(B)=ÔB(A) ou êA(B)=féÀ(S)dâ,(S).
Il suffit de le voir pour E ouvert car on passe aussitôt à E fermé (par une

suite d’ouverts) puis au cas général par (6, e).
Supposons d’abord A et B dans E. Alors on a dans E

G‘è(M): G;},(M) + G‘è(M),

et de même avec B, d’où le résultat grâce à la symétrie des fonctions de Green.
On passe au cas de A et B quelconques, mais non sur CEnJL_ si 1_>_3; il

n’y a qu’à adjoindre à E des voisinages ouverts de A et B qu’on fera tendre
vers A et B dans des suites, car l’adjonction d’un ou deux points(# (R, si Tè 3)
àrE ne change pas les extrémales.

C’est encore évident si l’un des points A et B est hors É.
Reste le cas de l’un des points, soit A, en cR,sur Ë pour 1 à 3; mais alors CrA

étant borné, on a dans E donc partout
GA(M): GA(M),

tandis que le non-effilement de CE en A entraîne aussi

èB(A): GB(A).

CONSEQUENCE. —— S’il y a pour les u sous—harmoniquesé o une représentation
intégrale ü =fu(S)dv,(S) en un point M, avec mesure de Radon v,,èo
indépendante de u, v,, est nécessairementê,,; car en prenant pour u les (— GA),
on voit que v,, et €,, doivent avoir même potentiel-Gdans Q.

Par suite si E est ouvert et MEE, €,, est identique à la mesure obtenue par
réduction sur Q de la mesure harmonique relative à M et E (qui est une distri-
bution de masse sur É, en partie peut—être sur Ô).

On peut songer à partir de là pour obtenir une représentation intégrale de u
dans le cas général. Nous procéderons directement, en nous basant sur le
lemme suivant :

LEMME 5. — Toute fonction cp finie continue dans Q, nulle hors d’un compact K
de Q,peut être approchée à & arbitraire près par la dfiérence de deuxpotentiels G
de masses éo bornés continus, même égaux et harmoniques hors d’un compact
convenablementfixé (” ). 

(“‘) On peut donner une autre démonstration à partir du résultat d’approximation A'
n° 12 de (AN).
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On se ramène à supposer <p constant au voisinage de ŒT si Œçeû. Puis on
approche <p, grâce à des médiations spatiales, par une fonction a]; de ce même
dernier type mais admettant de plus les dérivées secondes continues hors & .

Alors on voit (““) que tl» vaut à une fonction prèsfG"(S)Aubde (6 mesure

de Lebesgue dans R) qui se décomposeaussitôt selon la demande.

THÉORÈME6. — Pour u sous—harmoniqueé o et E quelconque dansfl

ü<M>= û<S>dëm<S>,

ce gut, pour un potentzel—G de masses p. s’écnt aussz par interversion d’inté—
grations

û(M)=fé”(S)dp(S).

Cherchons donc une représentation intégrale par voie directe à partir de la
propriété d'additivité. Nous allons définir une mesure vu dans [] par une fonc-
tionnelle èo additive convenable des fonctions du type cp>o (lemme 5);
reprenons pour cela une idée de A. F. Monna (“').

D’abord cp étant fixée èo, on trouvera par le lemme 5 deux suites u,, vn de
fonctions finies sous—harmoniques éo telles que u,,— v,, tende uniformément
vers cp. Si a,, est la borne supérieure de [un— vn— cpl on aura

l(un+p_ Vn+p) _ (u,,— Vn) ' = |
(un+p+ Vn) ‘“ (un—l‘ Vn+p) lé5n+ £n+p;

d’où "‘/L,“ "‘JL’*'
i
(“Iz+p““ ‘°‘n+p) — (ûn_ ‘°'n)

[
=

| (“a+p+ "n) '— (un'+ VIH—p)
] é€n+ €n—t—p)

ce qui assure la convergence de îzn—- «°»… On verra par des raisonnementsana—
logues que la limite, d’ailleurs èo, est indépendante des suites u,,_, v,, et en
chaque point fonctionnelleadditive de cp. Cette fonctionnelle définit donc bien
une mesure de Radon \… et s’écrit/ç(S)dv…(S).

Soit alors u sous-harmoniqueéo finie continue et tendantvers zéro en tout
point-frontière de Q. L’ensemble où u + e_éo (& > 0) est un compact K defi;
si fa, ge sont les enveloppes (inférieure et supérieure) de u + e et 0, on &

fs— — &) différence de deux fonctions sous—harmoniques _40 d’où       

ffede=ù_— (ge_g)_ 
(°°) Car la différence est harmonique et comme l‘intégrale, bornée et s’annulant aux

points-frontière réguliers, donc nulle.
("‘) A. F. MONNA, loc. cit., III. .
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Mais 51 & tend vers zero comme ;, f€ decr01t vers u, gg— & tend vers zero donc

aussi son extrémale, d’où à la limite

û=fudm.
On achève aisément si tous les points-frontière de [2 sont réguliers; grâce

au lemme 2 on ramène le cas général à celui de u finie continue et ce dernier se

traite en formant un u,, analogue, décroissant vers u mais s’annulant à la
frontière. On l’obtient en prenant dans Q un compact K,. sans point d’effile-
ment, croissant vers 9, et remplaçant dans Q—K… u par la fonction de

Wiener correspondant à zéro sur Ô et u sur K,...

Écartons enfin la restriction de régularité; grâce à la dernière idée de

raccordement (par une fonction de Wiener s’annulant quasi partout sur Ô), il
suffit de traiter le cas où u est un potentiel—G de masses éo situées sur un
compact de 9. Or soit Q,. ouvert croissant tendant vers (2 mais à points-fron-
tière tous réguliers. Mettons dans ce qui suit l’indice supplémentaire n pour
désigner les éléments d’extrémisation relative à Enfin et 9… Alors (& ),, tend
vers à et vautfud(ê”)… Mais si u,. est le potentiel-GQ" des masses p…, u — un

est harmonique 40 et tend vers zéro; donc son extrémalef(u — u,,)d( EM)”

tend aussi vers zéro.“ Il reste à montrer que

fun d(ên)n—>—flt dêm.

Or l’expression s’écrit aussif[Ëäflj,,du”qui tend bien versfGà‘ dy. oufu dêM

puisque, comme c’est facile à voir, l’extrémale de Gäfl pour En!)" et Q,, tend
en croissant vers (3%

12. ETUDE DE L’EXTRÉMISATIONDES MASSES. — Préparons les résultats définitifs
par des remarquespartielles immédiates :

a. L’extrémisation laisse invariantes des masses portées par C…“)‘LE (ou base
de Q — E).

Car le potentiel u des masses .u. satisfont à 12 =fG"(S) du(S) où Ü” vaut GP

sur C99”LE d’où à: u et la conservationde la distribution.

b. E,, ne charge pas 915, quel que soit M. Car partant de la fonction;ÿfîïfi
lemme ? et utilisant l’invariance de l’extrémale par itération, /—Îf ., ,—

: n ° "v =j V dsM=desu. -;1ä;.;.
Journ. de Math., tome XXIV. — Faso. 1, 1945. 3
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D’où, en passant, le critère suivant à rapprocher du théorème '4 :

THÉORÈME 7. — Pour que l’ensemble et de Q soit non efi‘ilé en P, il faut et sufit
que l’extrémùationpour () — a de G5 ou encore de s.,, les laisse invariants(”)
{autrement dit que le balayage de e,. sur ou ne change rien).

Car si et est non effilé, on considère G' et l’on conclut par le
lemme

3 (partie
du théorème 6). ‘

Si oc est effilé, on considère e,. et l’on conclutpar la_remarqueprécédente (b).
c. Si M € 915, €,, ne charge pas les ensembles polaires (c’est-à-dire que tout

ensemble polaire est de mesure—êM nulle).
Comme tout ensemble polaire est contenu dans un autre polaire borélien, il

suffit de voir la proposition pour tout compact et de C9911, etcela résulte de ce
que, au voisinage de a, G"(S) est borné [voir note (13)]. _

D’après a et b,e,, est caractérisée comme la seule distribution de masses èo
sur C...“)‘LE de potentiel——G égal à GM sur CQ9‘LE (ou égal à G" quasi partout
sur CQE). L’unicité vient de ce que toute distribution répondant à ces
conditions donne un potentiel coïncident avec sa propre extrémale, et que
l’extrémale est la même pour deux fonctions égalessur CQ9‘LE(ou quasi partout
sur C__E).

On passera au cas général de 13. en étendant b, ce qui résultedu théorème
suivant Où il suffirait de considérerpour 4; les fonctions caractéristiques de
compacts.

THÉORÈME 8. —— Pour une distribution p. admettant un potentiel—G, on a pour
toute fonction il; à 0 boréliennesur Q

fw=f<'fwæ>w
En elïet soit d’abord &lJ, potentiel—G de masses v. Alors le- second membre

vautf«b ([p., qui par interversion d’intégrations,donne le premier membre.
On passe à L!) finie continue nulle hors d’un compact grâce au lemme 4; une

suite décroissante donne le cas utile de a]; fonction caractéristique d’un
compact. Des passages à la limite donnent d’ailleurs par récurrence transfinie
le cas de <b_> o borélienne, bornée nulle hors d’un compact, puis par croissance
le cas général.

Nous pouvons alors conclure :

THÉORÈME 9. —— Si p… admet u comme potentiel—G, p. est la distributionunique
(de même signe) sur (39915, dont le potentiel—Gvaille u sur CQÛZE(ou quasipartout 

(”) Lorsque P est en (R, et rè3, il est intéressant de voir directement l’équivalence
avec le théorème ’» considéré pour la fonction (— G”).
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sur CQE) ou encore : le balayage .sur et donne la seule distribution (de même
signe) sur la base (Ba dont le potentiel-G soit le même sur 03“ (ou quasi
partout sur‘ a).

Enfin c s’étend comme b
.:

si y. ne charge que 91,3, p. ne charge que Ën CQÛZE

ou ËîËn03an, et aucun ensemble polaire; la masse totale est d’ailleurs
tOujours conservée si Ëc Q.

15. VARIATION DE Q. —— Supposons ËcQ, cQ. Il est évident que les extré—

males d’un u relatives à Q et Q. sontégales dans Q.. Mais partons de p. dans Q;
les masses dans Qn CQ. restent invariantes dans l’extrémisation relative à Q;
les masses de Q, .y admettent un potentiel—Ga1 et donnent par extrémz‘sation
pour Q. la même distribution que pour Q. Il suffit de voir que les deux êp sont les
mêmes. Or GB et GE}! diffèrent dans Q. d’une fonction harmoniquew s’ennu-

* * _— *
laut quas1 partout sur QnQ. (contenant EnQ). Les extrémales de ces

fonctions pour Q et Q, diffèrent aussi de w et les masses associées à ces
fonctions sur—harmoniques sont bien les mêmes.

Considérons plus spécialement le cas de Ë C Q et des masses y. sur É. Prenons
un point Q hors É; soient v le potentiel—hQ de u, puis & l’extrémale pour E au
sens étendu du numéro 9. On verra que <°‘ est le potentiel-hQ de {J. (“).

/

IV. — Extrémalessecondaires.

14. Conservant l’hypothèse de GQ non polaire et u sous—harmonique éb,
cherchons ce que donne l’approximation de E contenu dans Q par des fermés
contenus ou ouVerts contenants.

L’eætr‘émale inte'n'eure gâfi. Pour tous les ensembles F fermés dans Q contenus
dans E, êfi (ou plus grande minorante sous—harmonique de <P5) admet une
enveloppe supérieure quasi sous-harmonique dont la régularisée peut être dite
extrémalc intérieure 625 de u pour E.

êfiéôfi; d’après (6, e) il y a égalité si u est finie Continue. Mais pour
E ouvert et ËCQ, ê‘j vaut la plus petite majorante harmonique de u dans E;
cela montre qu’elle peut effectivement difi‘érer de & et que le passage à la
limite de un décroissant vers u ne conserve pas toujours l’extrémale intérieure.
Ce dernier—point, malgré l’additivité évidente en u, empêche une représen- 

('“) On sait (voir" AN lin) que la possibilité de représentation par un potentiel-leo
d’une fonction sous-harmonique dans Ê;—— Q ne dépend que de l’allure de 11 au voisinage
de Q.
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tation intégrale générale et peut—être tout rôle important; [mais il y aurait
intérêt à savoir préciser, comme dans le cas important de E ouvert (vozr AN,
n° 21), la différence êÏ;— 655.

On peut évidemment defnir pour des masses pt une extrémisation
« intérieure » correspondanteavec distribution 11.

1.5. L’extrémale ewtérùeure 55 ou 17 ( “). — On appellera ainsi l’enveloppe
inférieure des ëff pour les ouverts (» de & contenant E, c’est—à—dir‘e la limite
de êfj’ décroissant selon l’ordonné filtrant des ou. Elle majore u'et même 655 et
est sous-harmonique.

Un autre aspect ressort des propriétéscaractéristiques suivantes :

Ê5=J,z et 55 est la plus grande des fonctions sous—harmoniques éo’
qui sont 4 u à peu près partout hors E.

La seconde partie résulte de la première et de la remarque 1 du n° 5 (“‘).
Quant à la première partie, soit d’abord ‘Ü bornée supérieurement locale-ÿ

ment dans Q, semi—c—ontinue inférieurement, majorant cp,,, l’ensemble où
v >— a (> o) est un ouvert (» contenant E et v + a > ça,? . Donc &“ est majoré
par 28… ou 2—5,+ &. De même Ë,,, que majorent donc les $,. et leur enveloppe
inférieure. .

Inversement, soit d’après le lemme 2, u,. sous—harmonique éo continue
décroissant'vers u. Si (» ouvert contient E, cpj‘,’fl est du type v précédent. Comme

ôâ"u= $$)” + 82),

on peut donc bien trouver une fonction du type 0 dont l’extrémale 28 est arbi—

trairement voisine en un point P fixé de &?,(.P) D’où résulte que l’enveloppe
inférieure des $,. est bien 655.

Ce second critère suggère d’adapter la théorie de ôfi en remplaçant
« quasi partout » par « à peu près partout ». On se heurte à- la difficulté que
la réunion même finie d’ensembles intérieurement polaires n’est pas a priori
intérieurement polaire, ce qui rend ËÎÎ moins maniable. Mais on pourra pour
bien des points réussir par voie plus subtile. C’est ce que nous allons faire, bien
que la théorie soit moins utile et moins simple que celle de l’extrémale princi—
pale. On se ramènera à n’utiliser que: 

("‘) Dans le cas qu’il traite (voir notre note 19), Mouna en a donné sous le même nom
les propriétés essentielles analogues à celles de son autre extrémale (qui est, a—t—on dit,
notre extrémale principale).

'

.
(“) Ou se voit directement comme suit : Soit 0: un compact de Q — E où ËE> a; on

aura donc ê,£}“°‘> a sur oz ce qui exige que et soit polaire; donc Êf“, est éu à peu près
partout hors E. lnversement soit V sous-harmoniqueéo Satisfaisant à cette condition :

pour voir que :) éêÿ, il n’y a qu’à appliquer le résultat ultérieur indépendant (7) ou faire
un raisonnement analogue.
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La réunion d’un ensemble polaire et d’un ensemble intérieurement
polaire est intérieurement polaire (°°) (d’après quoi l’altération de E d’un
ensemble polaire conserve ËÊ, ce qui est inclus à la fin du n° 5).

On se servira au besoin de la remarque suivante :

b. Si ué_o et -v sont semi-continues supérieurement dans un ouvert ce,

l’ensemble où a <<} est réunion dénombrable de compacts; ce qu’on voit en

considérant u,, continue décroissant vers u et l’ensemble où u,,év, fermé
_ dans «>.

Il sera d’ailleurs souvent plus facile de faire des approximationsou passages
à la limite (avec ordonnés filtrants)à partir de la définition même et des
propriétés déjà connues de ëfi (même seulement pour E ouvert, c ’est-à—dire
des propriétés de la fonction de Wiener).

Ainsi la plupart des premières propriétés de êfi (n° 6) ont leurs analogues
comme suit.

a. Ê‘,‘Î vaut u en tout point P où CE est non effilé intérieurement.
Selon la première manière, par exemple, l’ensemble de CE où 55 vaut u est

non effilé en P, puisque par adjonction d’un ensemble intérieurementpolaire,
il devient non effilé intérieurement en P. .

[3. Un passage à la limite transpose aussitôt (6, b) et (6, f, additivité);
extension immédiate de (6, g).

7. Si u et (: coïncident hors E à peu près partout,

_Car reprenant (» : E, u et 0 ne diffèrent sur ce que sur un ensemble borélien
intérieurementpolaire, donc négligeable pour (o; d’où ô,‘”—_ 65‘;’ dans ce; l’éga-
lité a lieu hors co quasi-partout sur l’ensemble où u-—_ v, donc à peu près
partout dans G et par suite partout (“).
' Il s’ensuit que si E, : E,

d’où en particulier ‘la conservationpar itération (” ). 
(“‘) Il s’ensuit que la réunion d’un ensemble effilé en P et d’un ensemble effilé intérieu—

rement en P est effilée intérieurement. (Rappelons qu’un ensembleest effiléintérieurement
en P si toute partie dont la réunion avec P est compacte, est effilée en P: par suite, un
ensemble intérieu1ement polaire est effilé inté1ieurement en tout point de R. )

(“) De la manière directe on dira: on se 1amène au cas de uév; alors l’ensemble où
9 > u est réunion dénombrable de compacts, donc aussi l’intersection @ avec un compact et

de CE, laquelle est donc polaire; si su1 or, 55 > u, on a sur a —_5: ôE> v. de 501te que
a — B est intérieurement polaire; ce est donc polaire, d’où é—EééäE puis l’égalité. Raison—
nement analogue pour (6) qui suit.

. —E —E —_ . . .4
, '. . . . - .(38) Il s’ensu1t que 835 = 555:b5, ce qu1 est 1mmed1atd’ailleursparla premiere maniere.



l\?2 MARCEL BRELOT.

8 . Si u,, décroît vers u, 55” —> Ëf‘j (ce qui exprime une interversion évidente delimites).
’

En effet, on peut trouver w ouvert contenant E tel que &“(P) soit en P fixé,
arbitrairement voisin de Ë‘Î,(P). Comme &"? > ê:‘,’, &,(P) aura une limite
éëï(P) donc _4_ê,,(P). .

Il serait intéressant de savoir si ÊaË“ tend vers ËÎ; quand E,, décroît vers E,

Comparaison de 53,5 avec 655. —— D’après une propriété deë"ê,,(6 6, relative à
E,, décroissant), si E est intersection dénombrable d’ouverts (”) Ë"= ëÏÎ ("’),
de sorte que pour un fermé dans D, les trois extrémales coïncident.

Soulignonsque d’après le n° 5 (fin), s’il y avait identité des ensembles
polaires et absolument négligeables €», et ÊÏÎ coïncideraient pour tout E.
borélien.

_ \

Même théorie pour fonctions surbarmonigues et définition évidente par ana—
.

logic de l’extrémisatzon exténemc de masses p. (>o ou 40) avec notation p.,
relativement à E.

16. Du théorème —’1 on déduit aussitôt sa transposition avec l’effilement
intérieur et l’extrémale extérieure. Si en effet a est effilé intérieurement en
P E oc, on introduira sur 01 un compact K effilé en P et l’extrémale pour fl—K.
Transposition analogue de la remarque qui suit le théorème 4.

Puis le lemme 3 permettra d’étudier le noyau extéræur9%, ensemble de 0
ou CE est effilé intérieurement et la base inténeure Œa=_ C…‘7—‘LE de l’ensemble
0. : C,,E. Propriétés analogues ("‘ ) à celles de 915; mais âEn CE n’est qu’inté-

rieurement polaire. Voyons comment, car c’est moins évident, que ÈÏÎ vaut- 
(39) En général65 est limite de ô‘,‘{n pou1 une saute convenable de m,, ouverts décroissant

contenant E, c’est—à-dire que 55 vaut $,“) pour un El convenable,—intersection dénombrable
d’ouverts et contenant E (mais dépendant de u). Cela résulte de ce que d’une famille
ordonnée filtrante décroissante de fonctions éo semi—continues supérieurem‘entdans 9
(et même dans un espace séparé où tout ouvert est réunion dénombrable de compacts) on
peut extraire une suite de même limite. Dans notre cas il est commode de prolonger sur 9
les fonctions par la valeur zéro pour raisonner en espace compact.

(‘…) Plus généralement et c’est là, convenablement transposé, un résultat de H. Cartan
dans ses recherches récentes, si pour un ensemble dénombrable (en particulier fini)de E,,

il y a égalité des deux extrémales, de même pour l’intersectionE.
Car tout point de l’ensemble 6 de CE où ê,*,‘ > u appartient à un CE,, et dans ce dernier

à l’ensemble où 5%» > 11 qui est polaire; donc 8 est polaire.
(“) Et conséquence analogue que les points d’un ensemble ou il est intérieurem‘ent

effilé forment un ensemble intérieurement polaire, avec quelque précaution pour passer
de 82a R. Mais il est bien plus simple de déduire cela de la propriété analoguede l’effi—
lement des compacts, qui n’est d’ailleurs autre que le fameux lemme de Kellogg—Evan8 sur
les points irréguliers,
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ËÎ' (") (et est donc la plus grande fonction sousharmoniqueéo majorée
par u (ou égale à u), hors ËJÎ… d’où résulte

{Oz/în: :)Z
[<:-

On a même
*

êäîlUE=_êäîfiUE=îä-Ïf.
ll est d’abord évident que

Efiéëÿ=éëÿ=v“-
Voyons que

ëfllsUËéëÿÿ.
Soit un compact ou hors E où

Ë;‘Î‘EUE> u;

anÏ9ÏE est réunion dénombrable de compacts et intérieurement polaire, donc
polaire. Le reste de a est intérieurement polaire; donc et est bien polaire.
Reste à voir que

'

Raisonnementanalogue avec compact hors de 5ÏEn E.
_ Signalons encore, comme pour la base, que l’inégalitéentre fonctions sous-

harmoniques uévest équivalentesur @… à peu près partout sur 031 ou à peu
"près partout sur a.

[.
' l7.‘ Arrivons a la partie essentiellequ’est la représentation intégrale

ü(M)=fu(S) dîM(S).

On pourra adapter pas à pas les raisonnements du théorème 6. Il est inté-
ressant aussi de déduire directement le résultat de ce théorème comme suit : il
suffit de le voir pour un potentiel—G de masses situées sur un compact de Q.

*- Or introduisons l’ordonné filtrant des ouverts (» contenant F. On a

53»: 63‘…(S)dp(S).
\ 

(") Résultat obtenu d‘abord par H. Cartan, qui indique même dans ses hypothèses, au
langage près, _

ê;‘f“=ëfl”=ôfi. 8;Ï" =êÿ‘=ëä,
ce qui entraîne respectivement

3läl= îiäz= 55 et 91 mg,: 3Îms,: 3%.

Les compléments que cela°app0rte seraient évidents par coïncidence des extrémales pour
borélien s’il y avait identité des ensembles polaires et absolument négligeables. Les
premiers résultats se déduisent d’ailleurs de ceux du texte.
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Quand ce tend en décroissant vers E, la fonction de S, (à…. (S) croît et tend
vers 636"; comme elle est __\._o et semi-continue inférieurement, on peut passer
à la limite sousf(”), d’où

ë5= êGu(S)d…s>=fudE…

Enfin l’étude de l’extrémisation des masses (n° 12) s’adapte immédiatement
à l’extrémisation extérieure au changement près de m,, en 9%, quasi—partouten
à peu près partout; si y. ne charge que STL… ÿ…

ne charge encore aucun ensemble
polaire.

V. — Capacités.

l8. CAPACITE nmscrs ou CONTENANCE. — Soit, toujours dans Q(CQ non
polaire) un potentiel——G de masses p.èo, soit "0 ("‘), et un ensemble oc. Extrê-
misons p. pour Q — oc (c’est--à--dire balayons p. sur on). On obtient une distri—
bution notée 0223 ou 02“ brièvementpu de potentiel——G égal‘& €»ÊÎ“°‘ ou ‘Î7.

p.

63%“ est leplus petit potentielmajorant ‘V sur 05, ("‘) (ou quasi—partout sura);
0223 est la seule distributionà 0 sur 631on dont le potentiel vaille ‘Û sur 05.1 (ou quasi—
partout sur ou). -

A côté de la masse totale de ll) soit; K?{, ou K“, on considérera plutôt dans le
. , . P‘ . . ,, . '

cas général la quantite (îâ‘, ou C‘!“ (èo, fin1e ou non) d1te capacite d1recte ou
1x

.

€“:f‘Udfi =f‘î7 dp,
p.

qui vaut aussi f‘Üdÿ., énergie-G de p. d’ailleurs au plus égale à celle de p..

contenance—“U de et dans Q

La théorie de l’extrémisation fournit une série de propriétés dont nous_sou—-
lignerons encore :

a. Les éléments 658“, Si,, K.?{,, (3%, sont les mêmes pour deux a ne différànt
que d’un ensemble polaire ou deux ‘0 égaux quasi-partout sur a; leur nullité
est simultanée;elle équivaut à la polarité de et si ‘Ù # o quasi-p‘artout sur a en
particulier si ‘V est partout> o. 

(”) Selon un résultat de H. Cartan déjà utilisé dans [A. N., note (3°)], à savoir que,
avec une mesure de Radon sur un compact (ou même par extension facile, localement
compact), on peut dans une intégrale sur fonction èo semi-continue inférieurement,
passer à la limite sous [ pour un ordonné filtrant croissantde telles fonctions.

(“') Noter que dans chaque domaine composant, ‘U est partout > 0 ou partout nul.
(“‘) Il serait équivalent, comme ultérieurement, de dire « quasi-partout » sur 03“. ( Voir

n" 10.)
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b. Pour toute suite «,,,

e$”°“*42 e$“°‘z d’où e$«»_4 ZCË," (convexité de e).

c. Si et,, tend en croissant vers oc, tag—“"et GQ,” tendent en croissant vers 65%“,
C‘ZË,; il y & extension à un ordonné filtrant croissant d’ouverts.

19. CAS marmuuaa. —— Supposons_qu’il existe pour a un potentiel ‘0, soit ‘W
égalà r quasi—partoutsur ou (”), comme c’est immédiat si ECQ (”). Les élé-
ments correspondants sont les mêmes pour tous les potentiels répondant à ces
conditions et l’on peut en former un qui soit 4 1 partout, par enveloppe infé—
rieure avec 1. On appellera contenance tout court, notée aussi C5 la quantité

(3%: K%é masse totale de p. (correspondantà “N).

THÉORÈME 10. —— Soit v une distribution de masses à 0 de potentiel—G égal à v
et de total Q.

a. Si vèA=const. finie sur &, (ou ce qui est équivalent quasi-partout
sur a) '

QèACË2,
Car

Qèf®dv=fvdpèAcä.
D’après cela C3 est la plus petite des masses totales des distributions _>_o sur Q
dont le potentiel—G majore 1 quasi—partoutsur oc (“’ ).

b. Si v ne charge que (Eox et si vé B(const. finie) sur 03a (ou quasi—partout
sur a)("°) '

Q é BC?)—

Car

Q:f‘füdu=fvd;îéBCfi. 
(“) Remarquer, en extrémisant pour S! — a, que ‘fO(P) vaut

fw aîëp =fa‘b dé…

("‘) La fonction égale à 1 sur & et, dans 52 — &, à la fonction de Wiener pour 0 sur à
et. 1 sur ci est quasi-surharmonique et sa régularisée est un potentiel—G. Si ECQ, on peut
même former un W continu él égal à un sur &.

(“) Et c’est la borne inférieure, lorsque le potentiel doit majorer 1 partout sur a, car
on peut trouver une distribution go de total arbitrairement petit, dont le potentiel-G
vaille + oo sur un ensemble polaire donné de 52.

(“') Ce qui entraîne 948 [voir la remarque dela note (‘3)].
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 1, 1945. 4

donc la masse totale de & .
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Même résultat pour et fermé dans Q en supposant 1) ne chargeant que a et
vé B sur 01 (car 1) ne chargeant alors pas les polaires ne chargera que (B).

Aznsz Cg est la plus grande des chargesà 0 sur (Ba dont le potentiel—G est _4_ 1

sur 03 ( ou quasi—partout sur a);eet si ou est fermé dans Q, la plus grande des
charges suroc de potentiel_4 1 sur a ( "’)

Il est intéressant d’ introduire les parties boréliennèsde (B portant toute la
masse de 6333, par exemple l’intersection de 03 avec le noyau fermé de masses.
Ainsi les premiers énoncés de a et !) s’appliquenten supposant vè A ou véB
sur une telle partie.

I'anr .— ' °-JŒ=v————_'€ a que S] QDU\.1 PQ GQ((Rn Œr)

Variation de Q. — THÉORÈME ll. —— Soient Q,, Q, deux ouverts (de complé—
mentaires non polaires) Q1 cQ2 , et un compact flæe F dans Q,. Alors pour une
partie variable 01 de F

ACg4CQ,4C9“, 012 A est un nombre/iæe (0 < A < 1].

D’abord si H est la plus grande minoranteharmonique de cp_: ê°,5“°‘dans Q| .

œ—— H vaut dans Q| le potentiel—G des masses correspondantes; vcelui-ci est
_4_1 sur 01, d’où par(b)

Co 4 Cà.-..,__

Considérons maintenant les domaines composants de Q2 qui contiennent F,
soit les (U,—, en nombre fini; choisissons dans chacun d’eux un compact 7..—non

. ].polaire. Prenons alors d’abord tous les ou tels que ë%““_>_ &
sur un des X,— au

moins; d’après (a), 2C& majore le plus petit "des & et l’on trouvera un
nombre A.,> 0 tel que

C&èAmaèAma
. — IPrenons ensuite tous les autres a; sur chaque X,—, êä;‘î‘, donc H sera <;

en un point au moins; H harmonique él dans œ,— sera sur la partie de F
contenue dans w,— majorée par un nombre B,-<1 indépendant de ou. Si
B(o< B < 1) majore les B,—, on aura

(9 —— H à 1 .— B quasi-partoutsur ou, d’où C&è (1 — B)Cfi.

On achève en prenant pour A de l’énoncé le plus petit des nombresA0 et 1 — B.

COROLLAIBE. —— Si un compact F est contenu dans deux ouverts du type Q,
les contenances de 01 variable dans F relatives aux deux ouverts sont simulta-
nément nulles ou dans un rapport compris entre deux nombres > o fixes." 

(5°) Il est équivalent dans ces énoncés caractérisant C5 de supposer le potentiel él
partout [d’après le principe du maximum, voir notes ("‘-‘) et (”) ].
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”20, CAPACITÉS secounxmns. —— Faisons au départ sur Q—oc des extrémi—

sations secondaires.

Contenance-® extérieure. -— A ê°“°‘ correspond une distribution (DQ‘{, de

masse totale K.“; et l’on introduira la « contenance-‘U extérieure »

ëä=fvdæë=f_5a{°““

Ces éléments sont les mêmes pour deux ‘U égaux quasi—partout sur oc.

Contenance—@ intérieure. — A 5.8“
« contenance-Ü intérieure »

çË=f‘l’d_@m:fä:—Qä
d£)—

=fê:%—a
612%).

3%“ est le plus petit potentiel majorant ‘0 sur _@a (ou à peu près partout
sur et); Q“ est la seule distribution èo sur 0_3, dont le potentiel vaille ‘0 sur
03, (ou à peu près partout sur oc).
Les éléments 5%““etc., sont les mêmes pour deux a ne difl‘érant que d’un

ensemble polaire ou deux ‘0 égaux à peu près partout sur «,la nullité (simul—
'

tanée) équivaut à ce que et soit intérieurement polaire si ‘l’ est # o à peu près
partout sur ou (“). Il y aura aussi extension de (18, 0), mais sans doute pas
de (18, b), et cette absence de convexité ne peut laisser àla contenance inté-
rieure quun rôle secondaire.

On examinera enfin le cas où il existe un potentiel—“U, soit ‘W’ égal à 1 à
peu près partout sur a. L’extrémale extérieure pour Q —— 01 est la même pour
deux tels potentiels (”) et l’on peut, par enveloppe inférieure avec 1, en
former un qui soit partout él. On pourra faire l’adaptation du n° 19 (“) en
remplaçant 031 par _0_5,, quasi-partout par à peu près partout et CË-3 par la
« contenance intérieure » 95: QË,».

correspondent de même :@.°{,, Kîj, et la

21. COMPARAISON DES CAPACITES. —-—. D’abord
. ç$éæâäéëë.

Les trois coïncident si ou est ouvert, les deux premières si a est-fermé dans 9, 
(“) Car si dans un domaine composant la partie de a: n’était pas intérieurement polaire,

‘Oserait >o dans ce domaine, puis 597“ non parlout nul sur :x.
(“) Soient en effet a, v deux tels potentiels, ). un compact de a: où u ;£ v, s et l les

ensemblesoù a # 1, v # 1 ; s et t sont réunions dénombrablesde compacts, donc aussi 71ns
et Ânt qui, intérieurement polaires. sont alors polaires. Comme ).: ().ns)u(7.nt), il est
polaire.

(°°) Sans la note (“*) évidemment,
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les- deux dernières si ‘V est finie continue, ce qui est le cas de &cQ avec "W
qu’on peut alors prendre continue.

THÉORÈME 12. — QË, est la borne supérieure des contenances—‘U des parties de
et fermées dans Q.

On considérera l’ordonnée filtrant de ces parties F; comme &%"" semi-
continue inférieurcment èo, tend en croissant vers ë%“°‘,

fË—9,_F d‘J— ——>fêm—a
(lp—

ce qui exprime le théorème (“),
Symétriquement,contentons—nousdu résultat partiel suivant (“*) :

'
THÉORÈME l3. — Pour&ÇQ, C5, ou Ë5 vaut la borne inférieure des C8 pour

les co ouverts contenant et, c’est-à-dire la limite relative à l’ordonné filtrant
des ou.

Prenons en effet dans Q un compact K dont l’intérieur K contient & et dont
la frontière K est une surface assez régulière de B,; on pourra ne considérer
que les (0 contenus dans un ouvert w, tel que îcœ. cœ, Ç K. Alors sur
Q — (o., 659“… est harmoniquecroissante et tend vers ê_,.."‘ La convergence est
localementuniforme; de même celle des dérivées premières dans R,; par suite
le flux de (‘à—5%,” atravers K a comme limite le flux de 53,7“, d’où la propriété
annoncée pour les masses totales ou contenances.

De là résulte aussitôt la comparaison avec les capacités classiques, ce qui va
donner d’importantes caractérisations de ces dernières (“).

Capacités classiques. — THÉORÈME 1/1. — Prenons Q =R,(Tè3), oc borné,
‘Ù du type ‘Wtfint continu. ,

Sl on est compact, ôä’g“, e'gcale aux autres extremales, vaut le potenttel capacz-
tazre classtque de et (puisque, par exemple, elle est égale à 1 quasi—partout 

("”)QD’ailleurs [voir Note (39)] on peut trouver une suite croissante F,z (de telles F) telle
que &;F"—>ë%,“ donc aussi €Ê;”—>QË. C’est là un résultat obtenu par Vasilesco (loc. cit.)
assez péniblement, dans des hypothèses moins générales (en particulier avec ‘U borné); sa
capacité-@est notre c0ntenance-‘Ù intérieure. ' '

(“) PlusÜgéné1alement on peut démont1er, grâce à un 1aisonnement encore inédit de
H. Cartan (sur les ordonnés filt1ants de potentiels): pour «CS! (CQ non polaire) et ‘U
finie contznue, @@ ou (‘:‘Î, vaut la borne r‘nfe'ueure des contenances-‘U des ouverts
contenant a.

("') Nous allons préciser les résultats de Monna (Il), où les potentiels capacitaires ne
sont pas donnés sous la f01me du texte qui paraît s’imposer.
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sur «et vaut sur R.—at la fonctionde Wiener pour 0 en Œ.et [ sur oi); Câf vaut

donc la capacité classique de ou. .

' Si a est borné quelconque, _Çäæ vaut (d’après le théorème H ), la capacité inté—

rieure classique de a; c’est la masse totale dela distribution dont le potentielest

ËË:Ï°‘ et vaut le plus petit potentiel de massesà 0 majorant 1 à peu près partout
sur a.

'

Enfin et surtout, on sait que ôÂÎ“ ou QQ?“ est le pluspetit potentiel de masses

èomajorant 1 quasi—partout sur a; de plus la masse totale correspondante C,°{1 ou

Üî tfaut‘ (d’après le théorème 13) la capacité eætérieure classique de oc.

' "22. REMARQUES sua 1.11 CAS DU PLAN. — Soit ou un compact de R.,. Si et n’estpas
polaire, on sait (Frostman) qu’il existe une distribution et une seule de la
masse 1 sur a de sorte que le potentiel soit sur « quasi—partoutégal à sa borne
supérieure K dans R, ( “).

Soit alors v le potentiel logarithmique d’une distribution p.èo de total Q,

si «) majore la constante A quasi—partout sur a, A éK,.Q (“); d’où résulte la
décroissance de K, en a. \

_ _A côté de la capacité logarithmique e"‘«, on introduit, si Ka est > 0 (comme
. … . . ., ,. 1 . , .

1larr1ve
pour les part1es compactes d un D0 (r< 5) la capacite de

Wiener
l‘a: lÎ2' On peut alors adapter comme suit le théorème il :

THÉORÈME 15. — Soit 9 un ouvert borné contenant le compact F de R, tel que
K> o. Pour un compact variable a de F, non polaire, le rapport——

CZ
reste compris

a
entre deux nombresfinis > o fiæes. 

(") Voir avec un énoncé plus général sur le balayage dans le plan, une autre démon-
stration dans mon article du Bull. Ac. Royale de Belgique, 1938, p. 433. Voici pour

"l‘existence, encore une démonstrationque j’indique sommairement (et qui s’adapterait au
balayage plus général) : on introduit

Dä‘ : a, D“* _(R.< R2)

et l’on opère par la méthode alternée pour raccorder en la modifiant la fonction log
—â—ù

dans A“*a une fonction su1harmonique dans D‘“, quasi-partout égale à 1 sur a, égale dans
Dä- — et à la fonction de Wiener cor1espondant à la valeur 1 sur lit et à une distribution
convenable sur î)ä=. On obtient ainsi une fonction surharmonique V dans R2, valant 1

quasi—partout sur a, partout él, harmonique hors ce et valant au voisinage de l’infini
log

OI_NÎ
+ v où 9 est harmonique au voisinage de Œz dans Ë;. Alors, d’après un critère de

(A. N. n° 4, corollaire 2 du théorème lI-), V vaut à une constante près un potentiel logarith-
mique de masses èo sur ce.

(“) De même si une distribution > 0 de total () ne charge que a et si son potentiel est
4 B sur a, alors K«Qé B. Ce sont là des propositions analogues à a et b du n° 1.9.
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D’ailleurs l‘,. est définie comme ‘nulle si et est polaire. Soit dans le compact
F de R;.(\KF> o) une partie variableE-telle que Ëc F. Ses capacités classiques
« intérieure » et extérieure » sont, comme on sait : l‘E, borne supérieure des I‘“
pour les compacts «CE, et respectivement I_‘É, borne supérieure des F pour
les ouverts et de F, contenant E. Le théorème précédent montre que

âäs &
restent compris entre deux nombres >o fixes quand E varie dans F en
restant non intérieurement polaire, respectivement non polaire. De plus les
numérateurs ne s’annulent qu’avec les dénominateurs Correspondants, c’est—.
à—dire pour E intérieurementpolaire, respectivement polaire. «

Soulignons enfin qu’on transpose aussitôt tous ces résultats au potentiel—hQdans
l’espaceÎlQ(œè2), où le point Q différent de (R remplace a,; les démons
strations ici mentionnées [note (“)] ou esquissées

s’adaptent
avec quelques

modifications. .

VI. —— Quelques applications.
'

25. Cnn‘Èan D’EFFILEMENT DU TYPE DE WIÈNER. — Reportons-nous aux theo-—
rèmes 7 et 8 de (B. S. 2). On peut maintenant, en remplaçant le lemme 2 de.
(B. S. 2) relatif à des compacts par la propriété générale a du théorème 10,
adapter les démonstrations de l’effilement pour fermés, dzrectement au cas
général. EXpliCitons rapidement l’essentiel.

THÉORÈME 16. — Considéronsau vozsinage du point 0 # (R,, un ensemble quel—

conque E et l’intersectiôn e,, avec l’ensemble S,, définipar
s”éh(0M) és”*' (s > 1) (”)-

L’e_[filement de E en O équivaut à la convergence de la série s" 3(QDE, CD
non polaire) oùl’on peut d’ailleurs évidemment remplacer cette contenance
pour [2 arbitraire par la capacité classique extérieure même dans le cas—plan.

Dabord, s’il y a convergence, on considérera la distribution -v,,= 0253 rela-
tive à Q. La réunion des v,, a partir d’un certain rang a un potentiel-—hvou un
potentiel—GQ arbitrairement petit en 0, mais le dernier majore 1 quasi—partout
sur E assez près de O, d’où l’effilement de E.

Réciproquement si cet effilementa lieu, il existe une distribution p.>.o dont
le potentiel-G est fini en 0, mais tend vers + 00 quand M # O tendvers 0 surE.

Extrémisonsu.u.p0ur Q—— Ûe2,, c’est--à—
—dire

balayons sur E/=Ùè.,,. Cela
p= p= 

("'—') Il est immédiat d’après la démonstration qui suit, que l’on peut dans cette définition
de Sn remplace1 h par GQ(O, M) et aussi, indépendamment, supprtmerl’un des signes
d’égalité.
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donne une distribution p.’; son potentiel—G, minorant partout l’ancien, l’égale
quasi-partout sur E’ et tend donc vers + 00 quand M de E’ tend vers zéro hors
d’un certain ensemble polaire. D’après le lemme l de (B. S. 2), la charge d’un
ê,,, a un potentiel-h ou G majorant quasi-partout sur e._.,, un nombre K > o
indépendant de p; d’où

.
_

P"(ë2p)è KC£Î”

et la convergence de la série s’"CÎä'; de même avec s‘—’l'+' CÏ/g“, d’où la conver-
gen'ce cherchée.

On passe d’ailleurs aussitôt au critère d’effilement intérieur en remplaçant la
contenance parla contenance intérieure. On pourra aussi par un raisonnement

.de Kellog—Vasilescoobtenir la forme intégrale de ces critères; ou peut même
adapter au cas de l’effilementgénéralla démonstration directe (de cette forme)
donnée par Frostman pour les ensembles fermés (°°). '

__ Remarque. —— L’étude de l’effilement (à l’infini qui peut se ramener par
inversion à une étude locale au voisinaged’un point 0 #Œ. donne directement
le critère simple suivant :

L’effilement en (R.(ftè$) d’un ensemble E de BT équivaut à ce que (pour
un 050%), 8n E soit de contenance arbitrairement petite pour un voisinage 8
convenable de (R1 (et l’on en déduit le même énoncé avec l’effilement intérieur
et la contenance intérieure). Cela résulte aussitôt de la remarque du n° 9 et de
l’allure de la fonction de Green à l’infini pour T à 3.

24. TRANSFORMATIONScommuns EN THEORIE nu POTENTIEL. —— Reportons-nous aux
Chapitres IV et V de (J. M.) pour nous débarrasser, dans les théorèmes B
et C.“ sur la transformation continue, de la restriction qu’elle conserve les
ouverts.

TÉÉORÈME 17. —— Considérons dans il: une transformation continue M —> M’
définie sur. un compact E qu’elle applique sur le compact E’; on suppose quepour
deux ouverts (2, Q’ ( de complémentaires non polaires) contenant respectivement
E et E’, Gg(M, P)éGg(M’, P’) (cette condition signifie pour [2 :Q’= R:,
Tè3, que l’application minore les distances).

A une distribution de masses p.èo sur E correspond p.’ sur E’ (“‘). Alors on 
(°°) Voir historique et références dans (J. M.) [voir note (…)]. Rectifions à cette occa—

sion, dans ce mémoire, la remarque finale du paragraphe 111 (p. 330) tronquée dans
l’impression et qui doit se lire comme suit : « On peut encore dans (oc) et (ca) supprimer
l’un des signes d’égalité. On peut aussi supprimer le signe d’égalité dans (Ç3) et (51) et cela-
entraîne aussuôt le résultat de la fin du n° 7 ».

("‘) p.’ est définie par p.’(e)=p(?') (e ensemble borélicn contenu dans E', E’ image
réciproque ).
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voit, comme dans le théorème B, que le potentiel—GQ: de p.’ en M’ majore le
potentielGg de p. en M (d’où la majoration de l’intégraled’énergie).Ilen résulte
la conservation de la polarité, puis par le théorème 10 (a) que

C‘àè Cä.

D’autre part améliorons le théorème C2 (J. M.).

THÉORÈME 18. — Considérons dans R._ une transformation continue lacale
M —+ M’ d’un voisinage du point 0 telle que

M; M'._, O’M’m<h, W >À'2 (k,,lfi; fims>o fixes).

Alors un ensemble ejfile' en 0 devient un ensemble efl‘ile' en O’.

Il n’est pas besoin d’utiliser le critère du théorème 16 et la contenanceou
capacité. Si l’on prend au voisinage de 0 une distribution de masses èo de

_

potentiel-G on it fini en 0 mais tendant vers + oo quand M 750 tend vers 0
sur E, ces propriétés sont conservées par la transformation.

Remarque. — Si dans ces théorèmes, la transformation est biuniv0que, il
est immédiat, comme conséquence, que dans le premier a lieu l’inégalité entre
contenances intérieures et dans le second la conservation de I’effilement
intérieur.


