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Sur les couples de surfaces applicables avec conservation

des courbures principales. Systèmes cycliques;

PAR BERTRAND GAMBIER.

I
‘1. INTRODUCTION. — C’est Ossian Bonnet qui a eu l’idée d’étudier les couples

de surfaces applicables tels qu’aux points homologues les rayons de courbure
soient respectivement égaux d’une surface à l’autre; pour abréger, appelons
déformation O. B. ce genre de déformation.

J’ai obtenu, dès 1922, un certain nombre de résultats intéressants sur
ce problème et en ai donné une partie dans une Note des C. R. de Paris
(t. 174, 19 juin 1922, p. 1613). M. Élie Cartan a publié au Bulletin des
Sciences Mathématiques (2° Série, t. LXVI, mai—août 1942) un article de
30 pages où, par la méthode du trièdre mobile et les propriétés des systèmes
en involution, il retrouve les propriétés signalées par 085ian Bonnet et les
géomètres qui avaient repris la question; mais M. É. Cartan réalise un grand
progrès dans le champ réel. J’indique la liste des divers travaux parus :

O. BONNET, Mémoire sur la théorie des surfaces applicables (J. Éc. Polyt., 112,

1867, p. 72-92).
L. RAI-TY, Sur certaines surfaces W (Bull. Soc. Matiz. France, 19, 1890—1891,

p. 158—169). _

L. Run, Sur une classe nouvelle de surfaces isothermiques et sur les surfaces
déformables sans altération des courburesprincipales (Bull. Soc. Math. France,
21, 1893, p. 70—72).

J. N. HAZZIDAKIS, Biegung mit Erhaltung der Hauptlrrümmungsmdien (J.
Crelle, 117, 18931, p. 42—56).

R. SERVANT, Sur les formules de Gauss (Bull. Soc. Matiz. France, 29, 1901,
p. 142-145).

W. C. GRAUSTEIN, Applicability with preservation of both curvature (Bull.
American Math. Soc., 1924, p. 19-27).

W. C. Gaausrem, Duke Math. Journal, ‘2, 1936, p. 177—191).

Dans le domaine réel, M. Cartan a montré le premier que, pour un couple
1s01e', la solution générale dépend de quatre fonctions d'une variable et qu’il y a
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250 BERTRAND GAMBIER.

une infinité de solutions réelles; les lignes caractéristiques du problème de Cauchy
sont les lignes minima des deux surfaces et les lignes qui ont la méme’eourbure
normale. Dans le cas de déformation continue à un paramètre, ily ai une infinité
de surfaces réelles. M. Cartan donne quelques propriétés des trois classes à

'

déformation continue qui se présentent, et que Hazzidakis s’était borné à -

signaler par leurs formes fondamentales, sans se préoccuper de la réalité : en;
particulier, la seconde classe ne comprend que des surfaces imaginaires. '

, Dans ma Note de 1922, que M. Cartan ignorait, j’avais, pour la première
fois, signalé ce dernier résultat. J’avais montré que, sauf le cas des surfaces:
minima, on n’a jamais de déformation avec réseau conjugué permanent, ni
même de réseau cinématiquement conjugué permanent. D’autre part, j’avais_'
signalé que l’on peut profiter de surfaces imaginaires obtenues dans les;
diverses classes pour obtenir des systèmescycliques réels, ainsi que des systèmes
triples orthogonauæ réels; il arrive même ici que l’on puisse obtenirdes exemples,-

algébri.ques J’avais montré aussi que, pour les sufaces de la troisième classe, ,

les oo surfaces se déformant au sens 0. B. les unes en les autres ne sont qu’une '

seule et unique surface auto—déformable, complétée par une surface €æ€‘€P‘Ï
tionnelle {réoolutwe ou hélwoi‘dale) qui peut être

considérée
comme une au_’£0—

déformée a‘ la limite de la surface unique trouvée. '

Je vais ici tâcher de faire une synthèse de tous les résultats 1usqu161
connus, je suivrai la même méthode que J. N. Hazzidakis (qui se borne @
amorcer les diverses questions sans aller jusqu’au bout et ne donne pas
l’origine des découvertes qu ’il a faites).

Le paragraphe 2 donne la mise en équation du problème et traite du cas
_.

de déformation non continue. ,

Le paragraphe 5 indique comment le cas‘ de déformation continue à un
paramètre se décompose en trois classes,àapropos de la première classe,,
composée de surfaces minima ou à courbure moyenne constante, j’indique' defi"
exemples particulièrement simples de systèmes cycliques ou triples ortho—_
gonaux, dont certains sont algébriques.

Le paragraphe 4 montre pourquoi, si la courbure moyenne de la surface
est variable, nous trouvons deux autres classes de surfacesa déformationO. B.
continue, qui sont la deuxième ou troisième classe annoncées.

Le paragraphe 5 montre que la seconde classe ne comprendque des surfaces“
imaginaires, elle comprend des surfaces W (qui lui sont communes avec la
troisième classe). Ce paragraphe se termine par deux exemples de systèmes
cycliques algébriques ou triples orthogonaux*d0nt le second est aussi algé-
brique. ‘

Le paragraphe 6 montre que la troisième classe comprend deux types
distincts, étudiés respectivement aux paragraphes 7, 8 au point de vue de leur
autodéformation et de la représentation plane de leurs‘ lignes de courbure
quand ces surfaces sont réelles.

:
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Le paragraphe 9_ est consacré à la recherche des équations en termes finis
des surfaces, hélicoïdales pour la troisième classe premier type, ou révolutives
pour la troisième classe second type qui sont les autodéformées à la limite des

surfaces de la troisième classe et ces surfaces spéciales hélicoïdales ou révo—

lutives sont étudiées en détail aux paragraphes10, M, 12. Dans la recherche
des surfaces à déformationO. B. continue s’indroduit une équation dzflérentz‘elle
ordinaire d’ordre 3 dont Hazzidakis a donné, sans explication, une intégrale
première du second ordre : la recherche des surfaces hélicoïdales ou révolutives
conduit, d’une façon naturelle, à trouver cette intégrale première.

Ce sont les paramètres des lignes minima de la surface qui donnent les
'calculs les plus simples (mais néanmoins assez compliqués comme nous le
verrons). M. Cartan emploie, au contraire, des coordonnées paramétriques
réelles qui, suivant la remarque faite par lui—même, rachètent le désavantage
de la longueur plus grande des calculs par l’avantage de ne faire intervenir que
des quantités ayant une signification intrinsèque.

En raison des circonstances curieuses, que j’ai signalées le premier en 1922,
et que M. Cartan & retrouvées en 1942, sur l’autodéformation de certaines
surfaces, j’ajoute une note complémentaire pour montrer la généralité de ce
phénomène.

— 2. MISE EN ÉQUATION DU PROBLÈME. — L’élément linéaire de la surface est pris
sous la forme
(1)

'

dse= 2Fdp dq.

J’appelle D, D’, D” les coefficientsprimitzfs de Gauss [on se rappellera que
la plupart des géomètres modernes adoptent une autre notation et désignent
par D, D’, D” le quotient par {EG—F2 (qui ici est [F) des coefficients
usités par Gauss]. On a donc

!_
”_æàæ"’_æ'l

_ ôpÊôp2 ’
 

Æ_Û_._L‘ d’æ ,,__ 0.7? (M
à*ælôpôqôpôq' —Î)ÎqËF’

et nous nous rappellerons que l’échange de p avec q remplace D, D’, D”
par — D”, —D', ——D.

Nous posons, avec Hazzidakis et M. Servant,
(2) D=ôF*=AF D’.:ô’F2 D”:d"F‘£=A"F,

de sorte que la seconde forme fondamentale de la surface est

[(A dp2+ 2 ô’F dp dq + A” dq‘3).

Les relations de Gaus‘s—Codazzisont

FË_Æ Fdô' _d_A” AA” ! ôïlogF __
dp

"’3 , __ __. __( ) dq dq dp ’
F2 + F dpdq _
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La courbure d’une section normale est donnée par

(,) £_âdp‘£+zô’dpdq+ô”dfi"
- R— 2dpdq ' 

Les courbures principales se calculent par les équations

WI—

. . 1__ '., ,_ l_1_ 1 2(°)
.—R—IÎI—

'— , +Îî7———Àlô, 68—-—< ——;)-4 B ,R

Les lignes de courbure ont pour équation
((i) 8d1fl— ô”(l(f=0.

Si deux surfaces S, S, ont même ds2 et mêmes courbures principales,"
on voit que F, 8', 88” ont les mêmes valeurs aux points homologues; en
comparant A, A" sur S et A,, A'; sur S., on a aussitôt, pour remplacer le'
système (3) relatif à S, les équations

‘

l I
P, A';=All—(—)Q\(7) A,=A—- AP+A”Q—1=o,'

où P, Q sont des fonctions respectives de p seul ou g seul; donc, pour—ques
soit déformable O. B., il est nécessaire et suflîsant que l’on puisse trouver deux
fonctions P de 1), Q de q, telles que AP + A”Q — 1 = 0.

Si l’on posep=fŒ), q= r(ä)s 0nà

K:<£Q);A, ?: îZ‘)LA";
â7=ô',

(lp dq‘

de sorte que, si l‘on prend (%>:P,
d—Î>=_

Q, on a

(8) ÂÎ=Â——I, {: ”+1, A— ”=I.
Ces notations ont été choisies parce que, pour une surface réelle, aux points

réels on peut prendre 1), q imaginaires conjuguées, ainsi que A et —A”.
Adoptons les nouvelles variables p, q, puis supprimons le surlignage: autre—
ment dit, nous réduisons I’ à —_}—1, Q à —1. Nous écrivons, pour un couple
(qu’il y ait ou non déformation continue) 

 
 

A =
à

+ 11”, A”=- ; + n, A,: A”, ;: A,
((>) ' '

' 06’ .()1 do" .dÀ 1 d*logF 1 . 1 ,:_ = _, ? = _ _ _— = — _2 —— a”.
la]; 'a, ' ()q ‘0p’ 1«‘ ()pdq (& +’ )F'-’ + 

'\
. … o’ . , .

Les variables A, 7, F, 81 les surfaces sont reelles, dowent prendre des

valeurs réelles quand p, q sont imaginaires conjuguées, F devant de plus être
positive.
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Les trois équations de la seconde ligne (9) sont un système de trois
équations aux dérivées partielles par rapport aux trois fonctions incon—

nues F, ô—l., 71 qui doivent être réelles pour les points réels d’une surface réelle

(donc pour p, q imaginaires conjuguées); une fois ces fonctionsobtenues, les

formules de la première ligne A = A'; = à + Xi, A"=A,=—-
à + 7tipermettent

d‘obtenir intrinsèquement le couple 0. B._ correspondant : on sait que la
difficultéest ramenée à la résolution d’une équation de Riccati (dans le domaine
complexe). Le système ( 9) n’est pas mis sous la forme normale qui permet de
montrer que son intégrale générale dépend de quatre fonctions d’un argument.
Mais la réduction,s’opère aisément en posant

Æ=MH%Æ m=MP+@%
où it, If, it., lt. sont des constantes numériques; écrivons aussi 8’= ip. et nous
avons le nouveau système

âp. dp. à) 071 du ()p. dl ()).

(.,)
iF(hôp1+h’ôq_Î>1ktî_p1+k’âq1F(kôp1+Î‘dq)1=/ÏP1+I‘ÜÎ

9, wF ar d-F_ 1 , ,

On eut résoudre les deux remières ar ra ort à (—)’— ?— si h°— [c'—’ # 0,P P P PP d},1’ a},
de sorte que, supposant h#+k, hk# o les équations (9’ ) résolues en d" ”

JT);’ ’
071 du

d——P ô__p sont sous la forme canonique et que la solution générale est déterminée1Pl
par la donnée des fonctionsMo, q,), -u(o, q,), F(o, Q.), %(0, g."); la solution
générale (donnant un couple de deux surfaces) dépend donc de quatre

fonctions d’un argument. Pour rester dans le champ réel, on peut prendre
”pour nouvelles variables

Æ=P+q1 qFflwfla»
ce qui donne le système

,, Fô_p_ 01 du 071 d’F (FF
(1 __>

1— F—-—— =—— — -—_,— -——; = — .-’ -: — ’-’“” Fô—P1_dp1’ % ' ôq1’ dpi + ôq; &
+,

W ”
(en vertu de'h=le, h,=—k., ce système n’est sous la forme canonique
ni pour p., ni pour 9, ). '

M. Cartan réalise, au point de vue réel, un grand progrès en étudiant le
problème de Cauchy : on donne deux courbes orientées C, C,, par lesquelles
doivent passer respectivement les deux surfaces inconnues S, S.; C et C se
correspondent sur S et S. on a indiqué le point de C qui correspond à un
point donné a przon de C, de sorte que, les points correspondants de C et
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sont ceux qui ont la même abscisse curviligne comptée à partir des deux
premiers points homologues; on donne arbitrairement la développable circons-
crite à S le long de C, de sorte que l’égalité de la courbure géodésique donne
la développable circonscrite à S, le long de C. ; si les donnéessont quelconques,
le problème est déterminé et l’on obtient un couple réel : cela résulte des énumé—
rations de fonctions arbitraires qui ont déjà été faites; on a trouvé quatre

_

fonctions, strictement nécessaires et suffisantes, d’un argument pour avoir le
couple général, et ici on y a ajouté une fonction arbitraire complémentaire
d’un argument, pour obtenir une courbe quelconque sur l’une des surfaces du
couple, ce qui doit donner cinq fonctions arbitraires d’un argument; en effet C
exige le choix de deux fonctions d’un argument (a:, y fonctions de 3 sur C);
la développable circonscrite à S le long de C fait intervenir une troisième .

fonction, la donnée de C, donne deux fonctions arbitraires nouvelles. On sera
donc sûr d’obtenir tous les couples en nous. bornant, par exemple, à une”
courbe C plane, et l’on n’introduit ainsi que les quatre fonctions strictement
nécessaires. Je renvoie à l’article de M. Cartan pour le résultat concernant les
caractéristiques : les caractéristiques sont les lignes minima des deux surfaces
et les lignes qui se correspondent avec conservation de la seconde forme fondu—
mentale, c’est-à-dire avec conservation de la courbure normale. Ces dernières
forment sur les deux surfaces deux réseaux orthogonaux et isothermes.

Si nous ne démontrons pas ce résultat, nous pouvons néanmoins le vérifier
de la façon suivante. Les formules (4) montrent que les courbes dont la courbure
normale (et par suite la courbure) se conserve dans la déformation O. B. sont
fournies par l’équation -

(A _ A,) dp2+ (A”—À'{)dqe=o,

de sorte que, si nous avons adopté les ,variables normalisées p, q qui
conduisent à A.‘=A— 1, A"=A”+1'[voir formules (8) et (9)], nous avons
l’éequation dp"— dp—_ 0; comme l’éequation des lignes minima est dp dq=‘ 0,
nous constatons bien que le système en jeu est à la foisorthogonalet isotherme,
les deux formes ds’= 2F dp dq et (— S declsv)=——i(Adp2+23’Fdpdq+A”dq’)
permettent de calculer le rayon de torsion géodésiquedes courbes d(piq)=o :

il est égal à 2F pour l’une des courbes, à — 2F pour l’autre sur la première
surface et aux valeurs opposées — 2F et 2F sur la secondesurface. Supposons
donc que, reprenant le problème de Cauchy comme plus haut, les deux
courbes C, C, soient choisies de façon à avoirla même courbure (tout court)
aux points correspondants; en raison de la conservation de la courbure
géodésique, R et 0 sont les mêmes pour C et C,, donc aussi les courbures

0050 - '
. , .normales, T’ sur les deux courbes : mais alors, le probleme, d apres ce que

nous venons de constater, est impossible si les torsions géodésiques ne sont pas
égales (ou du moins C' et -C. seront des lignes singulières des surfaces
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éventuelles); ce phénomène d’lMp0æibilité (ou du moins de singularité) sufl‘t à

prouver que les lignes qui se correspondent avec conservation de la courbure
normale sont des caractéristiques. Il résulte aussi de cette discussion que le

.-problèmene peut devenir possible (sans singularité) que si C, qui a même
courbure normale(donc même courbure tout court) que C,, a sa torsion
géodésique opposée à celle de C; mais alors on connaît en chaque point de C,
(quand C est donnée ainsi que la développable circonscrite le long de C‘a S),
à. la fois R4 et T., donc C est déterminéedune façon intrinsèque, les données

’

dépendent donc de trois fonctions arbitraires d’une variable (par exemple, R,
T’, 0 en fonction de s sur C) : il existera donc des cas où à ces données corres-

.pondront une infinité de solutions du problème, ces solutions déoendant néces—

sairement d’une fonction nouvelle d’un argument, puisque nous savons que le

couple général S, S dépend de quatre fonctiorîs d’un argument. La discussion

ainsi présentée n’indique pas quelles sont toutes les caractéristiques (M. Cartan
&montré que les lignes minima sont aussi des caractéristiques et épuisent,
avec les courbes précédentes l’ensemble des caractéristiques) et ne nous dit

, pas, pour le cas précis que nous venons d’étudier, si nous avons ou non épùisé
les conditions de possibilité. Nous avons en même temps, en posantp=cx+Bi,
q = a — pi, donné la forme réduite et intrinsèque |Tg (doc°+ dB“) de l’élément
linéaire des surfaces à déformation O. B. rapportées au système isotherme dont
la courbure normale reste invariante dans la déformation(‘). Il s’agit, d’ailleurs,
d’une propriété qui est bien caractéristique des surfaces admettant une défor—
mation O. B. : la surface— est rapportée à un système orthogonal et isotherme;

“son ds2 est E(da’+dB’); le rayon de torsion géodésique des courbes a=const.

 

eE2 e‘-E
ess-—t-D—,

, celui des courbes @: const, D’
_, où 5 est + 1 ou — 1 (mais le même

dans les deux cas) et où D, D’, D”-sont les coefficients primitifs de Gauss
(calculés avec les variables et, Q); dire que E est la valeur absolue de ce rayon
revient à dire que D’:+ E; mais alors, en posant p: «+ Bi, q: et -— Qi,
ceci se traduit, avec les notations (2) par A—— A’=’+ 1, ce qui est précisément
la forme réduite de la c0ndition nécessaire et suffisanle, AP—l— A”Q — 1—_ 0,
pour une déformation O. B.

5. DÉronunmn CONTINUE. PREMIÈRE CLASSE. SYSTÈMES cvcuouas. —— Nous
allons donner de suite un résultat fondamental : si une surface S admet deuœ
déforméëfO. B., S, et S,, elle en admet une infinité & un paramètre. En effet,
on a des équations

AP1+A”Q1—IZO, AP2+A”Q2'”'IZO,
(IO) __ 1 ,, ,,A,_A_î,_;=A…Q—, A;=A__È, A;= A—Œ, 

(‘) Ce résultat m’a été signalé dans une lettre par‘ M. Cartan.
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où P., P2 dépendent de p seul et Q., Q, de q seul. On peut donc, avec un
paramètre constanth, écrire '

AP1+hP-g +A”Ql+hQ2 —1=0,
(1 t) 1 + h 1 + Il

_ 1 + h ,, __ ,, 1 + Il
Alhr—A_Pi+hPa (l‘)—A—Q1—l—hQ2.

Chaque valeur de la constante la donne une déformée O. B. ; la valeur h = — [
redonne la surface S; h = 0, [1:00 donnent S., S,. La relation

A(P1 _ P2) + A”(Q1 _ Q‘:) =0
'

dp2 dq’ .—— _— = 0P.—P. + Q.—Q. ’
de sorte que S (et par suite toutes ses déformées O. B.) sont isothermiques (" ).
Réciproquement,si une sur/ace S admet une déformée O. B. et est isothermique,
elle admet œ‘ déformée: O. B.; il existe en effet deux relations

donne à l’équation des lignes deu—courbure de 8 la forme

AP.+ A”Qt— ; = 0 et mm + A”? (‘!) =°
qui entraînent

A[P,+ hf(p)] + A"[Q1+ h<p(q)] — 1=0,

où Il est une constante arbitraire, de sorte que
—- [A=A———— _"=A”P1+ltf(p) et A

]
_Qi+h<P(Q)

donnent, h variant, oo‘ déformées O. B.
. d ’ 'dq 2 .Le changement de variables (?]/%> =P,—P,, (d_q,> =Q,—Q., Si l’on

prend les notations (10), donne des valeurs nouvelles de A, A” pour la
I \ __ P1 _ Qi ‘

P+Q! 011 P_F:Ï3_2’ Q—m-NOUS
supposons donc ce changement de variables déjà effectué, de façon à

Ipour S et alors la surface S, définie par A,=A—
Î>_——t’

 surface S, à savoir A, A" égales à

. _ ”_ I
av01r A__A __P+Q

I
A,” = A”—

Q + {, où t est une constante arbitraire, est une déforméeO. B. de S,  ,
(‘) Nous écartons le cas où A ou A” est nul; si A = A”: 0, les asymptotiquessont lignes

minima, la surface est une sphère, pour laquelle une déformation O. B. est une symétrie,
ou un déplacement, cas écarté. Si A seul est nul, une famille d’asyrnpt0tiques est minima,
donc formée de droites isotropes; on sait ,que la courbure totale d’une surface réglée iso-
trope est constante le long d‘une génératrice, de sorte que dans toute déformation de cette
surface en surface réglée (forcément isotrope) la courbure principale (unique, car les deux
systèmes de lignes de courbure coïncidentavec le systèmedes génératrices)reste constante :

nous écartons aussi ce cas.



SUR LES COUPLES DE SURFACES APPLICABLES. 257

car A(P — t) + A"(Q + t) = 1 revient à l’identité (—P——tP)î—(QQ—+QE 1 ; avec

ces notations la surface de départ est obtenue pour t : oo .

Sauf le bas des surfaces minima, il n’existe pas de réseau conjugué per—

manent; pour une surface minima, la famille 0. B. obtenue est évidemment
constituée par les surfaces minima associées : le réseau conjugué permanent
est celui des lignes minima. On sait qu’un réseau conjugué est permanent
s’il est conjugué sur trois surfaces applicables entre elles; supposons que
So, S,, S,, admettent un réseau permanent, qui divise donc harmoniquement
les réseaux asymptotiques qui sont

(A—%> dp2+zô’Fdpdq+ (N’—à) dq2=o,

I__ 2 ! Il_ I 2__
(A P_t)dp+2ôFdpdq—l—(A Q+t)dq __o,

A dp2+ 2 6'F dp dq+ A” dq2= o.

 
L’existence d’un réseau conjugué commun aux trois surfaces exige que les

coefficients de chaque forme quadratique soient liés par la même relation
linéaire : autrement dit il est nécessaire et suffisant que le déterminant ! , ,, 1 __I __L

1 , ,, 1 Eô'F _1 I“È ““ A_Q+t _P_—t ° _Œ
A 8’F A” A I A”

soit nul,-ce qui entraîne 8’F (P + Q)=o; comme F ni P+Q ne peuvent
être nuls, il reste S': 0 qui caractérise les surfaces minima.

De même il ne peut eæister de réseau cinématiquement conjugué permanent;
en effet pour S;, S,, le réseau cinématiquement conjugué est celui, déjà

. , . . . , . d ‘-’ ?

étudié, de courbure normale invariante; Il a pour equat10n P î , + Qdî , = 0

et il varie quand t varie (car P + Q n’est pas nul). —

Ces généralités exposées, reprenons le système fondamental (3) avec

   I . , .A: A”: P+Q et nous obtenons les trou equatzons fondamentales pour la
. _dP _dQsuzte (où P'—ü;i Q’_ Ël> 

 

03’ Q' 08’ P’
'

1 1 d‘llo"FF— _: _ _: __ _ .— =…) dp+(P+Q)2 °’ âq+(P+QF 0’ F*(P+Q)fi ô +F ôpôq
  

Les trois classes annoncées en introduction s’obtiennent en étudiant ce
système; On aperçoit aussitôt que, si 8' est une constante, P et Q sont
constants : on peut, sans restreindre, en effectuant au préalable un chan-
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gement surp et un autre sur q, supposer P = Q =1; 8’ est une constanteai,
Id’où—
2—’<R + R—,>——

_ a; si a est nul, on a les surfacesminima, st a est non nul, ou
a le cas étudze' par Ossian Bonnet des surfaces à courbure moyenne constante;
F doit vérifier l’unique équation -

  1 (PlogF_ ! '. 1 "
.“"’

- FW“‘“ —,—.—
_

et l’on peut prendre '
’ . ’

t+â t—â(13’) - Ag:
1' A,”: 1' 3"=az

t—— t+-‘ 2 2

On a ainsi retrouvé la première classe 0. B.; nous nous borneronsà rappeler
le résultat curieux obtenu par Hazzidakis.' l’équation différentielle des

[lignes
de courbure est (t++â2>dp —

<t— —>
dq2 :o, de sorte que si tt’= (Î’[és'

lignes de courbure de S et S,. se correspondent, mais si R., B, sont les rayons
de courbureprincipaux de S, pour le premier et le second système, les rayons
correspondants sur S sont R,, R,, on peut, sans restreindre, se borner_ât: o, t: oo pour un tel couple; l’équation des asymptotiques de S., est
——_dp‘*‘+2ia Fdp dq — dq’= 0 et celle de S,; dp2+ 2ia Fdpdq+dq“= o, de
sorte qu’aux points homologues sur un tel couple d’Hazzidakis l’angle V des.
asymptotiquesde S(, est remplacé par 11 — V (si a est nul, il n’y a'pas lieu de“
s’occuper d’un tel couple, car les asymptotiques se correspondent et l’ona
simplement remplacé la surface minima par une symétrique relativement _à

un point).
1\ous pouvons maintenant donner des exemples de systèmes cycliques_rêeläî

Si (X, Y, Z), (X,, Y., Z,) sont deux courbes’minimaconjuguées, au lieu de_
prendre la surface minima réelle S, (X + X, , Y + Y, , Z + Z,), nous pouvons .

étudier la surface minima S(X+X,, Y+Y,, Z—Z,) : cette dernière
surface S, pour un couple de points conjugués pris sur (X, Y, Z), (X,,.Y,,Z,)
donne un point dont deux coordonnées (x,y) sont réelles, mais la troisième,
(:), imaginaire pure : le ds", somme de la forme définie positive (dæ°+dy’)
et du carré, réel mais négatif, dz2 est réel : pour un Achamp de variation des
paramètres tel que [(dx”+dy2)+ dz"] soit une forme définie positive, nous
pourrons donc trouver des surfaces réelles E, telles qu ’à un point (ac, y, 3)
de S, avec a:,y réels, z imaginaire pure, corresponde un point réel (m,,y.,z.)
de E dans l’application, en faisant rouler S sur 2, on obtient un système
cyclique réel, un système triple orthogonal réel. Faisons bien remarquerqu’ici,
nous profitons de notre étude pour obtenir une surface S qui admet une déformée
O. B. ,mais que 2 n’est pas une déformée O. B. de S, mais simplement une
déformée quelconque.
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' Faisons encore une remarque, spéciale aux surfaces minima. Nous sommes
partis d’une surface minima S0 réelle, qui peut être considérée comme lieu des
milieux des segments réunissantchaque point d’une certaine courbe minima C
à chaque point de la courbe conjuguée C.,; nous avons remplacé C0 par sa

symétrique F relativement à un certain plan P; si nous remplaçons P par un

autre plan P’, nous obtenons une courbe I", égale à F, se déduisant‘de P par
un certain déplacement; dans ces conditions la surface minima S, déduite du
couple (C, I‘), et la surface imaginaire (C, I") sont différentes, mais elles se

correspondentavec conservation des lignes minima, des lignes asymptotiques et
.de: lignes de courbure, d’après une étude que Goursat a faite aux Acta Mathe-
matica, il, (a), 1888, p. 135—186; nous pourrons donc, avec la même surface
minima réelle S, de départ, obtenir des surfaces minima S contenant trois
paramètres et assez différentes : nous allons avoir un exemple particulièrement
frappant en utilisant la surface minima d’Enneper, que nous définissons par

' les formules classiques
_(llç) 2æ=i3p—p3+Bq—q3, 2y=i[3p+p”—(3q+q“)_l, 2:=3p‘£+3q‘-’.

Son ds” est ds”: 9 (I +pq)“‘ dp dq et lespoints réels sont obtenus par u, v

imaginaires conjuguées. Si nous prenons la surface
(15) 2X=3p—p“.+3q—ÿ*, 2Y=i[3p+p“—(3q+q”)l, 2Z=3pÎ-—3q‘fl

puisque dZ“_= dz‘-‘— 36 pq dp dq, on a dX‘-‘+ dY2+ dZ2: 9 (1 —pq)‘-‘ dp dq,
_de sorte que, pour p, q imaginaires conjuguées,X et Y sontméels, Z imaginaire
pure et le ds”‘défihi positif (sauf si le module commun de p, q est égal à 1); on
peut donc trouver une infinité de surfaces S. réelles, applicables sur S dans les

conditions indiquées : en.particulier, de simples quadratures fournissent des
surfaces S. de révolution. Nous pouvons remarquer qu’en posant q = — q,,
le ds2 de S devient —— 9 (1 +pq.)“’ dp dq,, ce qui est le ds‘-’, non pas de la sur-
face minima d’Enneper So, mais de cette surface qui aurait été soumise à une
hômothétie de rapport i; or les surfaces minima qui ont un même ds“’ sont des
surfaces associées; d’autre part la surface minima d’Enneper (qu’il s’agisse de
S(, ou de iS.,) est égale à chacune de ses surfaces associées : donc la surface
minima S que nous avons définie, à partir de la surface d’Enneper réelle S,, au

'

moyen des formules (15), est égale à la surface :S() et l’on s’en assurerait
aisément. ‘

Nous allons avoir besoin de la développée 2 de la surface minima (14)
d’Enneper; elle se compose de deux nappes égales d’ont l’une, en posant
p = a — ifi, q = a + iQ, est représentée par les formules paramétriquesdonnant
le point courant (E, n,‘Z) et le ds"

__ 9 _. 3 99 ‘> 3
(16) E_6d+6dô'+2a'y n=_4@3’ IC=5(12+5')'+31'—353_è5

ds‘-’= 36(1 + a‘1+ ÇÊ)2[daî+ (ado: + @dfi)‘-‘J.
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Celà posé, nous allons étudier une surface minima particulière, qui a été
injustement dédaignée sous prétexte qu’elle est imaginaire; nous verrons
qu’elle dérive aussi de la surface d’Enneper par la construction qui a “été
indiquée (symétrie effectuée sur l’une des deux courbes minima génératriées).
J’ai signalé cette surface S au Bulletin de la Société math. de France, 56, 1928,
p. 224—-239; elle est de révolutzon, autour d’un axe isotrope, algébrique etdedegré 4. Elle a pour équation cartésienne

(17) 3<æ2+yfi+zfi>=<æ—iy>2

ce qui'justifie l’extension de l’expression:surface de révolution, bien que-l’axe”
(a:—t‘y=0, z=o) soit zsotrove. On peut prendre comme représe11tatiùn
paramétrique '

. u3 . .(18) æ+ty=<——3—+uvï>t, væ—zy=iu, z=uv.

Le ds‘-’ est u2 (du”+ dc”), caractérùtigue des développées de surface minimit'(' ).
En posant u—_ p + q, 0—— z(p— g) de façon‘a rapporter la surface à ses lignesminima, on trouve =_ -

a?+ iy=—3—4—‘ (p’+q"), æ— iy=z(P+q'), :=“=i(p’—q’),

°9>æ=g——.<><——> <—><——>s=i(p—q)
 

Ce résultat prouve que la surface est mmima. Nous voyons que la courbe.
minima C ‘ '

_ 2_pa È °2( 3
+ 2)’ tp

est associée, pour engendrer la surface de translation, non à la courbe
conjuguée, mais à la symétrique de cette dernière par rapport à 3/03. La
surface minima S0 obtenue en associant C à sa conjuguée CD donne un ds’
égala celui de S augmenté (à cause du changementdu carré dac”) de (4p’ — I)
(4q*—1)dpdg et comme le ds2 de S est (p+q)”dpdg, celui de S. est

(4pq —|— 1)2 dp dq, ce qui, en posant 2p =p., 2q=q, est Z(I +p, q,)“dp, dq.;

(C) <—ZÎPÎ+P)t, 
( ) On sait que toutes les surfaces de ds“. égal à u— (du”+ du“) sont des développéesde

surface minima et réciproquement; toutes ces surfaces sont donc applicables les unes sur
les autres; cela entraîne quel’une, 2, soit applicablesur toutes les surfaces homothétiques;
en effet, en posant u——_ pu,, 1): pm, on a le ds—_— p a,2(du, + de,2 ), de sorte que le point
(a, v) de 2 vient, dans l’application de 2 sur la surface (p”2), recouvrir le point (a,, V1)
de (p*2), avec u,: u : p, v,: o: p.
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si donc on multipliait toutes les coodonnées de S0 par 6, on retrouverait le
ds“=g(1+p, q,)2 dp. dq. indiqué plus haut pour la surface minima d’En-
neper; or-un ds” de surface minima définit oo’ surfaces associées, et toute

, surface minima dont le ds2 est de révolution est égale à ses associées; donc la
surface S0 est une surface minima d’Ennéper, de sorte qu’à partir d’une surface
minima d’Enneper, pour une position convenable du plan de symétrie qui
transform l'une des courbes minima génératrices, on obtient la surface spéciale
de révolutwn trouvée i'.cz Réalisons maintenant l’application de S sur la
surface 2’ horbothétique dans le rapport 9“ à la développée 2 d’Enneper
indiquée plus haut (E’ est le lieu du

Ppoint
9 25, p“ n, 9 “C où 9 est une constante

d’homothétie); le ds2 de E’ est (1+ a°+ $“)“ [du“+ (ada+ BdB)’].
.’Lapplicabilité de S sur 2’ sobtient en écrivant

(ao)‘ '

u=‘/—_(l+aî+fifi), v=m/z(a+C),

ioù C est une constante arbitraire; ce résultat montre que le roulement de S
sur E" conduit à ob” systèmes cycliques réels algébrz‘ques, dépendant des
constantesarbitraires p , C. Il s’agit maintenant de trouver les systèmes triples
orthogonaux qui en résultent; on sait (voir Darboux, t. 4) que l’on doit
chercher le système conjugué commun à S et Z’; or les asymptotiques de E’
sont représentées dans le plan wall, où wa,_w{3 sont deux axes rectangulaires,
par l’équation da“+ dB2 = o, de sorte que les réseaux conjugués de E’ sont ceux
qui ont pour image plane un réseau orthogonal; les lignes de courbure de S sont
données par du ds»: 0, les lignes de longueur nulle par du2+dv”: 0, donc
les asymptotiques par du —dv‘—=o; les courbes u — v= C ont pour image

C__|Vî

commun F (,1 o) et de même les courbes u+v=C, les cercles de centre
sur met? les cercles concentriques ou+ B°—2a=———1+2C, de centre

F’ (—1, o) d’éequation a2+B2+2a= Ê°PË—I—2C; dans le plan œa{3, au

point M(oc, B), les images des directions conjuguées communes sont les
bissectrices des tangentes (ou des normales) des deux cercles en jeu issus
de M; les normales des cercles sont MF, MF’; le réseau conjugué commun a
doncpour zmage l’ensemble des coniques homofocales de foyers F, F’, d’équation

! 2

{% + %
— 1 = 0, où 1 est une constante arbitraire : les systèmes cycliques

sont donc algébriques.
Nous allons fournir un autre exemple qui réusssit d’une façon encore

plus miraculeuse si j’ose dire. Nous avons dit que la surface minima réelle
S, (X +X., Y +Y., Z + Z,) nous avait conduit à étudier la surface minima
imaginaire S (X+ X,, Y+ Y,, Z-—— Z.); la surface minima adjointe de S,,
soit SI, (iX — iX. , iY — iY,, iZ — iZ. ) conduit par le même procédé, pour le
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même plan de symétrie 500y, à étudier la surface

S’(iX — iX,, iY — iY,, iZ + zZ,)

qui est l’adjointe de S. Prenons donc l’adjointede notre surface minima.
algébrique de rotation: nous allons découvrir l’héücoi‘de minimum algébrique;
En nous reportant aux formules (19), nous avons, pour définir cette nouvelle
surface,

_3_Pj_e_?_£ cz _- _ 2_P_’ & 2_q° !.
(… (s') ””

3 2 3 +2’ ’f‘l (3 f2)+(3 +2 '
…=_P'—q7 ’

dont le ds2 est encore 4 (p + q)” dp dq: u‘*‘ (du“+ dv“); pour p, q imaginair€8-‘
conjuguées, (ou a, v réels), y et z sont'réels et ce imaginaire purel Nous
réalisons l’application de S’ sur E’ par les mêmes formules que plus haut
(puisque S et S’ sont applicables par les points de mêmes u, v ou mêmesP, q);
donc les systèmes cyclzques obtenus sont encore algébnques[et le raisonnement
prouve que, quelle que soit la surface minima _,,S de départ adoptée,si la,
surface S obtenue fournit avec une certaine surface 2 des_systèmes cycliqu_çîs
réels et algébriques, la surface adjointe S' donnera, par son roulement sur X,
des systèmes cycliques eux aussi réels et algébriques;on peut même remarquer
que les surfaCes réelles associées à S fournissent, avec le même plan de
symétrie, de nouveaux systèmes cycliques réels, et algébriques si S a réalisé—
des systèmes algébriques; cela tient à ce que S,, conduit à e"‘°X+e‘"‘”X_,,
e"‘°Y+g“"‘”Y,, e"‘”Z+e‘"‘°Z, où ce est réel, et le plan de symétrie donne
e"‘”X+’e“"‘°X,, e"‘”Y + e*"‘°Y,,_e"‘”Z— e*"‘”Z, qui est une surface associée
à S] (‘). Pour obtenir le réseau conjugué commun à S’ et X’, il faut prendre
l’image sur (11:13 des asymptotiques de S’, ou, si l’on veut, des lignes de cour?—

bure de S; on a les courbes du dv=o ou u=const., ou a°.+ p’=const.,_
et les courbes v= const. ou a: const. Le même raisonnement que
plus haut nous fournit les paraboles homofoèales dont le foyer est l’origine 01
et l’axe la droite wa. On a encore des systèmes trÿnles algébriques. Il est boude
donner ici quelques propriétés de la nouvelle surface que nous venons d'intro—
duire. En reprenant les formules (21 ) on a

3_ 3 .

(21’) æ_+z'y=Œ3_ql, æ—iy=—-p+q, …:-p-q 
(‘) On voit donc qu’une surface minima réelle S0 fournit co3 familles de surfaces minima

imaginaires, les surfaces d’une même famille étant associées; si, dans l’une des familles,
une su1face donne un système cyclique algébrique, toutes les autres surfaces de la famille
donnent des systèmes cycliques algébriques; mais si le système triple orthogonal fourni
pa1 une surface est algébrique, il n’y a aucune raison pour que les—systèmes triples fournis
pa1 les au11es surfaces de la famille soient aussi algébriques.
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On en .déduit æ+ iy =
â (p— q) (pH—pq+ q?) = %<æ

— z'y> (: —pq>; puis

(a: — z_'y)2+ z = —.2pq; l’équation de la surface s’obtient donc aussitôt ,:

"

(29) x+iy=zi(w—iy)[z+(Ïï3—ïfi]
C’est une surface réglée cubique; les génératrices s’obtiennent en écrivant
a: —- iy: 3C, x + z_'y: 6G [2 + 3 C”. ]. Chaque asymptotique curviligne
admet les génératricespournormalesprincipales, de sorte que les co“ asympto-
tiques curvilignes sont les courbes de Bertrand, dites cubiques de Lyon, dont
les rayons de courbure et torsion sont constants. Inversement, une cubique de
Lyon engendre, par ses normales principales, une surface minima (le raison-
nement est le même que pour l’hélice circulaire); ce qui n’était pas évident,
c’est la façon dont cet hélicoîde minimum peut se rattacher à la surface minima
d’Enneper. '

Enfin, il est intéressant de montrer que les surfaces minima associées aux
deux surfaces précédentes (surface minima algébrique de révolution et
hélicoïde minimum algébrique) conduisent aussi à des systèmes triples
orthogonaux algébriques, dans leur roulement sur la surface E’; nous devons
en effet chercher l’image des asymptotiques de la surface minima sur le plan
wap; or les diverses surfaces minima en jeu ayant le même ds‘-* , u‘—’ (du2+ de'—’),

qui fournit une représentationconforme sur le plan (u, v) et les asymptotiques
.de l’une étant représentées par du dv: 0, c’est—à-dire par les droites parallèles
à Ou ou Ov, les asymptotiques des autres surfaces sont représentées par deux
faisceaux de droites parallèles u sin <p — v cos <p = (]1 , u cos cp + v sin q: = C“
d’après les propriétés bien connues des lignes asymptotiques des diverses
surfaces minima associées entre elles; Sur le plan œbc{3 on trouve donc

a2+fiï— 2acotcp=const., a2+,82+,2atangcp=const.
\

On trouve ainsi, par le même raisonnement que plus haut, pour image du
réseau conjugué commun, les coniques homofocales de foyers (cot cp, o),
(— tangcp, 0); quand ça varie, ces deux foyers se correspondent dans une
involution à points doubles imaginaires. Nous avons donc établi notre résultat
et obtenu ainsi, grâce aux trois constantes @, C, @, une triple infinité de systèmes
cycliquesou triples orthogo‘nauæ, tous algébriques.

Rappelons que la surfaée minima d’Enneper S0 devait, par variation du
plan de symétrie P, nous donner ce3 surfaces minima S susceptibles, par une
déformation convenable, de nous fournir des systèmes cycliques et triples
orthogonaux (réels, mais en général transcendants); la surface minima
d’Enneper (comme toute surface minima applicable sur—une surface de révo—
lution)est_égale à chacune de ses associées; il n’y a donc pas lieu de Considérer
les surfaces associées à S; mais ce que l’on semble perdre ainsi, au point de
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vue de la découverte de systèmes cycliques réels, se rattrape aussitôt en
remarquant que, si 2 est une surface réelle applicablesur S dans les conditions
voulues, la surface 2 est aussi applicable de œ' façons sûr elle-même, point
réel pour point réel, et que, par suite, chaque système cyclique obtenu en
faisant rouler S sur E fournit aussitôt oo‘ autres systèmes cycliques; nous
avons eu même la bonne chance, avec la surface minima algébrique de révo-
lution et l’hélicoïde minimum algébrique, d’avoir, non seulement, une sufaceX,
mais oo', à savoir 2 (développée de la surface d’Enneper) et toutes ses homo-
thétiques. -

4. SECONDE ET TROISIEME CLASSE DE LA DÉFORMATION CONTINUE. — Nous prenons le
système fondamental ( 12) 

    aa' Q’ de P’ 1 02100}? 1
_ F—- -__= F—- _: ___°_ ___/:=(F) âp+(P+Q)? 0’

_

ôq+(P+Q)z 0’ F ôpôq +F2(P+Q>î ’ 0’

avec
_ l/_ I _ t+Q ,,__ [lt—P

A—A—P+Q’ At_At—P’ At—A m“
Le cas P’:— 0 où P constant permet de supposer P = o, A=A”= &; 8’ est

fonction dep seul, et l’on &

F: i (i\ :_d_d’,
dq Q dp

,

F est produit d'une fonction dep par une fonction de g, de sorte que la surface
est développable; nous laisserons ce cas de côté en renvoyant, pour son étude,
au Mémoire de M. Cartan._

Nous supposons donc P’Q’îo et en égalant les valeurs de F(P+Q)a
donnée par les deux premières équations (E), nous avons.

dsî=_2Fdpdq;

et nous introduirons une fOnction P. de 1), une fonction Q‘ de q telles que
l’on ait

! I I(… P,=-ÿ, Q,=Ô,»
et nous remarquons que P”. (ou Q.) est comme P (ou Q) une fonction effective
de p (ou g), et que l’on a _

dP,_dp _ dP,_ dp\2_ dP, =
'

(25)
7117

_ ÛÎ,, dp’_deP1, fi _ äî) _
_dî

.

L’équation (23) s’écrit donc
_

aa' _ de'(26)
«ÎÊ_ô—Œ

.ou &:f(P,+Q,).



SUR LES COUPLES DE SURFACES APPLICABLES. 265

Dans cette relationf est une fonction, non constante, de l’argument P4 + Q,,
et l’on a, en tenant compte de (E),   : 1 1

,
’ l=—I" F=——_—PIQI ,

(27)
f(P +Q )! P1= Pi Qi QI (P+Q)2f’
_”... _(P+Q)f, __ Ê+Q ,,_,,t—P_

ô—ô=-——P,—Q—,——’ alfa,_P, 3,_3 t+ ,

08) (P + Q)‘P'fiQâ’lf'+ <%”) l =ffî + ’

C’est l’équation (28) qui donne la clé de la solution; comme P’,’ =%%,
an= Î(Î’ il y & avantage à prendre comme variables indépendantes u = P,

V:: Q, nous désignerons P par U, Q. par V; on a donc

dp”=dudU=U’du2 Ê=\/Ü’' ’ du ’

quand on fait ce changement de variables surp et q, le nouveau coefficient8

se trouve remplacé par le produit de sa valeur primitive par 533 Æ‘ donc 8 est

  dP dq’
remplacé par iP__”—Q'_Q)£P

’-,Q’ ou —%Ï—Q—M ou encore — (P + Q)f’%s ce

qui, avec les notations définitives, donne

_ d d .

'

29
' -

‘

ô=—(u+v)f’U't—_—+Z,_ ô,’=—(u+v)f’V’îïï;

(Et) \ <u+v>2U'V'[f+ (%)]: ,Â—Î
+2

   
Dans l’équation (E.) f, est une fonction de l’argument unique w = U+ V;
f', f”signifientËdf

îf— Tout d’abord, Hazzidakis (auquel les résultats de ce

paragraphe sont dus) remarque que.—ff; + 2 = o entraînef= w——Î-_(—J’ où C est

une constante,
—2 f” 2f=m’ 7=œ+c=“f 

et, par suite, l’équation (E )se trouve vérifiée parce que les deux membres sont
nuls; ce cas donne la seconde classe (qu’Hazzidakis détermine complètement).

La troiszème classe (qu’Hazzidakis a simplement effleurée) correspond au
cas où les deux membres de (E.) sont égaux Sans être nuls.

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944.
' 35
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5. SECONDE CLASSE. — Si l’on a
2

f_U—+—V+C°

on peut prendre comme fonction de u, non pas U, mais Ü=U+—Î— et de

même V: V +% au lieu de V; supprimant le surlignage, on a les mêmes
formules où C est remplacé par zéro. On a ainsi    U+V 2 2U’(u+v) 2V’(u+v)‘Z—— _ __ Il___
<%)

& ( là”“ a: U+ V’ 8f(U+—V)fi’ 6 <U+Vr’
8

2U’(u+v)t++v ô": 2V’(u+v)t—u[: "(U+V)’ t—tt’ _(U+V)2 t+v
   

Hazzidakis remarqueque les équations classiques permettant de trouveras,y, z
s’intègrent complètement; on a, à un déplacementprès, æl=n_(_£_æ)+<p, n=(v+t)(u—t)’

2 u+9
, _ _ V2dv U”du —

(31) '”“W’ …f(v+t) (u—t)“ Îi
2 __ VdV . Udu=gln(l+‘P)—CPL “l’—‘ m—‘ (“__tÿ' 

On a donc quatre intégrales simples à calculer, une fois U, V choisies. Ce
calcul donne S,, pourvu que t soit fini; or la surface de départ correspond
à t=œ_: en ordonnant en séries procédant suivant les puissances croissantes
de %, on obtient les coordonnéesx, y, z de la surface de départ    

   
/ —l 1—— 2x: _È + FP_°, ç,=fV”dv+U*du,”+ V 2 2

2 = ' VdV—Udu,@) y= u+p%, % if .

i [+ 2z=—
—<

+“ + (90)
.

2 u+ V '

On pourra remarquer les formules simples
'

. %æ,+izt=—nqfi+cp, æ+lo=u+v+qäo,
. . —l— : Œ—lZ= _

'(33) “" ”‘ “fl, u+v’
æ?+fi+fi=n% æ2+y’+z2= —:(P—°-

‘ a+ «)

Comme vérification, on pourra remarquerque, si dans les formules (32) on
1

,":u1—t, v——+t’
 écrit u = les formules (32) prennent la forme (31), et ceci
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confirme que, dans la famille obtenue enfaisant varier t, les diverses surfaces
jouent bien le même rôle.

Toutes les surfaces obtenues sont imaginaires : en effet, on a  i [ —4i (! t)’__—16U'V’(u+v)2ñ+w=m—v’ n*w (U+V)‘

Si donc la surface est réelle, aux points réels U+V est imaginaire pure,

T 2
, ds‘*=dudv <L+V) -

ll—l—V

. d .
' , .

dU + W auss1; (—ÎlÂ_—:)é, en ces pomts, est donc negat1f; donc . 1 1 ‘_—16(u+0)?_ dUdVÎt“îî’)_ dudv (Ua—V)”

et par suite dUdV sont positifs; puisque
" (dU — dV)î=(dU+ dV)’—— [.dUdV;

'

l’expression dU —dV est “imaginaire pure; comme dU +dV l’est aussi, dU
et W sont imaginaires pures. Mais alors, allant sur la surface d’un point
réei'(uo, %) àun autre point réel (u, v) par un chemin réel, l’expression U—U,,
obtenue par une série d’accroiSsements infinitésimaux tous imaginaires pures,

‘ a sa partie réelle nulle identiquement; comme c’est une fonction analytique
de u, elle se réduit à une constante; or nous avons écarté ce cas; la surface est
donc'tout entière imaginaire.

Cette seconde classe contient des surfaces W (nous verrons que ces surfaces
spéciales sont un cas de dégénérescencedes surfaces dela troisième classe).

En effet, pour une surface W, l’expression à— R—’, doit être fonction de % + IÎI,s

de sorte que les expressions, rappelées plus haut pour ces deux expressions,
montrent que log[U'V’(u+v)”] doit être fonction de U+V. Or, pour la
troisième classe, puisque les deux membres de (E.) sont tous deux non nuls,
U'V’(u+ v)°lest une fonction de U + V, de sorte que toutes les surfaces de la
troisième classe sont W et que, parmi celles de la seconde classe, celles qui
sont W s’obtiennent aussi comme cas spécial des surfaces de la troisième
classe : nous y reviendrons plus tard.

On peut chercher les surfaces de la seconde classe applicables sur une surface
\ de révolution; on a une équation assez compliquée en écrivant que les courbes

où la courbure totale reste constante sont géodésiquement parallèles; mais on
obtient une solution particulière en prenant U = iu2, V :_ iv"‘, de sorte que

U+V
u+v =i(u—v) et ds‘-’=—(u—v)’dudo;

si l’on pose u = A + iB, v = A — iB, on obtient
ds!= [. B*(dA*+'dB*)



268 . BERTRAND GAMBIER.

qui est le ds“ caractéristique des développées de surface minima. Nous allons,
avec cet exemple particulier, obtenir des systèmes cycliques réels et même
algébriques; nous aurons même, avec l’un des deux exemples qui vont être
fournis, obtenir des systèmes triples orthogonaux, non seulement réels, mais
encore algébriques. ‘   

Prenons, pour U = tu?, V =—,iv“, la”surfacet= 00 [formules(32) ou (33)];
on a

'

__ u‘+v" _u"‘—l—v3(Po—
5

) \llo— 3
,

2
(34) æ+iz=—£%Ë—”[5(u°+v“)—(u+vfi],

x—iz=u_+lv, y=—%(m..uv+œ).

En posant u + v = C, u‘*’ — uv + v” = y on a, avec les paramètres C, 7,

. —I .(35) x+uz=—%[5CY—Cfl, æ—lz=-—C—s y=—%,

de sorte que C_— const. fournit une famille de droites; l’équationde la
surface est

_

— °

(36) 45(a£— iz)‘(æ+iz)+x5_y(œ—iz)’+1=o.

On a une surface réglée de degré 6, admettant le plan isotrope æ—iz =o
comme plan directeur; a, v réels ou imaginaires conjugués donnent un point
de coordonnéesx, y réelles et z imaginaire pure : le ds“ n’est réel et positifqùe
pour u, «) imaginaires conjugués. Appliquons cette surface sur la développée
de la surface minima d’Enneper; rappelons que toute surface S dont le d:’
est 4B“(dA‘—’+dB”) est applicable sur toutes les surfaces homothétiqueà;
nous nous reportons aux équations paramétriques (16); en posant

(37) A—l=pd, 2B=p(1+a*—ÈÔ’),

où 9 et 71 sont des constantes, 4B“(dA’+dB’) devient

p‘( 1 + a2+ Ô“) [da°+ (ado: + 6dB)‘];

donc, en nous reportant à Darboux (Théorie des
Surfpaces,P

t. 4, p. 1,23 etsuiv.),
2

_

,.
.

en faisant rouler la surfaceimaginairesur la surfaceEP——“'—815,
6 ’lv'ïÿ——P—8 C, où e=+ :,

et nous bornant à oc, $réels, c’est-à-dire (A, B‘) réels, (u, v) imaginaires con-
jugués, nous obtenons des systèmes cycliques non seulement réels, maisencore
algébriques, dépendant des deux constantes arbitraires p, 7\. On obtient du
même coup des systèmes triples orthogonaux réels, à condition d’intégrer
l’équation du réseau conjugué simultanémentsurlesdeux surfaces applicables.
Or le réseau asymptotiquede la développée (16) est fourni par da“+ dp’= o,
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celui de la surface (34) par (u du— ode) (du+dv)=o ou dA d(AB)=o,
c’est-à-dire BdA2 + AdB dA=o; la suite nous prouvera qu’il y a avantage
à adopter les variables A, B plutôt que a, @; nous transformons donc

4da“+dB“=o, ce qui donne pour les asymptotiques des deux surfaces les
équations '

« 2BdA*+2AdBdA=O,
(2B —p)dA*—— 2(A —— À)dAdB + pdBÎ= o,

et le réseau conjugué commun est fourni par l’équation

(38) (Ap+zBÀ—4AB)dN+2pBdAdB+ApdB2=o

qui ne semble pas rentrer dans un type intégrable, de sorte que les systèmes
obtenus sont, vraisemblablement,transcendants. Passons maintenant à la surface t = 0, toujours pour U = iu2 , V :_ iv“.

_On a alors
. — (u + c»)3 . uv

3 a: zz=—————— æ—zz= =uv.( 9) +
3 ’ u + V, y

Si l’on regarde u+v et uv comme les paramètres, il est clair que
ù+v=const. fournit une droite parallèle au plan isotrope x+iz=o;_
l’équation de la surface est

(40). ' 3(æ+iz)(æ—iz)"+ÿ‘=o.y

La surface est algébrique et de degré 4; les asymptotiques ont pour
équation .

(udv—vdu)(du+dv)=o ou
dA.d<â>

:o ou AdBdÀ—dAÎ=O;

les formules (37_) donnent l’application de cette surface (39) ou (40) sur la

même surface %E, %n, e—Ê2C
(avec u = A + iB, v= A — l'E), de sorte que

nous avons encore des systèmes cycliques réels, et même algébriques, dépen-
dant des deux constantes arbitraires 9, X. Pour les systèmes triples, nous avons
à trouver le système oonjugué commun, c’est-à—dire divisant harmoniquement
les deux réseaux asymptotiques

2 BdA2 — 2AdBdA: o,

(2 B— p)dA’— 2(A— ‘A)dBdA _ pdB‘-’=o.

On peut remplacer le second réseau par pdA'-‘ — 27\ dB dA + 9 dB2: o, de
sorte que l’on obtient, pour le réseau cherché, l’équation homogène en A, B,
donc intégrable
(lu) (Ap—281)dA?—2BpdAd‘B—f—ApdB“=o.
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L’intégrale est même algébrique :

…) B+.fgÎ\/Bmÿqu=…
où p. est arbitraire; cette facs les systèmes triples Sont algébrzques.

Les surfaces correspondant‘a U_— iu2 ,——V= — iv2 et t quelconque sont trans—
cendantes, mais donnent encore des systèmes cycliquesou triplesorthogonaux
réels.

 
6. TROISIEME CLASSE DE SURFACES. — Nous revenons auX_ équations(zg)et(E.)

que je recopie
— 2dudv   d.?2= <T:îf—7 6=—<u+v>fU. ô’=f— ô”=—<“+"VŸV"

<29> … '

ôt=—(u+v)f'U’_u, ô;’=—(u+v)f’V';Ï—+L

(Et) (u+v)2U'
V’IÏf’—l—+<:Ç—,)]= ÿ—,

+2, ;
   

oùfest une fonction de l’argument w = U + V.; U est fonction de u, V de vét
f2“nous supposons Î' + 2;£o; nous avons été déjà, au paragraphe précédent,

conduit à ”remarquerque (E, ) entraîne que (u+v)2U’V’ est fonction de U+V;
donc les dérivées partielles de log[(u —+—'v)2 U’V’] sont proportionnellesà celles
de U + V et l’on a ainsi une condition oùfne figure plus :

3 _1U"‘z_lv”+‘z>'(°) u Ü+m)—v' v' u+v
Si l’on pose

\

U,: V1=U” V”
cette équation s’écrit

_

2(U1—V1)+(u+ v)(Vä—Uâ)=o;

en dérivant en u, puis en v, on obtient

v'; _ U'{= o, d’où U’{= vz =_2 a_,‘

où a est une constante; on a donc

U.:auM—2bu+c‘,

où a, b, c sont des constanteset, puisque si l’on choisit u = t, v =— t, on a

U1(t)=Vi(—- t),
0118

V1=avî— 2bv+c
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et l’on constate que l’équation

2(U1— V1) + (u + 0) (V’1— U;): 0

est vérifiée; nous en avons donc la solution générale.

Cette équation (E, ), quand lesdeuæmembres ne sont pas nuls, entraîne,comme
cela a dejà été dit, que la surface est VV; ainsi, toutes les surfaces des classes 1 , 3
sont W; mais les surfaces à déformation O. B. non continue et les surfaces de la
classe 2 (saufcelles qui rentrent dans la classe 3) ne sontpas W.

On voit immédiatementque, si l’on effectue la substitution

_ŒU1+Ç V_—àV1+fi t_ŒT+Bu_ÎLÎ—ÎÎ’ _ yv,—ô ’ —Y'l‘+ô
(de sorte que u, —v, t subissent la même transformation), les expressions
de ds“, 8, 8’,,8”, &, 3;' au moyen des nouvelles variables u,, v,, T ont la même
forme que précédemment, mais permettent de ramener les quadratures
donnant U, V à savoir

du [' dv: ___— V= _
fauM—2bu—t—c afi+2bv+cv

à l’une des deux formes canoniques

du
.

—dv -—U_fm, v_f… <b#o>,

U= d—ÇÎ‘, V= î“ (C#0),

 
0

suivant que les racines de au“’+2bu+c sont distinctes (la substitution les
remplaçant par 0 et + ce) ou confondues (la racine double se trouvant rem-
placée par oo); mais alors, puisque t subit la même transformation, les valeurst: 0 ou ce dans le premier cas, ou t: ce dans le second correspondront à des
surfaces remarquables dans la déformationO. B. à un paramètre. La troisième
classe se partage donc en deuæ types.

‘ 7. TROISIEME CLASSE. PREMIER TYPE. —- Nous avons  u=ezb(U—Uo)’ v=e—2b(V—vot_

u 2

2
_ _ +1 2b(U—U)+2b(V—VY 2(u+v)’U’V’= _(u+v) : " __—[e ° °+Il .

[; b=uv , 9 u [,b282btU—Uol—o—2MV—vo)
,

4b' -—

v
-— zdudoU’V’ 2b‘%lUdV(42’) dsz=(u+v)—zU/V’f =ffcme(U—Uo)+b(v—VO)J' 
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D’ailleurs(E. ) fournit
9 f2 ! fb- + + k? U— U() + v.. v,(43) (Jf—[+ 2) [ <f—I”>]C

[b( ) b( )l— 0-

Ceci amène à faire le changement de variables

(44)
u=e*"*, b(U_UO)=U,, v=—e—2vt, b(V-Vo)=vi+‘—;Ë,

 f(U+V)=bfl(U1+V), f(œ)=bf,(œ,), bœ—b(Uo+Vo)=œ1=Ui+V,.

Ona
df_bdf1 bed/, , ,, f‘__ fï
ZJB— dœ ='d…’ f_=b “ fî="

ÿ—ï'=bîï—î’ (%)'=bf(ÿ—Î)
De la sorte, l’équation transformée de (43) ne contient plus le paramètre b,

si l’on emploie les variables U., V,, w, et la fonction f,. On a [d’après les for—
mules (29)] pour les nouvelles valeurs de 8, 8’, 8”

(45)

I—_ '._.._._:_ 3Ut_ —2V; '.l._. '
'— .81_ (u+V)f du dU1d_V

(6 e )b2f1
b -2 e_1 "!

On écrit donc
— ’“‘— “*“ "’“ ’ _ sU._ W. —zU: '

31=_l_—_6_2_LÊL, 6',=bf,,
.

ô','= (8
62

)e bf,,
6 \(!’)

ds2—
—2dquV1

» _b‘1f; Sh2(U1+V1)

 
C’est pour des raisons d’opportunité que nous avons préféré employer la

fonction Sh plutôt que Ch; nous verrons, en effet, comment le second type de
la troisième classe peut se déduire, par continuité, du premier en posant

U1=aÜ,, V1=aV1

et faisant tendre a vers zéro. Nous avons voulu respecter, autant que possible,
les calculs tels que Hazzidakis les a amorcés; il eut été peut-être preférable de
remplacer «) par (— v) et V1 par (— V, ), ou V par (— V). Les formules (46)
prouvent que la constante b n’intervientque pour réaliser une homot/zétie, car si b
varie, bas, by, bz restentconstants. On peut donc, à une similitudeprès, écrire,
avec un changement de notations, les formules définitives 

* —2dUdV2__ ' ’_ __ w ! I_ r/__ —œ ,ds
—f————’Shî(U+V)’

U+\_œ, 8_ e S/tœf, ô_f, 8_ (: Shœf,
'\ _ —‘.'V __ _ EU

(47) Ô=—e‘”Shmf’ t_—îw—, ô”=—e“‘”Shœf’i_:_”,
fl! / , f'2

<Î’ +f— S_—h2‘zœ _f’S/tîœ : 0° 
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La suite prouvera que l’équation différentielle fournissantf en fonction de w

admet l’intégrale première  
   _ f”_,_ ?_)’ 4f '2 _f_ ,_

(_48) <f’+ îë_—hœ +-‘ëhœ +sœf’ +2f—

où [cest une constante arbitraire. Nous avons fait déjà remarquer que ;: + 2_—- 0

donne des surfaces particulières de la troisième classe appartenant aussi à la

seconde classe : dans ce cas, la valeur de lc est 4 [mais pour Ic=4, l’équa-
tion (48) est encore du second ordre et a d’autres intégrales que celles qui
vérifient

ÿf; + 2—_ 0].
Nous allons montrer que la surface S, (où t n’est ni nul ni infini) n’est ni de

révolution ni hélicoi’dale, et que la variation de t donne simplement une surface
unique avec ses auto-applications; S,, S°° sont des surfaces exceptionnelles qui
peuvent être regardées comme des auto-déformées a la limite de S,; dans ce
premier type S,, S,, sont hélicoi'dales et égales chacune à une symétrique plane de
l’autre.

Considérons en effet la surface S, obtenue pour t = 1 et soient
(49) X=A(U,V), _Y=B(U,V), Z=C(U,V)

les coordonnées du point courant de S,, les fonctions 8,0 8” relatives à S, , S,
sont, en posantt: e”

e—2V
ô,=—e°’Shœ.f',-I—I——___—eëï, ô’= , ô”=— e_ŒShœfll

1—e-"“
e_9v’

I _ e—2(V+h) ' I _ €-(U— /,)

ô,=—e°’Shœ.-f’ ô,”=—e—_“’Shœ.f’-le—2tU—lt)’ e—-(V+h)'

_
La comparaison montre aussitôt que si l’on pose U— h—_ Ü, V: V + la les

formules qui définissent S au moyen de U, V et celles qui définissent S, au
moyen de Ü, V sont les mêmes, car on n’a pas à changer ou non plus que f(œ');
la surface S, est donc égale à la surface S, (un point Ü, V de S, ayant pour
homologue dans la superposition le point U, V de S, tel que U et Ü, V et V
prennent la même valeur numérique), et de plus, S, est applicable sur S,,
l’applicabilitéayant lieu par les points de mêmes coordonnées curvilignesU, V
(de sorte que cette fois Ü est égal à U — h, et V à V + b); la surface S, est le
lieu du point
(50) î=A<U—h,V+h>, î=B<U—h,V+h>, î='c<u_h,V+h),
où A, B, C sont les mêmes fonctions que dans (49) et ce point X, Ÿ, Î est lui-
même un point de S, ; le passage de S, à S, est donc une auto-déformation de S,.

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944. 36
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Quand U, V restent constants, la variationde h déplace le point U — h, V + b,.
sur la courbe (» = const. qui passe par sa position initiale, courbe que nous
pouvons appeler parallèle, en employant la dénominationméridien ou parallèle
pour une courbe de cette surface 0. B. qui se transforme en méridienou paral-
lèle effectif quand on applique la surface 0. B. sur une surface de révolution
de même ds‘-‘. Il est facile de calculer la longueur d’arc MM du parallèle entre
les points (U, V) et (U — h, V + h); si M reste fixe et si k varie, on a mani—
festement

2_ 2alh2 —_ 2ds _f’(œ)S/Ë(œ_)’ arCMM—lhl\/f——’(Œ)Shzœ’

de sorte que, si t tend vers zéro ou l’infini, le point M s’éloigne indéfiniment
sur le parallèle; cette remarque montre même (en admettant provisoirement
que toutes les surfaces S, sont réelles, résultat établi plus loin), puisque h se
calcule en posant t: e'-”‘, que l’on passe de S, à S, par une déformation, réelle
si t est positif, et imaginaire sit est négatif; autrement dit, la surface S, se
compose d’une nappe S’ réelle et d’une nappe S” imaginaire, mais on peut
concevoir un déplacement imaginaire qui rende S’ imaginaire et S” réelle; il
suffit de songer aux deux surfaces «—

(51) e-”+ e?’+ez=l, e-”+ef—ezf=1,

qui sont égales, puisque la translation parallèle à Oz définie par

:=z’+ (2k+l)iTt

suffit à faire coïncider les deux surfaces, une nappe réelle de l’une devenant
imaginaire, tandis qu’une nappe primitivement imaginaire devient réelle; en
revenant à notre problème, on voit que, la donnée de ds”, 8, 8’, 8” donnant une
surface à un déplacement près, on peut s’arrangerpour que S, soit représentée
par une nappe réelle, puis, indépendamment des calculs relatifs à S, , s’arranger
pour que S_, soit représentée par une nappe réelle, mais alors S, et S_, sont
égales, exactement comme les deux surfaces (51), un point réel de chacune
ayantpour homologue sur l’autre un point imaginaire et inversement, tandis que
l’on peut appliquer S, sur S_, point réel sur point réel, de oo‘ façons.

‘

Le raisonnement qui précède prouve aussi que ni S, ni S,, ne sont égales
à S, (ni d’une façon générale-à S,); en effet quand nous passons de S, à 5:
nous avons vu que le point U, V de S, a pour homologue dans la superposition
de S, et S, (mais non la déformation de S, en S,) le point de S, qui a
pour coordonnées paramétriques U —h, V + b [comme le prouvent les
formules (49) et (51)]; or, si t est voisin de zéro ou l’infini, la valeur de h
est de plus en plus grande en valeur absolue, et ce n’est donc que dans sa
région définie par des valeurs infinimentgrandes de U, V que S, est recouverte
par S() ou S,,.
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Nous allons bien comprendrece phénomène (que j’ai signalé en 1922 et que

M. Cartan a retrouvé) en prenant un exemple plus simple. Soit une hyperbole
quelconque H que nous déplaçonsdans son plan d’un.mouvement de translation
continu parallèle à une asymptote A; nous trouvons ainsi une famille de oo‘
courbes, toutes égales entre elles, mais contenant une courbe parasite isolée,
non égale aux hyperboles, à savoir l’asymptote A elle-même. Le calcul est
immédiat : xy — a = 0 est l’équation de H rapportée à ses asymptotes et nous
avons envisagé les hyperboles æ(y—X)—a=0, où 7\ est quelconque;
quand X, valeur absolue de la translation convertissant H en H', devient très
grand, H’ se réduit à a: = 0 qui est l’asymptoteA; la raison est facile à donner;
le segment d’hyperbole H, compris entre y=l et y=X+ 1 par exemple,
s’éloigne à l’infini si )\ augmente indéfiniment, mais se rapproche asymptoti-
quement du segment (l\, X+ I) de l’axe Oy; pour constater empiriquement
ce fait, on peut supposer qu’un observateur placé au voisinage de O fasse
déplacer ce segment de H d’un mouvement de translation, d’amplitude ’A,

parallèle à Oy, qui amène l’origine de ce segment sur Oæ; à mesure que X,
variant d’une façon continue, augmente indéfiniment, le segment transporté
de H vient de se confondre de plus en plus avec le segment (o, 1 ) de l’axe Oy,
et c’est pour cela que le calcul donne brutalement Oy au milieu de toutes ces
hyperboles égales H’. On peut dire, en abrégé, que Oy résulte d’une portion
infiniment éloignée de H, dont la translation,parallèle à Oy, est devenue infinie;
de même, en revenant à la déformation O. B., la surface S1 et S0 peuvent être
placées de façon que S. soit asymptote à S,; nous pouvons nous homer à la
portion de S, comprises entre les parallèles w,— lc, œ.,+ k; sur le parallèle
médian wo, prenons les points équidistants (U… V,), avec UO+VO=wO,
(Uo—h, V.,—Fit), (U0—2h, V.,—l—2‘h), ..., (Uo—nh, V0+nh), ...; les
méridiens issus de ces points partagent cette bande de S. en quadrz‘latères tous
applicables les uns sur les autres en totalité; quand n augmente indéfiniment le
quadrilatère de rang n sur S. tend à se confondre avec un quadrilatère de même
rang sur S0 ; sur S,, qui est hélicoïdale comme nous allons le voir, les quadrilatères
successifs sont tous égauæ; supposant donc S0 et S, liées invariablement, nous
pouvons concevoir le mouvement hélicoïdal continu qui fait glisser S() sur elle—
même : S., emportée par ce mouvement, fait apparaître, quand l’amplitude
de ce mouvement devient très grande, le quadrilatère de rang n de S. en face
du quadrilatère de rang 1 de S… et l’onpeut dire que S0 résulte d’un déplacement
hélicoidal infiniment grand de S,, quifait venir a‘ distance finie les portions
infiniment éloignées de cette surface; à ce point de vue, on peut dire que S()
représente la portion à l’infini de S‘ Le raisonnement pour S°° est le même :

chaque parallèle de S, s’éloigne d’ailleurs indéfiniment, d’un côté vers SO, de
l’autre vers S,,.

Montrons que S, n’est ni hélicoidale ni de révolution; en effet, dans ses auto-
applications, S, est remplacée par 5,1; or l’équàtion des lignes de courbure
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de S est, en vertu de l’éequation (6),
EU 2 —2V

(52) e dU : e dV2
(e-“——t)* (e_’-V—t)2. 

Le changement de t en t, change l'équation, de sorte que la proposition est
établie. Pour S,, l’équation des lignes de courbure est e’“dU’— e""dV°= 0 et
ne change pas si l’on remplace (U, V) par (U — h, V + k); or ce changement
applique S,, sur elle—même et ne change ni 8, ni 8', ni 8”,de sorte que” cette
application de S., sur elle-même est un déplacement; mais U+V=const.
n’est intégrale première pour aucun des deux systèmes de lignes de courbure
de S…, de sorte que S est hélicoîdale, sans être de l‘éVblut10h. Raisonnement
semblablepour S() et même conclusion..

D’autrepart S est égale à une symétnque de S0 par rapport à un plan. En
effet pour S,, on a (avec œ—_ U + V)

—2dUdV)(53) ds: f'Sh(U+V)’ ô,,=——e‘”Shœf’,- ô;=f, 61=—e*‘”Shœf’._

et, pour S… on a

dU(ÎV
(54_) 6182: .Ï-Ëfime 60=—e—wShœf/, ôô=f, ôg=—e‘°Shœf'.

Pour la surface S,, faisons un simple changement de notations, U = V, V: Ü :

la fonction 3… qui se calcule avec un déterminant d’ordre 3, devient —43_”"ce 7

le changement des noms de U, V remplace en effet le calcul de 3 par celui
de 8” et inversement; il faut de plus, quand ou échange U et V, échanger entre
elles les deux premières lignes du déterminant; comme 8_, et 85 sont identiques
et de même 80 et 8Î_Ç, on voit que 872, si l’on supprime le surlignage, est égal
à (-— 822); de même ôî est égal à (— 30), et g: égal à (— B,) (finalement nous
n’avons fait qu’écrire V à la place de U et inversement); donc les deux
surfaces S… S0 ont (quand on a échangé U et V dans S,,) leurs ds” et leurs__
secondes formes égales et de signe contraire; c’est bien le fait caractéristique;
pour deux surfaces dont chacune est égale à une symétrique plane de l’autre
un point de coordonnées paramétriques (U… V,) sur l’une a pour homologue
surl’autre le point 1): VO, V= U…

Occupons-nous maintenant de la réalité. Nous avons écrit plus haut
l’équation (51) des lignes de courbures de S,; or on a

U___ /“ '
U _v_ " _ '-v

(55) dlog (6 Vî)=M, dlog (6 W)= ”“.” dv-
e

,u+\/t e‘—’“—t e—v+t e—2v—t

Supposons d’abord t réel, U et (——V) imaginaires conjuguées; (» est donc
imaginaire pure, Shœ aussi; Sh2w est réel, négatif. Si donc nous suppo—
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sons f’(œ) réel, négatif, pour ce imaginaire pure, le ds” est défini positif; nous
pouvons poser, d’aprèsun calcul analogue à celui qui a donné les relations (45 ), . d id 1 !f(w)=if1(œ1), “°=‘°«: f'(‘° )=d—'£)=—__—i£ÎÏ=—f1(œlb

d / d 1! . ” II II

(56) f”(œ)=__f'= _ù£ùi='_)l 17 ÿî=i—l,
, fi [__—li_d Il _ fil
\ <fl >d_ (f_i)— _<Î_1il.)

L’équation différentielleobtenue en (47) devient donc, avec une variable (a,

réelle, une fonctionf‘ (ou1 ) réelle

   5

'

‘ (_
Il / '2 _j‘?._' _( 7)

f’1 +f’ _
si1—1'-œl _f'__1sinœ1

_
L’intégrale première, en conservant la constante [: qui figure dans (48), est

'

': 2 = 412 2 f_î(58) (fi + tangœ1> +.tangœ1 + sin œ, f’1
+ 2fl=_k'

Cette équation peut s’écrire

(58’) (a+—2— 2—l—-———2————[(f+f'cosmsinœ,{)*+f-sinœ]=—/f
f’1 lang œ, f'1sinïœ1 ‘ ’ ’

et par conséquent, pour une surface réelle, kdoit être négatif (à titre de

vérification, les solutions particulières pour lesquellesf' + 2 est nulle corres—f
pondent à k=+ 4 etne peuvent donner de surfaces

réelles>-
Sous les condi-

tions qui viennent d’être précisées, si t est positif, écrivon‘s pour définir les
variables réelles E, n -  . _ 1 eU—\/Ï . _2e”dU_

£+ln_fil°gîu+vz’
dŒ+”’)—fi—_—v

. 1 _\/_——t 2e“"dV(59)
E—m=V—Izlogîe——_'V+\/5

d(E—iYJ)—:—e;v—Ti
e”dU e— dV . e“dU e—.vdV

1dE—fi_—t_e—_N:’ ‘dW—ga—uît+e——svîît'

Les lignes de courbure de la surface S,(t>o) sont représentées par
E=const.., 1q=const., on a

, —âeU—VdUdV (e2U—t)(e_’V—t)! -_ ‘l.... .. 2(60) d£+dn_(——_ezut)(e “, t)’ ds_'—————2f,1)S": (E+dn).

On peut remplacer le produitf’(w) Sh°œ par f’(œ.) sin’œ., avec w, = iw.
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Nous avons ainsi retrouvé ce fait que les surfaces étudiées sont isothermiques.
Les rayons de courbure principaux sont réels, car l’on &

Îi+ €?
=— 2 if: (fil _ ‘1i7)2=— 486"=_ 4 Sh2wf”=4 sin2wcf1‘;

le ds2 étantdéfini positif pour U, — V imaginaires conjuguées et f’(œ) réelle
négative [c’est—à-dire f,'(w,) positive pour m, réel] la surface S, est réelle; la
recherche des coordonnées effectives revient à la résolution d’une équation
de Riccati.

On remarquera maintenant que, si t est négatif, \/t a pour imaginaire
€_v+\/;
—v_\/;’

quantités E, ?] définies par+(58) sont encore réelles : donc nos conclusions
subsistent et la surface S est encore réelle.

Tout est donc ramené àaintégrer l’éequation (57) pour c». réel et à ne
conserver une intégrale réelle f1 que dans les intervalles où f; est positive;
or k étant négatif, ou peut définir une intégrale ], en donnant les valeurs def1
et f, pour une valeur numérique donnée (ou,)0 de co.; on peut Iveflectivement,
en prenant (f,)0 positive, obtenir une nappe de surface réelle [quand k est
donné, et négatif, l’équation (58’) fournit une nouvelle inégalité à vérifier
par (f, ),, (] ),; si l’on se reporte seulement à l’équation (57), on peut
coh'oc <f«>… <f: » ot<f1>]-

Bien entendu, les résultats relatifs à la réalité s’appliquent à la surface S.,—,

mais les calculs pour obtenir, à la limite pour t: oo , les_formules(58)ou(5g)
sont légèrement différents; l’équation générale (6) des lignes de courbure
devient ici e2U dU” —' e”2v dV°=o, de sorte que nous écrivons avec des
variables E, n réelles (et la variable w, réelle égale à ic») '

 conjuguée — (/_t et log'îI ’
a pour conjuguée loge de sorte que les

E+in=eU,
Ë—i1;=e“",

d£”+dn2=—elU—VldUdv,
(61) zeV 2(dE‘+dn2)

d82= f’(œ) Sh‘-”œ
(d£+dn )=(Eî+n2)f’(œ,)sinîœ, 

Les mêmes raisons que plus haut montrent que S,, est réelle. Inutile de faire
le calcul semblable pour S,, qui est égale à une symétrique de S_ (en tous cas
le calcul permet de retrouver ce fait).

Supposons maintenant que t soit négatif: alors (/—t est imaginaire pureet a
pour conjuguée — \/t; si donc U et — V sont encore imaginaires conjuguées,

_ —V
log ——”—_ a pour conjuguée une détermination de log

:_—vi‘/—:
et les quan-

LU + \/I — \/t
tités E+iq, E-—in définies par les formules (59) sont encore conjuguées,
grâce au facteur —’= qui précède le logarithme; les formules (60) subsistent et

«o
les conclusions relatives à la réalité de S, subsistent,
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Mais ily a un autre typede surfaces réelles : on l’obtient avec U, V imaginaires

conjugaéeset t imaginaire, de module égal à 1 . Cette fois la quantité conjuguée  I
. e"——= ..U_ _ -v

de ç———Ï est ——it ou ’-/_t—î— on pose donce"+\/t ev+l_ \/t+e“"’ _,

W
u_ ' ' “dU .E+in=loge ’/È, d(E+in)=2’{+eî—â

(69) e"+\/t ,
€ _

'

. t—e“'" . ——2\/Îe“"dV
E—ln=10gæ_,‘_—e—ç, d(E—tn)=_e—_ÆT_—.t_.

Ona
!__ (e=u_t)<ezv_ _)_ U V(63) dga+da=Mdv_», ds2= ! (d£2+dn=).2j’(œ)S/t*œ(e…—— l)(e”— ;)

Si nous remplaçons la surface (47) lieu du point (x, y, z) par la surface (w.,
5y :)avecxàf. —Z,z—

"? 4 1 b yl—b 1—b , nous trouvons pour la surface (x., y. , z,)
, ' "l_ "; _II_ _I/

. _ —2dÏ_ÏdV
‘

(63) (ll—bô, 61—126», ô,_bô, dit?—WW
avec

l I I l 2_ ___ ' ___ __ 2 2 la.R+R,_ …f, (R R,>_ ÆbShwf,

on voit que, si (» est réel, f(oo) fonction réelle de m avec une dérivée 'f’ positive,
b étant imaginairepure, R et R' sont réels et le ds"’ devient

—I 2U_ ‘ zv_î W -2

2b"j'(œ)S/fiœ (e “(8 t)(dQ +dn )’

expression qui est une forme définie positive, de sorte que la surface est réelle
et rapportée a ses lignes de courbure : const., ?} : const. :, l’intégrale
première d’Hazzidakis

/ f” 2 2 2 / ->' /9 _(64) (7,+ëh'_œ>+W[(f+fChœShœ)*—f'Sh’œ]_k
ne fournit plus cette fois de condition pour le signe de lc (mais, comme vérification la fonction : 2 , où C est réelle donne ’: l— et des, (,, + C ’ (t.) + C)“
surfaces imaginaires)- Cette fois les deux surfaces exceptionnelles, hélicoïdales
comme plus haut, sont.imaginaires. La surface S, n’offre plus la particularité
d’avoir deux nappes, l’une réelle, l’autre imaginaire, susceptibles, par un
déplacement imaginaire, de devenir, la première imaginaire, la seconde réelle;
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elle n’a qu’une nappe.réelle; les diverses auto—déformationss’obtiennent en
prenant : : e'î° où q: est réel : la variation de cp dans l’intervalle (o, 211) par
exemple s’effectue sans rencontrer de valeurs critiques, tandis que dans l’autre
hypothèse, t,variant dans le domaine réel, rencontre deux valeurs critiques
0 et co. _

Cette discussion minutieuse a été guidée par les résultats relatifs aux lignes
de courbure; nous pouvons, puisque toutes les surfaces S, sont applicables les
unes sur les autres par les points de mêmes coordonnées U,V, les mettre
toutes en représentation conforme sur un même plan auxiliaire et appeler
réseaux 0. B. les réseauæ du plan (ou des surfaces S!) qui sont les images des
divers réseauæ de courbure. D’après ce qui a déjà été dit, l’équation ‘en termes
finis deslignes de courbure_de S, est, suivant le système adopté, *

e“—\/Ï e“"—ç—’Ï_ ou eU-—_\/_Ï _ e—V—t/Î_C,
e“+s/Ze‘“"+t/t_ eU+\/lie_v+\/Î—

. (65),

Prenons le premier cas étudié ici (qui est le cas A de M. Cartan à qui est due
cette idée .de définir et étudier les réseaux 0. B); c’est le cas où U, (-—V) sont
imaginaires conjuguées et t réel; posons, avec X et Y réels,

‘

-

(66) e“=X+iY, e“"=X—-iY.
Les lignes de longueur nulle U :: const., V: const. sont représentées sur le

'

plan (X, Y) par les droites isotropes, de sorte que nous avons une représen—
tation conforme, qui reste la même quelle que soit la valeur de t, tandis que
précédemmentnous avons obtenu une représentation conforme sur le plan E, 71

variable avec t. Si t est positif,_C est réel et C' imaginaire de module unité;
si t est négatif, C est imaginaire de module égal à 1 et C’ réel; si t est positif,
les équations (65) peuvent s’écrire ’ '

(X_—\/__t_)È._—i—YÏÎ=C_ X2+Y2_t_2C’1Y=O,(se) (X+\/t)?+ Y2

C’: e‘“'î’, C;: \/Ï cot q>.

Nous voyons que les lignes de courbure de S,sont représentéespardeuxfaisceaux
de cercles orthogonauæ. Nous allons pouvoir présenter le résultat synthétique-
ment en suivant le procédé de M. Cartan; commelégroupe conforme des
transformations du plan X, Y laisse le résultat invariant, nous constatons ce
qui suit :

Les lignes de courburedu premier système donnent oo' faisceaux, si t varie;
chacun de ces faisceaux comprend un cercle fixe F [axe OY avec les

formules (66)]; les pointsde base décrivent, t variant, un cerclefiæe I‘, orthogonal
à F [avec les formules (66), F, est l’axe OX] et découpentsur I‘. une involution
à points doubles réels, à savoirlespoints communsà F et l‘. [avec les notations (66)
les points doubles sont les points d’abscisse ifl sur OX]. Les lignes de
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courbure du secondsystème donnentles oo " .faisceauxrespectivementorthogonaux
auxprécédents; chacun de _ces nouveaux faisceaux comprend un cercle fixe qui
est justementl‘, ; les points de base de ces nouveaux faisceaux sont imaginaires
conjuguéset situés sur I‘, et sont conjuguéspar rapport aux points communs
à l‘ et l‘,.

Si : devient négatif, les cercles l‘ et I‘. ne changent pas, mais leurs rôles
s’échangent; c’est le second faisceau de cercles qui a ses points base réels et non
plus le premier, et inversement : cela se conçoit assez aisément en remarquant

- que les équations (66) s’écrivent, si l’on veut,
I+C .

,

. -1+C’
—CX_°’ X*+Y?—t+2r;/zl_c,  (se”)

_ X*+Y"+t—2\/îî Y=o,
t

et que les paramètres Jt 1—_Cee.1tJt:——%_, sont réels, soit dans le cas:

t positif, C réel, C’imaginaire de module unité,

soit dans le cas :

t négatif, C imaginairede module unité, C’ réel.

Ce résultat se voit très simplement, géométriquement, en donnant à I‘ et l‘,
une formecirculaire et non rectiligne; I‘ et I‘ sont réels tous deux et ortho-
gônaux et ont pour centre deux points 0, 0 :on considère un angle droit

—va‘riable dont les côtés passent en O et O,; le côtémsn de 0 donne, par son
intersection avec I‘, , les points de base du premier faisceau (points de Poncelet

- du second), et le côté issu de 0 donne, de même, sur I‘ les points de base du
second faisceau. Comme I‘ et I‘ sont orthogonauX et se coupent en deux points
réels A, B,on trouve les faisceaux singuliers qui correspondent soita‘So, soit
à S.,, en supposant que les côtés de l’angle droit sont, soit OA, O, A, soit OB,
O, B; les lignes de courbure de S,, (ou S,) sont représentéespar deux faisceaux

'

de_cercles tangents entre eux_ dans chaque faisceau. On se rappellera d’ailleurs
que les diverses surfaces S, sont, si t est positif, les auto—déformées d’une seule
et unique surface réelle, S, par exemple; si t est négatif, ce sont les auto—
déformées d’une unique surface S_. par exemple; S, et S_, sont égales, mais
un point réel de l’une a pour homologue surl’autre un point imaginaire : toutes
ces propriétés se retrouvent en partie sur les images des lignes de courbure
réelles. '

Passons maintenant au second cas que nous avons étudié (cas B de ,

M. Cartan) correspondant à U, V imaginaires conjuguées et t imaginaire de
module égal à 1 . Nous posons eU: X + iY, e" = X — iY, t = eos 299 + isin 2cp

où X, Y, cp sont réels; \/l est égal‘a cos @ + isin @; la fonction ———_—(COS‘P+ is‘n‘P)
€U+ (coscp + isincp)

a pour conjuguée
e"— (cos cp -— isin <p) __ coscp + isin cp — e—v
ev+ (cos cp — isin cp)

_
cos cp + isin cp + e—V'

Journ. de Math., tome XXIII. — Fasc. 4, 1944. 37
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De la sorte les intégrales premières des équations des lignes de courbure sont
‘

X+ iY — (cosa + isin cp) X — iY ——(coscp — isin cp)

X + iY + (coscp + isin (9) X — iY + (cos cp — isin cp)

X+ iY— (coscp+ isincp) X — iY+(coscp— isincp)
X+ iY+ (coscp+ isin(p) X-— iY— (coscp— isincp)

 = o; (C. réel),.
(67) ,

= C,_ (C,: e2i‘l', tl) réel). 
La première équation definit un faisceau de cercles

X”+Y2+1—2î Ê'(Xcoscp+Ysincp)=o
qui comprend, quel que ‘soit <p, toujours le cercle F , X3+ Y2‘+ 1 = o; les
points de Ponc‘elet (cos cp, sinç), (— coscp, -—…- sin <p) décrivent" le cercle
fixe F, , X2 + Y2 — 1 = 0 orthogonalà I‘ et se correspondent involutivementsur l‘.
(diamétralementopposés, donc conjugués par rapport aux points d’intersection
de F et l‘,, si l’on veut rester dans le domaine anallagmatique); la

seconde

'

équation définit un faisceau de cercles
X2+Y2—1 __ 2(Ycoscp—Xsintp)

cos q;
_ sin

x.];

qui, quel que soit 319, comprend toujours le cercle X“‘+Y2 — 1 =0 qui est le
cercle 1“, déjà rencontré; les points de base du faisceau en jeu sont les points
(cos cp, sine), (— cos cp, — sincp) déjà rencontrés. Ce secondénoncéest analogue '

au premier; la différence est que les cercles F, I“ sont cette fois l’un réel,
l’autre imaginaire et d’équation réelle, les deux surfaces hélicoïdales (égales _

chacunea une symétrique
de

l’autre) sont imaginaires. '

 
    

8. TROISIEME CLASSE. DEUXIÈMETYPE. — On a trouvé

=—(%, dV=c—Î—), u=cli(U—Uo), v=c(_V—-—Vo);

_… u+a , ,_ ,__u+v , 2__—2dudu__(68) 6——
C

]) ô—.f7 8—
C

f) ds_(u+p)2flî
___u+v ,t+v ,,__u+v ,t—u81_ 0 f t—u’ ô‘_ c f£t+v’

etfétant fonction de U + V—_ ca, on a l’équation

“‘îz"*'+l <f«—Ÿ>'l=
Onaici

u+v=cœ—c(U.,+Vo);

posonsf(U+V)=icf.(u+v),u=ÿv=a.‘ On en déduit '

, _df_0df1_02dfn ,, df. _. 3 ::f(œ)_îÆ—ÎJ'“Î’ f<‘°“>=ïœ<°’ dî)—°‘fv

%=°%' (%)=°'(f—Î)'
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.et l’équation (E,) se réduit à

“*[fä+ (fÎ)'l= f+Î
+ +

de sorte que, avec un changement de notati0ns-qui consiste à écrire f au lieu

de f, et cc à la place de az, nous pouvons écrire, avec[ fonction de w = u + v,  "’
d‘-’— —2dudv

…“
_

s—c‘-'(u+p)zj"
'

__
ô=—(u+v)cf’, =cf,

”“"” à=—<u+v>cf"Îï 62f=_cfilt

u + v“=œ;

a”=—<u+v>cf';
ô,”=—(u+v)cf'î:

lv.

 
&"

+2.“
  ; ;1__.

. . ++['++(ÿ—ï')Ïl=ÿ
'.è

z
 

Laconstante c a disparu de l’équation différentielle qui donnef en fonction
de(ni; si, pourc: 1, on a une surface lieu du point (a:, y, z), la surface (as,,

Ày., 5.) avec æ=cæ,, y=cy,, z =cz. est celle qui correspond aux formules
(69), de sorte que c est une constante d’homothétie; il suffit, pour l’étude
théorique, de se homer à c—_ 1; mais,dans les applications, il y aura lieu de
voir si l’homothétie‘a effectuercorrespondàune valeurde c réelle ou imaginaire
pure.Nous avons une intégrale première de l’éequation enf

<Ç—Ï++—)

Pour la solution particulièref: É'ÈÎ‘.

 
+!’—f—l———+2f’=k.'(7_o) _ @, f,

  
, la constante [: est nulle.

Comme plus haut, si la surface S(, est définie par le point X=A(u, V),Y: B(u, V), Z: C(u, 0), on voit que la surface S, est le lieu du point
. X,= A(u —t, v+ t), Y, = B(u -—t, v+ t), Z,: C(u — t, v+ t), qui est
lmanifestement un autre point de S,, de sorte que nous retrouvons bien une

surface unique S, et ses auto—déformées; mais la surface S,,, qui est notre
surface de départ, est obtenue par un point de S0 qui s’est éloigné indéfiniment

» sur la courbe u + v = const. qui en est le lieu quand u, v restent fixes et que t
du‘-’ dv‘2(:_ u)- —(t + ,,)2

sur S. du“ —dv’= 0; sur S_ le changement de u, v en u — t, v+ : ne change
ni le ds”, ni 8, 8', €", de sorte que S,, est de révolution ou hélicoïdale; comme
l’équation des lignesdecourbure est satisfaitepour u + v = const. ,la surface S,,

est de révolution. L’équation des lignes de courbure de S donne par intégration

(7!)

varie. L’équation des lignes de courbure de S, est—— :o et

(u—t)(v+t)=C, ((i—t):(V—+—t)=C’

avec les constantes C, C’ arbitraires. Si u et «) sont imaginaires conjuguées et t
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imaginairepure, en prenant C réel, C’ de module égal à 1, et, posant t=‘ l'O, ), . . ‘ , . ,C'==îî_ïi’ u: E+ ZT], v=E — tn, on a les equat10ns reelles
ro :) ? -—0(72)

‘ ,-+…__e>-_= , â= ”'
F

+

de sorte que les lignes de courbure sont, dans la représentation conformelle la
surface sur le plan Em représentées pour S, par des cercles concentriques pour
l’un des systèmes, et par des droites concourantes dans l’autre; quand t (ou 0)
varie, le centre des cercles concentriques décrit la droite 07] (qui est un cercle de
l’autre famille, en se plaçant au pomt de vue anallagmatique). ,

On peut donc dire, toujours du même point de vue, que les oo' réseaux
obtenus comprennent d’abord : les cercles ort/zogonauæ à un cercle fiæe réel F,
puis les cercles issus d’un point fixe F situé sur F: en prenant sur I‘ un point
arbitraire F’, le second faisCeau de cercles se compose des cerclesIssus de F
et F’ et le premier du faisceau dont F et F’ sont les points de Poncelet; on peut
donc dire que ce type (qui est le cas C de M. Cartan) est intermédiaire entre
les cas A et B qui sont caractérisés par deux cercles I‘ et ]" orthogonaux. Si l‘.
est fixe et si le centre de I" est extérieur à P, on a le cas A; quand le centre
de I" se déplace et tend vers un point de I‘, on obtient le cas C; ensuite le
centre de I" entrant dans P, on obtient le cas B.

_

Si a et v sont tels que u et (— v) soient imaginaires conjuguées, et si t est '

réel, on pose v=— v,, a : E+ in, — v: v, = E — in et les images des lignes
de courbure de S, sont

’

£ — t
A
 {(E—t)z+ 712: C9

’Fl5

et la disposition des oo' réseaux est la même que précédemment, sauf que les
rôles de OE et On s’échangent.

Pour le cas C étudié ici, ily a un réseau exceptionnel correspondant à S,, : on
l’obtient en supposant qae F’ vienne en F, on a ainsi d’unepart les cercles ortho—
gonauæ à I‘ en F et d’autrepart les cercles tangents à F en F.

Si nous nous rappelons les résultats
1 1 __ . 1__ 1

2 __ ,_ —zdudv
È+Ë7— 2tcf,

<R— R—,>2=—A(u+v)c°fl, ds_c_—’(u+v)zf’
on voit que si u, () sont imaginairesconjuguées, et c, t imaginaires pures, en

. , . ‘ - . d . .supposantf fonct1on reelle de la var1able réelle (» = u + v, 51 -d—{)- est pos1t1ve,
le ds2 est réel, défini positif, les images des lignes‘de courbure sont réelles, les
rayons R, R’ aussi; donc les surfaces S, et S,, sont réelles; l’intégrale première

3 r '
5 cent -

(f—î’ + gfi)+,, f+=w”]
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Les conditions indiquées exigent que la constante ]: soit positive, de sorte que,
pour [:= 0, on ne trouve aucune surface réelle, ce qui est bleu d’accord avec ce

. o 2 o . ' .
fa1t que la solutionf= _, qu1 fa1t retrouverdiversessurfaces de la seconde

ce + C
famille, ne donne aucune surface réelle. On remarque encore que [c = 0 donne

. , . C -
.

- ' - r ,
au5s1 la solut10nf= -—œqu1 conduit au ds“ du plan, mais nous avons ecarte

les surfaces développables.
Remarquonsenfin que sil’on prend u, — v imaginaires conjuguées,e,tréelles,f1mag1na1re pure, f’ réelle négative, ou a aussi dessurfaces réelles. mais il

suffit de poser u=iu,, v=zv.. pour être ramené au cas u,, v, imaginaires
conjuguées; en tous cas, cela nous confirme bien que le cas C est le cas inter-
médiaire entre les cas A et B. Comme précédemment la surface S°° est une

‘ auto-déformée à la limite de S, et peut être regardée comme provenant de S4
après un mouvement de rotation infiniment grand.

9‘. SURFACES ltÉvownvns OU HÉLICOÏDALES. INTEGRALE PREMIÈRE D’HAZZIDAKIS. —
Hazzidakis n’a pas dit comment il a découvert l’intégrale premièrede l’équation
différentielle quidéterminef en fonction de U + V. Nous allons y arriver en
déterminant explicitémennt les surfaces hélicoïdales ou révolutivesqui figurent
dans la famille 0 .B.

Avant d’aborder cette question, signalons que la plupart des résultats relatifs
au second type dela troisième classe peuvent se déduire, par passage convenable
à la limite, des résultats relatifs au premier type.

En effet, prenons les_formules (47) et posons

U=eu, V=eu, f(œ):f(su+sv)=—f,(u+v)=—2f,(œ,);

œ=U+V=s(u+v)=sœ…d
u+v=œ,;

fl(œ)=vî£=l€ d—œfi(w =a—_IdÎ fi(°’1)=£afi(œi);
\

ffi=l Il [_Î=l)—f_l;’ _”)l=_l. l [.
e3 “ f’ 8f1 f' s2 ft

On remarque alors que' l’on a, en reprenant les formules (47),

———<__
<,â>'+fa— <t:+z><—>

€

. . , . . {L‘ 5 .Si donc nous con51derons la surface heu du pomt E’ %, ? nous about1550ns,

en faisant tendre 3 vers zéro, aux formules qui définissent le second type de la . ., . sReœ, - . . . .tro1s1eme classe, pu1sque tend vers ou,; cec1 expl1que auss1, pourqu01,
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au point de vue de la réalité, les deux espèces différentes

ds?: —— 2 dUa'V -ds’= 2 du1dV1
_‘lf’sh(U+V) qf',sin*(U,+V,)

ne conduisent qu’à une espèce unique dans le second type de la troisième
classe. Cette remarque nous servira pour simplifier l’exposé relatif {aux sur—
faces exceptionnelles, hélicoïdales ou révolutives. Elle” explique aussi pourquoi
il était opportun d’adopterla fonction sh(U+ V) au lieu de ch(U_ + V); la
fonction sh est plus commode pour le passage à la limite.

Prenons maintenant le premier type à la troisième classe et écrivons les
formules

'

.
ds‘2=JM, d=——e‘”shœf’, ô’=f,_ 6’=—e—wshœf',

f’sh’(U+_V)

<%>+r—…—
Nous avons expliqué que ces formules conduisent à une surface hélicoîdale;
on sait, par quadratures, obtenir tous les hélicoïdesdéfinis par leur a's2 (à con-
dition de connaître aussi les parallèles: ici U +V.—— const. donne ces courbes);
mais il sera plus avantageux de suivre la méthode d’Hazzidakis, qui consiste à
former les équations aux dériVées partielles fournissant les coordonnées du
point courant d’une surface dont on connaît lesdeux premières

formes
fonda—

mentales. '

(73)

dx0.1:
"()—U

, æg= äV’ la théorie de la déformation montre
ue cm x, satisfont aux é nations linéairesq > ‘]

Si l’on pose æ,=   ()10ga:1 __ f” 201100 "e‘ê’sh cof' ôlogae1
dU _ j7_ si…

_ f av ’
(74) àlogæî __ f” 2 ch co e—‘°sh cof’ dlog æ2

av _“ f’—Àshœ
_ f au '

Hazzidakis fait remarquer que l’équation en æ4 s’intègre complètement, au
moyen d’une quadrature, si l’on en connaît une solution particulière .; en prin£
cipe, cela exigerait que f soit déjà solution de l’équation différentielle rap—

pelée en (72), mais ici nous n’aurons pas à invoquer cette propriété. Ensuite,
, . ().m 0.291 ». .

l’equat10n en %, compte tenu de
1713 =a_v’ fourn1t % en termes fiDIS

(parce que 462 satisfait à deux équations linéaires simultanées); or, et c’est là
que l’on trouve l’intégrale première d‘Hazzidakis, la quadrature nécessaire
pour avoir a:, se fait ici sans imposer de condition à f; mais, comme cette
condition ne peut disparaitre, on la retrouve au moment de calculer a:, sous
une forme différente de celle déjà obtenue, f figurant encore au degré 3, et
cette nouvelle équation renferme une constante arbitraire l’élimination de la
dérivée troisième fournit donc l’intégralepremière annoncée.
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En posant z =logæ,, l’éequation qui fournit a:, se ramène àal’intégration
des équations   dU dV d;.(75) T: ‘”h __)f_î’ 2Chœ." ’ ‘°7= 7 _ m

' ' A
' db.)

_ On forme auss1tot le rapport —-——_;; égal à chacun des précédents;
' l + 6“ shœ —

posons f
'

e— dU- _Æ_ _fe‘°sh
wf'dU ——fdV

_fädU
+ ô’dV

l+e‘”shœ‘ç.
e'”shœf’+f 3—3'

(76) . ” h
. ,dœ

_ —<ÿ_+s
°°
——œhœ>fdœ

°=U+fä_——ä7’ ‘P<°°>= e‘°shœf'+f ‘

'_ L’équation z.— q>(w): logH(0) ou, si l’on préfère, a:, = H(6)e°“°” où H(6)
est une fonction arbitraire de 6, donne l’intégrale générale de l’équation en x, ;
il faut montrer que la quadrature <p séfait en termes finis, quelle que soit la

- fonction f; on a, en effet, comme on le vérifie aisément, possibilité d’écrire,
en choisissant la constante d’intégration

(1) h !
(77)

_

eŸ.= (es—f—SÆÎ—fl=—(ewsh wf’+f)F

L'intégrale qui figure dans 6 ne se calcule pas en termes finis. Donc :p. est
fourni par l’équation
(78) ” æi=(3—3’)FH(Ô),

où H est unefonction arbitraire de l’expression 0, où 0 est donnée par la qua—
dratùre indiquée en (76); j’écrirai
-. - - __ __ ô'dco

Pour la même raison, on trouverait
- æ2=<a"— a’)FK<n>,

V+ ô’dœ _ ä'dU + ô”dV e—wshœf’dV —-de
(80) "= f_6”— f_—ô”— =f—e—w's“h"wf'+f _

’

, n=V+J,
ôJ=[â_Ï_/dœl;

?} se calcule au moyen de la quadratuie J; K(n) est une fonction arbitraire
de 1]. Or, si nous appliquons la méthode suggérée par Hazzidakis, nous
écrivons la seconde équation (74) sous la forme

' ôxî _ j” 26h00 3” d,.l._(s‘)
_

— W__<Î+_shœ)x“+äfau
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. dæ2 _0æ1Nous dér1vons en U et remarquonsque 'd—U_ av
d'! 561 _ fl/ / 2 _

<f_/I+
20h00 6531 Ô ôll Ôæ1(82) —… ——[(7)—Ælæe f’ Ê>ËV+'Æ(a" w)“

C'est une équation qui donne ce, en termes finis dès que l’on a calculéx. ; autre-
ment dit, si dans (82) nous remplacons {Du a:2 par leurs valeurs (78), (80),
nous avons une relation liant les fonctions H(0), K(n); mais alors il revientd.Z‘1æg
au même de partir des équations (78), (80) et d’égaler—av et—dU; on trouve

, ce qui donne

31051

6! 6/ -

H—[(ô—ô’)_Fl+(ô—ô')FH’6_6———7=K%d[(ô”—6')F]+(a'_ 6')FK'8,—a'_"
4Or, d’après les équations (3) du début,

d dô’ d ,, _Fdô’Æ(Fô)_F%, % (F8 )_ -Æ)_.

La relation que nous obtenons s’écrit donc sous la forme très simple
dF

‘

_

‘,

H'_-K'_% ,_ dH ,_ dK(83)
_H——K

_ î (H d_0 ’ K:de) -

dF
,

F 11’est pas une constante (le cas des développables exclu); 3“ nest pas nul
et H’— K’ ne peut être nulle, à moins que H—— K ne soit nul aussi, c’est—
à—dire si H et K sont égaux à une même constante, si H et K sont variables,
nous pourrons cOnszdérer (» et U comme variables indépen4antes; en écrivant
6—_ U +f—ôÎÊ—,» n—_ œ —

U+fô—Î/Îüà,et dérivant par rapport à U l’équa-
tion (83) nous obtenons
(84)

' (H”+ K”)(»H-K)—(H’2—KW)=O,

où cette fois nous n’avonsplus que deuæ arguments0, ?} (quipeuventêtre regardés'
comme variables indépendantes)et les fonctions H(Ô), K(n). En dérivant en 0,
puis 73, nous obtenons H’”K’ — K”’H’= o : le cas H’= K’_— 0 a déjà été
considéré et a fourni pour H, K la même valeur constante; donc, en dehors

HI” Kill .
de ce cas nous avons W = R7 : a2, où a est uneconstante, pu1s H”: a”H + b,
K”= a2K+ b,, H’°= a“’H”+2bH—|—c,K’“=a’K“+zbK—+c,,où a, b, c, b.,c.
sont des constantes; (84) se réduit alors à (b‘ — b) H —— c: (b — b. )K — c.
et, puisque nous avons supposé H, K non constants, on a b: b, c‘=c,, de
sorte que nous avons le résultat définitif
(85) H"—’=a"’H‘£+nbH-{—c, , K'2=a2K’+2bK+c,
et nous avons deux cas à distinguer : a # 0, a = o.
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." 10. Tnomtns CLASSE, rasmm rvrn, SURFACES BÉLICOÏDALES, PREMIÈRE SUBDIVISION.

-—-.— Nous prenons d’abord a # o; l’équation différentielle qui donne H contient
les trois constantes arbitraires a, b, c, puis l’intégration donne une quatrième

mtànte; nous pouvons donc écrire avec trois constantes arbitraires nou—

vÆœAB(3
__ç96)

' H=Ashafl+Bchafi+C.

3011 vérifie sans peine que l’on doit avoir
, 2._ 2_

A’—B'—’= îI—(——Ls C=—%aai.

«_de sorte que, si nous écrivons de même
:(37) 'K=Auhan+Bwhan+C.g
: nous aurons — - .. _*æäa. '.= An—W=A3—Ba C::C
puisque, provisoirement, 0 et n sont définis‘a une constante additive près, on
peut écrire n—_ 1] + m, où 71 est la nouvelle variable et “% une constante quel-
conque on a alors

K=(A,cham+ Bshano)shan+(Asham+ B cham)chan+C.

Si la différence A’—B’_— AÎ—BÎ n’est pas nulle et si X, B sont deux
"nombres tels que“A”— B2 soit égal'a AÎ — B? ou A2 ——_B’, on a possibilité de

choisir …, de sorte que
' .

A,cham+B,sha…=Î,_ A,shano+ B,Chan0=B,

Car on a un'système linéaire en cham, sham dont le déterminant est égal
à A’—_«BÎ; il sera avantageux de prendre A:A, B: B, de sorte que K

: s’exprime aumoyen de ?] comme H au moyen de 0. (Il arrivera aussi qu ’on
pourra être amené à prendre A: A et B—:_ B). Écrivons donc, ce qui ne

restreint pas la généralité quand A2 — B2 n’est pas nul, -

(86') ‘
_

H=Asha0+Bcha0+C, K=ASll(lYJ—l—BCIIUY)+C;

La relation
W-W_1Æ

.
_

1_K_FÆ
devient, par un calcul aisé,

Ash(æ"*“>-+Bch(aÿ“”n) ”
(88)

*
a. 2

_

2
__[__ achœ_

Ach (a.0+n>+Bsh ((Le—+7”)
] Sh…

Journ. de Math., tome XXIII. — Faso./i, 1944.
.

38
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C’est une équation en termes finis qui détermine (G+n) en fonction de m, de.
sorte queles deux quadratures nécessaires pour obtenir 0, n‘reviennent en
réalité à une seule : nous allons voir, dans un instant, que ceci conduit -à l’in—
tégrale première donnée par Hazzidakis pour l’équation d’ordre trois que
vérifie f(œ). L’équation (88) fournit explicitement au moyen de f etses

0 + n)2
 dérivées la fonction ‘Z‘ôha (

Si l’on suppose A” — B” = A? — BÎ : 0, on a le choix entre

1°
_

H=Be“° +C, ' K: B,e‘tfl +C;
2° - H=Be*“°+C, K=Ble“fl +C;
3" H=Be“° +C, K=B,r“"+C;
&" H : Be*“°+ C, K: Bic—‘”! + C.

Le cas 4° revient à 1°en changeant a en (:— a); de même 2° et 3° reviennent
au même; il suffit donc d’étudier 1° et 2°. Le cas 1°'est impossible; on aurait
en effet

H’— K’ _ 1 dF _ am=H—K __a= de’ doù F_ le
_f_—’shîœ

 
D’autre part l’équatio‘n (71) s’écrit

L” ’_ _2_ _ _f“_ _ f,.f’ sh%o —f‘sh2w ’
\

. -—1or, puisque F est %, on a
‘1 dF _f_” achœ_
F de)—_ f' _

shco ’

. 1 F ” ’ 2 . ,.
s1œest égala a,

(Jf—, ) ——
shTœ

est nul et par suite on aura1t
I“?   

fl—=— où sestibf she) ’

_ —au) .
-

_ .

cette équation est incompatible avec f’= Îs%cÎ° Il reste donc à étud1er le
cas 1° qui donne

H’— K’_ Be—a0+ B e‘"1
H _ R:”W’

dFen égalant ce rapportà F dœ
, on a encore une équation, au fond équivalente

à (88), qui détermine (0 + n) en fonction de w.
Si l’on prend la forme réduite (86’), on peut encore la simplifier en

remplaçant 6, 71 par Îi+a, Ï]+cæ, où a est une constante et la réduire
à H = Êchaë+C, K=Ëchaîz+ C; supprimons le surlignage, on a ainsi,
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en écrivant (86’) et (88) avec A—= 0,

H: Bcha0+C, K:Bchaw+C,
. ,, '

h
-

a:lh(a.°î”)=-f 20 ca.
'(89)

_ _
]” Sha)  

 

Rappelons maintenant
ôdU—1—6'dV

——U _f6=f_ô—_
e‘”shœdf’+f '

_ _ ô’dU+ô”dV_ fdœ,

(90) ’

'

’n '—'__—f6”— '—
V—fe—“wsha1f’+f’"" 6+_fl_f_(___ôd”—ô’*)d_î_)_ (f”sh”œ—f—)dœ

(ô —+ô’)(â” _ f2+ afj’shœchœ +f"sh%1

Nous avons ainsi, _en‘ dérivant ladernière équation (89), où les deux membres
»'

“ttt-des fonctions de ce seul,

(9Ï) Ë[1_C0thî<a6Î n)]f‘+ £f;Ïliî—îfi sh2m=— (??)/J—' sh2œ—:flî;h:h_;fi,

-[:Le dernier membre est obtenu en tenant compte ds (73)]. La quan—
tité f’sh°w—f2 ne peut être nulle: la vérification, en efTet, a eu lieu un peu

  plus liant. Il reste donc, en tenant compte de la valeur de th(a_

6
_; “) donnée

par (89), [’mtégrale premzère de Hazzzdalus
’

' a(fl+aff’shœchœ+fl*sh’œ) f” seb... 2

(_92)
as:' f'sh‘œ

+ 7 +
Sl1œ ) .

La forme! réduite H = Be‘“°+ C, K = B, e‘"‘+ C peut s’écrire

—  
'

H : e_a(e_e.1+ C,- K: gum—“no) + C,-

ou simplement' H=e°“°+C, K=eflü+C,

en faisant rentrer 00 et m dans 6, *q, qui ne sont définies qu’à une constante
additive près; cela revientà avoir remplacé B et B par 1’unité; on constate
alors que la dernière équation (89) est encore vérifiée. Nous av0ns ainsi vérifié
que les constantesA, B, C, A,, B., C‘ qui figurent dans (86) et (87) ne jouent
finalement aucun rôle pour la détermination de l’équation d’Hazzidakis.

:On pourra faire une remarque utile pour la suite : la quantité connue en

"
termes finis est th[aQÊ—:Ï-Ï], de sorte que a(6
tiple près de in; si donc 0 a été chOisi, la quantité ?} se trouve déterminée à un

 ”) est connu à un mul—

multiple entier près de ?; cette remarque pourra jouer pour l’étude de la
réalité, car 0 et ?; pourront être soumises à des obligations telles que Celles—ci :

. . . . 21‘11: . . . . ,0, ?; 1mag1na1res con1uguées ou 0 et 11 + —ä—_—
1mag1na1res con1uguees.
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Nous avons obtenu ces résultats en étudiant la coordonnée aè; y et 3.c‘en—=“—

duisent nécessairement au même résultat pour l’intégrale première d’Hazzi—'
dakis, de sorte que a“ reste le même (remplacer a par — a est indifférent);
quant à 6,‘q, elles sont définies intrinsèquement,dbnc restent les mêmes. Donc

'

chaque coordonnéeest fournie par une quad'rature de la forme ._,_;

æf=F[[_(aô")(A
cha6+Bsha0+C)dÜ—1—(ô”_—a')(A.chan+B,shan+cww=

(93) y: [F[_(a6’)(A’cha6+B’sha0+0)dU+(ô”——a')[A'chan+Bshan+û)de

: =fF[(ô'—ô')(A”chafi+B”sha6+C”)dÜ—F(ô”—ô’)(AZchgn—t—BÏShŒJ+C’)Æ’Ïl,°_-  
C’est maintenant une pure question de patiencede déterminer les …
stantes A, B. ]” de façon à obtenir le ds“, égal à j_’ÎË(%L_—1Ü—WW’tiû__‘flan…
d’attention, joint à(quelques remarques simples, abrège les

tâtonnemeflts:les
expressions -

'   A chat) + B shaO + C, "
wA’chàÔ + B'sha6 + C’, A”cha0 + B”sha0 +C'“

__

._

.1—;_
'11f‘.

doivent être les paramètres directeurs d’une direction isotrope: par une,
orientation convenable des axes, on peut les réduire à

_ __ _

Acha0, +Aisha0, ‘A.

Mais alors l’expression a: + {y est telle que la fonction H(0) correspondante”
est Ac”°, de sorte que la forme réduite de la fonction‘ K(n‘) corréspô‘ndànte.
est Ae“"°; la fonction H relative à z est A; à ce stade, il n’y a plus qu’un légerefl'ort pour obtenir A et l’on arrive ainsi aux formules définitives

y=_LfF[<a_a")chaedu'+(3'f—6f)chandvj,.

_

.
Ï_Ï_<

(94) fF[_(ô_a')shaedu+(ô”—6')shandv|, , 1
z=afF [(a—ô')aU+(ar—al)dv]. _.

Les vérifications sont aisées à faire; le dsa est bien égal à 2F dU (IV et” l’on a
bien, pour les coefficients de Gauss,

dæàx a; ,_,. _,
_n= d_[ ä‘v d__U',,=aFæ, n__aF=, D__a F'_

(car on pourrait craindre d’avoir D—=—_8F’, D’= —“’F", G” =_—-— 8”F’). ,

Il est facile de retrouver les conditions de réalité; nous avons trouvédeux cas: ‘
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Pr'en’æièrement.' U et(-—V) imaginaires conjuguées, donc (» imaginaire pure;

df(ùi) est une fonction imaginaire pure, de sorte quej': %d est réelle; nous

_
avons vu que f’ doit être négative. Nous avons vu quedk, égal à a“ , est
négatif

pour
une surface réelle; donc a est imaginaire pure; les expressions

de F“-‘-——f———,:shîw
,3=—e‘”shœf’, 8’ =f, 8"=——e“°shœf’ montrentque8, 8', €"

'

ontpourconjuguéeS—S”,—3',—3etqueFestréelnégatif, larelation(89)qui
6 + n .1:

2 ]  
2

est réel (ou égal à un nombre réel augmenté d’un multiple de un) si la valeur
donneô + 11 montre qüe ch(a9 ") est réel et que l’argument [a de th(ae“:n) est extérieureà l‘intervalle (— 1, +1 ), or nous avons vu

qu’en posañtf= if. (œ, ), im: m,, l’intégrale première de Hàzzidakisprend
ila forme (58’) que nous recopio'ns

(58!)
'

<%
+ —3——)2+ -.2—, [(j}+f{ cosœmi1tw.)*+ffi$in‘œ,]=—— a2,

tang œ, fi sm-œ.

…ouf ; est réelle positiqe; (— a°)est réel, posiüf, et

1:Th<a6 +”) =-l<_j +__Î_>.' 2 a ], tangœl

'

D’après (58'), la quantité réelle—
”

, +tangœ.
0 + ?)

 
a son module inférieur à celui de  la quantité réelle—; par suite th (a ) est réel et a son module supérieur

à 1,' par suite, les quantités 0 et (% —n> defin1es par les intégrales

fôdU
+ 8'dV _ -ô"dU + ô”dV

ô—ô' ’ ! ô/I_ôl

--peuvent être supposées conjuguées, et alors, puisque a est une imaginaire
O+npure, (a

nous avons ainsi une vérification précieuse des prévisions données au para-
graphe 7. Les cosinus directeurs de la normale peuvent être pris égaux à

. _ . _ (
— - +ich(an 6) sh<an 0) ch(an_+ ,)(95)

26
’

2
e

’ '
2

e" sh(aÏi) sh(a“+ ) sh<an+ )' 2 2 2

et sont réels. Les courbes ?] +Oconst. ou ce: const. sont ce que nous avons
appelé les parallèles de l’hélicoîde; elles sont des hélices circulaireset, le long
de chacune, ‘la normale à la surface fait un angle constant avec l‘axe de

l’hélicoîde : les formules (95)prouvent que ceî aæe estparallèle à Oz.

 .‘TE , , . . ,— z ;) est reel. On ver1fie sans peine que a:, y, 2 sont reelles, et     
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Deuæz'e‘mement.' pour la troisième classe 0.B. ,premier type, quand U, V
sont imaginaires conjuguées, on obtient des surfaces O.B. réelles, auto-défor—
mées d’une surface réelle unique mais la surface hélicoïdale exceptionnelle
est imaginaire; nous ne nous en occuperons pas davantage.

Pour déterminer les hélicoïdes, nous avons suivi une très brève indication”
donnée par Hazzidakis (qui n’a fait aucun calcul précis relatif à ces surfaces
ni indiqué comment il avait découvert son intégrale première). On aurait pu
suivre une méthode beaucoup plus élémentaire —— peut—être mêmeplus natu—
relle —, mais qui donne des calculs assez longs et tout à fait inélégants."
néanmoins la comparaison avec ce qui précède devant donner quelques
résultats intéressants, donnons un aperçu de cette méthode. ‘

_

On sait, par deux quadratures, déterminer les co 2hélicoïdes qui, ont un ds”
donné de révolution. Ici nous avons non seulement le ds°,maiS‘encorè la
seconde forme quadratique : le ds2 est

.

'
’

2= ——2dUdV , ._ _ ___.)
(6)

ds _f__’h(U+V) L+V_œ, U- V__u,
9 I 1‘Z—— 2 2 ! 22——_ ... _—ds _œ,(dœ +dV )’ œ,_

2 f’(œ)Sh‘*œ’

avec ce ds”, sans avoir aucune hypothèse à faire sur la fonction f, nous avons,
en utilisant les résultats classiques, 002 hélicoïdes dépendant des constantes
arbitraires b, m par les formules '

m=pcosv,, f=psinvl, s+cp(p)+_hv,,
__ —m2 _ 2 _“ m2dœ —

___Èi_c_z
' 2h'Sh’œdæ —

(97) P— \/2f' 8112
h ’ d<P_ m'*+2lfij'S/ÊœVB dv,__ m +

m”+2h*f'Shzœ
VR,

R __ m2 f” 2 Ch (» 2_ 1 _ Æ __ 8j’S/fiœ 7 + Slt &) 2f’S/fiœ m‘“

b et m sont deux constantes arbitraires; les formules (97) s’appliquent, quelle
que soit la fonctionf (ou) pour donner les co2 hélicoïdes dont le dr" est donné
par (96); la seconde forme fondamentale d’un» tel hélicoïde est

_‘Pd .
,pd (Pdp2 —— 2 hdpdw—l— p” dt); - .,

d—i>z 67?

L
.

.< de)-]8 , R —=-l-+ - + —— -(9 )
\/R_l

1 l
_

P '
dP

En identifiant cette forme (98) avec celle que nous connaissons a priori pour
l’hélicoïde O. B., à savoir

 
-

_

[
111 I 12_ —m I g(99)

_lf’Sh‘lœ [e Shœfdb 2dedV+e Shœf dV],

nous avons trois équations liant h, m et la fonction f(ou), jusqu’à ses dérivées

d’d "1° -'1 ffid "1 d "de""“""”OP re tI‘OlS IBC USlVCIÛCDÏ, 1 S“ t. € remp acer P Pfi_r % O.), (??, a;
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    -
_ d_*__p _

_

par %—Z% CZ”pour obtenir, au heu de (98), la forme
" ‘ ' '

dc»
'

__ / d‘lp
' ; _l_ d!<9 dcp dî= :_ dv

dU—JV 2hf’Shœ'—’(dU
+dVW1î]

\» >< . +
_ 2 2

.,
2un m + 2h _} Sh (»

d_cp _ ,'

dU—— dV 2hf’Shœ*(dU+dV)\/R !
_2dp un + m”+ 2 h“f’Sh'£œ

dm

En identifiant avec (99), nous obtenons  
    

. d2P
- ,, ÆÆ_Æ9Ê _2hd_p(i_m

- __……Æ )' 'dœ* dm dp dœ m2+2h2f’sh2œ% .
_

dcp - _
_, Ë(Î) 1 2hf’sh’œ\/R

. +P-ÎË <Üt+rnï+2lfijvsh’œ>= tshmñ—œ‘/“
%

d’p
? ü_ëæ_&: .../.…ge ,,…

_

dm2 dm d_p_ dm m2+2_hïj’sh‘-‘m
,' dm .(99)
\\ ‘Îî

,, dm 1 4/12f’25h‘œ.R+P-ÏÎ[Ë+(m*+2hÊj"slfiœ)‘-’]=lf’ sh2“…"
%

. d—_)P \ —

,, £LëæÆ …
cze[——_l zhffsh2w.vñ]du’ duo dp dœ im m‘-’+‘2h‘-‘f’sh'œ% ,

d<P'
. _, 33 —1 2hf’sh‘-’œ4/Ë 2=e

+P—1Ë<Œ +m‘£+2h°f’slfiœ> zshœ‘/Î'
i a, -

?

Nousremar u ’
d—ÇP @ R R '

1 d'° ' d ' "q ons que dœ’ dœa et , contiennent es er1vees efJusqua
I‘,ordre 2; les seuls termes qui contiennent les dérivées d’ordre 3 sont ZÎÎ
et dmd—Ë; donc si les trois équations (99) sont schématisées par (99,), (99,),
(993), les deux combinaisons que nous schématiserons par (99 )- (992)
et (99.)—(993) ne contiennent plus que les dérivées secondes de f, et les
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constantes b, m. On peut résOudre ces deux équations par rapport à h et m et
l’on obtient ainsi l’intégrale première d’Hazzidakispar des éalculs assez longs,
mais n’exigeant aucune ingéniosité spéciale. Comme nous n’avons pas l’inten-
tion de faire ce calcul, nous en indiquons le résultat en comparant avec la.
méthode que nous avons suivie au début de ce paragraphe (méthode qui a été
suggérée par une remarque d’Hazzidakis).

Nous avons constaté que la surface définie par les formules (94) est un
hélicoïde dont l’axe est parallèle à Oz, exactementcomme celle que définit la
première ligne (97); donc on peut supposer que les deux surfaces (en choisis-
santconvenablement les constantes d’intégration) coïncident; cela entraîne
donc en comparant les cotes z

dcp—t—hdp,=— (f—1—f’shœchœ)+idpî
llalf_’dh2œ

En égalant les coefficients de de» et dv, on a

// 2 2/ 2 2’ 2
. .

!h=—Œ,
(‘;—[+ 2chœ>_8hfshg_i+8/zfsl1œ( f chœ)=o.— + ——

a shœ m‘ m- m‘ f'sh2m shœ
 

Nous pouvons donc, en nous reportant à l’intégrale première trouvée par ‘

notre méthode, écrire

 
h2 1m2= 4— : Ê—q , —— = - .

If a- m" 4

‘ ; - - m . .Ces deux equat1ons sont compat1bles avec 11 =— ; et nous avons a1ns1

2 € — 2 € '
100 m:- h: m*=zah .( )

a ’
a‘-'

( )

Donc le calcul que nous n’avons pas fait pour obtenir h et m nous donnerait—,
par la résolution en m et b des deux équations indiquées plus haut,

f”+ achœ 2 f2 ,=(f'+ shœ>2+ [’fs_lh1œ+ sh—"_w f’ +2f.’   
( 101 ) 5

m
(

h = __ î. .

Hazzidakis n‘a pas dit comment il a obtenu son intégrale première; il était
nécessaire, pour la satisfaction des chercheurs, d’indiquer au moins une
méthode : nous en avons indiqué deux. Nous av00s encore à énoncer quelques
remarques : les formules (94) semblent exiger quatre quadratures : d’abord
celle qui donne 0 (ou 7}, puisque 0 + n est obtenu en termes finis) puis les trois
quadratures de différentielle totale constituant ces formulesmêmes. En réalité.
il suffit de deux quadratures indiquées en (97) servant ‘à calculer ça et v. :, on
remarque alors que l’intégrale première d’Hazzidakis donne \/Ë sous forme
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dégagée de radical, à savoir

— ' i 2 s 2 s(102) VR=m(_f+f'shœchœ) <m=Î’h=—ÎÏ)°
Ensuite 0 et ?} eux-mêmes s’obtiennent sans aucune quadrature, car en

difiérentiant x: p cos v, , y = ? sinv. et identifiant le résultat avec ce
que donne (94), on a

% (ô—ô’)cha6(dæ+idu)+% (ô”—ô’)cha*q(dæ—idv)=dpcos v, — psin vida,
(103) _

—
;-È

(ô—ô’)sha0(dæ+idv)+
;—î

(ô”—6’)shaw(dæ—idw)=dpsin v, —— pcos v1dv1,

soit un total de deux équations linéaires fournissant cha6, char, et deux autres
analogues fournissent sha0, shan par formules dégagées de tout signe d’inté-
gration et de tout radical. Ce dernier résultat n’avance d’ailleurs en rien pour
l’intégration de l’équation différentielle d’ordre 2 que vérifie f : il tient
simplementà ce fait que si une équation différentielle entre la variable a: et la
fonction y est ramenée à la forme

Il d IlP(æ,y,y',y "')=ZüQ(æ'-Ï’ÏI’Ï'“)’
la _quadrature f(Pæ, y, y’, y”, . . .)dæ se fait en termes finis, quandy est une

intégrale de l’équation.

M. TROISIEME CLASSE, maman TYPE. SURFACES HÉLICOÏDALES, SECONDE surm—
VISION. — Cette fois H"), K’2, si nous nous reportons à l’équation (85) qui ter-
mine le paragraphe 9, sont deux polynomes du premier degré en H ou K,
H’2= 2bH + c, K’2 : 2bK + c. Un changement de notations permet d’écrire

H=a6’+2b0+c, K=a-n’+2bm+c1 avec b2—ac=bÏ—aci,

ona
H”=4aH+û(b’—ac), K"=4aK+4(bï ——aci);

\

il résulte de là que si a est différent de zéro, on peut, en augmentant ?; d’une
constante, supposerH = a6’+ 2b6 + c, K: avf+ 2671 + c:, en augmentant6
et n de la même constante, on peut encore obtenir la forme plus réduite

H=a0’+c, K:an*+c;
on a alors

_

H'—K'_ 2 _ ]” Clem“°“ Î:Î—O+n——ÎÏ—QÊ' 
Si a est nul, on a b.=eb(e=i1), _H=2b0+c, K=2abn+c… et

si b n’est pas nul, on peut adopter la forme réduite H=2bô, K=zebwq;
Journ. de Math., tome xxm. — Faso. 4, 1944. 39
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le cas 5 = 1 entraînef’sh2w: const.., relation incompatible (calcul déjàfait)
avec celle qui donnef, on a donc la forme réduite

H’—K’_ 2H=2b6, K=—,zbn, H—K 6+n.  
et nous retrouvons la formule (104). Si l’on dérive la relation (104) en Se
rappelant que

e+n=[
<f”Sh2w—fl)dw

f’+ 2ff'S/z &) Ch œ +f’”Sh%o
 

[voir formule (90)], on a la relation
—2 f"—’ShÎœ—fi :_ <f_”)’+ 91___/"’Sh*m—fz  (6+77)2 f2—l—2ff/ShŒC/tœ—l—fŒS/fiœ !' Sh2œ

"'”
f'Sh’œ

Comme Plus haut, le fac…” f°—f" Sh"’œ n’est pas nul, et nous obtenons
" 2 Ch co _(105)

<;—
+ Sh—œ)2+ f_"_smœ

(f+ “ff’ShŒ+f'ZS/zflœt=o

C’est l’intégrale première de Hazzidakis, où la valeur de k est nulle. Fina4
lement, et c’est tout à fait l’analogue de ce qui s’est produit au paragraphe
précédent, nous avons les trois formes réduites (H=6“, K =n“), (H=0,…
K =— 11), (H = 1, K = 1), et nous arrivons aux formules, obtenues par les
mêmes idées que plus haut,

x=fF [(a—“ô? —Ï—dU+(ô" ô')iz’”ÎdV],
(…e) y=ifF[(a_;)%dU+(a"—3')ÎËdvl,

z : if- F[(ô— af) 6dU'— (a"— ô’)v;dV].

Les cosinus directeurs de la normale sont

[(I—716) 1+n0 0—1). '
n+6 ’ n+0’ n+0  

Nous savons que la surface obtenue esftoujour‘s imaginaire; elle rentre
d’ailleurs dans la seconde classe.

Il est intéressant de montrer comment cette seconde subdivision s’obtient à
partir de la première subdivision. Supposons en effet que la constante aqui est
intervenue au paragraphe précédent [formules (92) et (94)] tendeverszéro; la
relation (92) se réduit à (105); 6, n sont toujours définies par les quadratures

ô‘dU +' a'a'v ô’dU + awvf”T—T f__ô”_—_ô’__



SUR LES COUPLES DE SURFACES APPLICABLES. 299 et la relation (89), qui donne a : thÏ(—e—Î—p—), se réduit à l’équation (104) qui

donne5 ;dans les quadratures (94), -hTaO
tend vers 0,

sËî—TÏ
vers Y]; en for—

,Zd’après (94), on a

æ+iza=fF(ô_ô,>Cha0—___1_HU F(ô”— (”Chan—rdv-
a2

mantæ  
On trouve donc, comme

limite,6
si a tend vers zéro,

fF(a_a' Ÿ;dU+F(a"—- —5.dV

Formons de même

a(x— iz)=fF(ô—ô’)(cha6 +I)dÜ + F(ô”——ô’)(chdfl+: )a'V.

Si a tend vers zéro, on trouve comme limite
.

fF(ô—ô’)2dü+F(ô”—ô’)adV.
' Or la surface (X, Y, Z), déduite de la surface (a:, y, z) par les formules

X+iZ= ?, (x+ is), X—iZ=
%

(x—iz), Y=y,

correspond à la surface (cv, y, z) par un déplacement imaginaire, et à la limite
la surface (X, Y, Z), quand a tendverszéro, devient la surface définiepar(1oz),
à part l’ordre des coordonnées.

12. TROISIEME CLASSE. SECOND TYPE. SURFACE DE REVOLUTION. °— Nous pourrions
recommencer les mêmes opérations que pour le premier type de la troisième
classe: mais nous avons pris soin, au début du paragraphe 9, de montrer que
l’étude du second type de la troisième classe se déduit, tout entière, de l’étude
du premier type, de sorte que les surfaces de révolutionse déduisent, elles aussi,
par passage à la limite des surfaces hélicoi‘dales. Il suffit donc d’écrire les
formules suivantes, qui ont la même forme (extérieure) que précédemment.

Première subdivision. — Nous reprenons, purement et simplement, les
formules (94) où F, o, 8’, 8” se rapportent au nouveau ds“; 0, n sont encore
donîlées par les intégrales

8du+ä’dv ôldu+ô”dv°=f— "= '—aT
(nous écrivons u, 9 au lieu de U, V) et l’on a

(1073
_ a:Th<a°î“)=_ÿ_7”_3.

 
€
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La fonctionf satisfait à l’équation

(108)
\

,

(ÿ_:l>l+f,— âË—ÿî=
et à l’équation, intégrale première,

(mg)
, ({+—î—,)'+ ,,, <f+ wf’)”=a=

Seconde subdwzsion. — On a fait tendre a vers zéro et l’on a

2 _ _f_” 2
_(l 10) m—_f' _Z)’

fsatisfait‘& l’éequation (104) et à l’équation

fil _ _2— , 2—
(f—,+ î)i+ w,f,(f+ wf) _o.

On recopie purement et simplement les formules (102) où F, 3, d’, 8” se rap-
portent au nouveau ds‘-’.

‘

NOTE COMPLÉMENTAIRE. —— Auto-déformation d’une surface; surface asymp—
tote. — Si une surface S est auto-déformable, son ds2 est de révolution; en
écartant le cas des surfacesà courbure totale constante, S admet exactementoo‘
auto-applications sur elle-même. Il peut arriver que la nappe à l’infini (réelle
ou imaginaire)de/S soit asymptote à une surface 2 de révolution; nous suppo-
ser0ns que, sur S, les courbes que nous avons convenu d’appeler parallèles
s’étendent toutes à l’infini; par conséquent le cas où S est un hyperboloïde et 2
son cône asymptote_ou tout autre hyperboloïde homothétiqueest exclu. Dans ces
conditions 2 a le même ds" que S (tandis que dans le cas exclu à l’instant où tout
cas analogue les deuxsurfaces S, 2 ont des ds2 différents);la circonstance tient àce
que nous pouvons tracer sur S deux parallèles différents P. , P2 définissant surS
une région en forme de ruban illimité, que nous décomposons en quadrilatères
curvilignes par des me'ridiens M,, M,, . . ., M… . . . issus de points m., m,, . . . ,
m,,, . . . équidistants pris sur P,; tous les- quadrilatères curvilignes tels que
celui de frontières M,,P,, M,… P2 sont applicables les uns sur les autres dans
toute leur étendue; d’autre part, puisque S est asymptote à_ 2, les parallèles
(ou me'rz'dz‘ens) de S sont chacun asymptote à un parallèle (ou à un méridien)
de X, et chaquequadrilatère curviligne de S devient, quand son rang augmente
indéfiniment, asymptote à un quadrilatère correspondant de Z; c0mme la
distance d’un point variable de S au point correspondant de 2 devient infi—
niment petite, le ds" de S tend vers celui de 2; mais le ds“ de S est fixe dans
chaque quadrilatère, donc le ds2 de Z est identique à celui de S. Il ne serait
pas difficile de présentercette démonstration intuitive sous forme parfaitement
rigoureuse.
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Nous avons rencontré un exemple de ce phénomène avec les surfaces de la
tr0isième classe d’0ssian BOnnet. Nous allons en donner un autre exemple. Je
reprends la développée de la surface minima d’Enneper; elle va jouer le rôle
de S; elle est auto—déformableet possède même un réseau conjuguépermanent :

onde voit en rappelant les expressions des coordonnées [voir plus haut, for—

mules (1 6)]
E:6«+6a@+2a“, n=—[.fi3, Ç=â(at+gz)z+3az_3ôz_â,(‘)

ds”: 36(1 + a’+ Ô*)’[dafl+ (ado: + fidfi)*].

Le point de coordonnéescurvilignes cc,, @, s’applique sur le point a,
@ si l’on

écrit, avec une constante arbitraire C, .

(a) a,=a+C, aî+ôî=a’+ô’, $,:VÇ2—2Ca—C’.

Pour chaque valeur de C on a donc ainsi réalisé une auto-application de S;
le point M, ( a, , B,) engendre une portion. S. de notre surface, dont les asymp—
totiques sont figurées par daÎ+dfiî=o; ce réseau, quand cette portion S,
s’applique sur S, a pour image, sur S, le réseau défini par '

(B*— 2Ca — G?) da’+ ({3dfi — Cda)’=o ou fi’(dafl+ dB”) — 2Cda(ôdfi + ada)=o;

puisque C figure au premier degré dans cette équation, on voit qu’il existe un
réseauconjugué permanent : on le détermine en prenant (dans le plan auxi—
liaire waB rapporté à deux axes rectangulaireswa, (06) les bissectricesdu réseau
déterminépar doc: o, Bdfi + a de: = 0; ce réseau se compose des droites paral—
lèles à w|B et des cercles concentriques de centre ou; on peut tracer, non pas les
tangentes, mais les normales pour en prendre les bissectrices : on reconnaît ainsi
que le réseau conjugué est formé, dans wap, par les paraboles homofocales de
foyer commun ou, d’axe porté par ma; une parabole de ce système, d’équa-
tion aÏ+ BÏ— (a, — la)“ =‘o où h est constant, est remplacée, en passant de S,
à S, par la parabole a”+ B’—— (a + C '— h)°= o du même système.

'

Nousconnaissons le théorème : soit un ds2 donnéds2=Edu2+ 2 Fdudv+ de‘*‘
et un réseau défini in abstracto par l ’équation A du2+ 28 du dv + C de“: 0,
parmi les surfaces représentatives du ds“, il y en a exactement0, 1, 2 ou 00’ sur
lesquellesce réseau est conjugué; quand ily en a oo‘ , les surfaces correspondantes
dépendent d ’une constante arbitraire, que l’on peut faire varier d’une façon
continue.

Ici, pour notre développée S, nous avons donc un réseau conjugué perma-
nent formé des paraboles indiquées à l’instant : les oo‘ surfacescorrespondantes
sont 2 et ses auto-déformées, mais alors nous constatons, avec une certaine
stupeur, que la surface H minima réglée imaginaire (indiquée plus haut para-
graphe 5) est, elle aussi, une déformée de S avec ce méme réseau conjugué. Le
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paradoxe se lève en raisonnant sur le mode affirmatif au lieu du mode négatif :
le théorème est vrai, donc H figure parmi les auto-déformées de S; elle n’est pas
superposable à S dans une région à distance finie, mais, comme pour les sur—
faces O. B., elle représente la région à l’infini de S ramenée àdistancefinie par
un déplacement infiniment grand.

Nous allons le constater très simplement: E,, n., L, coordonnées'carté-
siennes de M. , s’expriment en a, , B, par les formules (1); nous allons exprimer
oc. et B. en a et Q (et C) et nous avons ainsi les expressions des coordonnées de
M; en a. et B :

E,à;—12aC’+6C(ÇÎ—a?)+61+6a6’+2a"+(6C—4C*), '

(3) t,:12aC+â(a’+fi’)’+3ofl—3B’+(GC’),
i
20\ m=—4:‘(C’+zCa—Ç?)

Quand C devient très grand, E,, {. grandissent indéfiniment par valeurs
réelles (oz, B, C étant supposés réels) et_1q4 devient infiniment grand et imagi—
naire pure : en passant, remarquons que nous sommes dans les conditions
voulues pour obtenir des systèmes cycliques réels algébriques et des systèmes
triples orthogonaux algébriques, puisque l’application de. S. sur S se fait
algébriquement et que le réseau conjugué commun est algébrique; quand C
est fixe, l’inégalité C2+ 2Cal——Ba>o fournit la région de S telle qu’àun
point réel de S corresponde' sur S, un point dont les coordonnées E., C, sont,
réelles et n, imaginaire pure. Nous allons développer en série ordonnée suivant
les puissances décroissantes de C la coordonnéen, , en écrivant

'

/

(4)

3
. 2 __

n,=—AÎCÊ(I+% — %)2’
' 3a(a”+fi’)*

2G: +....im=(4 C3)+12 aC’+6C(a"—Ç*)-ôa Ç’—2a°+%(aæ+@z)z_

Nous effectuons une translation de S, en écrivant

E1=î’+(6C—4C3), m=n’——AiC“, C1=C'+6C’,

ce qui revient, au fond, à négliger les termes constants dans E., …, C, . On voit
alors qu’il est naturel de former la combinaison E’+ CC’ pour faire disparaître
le terme en C“; comme nous devons effectuer une substitution orthogonale,

EI + CCI CEI_ I

\/1 + C‘!
,

\/1 + C2
sauces décroissantes de C, ce qui revient à écrire

    nous calculerons les expressions développées suivant les puis—

1 3
îä+8c=°"’

1“2(I—l—C”) :  1
C



SUR LES COUPLES DE SURFACES APPLICABLES. 303

et nous avons

z___ÎÏ+CÊL=3[@2_ŒQ+Œ%ËÎ] +â(…),
CEI— Cl(5) ' X=\/I+C’
 =—12aC“+6C(ÇP—a2)+6a52+2a3 

1 301
—£ë(ofl+ p=)*+

C—2[—-Î — 3a62— a3]1+.…

Substituer ainsi (X, Z) à—(E’, C’) revient à faire tourner le trièdre œE'n'C’
autour de œn’ (dans un sens convenable) d’un angle <p tel que cotcp = C (de
sorte que, si G devient très grand, <p tend vers zéro); On remarque alors que X
et (+z°n’) ont les mêmes termes en C’, C, C°, C“‘:, donc nous allons
former X+in’, X—in’, puis remplacer X+in’ qui est de l’ordre de —Ê—,

X _ i
C2

efl'ectuerune rotation d’amplitude imaginaire pure autour de OZ, rotation
infiniment grande si G est infiniment grand. Les nouvellesquantitésX. + iY, ,

X. ——iY,Z restent finies quand C est très grand; en nous bornant, dans les
séries obtenues, au terme indépendant de C, nous avons la position limite 2
que prend S., après cet ensemble de déplacements,quand C est très grand. On
trouve ainsi pour définir 2

I"] par X. + l'Y. = C°(X+ in') et X —— in’ par X, — iY,= , ce qui revient à

Sœ+iy=—
?:?“- —3a52—a3— 3Îa

(a2+ B‘1)2.

(ô) æ—iy=—2Aa,
; =3[52—a2+ ËË2] .

On aperçoit aussitôt les relations, indépendantesde @,

œ+z‘y+av——Ï—Aa3
.

”_
2 ’(7)

æ——iy =—24a.

La surface est donc réglée, les génératrices correspondant à et = const. Les
asymptotiques de S., pour C très grand, sont donnéespar da(ada+BdQ)=o;
la forme du ds2 prouve que sur_ toutes les surfaces représentatives, les courbes
définies par dot = o et ado: + @dB = 0 sont orthogonales; mais, sur 2, ce sont
les asymptotiques; donc 2 est une surface minima réglée; c’est l’hélicoïde
minimum algébrique imaginaire. L’élimination de on est immédiate : la surface
a pour équation algébrique

. _ ., 3 x—iy [;(x—iyÿ‘(8) x+lÏ—<A+B>Î+T'
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Une rotation (imaginaire) autour de Oz remplace la surface par
' / 3 _ ' _ ' 3

(S’) X(æ+ ly): (z + a) æ———24Àly + 4__(î43;£’) :

I
Âë?

translation parallèle à Oz) avec la surface définie par l’équation (22) du
paragraphe 5.

Rappelons que si l’hélicoïde minimum algébrique est imaginaire, c’est un
accident — regrettable évidemment pour beaucoup de géomètres qui ont-
horreur des imaginaires, bien que l’étude des surfaces minima réelles soit fon-‘
dée sur l’emploi d’êtres géométriques imaginaires — mais enfin cette surface
possède de nombreuses propriétés intéressantes : avec l’hélicoïde minimum
réel et transcendant, ce sont les deux seules surfaces ayant ao2 réseaux conju—
gués persistant dans une déformation, et sur ces oo2 réseaux, il y en a oo‘ qui
sont formés de géodésiques; ces deux surfaces sont les seules ayant ce ' réseaux
conjugués formés de géodésiques.

où )\ est une constante : en prenant X’: la surface (8' ) coïncide (sauf


