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Sur les multipliéateurs d’interpolation;

PAR J. FAVARD.

Introduction.

Pour une fonction f(x) définie et continue dans l’intervalle 0 gx; 1 , et
satisfaisant éventuellement à_ d’autres conditionsqui seront précisées, j’appelle
multzPlicateursd’interpolati0n une suite de fonctions

Afi(æ) (lc=o,1, ..., n—1; n=1,z, ...)
‘ définies pour 0 ê.æê 1 et telles qu’on ait

'

2f(f—z)Aâ(æ)

Une telle suite s’introduitnaturellement dans ce qu’on peut appeler le deuxième
problème de l’interpolation:

-lim
n—>c°   

:f(æ) (pouro<x<1).

. * . /f . . , .Connazssant les valeurs def (a:) aux pomts
Ïz

, trouver une suzte d expresszons

analytiques tendant vers f(œ) Dans la première Partie de ce travail, j’établis
(n° 5') deux résultats fondamentaux, l’un relatif aux multiplicateurs non
négatifs et aux fonctions continues, l’autre relatif aux multiplicateurs de signe

'

quelconque et aux fonctions à variation bornée.
Ces résultats s’établissentcomme leurs analogues relatifs aux intégralesdites

singulières, et ce rapprochement est à l’origine du travail.
A côté de diverses remarques dictées par cette analogie, on trouvera aussi

dans la première Partie un résultat général relatif à l’approximation, et deux
résultats relatifs aux multiplicateur's d’interpolation pour les fonctions de deux
variables. ,

Dans la deuxième Partie nous examinons des exemples de multiplicateurs;
les A'“(ac) sont des fonctions analytiques, car si l’on n ’exigeait rien de tel, les

exemples seraient faciles a imaginer [à commencer' par celui de la fonction

d’interpolation linéaire dans le segment (€, %>] , mais de peu d’intérêt; en

fait, et par diverses transformations, nous essaierons d’obtenir pour les Afi(æ)
Journ. de Math., tome XXIII. —— Faso. 3, 1944. 29



220 ‘ .). FAVARD.

des polynomes, ou des polynomes trigonométriques dans le cas d’une fonction
périodique.

Cependant, dans le cas des multiplicateurs positifs, la somme écrite au
premier membre de l’égalité ci—dessus peut être interprétée comme une
espérance mathématique relativea une certaine loi de probabilité (c’est ce qu’on _

peut faire pour le premier en date des exemples de multiplicateurs d’interpo-:
lation, les polynomes de Bernstein qui se rattachent à la loinormale), et c’est
sous cet angle que j’ai voulu examiner des exemples, mais on ne doit pas perdre -

de vue que beaucoup d’autres auraient pu être trouvés àl’examen des intégrales
des équations aux dérivéespartielles de la Physique mathématique : l’étude des
multiplicateursprovenant de la loi normale revient en effet, à ce point de vue, '

la’étude de certaines intégrales de l’équation de la chaleur; l’étude de ceux
provenant de la loi de probabilité deCauchy revient à l’étude de certaines
fonctions harmoniques. Les équations de la Physiquemathématique fournissent
aussi des moyens divers de résoudre le deuxième/problèmed’interpôlation sur
des courbes ou des surfaces, problème que je ne fais que signaler.

Quant aux multiplicateursde signe variable, je n’examine que ceux provenant .

du noyau de Dir;chlet pour les fonctions périodiques. Les fonctions satisfaisant
à une condition de Lipschitz permettent un tel jeu dans l’application des
multiplicateurs provenant de ce noyau, qu ’on peut se demander si l’on ne se
trouve pas là devant une propriété caractéristiquede ces fonctions.

Je n’ai pas traité ici de la rapidité de la convergencedes expressions trouvées
suivant les hypothèses faites surf(a:), cependant, à proposdes multiplicateurs
déduits du noyau de Dirichlet, et de ceux tirés du noyaude Féjèr, je remarque
qu’ils possèdent la propriété que j’appelle l’égale convergence dans le champ
des fonctions analytiques, propriété qui semble assez générale etdont on peut
se demander si elle n’est pas sans rapport avec la loi dite du logarithme itéré,-
pour le cas des multiplicateursrattachés à la loi normale; mais je ne dispose
présentement d’aucun document me permettant de décider (Cet article est -

écrit en captivité, 1944).

I.

1. MULTIPLICATEURS rosmrs. — A tout nombre entier positif n, nous faisons
correspondre n constantes non négatives Aî(k—_ 0,1, . ., n — 1)

Supposons que A; tende vers une limite A lorsque n augmenteindéfiniment,
que le nombre

n—1

s,,EEA;
k=0

tende lui aussi vers une limite S et que, si faible que soit le nombre 8 positif,
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les nombres (‘)
[?…]

s (ä)=ZA{;

tendent aussi vers S; on aura de ce fait
[1—1

. k __ '

Inn El An — “-
n->ao _

“
{au]+1

Soit à présent f(x) une fonction bornée définie pour 0 <æ< 1, mais telle quef(a:) tende vers une limitef(+ 0) lorsque x tend vers zéro, posons ,

\
‘_

,

k"
' -

'

S’=Êf<z)A"
je dis alors

que
_ .

…
"

_ -lim S£=Sf(+o)+A[f(o>—f(+o)].

Désignons par M une borne supérieure du module de fi('æ)çt & positif étant
donné, choisissons 8 assez petit pour qu’on ait ‘ ‘

lf(Œ) —f(+O)
! <ê (O<$< 3),

il s’ensuit2222………g,<_>
0 [ou]+ 1 [fin] + 1

d’où .

u——1

|sz—sn'<a>fc+o>—AZ[f(o)—f<+0)ll<ss<_â>+M 2 A';.
[On]+ 1

Choisissons maintenant n suffisamment grand pour que !”,?1
1

2 Age; |A2— Aige,
_ _ [ôn]+1
11 v1ent

|S£-—' Sf(+°) — A—[f(°)llëê(s +4M)»

inégalité qui démontre notre résultat.

Remarque. — Dans les applications nous supposerons la fonction f(x)
continue, alors l’hypothèse relative à A° est inutile et Sf tend vers Sf(0)

Ce théorème n’est intéressant quesi o< S <+ œ, hypothèse qui sera
réalisée dans tous les exemples que nous traiterons; quitte à faire la division 

(?) Dans ce qui suit nous désigneronspar [a:] la partie entière de au
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nécessaire, nous pouvons alors supposer, soit que S = 1 , soit même que S,,=1.
On voit également que

[au]

133 Ëf(â)Mî= Sf(+ 0) + Alf(o) —f(+ o)],

(quel que soit 8 donné tel que 0 < 8 < 1.

' 2. MULTIPLICATEURS QUELCONQUES. — Supposons à présent que les A: aient un
signe quelconque, mais que, en dehors des hypothèses précédentes \

lim s,: s; lim s,,<a>$ s,
n—>=o n+œ

on.ait aussi, d’une part, uniformémenten n,
p.

lim Ai“,: o,L
n—>ak=Â

quels que soient les entiers )\ et p. (X < p.) tels que, si petit que soit8 > 0, avec
[ôn]<l<pên—1,

que, d’autre part, il existe une constante K telle que, quels que soient 1 et p.,

u.

2Afik=Ï
<.K (oêl<pén—1).

  

Soit alorsf(x) une fonction‘a variation bornée pour 0 <œ< 1, continue pour
æ=o, avec|f{æ)l<M,1ed1sque()
(z) ' , lim S{Î=Sf(o).

n->œ

Il suffit de considérer le cas d’une fonction non décroissante; en posant

f(æ)=f(o)+F(æ) ([F(x)|<2M;lim F(æ)=o),
' llÿœ

on aura
[1—1

55: S,,f(o) +EF<â)A5,

n—1

,};‘221‘(>A"=°

il faut montrer que 
(‘) Si f(æ) n’est pas continue, le second membre de (a) est à remplacer par

Sf(O) + A[f(0) —f(+ o)], où A est la limite de A‘,’, supposée existante. -
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.

I .
.

I , .Or, ayant ch01s1 3 assez petit pour qu on ait
oêF(æ)âs pour 05x58,

il vient en écrivant
n—1 [Sn], n—‘1

k [(ZF — An=Z+ 2Il
0 o

' [ôn]+1

et en appliquant alors le théorème d’Abél à chacune des sommes du second
membre,

. eFM]

2 êl«F(ô)l Max S‘Aä glF(ô>lkgks,
).,p.g[ïm] A

_ 0 A

_
n—1 e »

2 52M Max 2A5 .
Ÿ\,ll> [5nl )\|ôn] + !

Choisissonsalors n assez grand pour que
[J.

2Ak sa a, u> [an],
.

‘A -

’
.

on a, en définitive,
II.—1

EF(â)A£ gæ(K+2M);
0 

8 étant aussi petit que l’on veut, cette inégalité démontre le résultat.

Remarque. — Les deux théorèmes précédents sont vrais si, au lieu de
. . 0 k ‘prendre les valeurs de la fonctionf (ou) aux pomts Îz’ on les prend aux pomts

si(oâsfiâr; sfi <sî“), à condition que les hypothèses faites sur les Afî soient
énoncées avec la condition sfj < 8 .

5. Les résultats ci-dessus seront utilisés sous les formes suivantes, que l’on
démontre immédiatement en reprenant les raisonnements précédents pour
chaque valeur de a: :

PREMIER ÉNÔNCÉ. — Soient
Afi(x) (k=o,1,...,n—1;n=1,2,….)

une suite de fonctions non négatives de a: définies pour o g cc 2 1; supposons que :

1° Enposant
n—1

Sn(æ) =EA£ (ce)
[::.—0
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il existe une constante S telle que, pour 0 < a: < 1 ,

lim S,, (x)—__ S.
Il—)—w

2° Quels que soient x et 3 positif, on a
llt(r+ô)l

_

(3)
@

lim 2 A,(æ)=s.
n—>œk=1n(æ—ôn

Désignant alors parf(a:) une fonction définie et continuepour 0 gæg 1 , on” a
’

(l,) limiZfî<)Afi(æ)€=Sf(æ)
(pouro<æ<1).

n+œ' k=0 '

DEUXIÈME ENONCE. — Les fonctions réelles A’,Î (rc) ne sont plus supposées non
négati,ves les hypothèsesprécédentes sont également admises,maison supp0se de
plus que.

3° Il existe une fonctionfinie Œ(æ) telle que :
!*

ZA{;(æ) < ®(æ) (051 <pSli—— 1).
[C:)

  

4° Posant, quels que soient a: et 3 positifdonnés,
11.

Max L,,(x, ô)
  

dans les deux cas où

1n<x+ô>1<t<p et À<u<1n<æ—ô>t
alors on suppose que

l '

{

(5) lim L,,(æ, ô)=o.
n->}n

Désignantalorsparf(a:) une fonction continue à variation bornéepouro< æ<x ,
on a légalité (4) ci—dessus.

Remarque. — Avec quelques modifications sur les hypothèses; les’résultats
ci-dessus sont faciles à généraliser dans le cas où l’on suppose seulement
l’existence de f(æ+ 0) et de f(x — 0).

Si les A"(æ) ne sont pas nécessairement positifs, mais s’il exiSte une
constante K telle que

  

n—l

2A5… <K
0
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et si on a l”egalité (5), on voit facilement que le premier énoncé s ’applique.

4. Ummnmrfi DE LA CONVERGENCE.— 1°-Reprenant le cas oùIes An(x)sontnon
négatifs et supposant que la limite (3)soitatteinte uniformément, quelquesoit3
jour '

a<æ<fi (OE°‘<ÔÊ‘):

alors S(ce) tendra uniformément vers S dans le même intervalle; on voit
immédiatement que f(av) étant contmue, la convergence du premzer membre
de (4) vers Sf(æ) est uniforme dans a < a: < {%

,Elidésignant par M une borne supérieure de |](æ)|et par 0 un nombre
‘.:telque .

lf(w+h)—f(m>l<e pour lhl<ô,
.

un calcul facile donne

2f(â)A:(x>—Sf(æ)
x=0

[n(:t+Ô)]

<2|Sn(x)—SIM+ S—— 2
! [Mm—O)]

\
M + sSn(æ),

   

‘est—,par hypOthèse, onpeut trouver un nombre N, tel que, pour n < N, on ait.
[n (Œ+0)1

s—2
[Mr—3D

'
lSà(æ)—Slês; ge («sxgfi>,

  

delà
g.æ(3M—e—S +3),

Êf{â)Aä<æ>—
Sf(w)

inégalité qui démontre notre résultat.
  

2° Dans le deuæièmecas, sif(a:) est une fonction continueà variation borne'e,
la convergence uniforme est assurée pour et < .:e < @, et si, outre l’hypothèse de
la convergence un1forme de S,,(æ) vers S, on suppose :

a. -l’eæistenced’une constante K telle que

®(Œ) < K;

1). la convergence uniforme de L,,(æ, 8 ) vers zéro, un1forme'ment en a: pour
a < a: < @, quel que soit 3 > o. En supposant j(æ) monotone, et en désignant
par M une borne supérieure de son module, on trouve en effet

Éf(î)Afi<æ) — ske)
k=o

êM|S,,(æ) — S]+4ML,,(æ, 6)+2£Œ(æ).
  

5. Les conditions de convergence et d’uniformité prennent une forme simple
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dans le.cas où . _

Af,(æ)=Bfi<kl—l æ)_B(Ë—æ> (k=o, 1,...,n—1),.
{

B,,(æ) étant définie pour — 1 <æ< 1.
On a »

 
 2Af,(æ)=B(”+I —æ)—Bn<%—æ> (oël<laân—1), ,

et les conditionsprécédentes seront satisfaites pour 0 < a: < 1 ,lorsque.'
a. les fonctions A",,(æ) étant non négatives,

Bn(l_æ)_Bn('—æ)

tend uniformément vers S, quel que soit ac (0 < a: < 1), ainsi que
B,,(ô —æ) — B,,(— ô—x),

quel que soit 8 positif donné et a: compris entre 0 et 1—-

b. Les fonctions A,’(x) ayant un signe quelconque,si l’on a de plus ‘—
'

|Bn(æ')—Bn(w)l<K,
,

quels que soient x et œ’, et -

an(xl) '— Bn(æ)l

tendant uniformémentvers zéro, quels que soient x et æ’, tous deux supérieurs”
à 3, ou tous deux inférieursa 0 (quel que soit 8 positif).

‘

6. La forme précédente des A",,(a:) provient de la comparaison, Origine
de ce travail, entre les Sommes examinées et les intégrales dites singulières
et de la forme

LAx>=î/"fxnænu,æ>du

Rappelons donc les résultats fondamentauxrelatifs à ces intégrales pour en
tirer quelques conséquences pour les sommes. '

'

Intégrales à noyau positif( ' ). — En supposant
@;u,æ)zo (ostgr;ogæ51»

1 .r+ë
lim cp,,(t,æ)dt=S, lim <p,,(t,æ)dt=S (pour oêæêl)

n—>co 0 n+ao .r—ô 
(‘) Le résultat s‘étend facilement aux noyaux de signe variable pour lesquels on a

. æ——ô

,

. 1f lcp,,(t,æ)ldt<K; limf |<p,,]dt_=o; limf |<ç,,,|dt=o.
0 "—?'°° 0

,

"">” :l‘+5
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on sait que, pour toute fonction continue dans (0 gx; 1)f(a:), on a

' lim I,,(æ) —_°- Sf(æ) ‘ (pour a: < n < 5).
n->œ

Prenons alors
k+1

Ag : " nt, dt(œ) fk q>< æ>
_

'

etposons
n—l n—1

a…=;f(g)Ak…=;f(g)jk(…k=0

.on vozt immédiatement que
n—l

I<æ)—Jn<a>—Zf lf(t>—(â)Jw x>dt

tend vers zéro lorsque n augmente indéfimment,en vertu de luniformzté de la
contznui;té autrement du, on a '

lim J,l(x): Sf(æ).
n—>æ .

7.' INTEGRALES A NOYAU . DE SIGNE QUELCONQUE. —— Lorsque go,,(t, a:) change

désigne, si l’on suppose que, pour 0 gx; 1,

.

.

1' . x+Ô .
.

'
— 1° . lim go,,(t, æ)dt=S, lim (p,,(l, æ)dt=S,‘ ,

4

, "+” 0
_

"+” \
æ——0

‘f.,%(t, æ)dt < «D<æ>

quels que soient u et v (0 $a _< «»; 1), ®(æ) désignant une fonction finie; 3° que
posant Jf <p,l(t, æ)dt

x+3__<_u<vêf et 0ëu<vâx—ô,

 

< ®n(°”a 6)
  

pour

-\' , o o o . .
<b,,(æ, o) des1gnant auss1 une fonction fin1e, on an

lim (Dn(æ)=o;
n->:o

on sait alors que
' '

‘ lim In(æ)=Sf(æ)
n->œ

pour toute fonctionf(:o) continue à variation bornée.
Journ. de Math., tome xxm. -— Fasc. 3, 1944. 30
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On voit immédiatementque si l ’on pOse

k+__1__-

Afi<æ)=f son(t,x

r‘\

les fonctzons A,"(x) satzsfont aux conditzons du numéro 5 et l’on a, parsuite,
k+1

IL——l _
Ji:gJ<x>=3ig Zf(Î—,)] "

<?»(t,w)dt =Sf(æ)
Il .

pour toute fonctwn [(w) contmue et à variatzon bornée.

On appelle module de contmuzté ou osczllatzondans un mtervallcd’amphtude8
d’une fonction continue pour o_<_x<1, et nous désignerons par œ(8‘) la borne
supérieure de lf($) —f(æ)l »P0ur lŒ’—_ælgô.

La fonction :p,,(t, a:) étant supposée sommable, posons

[ l<p,,(t, x)|dt=M,,;b

en se reportantaà l’expression de I,,—J,,, on voit immédiatement que, pour
une fonction continue,

!

|In<x> —— Jn<x) 15w(%)M…Q

donc, si la convergence de I,,(æ) vers Sf(en) est assurée, par les propriétés
spéciales du noyau cp,,(t, a:), pour les fonctions ayant w(8)_pour module‘
de continuité, alors J,,(æ) convergera vers Sf(x) lorsque, de plus, le produit
w(ä) M,, tend vers zéro.

De même, pour toute fonction continue pour laquelle I-(a:) converge
vers Sf(æ), on voit que, quel que soit m entier, - —

k+1{IL—l '—
n<æ>— Ef<%>fk

,,
c.on<z, x)ÿdt ;œ(à)u.

Ill

et, par suite, en choisissantm (fonction de n) de façon que

. 1

11mw<—
M,,=o,

n—)—œ m .

k+1' l l ——

limiËf<ïî)£
m

ç,(t,æ)dt =Sf(æ)
Il *” ' k=o

il vient

"t
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et on a làun prOcédé régulier d’approximation des fonctions continues dans
La classe du module de continuité w(8)

?
' -

.

8.- a. Su 080118 à résent ue % existe our toute valeui‘ de x u’elle soit
. PE . P ‘! à, P

_

: q

bérnééet.désiglnons
alors par M"(æ) une borne supérieure de son module 

 
pour!‘— <___t<n

k+
; admettons que

\ . n— 1

.' é " '

.. l' _- M,; …. ,

U...— « .— ..,.‘;i2 … °

éÇ_pqlsîons
'

il ;Ï‘ ;
_ . ——In—1 k 'k_

-
' “ff‘“)— ;Ëf(z)%lz’ ‘”)

QË. .
‘

° '
_

,—"_On a _

,

.L:'..ÎI‘;: _

' II.—1 Ëi_£
.

..
____.__J_ [E‘

n . _ k

,

.
.

, \ ï
.

n—1
' Ëil .

k -

" k do,, , k ,

—Zf<ñ>£ <t_—'Ît)_:(5 w)»‘ <;ê£ê£)æ

}. donc
Il —1 II.—1

lJ…<æ>_—'n<æ>|<MZMk<æ>f (t— —)dt=Q—ÆZM£<æ>,

cequi, moyennant (6), mo_ntre'_que

‘.._ï ' _ _ _lim Kn(x)=sf(æ)

b. Au lieu de considérer la division de l’intervalle (o, 1) en parties égales,
prenons une division au moyen d’une suite de nombres

“k __ " . __s,, (k_o,i,...,n—I,n,ner,2,...),
k k 1: o__ 1__s,,<s,,+ , sn_o, sn._1,

dense dans tout l’intervalle, c’est-à-dire telle que, en posant
‘ \

max (s'“"— sfi)=ô‘…
_ o<k<n—1

- on ait
n—Œ

Considérons alors la somme
3kè-1

J:.(£v>=Éflsâ>f <… æ)dt,
k=o
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il vient
s,‘;+% '

Jn<æ>—J; <x)=Ê[ [f(ü—f'üâflMhflfifô
Dans le cas où la fonction f(x) est continue et où on est non négatif,

_.

. on a donc .,

lln(w)—Jà(æ)lâw(ôn)f_cpn(t,Jv)dt-

Jî(x) a donc la même limite que In(æ), c’est—.à-dire que l’on a
'

.

limJ‘,‘}(æ): Sf(x). ' '

On voit aussi qué, lorsque œ,L(t, a:) change de signe, mais satisfait aux'_
conditions du numéro '7, légalité ci——dessus a également lieu pour toute fane-:
tion continue à variation bornée.

_

.

9. Terminons enfin par une remarque simple sur l’approximation-des__fouC—Ï
tions à dérivée m‘…“ bornée et sommable par des sommesJ."(æ) où les A'_‘(æ)
sont des polynomes de degré n positifs.

Supposons que lon ait une inégalité de laforme
(7) }Sf(w)—J,,(æ)lêM…K…(n) (ÆËÊKM(n)“_—-O)l

pour tout polynome f(x), M… désignant une borne supérieure de |f‘””($)l ‘-

et K…(n) une fonction de n (dépendant de m). Je dis qu’une inégalité analogue; '

aura lieu_pour toute fonctionf(a:) à dérivéem‘°“‘°bornée et sommable. -

Dans cette classe de fonctions la meilleure approximation est’dê la forme
M…£‘—'—'Ü où K… désigne une constante; la fonctionK…(n) sera donc‘- telle—que

.
'

_ KI
‘

(8) Km("),>fii
où K’ désigne une autre constante. D’autre part on sait que pour toute fonc-"
tion de la classe il existe un polynome Pn(æ) de degré n tel qu’en-posant ':

f(æ)=Pn(æ)+-Bn(æ), '

on ait :

“'" et lPäm’(æ)l<K”Mmnl)l
. .. _

. /an(v)l<Mne-—

K” désignant encore une constante (‘ ). Or,
écrivons

J'l(æ)=îp"Î(i)A‘(1)+2R.<>A‘(%),
k=0

( ) Pour ces résultats, voit, par exemple, mon travail Sur les meilleurs procédés!approximatzon (Bulletm des Sciences mathémattques).
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, paf—hypothèse on a

{\n—1
.. -

'

EP (%>Af,(æ)=âP,(æ)+ 6K”M…Km(n) (10|gl).
“ 1l-'J "=° —

.

. n—1 ‘

Comme 2A"(æ) tend vers S, donc il existe une constante H telle que, pour r
, .

'

suffisamment grand, on :a1t
n-—1

EA"(æ) < Il
Ic=o

:1F(Ï)A£<æ)

 
<HM…ËÆu' , . \

  

  
De là, en vertu de (8),

|Sf(æ)—J,—.(æ)|<K”M…K…(n)+(H+S)M…
-K—:

<M…LK…(n),

.
_, .

_

—:6ü L désigne une nouvelle constante et cette inégalité exprime notre résultat.
'

celui—ci est également vrai pour les fonctions périodiques et se démontre
de‘ la mémé façon lorsqu’onprend pourA"(ac) des polynomestrigonométriques
e:l'oî‘squ’on suppose vraie l’inégalité (7), f(x) désignant cette fois un poly-
ñ_m‘netrigonor11étrique.9n remarquera que !hypothèse essentielle dans cette démonstration est le
faitque les opérations effectuées Sont linéaires; il s’étend donc facilement à

d’autres fermes de polynomes d’approximation. _ ,

10 FoncnonsA rmsmuasVARIABLES. —— Nous nous en tiendrons aux fonctions
à deux variables f(æ, y) définies et continues pour o<æ< 1 o<y<1, etsatis-
faisant à des conditionsqui seront précisées, mais ce que nous dirons s ’étend,
dans certainscas, aux fonctions bornées, définies et continues dans un ensemble
ouvert- contenu dans le carré précédent (il suffit de poser f—o en dehors
de l’ensemble). On pourrait aussi étendre ces résultats aux fonctions continues
sur des courbes, ou d’autres ensembles,- mais [’exposé de telles généralisations
ne semble pas nécessaire, on pourra former des exemples en se reportant au

càlcul des probabilités.
'

PREMIER Énoncé. — Soient _

u. '

Am’,n(æry) . (k=O, 1.,_-_3,m—1;l=o, I, ..., n——.-1; 7n=1, 2, ...;n=1,2, .”),
!

”ne…suite de fonctions définies et continues pour : oîæê1, ogyî1, et non
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négatives,posons
Sm,n(æy J’) = 2 Arkn',ln(æ7 .7);

et supposons que

(9) »
'

— lim S,,…(æ, y)=S (0<S_<œ)
m,æn->

“\
et que, quelque soit 0 poszüf, pour x et y quelconques,mais tels

que
o
<æ<

1,_.

O<y<l
_

_

,
-

_

<…)
_

lim . 2 A£.f,,<œ,y)——‘—s,
m,n-)œ

lk—mzlSmô
/ |I—nælînô

alors on a

m,n->æo<
OSkSm—l
0ËlÉ n—1

La démonstration est immédiate.

DEUXIÈME ENONCE. —— Les fonctions A"f,,(x, y-) peuventchanger de signe et,
avec les hypothèses(g) et ( 10), nous admettons deplus: '

“_'.Au

1° l’existenced’une fonctionfinie d>(æ, y) telle que

(11)'_ E )Af,,_’,”,,(.r y) <<D(x,y) (oêk,<kêm—x;o_S_l,<‘l,_£_'n'—1);
k,Skêk,
AîlS/:

\

2° que, pour 3 poszt_1fet x, y quelconques
d0nnc‘s, on a

"‘ L,!
lim ), A,};,n(æ, y)

m,n_+m k,Sk<k, ‘

AËIÊA

=0,

pourvu que, pour tout système de valeurs k, lfigurant dans la somfne ci—dessus, "

les deux inégalités \,
-[k—mælâmô‘, |!_—næ|ênô , "

ne sozentpas vérifiées toutes les deux. Nous désignerons alors par
L,,,

,,(æ,y, 8)
la borne supéneure du module de ces sommes.

Conszdérons alors une fonctionf(æ, y) définie et côntinue pour (0<æ<1,
’

â’fo<y< 1),soit M une borne supérieure de son module, telle que lafonction 04:xày 

“m ‘ 2 f(Ê,aÉ,)A%(æJy> =S_f<.wi
‘

<‘o;a{<_w_<yx<êi.f*n

|
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“mairiepour presque tous les couples (x, y), que cette dérwéesoztsommable et qu’on
att de plus

‘

f(%)’)=fæjÎ dæâ2({dædy+Ÿ(m)+‘i“(Ï)i

le; fonctwm<p(æ) et «My) étant à varmtzon bornée.

Nous posons”Ï ff|à£liid‘”dy=K

etnous désignons par _L une‘ borne supérieure de la variation de q:(æ)

flan-s (oêxë1) et de ul;(y_) dans (o_éyî 1 ). Les inégalités

 
lf<æ,y>—fw,y>l<ffldldæ.dr+la(æ)—v(ÿ’)l <æ’<æ>,

lf-(æ,y)—f(æ,y’)lS   d=a
.

"

——f-æàyldædy"w+ll(fl—()")! Y',<y> a .

ont pour conséquence immédiate que, pour y donné, la fonction f(_æ, y) est
à variation b‘ornée [nous en désignerons la variation par V,(y)] et que, poura:
donné, la fonction de,y : f(a:, y) est elle aussi ‘a variatiôn.bornée,nous dési-
rgnerons pai&V,(æ) sa variation; on a, de plus, '

' ’
' \ .

Dans» ce qu1 su_1t nous désignerons par VE la variationd’une fonction d’une
variable, a: ou y, à variation ’bornée dans l’intervalle (ac, 3).

Écrivons '

. !
f(_k" Z>Aââ(r v>=J……<»@ y>

je dis que l’on a.” ‘ \

lix;1
J…,,(æ,y) =f(æ,y) (pouro<æ<r, o<_y<x).

Retranchant de f une constante convenable, nous voyons d’abord que l’on
peut supposerf(on, y) = o; en vertu de (10), il suffit alors de prouVer que‘

'" lim J…_,,(æ,y)=o.
m,n>œ

'.
Nous décomposerons cette somme en cinq parties

Jmfl(æ: J’) =Jin.n+ Jib,n+'Jgi,n+ Jrlit.n+ J:n n
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avec (voir figure)
.

Jm;2 Jm=
’

J…=2 -,3
’   

    |k—ww|êmô o<æ<mæ+mô 0<k<mæ—mô
ll—-nÿ1ênë o<1<ny—nô ny—n8<l<n—l

J“,n=2 f….=2 '
"

. ; ' - ' '
mt——m8<k<m—1 mr+m5<k<m—i ' ”
ny+nô<lËm—10<z<ny+nô

N
I[[

I \

‘ _

V
Il

     
et il nous suffira de démontrer que chacune de ces sommes tend vers zéro.Considéronsen général la somme —

(m)
_

- 2 zx,xAx,—A<æ, y)
oâ—xâp.
OÊÀâV

en posant

,ax,—,\=EAW,N(æ, y)
'

(°—M'= O,.0x'_,= 0 pour —— 1<u’<x et — 1<Â'<À),
ogng '-
oâl’Êk

on l’écrit '
— ’.—

51,). (an,)._ Uz—1,)t—°'u,).—i + °'x—1,).—i )»

”M
“Nl/\ HAM/\

sa
V

puis, en rassemblant les termes en a…, elle devient

'

El an,).(5xfi — 51+1,). “fix.3.+i + 5x+1,).+1)
0 <xS p. ’

à condition de poser
zil+1’)‘.— O, zx’y+i=0.
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Si l’on désigne par a une constante telle que la,,, |<o, on voit immédia—

tement que cette somme est bornée en module par

(13) , _. _
_

°' 2 lzx,)l— zx H,).— Zx,).+1 + zx+a,7,+1l-
o<x<p.
._Ë_1Êv

, _,Ë0ur notre objet, posons
_

.

Ë;Îl£é' ‘
*'

.
_.

.

\ ' .

g*_Ç—
-

,
_

zx+l,X+l=f (—a ——>»
'

on.aura“, en général,
. k+__î I__+i l+1'\ .

‘ k+1
“ ‘

02
î Il 02 '

?!Sx)‘—Zx+il—zulfl-i+zg+lx+1l= fm f"()æ f
ydæ4dy âf f läîä%

dædy.
k 1 « .

!
‘

Le point (a:,y) étant donné, choisissons 8 suffisammentpetit pour que le
;_-cùrré‘centré en ce point et de côtés 28 parallèles aux axes, soit intérieur au

' carré (o_<_æ_<_r, o<y<1) et considérons la somme J…,; on peut l’écrire sous
} ”la forme (12) en prenant

x=k—[mæ—Àmô]; 7É:l—[izy——nâ],

= on trouve, en effectuant la transformation précédente, et en vertu de (1 1) et

   
 
    

 

_ de (13),
‘

N‘……4<0(æ,y)lfî+afyîô ôÎM @Sdfl+lk'_"ëHlf<m %“)f<Ë_ÎÏ';—l’îlz>l
[: [m‘+n5]

_+ >: ,<,,,,_,(,[+>|\f<>|:
' '

|kIÎ[ÏÎËIÈËJ

.

-

.

delà

d*fldëdn+vr+o[f<, tny+nô]>J‘n 

x+8‘ y+ô
Jm,n=o(æ,y)%f_ô [a

+VÿîË[f(————lmæ+môn)]+ |f(mæ+môl,lfl+"ôl)gqm n
 

d’fComme 357 est sommablè, quef(, n) est continue et à variation bornée
pour & donné et pour n donné, et que f(x, y)=o, on peut choisir0 suffi-
samment petit pour que chacun des termes de la somme du second membre
soit aussi petit que l’on veut et, par suite, pour que Jmsoit également aussi
°petit que l’on veut.

_

Journ. de Math., tome XXIII. —- Faso. 3, 1944. 31
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La démonstration étant la même pour les quatres autres sommes,
faisons-la pour J'v,; on la ramène à la forme (12) en posant

x=k—[mæ—mô]; À=l——[ny+nô]—r,

puis, en opérant-commeci-deSsus, on obtient,
_

Jw <L
’

»-a f f Lf d:_d +V [f(E"—I)]I-l
m,nl= m.n(*T:).»

)
:;..ô y+8 .d_—€ÛY)

7) m—8 :
,Hz+>]+|f<Tm

-—*H>H
'

Pour les autres sommes on doit intervertir le sens de variation de‘ l’un des
couples d’indices :( et lc, 71 et [, ou des deux; finalement on troùve

 
   

.. —'.\'
.

lJä…n+JË,n+Jïhfi+-ÜnnlgL,;…(æ, y; 6) { 3K+£1L+4M}.
Or, 8 étant donné,L,,,,(w, y; 8) tend vers zéro lorsque m et n augmentent
indéfiniment,la somme précédente peut donc être rendue aussi petite que l’on
veut, ce qui achève la démonstration. … .

On voit— que l’hypothèse essentielle de la démonstration est que la quantité
‘ l

- k 1 , . . «_2 l5k"— 5k+‘1'—5k+’+‘+ :'k+hl+î ] [5k,l=f<;t’ r—‘

, ou Zero Pourkêmou.lëfl]>D_<_kSm—l
' ' , , -

DÊIÊn—i

reste bornée; mais sous cette seule hypothèse la condition relative à f(æ, y)
au voisinage de tout point du carré est un peu longue à énoncer.

Lhypothèse de la division du carré en rectangles égaux peutêtre facilement
abandonnée pour un résultat plus général. ,

—

On a montré que J…,,(æ, y) tendvers f(æ, y) lorsque m et n augmentent
indéfiniment indépendamment l’un de l’autre, c’est pour cette raison que
f(æ,y) doitJouir de propriétés difi'érentiellés assez restrictives. Des exemples
:le multiplicateurspossédant la propriétéprécédente sont donnés par

où les B" et les C’njouissent des propriétés indiquées au numéro '5(2° énoncé)L
Dans ce qui suit nous ne traiterons donc pas en particulier d’exemples de mul—
tinlicateursnourles fonctions de plusieurs variables. '
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II .

Applications.
.

M. Les applications que nous allons faire, relativement à des multipli—
cateurs positifs, proviennenten grande partie du deuxième théorème asympto—
tique du calcul des probabilités, dans le cas d’expériences dépendant toutes
d'une même loi de probabilité.

Le schéma -de Bernoulli donne le résultat de S. Bernstein: pour toute fo'nc-
“onf(x) définie et contmuépour 0 gx; 1, la suzte de

_

polynomes
k

Ef<Î—;>C£Œ"(I— æ)"“"
[:..—:O

’

.

tend umfarmémentversf(av) ( )._

Le deuxième théorème asymptotique du calcul des probabilités apprend
que la loi normale des écarts est un phénomèneassez g,énéral nous sommes donc
conduits d’abord à l’étude des multiplicateursprovenant de cette loi.

12. Soit f(æ) une fonction continue définie dans —œ<x<+œ, et
telle que'

'

(14)
'

,

_

'1f(æ)|<AeBrï
où A, et B désignent deux constantes positives.

On démontre immédiatementqu’en posant

1(æ)—_ \/—Ïf+æf((:)e—nv—m)di,

u désignant un entier positif suffisamment grand pour que 1(x) ait un sens,
on a

liml,,(m)=f(.f).
n->a

la convergence étant uniforme dans tout intervalle fini. 
, ' k '

, . . 1‘(1) En remplaçant [($) par sa valeur approchee rationnelle a ; près, on a une suite

de polynomes à coefficients rationnels tendant vers f(x). L’hypothèse de la continuité n’est
pas nécessaire, mais nous l’admettronsdans tout ce qui va suivre pour ne pas surcharger
les énoncés.
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Considérons alors la somme

Jn(æ)_— \/Ê +Z:f<î>
—8_"U—.x"dt;

Il.

>.—

;1l+|» “

s’il n’y avait qu’un nombre fini de termes, notre théorème général (n° 3)
trouverait son application, car les égalités .

k__+l .

,
.

°" T [n51' fitn51

\/2 2 f e—"U—"Ù'dt=\/Ë ]—
e“""’du_'— _—f e““"d9“ k %] V“ alk—næ|ênô ; —filn]

montrent que la somme du premier nombre tend uniformément vers1,si
petit que soit 8 positif.

Dans le cas général, en écrivant
k+1 . ,

J(æ)—f<x1=\/ËT_Zîl_f<Ê>—<æ)JfTe—"fl—â'dtÿ
Il

pour démontrer que J,,(æ) tend vers f(x), on voit qu’il suffira de prôuver que
chacune des deux sommes —

2 €*
_ Zk<n(;c+ô) I.“>n(æ+8)

tend vers zéro. Or, pour la deuxième, par exemple, on a

 

k+1‘T
1/2? 2[[f(â—> f<w>]f_.k>n(æ+o)

71

k+__1‘ k+1
;; _"— Il —T .

é\/;|f(æ)l 2 f €""“““’dt+\/—_ 2 |ff<—)] e—n<t—rPdc…
k>n(æ+ô)

%:
À'>Jl(L+0) î »

_Î ..

On voit d’abord, en se rapportant à (14), que
l:+i; ’ T AeB.rï A e”—*‘ e_n:5|— |f(Œ)I f , e—mf—)‘de < [ e—u‘du < -\/k 2 ,_ «& 3 ,/k>n(æ+ô)

-I:l
ôn‘Î _

-
2 T: nî6
   

la première somme du second membre tend donc vers zéro lorsque n augmente
indéfiniment,quant à la seconde, nous écrivons d’abord, en vertu de(14),

|f(%)
._ 1— = ‘

<Ae“”-" pourk<o
_ et f<â)<Aen(;) pour/(go,
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il vient alo‘rs« z v<;>\ffî -

 

k>n(æ+8)
'

_k__+1 k__+1

<\[;;Ae.… '2 f” +\/ ;Ae“(ïîî>[7k>n(æ+8)
kËn(æ+'ô)

d’où '
'

k_+_1; A“€Bri
e_niô___Î+

A °°

e—u’+B
——+æ

\/îr 2 M€)f< Î/; ; +fif -
( )d“’

. k>n(æ+ô)
%

" 8 max(fiô,—Wur)e

et sous cette forme le résultat apparaît. La démonstration est analogue pour
l’autre somme et.finalement nous obtenons

!

lim Jn(æ)‘=f(æ),
II.—)»

la convergenceétant unzforme dans tout intervallefini.
Examinons le_ cas où f(x) est uniformément continue dans (—œ< a: < +ac)

"

[ce qui entraîne f(æ):O(x)]; en introduisant le module de continuitéœ(Ô)
de cette fonction, on voit immédiatementque, quels que soient «: et :c',

zf<x>—f<wlgœ(0> (q+ l“—gil)'
delà‘

——æ
 |J_;(æ)—j(æ)l<w(9)\/_Eî‘l—"—+<fe—"(‘_-L‘th

3—1+â\/Êfa ue“””‘dzt2n=œ(0)<i<—æ—BVÎË>
 

et enfin, en prenant 6 = —I—_-
_

.

_ ‘_/n

_1J;<æ>
—f<x> ! < …(È),

le convergence de J,,(æ) vers f(x) est donc uniforme dans (— 00 < a: <‘+ co).

15. Considérons à présentla somme

K;(æ>=
ÈËf(â)e""(Ën—æ)î.
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On a, E,, désignantun nombre convenable,

(€)

Décomposons, commeprécédemment, la somme ci—deSsus,en trois parties.. 1
' .

ll/\ lJn(w) "“    
    

 
 
|Ek—Œle_"œ"—r)' .'(ââîk k+l)

\.

Remarquonsque, pour 8 suffisamment petit, on a, quel que soit a:,

Ae“””"< 2Ae”“" pour
|
.z — æ’| < 8

et que la fonction ue“"’ droit, pour u positif jusqua son maximum \/_—, atteint-_28 ' '

pour u_——

7?
pour décroîtrè ensuite jusqu’à zero; il vient alors,pour la:

prem1ère somme,   2 _<_ e=Bw* 2 ‘ <8A_eŒÎ 3

\/n1t|"\/n1re. \/2en= \/287t
.

|-_1|<a â—1‘ ga . ‘

Quant‘a la deuxième somme, lorsque n >3 et n > 2B, on trouve 2 « 2A n(â)‘ [{ ._ —n(,—,—z n() _, . :

\/—n_;k2é _k2e (5—1)e <2A\/îe A, "_Îi(t—æ)e m—a>dt_
Z—J'>0 —

n'—.1>0 l-—æ>o+” 1 —u '—-':c'
ê2AÊ\/e“’f te“""dl+

+;Ë_fiœ
, (t —— w)eB(l+”) (.t

)

dt
« 1max (.”E+O—;,0)

    B. = +” “ ’ '

g Ae_r+ 4Àf ue——nu’+2Btu+æ)’du_< \e r
+_ê__A +gür”"‘*”"“@’du

nn \/n7r \/n1r +\/n1ro '
.

_ 3.4: + » '
B ! o - ___œnæ+m

É
Ae T

+_4__A e—nu‘+tB(u+æ)'—l—udu:B; + À_e-Bl=+ n——?B ,_
\/n—1r+\/nfi _… \/"7T '\/”(”—QB)

On trouve une borne analogue pour la troisième somme et ainsi, nous
voyons que J—K tend vers zéro uniformém‘ent dans tout intervallefini;
0est dzre que l ’on a '

-1i;nK,,(æ)=f(æ)

unif0rmémentdans tout intervalle fini..
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_-14. Si, d’autre_pàrt, on considère la somme
+IL’

'_

"“”): ”iïâf(â>"(_ni—æ)

(on voit que,_ pour ]æ|< ;, on a, pour ]Icl> n2, ,.

 

°———æn  
 

 

ld’où
. ' .

,

'
A

°° k * k 2

“ lKn(x)_Ln(—Ï)IÊZEAeB(B)_n(Ë-IÎ)

ñ’+1

{:\.‘:'. /
"

' ’
.

'Î;fet le second membre tend vers zéro avec à, donc
\

. "«
limL,,(æ) :f(æ)‘

\ n->n

uniformémentdans tout intervalle fini.
Il suffit enfin de remplacer dans chaque terme l’eprnèntiellepar le début

de son développement en série entière jusqu’à un terme d’ordre suffisamment
grand (par exemple jusqu’à n‘) pour avoir une suite de polynomes P,,(æ)
telleque _

,

.

' .

(_hnx! )]l
1 _ _ , _

__="ggZf(â)Pnl,î< x) =f<w) P(x)- ,I…E—“{

'_ uniformémentdans tout intervalle fini.

15. J ’ai tenu à traiter directement cet exemple d’une,façon détaillée, car les
exemples qui proviennent de lois de probabilités tendant vers la loi normale
donnent lieu à des considérations à peu près identiques, quoique notablement

' plus simples lorsqu’il sagit de fonctions continues dansun intervalle fini.
Parmi eux citons d’abord le noyau

n ‘
—- 1—t2 ".‘/;r( )“

pour lequel on a, d’après la formule de Wallis,
[ I

lim \/êf(I—t2)"dt=il (o<l_£_1).
n->a TC 0 .2

Pour une fonction f(x) continue pour 03235 1 , si l’on‘pose

P…(æ):\/ÊEf<î) %1[1—(t_æ)2]ndt
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on aura en conséquence (‘)
li;nP2n(æ) =f(æ) Ï(o<x<_1).

Posant aussi
n——l

Q2n(æ)=-—n=7rZf<â)[1- ——æ)2]ni.
'

3i;gQ…æ> =f<x> (0 < x < 1);
on aura également

ceci se démontre en appliquant le résultat du numéro 8 (moyennant la
remarque 1—t<e*‘ pour o<t< 1) et en faisant des évaluations analoguesaux précédentes.

Le noyau . ,

' ’-
.

.

\/7,
1

'

1—1: (1+t2)”

[qui correspond à une loi de Cauchy) traité par des méthodes analogues donne
un procédé régulier d’approximation, au moyen de fonctions rationnelles, ou
même de polynomes, des fonctions continues pour toutes les valeurs de a“: (ou,
dans un segment) et satisfaisant‘a certaines conditions de croissânce.

'

..

4

La la: de Pomon, sans transformation préalable, donne le résultat simpleci-dessous: —

Soit f(æ) une fonction définie et continue pour oêx <+œ , on a

Ê,«<%>e_….( né)"—

miformément dans tout intervalle fini, pourvu que f(x) satiSfasse_à une
:ondition de croissance de la forme ’

lim
lL—)°°

 =f<a£> <on<+œ)
  

. lf($) i < A C'”-

Mais il convient de remarquer que ce résultat se ramène aux précédents,
:ar la loi de Poisson n ’est pas stable, mais se stabilise au voisinage de

la loi
10rmale. 

(1) Pour .-c=o et x=1 la limite de P….(x) est seulement âf(x). On obtient des

. 71 .->olynomes P…(x) et Q….(æ) qu1 ne renferment pas TE en remplaçant\/Ïr par l’inverse
+1

lef (1- fi)" dt.
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Signalons enfin
le noyau bien comm}

1’ .l _’œseu-Ë__: (05æ5 211)
2 I- 4

" _ _  mdgo,

   (21:71
‘ "‘ 1+cos -—-————æ)-1

_

2k’fl.‘ n __,

n 1. 3.nz——12f() '
3 _ £»’  

  
 Ïpiedefois ne tendant pas vers la loi normale: c’est le cas des lois stables 'dônt

nous 11’examinerons qu ’un exemple, la lbz de Cauchy, et nous ne citerons qu’un
"51se rattachant à cette loi, celui du noyau ' 
où)! désigne un païan1ètre. ,

1

_ .

On sait que, pour toute fonction f(x) continue et bornée dans
’(——œ<x<+ oo), l'expression
:"r "

.
- . 1I -.+°°' t dt

:_»f_rg.-i ' _ U(_w,y)=;f y .

f’ "+ (w —— t>*

-repréÏsenie là fonction harmonique définiè dans le demi—plan y > 0 cl telle que

U(æ, 0) =f(£)-
Marquidnssurl’axe des a: une suite de points xk(——— oc < lc <+oo; œ,i < x,…)

-' 11’ayant aucun point d’acCumulati0u à distance finie et telle que l’osCillati0n
-de f(æ) soit, dans chacun des intervalles (ac… x… ) inférieure .à un nombre &

positif donné; soit Ok l’angle sous ‘lequel On voit/1e segment (x… a:…) du point 
. ' ‘ . . J ‘

V . n. - ' ..(‘ )'.011 a…remplaœ ;_pur une constante plus favorable qu1, pour f(x) = 1, donne le
- 1 1

'

. . cos n‘aè
' ’

polynome d‘approxmratmn 1 + _CT...
_ '.'It

Journ. de Math., tome xxm. _ _Fasc. 3, 1944. _
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(a:, y) du demi-plany > 0; alors la-fonction harmonique

V<æ. y) =Ef(æ1)01

diffère de U de moins de e dans tout le demi—plan.
Tel est le résultat d’interpolation,bien connu et à peu près évident, auquel

nous conduit cette loi de probabilité; on peut s’appuyer sur‘ lui pour obtenir
des suites de fonctions rationnelles ou de polynomes tendant versf(æ) danstout intervalle fini. ‘

- , —

17. Comme multiplicateurs‘a signe variable, nous ne signalerons queceux,
provenant du noyau de Fourier et n’examinerons que les multiplicateur3
provenant du noyau de Dirichlet pourles fonctions périodiques.

Pour simplifier, considéronsune fonction continue à variation
bornée dans

un intervalle fini (0,211) par exemple, on sait que ‘

%f“f(t)sin2fin(t—æ)dt _

.

.
'

.

tend vers f(x) lors“que n augmente indéfiniment (o<æ<2n) {c’est le"
résultat classique pour le noyau de Fourier. :

"
-

,
1

.‘

'

Posons maintenant
. n——l 211(k+1) -

_“
'

…'
e

-

,

&

J,,(æ)=—2f<2flk)f—ÎSI_nÿgîx)dt
onaaussi(‘) '

' ‘

_

' '

\.
. - - '

.

g
._ .

limJ,g(x)=f(æ) , (uniformémentpour 0 < x< irc).

 
Les multiplicateurs satisfont en effet aux conditions du numéro 5 (2° énoncé)

et à celle du numéro 4, en vertu des pr0priétés bien connues du noyau de
Fourier. - .

' ,
.

‘

18. Le raisonnement classique permettant de passer dunoyau cle Fourier à-

celui de Dirwhlet nous montre aussi que, pour une fonction périodique, de
période 271, continue et à variation bornéef(a:), les sommes (°)

0 . ! (k+1)1:
ll—-1 Slnl(2fl+1)£ï] !

_1_ <ak+r>w" 2 z '
S,,(æ)_ EEf[ n ][" t—æ dt.

. 0 °““ ,

' 2

  .sin _Il 
(‘ ) l’ou1æ= o et a;__ 21‘c, J,,(æ) tend vers —f(æ).
(2) Nous avons mis ][M] dans S,,(æ) pour des. raisons de symétrie, mais. ce

. _
, .

‘ 2k7r 2 k+1 7rnombre peut etre remplace par tout autre compris entre[(—) etf -—(-—)—-
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tendent uniformément versf(x); d’ailleurs, sur ces multiplicateurs, les condi»
tions du numéro 5 (2° énoncé) et du numéro 4 peuvent se vérifier sans peine
directement. '

Les fonctions 5
,,(æ) sont des polynomes trigonométriques d’ordre n —— 12[]z—… Efl“”“fl[fiîs—lfiflll

Onpourrait faire sur ces multiplicateurs une théorze de la convergence locale
;@lquêe sur celle de la série de Fourier; mais profitant des résultatsacquis

,=jzi0ur cette série, nous nous eontenterons de remarquer que la différence entre
,,S(æ) et la somme des (2n+1) premiers termes de la série de Fourier est

inférieure en module‘a

 

\
“" 2n—i—1

n 1 2 'n _

….(_)_
.. _: ..=.<->A…n 'n: . t\ nsm—

. 0 ?

Êà_ùœ<-:—î—) désigne le module de continuité dans un intervalle d’amplitudeî—

:_ _ On sait que les constantesAnsont de l’ordre de«lôgn, si donc on a

"
' (”)' (' l» ‘. O) "' =0 1-_

_
_n logn

._la série de Fourier et les polynômes S,, convergeront en même temps versf(x),
or on sait que si .

'
_

.

’

œ(h)
.

-

_

' [_T‘”‘
converge, la série de Fourier converge vers f(a:), il en est donc de même des
S,,(æ) pourvu que w(h) satisfasse aux deux conditions ci—dessus.

En particulier les pOlynomes S,,(æ) tendentversf(a:) lorsque cette fonction
satisfaita une condztwnde Lipsc/zztz.

Remarquons e“nfinque le polynome S,,(æ) est la somme des (2n+1)
. , . .

'
. ,

_ .Ir .
'

premiers termes de la ser1e de Four1er de la fonct1on egale a f [(—Ï—Î—ÏWJ dans

 

‘ . 2k1' 2k+171. . . , .
l’1ntervalle [—n‘ï,_—(—Î’—]; mms, m la d1v1s1on en part1es egales, 111 la

division en 71 parties ne sont obligatoires. La division en plus de n parties
donne au moins la convergencedans les mêmes conditions que ci—dessus, mais,
pour une fonction satisfaisante‘ une condition de Lipschitz d’ordre oc 'par

. “
exemple, il suffitde diviser le cercle en I:, parties, le quotient

l—_d"n
augmentant

indéfiniment avec n, pour obtenir la convergence.
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Je 11’examinerai pas sila réciproque de cette propositionest exacte,mnidans
quelle mesure on peut l’étendäe à d’autres familles de. pol'ynomes,ni 1111 faut
faire des hypothèses plus larges pour obtenir cette réciproque; si celle—ci— était
exacte il y aurait là un caractère intéressant des fonctions decette _e1358e.

'.J

19. Les divers noyaux employés dans la théorie des séries trigonométriques
nous donheraientd’autres multiplicateurs; voici un dernier exe1npîe, se ratta-
chant au noyau de Féjer, la démonstration est semblableà
de Féjer.

celle du théorème
On sait que

\ sin n. 
v

. t'—æ
sm 

est un polynome trigonométriqued’ordre n — 1 et l’on a

-2 kr: "

.- n
- .””‘ s1nn .

‘ = n2-‘ “
2 [HT ’

Il/f=0
sin

?

[(w) désignant alors une fonction continue périodique, de période 271, consi—
dérons la suite de polynomes trigonoxnétriques »» 
On a en des1gnant par M une borne supérieure du module de f(æ),

2k7:   
  

1'rn(w) —/‘(«ZÈ)IÈw(3) +
2n—M

. I- .___—g… a +— .
2k7r

æ ?“ (°) n &
rim

|
_ “__—'.— ‘

———.1.‘ >0 _|”
. sm———_-
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.Choisisszintalors 8 suffisammentpetit pour que w(8) soit inférieur‘asdonne,

et ensuite n suffisamment grand pour que

;» M 1

‘

,
, < 5, 

‘)
sin-

10104

on aura
‘ ÈTn<æ)—f(æ)l<33»

la convergence de T,,(æ) versf(x) est démo uniforme.
Regardés comme positifs, ces multiplicateurs se rattachenta la 101 de proba—

-bihté de Cauchy…

20. Si l’on forme la somme S,,(æ) du numéro_l8 et la somme ”T,,(x)
ci-dessus pour cospæ et sinpæ respectivement, on trouve que l’erreur est de

l’drdre‘de K’Ï—Î, où K désigne une' constante. En_ appliquant le résultat du
numéro 9, nous voyons donc que, pour une fonctionayant une dérivée me bor—
dée, ou pour une fonction analytique, l’ordre de grandeur de l’erreur commise
sera 1 au moins, c’estrà-dire‘que des hypothèses plus restrictives que celle de

l’existence d’une dérivée première bornée, n ’amènent aucune améliorationdans l’ordre de grandeur de l’approximation.
Ce phénomène, qu’on peut appeler l’égale convergence dans le champ des

fonctwns analytzqùes, semble être à peu près général pour les expressions
considérées ici ;_

il serait intéressantd’en trouver la raison.
-Je ne veux pas dire que l’approximation soit toujours de l’ordre de 1 pour

.
_

Il
lesfonctions analytiques; j’ai même démontré l’existence

de multiplicateurs
polynomiaux pour lesquels il est de l’ordre denI

——…pour les fonctionsa dérivée
m*èm° bornée, c’est-à—dire de l’ordre de la meilleure approximation dans la classe
[voir,mon travail: Sur l’interpola‘tion(J pe Math., 1940)], mais il semble
que la valeur de ces procédés soit

vite/?
_7ree.c’;,_

, )/_)  


