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Sur- les équations jondamentales, classiques, puis relativistes,

de la dynamique des milieux continus;
'

Pan Ouvmn COSTA 1111 BEAUREGABD.

L’établissement de la dynamique relativiste semble généralement moins
aisé et plus arbitraire que celui de l’électromagnétismerelativiste. Selon nous,

;. cette circonstance tient à ce qu ’on prend les équations fondamentales de la
dynamique sous la forme finze qui convient au cas du point matériel, tandis
qu’on fait dériver l’électromagnétisme des équations densitaires de Maxwell

_ou‘_ de Lorentz; nous avons montré que la dynamique relativiste peut être
établie d’une manière remarquablement simple et naturelle à partir des équa-
tions fondamentales écrites pour le cas des milieux continus (').Il se trouve que les équations fondamentales ainsi écrites ne sont généra-
lement pas données dans les traités classiques dedynamique des fluides; elles
constituent cependant la transcription directe des équations bien connues du
point. dont elles peuvent être déduites par des raisonnements très simples, et
avec une très grande généralité. Nous avons cru intéressant, dans la première
Partie de notre étude, de présenter ces raisonnementset leurs résultats d’une
manière cohérente et systématique (2).

Dans une seconde Partie, nous rappelons notre manière de fonder la dyna—
mique relativiste, en insistant, davantage que dans notre travail antérieur,

sur certaines questions de détail. Pour clorenotretravail, nous rappelons
"

succinctement comment on peut déduire la dynamique relativiste du point de
”celle ,des milieux continus, ce qui, aux acquisitions relativistes près, nous
ramène à notre point de départ. Il nous paraît que ces quelques réflexions très

, simples peuvent mettre en lumière certains aspects des rapports dela dyna—
mique relativiste avec la dynamique newtonienne.

,J_e prie M. H. Villat de trouver ici mes bien vifs remerciements pour avoir
accepté cette brève étude au Journal de Mathématiques. ( ) La relativité restreznte et la ])I‘6mt6I‘6 mécanique brogltenne, p. 49. Paris,
Gauthier—Villars, 1944.(’ ) Nous ne faisons qu’expliciter et systématiser des raisonnements de G. Kirchhofl',
Mecanique, 15° Leçon; Leipzig, 1897, repris par M. von Lane, Relativité, trad. G. Létang,
t. I, p. 243 et p. 319; Paris, Gauthier Villars, 1922.
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i. MÉCANIQUE NEWTONIENNE : sun UNE FORME DES ÉQUATIONS FONDAMENTALES DE LA' ' ‘
DYNAMIQUE uns MILIEUX CONTINUS. — Commençons par etabl1r une formule
générale qui nous servira a plusieurs reprises. Soient Èou v“(u, v, w = 1, 2”, 3)
le champ de vitesses d’un fluide à l’instant t, (l) une fonction quelconque attachée
à une molécule du fluide (point géométrique suivi dans son mouvement),
Su un volume matériel infinitésimal suivi dans son mouvement; en fait,.
(Il désignera l’une des diverses densités à prendre en considération;quant au
volume Su, on supposera essentiellement que toutes ses dimensions restent
infinitésimales au cours du mouvement. Les accroissementsde la fonction (I) et
du volume matérielou pendant le temps

infinitésimal
dt ont respectivement

pour expressions -

d®=(ôud>.vu+dto)di,
d(ôu): div.î.ôudt Eô“vu.dudt;

@ a
'

nous écrivons, pour alléger d" pour
(—,——:

d' ou d, pour ? , et nous utilisons la
convention de sommation sur indices muets. Combinées entre elles, ces deux
relations donnent la formule générale utile 
…

'

d(®ôu)={ à‘(tDvu)+âltb }ôudt.
   

Une application immédiate de cette formule fournit la classique équation de;
continuité. Soit Em la masse de la gouttelette 8u; elle est, d’après le principe de
conservation de la masse admis en mécanique newtonienne, rigoureusement
invariante. Par définition de la densité massique @, l’on a

_ _

(2) lpôu=âm;

en tenant compte de ce qui vient d’être dit et de la formule (1 ), on écrit
immédiatement  
(3) ’ —()”(pv,Ù-+—Û’(p)=o.

  
Prenons maintenant les équations fondamentales, bien Connues, de la dyna-

mique du point (") 
  

—> -> +… th=d(mv), F.dM=dW; 
les équations que nous voulons établir sont la stricte transposition de des

. - - . '\+, r '
équat1ons en langage de m111euxcont1nus. Appelohs OF la force ponderomotnce
totale appliquée à la gouttelette du, BW le travail qu’elle lui a fourni depuis 

(") Nous prenons la forme (4,), mieux adaptée à nos desseins que la forme, équivalente
en mécanique newtonienne,

+ +th=mdv.
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, . . ' . . ' , 0 _ ' r _>

un temps origine arb1tra1re, et defin1ssons les dens1tes correspondantes] et w
par les relations ,

. ' — + -> '

(5)
_

ôF=fäu, 8W=wôu;
léséquations fondamentales(4) se transériventsuivant ("‘) 

 

‘(6)'—
. ,

vl?3ud£=d(pîäu), (f.î)ôudt=dd(wôu). 
Ces équations (6), remarquons-le, sont établies à l’aide des seules définitions
de la force, du travail etdes densités correspondantes, elles ne préjugent

. rien, parexemple, sur le fait que les forces pondéromotrices soient d’origine
volumique ou superficielle, ou quelles dérivent ou non d’un potentiel scalaire
au vecteur. Elles conviennent au milieu continu le plus général, visqueux ou

Z;_ñon, compressible ou non, en régime variable ou non; dans le cas général du

it.-régime variable, la densité de‘puissanceÎ.Î) se calcule le long de la trajectoire
d’une molécule, qui ‘est l’enveloppe d’une famille à 1 paramètre de lignes

+. . .

de courant v(t). ' .
' .

o o

.

. , , -
. * | .‘ Multiphons scala1rement lequat10n (6,) par V, et faisons sortir de la ( )

des seconds membres des (6) la quantité constante p8u; il vient ainsi, suivant
une remarque que nous devons à M . E. Durand, la relation

—> + ' '

vdv=d<_%>
’

valable dans le cas le plus général, et qui donne par intégration ("’),       W 1 .,
',_ =

?!
v-+ const.(7) '

 

Enfin, appliquant la formule générale (1) aux' seconds membres des (6),
et divisant leurs deux membres par Sa dt, il vient les équations générales
annoncées

—> ‘+
.

—>f= ()”(PV"u)+d/(P")a
—>+V: Ô"(fi …) +d’(w,) 

(‘) En mécanique -newtonienne, d’après le principe de conservation de la masse,
l’équation (6,) s’écrit d’une façon équivalente

+ \ +
f.ôu dt: pda.dv.

(‘) Dans le cas particulier d’un fluide incompressible, cette relation s’écrit d’une
façon équivalente

1.W: 3
pv2+ const.
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,

qui s’écrivent de manière équivalente f,,= ô“(pv,æ.,) + â‘(pvu),
(8) ->—>

'

f.v=ôu.<wvu)+dt(w>; — . »_  
on y voit figurer un tenseur d ’inertie, du second rang et symétrique, peut)”,-
qui fournit à la densité de force d’inertie une contribution du type « élastique»;
ce tenseur a d’ailleurs une forme dégénérée, étant le produit,général d’un

, vecteur par lui-même.
. '

. .

2.‘ ETABLISSEMENT, PAR TRANSCRIPTION DIRECTE DES-ÉQUÀTIONS PRÉCÉDENTES,_ÙE LA'

DYNAMIQUERELATIVISTE. — Faisons abstraction des raisonnementset des formules
qui noùs ont permis d’établir les équations (8), et considérons a priori ces
équations comme les équations fondamentales générales de la dynamique des
milieux continus; nous allons voir qu’elles se laissent, au même titre"què les"
équations densitaires de l’électromagnétismede Maxwell ou de Lorentz, trans—
crire directement en langage d’Univers de Minkowski.

Nous savons, d’après la cinématique relativiste, que l’opérateur

à“: —l—d‘
"

ic

doit être associé aux trois“ à” pour constituer le quadri—opérateur diffé—
rentiel d’(i, j, k, 'l=1, z, 3, 4); et, d’après l’électromagnétisme relativiSte,
que la densité de puissance

f"= (—Îf.
(’

doit être associée aux trois f” pour constituer un quadrivecte'ur j‘". Il suit
nécessairementde là que les 'seize ( ) des secondsmembresdes (8) constituent”-
un tenseur TU,- dont les composantes ont pour expressions respectives i

; T‘”: T"“ :: pv“ V";
. , i(9) Tnt: lcp_t—‘”, I‘tu=

EWVU;

T“= — (V
; 

grâce à la définition de ce tenseur, les (8) se condensent sous la forme
(

(…) , .
' f"= «),-T”)

 

qui est l’équation fondamentalede la dynamique relativiste.
Ses 9 composantesT“" étant essentiellementsymétriques, le tenseur TÜ est
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, nécessairement symétrique; on doit donc avoir l’égalité

Tut= Tm

d'où l’onconclut la loi relativistè de proportzonnalüé unwerselle entre la masse
et lénergze :  

  
v('11) ». .

.W=czp_ 
En relativité, les densités de masse p et d’énergie w ne sont plus invariantes

avec la vitesse; d’après la cinématique de Minkowski, leur double variance 4
entraîne, entre leurs valeurs générales et leurs valeurs de repas ou valeurs
propres po etW,, les relations ,

Po W __ Wo

P=I_B2’ _Î—_Î;
(fi——; B’<1)- La trace, essentiellement négative, du tenseur Tif s’exprime

 
simplementen fonction, par exemple de p 011 de p,, suivant 

  

(la)
_.

'

_ TË='P(92_C2)=_P002. Il est intéressant de récapituler les formules de mécanique newtonienne des *

milieux continus antérieures aux (8), et de Voir ce quelles deviennent en
relativité. L’ancienne équation de conservation de la masse (3) est mainte-
nant pourvue d’un second membre, non nul mais très petit, comme on le voit
en portant la loi relativiste (1 1 ) dans la quatrième des (8) : 

I->+
v(13) . 0‘f(pvl)+Ô’(P)=gf

   
Cette nouvelle loi exprime que le travail des forces pondéromotricescontribue ‘

,à“ la‘ masse du fluide; la valeur locale de cette contributionest d’ailleurs relative
\au système galiléen de référence; en particulier, elle s’aùnule dans le repère
galiléen localement et“instantanément‘entraîné@: o).
Pourque les (6) aient unevalidité tensorielle quadr1d1men510nnelle l’expres-

sion 8u dt doit être assimilée‘a 1’élément1nvariant de volume d’Univers quadri— »

dimensionnel. Or, en vertu de la loi relativiste de contractzon des longueurs, la-
valeur générale du volume matériel infinitésimal 311 est reliée à sa valeur de
repos 8u, suivant

du: dau/1 —
Ç'—’;

par ailleurs, l’intervalle de temps élémentairedt peut être supposé représenter
une durée propre des molécules de 8u; on a alors, en vertu de la loi relativiste
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de retard des horloges
dto

tl—fi’—
'

' (lt__-—
? 

dans ces conditions, le produitou dt apparaît bien invariant.
La relation (7) de M. E. Durand cesse évidemment d’être valable; pour .

que, dans le cas limite v" :o, elle vienne en coïncidence avec la formule
relativiste (1 1), il faut prendre la constante égale .à 0°. La relation en question":
change d’ailleurs de signification en même temps que de forme : la valeur de

'

la densité d’énergie w acquise par la gouttelette devient relative au repère -

galiléen utilisé, mais indépendante de tout choix d’un instantinitial; en relm- ,

tivité, la valeur de w est entièrement caractérisée dans le présent. Ce sont _là
des aspects de la transformation, par la relativité, du théorème des farces.
vives en un théorème purement cinématique. < -

Pour terminer, nousallons rappeler rapidement comment les lois relati—“
vistes de la dynamique du point peuvent être déduites des lois des m1heux

'_

continus (“ ), nous serons ainsi ramenésformellementaux équations(4)dont
nous sommes partis, mais ces équations auront subi une modification interne
qui traduira, en langage ponctuel, les deux lois relativistes de variation de la")
masse avec la 1)1tesse et de proportionnalzté universelle entre la masse et[énergie. — -

‘ ‘ Î

Prenons, dans un repère galiléen déterminé, une goutte fluide finie dont
toutes les molécules sont au même instant t, et considérons deux états suc-,
cessifs de cette goutte, séparés par un intervalle de temps infinitésimaldt;-
ils seront représentés, dans l’Univers de Minkovirski, par deux hypercloisons
planes parallèles, infiniment voisines, d’un tube de courant d’Univers. Multi-
plions alors les deux membres de (10) par l’élément quadridimensibnnel“ou dt,
intégrons dans le volume précédent, et transformons l’intégrale quadruple dti
second membre en intégrale triple; on voit aisément que la contribution de
l’hyperparoi du tube à l’intégrale triplé est nulle; enfin, passons au cas limite
d’un tube infiniment délié, en supposant essentiellement que les intégrales.
considérées restent finies. En distinguant les valeurs t'—_ u——_ 1,2, 3, et :'==4'
de l’indice significatif, et tenant '_compte de la définition _(5) todjoursvalable,
il vient, au premier membre. les expressions

» .

_, .th et £FîäMa %dW.

Au second membre, en raison de la nullité de l’intégrale d’hyperparoi, on voit
_

apparaître la différence des valeurs des intégrales triples relatives aux deux 
(°) Voir' notre Relativite‘ restreinte, p. 52—53.
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états successifs de la goutte; il vient ainsi, en séparant toujours le cas i: [t,

+ .

d(m'v) et icd(m).

”Les équations obtenues sont donc, conformément à ce que nous annoncions, 
  

—> -> —> ——>

(1.4)
_

th=d(mv), F.dM=c‘-‘dm; 
la masse m du point matériel apparaît, au facteur ic près, comme la 4“ compo-
sante d’un quadrivecteur dont les mv“ sont les trois premières composantes;

{elle n’est doncplus invarianteavec la vitesse, sa valeur générale se trouvant
reliée à sa valeur de repos mo suivant

_”:__’o«Îam__  


