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LE CARACTÈRE TOPOLOGIQUE DU GROUPE HOMOGRAPHIQUE. 67  
Sur le caractère topologique du groupe homographii;ue

de la sphère;

P… B. un KERÉRJÀBTÔ.

A M. ÉLIE CARTAN,
en témoignage de haute estime.

Introduction.

Dans le présent mémoire, je donne la solution du problème qui
consiste à caractériser topologiquement le groupe des similitudes du
plan euclidien et le groupe homographiqued’une variable complexe.

Dans le premier chapitre, je reproduis ma démonstration du
théorème suivant, concernant la détermination des types t0polo—
giques de groupes continus connexes d’ordre 2, sur lequel reposent
les considérations ultérieures( ):

THEORÈMEI. — Tout groupe continu connexe d ’ordre 2 est home'o-
morphe à lun des quatre groupes suivants:

1° le groupe des similitudes de la droite conservant le sens;
2° le groupe des translationsdu plan euclidien;
3° le groupe des mouvements d’un cylindre de révolution;
4° le groupe des translations d ’un tore en lui—même. 

' (‘) La méthode développée dans le Chapitre I est, à quelques modifications
près, la même que celle publiée dans le mémoire. B. v. KERÉKJÂRTÔ, Geome-
trzsche Theorte der zwez‘gliedrigen kontinuierltchen Gruppen (Abhandl.
Mathem. Semmar Hamburg, t.8, 1930, p. 107-114).
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Dans le deuxième chapitre, je démontre les deux théorèmes
suivants :

THÉORÈMEIl. — Tout groupe continu doublement transitif de trans—

formations topologiques du plan en lui—même est home'omorphe au
groupe des similitudesdu plan euclidien. '

THÉORÈME III. — Tout groupe continu triplement transitif de
transformations topologiques de la surface d’une sphère en elle—
méme est homéomorphe au groupe homographique d’une variable
complexe. '

Le théorème [1 comprend aussi une nouvelle solution du problème
déjà résolu dans un mémoire célèbre de M. Hilbert (') en ce qui
concerne la caractérisation topologique du groupe des mouvements
euclidiens plans. Par le moyen du théorème Il, le groupe des mouve—
ments du plan euclidien peut être caractérisé comme le sous-groupe
invariant, formé par les transformations régulières dans tout le plan,
d’un groupe continu doublement transitif de transformations topolo—
giques du plan en lui-même (2).

Le théorème III fournit la base topologique de la géométrie des
cercles et celle de la“ géométrie projective de la droite complexe. Par
son intermédiaire, ou peut rattacher les recherches profondes de
M. Élie Cartan (“') sur la géométrie projective de la droite complexe
directement aux propriétés topologiques du groupe homographique
sans faire intervenir une représentation analytique. Je reviendrai sur
cette question dans un autre Recueil. 

(1) D. HILBERT, Ueber die Grundlagender Geometrie(Math. Annalen, t. 56,
1902, p. 381—422); paru aussi dans le volume : D. HILBERT, Grundlagen der
Geometrie. Leipzig et Berlin, 1930, 7° édit., Anhaug IV.

(’) Concernant la notion de transformationrégulière, voir B. DE KERÉKJÀRTÔ,

Sur le caractère topologique des représentations conformes (C. R. Acad. Sc.,
t. 198, 1934, p. 317-320), et plusieurs mémoires du même auteur dans les Acta
Scientr‘arum Mathematicarum (Szeged, t. 6 et 7, 1934).

(°) É. CARTAN, Leçons sur la géométrie projective complexe. Paris, _1931.
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I. — Détermination des groupes continus
connexe d’ordre 2.

l. GENERALITES ET THÉORÈMES AUXILIAIRES. — Nous entendons par
groupe continu connexe d’ordre 2, un groupe G’ dont les élémentssont
en correspondance biunivoque et bicontinue avec les points d’une sur-
face F’ appeléesurface desparamètres. Les voisinages dans le groupe G’
sont définis de telle façon que l’inverse A*' de l’élément A et le pro-
duit AB de deux éléments A, B quelconques varient continûment
avec A et B. A tout élément S de G’ correspond une transformation
topologique (c’est—à—dire biunivoqueet bicontinue) de la surface des
paramètres en elle—même, sans point invariant, qui change le point A
de F’ en le point AS. L’ensemble de ces transformations est un groupe
Simplementtransitifsur la surface F' : à deuxpoints quelconquesA et B
correspondune transformation du groupe et une seule qui change A
en B. Ce groupe de transformations est appelé le groupedesparamètres
du groupe G’. -

Soit F la surface saperposée à connexion simple de la surface F’ et
soit I‘ le groupe de connexion de F’ . Le produit G = F . G’ est un groupe
continu simplement transitif sur la surface F. Concernant son type
topologique, la surface Fest homéomorphe soit au plan euclidien soit
à la surface d’une sphère. Mais, d’une part, les transformations du
groupe G conservent le sens d’orientation de la surface F et aucune
d’elles, excepté l’identité, n’admet de point invariant; d’autre part,
toute transformation topologique'de la surface d’une sphère en elle-
même conservant le sens admet au moins un point invariant, d’après
un théorème connu de M. Brouwer (‘ ). Il résulte de là que la surface
superposée F à connexion simple de la surface des paramètres est
homéomorphe au plan. Le groupe F est un sous-groupe invariantde G,
proprement discontinu dans G. 

(’) Voir par exemple, B. v. KERÉKJÂRTÔ, Vorlesungen ueber Topologie.
Berlin, 1923, p. 193.
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Pour déterminer tous les types topologiques de groupes continus
connexes d ’ordre 2, il fautdonc déterminerd ’abord les groupescontinus
simplement transitifs G du plan, ensuite leurs sous—groupes invariants
proprementdiscontinus l", et former les groupesfacteurs—

G -Ces derniers

fournissent les groupes des paramètres de tous les groupes continus
connexes d’ordre2. '

'
SoitG un groupe continu simplement transitif de transformations

topologiques du plan en lui-même. Toute transformation T de G
conserve le sens et n’admetpas de point invariant (sauf l’identité]) En
vertu du théorème de translation dû à M. Brouwer, on peut construire
un domaine de la transformation T contenant un point donné quel-
conque; ce domaine est limité pardeux lignessimpleset ouvertes a et b
telles que b est l’image de a obtenue par la transformation T; l’image
du domaine est un autre domaine de la transformation situé de l’autre
côté de la ligne b. Nous entendons par ligne simple et ouverte une
image topologique d’une droite telle qu’à toute suite divergente de
points de la droite correspond une suite divergente de points de la
ligne simple et ouverte.

Nous tirons du théorème de translation les corollaires suivants qui
nous serviront de théorèmesauxiliaires.

Soit T une transformation topologique duplanen lui—mêmeconservant
le sens, n’admettant aucunpoint invariant.

'l . 1. Aucune puissance T” de la transformation T n’admet de point
invariant (n désigne un entier positif quelconque).

l .2. Les images T(A), T°(A), T“(A ), . . . d’un point quelconque A
obtenues par les puissances de la transformation T forment une suite
divergente.

{ .3. Chaque arc continu 7\ dont les extrémités A et T"(A) se corres-
pondentpar une puissance T"(n> I) de Trencontreson image X’: T(X)
obtenuepar la transformation T.

'

Soit c(, un arc de translation, c’est—à—dire un arc simple dont les
extrémitésse correspondentpar T, qui n’a aucun autrepoint en commun
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avec son image obtenue par T. Nous appelons trajectoire de T engendrée
par c0 la ligne simple et continue 7. formée des images c,, de c() obtenues
par les transformationsT"(n= o, + 1, +2, . . .) La ligne 7. est une
image topologique d’une droite, mais elle n’est pas nécessairement une
ligne simple et ouverte car, en général, elle n’est pas un ensemble
fermé de points.

1 .4. Si (P,, P2, . . .) est un ensemble infini de points de la trajec-
toire x = Ec,, tel que tout arc de translation c,, de 7. ne contient qu’un
nombrefini de points de cet ensemble, aucun point d’accumulation de
l’ensemble (P, , P2, . . .) n’appartient à la trajectoire x.

l . 5. Si X, est un arc qui forme avec un arc x, dela trajeàtoire 7. une
courbe simple et fermée et si l’arc 7., contient deux points qui se corres—
pondent par la transformation T, l’arc )\, a au moins un point en
commun avec son image X,: T(L); ily a donc sur l’arc 714 deuxpoints
qui se correspondentpar T.

Les propositions ci—dessus sont des conséquences immédiates du
théorème de translation;d’ailleursellespeuventservir de préliminaires
à une démonstration du théorème de translation (' ).

Dans le paragraphe 2, nous allons démontrer que chaque groupe
continu conneæe d’ordre 2 est engendrépar des transformations infini—
tésimales. C’est essentiellement le résultat obtenu par M. Brouwer
dans sa deuxième communication sur les groupes continus (’). Dans
le paragraphe 5 je détermine les types topologiques de groupes
continus connexes d’ordre 2. 

(1) L. E. J. BROUWER, Beweis des ebenen Translatz‘onssatses (Mathem.
Annalen, t. 72, 1912, p. 37-54); B. DE KBRÉKJÂRTÔ, The plane translation
theorem of Brouwer and the last geometric theorem of Poincaré (Acta
Scientt‘arum Mathematt‘carum, Szeged, t. ll», 1928, p. 86-102), et deux Notes
du même auteur dans les C. R. Acad. Sc., t. 186, 1928, p. 1699 et t. 187,
1928, p. 20.

'

(2) L. E. J. BROUWER, Die Theorie der endlichen kontinuierh‘chen Gruppen
unabhângig von den Axiomen von Lie (Mat/tem. Annalen, t. 67, 1909;
p. 246-267 et t. 69, 1910, p. 181-203).
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2. L’EXISTENCEDE SOUS-GROUPES CONTINUSD’ORDRE 1 . — Soit G un groupe
continu simplement transitifde transformationstopologiquesdu plan
en lui—même. Nous choisissons un point arbitraire du plan comme
origine et lui faisons correspondre la transformation identique 1. A
chaque point S du plan correspond une transformation du groupe G
et une seule qui change l’origine en S; nous désignons cette transfor—
mation par la même lettre S.

2 . 1. Chaque transformation8 du groupe G a une racine carrée.

Considérons l’inversion X -—> X‘", c’est-à—dire la transformationdu
plan en lui—mêmequi change tout point X en le point X“‘ correspon-
dant à l’inverse de X. L’inversion est une transformation topologique
et involutive du plan en lui-même qui laisse le point I invariant.
Aucun autre point n’est invariant par l’inversion; autrement, pour
un point X# [, on aurait X‘”: 1 ce qui est exclu par le théorème 1.1.

Il résulte de là que l’inversion conserve le sens (‘ ). La transforma—
tion X —> X‘? S, produit de l’inversion et de la tranformation S(# I)
du groupe, conserve le sens; elle échange entre eux les points 1 et S;
d’après 1.1 elle admet donc au moins un point invariant T. De la

1
relation T: T“‘ S, on déduit T’ = S, c’est-à—dire T: S”.

2 . 2. Si S est une transformationdu groupe G, l ’ensemblé des racines
! | 1 1

successives S , b , S , . . . est borne. (S' de51gne une meme carree
!

de S’" choisie arbitrairement et fixée ensuite).

Soit U un voisinage du point ] borné et symétrique (c’est-à—dire
invariant par l’inversion) contenant le point S. Soit V un autre voisi-
nage borné de 1 tel que le produit de deux transformationsquelconques
contenues dans U appartiennent à V. Soit )\ un arc joignant les points]
et S dans U. D’après le théorème 1 . 3, 7\ rencontre son image obtenue 

(1) Toute transformation topologique,périodique du plan en lui—même est
homéomorphe à une rotation ou à une symétrie par rapport à une ligne,_ sui—

vant qu’elle conserve le sens ou non. Voir B. v. KBRÉKJÂRTÔ, Vorlesungen über
Topologie, p. 224.
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I

par la transformation S'“ parce que les extrémités de )\ : 1 et S, se corres—

pondentparla 2"“““‘° puissance de 855. Il y a donc deux points T, et T2
1 1

de )\. tels que T.,: T. S‘Y“. La transformation S‘?“ : TÎT2 est le produit
1

des transformations TT' et T2 contenues dans U, par suite 8‘-"‘ appar—
tient au voisinage V.

1 1 1 . .2.3. La suite 8”, J‘, S‘”, . . . converge vers l’zdentzté.
.

_1Soit V un domaine borné contenanttous les points S‘!“ (n = 1, 2, .)
Soit T un point d’accumulation de cette suite’et soit“b°", 6°“,

<a.,= 2—î—)
une suite partielle convergente vers T. Pour tout entier

positif r, la suite S““"", S“*‘”, . . . converge vers T‘”. Si vo est assez grand
1 . ,. fl. ‘ .tel que av<E; pour \) > vo, les pomts 5“ ()> vo) appart1ennent au

domaine V, de même leur limite T2”. La suite T'” (r: 1, 2, . . .) est
donc bornée; il résulte de la proposition 1 .2 que, dans ce cas, T= I.

2 . 4. A chaque voisinage Vde ] , on peut fairecorrespondreun nombre

positif 3 tel que pour tout nombredyadique % inférieuren valeurabsolue
".

à 8, la transformation S‘?" appartienne à V (n désigne un entier positif
Il 1

ou négatif; S‘*" désigne la n‘°“‘° puissance de S‘“).

Soit Vun voisinage arbitraire de I et soit U un voisinage symétrique
de I tel que le produit de cinq transformations quelconquescontenues
dans (] appartienne à V. Nous désignons par Ur l’ensemble des trans-
formations qui peuvent être représentées comme produit de r trans-_
formations contenues dans U. En vertu de la proposition 2.3, il y a

1

un indice ! tel que, pour chaque entier kgl, la transformation S‘“
1

. Il.! _
2,- Nous allons démontrer que S?"appartienne à U; posons 8=

. . . n . . '. , . . 1
a r — —ppa tient & V SI # est pos1t1f et inferieur a

21

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1942. 10
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Nous construisons un arc de translation de la transformation
1

S. = S*“ joignant les points 1 et S, dans U“ (‘ ); soit x la trajectoire de S,
engendrée par cet arc de translation. Soit )\ un arc dans U joignant

1

les points [et Sa = SÇ"(m= 2"'“'> n). Nous parcourons la trajectoire 7.

à partir du point S‘,‘ dans le sens positif et dans le sens négatif
jusqu’aux premiers points T2 et T, qui appartiennent à l’arc 7… Soit
(S’,"', SÇ’) l’arc de translation sur 7. (p entier, pân) qui contient le
point T, La transformation SÎ" change le point T. en un point T
appartenant à l’arc de translation (S,—', I) de la trajectoire 7.. De la
relation T,SÎ”= T découle S’,‘= T*'T,; comme T“' appartient à U2
et T appartient à U, il résulte que le point S’,’ appartient à U3

Désignons par x, et par )\, les arcs de x et de 7\ déterminés par les
points T. et T2. Les arcs x, et )\4 forment une courbe simple et fermée.
Le point S’,’ et son image S’,“ obtenue par la transformation SÏ'” se
trouvent sur l’arc x, ; d’après la proposition1 .5, il y a deux points T3
et TA de 7\, qui se correspondentpar la transformationS’,’“”, c’est—à—dire ‘

T;,SÇ’“"= T,, d’où 81”: T,‘,’ T.. Il résulte de là que S’,‘“” appartientà U”.
La transformationS,“: Sf'”S’j est le produit de deux transformations
contenues respectivement en U2 et en U”; parconséquent SÏ appartient
à U“ et aussi à V.

2.5. A chaque nombre réel et correspond une transformationS“ du
groupe telle que, pour toute suite de nombres dyadiques rationnels
a, , ong, . . . convergente vers et, la suite S‘“, 5°", . . . converge vers S°‘.

Soit ou,, a.}, . . . une suite de nombres dyadiques rationnels conver-
“1 “!

gente vers «. Si lc est assez grand, la suite S‘“, S?’, .. . est bornée, 
(i)—La construction d’un arc de translation, due à M. Terasaka, est la suivante.

Soit A un domaine variable dans U, contenant le point ], limité par une courbe
simple et fermée, et soit S,(A) son image obtenue par S,; S,(A) appartient à

U‘2. Si A est assez petit, A et S,(A) n’ont aucun point commun; nous étendons A
dans Ujusqu’à ce que les frontières de A et de S,(A) se touchent en un point P.
Un arc passant par le point I, joignant, dans A, P et S‘,“ ( P), et son image obtenue
par & forment ensemble un arc simple situé dans U2; la partie de cet arc entre
les points 1 et Si est un arc de translation de la sorte demandée.
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d’après la proposition2 . 4 ; la suite 8°“, S“*, . . . est donc aussi bornée
et elle admet au moins un point d’accumulationS“. Soit «',, «',, . . . une
suite extraite de la suite a telle que S‘“, S°“=, converge vers S“.
Comme oc,— ocv converge vers 0 si v'—>oo, la suite S°““°"‘, S°"“°"—, . .

converge vers [,en vertu de la proposition 2. 4. En multipliant les
deux dernières suites, on conclut que la suite S°“, 8°“, . . . converge
vers S“. Il résulte de là immédiatement que, pourune suite quelconque
de nombres réels cc,, or,, . . . convergente vers oc, la suite 8°“, 8°“,
converge vers S“.

Les points S“(—oo < on <+ oo) forment par conséquent une ligne
continue (image univoque et continue d’une droite).

En conséquence de la proposition 2. 5, la relation S“.Sp= S‘“? est
valable pour des nombres réels oc, B quelconques. Soient en effet
cc,, oc2, . . ,et B,, {3:., . . .deux suites de nombresdyadiques rationnels
qui convergent vers en et vers @, la suite a.,+ {3 converge vers oc + B,

et de la relation S‘“. S‘ “ _S°‘”+l" on déduit: 8“.8°: S“+p. 
2.6. Si les nombres réels et et B sont dtflérents, S“ et S{3 sont aussi

diÿ”érents.

Autrement, on aurait S“—5=I, pour oc —
{$ 74 o; posons y = et —

{3.I 1
De la relation SY=I, on conclut, d’après 1.1, que S*=I, S‘”: I,
et Sç: I (n et [c > 0 sont des entiers quelconques).CommeS“ dépend
continûment de x, on aurait donc, pour toute valeur de x, S“=I;
c’est une contradiction avec l’hypothèse S# [.

Les points S“ (— œ < a <+ oc) forment donc une ligne
simple.

“2.7. Si on., oc…_., .. . est une suite divergente de nombres réels la
suite S“a, S“a, . . . n'admet aucun point d ’accumulation.

"Supposons, au contraire, que la suite S“", S“’—‘, , extraite de la
suite S“«, S“=, . . . converge vers un point T; on peut supposer que,
pour chaque indice le, a',_.— oc',_._, > lc. La suite S“’—'”“I‘, S“3—“'2, . . . conver-
gerait alors vers [. Considérons l’arc simple S“ (oâa < 1) qui est un
arc de translation c,, de la transformation S; la trajectoire v. de S



76 B. DE KERÊKJÂR'I‘Ô.

engendrée par 00 est la ligne 8“ (— œ < a <+ 30). Aucun
arc c,,=S”(c.,) ne contient qu’un point, au plus, de la suite Sal—“L1.
Il résulte donc de' la proposition 1.4 que la suite S“'x—“°"&—: ne peut pas
tendre vers le point I de la caractéristique 7..

Des propositions 2.5, 2.6, 2.7 découle la proposition suivante :

2.8. Les points 5“ (— œ < on <+ oo ) forment une ligne simple et
ouverte.

2 . 9. La transformationS n’a qu’une seule racine carrée.

En effet la ligne simple et ouverte 5“ (— œ < et <+ oo ) est trans—'
formée en elle-même par l’inversion et de même par la transformation8
du groupe. Les deux demi—plans déterminés par cette ligne sont
échangés entre eux par la transformation X—> X“‘S; aucun d’eux ne
peut donc contenir un point de cette transformation,c’est—à-dire une

!

racine carrée de S. Ainsi le point S‘, appartenantà la ligne (S“) corres-
pond à la seule racine carrée de S.

Le résultat obtenu est énoncé dans le théorème suivant :

THÉORÈME. — Chaque transformation8(# I) du groupe G appartient
à un sous-groupe continu connexe d’ordre 1 de G. Ce sous—groupe
est formé par toutes les puissances S“ de la transformation 8
(« réel, — ac <a<+ ce); il est représenté dans le plan par une
ligne simple et ouverte.

5. DÉTERMINATION mas GROUPES CONTINUS CONNEXES D’ORDRE 2. — Nous
désignons par (S') le sous-groupe continu connexe d’ordre 1 du
groupe G qui contient l’élément S; soit 10 la ligne simple et ouverte
dans le plan qui représente le groupe (S). Les images de lo obtenues
par les transformationsdu groupe G forment un faisceau de lignes { l }
tel que par tout point du plan passe une ligne du faisceau et une
seule.

En conséquence de la continuité du groupe G, le faisceau { l } satis-
fait à la condition de régularité suivante : si la distance des points P
.“ P' est suffisamment petite, l’écart des lignes let l’ passant par P et
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par P’, relatif à une métrique bornée du plan, est arbitrairement
petit. Il résulte de là que le faisceau { l} est homéomorphe à un faisceau
de droites parallèles du plan euclidien (‘).

Soit T un—élément de G n’appartenant pas à (S); désignons par I:(,
la ligne représentant le groupe (T), et par {lc : le faisceau des lignes en
lesquelles le groupe G change la ligne Ico.

Chaque ligne du faisceau {le} n’a qu’un point en commun avec une
ligne quelconque du faisceau {l}. Il y a un voisinage Ude l’identité ],
dans lequel le système des lignes {lc} et {l} est homéomorphe à un
système de droites parallèles et orthogonales. Chaque ligne l qui
traverse U a un point commun avec Ico, et chaque ligne lc traversant U
a un point commun avec lo. Il résulte de là que toute transformation
contenue dans le voisinage U peut être exprimée sous chacune des
deux formes : T55“ et 5°",T3'. Par suite :

5. l . SiSet Tsont deux élémentsquelconquesdu groupe G, qui n’appar—
' tiennent pas à un même sous—groupe d’ordre I, ily a un voisinage U de
l’identité tel que toute transformation contenue dans U peut être
exprimée sous la forme T3S“.

Les sous—groupes d’ordre 1 de G forment un faisceau de lignes
simples et ouvertes tel que, par tout point du plan excepté l’origine [,
passe une ligne et une seule. La condition de régularité étant vérifiée

’

pour ce faisceau de lignes, il résulte que ce faisceau est homéomorphe
au faisceau des droites du plan passant par un point fixe. Nous
pouvons donc introduire une coordonnée angulaire ®(mod2 n) dans
l’ensemble des sous-groupes d’ordre 1.

A tout élément T du groupe G, nous faisons correspondre la trans—
formation topologique AT du plan en lui—même définie par la
formule : X —> T“' XT, où Xdésigne un point variable du plan. A,. est

_

le carré de la transformation X —> X—' T, elle conserve donc le sens. La
transformation AT change entre eux les sous—groupes d’ordre 1 de G,
et, en particulier, elle transforme le sous-groupe (T) en lui-même.
L’ensembledes transformationsAworrespondant aux éléments Tde G 

(‘) B. v. KBRÉKJÂRTÔ, Vorlesungen über Topologie, p. 238 et seq.
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constitue un groupe, isomorphe à G, appelé groupe adjoint de G (‘).
L’inverse de la transformation AT est la transformation AT_. corres-
pondant à l’inverse de T.

5. 2. Ily a au moins deuæ élémentsS et T de G, n’appartenantpas à
un même sous—groupe d’ordre 1, tels que la transformationAT du groupe
adjoint, correspondantà T, change le sous-groupe (S) en lui—même.

Si le groupe G est commutatif, cette proposition est évidente; S et
Tsont alors arbitraires. Considérons un groupe G non commutatif;
désignons par @ la coordonnéeangulaire d’un sous-groupe quelconque
d’ordre 1, et par ®’=f(®, T) la coordonnée de son image obtenue
par la transformation AT du groupe adjoint; soit (9’ déterminé de telle
façon que, pour le groupe (T), on ait 8’ = @. De larelation A;‘ = AT_,
découle ®=f(®’, T“). Si la proposition ci-dessus était inexacte, la
différence f(®, T) — @) garderait un signe invariant lorsque T est fixe
et @ variable. Comme cette différence dépend aussi continuement
de T, il résulte que f(®, T) — @ aurait un même signe pour tout @ et T
tels que T n’appartient pas au sous—groupe de coordonnée @. Mais
cela est impossible parce que

f(®: T) —@=®I—f(ali T—l)'

Soient donc S et T deux éléments de G, n’appartenant pas à un
même sous—groupe d’ordre 1, tels que le sous-groupe (S) soit trans—
formé en lui-même par la transformation AT, c’est—à-dire que, pour
tout oc, T“S°‘T appartienne au sous—groupe (S). Il résulte de là que,
pour toute valeur de ,8,

T—5 8“ TB: 5°",

où a’= F(oc, @) est une fonction continue de et et @.
Pour déterminer la fonction F, posons d’abord a: oc, + ou_.; nous

obtenons ainsi :

S…,+a.,,æ: T—3 S°üTB.T—BS°‘=TB: SFM«»3>+FW«»B>; 
(‘) Concernant cette notion, voir, par exemple, É. CARTAN, La théorie des

groupesfinis et continus et l’AnalysisSitus (Mémorial des SciencesMathé'm.,
fase. 112, 1930, p. 19).
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de la relation obtenue

F (di—l— 012,5): F (ou, B) + F (a?) B):

on conclut que
F(% fi)=dF(h 5)=Œ<9(@)-

Posons ensuite B =
{34 + 52, nous obtenons la relation :

S“-‘?(Bx+fial: T-5:(T—3181T51)T3s=T“B:S“'Ÿ'$l‘TBa= S°‘-?'BJ-°P‘Bæ‘_

De la relation
<P(51+ @2)=CP (@1)-@ (52),

on conclut que
cp (B) :: (13.

F(oc, B)=a.a5.
En résumé

Le nombre réel a est défini par l’équation S“: T“‘ ST.! Comme la
transformation AT du groupe adjoint laisse tous les points de la
ligne (T) invariants et conserve le sens du plan, il résulte que S et son
image S“ obtenue par AT se trouvent d’un même côté de la ligne (T);
par suite le nombre réel et est positif. Si le groupe G est commutatif,
a = 1. Si G n’est pas commutatif, a # 1 ; nous posons alors a = e;
cela signifie un changement de paramètre du sous-groupe (T) obtenu
en remplaçant T par T‘““.

Nous avons obtenu ainsi le résultat suivant :

5. 3. Le groupe G contientdeuæsous—groupesd ’ordre 1 : (S) et ( T), tels
que, pour toutes valeurs et et Q,

5“ TB: TÇSMP.

Le nbmbre a est égal à 1 ou à e suivant que G est commutattf ou
non. '

Nous allons démontrer la proposition suivante :

5.4.' Toutes les transformationsdu groupe G peuvent être exprimées
sous la forme T’S”.
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Soit en effet B un élément quelconque du groupe G. D’après la pro-

position 2 . 4, pour un entier n assez grand, l’élément It” appartient au
voisinage U dont les éléments sont de la forme TBS“ (5.1). De la rela-

-tion B= (.T3S“)" on déduit, en tenant compte de la pr0position 5.3,
l’expression R = T’8”.

Des propositions 5 . 3 et 5 . 4 découle immédiatementque (S) est un
sous—groupe invariantdu groupe G.

Nous attribuons au point B: T’S—’” du plan les coordonnées (a:, y).
La correspondance obtenue ainsientre les pointsdu plan et les couples
de nombres réels (a:, y) est biunivoqueet bicontinue.

La transformation T35°‘ change le point T’S'r de coordonnées (x, y)
en le point T’S‘” WS“; comme S‘ T.B= T3ST“'3 (5 . 3), il résulte
que T’S-lcTBS°‘= Tï+BS”“p+“; les coordonnées de ce point sont
(a: a5+ oc, y + (3). On obtient donc les expressions suivantes des
transformations du groupe G :

(1) œ’=xe5+ a, y’=y + 5, si G n’est pas commutatif;
(2) x’=x + a,» y’=y + @, si G est commutatif.

Le groupe (I), qui est le groupe des paramètres du groupe des
similitudes de la droite conservant le sens, n’admet aucun sous—groupe
invariant proprement discontinu.

Le groupe (2) admet deux sortes de sous-groupes invariants pro-
prement discontinus, à savoir :

x’=æ+m, y’=y et æ'=.v+m, y’=)'+n (m, n entiers).

Les groupes facteurs leur correspondant sont les suivants :

(3) x'=x+at (mod1), y’=y+fi (oëæ<1,—œ<+y<œ);
(4) æ’=æ+a (mod1), y’=y+fi (mod1) (oëæ<x,oêy<1).

Le groupe (3) est celui des mouvements d’un cylindre de révolution
et (4) est le groupe des translations d’un tore en lui-même.

Nous avons donc démontré que tout groupe continu connexe
d 'ordre 2 est homéomorphe & l’un des quatre groupessuivants :

1° groupe des similitudes de la droite conservant le sens;
2° groupe des translations du plan euclidien;
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3° groupe des mouvementsd’un cylindre de révolution;
4° groupe des translationsd’un tore en lui—même.

C’est le théorème 1 énoncé dans l’Introduction.

Il. — Caractérisation topologique du groupe homographique.

4. SUR LES ROTATIONS communs DANS UN GROUPE DOUBLEMENTTRANSITIF. ——

Soit G un groupe de transformationstopologiquesdu plan en lui—même.
Nous introduisons dans le plan une métrique bornée, par exemple au
moyen d’une projection stéréographiquedu plan sur la surface d’une
sphère.

_

-

Supposons que le groupe G soit doublement transitif dans le plan;
cela veut dire qu’à deux couples de points quelconques (A, B) et (A', B’)
correSpond une transformation du groupe G et une seule, qui trans-
formeA en A’ et B en B’.

Le groupe doublement transitif est dit continu si à tout couple de
points (A, B) et à chaque nombre positif & correspond un nombre
positif 8 tel que toute transformation de G, qui déplace chacun des
points A et B de distances inférieures à 8, diffère de l’identité de moins
de &, c’est-à—dire elle déplace tout point de moins de &.

Si (A’, B’) est un couple de points tel que les distances (A, A')
et (B,B’) sont inférieures à 3, la transformation de G qui change A
en A’ et B en B’ diffère de l’identité de moins €. Soit (A“, B“) un autre
couple de points; désignons par T et T' les transformationsde G qui
transforment le couple (A”, B") en (A, B) et en (A’, B'). La transfor-
mation T‘| T’ change A en A’ et B en B’; elle diffère donc de l’identité
de moins de a. Il résulte de là que les transformations T et T’ diffèrent
de moins de &, c’est—à-dire, pour tout point P, la distance des
images T( P) et T’(P) de P obtenues par les transformations T et T’ est
inférieure à &. Nous exprimons cette propriété du groupe G en disant
que la transformation du groupe G qui change le couple (A°, B“)
en (A, B) varie continümentavec le couple (A, B).

Une conséquence immédiate de la continuité du groupe G est que
toutes les transformationsde G conservent le sens du plan.

Journ. de Math., tome XXI. —— Fuse. l, 1942. I [
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Soit 0 un point quelconque du plan. Les transformations de G qui
admettent le point invariant () forment un sous—groupe G,, continu et
simplement transitif dans le plan privé du point (). En effet, si P et P’
sont deux points quelconques du plan différents de 0, il y a, dans le
groupe G, une transformationet une seule changeant le couple (0, P)
en (O, P’), c’est-à—direil y a, dans G.,, une transformationet une seule
qui transforme P en P’ et cette transformation varie continûment
avec le point P’.

En vertu du théorème démontré dans le chapitre précédent, le
groupe Go est commutatifethoméomorpheau gr0upe des mouvements
d’un cylindre de révolution, ou, autrement dit, GU est homéomorphe
au groupe des similitudes de centre 0 du plan euclidien.

4.1. Les transformations de G qui laissent le point () invariant
forment un sous-groupecommutatif GO de G, qui est homéomorphe au
groupe des similitudesde centre 0 du plan euclidien.

4.2. Le groupe G,, contient un sous—groupecyclique l‘O d’ordre 1 qui
correspond au groupe des rotations autour de 0.

Nous appellerons, les transformationscontenues dans le groupe I‘…
rotations autour du point 0. Si A est un point différent de 0, la trajec—
toire du groupe I‘,, passant par le point A, c’est-à-dire l’ensemble des
images de A obtenues par les transformations de I‘… est une courbe
simple et fermée; nous la désignons par k,, (ou par Icf, et nous
l’appelons cercle de centre 0 passant par A.

4.3. Toute transformationdu groupe GO transforme le faisceau des
cercles le,, en lui—même.

Soient en effet 9 un élément de l‘,, et T un élémentquelconque de G”.
Désignons par B = p(A) et par A': T(A) les images du point A
obtenues par ces transformations. Comme T et 9 sont échangeables,
on a .T(B): ;: T(A) = T9 (A‘) : p(A'). Cela signifie que le point B du
cercle kg est transformé par T en le point B'= (A') du cercle k;Ç.

Dans le “groupe cyclique F… il y a une transformation involutiye et
une seule; nous la désignons par 00 et nous l’appelons demi—rotation
autourdu point 0.
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Si A et B sont deux points distincts, il y a, dans le groupe G, une
transformation 6 et une seule qui transforme le couple (A, B) en (B, A).
La transformation 52 admet deux points invariants A et B; par consé—
quent o'-’= [(identité). (: est donc une transformationinvolutive du
plan en lui—même; elle conserve le sens, elle admet donc un point
invariant C et un seul ('). a est la demi—rotation autour du point 0
contenu dans le groupe l‘a. Nous appelons le point C milieu du couple
de points A, B.

4. 4. Si la transformation T de G transforme les pointsA, B en A’, B’,
elle transforme le milieu C de A, B en le milieu C’ de A’, B'.

Débignons en effet par (”= T(C) l’image de (’ obtenue par la trans-
formation T. La transformée de 00 par T, c’est-à—dire la transforma-
tion T“oCT, est une transformation involutive admettant le point
invariant C’. De la relation T“‘ CCT: cc,, il résulte que % échange
entre eux les points A' et B’; en effet la transformation T“' change A’
en A, °c change A en B, et T change B en B’.

4.5. Le milieu du couple A, B varie continümcnt avec les
points A, B.

En conséquence de la continuité du groupe G, la transformation
de G qui change A en A' et B en B’ diffère de l’identité d’arbitraire—
ment peu si les distances (A, A’) et (B, B') sont suffisament petites.
Comme C’= T(C), il en résulte que la distance des milieux C et C’ est
aussi arbitrairement petite.

4. 6. La demi—rotationGC varie contimlment avec le point C.

Soit 71 un nombre positif quelconque. De la continuité uniforme de
la demi-rotation a… il résulte qu’il existe un nombre positif & (dont
nous pouvons supposer] qu’il soit inférieur à 71) tel que, pour deux
points quelconquesP et 0 dont la distanceest inférieure à s, la distance
des images obtenues par la transformation ce est inférieure à n,
donc [°‘c<P), °c(Q)] < ‘q, si (P, 0) < €. Soit A un point différent de C. 

(‘) Voir la note (‘), p. 72.
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De la continuité du groupe G, il résulte l’existence d’un nombre
positif3 tel que, si (C, C')<8, la transformation T de G, qui trans—
forme 0 en C’ et le point A en lui-même, diffère de l’identité de moins
de &.

Cela posé, soit P un point arbitraire; on a [P, T”'(P)]<s,
donc

|_°‘c(P)v T_'00(P)] <n;
ensuite

[T—‘ag(P), T“'UgT(P)] < a.

De ces deux inégalités, on déduit la suivante

|“…P), T—'aCT(P)] < 3 + 1, < :).—r,:

Comme T“'a,;T(P)=.cc,(P), cela signifie que la distance des
points oC(P) et ac,(P) est inférieure à la quantité arbitrairement
petite 211 pourvu que la distance des points 0 et C' soit inférieure
à8

4.7. Si les points A et B sont distincts, le produit a,,o,, des demi—
rotations c,, et a, n’admet aucunpoint invariant.

Si-Cétait un point invariantde a,, o,,, soit C’ : o,,(C ; alors c,,(C’): (7.

Comme ca, et % sont involutives, on aurait à la fois : o_,(C’)= C
et a,,(C)= C' ; le point C’ serait donc aussi invariant par la transforma—
tion a,a,, qui alors, admettantdeux points invariants, serait l’identité;
ce serait une contradiction.

4.8. Soit P un point quelconque, et soient P, T(P), :’(P), . . . ses

images obtenuespar les itérations de la transformation : — c_,d,,. Cette
suite de points est divergehte.

 
D’après 4.7, c’est une conséquence immédiate du théorème auxi—

;iaire 1.2.

5. SUR LES nouormärws communs DANS LE'GROUPE G,,. — Nous appelle;
rons chaîne (d’origine 0) engendrée par le point A, la suite des points

A., A.=a,,(0), A,:a,,(A,), A.=a,fl_,(An_.>,
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Désignons par A_. = a,,(.l.) l’image de A. obtenue par la demi—

rotation 0… et soit A_., A_._., . . . la chaîne engendrée par A-.. Dans
la suite des points -

. n ., -’l—IU . . . , 11..2, “1—1, flow—_— O, :'11, 1453, . . . , —l,;, . . .,

que nous appellerons double chaîne, tout élément A est le milieu ducouple A,_ ., .I….
5.1. La demi—rotation a,,, autour du point A,, de la double chaîne

transforme le point A,, en A2 ,_._,,.

Pour raison de simplicité, posons Ic_—— o. La demi-rotation a,,trans—

forme 0 en 0 et A' en A_., comme A est le milieu du couple 0, A,, il
résulte de 4. 4 que c,,(A )=A_., est le milieu du couple 0, aî,(A,),
d’où a,,(A,)= A_,. Par induction de n à n+1, on déduit de là,
pour tout n, a,,(A,,)= A-… —

'

5.2. Les points de la chaîne A,, A,, . . . forment une suite diver—
gente. ‘

En effet le produit a,,a, des demi—rotations a,, et a,, transforme le
point A,,en A,… (5. 1); il résulte de la proposition4. 8 que

les
suites

A., A,, A,, . . . et A,, A,, A,, ... sont divergentes.

5.3. Si la transformatiôn T de G,, change le point A, en A',, elle
change le n’è"“' élémentA,, de la chaîne engendrée par A, en le n‘"'” élé—

ment A’,, (‘le la chaîne engendréepar A',.

D’après la proposition 4. 4, le milieu A du couple 0, .l._ est changé
par T en le milieu A' _—T(A,) du couple 0, T(A2); il résulte de là que
T(A,)=A'_,; et ainside suite.

Désignons, pour tout entier positif n, par T,, la transformation du
groupe G,, qui change le point A, en le n'è'“° point A,, de la chaîne
engendréepar A, . On voit facilement que T,, est indépendantdu choix
du point A,; soit en effet A’, un autre point quelconque et soit T la
transformation de G,, qui change A, en A}; la transformation T“' T,,T
change A', en le n““'° élémentA,, de la chaîneengendréepar A',. Comme
le groupe G,, est commutatif, T—' T,,‘T= T… "
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En conséquence de la proposition 5.1 , les élémentsA…, A,,,, A,,,, ..
de la chaîne A., A2, . . . forment aussi une chaîne. La transfor-
mation T,,, change le point A. en An.; d’après 5.3 elle change donc le
point A,, en A,…… Chacune des transformations ’l‘,,,,.et T,, T,, de Go trans—
forme A, en A…; il résulte de là que

,
Tn Tn’= rfi/:’-

ILDésignons par T,, la transformation T… T“. Comme le groupe Go
Il

est commutatif, on a, pour des entiers positifs m, n, m’, n’ quel—
conques

T’fi 77Ï'£_= Tm TÏL‘ Tm’ TZ": Tm 77m' T;‘ TZ'l : 77mm'Tiiri'= mm'7
n n' ‘ nn’

c’est-à—dire
Tr Tr'= TI‘I")

où r et r’ sont des nombres rationnelsp0sitifsquelconques. Nous avons
donc démontré la proposition suivante :

5.4. Les transformations T, correspondant aux nombres rationnels
positifs r forment un sous-groupe de G0; le produit de T,. et T,. est 'I‘,.,.…

Pour tout nombre rationnel positif r, nous désignons parA,l’image
de A. obtenue par la tranformation T,; nous désignons par A_,. l’image
de A, obtenue par la demi-rotation Go.

Pour tout entier positif n, les points A… (m: o, i— 1, —_+— 2, . . .)
în

forment une double chaîne, en conséquence de la proposition5. 3. En
appliquant la proposition 5.1 à ces doubles chaînes, nous obtenons
le résultat suivant :

5 . 5. Le produit fr,. de la demi—rotationon et de la demi—rotationautour
du point Ar change le point A,. en AM,. (r et r’ désignent des nombres

rationnels quelconques).

Nous allons démontrer la proposition suivante :

5 .6. La suite despoints A ,_, A ,_, A , . converge vers 0.i
+



LE CARACTERE TOPOLOGIQUEDU GROUPE HOMOGRAPHIQUE. 87
l

Désignons par I:" et I:” les cercles de centre () passant par A,, et
par A,. Si la suite des points .1, ne tendait pas vers (), Soit n,, n,,

Il
une suite d’entiers positifs tels que les points A, , A , , . . . se trouvent

|

à l’extérieur du cercle [€* de centre 0. Comme T,,(k’7): k' , si () est un
point quelconque intérieur à [€* (difiérent de ()), ses images obtenues
par les transformations T,, , T,,_, . . . sont toutes intérieures à #. Dési-
gnons par T la transformation de G,, qui transforme () en A,; tous les
points T_T(Q)= TT…(Q): T(-4 4,,_ seraient alors intérieurs
au cercle T(lc ):, c’est en contradiction avec la proposition 5.2 qui
affirme que la suite A,, A,, . . . est divergente. \

   
5.7. Au pains A, et à un nombrepositif & arbitraire, on peut faire

correspondre un entier n,, tel que, pour tout n > n,,, la distance de deux
points consécutifsquelconques de la double chaîne

.., A..—», A |, 0=A0, A1, A3, Ag, ..., A1,
Il Il IL Il;|

_
est inférieure à &.

D‘après la proposition 515, la transformation :, change le point ()
en A, et le point A, en A ,; comme :, est continue, il résulte de 5.6

— 1+——
,

que la suite A , (n= 1, 2, . . .) converge vers A,. Soit 8 un nombre
i+—

positif tel que toute transformation du groupe qui déplace chacun des
points A0 et A, de distancesinférieuresà 8 diffère de l’identité de moins
de a. Si n,) est suffisamment rand, our tout n n les distances% P 07

( A,, A,) et (A,,A ,) sont plus petites queè.La transformation.,
, 77

qui change A0 en A, et A, en A _,”(vozr@. 5) diffère donc de l’identité
de moins de a. Il résulte de là que, pour tout entier m, la distance des
points A…\et A , = T.,

(A…) est inférieure‘a.-..m+- —
I. Il n .

Nous entendons par demi—ligne OA, la réunion de l’ensemble des
points A, dont l’indice r est positif rationnel, et de son dérivé; nous
entendons par ligne OA, la réunion de l’ensemble des points A,
d’indice rationnel r et de son dérivé. Les points A,. seront appelés

’!
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points rationnels de la ligne OA (ou de la demi--ligne OA) par
rapport à A..

Nous définissons les translations du plan suivant la ligne OA. de la
façon suivante. Soit P un point quelconque de la ligne OA. et soit O le
milieu du couple O, P. Le produit 't = 5050des demi—rotations a,, et a,,
change le point 0 en P. La transformation F. qui, d’après la proposi-
tion 4.7, n’admet aucun point invariant, est appelée translation sui—
vant la ligne 0 l,, correspondant au point P.

Les translations ”L‘, correspondant aux points rationnels A trans-
forment l’ensemble des points rationnels A,. en lui-même (5. 5).
Comme., est continue, elle transforme la ligne OA en elle--même.

D’après le résultat 5.5.), le produit F.,—. des translations ., et .,.
correspondant aux points rationnels A,. et A,. transforme le point 0
en A…. et le point A. en A,+,.+,.; de même pour les transformations T,.:,
et F.….. De notre condition sur le groupe G, il résulte donc

r,.r,.-= r,.r,.=7r+r.,

c’est-à-dire les translations suivant la ligne OA qui correspondent aaa:
points rationnels forment un groupe commutatzf

Soient B et C deux points quelconques de la ligne O.l,; désignons
par P. et par 't' les translationssuivant la ligne OA4 correspondant aux
pointsB et 0. Soient A,,, A,.,, . . . et A,,, A,, . . . deux suites de points
rationnels qui convergent vers B et vers C, respectivement.D’après le
théorème 4.6, les translations c,, et "t', de même que les translations
«:, et T' diffèrent d’arbitrairemént peu si v est suffisammentgrand. De
la continuité uniforme des transformations. et fr’, il résulte donc que
les transformations "L’.’et."' .diffèrent de fr,... .= .,P,,= "t,.,+,, d’aussi
peu que l’on veut si v est assez grand. Par suite les transformations
"C't' et *:“: sont identiques.

Il résulte de là T(C)=T'T<O)=TT'<Û)=T'(B>; désignons ce
point par D. La suite des points AM,,= T,.,+,,(0) converge vers D. La
translation cc" suivant la ligne OA, qui correspond au point D diffère
de ft,._, ,_,, d’arbitrairementpeu si v est assez grand. Par conséquent

Il / /? =T'.‘ =‘L‘T.

Nous avons ainsi démontré le théorème suivant :
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5 .8. Les translationssuivant la ligne OA, formentun groupe continu

commutatifqui est simplement transitif sur la ligne OA. .

Désignons par Il le groupe des translations suivant la ligne UA,.

5. 9. La ligne OAl est un-ensemble nullepart dense dans le plan.
Dans le cas contraire, cet ensemble fermé aurait au moins un point

intérieur, et comme il est topologiquement homogène (c’est—à—dire
qu’on peut transformer tout point de l’ensemble en tout autre point
de l’ensemble par une transformation topologique de l’ensemble en
lui-même, à savoir par une translation *:), l’invariance des points
intérieurs par les transformations topologiques nous fournitce résultat
que tous les points de l’ensemble sont ses_ points intérieurs. La
ligne OA. serait alors identique au plan entier, et le groupe b des
translations suivant la ligne OA4 serait un groupe continu simplement
transitif dans le plan. En vertu du théorème démontré dans le
paragraphe 2, il y aurait alors dans le groupe h un sous—groupe
continu d’ordre 1 contenant la transformation 1. et, avec celle—ci, les
transformationssuivantes : la n‘ème racine de P.., c’est—à—dire la trans-
formation é, (n: 1, z, . . .); la mième puissance de P.,, c’est—à-dire la

Il - Il
transformation .. (m=o, il, :*: 2., ).; les éléments d’accumu—“2

Il.

lation des transformations T…. Ce sous-groupe d’ordre 1 serait donc

identique au groupe le d’ordre 2, ce qui est évidemment une contra—
diction.

Les transformations T. du sous groupe GO correspondant aux
nombres rationnels positifs r transforment entre eux les points
rationnels de la demi—ligne GA,, d’après la proposition 5.4. Comme
la transformation T, est continue, elle transforme la demi-ligne OA,
en elle-même. .

Si A est un point quelconque de la demi-ligneOA, (différent de O),
et si .—1,,, A… . . . est une suite de points rationnels de cette demi-ligue,
qui converge vers le point A, la transformation T du groupe Go qui
change A| en A diffère de la transformation T,v d’aussi peu que l’on
veut pourvu que v soit assez grand. Il résulte de l‘a qüe la transforma-
tion T change aussi la demi—ligne ().l. en elle—même.

Jour-n. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1942. 12
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Les transformations du groupe (l‘a, qui transforment la demi—
ligne OA, en elle-même, forment un sous-groupe de (la que nous
désignerons par go; go est un vrai sous—groupe de G,, parce que la demi—
ligne OA. n’est nulle part dense dans le plan (5.9). Le groupe g,, est
fermé et dense en soi, en conséquence de 5.7. La trajectoire de go
passant par le point A =A, est la demi—ligne OA. (excepté le
point 0); elle est bien enchaînée d’après la proposition 5 . 7; elle n’est
pas compacte en conséquencede 5. 2.

Comme le groupe Go est homéomorphe au groupe des similitudes
de centre 0 du plan euclidien (4.1),il résulte de la théorie des
approximations diophantiques que ses seuls sous-groupes fermés et
denses en soi sont les suivants :

1° le groupe l‘O des rotations autour du point ();
2° les produits de l‘O par les puissances b“(n= o, :*: 1, i 2, . . .)

d’une transformation S de Go n’a artenant as à [‘ '
PP

_
P 07

3° sous—groupe continu, non cyclique, d’ordre 1;
4° les produits d’un sous—groupe continu, non cyclique, d’ordre 1

par les puissances d’une rotation périodique autour de ().

En ce qui concerne le groupe g… les cas (1) et (2) sont exclus. En
effet la trajectoire du groupe Fo passant par A est le cercle I.“; qui est
un ensemble compact; la trajectoire du groupe S”l‘o est formée par
l’ensemble des cercles de centre () passant par les points S"(A)
(n :o, :t 1, + 2, . .); cet ensemble n’est pas bien enchaîné. Il ne
reste donc qu ’envisager les groupes (3) et (4).

La trajectoire d’un sous-groupe continu, non cyclique d’ordre 1

de Go est une demz--lzgne ample et ouver‘te() qui a un point commun
avec chaque cercle Ico. La demi-ligne OA, est donc ou bien une demi—
ligne simple et ouverte ou bien la somme d’un nombre fini de demi—
lignes simples et ouvertes qui se correspondentpar une rotation pério-
dique autour de O. 

(‘) Voir la définition de ligne sïmple et ouverte dans .le paragraphe 1; une
ligne simple et ouverte est divisée par un quelconque de ses points en deux demi—
lignes simples et ouvertes.
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La ligne OA. est formé par la demi-ligne OA, et son image obtenue

par la demi-rotation autour de (1. Par conséquent, la ligne ().—1. est ou
bien une ligne simple et ouverte ou bien la somme d’un nombre fini
de lignes simples et ouvertes qui se correspondent par une rotation
périodique autour de O.

‘

La dernière éventualité s’exclut par l’homogénéité de la ligne GA,.
En effet la demi-rotation autour du point A, transforme un voisinageî
du point A, relatif à la ligne (M,, qui est un arc simple, en un voisi-
nage de la même sorte du point 0.

Il résulte de là :

5.10. Le sous—groupe g… de Go formé par les transformations qui
transforment la demi—ligne OA, en elle-même est un groupe continu,
non cyclique, d’ordre r.

Nous appelons les transformations contenues dans go homothétie:
de centre 0. Toute homothétie de centre () transforme les demi—
lignes OP en elles—mêmes et les cercles ko entre eux.

En conséquence du résultat obtenu, la ligne OA. est une lignesimple
et ouverte.

L’ensemble des points rationnels A, est partout dense sur la
ligne GA,. Comme la translation P.,, sans point invariant, transforme
le point A,. en A…., les points rationnels A. se succèdent sur la ligne OA,
dans le même ordre que les nombres rationnels r leur Correspondant.
Nous introduisons, sur la ligne CA,, la coordonnée a: en attribuant
à tout point rationnel A,. la coordonnée æ =r et en étendant l’attri-
bution de la coordonnée par continuité à tous les points de la ligne.

Avec la coordonnée a:, les transformationsde la ligne OA. engendrées
par les translations contenues dans le groupe h s’expriment par la for—
mule æ’= x + a, où a est un nombre réel quelconque. Cette proposi-
tion résulteimmédiatementde 5 . 5, en tenant compte de la continuité
du groupe et de celle de la coordonnée.

'

_

D’une façon semblable, il résulte de la proposition 5.4 qu’avec la
même coordonnée a:, les transformations de la ligne OA, engendrées
par les homothéties de centre 0 s’expriment par la formule a:“: car,
où 0 désigne un nombre réel positif quelconque.
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Nous énonçons le résultat obtenu dans le théorème suivant :

5.11. Avec la coordonnée a:, les transformations de la ligne ()il'
engendrées par les translations contenues dans le groupe la s’expriment
par la formulem’: a: + a (a réel). Avec la même coordonnée, les trans-
formations de la ligne OA. engendrées par les homothéties contenues
dans le groupe g(, s’expriment par la formule æ’= cx (c réel positif).

6. L’EXPRESSION ANALYTIQUE nas mmsronunwns DU GROUPE (J. —— Les
raisonnementsdu paragraphe précédent ont montré que les points ()
et A,, qui ont été choisi arbitrairement, déterminent une ligne GA,.

Si 0’ et A' sont deux points quelconques de la ligne 01… leur
milieu

;'%1
et le point A’_—_ 54, (O') appartiennent aussi à la ligne OA

en conséquence des pr0positions 4. 5 et 4. 6. Il résulte de là que tous
les points de la ligne O’A', , dont les coordonnées relatives aux points O',

A'‘ sont des nombresdyadiquesrationnels, appartiennentàla ligne ()A.;
l’ensemble de ces points est partout dense sur la ligne ()’A',, par suite
tous les points de la ligne O’A'| appartiennent à la ligne (M.. Comme
les lignes 0.4, et O’A'| sont des lignes simples et ouvertes, elles sont
donc identiques: D‘où le résultat suivant :

6.1. Une ligne est uniquement déte1mme'epar deuæ quelconques de
ses points.

Il résulte de la proposition 4.4 par un raisonnement analogue à
celui employé ci-dessus :

6.2. Si la transformation T du groupe G transforme les points A et B
en A' et B’, elle transforme la ligne A I) en la ligne A'B'.

Nous introduisons dans le groupe F., des rotations 9 autour de ()

un'paramètrecanonique ®(o ; @ < 27.) tel que le produit des rotations
pg et p@,correspondant aux paramètres@ et Q’ soit la rotation p…@, qui
correspond au paramètre @ + 8’ (lequel nous réduisons selon le
module 271). La valeur @ est le nombre de rotation (') appartenant à 

(’) Il s’agit ici d’un cas. particulier de la notion de nombre de rotation, intro—
duite par Pomémtä dans ses recherches sur les courbes définies par une équation
difl'érentielle.
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la rotation pg. @ reste invariant par transformation; cela veut dire
que, pour un élément quelconque T du groupe G, les nombres de
rotation correspondant à pg et à T“' p@Tsont égaux.

Soient OA etOB deux demi-lignes issues de O; chacune d’elles a un
point commun et un seul avec un cercle quelconque Ico de centre 0;
il y a donc une rotation P@ autour de O et une seule qui transforme la
demi-ligne ()-1 en OB. Nous appelons la valeur du paramètre @ corres—
pondant à cette rotation angle <); A OB formé par les demi-lignes OA
et OB. De l’invariance du nombre de rotation par transformation
découle le résultat suivant :

'

6 . 3. Si une transformation de G transforme les points 0, A, B en les
points O', A’ , B', les angles <): A OB et <XA’O’B' sont égaux‘.

Si <): AOB =i Ë’ nous disons que les lignes OA et ()B sont perpen-
diculaires.

6. 4. Si la ligne 0 coupe les lignes a et b et forme avec elles des angles
correspondants égaux, les lignes a et [) n’ontpas de point commun.

Soient A et B les points communs de c avec a et avec b; soit 0 un
point quelconque de c différent de A et de B. L’homothétie p. de
centre 0 qui transforme le point A en B, change, d’après 6.3, la
ligne a en b. Si P était un point commun de a et de b, les points P
et [J.(P) de la demi-ligne OP appartiendraient à la ligne 1), en contra-
diction avec le théorème 6.1.

6. 5. Si la ligne 0 coupe les lignes (1 et b et forme avec elles des angles
correspondants inégauaä, les lignes a et b ont un point commun.

Soient A et B les points communs de 0 avec a et avec 1). Désignons
par a’ la ligne passant par A pour laquelle c forme avec a’ et b des
angles correspondants égaux. Soit 0 un point de c différent de A et
de B; nous joignons 0 à 'un point P’ de a qui est séparé de 0 par la
ligne a’. Soit P le point commun de la ligne a’ avec le segment OP’ de
la ligne OP’. Par une homothétie de centre 0, nous transformonsle
”point P en P’; au point A de la ligne OA correspond, par cette homo-
thétie, un point A' de OA; l’image de la ligne a' est une ligne a” telle
que la ligne c forme avec a” et b des angles correspondants égaux. Par
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une homothétie de centre A, nous transformons le point A’ en B; en
vertu de 6 . 3, la ligne 0” sera changée en l) et la ligne a en elle—même;
par conséquent au point commun P’ de a et a” correspond un point
commun des lignes a et b.

Nous appelons deux lignes parallèles si elles n’ont pas de point
commun. Les propositions6.4 et 6.5 montrent que, pour le système
des lignes, l’aæiomed’Euclide sur les parallèles se trouve vérifié.

Les transformations du groupe G transforment des lignesparallèlles
en des lignes parallèles. _ _

Les translations suivant la ligne OA transforment le faisceau des
lignes parallèles à OA en lui—même, et, en vertu de 6.3, aussi le
faisceau des lignes perpendiculaires sur OA en lui-même.

Si une translation ". suivant la ligne OA transforme le point P en P’,
alors la ligne PP’ est parallèle à OA. Autrement, soit 0 le point
commun des lignes PP’ et OA; désignons par Q et O’ les points
communs de la ligne OA avec les perpendiculairessur OA passant par
les points P et P’. L’homothétie p. de centre 0 qui transforme P en P’
changé le point 0 en O’; la translation 't change aussi P en P’ et Oen O’.
Les transformations p. 'et "t' de G qui coïncident aux points P et O
devraient être identiques; mais cela est impossible, car p. admet un
point invariant et *: n’en admet aucun. De la sorte, nous avons
démontré que les translations suivant la ligne OA transforment toute
ligne parallèle à OA en elle—même.

Nous introduisonsdans le plan un système de coordonnées rectangu-
laire (æ, y) de la manière suivante. Sur la ligne OA, nous définissons
la coordonnéea: par le procédé décrit dans le paragraphe précédent;
soit 0 l’origine a:: o, et soit OA la demi—ligne pour laquelle æ> o.
Désignons par OB et OB’ les deux demi—lignes perpendiculaires
sur OA issues de O, de telle façon qu’il soit : <IAOB=<IB’OA= + g- Si
k,, est un cercle quelconque de centre O, et si a: désigne la coordonnée
du point commun de Ico avec la demi—ligne OA, nous attribuons aux
points communs de k,, avec les demi-lignes OB et OB’ respectivement
les valeurs a: et — a: comme leurs coordonnéesy.

Soit P un point du plan; nous menons par P les perpendiculaires
sur 0.1 et sur OB et nous désignons leurs points communs avec les

/



LE CARACTÈRE TOPOLOGIQUE DU GROUPE HOMOGRAPHIQUE. 95
lignes OA et OB par A_,, et par B,; soient x et y les coordonnées res-
pectives de ces points. Nous associons au point P le couple des
nombres réels (:p, y) que nous appelons ses coordonnées.

Des résultats obtenus, on conclut immédiatement que, dans le sys-
tème de coordonnées que nous venons de définir, les translations
suivant la ligne OA s’expriment par les formules æ’= æ+ a, y’=y
(voir 5.11); pareillement, les translations suivant la ligne OB
s’expriment par les formules x’=x, y’=y+b. Nous entendons
par translation du plan le produit d’une translation suivant la
ligne OA et d’une translation suivant la ligne OB. Pour ces transla-
tions, la proposition suivante découle des résultats obtenus :

6 . 6. Les translations du plan forment un groupecommutauf, simple-
ment transitif dans le plan, et sont eæprimées par les formules
æ’=x+ a, y’=y + b, où a et b désignent des nombres réels quel—
conques.

Les homothéties de centre O transforment les demi-lignes issues
deO en elles—mêmes, et les Cercles de centre O l’un en l’autre. Par
conséquent, une homothétie de centre O engendre sur les lignes OA
et OB les transformationsm’: cm et y’= cy (voir 5.14), où la con—
stanteca la même valeur dans les deux équations. Comme cette trans—
formation transforme les faisceaux des lignes parallèles à OA et à OB
en eux—mêmes, il s’ensuit que le point (ac, y) est transformé par cette
homothétie en le point (csv, ay). Par suite :

6.7. Les homothéties de centre O s’expriment par les formules
x’= cx, y’= cy, où 0 est un nombre réelpositifquelconque.

En conséquence de ce dernier résultat, toute ligne passant par
l’origine O s’exprime par une équation linéaire de la forme y=cx.
Toute ligne peut être transformée par une translation du plan en une
ligne passant par l’origine; de là nous concluons que toute ligne
s’exprimepar une équation linéaire.

Les rotations autour de O transforment toute.ligne en une ligne,
par conséquent, les rotations autour de O s’expriment par des équa-
tions linéairesde la forme suivante : x’= aæ+ by, y’= cæ+dy, où les
coefficients a, b, c, ci sont des nombres réels dépendant continûment
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de l’angle@ de la rotation. Par la rotation d’angle + 3 autour de O, le
point de coordonnées (1 ,0) est transformé en le point (0,1) et celui-ci
en le point (—1,o); pour ce cas, les coefficients ont les valeurs
suivantes : a=d=o, —b=c=1; d’où les formules æ’=——y,
y’=æ. La rotationd’angle @, expriméepar les formulesæ’=aœ+by,
y’=cx+dy, transforme le point (1,o)'en le point (a,c) et le

point (0,1) en le point (‘_b, d). La rotation d’angle
£“—

change le
point (a, c) en le point (b, d); on obtient de là les équations
[):—C, (!= a.

Nous introduisons la coordonnée complexe z=x+iy. Posons
r=+Ja”+b”, et a=rcoscp, b=—rsincp; les formules de la
rotation peuventêtre alors misessous la forme del’équationcomplexe
su1vante : s’: l'ai—‘Pz.

Si c’est une rotation de période n, l’expression de sa n‘… puissance
nous donne '

zrnl ___. l"‘€"'ŸS E ;;
de là résulte nç = 2mu, par conséquent cp = @; ensuite r”: 1,

d’où r=1. Les rotations périodiques contenues dans le groupe l‘O
forment un ensemble partout dense dans I‘”; comme r varie continû—
ment avec @, il en résulte que, pour toute rotation autour de 0, on
a r: 1 . C’est le théorème de Pythagore que nous venons de démontrer.
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

6. 8. Les rotations du plan autour de l’origine () s’expriment par les

formules æ’=xcosÛ—ysin@, y’=æsin®+ycos@,

ou, avec la coordonnéecomplexe z = a: + t'y, par la formule
z’: e’®z.

Nous démontrons la proposition suivante :

6.9. Toute transformation du groupe G est le produit d ’une homo-
t hétie de centre 0, d’une rotation autour de O et d’une translation.
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Soit T une transformation quelconque de G. Soit A’: T(A)

et O': T(O). Désignons part la translation du plan qui transforme 0’
en O, et soit A. :: T(A'). Désignons par 9 la rotation autour de 0 qui
transforme la demi-ligne OA| en OA, et soit A2= p(A.). Soit finale-
ment :J. l’homothétie de centre () qui transforme A2 en A. Les trans-
formations T et (peu)“ du groupe G coïncident aux points 0 et A;
elles sont donc identiques.

Les transformations pï‘, p*',*1" s’expriment par les formules
z’=cs, z'=e‘% et z—’=’+b (voir6.6, 6.7, 6.8); en posant ce"?_a,
nous obtenons l’expression suivante de T : z’= a:- + b.

Le groupeG, de même que le groupe des transformationss': a :. + b,
est doublement transitif dans le plan; par suite toute transfor-
mation s’=as+b appartient au groupe G. Nous avons obtenu le
résultat suivant, énoncé comme théorème II dans l’Introduction :

 

6 . 10. Le groupe doublement transitif G est identique au groupe des
transformationslinéaires z’= az + b, 012 a et b désignent des nombres
complexes quelco‘nques (a ;é o ).

7. LE GROUPE uomoonavmous DE LA SPHÈRE. — Soit G’ un groupe
continu triplement transitif de transformationstopologiques de la sur-
face d’une sphère en elle—même. Soit U un point de la sphère; les
transformations de G’, qui laissent le point U invariant, forment un
sous—groupe GU de G’ qui est doublement transitif sur la sphère privée
du point U.

Si 0 est un point différent de U, désignons par Gau le sous-groupe
de G’ formé par les transformations qui laissent les points 0 et U
invariants. Il y a dans G…, une transformation involutive et une seule
(voirê Il); nous la désignons par c…, et nous l’appelons demi—rotation
autour du couple 0, U. Comme 0 et Uont été choisis arbitrairement,
il résulte de là qu’à deux points quelconques A et B de la sphère
correspondune demi—rotation a_,,, autour du couple A, B et une seule.

7 . 1. Si la demi—rotation 5.43 échange entre eux les points C et I), la
demi-rotation O‘CD échange entre eux les points A et B.

   Soit en effet 9 la transformation de G' qui change le tri
Journ. de Math., tome XXI. — Faso. |. 1912.

' I
,. Q..

.
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points (A, B, C) en (C, D. A). D’aprèsun théorème de M. Brouwer ("),
p admet au moins un point invariant Pqui estnécessairement distinct
de A et de C. La transformation 92 admet trois points invariants : P,
A et C, par conséquent p‘-‘= 1. La transformationinvolutive péchange _

entre eux les points A et C, et de même les points B et D. La trans—
formée dela demi-rotation a,… par 9, c’est-à-direp“' a,”, p est involutive,
ses points invariants sont Cet 0, elle est donc la demi—rotation cr…, :

_| _
P 0310 P — °‘cn-

L’expression à gauche montre que la demi-rotation aCD échange entre
eux les points A et B.

7.2. Toute transformation du groupe G’ qui n’appartient pas au
sous-groupe G,, est le produit d’une transformation T de G,, et d’une
demi—rotation o__,,,.

Soit S une transformation de G' n’appartenant pas à GU. Désignons
par Cl’image du point U obtenue par S, et soient A et B deux points
qui se correspondentpar la demi-rotation ca,. Désignons par A’ et B’
les images de ces points obtenues par l’inverse de la transforma-
tion S. Si T est la transformation de GU, qui change A’ en Aet B’ en B,
et ou la demi—rotation autour du couple A, B, qui, d’après 7.1,
échange entre eux les points 0 et U, la transformation T.c,… trans-
forme’ le triple de points (A’, E’, U) en le triple (A, B, C) de même
que la transformatidn S. Par suite T. a,,” est identique à S.

Nous transformons la surface de la sphère sur le plan par une
projection stéréographique de centre U. Nous introduisons, dans le
plan, une coordonnée compleæe :- telle que les transformations du
groupe GU s’expriment par la formule 2’ = a: + b (voir 6. 10).

7. 3. Toute demi—rotationcontenue dans le groupe G' s'exprimepar
une transformationlinéaire de la coordonnée complexe z.

'

Désignons par A et A’ les points d’affixes :- =+ 1, et par P et P’ les
points d’affixes z =+ {; soit 0 l’origine : = o. La demi-rotation c…, 

(‘) Voir la note (‘), p. 69.
(2) Concernant la démonstration suivante, cf. B. de KERÉKJÂRTÔ, Sur les inver-

sions dans un groupe commutatif(C.R. Acad. Sc., Paris, t. 210, 1940, p. 288).
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échange entre eux les points A et A’, et de même les points P et P’; il
résulte de la proposition 7.1 que les points 0 et Usont échangés entre
eux'et par la demi-rotation GM et par la demi—rotation c…… La trans—
formation a,,,,a,…= pf admet les points invariants 0 et U; elle appar-
tient donc au sous-groupe Goa. D’après6. 7 et 6 . 8, on peut exprimer p.’
par une équation de la forme 2’ = {’ ;.

Désignons par y. la transformation z'=-Ê de G…,- qui change les
points P et P’ en A et A'. La transformée de la demi-rotation aM
par [J.—' est la demi—rotation app,

P—°‘AA’P—“‘: UN?-

Cette relation jointe à la relation OMG”,: pt’ donne

°'AA’-P—UAA’P——1: (JL,

que nous écrirons sous la forme

ÜAA'FÜAA'= n’y-

Désignons par aM(z) la coordonnée complexe du point en lequel
'

le point d’affixe z est changé par lademi-rotation al,/,.
La transformation cups“, transforme le point 2 en le point

cM[dM(z)-ÎÇ]- En effet GM change le point 2 en aM(z), pt change ce

dernier en aM(z)-C£ et CM, le change en a“,[aM,(z)-Ê ]- D’autre part,
y/

la transformatmn p.’ p. transforme le pomt z en % :. Nous obtenons donc
% 4

la relation

ÜAA'l”AA'(Z)'Ë—l: % 5

valable pour toutes valeurs complexes 2 et C. POur déterminer {’ en
fonction de C, posons, dans cette équation, z: 1; on a aM(1)= 1,
par suite

1 {'
aA/I,<E> : î.

, . . 1 'Posons dans l’equat10n c1—dessus{: :, consequemment
[=; et — =Ù,M(z),!

C C
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nous obtenons l’équation suivante :

UAA'[UAAr(Z).S]: O'AA'(Z).Z.

Cette équationsignifie que, pour toute valeur de :, le point CMA—=”) . z
est un point invariant de la transformation o,,,,.; il coïncide donc ou
avec le point +: ou avec — 1, c’est-à—dire

UAAI(S)=i
llll—l

. l l .SI ;; =1,on a o,,,,.(z):+ ;, et, comme aM(3)est continu, on obtient
de l‘a, pour toute valeur complexe z, l’expression suivante

Ul»—

a‘_4,,r(z) =+
Nous avons donc démontré que la demi—rotationa“, autour du couple

. . . . , . I
de patnts : =i 1 s’exprimepar la transformation lineaire z’ = ;-

Soit B, C un autre couple quelconque de points (différents de U).
Désignons par T la transformation du groupe GU qui change les
points A et A’ en B et C. Il résulte de la relation ’I'“l GMT: cm et du
fait que T et a“, sont des transformationslinéaires de :, que la demi—
rotation a,,c s’exprime aussi par une transformationlinéaire de :.

En'conséquence des résultats 6.10, 7.2 et 7.3, toute transfor-
mation du groupe G’ ‘peut être exprimée par une transformationlinéaire
de la variablecomplexez. Le groupeG’ ainsi que le groupe des transfor—

- . . . : !)
mations linéaires :’ = a +

.
c: + ci

il en résulte donc que toute transformation linéaire appartient au
groupe G’. Nous avons ainsi démontré le théorème suivant (qui est le '

théorème III énoncé dans l‘Introduction) :

 sont triplement transitifs sur la sphère;

7.4. Le groupe G’ triplement transitif est identique au groupe des
az + bm

nombres complexesquelconques tels que ad— bc # o.
transformations linéaires z'= , où a, b, c, d désignent des

\.


